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Capitulo 1

Introduccion.

En el presente trabajo se lleva a cabo un estudio sobre la vibracién de
barras, concebidas como un sélido elastico. Se desarrolla un modelo matemé-
tico y su correspondiente implementaciéon numérica. Las barras son una parte
fundamental en las esculturas sonoras Baschet, las cuales fueron creadas por
los hermanos Baschet a mediados del siglo XX en Francia. Este estudio va
encaminado a desarrollar una herramienta de diseno actstico de esculturas
sonoras o instrumentos musicales tipo Baschet, asistido por simulaciones nu-
méricas de modelos fisicos.

El esquema numeérico de la barra vibrando es caracterizado para conocer
sus alcances y limitaciones. Posteriormente se propone una modificacién para
hacer un modelo teérico-computacional de la vibracién de una barra con radio
variable.

Para poder plantear el problema a resolver y sus implicaciones, en esta
seccion se explica qué son las esculturas sonoras Baschet y lo que se quiere
estudiar de ellas. De esta reflexiéon surge la idea de explorar su sonoridad
utilizando la fisica computacional para entender de manera esquematica sus
particularidades. Una aplicacion directa de este analisis es la generacion de
escalas musicales por lo que se explica de manera general su evolucion desde
un punto de vista matematico. Por tltimo se explica el procedimiento que se
llevaré a cabo para hacer el estudio correspondiente.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION.

1.1. Escultura Sonora Baschet.

El término escultura sonora ha tenido varios significados a lo largo de la
historia del arte reciente, especificamente desde principios del siglo XX hasta
la actualidad. Es una discusiéon amplia en el terreno de las artes plasticas
y se puede revisar en la literatura. En particular en [14] se hace un analisis
historico y filosofico al respecto. En dicho texto se dice respecto a la escultura
sonora que:

“Es facil detectar que la aportacion més significativa al terreno de lo
escultérico de esta manifestacion, es la inclusion de la dimensiéon de lo sonoro
al lenguaje pléstico-visual, sin embargo, dimensionar las implicaciones que
esto tiene en el terreno de la escultura o mas allé en el terreno del arte, se hace
complejo al contextualizar la revolucion artistica del siglo XX: basada en el
cambio de los paradigmas en los que se fundamentaba la actividad artistica.”

Para nuestros fines se dird que una escultura sonora es un objeto que
cumple la funcién de una escultura y que ademas contiene o emite sonido.
Con la reserva de que es un tema de discusion no resuelto y en constante
cambio.

En particular para hablar de la escultura sonora Baschet se puede recurrir
a lo que dijo Umberto Eco al respecto en [5]:

“Esculturas sonoras Baschet, 1952-2015: Los hermanos Francois Baschet
y Bernard Baschet a partir de 1952 comenzaron la investigacion de todos los
instrumentos musicales existentes y poner este conocimiento a trabajar en la
creacion de decenas de estructuras sonoras. Donde el espectador pasa a ser
ejecutante o agente activador de la pieza. Estas esculturas funcionan a partir
de mantener una relacién abierta con el espectador a través de sostener una
interactividad: La apertura y el dinamismo de una obra consisten, en cam-
bio, en hacerse disponibles a diversas integraciones, concretos complementos
productivos, canalizéndolos a priori en el juego de una vitalidad estructural
que la obra posee aunque no esté acabada y que resulta valida atn en vista
de resultados diferentes y miltiples.”
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De acuerdo a la pagina [8]:

“(...)1as Esculturas Sonoras es el calificativo dado a una importante co-
leccion de obras de arte sonoro inventadas por Bernard y Francois Baschet
desde 1952. Ellos fueron pioneros de una nueva forma de arte que combina
la escultura con el sonido.

Estas, de todas formas y tamafios -algunas miden méas de 5 metros de
altura- estan fabricadas en metal, de canas de cristal, canas roscadas que
dirigen las vibraciones sonoras hacia conos plegados de metal, fundamental-
mente de acero inoxidable, asi como en fibra de vidrio o, al principio, de
balones plasticos, con el fin de transmitir las vibraciones al aire y finalmente
a nuestros oidos.

Figura 1.1: Francois y Bernard Baschet frente a una escultura sonora.

Es célebre el llamado Cristal Baschet, cuyo principio fue inventado en
1952, ha evolucionado grandemente y es uno de los més recientes instrumen-
tos actisticos. Este es uno de los primeros instrumentos actsticos del siglo
XX. Los tltimos modelos del Cristal en los cuales participaron activamente
musicos, poseen cinco octavas. Este sorprendente instrumento se presenta en
publico en los cinco continentes, en formaciones musicales que van de un so-
lista hasta la orquesta sinfénica. Su repertorio va desde la misica antigua a
la musica contemporanea. Varios compositores contemporaneos han escrito
obras para el Cristal asi como para los otros instrumentos Baschet.(...)”

Como deja de manifiesto el enunciado anterior, a las esculturas sonoras
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Baschet se les puede dar un tratamiento tanto de instrumento musical como
de objeto escultorico. El autor de este texto tuvo la oportunidad de asistir
a un taller donde aprendié a construir un modelo a escala de estas escul-
turas. Fue asi que llegd a la idea de utilizar modelos fisicos para entender
el comportamiento actistico de éstas con el fin de incidir en su afinaciéon y
timbre.

(b) Detalle de una escultura donde se apre-
cian las barras encastradas.

(a) Escultura sonora Baschet.

En el taller a cargo de Marti Ruiz Carullaﬂ se dio cuenta de la versatili-
dad para jugar libremente con timbres y afinacion de estas estructuras, pero
también fue claro que no siempre se tiene certeza de lo que se puede esperar.
Es por eso que, en el presente trabajo, se emprendié el proyecto de encon-
trar modelos fisicos de estas esculturas y simularlos numéricamente, esto con
la finalidad de tener una plataforma para modificar parametros como for-
ma, materiales, masa, longitudes de una parte fundamental en la esculturas
sonoras: las barras encastradas.

Las barras son la parte que dota a la escultura de la afinaciéon del sonido
que produce (como las cuerdas a una guitarra), de ahi la importancia de
entender su dinamica y manera de vibrar.

'Editor de la obra Baschet y coordinador del Taller de Escultura Sonora Baschet de la
Universidad de Barcelona.
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BARRAS —

PABELLON DE AMPLIFICACION

ENCIA

(a)

Figura 1.3: (a)Diagrama esquematico de una escultura sonora Baschet. Aunque es simple,
ilustra el funcionamiento de una escultura sonora de manera intuitiva. Al percutir, frotar
o, como en el Cristal Baschet, excitar las barras con un cristal fijo a estas en algtin punto, la
vibracion se transmite a través de la encia a el pabellén de resonancia, donde se transmite
al aire y finalmente a los oidos del espectador. (b)Detalle de una escultura Baschet donde
se aprecia el uso de pesos adicionales en las barras

Es importante mencionar que en la practica de construccién de estas
esculturas es comun colocar pesos adicionales en las barras, utilizando tuercas
y rondanas para fijarlos, de tal manera que se afecte su manera de vibrar y
por lo tanto el sonido que producen (ver figura .

En la siguiente seccion se habla de como se entienden las escalas musicales
cuantitativamente. De esta manera se tiene un objetivo claro de lo que se
quiere obtener numéricamente.

1.2. Construccion matematica de escalas musi-
cales (resumen historico).

A continuacion se hace un recorrido historico a través de algunas de las
distintas escalas musicales que se desarrollaron a lo largo de la historia de
occidente desde un punto de vista matematico. Esto nos va a ayudar a re-
portar los resultados posteriores haciendo referencia a la escala igualmente
temperada, que tiene un uso generalizado alrededor del mundo actualmen-
te. También sirve de referencia para quien quiera desarrollar nuevas escalas
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utilizando barras encastradas o cualquier otro dispositivo.

1.2.1. Consonancias Pitagoéricas.

Para hablar del surgimiento de la escala occidental temperada, es nece-
sario recordar los trabajos de Pitagoras (ca.570-497AC) y sus seguidores.

En la Grecia antigua, las ensenanzas de Pitagoras incluian la matematica
y la misica en forma conjunta. Se interesaban principalmente en la canoni-
ca o ciencia de los intervalos musicales, es decir, las relaciones entre pares
de sonidos. Hoy dia dichas relaciones pueden ser caracterizadas mediante el
cociente entre sus frecuencias.

Los pitagoricos estudiaban las relaciones entre los sonidos mediante el
monocordio, instrumento que consta de una sola cuerda, para lo cual se
procedia a subdividir dicha cuerda en un ntmero dado de partes iguales.
En la terminologia actual, si la cuerda vibra en el modo fundamental, a
una frecuencia f, al dividirla en n partes iguales, la frecuencia pasara a
ser nf, en cada parte. Esta relacion surge de manera natural al analizar el
comportamiento vibratorio del monocordio. Dicho anélisis se lleva a cabo en
la siguiente seccion.

Figura 1.4: Representacion de Pitdgoras calculando las consonancias con ayuda del mo-
nocordio.

Lo que descubrié Pitdgoras empiricamente fue que la subdivision de la
cuerda en partes cuyas longitudes estaban en proporcion (n+ 1) :ny n :
1, con n un ntmero natural pequeno daba origen a sonidos armoniosos o,
mejor dicho, consonantes entre si. En la tabla 1 se muestran las relaciones de
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frecuencias de las diversas consonancias con su nombre actual. En una seccién
posterior se dara una razéon proveniente de un analisis fisico del movimiento
de una cuerda.

Intervalo fi/fz
Unisono 1

8ve 2

5 3/2
47 1/3
3" mayor 5/4
3"® menor 6/5
6' mayor 5/3
6'* menor 8/5

Cuadro 1.1: Razones de frecuencias de las consonancias pitagoricas.

Durante mucho tiempo estos resultados tenian como explicaciéon soélo la
experiencia, fue hasta el siglo XIX que Helmholtz (1821-1894) dio una ex-
plicacion teorica [7]. Helmholtz dijo que dos sonidos son més consonantes
mientras mas armonicos compartan entre si. Asi, en un intervalo de quinta
(relacion de frecuencias 3 : 2) los armoénicos de orden multiplo de 3 del sonido
mas grave coinciden con los de orden par del sonido mas agudo. La disonan-
cia surge, por el contrario, cuando dos armoénicos tienen frecuencias fi y fo
muy proximas, ya que en ese caso se produce el fenémeno de batimiento que
causa una sensacion de agitacion.

Ya en el siglo XX Plomp y Levelt [15] realizaron una descripcion méas
detallada sobre disonancia y consonancia. Hoy dia sigue siendo un tema de
discusion entre musicologos, misicos y cientificos, y es una parte importante
de una rama de la musica y la ciencia llamada Psicoacustica.

1.2.2. Escala Pitagoérica.

La escala planteada por Pitagoras consta de siete sonidos, y surge de un
encadenamiento de quintas, es decir, dada una frecuencia fundamental (Do)
se encuentra la frecuencia correspondiente a la nota que es su quinta (Sol)
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multiplicando por 3/2 y se vuelve a hacer lo mismo para encontrar la quinta
de la quinta, asi hasta tener siete sonidos. Una vez hecho esto se ajustan los
sonidos dentro de una octava dividiendo entre 2 la frecuencia que exceda la
diferencia de octava con la fundamental, hasta que todos los sonidos queden
dentro de una octava. Por ejemplo, seguido del Sol obtenido en el primer
paso, se encuentra un Re, una octava por encima, por lo cual su frecuencia
debe ser dividida entre 2 para que quede en seguida del primer Do.

=
=
=

Re La Mi Si
0 -
Vi l' z z . -
7
Fa Do Sol

Q

Figura 1.5: Representacion de la construccion de la escala pitagorica en notacién actual.
Cabe senalar que los sonidos encontrados por el método anteriormente descrito no coinci-
den con la escala igualmente temperada que actualmente se usa de manera generalizada
¥y que usa esta notacion.

Las frecuencias obtenidas en términos de la frecuencia fundamental fp,
se muestran en el cuadro [L.2

fFa:%'fDo

fSol:% Do

fRezg'g'é'{Do_g {?o

Jia = 3 3 g g dpo = s oy
TES BED DI 0
sz:§'§'§'§'§'§'§'fDo:m fDo

Cuadro 1.2: Frecuencias de escala pitagorica en términos de una frecuencia fundamental
fpo. Para encontrar la frecuencia fr, en términos de fp, se debe bajar una quinta (dividir
por 3/2) y luego subir una octava (multiplicar por 2), de ahi que el factor sea 4/3. Este
procedimiento es equivalente a encontrar los sonidos desde la frecuencia fp, y escoger la
primera quinta (fp,) como la primera nota de la escala.

Lo que queda nada mas es ordenar las frecuencias en orden ascendente,
para asi obtener la llamada FEscala Pitagérica.

De la tabla anterior se puede observar que hay dos tipos de intervalos,
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Nombre fn fn/fn—l
Do f -

Re 3/ 9/8

: 81

Fa s f  [256/243
Sol s-f 19/8

La Z-f 19/8

Si - f 19/8
Do* 2. f 256,243

Cuadro 1.3: Frecuencias de la escala pitagérica en orden, junto con los factores f,,/fn_1
que nos dan una idea del intervalo entre pares de sonidos.

los que corresponden al cociente 9/8 = 1.125... y los que corresponden a
256/243 ~ 1.053..., el primer intervalo se denomina tono (T) y el segundo
semitono menor (sm) (|2],capitulo 5). Con esta notacion se puede representar
la escala como:

T-T-sm-T-T-T-sm

Esta estructura se repite ciclicamente en cada octava (superior e inferior).
Es importante notar que el intervalo formado por dos semitonos menores es
inferior a un tono, esto es 256,/243 x 256,/243 = 1.10985 < 1.125.

1.2.3. La escala natural y el problema de cambio de
escala.

La musica llega a un punto en el que se requiere hacer sonar dos o mas
sonidos simultaneamente, esto se conoce como polifonia. En este momento
la escala pitagoérica empieza a presentar algunos problemas. Para ilustrar
esto podemos ver que el intervalo de tercera mayor que se logra en la escala
pitagorica (es decir de Do a M%) es diferente a la consonancia pitagorica que

corresponde a este intervalo. Esto es, como % = 2—}1 (ver cuadro D y la
consonancia pitagorica perfecta es g = 2—2 (ver cuadro ) es facil ver que la
diferencia corresponde a la relacion 81/80 = 1.0125 que es audible y genera
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disonancia. Esta discrepancia se conoce como la coma de Didymus (siglo I
AC) o coma sinténica.

Dicha desigualdad surge de que al construir la escala, solamente se uso
el intervalo de quinta perfecta. Una solucion es, en lugar de usar encadena-
miento de seis quintas se usan sélo tres, lo cual nos da cuatro notas, y las
tres faltantes se logran tomando terceras mayores perfectas sobre las tres
primeras notas:

0
y A
()
o [~4
v 3ra
3ra 3ra 7 Re
o] [~}
Fa La Do Mi Sol Si
5ta 5ta 5ta

Figura 1.6: Escala natural en notaciéon actual.

Luego se divide entre 2 la frecuencia las veces que sea necesario para que
las notas quepan en una sola octava. Esta escala es conocida como escala
natural, escala perfecta o escala de Ptolomeo (70-147DC).

Se puede proceder como anteriormente para encontrar los tipos de inter-
valos que conforman esta escala:

Nombre| f, fo) fnaa
Do f -
Re 3/ 9/8

: 5
s
Sol i f 9/8

2

La 2 f 10/9
Si 2. f 9/8
Do* 2. f 16/15

Cuadro 1.4: Frecuencias de la escala natural en orden, junto con los factores f, / fr-1
que nos dan una idea del intervalo entre pares de sonidos.
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Se puede observar que aparece un nuevo tipo de intervalo correspondien-
te a lo que antes era un tono (p. ej. de Re a Mi) uno se denomina tono
mayor (T) y otro (el nuevo) tono menor (t), el intervalo que correspondia
al semitono menor se hace mas pequeno y se denomina semitono (s), en esta
notacion la estructura de la escala resulta ser:

T-t-s-T-t-T-s

La sucesion de un tono mayor y uno menor genera una tercera exacta, si se
agrega un semitono se obtiene una cuarta. Esto parece resolver el problema.
Sin embargo, no todos los intervalos son perfectos, por ejemplo la quinta
Re-La corresponde a una proporcion 40/27=1.4814, ésta difiere en 1.25 % de
una quinta justa, aunque este error es mas tolerable que lo que sucedia con
la terceras mayores.

Otros problemas en estas escalas surgieron de la necesidad de la musica
occidental de modular o tocar una escala mayor a partir de cualquier sonido
en una misma pieza. También fueron producto de la necesidad de transponer
una melodia, es decir moverla de registro para tener, por ejemplo, una mejor
tesitura en la voz.

Para ver por qué esto es un problema, podemos fijarnos en la escala
pitagorica. Si se desea, por ejemplo, transportar la melodia de la escala una
quinta por encima de la frecuencia de la primera nota, es necesario agregar
un sonido entre el Fa y el Sol, denominado Fa sostenido (Fa#):

Do Re Mi Fa Sol La Si Do Re Mi Fa Sol La
T T sm T T T sm T T sm T T
Sol La Si Do Re Mi Fa# Sol
T T sm T T T sm

De este proceso de anadir notas fue que surgio la denominada miisica ficta
o falsa ya que se anaden notas falsas a la escala original.

Este método sugiere que si encadenamos doce quintas podemos obte-
ner una escala con los doce sonidos necesarios para hacer toda clase de
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modulaciones y transportes. Para meditar esta posibilidad observemos que:
(3/2)12 =129.746 y 27 = 128

Estas cantidades son muy similares, lo cual nos dice que el encadenamien-
to de doce quintas produce un sonido muy parecido al correspondiente a la
frecuencia fundamental 7 octavas por encima. Veamos ahora que

(3/2)12/27 = 1.0136

Esta diferencia de 1.36 %] se conoce como coma pitagérica y equivale a
un poco méas que un noveno de tond’}

Si queremos que en todas las tonalidades se encuentre una escala con la
forma pitagorica (T-T-sm-T-T-T-sm), es necesario agregar una infinidad de
nuevos sonidos. Esto sucede ya que si encontramos el tltimo sonido S,,, para
construir una escala a partir de él, es necesario bajar una quinta y, a partir
de ahi, subir 7 quintas (luego acomodar por octavas, por supuesto). El tnico
caso en el que se darfa fin a este proceso seria encontrar dos ntmero n y
m tales que (3/2)" = 2™ lo que es equivalente a que 3" = 2"™™ lo cual es
imposible ya que 3 y 2 son ntimeros primos.

Se podria adoptar un criterio bajo el cual se pueda continuar con el pro-
ceso hasta que la diferencia sea imperceptible al oido humano. Este método
resulta poco préctico e ineficiente ya que la cantidad de sonidos a agregar es
demasiado grande.

1.2.4. La escala igualmente temperada.

Un método alterno al anteriormente propuesto, y méas ingenioso, es re-
partir el error en cada quinta a encadenar, dejando de ser perfecta, buscan-
do que al cabo de 12 quintas se obtenga el sonido equivalente a 7 octavas.
Esto es, si llamamos ¢ a la nueva quinta buscamos que ¢'2 = 27 es decir

q=(V2)7 =1.498...

2La forma de calcular el error porcentual es E, = Valor Oliffﬁ);d%c‘giii; tedrico w100, por

lo que el error positivo es debido a excesos y el negativo a defectos.
3Los intervalos musicales son medidos logaritmicamente, asi que dividir un tono en 9
realmente quiere decir que se tomo la raiz novena del factor multiplicador.
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La diferencia con la quinta justa es ¢/(3/2) = 0.998... que corresponde a
un error de -0.11 %, doce veces menor que el anterior. Este error es casi im-
perceptible, provocando s6lo batimentos muy lentos entre el tercer armoénico
del sonido mas grave y el segundo armoénico de la quinta.

La escala que se obtiene es la escala temperada o escala uniformemente
temperada. Tiene una estructura similar a la escala pitagorica, cambiando el
semitono menor por semitono (s) y el tono pitagorico por el tono igualmente
temperado que no varia tanto, pero si es alterado:

T-T-s-T-T-T-s.

El tono y el semitono corresponden a:
T=(V2)?=1.122..

s= ¥/2=1.059..

Dos semitonos forman exactamente un tono, la tercera mayor (D) se
forma por dos tonos:

D = (¥2)* =1.259...

Este valor excede en 0.8 % al valor de la tercera perfecta. A pesar de que
este error es perceptible es suficientemente pequeno como para que se haya
aceptado en la musica occidental desde hace mas de 200 anos.

1.2.5. Escalas microtonales, cents y MIDI.

Una vez entendido cémo es que esté pensada la escala temperada podemos
hablar de lo que queremos decir con microtonalidad. Una escala microtonal,
en el sentido estricto, es aquélla cuyos intervalos entre sonidos son mas pe-
quenos que los de la escala uniformemente temperada.

Una forma de definir estos intervalos es tomar los méas pequenos de la
escala temperada y dividirlos entre 2. Como el intervalo méas pequeno es el
semitono y es exactamente la mitad de un tono, se puede llamar medio tono
y a la mitad de éste cuarto de tono (c) y se define como:
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c=(N2)/? = 3¥2=1.029..
En este caso la escala so6lo tiene cuartos de tono y son 24 por cada octava.

Siguiendo este proceso se puede dividir un intervalo de semitono en cuan-
tas partes se quiera. Una aplicacion fue dada por el mateméatico Alexander
John Elliﬂ quien introdujo en concepto de cent, que no es mas que un cen-
tésimo de semitono. Este concepto lo adoptoé para hablar de los diferentes
temperamentos (afinaciones) que se daban en las diferentes escalas descritas
en las secciones anteriores. Dado que la percepcion de los tonos en una escala
es aproximadamente proporcional al logaritmo de la frecuencia (y no de la
frecuencia en si), es usual que se use una medida basa en logaritmos. Ellis
escogi6 definir la escala en 1200 centsﬂ asi que es necesario escalar por un
factor de 1200/ In(2) cuando se convierte a cents.Por ejemplo si la proporcion
es p : 1, entonces la proporcion logaritmica es In(p) y la proporcion en cents

1200

es (m) In(p). En general si la proporcion es p : g entonces la distancia en

cents entre las dos frecuencias es

1200

(M) In(p/q) = 12001log,(p/q). (1.1)

De manera sencilla se puede decir que un cent es 1/100 de un semitono, y
que hay 1200 cents en una octava. En términos del analisis anterior un cent
se define como:

cent = Y2 = 1.00057... (1.2)

Hay dos razones para preferir los cents sobre las proporciones: cuando las
proporciones se multiplican, los cents se suman; y siempre es obvio cual de
dos intervalos es mayor cuando se expresa en cents. Por ejemplo, en términos
de proporciones pitagoéricas, un intervalo de quinta justa seguido por uno de
tercera mayor es (3/2)(5/4) = 15/8, una séptima mayor. En cents esto es
702 4 386 = 1088. Si nos fijamos en el intervalo de séptima directamente en
la escala pitagorica es 243/128. Ante la pregunta de ctal es mayor, resulta
més simple de contestar si sabemos que la séptima pitagorica es 1110 cents.

4 Alexander John Ellis (Inglaterra, 1814-1890) también es conciderado uno de los pri-
meros musicologos y fonoélogos.

50tros han escogido convenciones diferentes. Por ejemplo, 1000 pasos por octava da
lugar al sistema de milioctava.
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Otro sistema que se puede definir usando la escala logaritmica es el MI-
DI (abreviatura de Musical Instrument Digital Interface) que es un estandar
tecnologico que describe un protocolo de comunicacién entre una interfaz
digital e instrumentos musicales electronicos (u otros ordenadores o disposi-
tivos). Una aplicacion directa de este protocolo es asignar a cada frecuencia
un namero real cuya parte entera se corresponde con una nota musical del
sistema temperado. Las notas asignadaﬁ van desde el Do -1, que tiene una
frecuencia aproximada de 8.175 Hz, cuyo valor MIDI es 0 y un limite compu-
tacional superior de valor MIDI de 127 que corresponde al Sol 9 con una
frecuencia aproximada de 12543.854 Hz. La forma de obtener el valor de la
nota midi a partir de una frecuencia f dada es

d =69 + 12log, < (1.3)

440 Hz> ’

donde d es el dato MIDI que se va a mandar. La cantidad log,(f/440Hz) es
el namero de octavas (de ahi la base 2 del log) por debajo del La de concierto
que corresponde a 440Hz. Multiplicar por 12 da el niimero de semitonos por
encima de esa frecuencia. El 69 que se anade es el nimero correspondiente
al La central’l La ventaja de esta formula es que, dada la frecuencia de
una nota en Hertz, se puede encontrar la nota temperada mas cercana, con
una desviacion decimal que se corresponde con fracciones de semitono con
tanta precision como la capacidad tenga el dispositivo que calcula la funcion
logaritmo.

Hablando de misica, la microtonalidad se da en de manera natural en
escalas producidas por instrumentos pertenecientes a culturas distintas a la
occidental. Por ejemplo, el sitar y los distintos instrumentos de la misica de
la India, los distintos cuerdofonos de la musica de la region que era Persia
(hoy Iran), entre otros. Estos instrumentos tienen escalas ajenas a la unifor-
memente temperada y, en el caso de la India, dependiendo de la festividad
o época del ano su afinaciéon cambia en una rango microtonal. En Indonesia,
de igual manera como las relaciones armonicas de los instrumentos occiden-
tales determinan las escalas occidentales, los espectros no-armoénicos de los

5En la misica occidental se asignan valores a las distintas notas dependiendo de en cual
octava se encuentren, la region central tiene el valor de octava 5 la inferior 4, la superior
6 y asi sucesivamente.

"Es decir 9 semitonos arriba del Do central que por convencién tiene 60 como ntimero
MIDI.
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instrumentos del gamelan determinan las escalas utilizadas en su musica [17].

En occidente fue hasta el siglo XX que se empez6 a usar la microtona-
lidad de manera deliberada, por distintos compositores y de muy diversas
formas, con el fin de obtener sensaciones y sonidos nuevos. A continuacion
se mencionan algunos ejemplos:

Julian Carrillo, compositor mexicano, desarrollé un sistema de notacién
y composicion con escalas microtonales e incluso disené instrumentos, como
pianos y arpas, con éstas afinaciones. Compositores como Harry Partch o
Wendy Carlos (|2], capitulo 6) también construyeron instrumentos con esca-
las que ellos mismos diseniaron para su creacion musical. Otro tipo de proceso
compositivo, en el que la actstica de los objetos induce las escalas e interva-
los a utilizar, se desarroll6 en una corriente de la musica occidental llamada
espectralismo, la cual surgi6 a finales de los setenta en Francia. William Set-
hares en su libro Tuning, Timbre, Spectrum, Scale|17| elabora y explica un
concepto llamado Xentonalidad el cual, a grandes rasgos, consiste en cons-
truir las escalas basandose en el timbre de los instrumentos en el sentido
amplio, es decir, objetos que produzcan el sonido y que se utilicen para tocar
las escalas construidas.

De vuelta a este trabajo, el anélisis de la vibracion de barras puede llevar
(y lleva, como se vera al final de la seccion a un resultado distinto en
cuanto a frecuencias y por tanto a cémo definir una intervélica para regir
las escalas (distinta a la quinta 3/2). La utilizacion de esculturas sonoras
Baschet como fuente sonora, plantea posibilidad de proyectar una armonia
‘timbrica’ basada en la estructura del objeto mismo y no en sistemas mu-
sicales externos. Asi como también el entendimiento de los parametros que
rigen la afinacion de las barras encastradas, puede llevar a una manipulacién
de los mismos para afinarlas de la manera que se considere. Es aqui donde
se coloca este trabajo, buscar nuevas sensaciones y sonidos para llevarlos,
tanto a un escenario musical y artistico, como a cualquier persona que se
interese por el arte sonoro y/o la musica en cualquiera de sus formas y desde
cualquier formacion, a través del analisis actiistico de la vibracion de barras,
parte fundamental de la escultura sonora Baschet.
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1.3. Simulacion de los modelos fisicos.

Para llevar a cabo la investigacion que ha sido planteada en las secciones
anteriores se hara uso de la simulacion numérica de un modelo fisico asociado
a la vibracién en barras. Este procedimiento consiste en encontrar las ecua-
ciones de movimiento asociadas a estas vibraciones y resolverlas mediante un
procedimiento numérico llamado diferencias finitas. Los detalles de este pro-
cedimiento se explican en las secciones siguientes. A grandes rasgos se puede
decir que consiste en discretizar el problema y resolverlo algebraicamente
mediante iteraciones realizadas por la computadora.

La ventaja de este procedimiento es que se pueden variar parametros
asociados a las barras antes de construirlas y obtener un resultado sonoro
cualitativo y cuantitativo en cuanto a frecuencias esperadas. Otra ventaja es
que se pueden hacer experimentos numéricos para alterar el sistema original
de alguna manera, por ejemplo haciendo variar el grosor o el material de
la barra en ciertos lugares. Este tipo de alteraciones no siempre tienen una
solucion analitica, sin embargo, se pueden obtener resultados numéricos.
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Capitulo 2

Ecuacion de onda, un modelo
para el monocordio ideal.

A continuacion trataremos de entender el movimiento de un monocordio
al ser pulsado. Como se menciona en la secciéon anterior, el uso de éste fue
fundamental para dar las bases de la escala utilizada en la musica de occidente
hoy dia.

El monocordio consta de una cuerda sujeta y tensa en ambos extremos.
La cual es desplazada de su posiciéon de equilibrio en un punto en especifico.
La palabra “ideal” viene de pensar que la cuerda tiene densidad lineal, py,
uniforme. En otras palabras, la masa por unidad de longitud es la misma en
toda la cuerda, asi como que el grosor es “despreciable” o “igual a cero”, es
decir, una linea mateméticamente hablando.

Considerando las fuerzas que hacen tender a la cuerda a su posicion de
equilibrio es posible obtener la ecuacién de movimiento de ésta. Dicha ecua-
cion es conocida como la ecuacion de onda y es usada en casi cualquier rama
de la fisica. En particular en fenémenos asociados a comportamientos ondu-
latorios lineales.

Procedamos pues a considerar las fuerzas que experimenta un elemento
de dicha cuerda. Para ello veamos el diagrama expuesto en la figura [2.1
En este caso se considera que la cuerda ideal esta sujeta a una tension 7'

19
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lo suficientemente grande como para despreciar los efectos de la gravedad.
En la figura se observa un segmento de cuerda de longitud infinitesimal
ds que es desplazado de su posicion de equilibrio formando un angulo 6. Si
el desplazamiento es lo suficientemente pequeno, podemos suponer que la
tensién no cambia en la cuerda, entonces la diferencia de fuerzas entre los
componentes en la direccion y de la tension es:

dfy = (T'sin®) 14, — (T'sinb),, (2.1)

donde (7'sin ), 4, es el valor de T'sinf en x4+ dx y (T'sinf), es su valor en
.

Figura 2.1: Diagrama de fuerzas que acttian en un elemento de cuerda de longitud ds

Utilizando la serie de Taylor

flz+dx) = f(x) + (g—i)xdas + %(%)xd:f + -

y aplicandola a ([2.1), a primer orden, obtenemos

wdx_l_ ...] i (TSlne)x

dfy, =[(T'sin®), + o
_ O0(T'sind) . (22)

ox
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Para 6 pequena se puede remplazar sin 6 por dy/dx, entonces la fuerza trans-
versal neta se puede escribir como

0 Oy 0%y
df, = —T(==)dx =T—. 2.3
Para el pequeno pedazo de cuerda que estamos manejando, la masa que tiene
se puede expresar en términos de la densidad lineal p; (cuyas unidades son
masa/longitud) y el elemento de linea dx (con unidades de longitud), como
dm = prdx. Dado que la aceleracion en la direccion y es 9%y/9%t, la segunda
ley de Newton nos dice que
02y

Al igualar las expresiones (2.3)) y (2.4) obtenemos la ecuacion de movimiento
para esta cuerda, que también es la famosa ecuaciéon de onda unidimensional

Py 1 0%
o2~ 2o (25)
donde la constante ¢? esté definida como
T
= (2.6)

Como se muestra méas adelante, ¢ es la velocidad con la que se desplaza
un estimulo inicial en la cuerda, también se conoce como la velocidad del
sonido en la cuerda.

2.1. Soluciétn general y particular.

2.1.1. Solucién General.

Con el fin de entender algunas propiedades de la ecuaciéon de onda uni-
dimensional, en esta secciéon obtendremos la solucién general en un dominio
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infinito. Para ello podemos reescribir (2.5 de la siguiente manera:

Py 10%
2 @ = (27)

Luego se hacer el siguiente cambio de variables:

n=ux— ct,
£ =1x+ct,

por lo que, usando la regla de la cadena dos veces, obtenemos

Py 0%y Py Dy
a2~ e 250 T o)
82 2 2 2

¥_9Y .0 0
ox?  0&? 0con — On?

Al sustituir estas expresiones en (2.7 tenemos

v _ 00y
oo O om’

lo que implica que

dy
-~ _F
an 1(77)7

donde F) es una funcién tnicamente de 7. Luego, integrando respecto a 7,
obtenemos

y= /n Fi(0)do + f2(8),

donde f; también es una funciéon arbitraria de £. Sin pérdida de generalidad
y solo con el fin de aligerar la notacion, definimos

"
fitn = [ Fioya,
entonces la solucion general es:

y = fi(n) + f2(§),
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que, expresada en las variables originales, tiene la siguiente forma

y(x,t) = filz —ct) + fa(x + ct). (2.8)

Para interpretar cualitativamente esta soluciéon supongamos que la fun-
cion foy es idénticamente cero y que ¢ > 0, de modo que

y(l‘,t) = fl(x - Ct)'

Para t=0 la solucion y es precisamente f:

y(a,0) = fi(z).

Entonces para cualquier tiempo posterior ¢ la soluciéon y seré la misma funcion
f1 pero desplazada hacia la derecha un intervalo igual a ct, de modo que
decimos que y describe una onda que viaja sin deformarse hacia la derecha
con una velocidad constante c¢. Del mismo modo, en el caso en el que f; sea
nula, y describe una onda que viaja hacia la izquierda sin deformarse con
una velocidad igual a la magnitud de c.

El caso general, en el que ni f; ni f5 se anulan, y que ¢ es un niimero real
arbitrario, lo podemos entender como la suma de dos ondas que viajan en
direcciones opuestas con al misma rapidez |c|.

Se puede obtener mas informaciéon sobre la solucién general si se toman
en cuenta las condiciones iniciales:

y(,0) = fi(x) + fol) == yo(2) (2.9)

y
dy(z,0)
ot

Tomando en cuenta que el operador derivada es lineal y el teorema funda-
mental del calculo de (2.10) podemos escribir:

= [—cfilz—ct)+efy(zt+ct)limo = —cfi(z)+cfz(z) == vo(z). (2.10)

—cfi(x) + cfo(x) = /:E vo(s)ds, (2.11)

para alguna a € R.
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Entonces sumando (c-(2.9))) con (2.11)) obtenemos

2cfo(z) = cyolx) + /x vo(s)ds,

de donde

fg(l’) = %QO(I) + i /x Uo(S)d87

por lo que, sustituyendo en ({2.9)), tenemos que

1 1

A+ 50(o) + 52 [ wls)ds = (o)

y entonces, despejando fi(z),

filz) = %yo(a:) — %/I vo(8)ds.

Cambiando el intervalo de integraciéon modificando el signo de la integral en
la expresion anterior y volviendo a escribir la solucion general (2.8)), podemos
hacer una sola integral de vy y entonces tenemos:

y(x,t) = %[yo(x —ct) + yo(x + ct)] + % /i : vo(s)ds. (2.12)

Esta forma de la solucién a la ecuacion de onda se conoce como la Solucion
de D’Alembert y de aqui es féacil observar que, si vg = 0, las dos ondas
viajeras que habiamos descrito anteriormente son en realidad la condicion
inicial propagdndose por el espacio a una velocidad constante c.

2.1.2. Solucién Particular.

Las soluciones particulares se refieren a casos especificos determinados
por las condiciones de frontera (c.f.) y condiciones iniciales (c.i.). Las c.f.
(en este caso) se refieren a las caracteristicas en los extremos de la cuerda,
por ejemplo si la cuerda es finita o infinita, libre o fija de uno o ambos
extremos, si esta sujeta en algin extremo a algin tipo de fuerza externa o
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a una masa de algin objeto. Las c.i. nos indican en qué estado(posicion y
velocidad) se encuentra la cuerda en un primer momento.

Para el caso que nos interesa, el monocordio, vamos a fijarnos en una
cuerda sujeta en ambos extremos que es pulsada en algin punto, partiendo
del reposo. Para hacer esto vamos a expresar la solucién en términos de
dos ondas armonicas viajando en direcciones opuestas. Se debe mencionar
que para lograr el triangulo correspondiente a la cuerda pulsada, a partir de
soluciones armoénicas, es necesario sumar muchas de ellas, esto se describira
més adelante. Para ello proponemos la siguiente solucion

y(x,t) = AeiwWthe) | Beilwitha) (2.13)

Aqui A y B son constantes complejas que se determinan con las c.f.. Pensando
que la cuerda tiene una longitud de magnitud L y que un extremo esta en
el origen, las c.f. son: y(0,t) = 0y y(L,t) = 0, ya que esta fija en ambos
extremos. Sustituyendo para ¢t = 0 obtenemos que

A+B=0, (2.14)

Ae R 1 Betl = . (2.15)

De (10) tenemos que B = —A y sustituyendo en (11):

2iAsin(kL) = 0. (2.16)
Esta condicién puede ser satisfecha de dos maneras: 1- Si A = 0. Esto

implica que y = 0 para todo tiempo, lo cual es la soluciéon trivial, que no es
muy interesante. 2- Si sin(kl) = 0. Esto requiere que:

kL=nr  n=1,23,.. (2.17)

Esta ecuacion muestra que solo valores discretos de k = k, = nmw/L son
soluciones, como w/k = ¢ sblo ciertas frecuencias son validas,

fo = wy/2m = (n/2)(c/L), (2.18)
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lo cual nos lleva a una familia de soluciones cada una con la forma:
yn(z,t) = A, (sin(k,z))e™* (2.19)

donde A,, es la amplitud compleja de la n-ésima solucion.

Si remplazamos A,, por A,, —iB,, entonces el movimiento transversal real
de la n-ésima solucion es

Yn(z,t) = (Ap cos(wnt) + By sin(wpt))sin(k,x). (2.20)

Las constantes A,, y B, deben ser determinadas con las condiciones ini-
ciales.

Como vemos, aplicar las condiciones de frontera nos lleva a una solucién
con una forma muy particular. Cada una de las funciones y, se conocen
como funciones propias o modos normales. Asociado a cada una de estas
soluciones hay una frecuencia conocida como frecuencia propia, frecuencia
natural o frecuencia del modo normal. E1 modo normal con menor frecuencia
para n = 1 es conocido como el modo fundamental. Su frecuencia propia es
fi = 1/2(¢/L) es llamada fundamental o primer armonico. Las frecuencias
propias con n = 2,3, ... son llamadas sobretonos (overtones en inglés). En
este caso, como f,, = nf1, los sobretonos se llaman armdnicos, al ser multiplos
enteros de la frecuencia fundamental. Bajo esta terminologia, el segundo
armonico es en primer sobretono y asi para los demés. Otra terminologia es
llamar a los sobretonos parciales, y por convencién la frecuencia fundamental
es el primer parcial, el segundo armonico (el primer sobretono) es el segundo
parcial, etc..

La solucion completa para una cuerda ideal fija en ambos extremos es
entonces la suma de todas las funciones propias o modos de vibracién, esto
es debido a que la ecuacion de onda es lineal. Entonces se puede representar

COImao:
o)

y(@,t) =Y (Aycos(wnt) + By sin(wpt))sin(k,x). (2.21)
n=1
Para tener una idea més clara de como encontrar A, y B,,, podemos fijarnos
en el primer instante ¢ = 0 y suponer que la cuerda esta dislocada de su
posicion de reposo, siendo este desplazamiento

y(z,0). (2.22)
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La velocidad en este momento es
y
0) = (=2),_. 2.23
u(a,0) = (5)ico (223)

Como la solucion general que encontramos es valida para todo tiempo, se
debe cumplir para t = 0, entonces

y(x,0) = ZAnsin(knx) (2.24)

y su derivada respecto al tiempo evaluada en t = 0 es

u(z,0) = ananm(knx). (2.25)

n=1

Hay una manera muy facil de encontrar la forma explicita de los coeficientes
si se considera el Teorema de Fourier|1], por el cual se obtienen las siguientes
expresiones:

2 L
A, = Z/ y(x,0) sin(k,z)dz (2.26)
0
9 (L
B, = wnL/o u(z,0) sin(k,z)dzx (2.27)

2.1.3. Cuerda Pulsada.

En el caso en el que la cuerda es levantada de su estado en reposo una
altura h a una distancia a del origen se tiene que la velocidad inicial u(zx, 0) es
cero. Entonces esto implica que los coeficientes B,, desaparecen. Calculando
la integral se puede encontrar que

2hL?

Ap=—
a(L — a)n?n?

sin(nma/L). (2.28)
Si suponemos que la cuerda es pulsada por la mitad, esto es que a = L/2 nos

queda una version un poco més simple de la que podemos obtener algunas
conclusiones

A, = Sh sin(nm/2). (2.29)

nm)?

—~
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Se observa que Ay = Ay = Ag = - = 0y Ay = 8h/ — 7%, A3/A; =
—1/9,A5/A; = 1/25 y asi en adelante. Estos coeficientes corresponden a las
amplitudes de los modos armonicos de vibracion en la cuerda. Se puede ver
un decaimiento en amplitud en los armoénicos a medida que el ntimero de
armoénico o parcial aumenta. En el caso en el que la cuerda es pulsada por
el centro, las vibraciones correspondientes a armoénicos pares estan ausentes.
En la soluciéon general cada uno de los modos ausentes tienen un nodo en
el centro de la cuerda, esto implica que los armoénicos que tienen un nodo
en el punto de excitaciéon no pueden ser excitados. Un nodo es un punto en
la cuerda cuya posiciéon no cambia en ningin momento, en este sistema de
coordenadas dicha posicion es sobre el eje x es decir y = 0. Si la cuerda es
pulsada en otra region estos armoénicos aparecen con amplitudes pequenas en
comparacion con la frecuencia fundamental, cambiando un poco el timbre.

A partir de este modelo se puede obtener el espectro de frecuencias de la
cuerda ideal, esto es, la frecuencia en Hertz y la amplitud de cada parcial.
Con ello se puede afinar una cuerda y entender claramente el fenémeno de
consonancia en el cual Pitdgoras se bas6 para hacer su escala. Ya que se
entiende que un sonido producido por un objeto esta, en general, compuesto
por una infinidad de sonidos simples (los parciales) y el intervalo clave en la
teoria pitagorica que es la quinta aparece como segundo parcial al pulsar la
cuerda exactamente por el centro.

A pesar de que no tenemos manera de saber precisamente qué tipo de
cuerda utilizé Pitagoras, sabemos que en la escala occidental contemporanea
se usa el intervalo de quinta justa como base. Ya que, como se discutié an-
teriormente, se busco una escala simétrica cuyo intervalo correspondiente al
de quinta se aproximara al de la proporcion pitagorica de 3/2.

En este momento vale la pena preguntarse si es posible generar una es-
cala con otro numero (diferente a 3/2). Y mas atn, si otro tipo de objetos
generarian otro tipo de intervalos entre parciales, en los cuales basarse para
hacer diferentes escalas.

Con esto en mente, es que se pretende analizar el movimiento de una
barra, que, como ya se mencion6, forma parte esencial de las Esculturas
Sonoras Baschet. Buscaremos encontrar su espectro con lo cual, como he-
mos visto, tendremos una idea clara de los sonidos que producen y cémo
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incidir en su afinacién y posteriormente proponer una escala de sonidos.

29
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Capitulo 3

Modelo Matematico de la barra
1deal.

3.1. Vibracién longitudinal en barras.

Antes de hablar de vibraciones de ondas transversales en la barra (que son
las que predominantemente provocan los sonidos emitidos por las esculturas
sonoras) vamos a analizar el efecto de las fuerzas longitudinales actuando en
una barra, esto nos dara conceptos y cantidades necesarias para entender la
ondulacion transversal.

3.1.1. Deformacion.

Consideremos pues, una barra de longitud L y con seccién de area trans-
versal S que esta sujeta a fuerzas longitudinales. La aplicaciéon de dichas
fuerzas provocara un desplazamiento longitudinal, £, en cada particula de la
barra. Para barras suficientemente delgadas el desplazamiento sera esencial-
mente igual en todos los puntos de la seccion transversal.

31
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Figura 3.1: Desplazamiento longitudinal en z y = + dz.

Dado esto, suponemos que £ es funcion sélo de la distancia x y del tiempo
t
£ =&(x,t). (3.1)

Consideremos un segmento de longitud dz, supongamos que la fuerza
provoca que el plano originalmente localizado en = se desplace una distancia
¢ v que el plano localizado en x + dr se mueve a una distancia £ 4+ d§ a
la derecha. Adoptamos la convenciéon de que un valor positivo de £ significa
un desplazamiento a la derecha (negativo a la izquierda). En todo tiempo
t vy para una longitud pequena dz, el desplazamiento en = + dx se puede
representar con los dos primeros términos de la expansion en serie de Taylor
de ¢ alrededor de x,

E+dE =€+ (0¢)/0x)dx. (3.2)

Entonces el incremento de longitud del segmento estd dado por
d¢ = (0&/0x)dx. (3.3)

Definimos la deformacion como la razén de cambio entre el cambio de longi-
tud d¢ y la longitud original dz, es decir

deformacion = 9§ /Ox. (3.4)
3.1.2. Ecuacion de onda Longitudinal.

Cuando la barra sufre una deformaciéon como la antes mencionada, se pro-
ducen fuerzas elasticas. Estas acttian en el plano de secciéon transversal para
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mantener la barra junta. Sea f = f(x,t) la representacion de dichas fuerzas.
Por convencion adoptamos el signo positivo para las fuerzas de compresion,
que son las que se muestran en la figura, y negativo para las de tension.

I R

Figura 3.2: Fuerzas de compresién en un elemento de la barra de longitud dzx.

Definimos el esfuerzo en el area de seccion transversal S como
esfuerzo = f/S. (3.5)

Para muchos materiales el esfuerzo es proporcional a la deformacion, esta
relacion es conocida como la Ley de Hooke

f15 = =Y(9¢/0x), (3.6)

donde Y es el maodulo de Young o modulo de elasticidad, y es una carac-
teristica propia de cada material. Como para el estrés positivo resulta una
deformacion negativa, el signo menos asegura un valor positivo para Y. Los
valores de Y para distintos materiales se encuentran en tablas y son obtenidos
experimentalmente.

Reescribiendo (3.6 obtenemos:
f = —SY(9¢/0w), (3.7)
una expresion para las fuerzas internas longitudinales de la barra.

Si f representa la fuerza interna en x, entonces f + (0f/0x)dz representa
la fuerza en x + dx, por lo cual la fuerza neta hacia la derecha es

df = f—[f + (0f/0x)dzx] = —(0f /Oz)dxz, (3.8)
usando (3.7) nos queda
df = SY (9°¢/0*x)dx. (3.9)
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La masa del segmento dz es pSdx, donde p es la densidad (volumétrica) de
la barra. Por lo tanto la ecuacién de movimiento para este segmento es

(pdx)(0%¢/0t?) = SY (0%¢/0x?)dx. (3.10)
Equivalentemente
0?¢ 1 09%
o~ 2on (311

la cual tiene la forma de la ya conocida ecuacién de onda, cambiando el
desplazamiento transversal y por el longitudinal £. La velocidad de fase ahora
esta definida como

=Y/p. (3.12)

La solucion general tiene la misma forma que en (2.12) y todas las propieda-
des descritas anteriormente aplican, cuidando que las condiciones de frontera
sean apropiadas para este caso.

3.2. Vibracion transversal en barras.

En esta secciéon se obtiene la ecuacion de movimiento para la vibracion
transversal de barras utilizando dos métodos distintos. El primero fue consul-
tado en el libro Fundamentals of Acoustics [12] y se trata de una aproxima-
cion similar a la que utilizé para encontrar la ecuacion de onda en la cuerda,
es decir, por inspeccion directa encontrar el balance de fuerzas. El segundo
método consiste en encontrar la energia interna de la Barra e implementar
el principio de minima accion o Principio de Hamilton y fue consultado en
su mayoria en el libro An Introduction to Continnum mechanics [16]. Ambos
llegan a la misma ecuaciéon de movimiento y cada uno ilustra un aspecto
importante del movimiento de las barras. En particular el segundo, que se
puede decir que es mas formal, conduce a cantidades tutiles para hacer el
anéalisis de energia y encontrar las condiciones de frontera adecuadas.

3.2.1. Momento de doblez transversal.

Consideremos una barra de longitud L, con seccién transversal de area S
y simetria bilateral. La coordenada x mide la distancia a lo largo de la barra
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y la coordenada y el movimiento transversal en la configuraciéon normal.
Cuando la barra es doblada, como se muestra en la figura la parte baja
se comprime y la parte alta se estira. En algtin punto en medio debe existir un
eje neutral (linea punteada dentro de la barra en la figura cuya longitud
se mantiene constante.

Figura 3.3: Filamento en el segmento de longitud dz de la barra doblada.

Ahora consideremos un segmento de la barra de longitud dx y supongamos
que la forma de decir qué tan doblada esté la barra se mide por el radio de
curvatura R de el eje neutral. Sea dx = (0&/0x)dx el incremento de longitud,
debido al doblamiento, de un filamento de la barra localizado a una distancia
y’ del eje neutral. La fuerza longitudinal df esta dada por

ox o€

— —vas?® = _yast 1
df as— asz>, (3.13)

donde dS es el area transversal del filamento.

Es importante notar que bajo nuestra convencion el valor de dx como se
muestra en el dibujo es positivo. Esto implica que df es una tensiéon y por
lo tanto tiene valor negativo. Asi, todos los filamentos arriba del eje neutral
tienen estos valores y los que estan debajo tienen valores opuestos. Ahora,
de la geometria tenemos que la deformacion 0¢/0x es:

(R+y —R)dO o

Rdf R’ (3:14)
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por lo que sustituyendo en (3.13) tenemos que
df = —(Y/R)y'dS. (3.15)

El total de la fuerza longitudinal es

f:/Qdde:/S/OL —Yg—idSQd:c

__y / 05 / ’ X =y / AS2(¢(L) — £(0)),

donde €2 denota el volumen que ocupa la barra. Suponiendo que no hay
desplazamiento en los bordes, se tiene que (£(L) —£(0)) = 0 y por lo tanto
f = 0. Esto se puede interpretar como que las fuerzas arriba del eje neutral
se cancelan con las de abajo, debido a la simetria. Sin embargo el momento
de doblez transversal ,M, esti presente en la barra

(3.16)

M = /y’df = —%/y’ZdS. (3.17)

Si definimos la constante k£ como

1
k* = 5 / y?dS (3.18)

entonces

M = -YSk*/R. (3.19)

La constante k se puede pensar como el radio de giro de la secciéon transversal
de area S, como analogia al radio de giro de un sélido. Valores de k se obtienen
para distintos tipos de barras; para una rectangular de grosor g, k = g/ V12,
para una circular de radio r, k = r/2. Dentro de la definicién de k esté la del
momento de inercia (|6], apéndice D) o segundo momento de area,

[= / y2dS, (3.20)

que se puede calcular para una barra con seccion transversal circular de radio
r, considerando que la altura respecto al eje neutral es ¢/, de la siguiente
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2 2m
I—/ /y pdpd@—/ / (psin0) 2 pdpd#
2 4 2
/ /p sm92dpd9—/ %d@:%,

con lo que la la constante k& toma el valor de

I mrd
k= \@ =\ =12 (3.22)

El radio de curvatura R en general no es constante, sino que depende de
la posicion a lo largo de eje neutral. Si el desplazamiento en y de la barra se
limita a valores pequenos entonces dy/Jx < 1 y podemos usar una relacion
aproximada

manera

L+ (@y/on)P? 1

R= ~ 3.23
02y /Dx? 0%y /%2’ (3:23)

con lo cual, sustituyendo, obtenemos
M = —Y SK*(0*y/0x?). (3.24)

En la situacion ilustrada en la figura , la curvatura hace que 9%y/dz>
sea negativo y el momento de doblez transversal M consecuentemente sea
positivo. Es apreciable que para obtener la curvatura ilustrada en la figura
la torca aplicada en el extremo izquierdo del segmento dx debe actuar en
contra de las manecillas del reloj o en direcciéon angular positiva. Entonces
(37) es la torca tanto en magnitud como en direcciéon. Similarmente la torca
en el extremo derecho es negativa y es representada por —M.

3.2.2. Ecuacion de Onda de vibraciéon transversal de la
barra.

El efecto de distorsionar la barra no sélo genera momentos de doblez
transversal, sino que también genera fuerzas de corte. Consideremos una
fuerza de corte F}, actuando hacia arriba en el extremo izquierdo del segmento
dx como positiva. Entonces la fuerza de corte asociada en el extremo derecho
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va hacia abajo y es negativa. Cuando la barra deformada esté en equilibrio
estético las torcas y las fuerzas de corte en todo segmento no deben producir
movimiento.

Figura 3.4: Fuerzas y torcas en segmento de longitud dz de una barra.

Considerando los momentos del lado izquierdo del segmento obtenemos que
M(z) — M(z + dx) = Fy(z + dz)dx. (3.25)

Para segmentos de longitud pequena dz, M(x + dx) y F,(x + dz) pueden
expandirse en serie de Taylor, obteniendo

F, = —(0M/0z) = Y SK*(8%y/02%). (3.26)

Esta condicion para la fuerza de corte Fj ha sido obtenida suponiendo una
situacion de equilibrio estatico. Para vibraciones transversales en una barra
el equilibrio es dindmico entonces el lado derecho de debe ser igual
al incremento del momento angular de este segmento. Sin embargo, como
el desplazamiento de la barra esta condicionado a valores pequenos, las va-
riaciones de momento angular se pueden despreciar, entonces es una
buena aproximacioén. Por lo tanto la fuerza neta dF, actuando en el segmento
dz es

OF,

dFy = Fy(z) — Fy(z + dz) = _(%
My

)dx
(3.27)
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La segunda ley de Newton nos dice que la masa (pSdz) con una aceleracion
en la direccién y igual a 9%y/0t? es también la fuerza dF), del segmento, por
lo que finalmente obtenemos

a2y 2 849

donde ¢ = Y/p. Esta es la ecuacion de ondas transversales, o de vibracion
transversal. Se aprecia una diferencia significativa con la ecuaciéon de onda
antes encontrada, con la presencia de una derivada de orden cuarto respecto
a .

Ahora intentemos resolver (3.28)) por separacion de variables y escribamos
el desplazamiento transversal complejo como

y(x,t) = U(x)e™t (3.29)

Substituyendo la exponencial compleja se cancela, dejando una nueva y di-
ferente ecuacion diferencial para W:

3w,
A (3.30)
v? = w(ke).

Donde v tiene dimensiones de velocidad. Si sustituimos la funcion espacial
por ¥ = exp(yz), lo cual es valido para v = +(w/v) y +i(w/v). Entonces,
si definimos g = w/v, la solucién con monofrecuencia puede ser escrita como

W (z) = A" + Be ™9 + Ce™” 4+ De "
y(z,t) = (Ae?® + Be 9%)e™! 4 Cellwttoe) (3.31)
_i_Dei(wtfgx)’

donde A,B,C y D son constantes arbitrarias y g representa tanto el nimero
de onda como el coeficiente de atenuacion espacial. Es de notarse que g es
proporcional a /w. Entonces la solucion se puede entender como perturba-
ciones de flexion de dos tipos: (1) dos ondas viajeras cada una propagandose
con velocidad de fase v proporcional a y/w y (2) dos osciladores estacionarios
que estan espacialmente acotados, cada uno con coeficiente de atenuacion g
proporcional a /w.
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La solucion de (3.28]) es de hecho la parte real de (3.31]). Se puede expresar
convenientemente en términos de identidades trigonométricas hiperbodlicas de
la siguiente manera

y(z,t) = [Acosh gx + Bsinh gz 4+ C cos gz + D sin gzx] cos(wt + ¢), (3.32)

donde A,B,C y D son nuevas constantes reales que se calculan de la condi-
ciones iniciales y de frontera.

3.2.2.1. Dispersion.

La ecuacion pertenece a una categoria llamada linear shift-invariant
o LSI (una traduccién puede ser: lineal a invariante a la translacion). Para
este tipo de ecuaciones la manera de encontrar las relaciones de dispersion
asociadas, es encontrando su transformada de Fourier y de Laplace para en-
contrar un polinomio complejo asociado, cuyas raices son las relaciones de
dispersion. Detalles sobre este procedimiento se pueden consultar en |3, sec-
cion 5.1].

Un método alterno para obtener informacién sobre propagacion y veloci-
dad de las ondas, es insertar la funcion de prueba u(z,t) = €5+ en (3.28)),
donde s = o + iw se interpreta como una variable de frecuencia compleja y
[ es un nimero real que representa el nimero de onda.

Haciendo esto, se llega a la ecuacion caracteristica:
s+ k2B =0, (3.33)
que tiene como soluciones, o relaciones de dispersion:
si(f)=Fikf>=0=0 vy wi(B)=+£rb% (3.34)

de las que, por convencion, se escogen las que tienen signo positivo. Entonces
la frecuencia angular w = f/27 de una componente de onda crece como el
cuadrado del nimero de onda (. En este caso, como w = w(f3), se definen la
velocidad de fase vy y la velocidad de grupo v, de la siguiente manera:

w dw

vlB) =75 v vwf) =75

5 (3.35)
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La velocidad de fase describe la velocidad de propagaciéon de una componente
aislada de la solucion, y la velocidad de grupo la velocidad del conjunto de
las distintas perturbaciones.

Entonces para este caso las velocidades asociadas son:

vs(B) = KBy vy(B) = 258, (3.36)

lo que implica que componentes con un alto nimero de onda (o pequena
longitud de onda) viajan méas rapido que aquellos con un nimero de onda
pequeno (con longitud de onda grande).

También se pueden escribir las velocidades antes encontradas como fun-
cién de la frecuencia angular w utilizando (3.34]) de la siguiente manera:

V(W) = Viw y vy(w) =2vkw. (3.37)

Este comportamiento, en el que la velocidad de propagaciéon de ondas
depende de la frecuencia a la que vibran las mismas, es conocido como dis-
PErsion.

3.2.3. Modelo de Euler-Bernoulli y método variacional.

El modelo de barra de Euler-Bernoulli es un caso particular de un sélido
de Hooke. Se hacen tres hipotesis sobre las lineas transversales a la barra al
momento de deformarse:

(1) No se deforman (permanecen derechas),
(2) no se expanden y
(3) permanecen normales a la superficie después de la deformacion.

Dichas suposiciones fueron tomadas en cuenta al momento de obtener la
ecuacion de movimiento ((3.28), pero no fueron tan explicitamente mencio-
nadas. Hay que observar que el modelo considera también fuerzas externas
actuando sobre la barra, tales como cargas y tensiones, ya que se usa como
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modelo para describir vigas de construcciéon. Para nuestros fines no vamos a
considerar dichas fuerzas externas.

Bajo estas condiciones las ecuaciones constitutivas ([16], 7.3.4) se reducen

Ouw =Yg, (3.38)

donde o es el tensor de esfuerzo y e el tensor de deformaciéon. Se puede
observar un paralelismo con lo que habiamos llamado anteriormente Ley de
Hooke (|3.6)).

Vamos a utilizar el método seminverso ([16], 7.3.2) para solucionar las
ecuaciones constitutivas. En este método se propone una funciéon como solu-
cion y luego se resuelve para dicha funcion.

Utilizando las hipotesis antes mencionadas, anadiendo ademas que no hay
estiramientos ni compresiones a lo largo de la barra, se llega a una forma para
el vector de desplazamiento dada por

u = (—y%ﬂ)(x),O), (3.39)

aqui v(x) es la variable del método seminverso y juega el papel de la variable
y en la ecuacion , yva que describe el desplazamiento en la direccion
vertical en funciéon de la posiciéon horizontal x a lo largo de la barra y y es
la coordenada espacial en direccién transversal a la barra medida desde el
eje neutral que, para una barra con simetria bilateral, como la que estamos
suponiendo, coincide con el eje que pasa por el centro geométrico de la misma.
De la definicion del tensor de deformacion e ([16], 7.2.2.1) se obtiene que

d® (3.40)
Ope =Y (— d_v)

A partir de estas expresiones se puede encontrar el momento de doblez trans-
versal como (|16], ecuacion 7.3.28):

d? d?
M(z) = /S Y0u2dS = / Y(—de—;;)dS = —YSk;Qd—;; (3.41)
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que es idéntico a Il momento encontrado en (3.24]). Desde aqui se podria hacer
el balance de fuerzas considerando las fuerzas de corte ([16], ecuacion 7.3.27)
y se llegaria a la misma ecuacién de movimiento que en [3.28]

Sin embargo, la ecuaciéon de equilibrio dinamico puede ser obteni-
da con un método alterno al de analisis de fuerzas, a partir de un método
variacional de minima acciéon. Para ello se obtienen los funcionales de energia
total para un medio continuo y se utiliza el principio de Hamilton de minima
accion ([16], 7.7.3). Dicho principio puede ser escrito de la siguiente forma:

5 / (V 4+ U)Jdt =0, (3.42)

donde V son fuerzas externas que generan trabajo sobre el solido, que en
nuestro caso son nulas, K y U son la energia cinética y de deformacion,
respectivamente, de un cuerpo que ocupa un volumen £2:

pou au _pS L ov
K = /2825 ¥ de = — (E de, U= /Uoda:. (3.43)

Aqui Uj es la densidad de energia de deformaciéon que se obtiene de la ley de
Hooke generalizada ([16], 7.6.3) como

1
U() = 50’@‘8@' . (344)

Por lo que la energia de deformacion del cuerpo, que en ausencia de fuerzas
externas es la energia potencial total, viene dada por

1
U = 2/amswdw / /amamclde— / / dex

1 (L d?v
— = v&Yy
2/0 (o

aqui se utilizo la definiciéon de I dada en (3.20]). Por lo tanto el principio de
Hamilton nos dice que

(3.45)

T Tl gul 1 d
0_5/0 K—(V+U)dt_5/0 /O SpS(y — o1y (et
(3.46)
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por lo que

T L
0= / / [pSVO0 — Elv,,0v,,]dzdt . (3.47)
o Jo

Entonces la ecuacion de Euler-Lagrange obtenida de (3.47)) es la ecuacion de
movimiento de Euler-Bernoulli para una barra ideal. Dado que el Lagran-
geano es

1 aU21 (92112&,2 EI 2 _ :

donde i1 = pS es la densidad lineal de la barra, la correspondiente ecuacion
de Euler-Lagrange es
0 (0L 0% (oL
_ 2 z= - =0. 4
ot ((91)) * 0z? (8vm) 0 (3.49)

oc_ o
81')_“ T OUL,

al sustituir en ([3.49)), tenemos que

Dado que

= —Eluv,, , (3.50)

2 2
R EN

5 815) — w( @) =0. (3.51)

Para un material homogéneo y de area constante, tanto el producto Y1
como pS son constantes respecto al tiempo y al eje x, entonces la ecuacion
de movimiento es

,0 9%

que es la misma ecuaciéon de movimiento de equilibrio dindmico de la
barra (ecuacion de onda de la barra) antes encontrada (3.28]). Aqui, por
practicidad, se asigno al coeficiente k = /Y I/pS que antes era el valor de
ke.
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3.3. Analisis de Energia.

Para este analisis usaremos la ecuacion de movimiento de vibracién trans-
versal de la barra )

0%y

ot?

My
= —(kc)2@. (3.53)

Supondremos que tiene derivada continua hasta orden 4 y que es L2-
medible en R, es decir que tiene una norma finita al integrar en R (ver ((7.2))),
entre otras cosas esto implica que se anula en Foc.

Vamos a adimensionalizar la parte espacial, es decir, hacer que el pa-
rametro espacial no tengan unidades. Utilizando el parametro adimensional
*

x* = x/L, donde L es el largo de la barra, se puede re-definir el operador
derivada parcial respecto a x, como

g 0z 0 10
Or  Ox Oz* L Oz~
con lo cual (3.53) queda

(3.54)

02y (kc)? Oty
o~ L gt (3.55)

Haciendo x := z* (abusando un poco del lenguaje) y escribiendo en no-

tacion simplificada (verl7.1)) tenemos que (3.53) queda de la forma:

Y = _(R)Qymmmxa (356)

con

k:=/YI/pSL*, (3.57)

que se conoce como el coeficiente de rigidez ([3|, 7.1) y tiene unidades de
[T~1]. Este proceso de adimensionalizacion o escalamiento garantiza que el
calculo sea vélido para cualesquiera unidades espaciales y reduce el ntimero
de parametros que se necesitan para definir el sistema.
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Haciendo el producto interior, definido en (7.2)), de (3.56)) con dy/0t = v,
en R, obtenemos

(e, yu ) + K2 (Yt Yraw)r = 0. (3.58)

Usando integraciéon por partes dos veces obtenemos

(Yt, Y )R + K2 Ytz Yoz)r = 0,

que es lo mismo que

1Yy
IOS<yt7 ytt>R + F<ytmma y:m:>lR = 0. (359)

Dado que el modelo proviene de una teoria de barras de Euler-Brnoulli,
sabemos que la energia cinética y potencial (U se modifica por usar las
coordenadas adimensionalizadas) vienen dadas por:

pS [0y, S, e Iy [ 0%, Iy 5
K ="— — = — = — —Z i
h=K+U.
(3.60)

Usando la propiedad ([7.8]) del apéndice, haciendo f = g en cada término del

producto interior, se observa que

Iy d 1Y d 1Y d

2
1 zxs Yo = T, ara\Yzz) Yzz = T a7 A llYzx =-U
77 Wi Yook = = o Wans Yoo )m = gl = (3.61)
Sty e = 222 yel2 = LK |
P ytaytt]R—dtQ th—dt )
de (3.59) se tiene que
d d
—h=—(K =0. .62
7 dt( +U)=0 (3.62)

De aqui se infiere que el sistema es conservativo.

3.3.1. Condiciones de frontera sin pérdidas.

Dada la ecuacién de onda para la barra y tomando ahora el producto
interior en R* tenemos que

1y

pS<yt7 ytt>R+ + F<yta ymxxz>IR+ = 0. (363)
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Usando la propiedad ([7.6) tenemos que

1Y
F<yt7 ymzmx>R+ =
1Y
F(<ytxxa ya}x>R+ + yty:ca:x(o> t) - yta:yxx(oa t) =
3.64
0 T B (3.64)
d 1Y
también sabemos que
dpS, d
PS (Y, Yeu)m+ di 2 ||?/t||R+ di ( )

al sumar (3.65) con (3.64) vemos que queda el cambio en la energia del

sistema mas un término de borde, esto es

d Iy
0= (E+U)+ 77 Wesa(0) = Y2t (0)), (3.66)

entonces para que el sistema sea conservativo el término de borde tiene que
desaparecer,

lo cual nos lleva a tres pares de condiciones en x = 0:

(a) Borde fijo

Si el borde de la barra esta rigidamente fijo, tanto el desplazamiento como
la pendiente deben ser iguales a cero en este borde para todo tiempo ¢. Por
lo tanto las condiciones de frontera son:

y=1y,=0. (3.68)
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(b) Borde libre

En un borde libre no puede haber una torca externa o una fuerza de corte
y tanto M como F), son cero en este punto. Sin embargo ni el desplazamien-
to ni la pendiente estan restringidas, salvo a que tomen valores pequernios.

Considerando las expresiones (3.24]) y (3.26]) tenemos que

(c) Borde con soporte simple

Un borde con soporte simple se obtiene al colocar este borde entre dos
cuchillas que estan dispuestas de manera perpendicular al plano de vibraciéon
transversal y centradas en el eje natural de la barra (también se puede pensar
como puntas de aguja colocadas de manera similar en el eje natural), esta
disposicion hace que tanto el desplazamiento transversal como la torca sean
cero sin condicionar la pendiente. Por lo tanto las condiciones de frontera
son:

3.4. Barra Sujeta en un Borde.

Supongamos que la barra estd sujeta en el extremo correspondiente a
x = 0y libre en x = L. Aplicando las dos condiciones de borde fijo a la
solucion general en x = 0 obtenemos que A+ C =0y B + D = 0 entonces

la solucion general (3.32]) se reduce a

[A(cosh gz — cos gx) + B(sinh gz — sin gz)] cos(wt + ¢). ‘
Aplicando las condiciones de borde libre en x = L tenemos que
A(cosh gL + cos gL.) = —B(sinh gL + sin g) (3.72)

A(sinh gL + singL) = —B(cosh gL + cos gL)
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Estas ecuaciones no se pueden satisfacer para cualesquiera frecuencias. Para
determinar las frecuencias vélidas se divide una ecuacién por la otra cance-
lando las constantes A y B. Se multiplican de manera cruzada y se simplifican
usando las identidades cos® 6 + sin?6 = 1 y cosh?# — sinh? @ = 1. Entonces
obtenemos

coshgLcosgL = —1, (3.73)

que es una ecuacién no lineal, pero se pueden obtener los valores de gL
numeéricamente

gL =wL/v=(1.194,2.988,5.7,9, ..)7/2. (3.74)

Substituyendo v = Jwke, w = 2nf y elevando al cuadrado ambos lados
obtenemos las frecuencias naturales de vibracion

f=(1.19422.9882% 5%, 7%, 9% .. )mwkc/SL?

T |YI (3.75)

= (1.194%2.2.988%2. 52 72. 9%  )— ]/ —.
( b b b) b b )8L2 pS

Las condiciones de frontera nos indican que hay un conjunto discreto
de frecuencias para los modos normales, sin embargo se puede ver que no
son una serie armonica respecto a la fundamental. Notese que la frecuencia
fundamental puede ajustarse variando el grosor o la longitud; si se duplica
la longitud la frecuencia fundamental disminuye en un factor de 4.

Utilizando las condiciones de frontera también se puede encontrar la forma
de los modos de vibracion correspondientes a cada frecuencia. Si llamamos
fn a cada frecuencia y g, a cada valor de g correspondiente se tiene que la
parte espacial de cada modo ¥, tiene la forma:

cos gn L + cosh g, L

v, (r)=A [(cosh gnT — COS gp ) + (sin g,z — sinh gnx)]

(3.76)
La constante A, que en general es compleja, se determina con las condiciones
iniciales en ¢t = 0, tanto de velocidad como de desplazamiento. En la figura
se puede ver la grafica que esboza los primeros 5 modos de vibracion.
Aqui se tomo A = 1 por practicidad, ya que este s6lo es un ejemplo de como
se ven los modos.

sin g, L + sinh g, L
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Modo 1
Modo 2

4 Modo 3
- Modo 4
Modo 5

Figura 3.5: Representacion de los primeros cinco modos de vibracién de una barra.

La distribuciéon nodal es un tanto mas compleja que los ejemplos anterio-
res (ya que correspondian a la ecuacion de onda), teniendo una variedad de
tres tipos de puntos nodales donde y = 0: (1) el nodo donde la barra esta
fija, caracterizado también por dy/0z = 0, (2) los también llamados nodos
verdaderos, separados por una distancia cercana a A/2 y muy cercanos a los
puntos de inflexion donde 9%*y/dz* =~ 0; y (3) el nodo adyacente al borde
libre de la barra.

Utilizando (3.75)) y (3.21)) se puede encontrar la relacion entre las fre-
cuencias de vibracién una barra circular y su longitud o radio de seccién
transversal de la siguiente manera:

Y mr
fl(L,’I") =Ty ;@, = 1,2,3, cee (377)

donde n,; corresponde al ntimero entre paréntesis de la ecuacion (3.75) que
esta en el lugar [-simo.

En las figuras [3.6] y [3.7] se muestran las graficas de la frecuencia en funcion
de la longitud, manteniendo el radio constante, y del radio, manteniendo la
longitud constante.
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o1

5 «10% Longitud vs Frecuencias, r=0.005m
T T T T T
—Modo 1

4l —Modo 2| |
< Modo 3
== —Modo 4
=30 —Modo 5|
]
g N\
g 2N ]
o] \
3

1k ]

e
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Longitud (m)

Figura 3.6: Primeros cinco parciales en funciéon de la longitud de la barra, con un radio

fijo de 5mm.
Radio vs Frecuencias, L=0.6m
6000 ‘ |
——Modo 1
*0er 4 —Modo 2
Modo 3
= 4000 - | _oo?
£ —Modo 5
€ 3000 - ]
= B -
= 2000 - - - |
1000 |
0 - ]
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Radio (m)

Figura 3.7: Primeros cinco parciales en funcién del radio de la barra, con una longitud

fija de 60cm.

Independientemente del material, el largo o el radio de la barra (incluso de
su perfil de seccion transversal) las frecuencias de vibracion tienen la forma:

fl =ny- g(raLapa Y)

(3.78)

Entonces, dada una barra en especifico (con las variables de g fijas), se puede
encontrar la proporcion entre frecuencias de manera simple ya que la depen-
dencia de g se anula al momento de encontrar la proporcion f;/ fi = n;/ng.
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En el cuadro se muestran estas proporciones para los primeros 5 par-
ciales.

Frecuencia | f,_1/fx Desviacion en cents Desviacion en semito-
nos

f 1 0 0

fa 6.2626 3176.1 31.761

f3 2.8001 1782.6 17.82

f1 1.96 1165 11.65

fs 1.6531 870.2 8.7

Frecuencia | f,/fi Desviacion en cents Desviacion en semito-
1nos

S 1 0 0

fa 6.2626 3176.1 31.761

f3 17.536 4958.7 49.587

fa 34.3706 6123.7 61.237

fs 56.8167 6993.9 69.939

Cuadro 3.1: Proporcién de la frecuencias de vibracion de una barra. El primer cuadro
muestra la proporcion entre parciales consecutivos y el segundo respecto a la frecuencia
fundamental.

Haciendo referencia al sistema de afinacion occidental uniformemente
temperado (ver seccion 1.2), usando (3.78)) se puede encontrar las magnitudes
de radio y longitud que dan lugar a una frecuencia de 440Hz que correspon-
de a un La central. Asi mismo se puede encontrar la aproximaciéon de los
parciales superiores a las notas en este sistema (ver cuadro . Para hacer
esto supondremos que tenemos una barra de aluminio, es decir, p = 2700%
y Y = 69 x 109% y seccion transversal circular con radio r = 2.5mm.
Entonces la longitud correspondiente para que la frecuencia fundamental sea

440Hz es
'Y mr
L440HZ = (nl ;16](‘1)1/2 =

69 x 10°-2%  7.0.0025m
270058 16440571

(3.79)

(1.1942 - )2 = 8.97cm.

Los valores de Y y p fueron encontrados en [6].
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Parcial Frecuencia | Nota MIDI | Nombre de nota con
desviacion en cents

1° 440Hz 69 La 4

2° 2756Hz 100.7611 Fa 7 - 23.89cents

3° 7716Hz 118.5870 Si 8 - 41.3cents

4° 15123Hz 130.2372 La# 9 + 23.72cents

5° 24999Hz 138.9389 Sol 10 - 6.11cents

Cuadro 3.2: Frecuencia de los primeros 5 modos de vibraciéon de una barra con seccién
transversal circular de 8.97cm de largo y 2.5mm de radio. Es de notarse que aunque el
sistema MIDI esté limitado por el ntiimero 127, es posible calcular la nota utilizando la
formula , ya que dicha restriccion s6lo es computacional, mas no teoérica.

En el apéndice 7.3.1 se muestra el codigo de Matlab que calcula la longi-
tud de la barra, tomando como entrada el radio de la misma y la frecuencia
fundamental que se quiere obtener. Ademas de dar la longitud también mues-
tra las frecuencias de los siguientes cuatro parciales en Hertz y en el nimero
MIDI correspondiente.

Viendo los resultados de las frecuencias para los primeros parciales es
manifiesto que la afinacién por quintas pitagéricas no aplica para la barra
ideal. Aunque el segundo parcial es poco mas de una quinta tres octavas
arriba del primero, en el monocordio éste corresponde a la octava por encima
del primero. Es evidente que estamos frente a una afinacion completamente
diferente, de aqui se podria abrir la puerta a un nuevo sistema en el que
ni si quiera fueran relevantes las octavas. Este trabajo se limitard a poner
de manifiesto este hecho y se dejara la estructuracion de dicho sistema para
después.
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Capitulo 4

Solucion numeérica
(implementaciéon computacional).

4.1. Conceptos basicos de los esquemas numé-
ricos de diferencias finitas.

Un esquema numérico de diferencias finitas de una ecuacion diferencial
es una expresion algebraica discreta que aproxima la ecuaciéon. Se busca que
cumpla con ciertos criterios de convergencia y estabilidad, asi como con las
condiciones a la frontera requeridas.

Para obtener una solucion numérica a partir de esquemas de este tipo,
se utiliza la expresion algebraica para implementar un proceso iterativo en
el que los valores de la soluciéon a un cierto nivel temporal se expresan en
funcién de los valores correspondientes en niveles temporales anteriores.

En las siguientes secciones se explica de manera detallada los procedi-
mientos para entender e implementar este método.

95
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4.1.1. Aproximacién de derivadas.

Para llevar la ecuacion diferencial a un problema algebraico es necesario
aproximar de manera discreta el operador derivada. Para hacer esto partimos
de la serie de Taylor de una funciéon f : R — R cualquiera, alrededor de un
punto x € R (se supone que la funciéon tiene derivadas continuas al menos
hasta cuarto orden), entonces

+ (Ax)%dc{;f) +o((aa)),

donde O((Az)*) indica que el residuo es de orden (Az)* para Azx peque-
no. La expresion (4.1)) es valida tanto para Az positivas como negativas, si
consideramos —Ax la serie de Taylor se escribe de la siguiente manera

flo— ) = 1)~ (3) T+ (B T (4.2)
_ (Ax)%ddf;f) +O((Ax).

Si despejamos la derivada de f respecto a = de (4.1]), truncando el desarrollo
después del segundo término obtenemos

df(z) _ flz+ Az) — f(z) + O((Az)?)

dx Az (4.3)

flx+ Az) - f(2)
= N + O(Ax).

De igual forma se puede despejar de (4.2))
df(z) _ fz— Az) — f(z) + O((Az)?)

de —Azx
(4.4)
f(z) — flz — Ax)
= O(Ax).
N +O(Az)
De este modo se obtienen dos aproximaciones distintas, ambas de primer
orden, para la primera derivada de la funcién f. Por otro lado al restar (4.2))
de (4.1)) y despejar la derivada de f se obtiene
df(z) _ fla+Az) = fla - Aa)

Iy = Ay + O((Ax)?), (4.5)




4.1. CONCEPTOS BASICOS DE LOS ESQUEMAS NUMERICOS DE DIFERENCIAS FINITAS.57

lo cual da lugar a una tercera aproximacion de la primera derivada de f, pero
esta vez es de segundo orden. Hasta ahora lo que hicimos fue partir de la serie
de Taylor y obtener 3 maneras distintas de aproximar la primera derivada,
las cuales se muestran de manera resumida en el cuadro (4.1l

g o [Etin)—J() Hacia el frente
dx Ax

df o [@)=f(z—Az) Hacia atras

dzx Az

df o J@tAn)—fla—Ax) | Ceptral

dx 2Ax

Cuadro 4.1: Aproximaciones de la primera derivada de f respecto a z, obtenidas direc-
tamente de la serie de Taylor.

En la aproximacion central se han despreciado los términos de segundo
orden, mientras que en los dos primeros casos se desprecié a partir de los
términos de primer orden. Se dice entonces que las aproximaciones hacia el
frente y hacia atras son de primer orden y la central es de segundo orden,
dando lugar a una mejor aproximacion. Siguiendo este método se puede hacer

una aproximacion a la segunda derivada de f, para ello sumamos (4.1)) a (4.2)
y obtenemos

def(ac)

dx?

flx+ Az) + f(x — Az) = 2f(x) + (Ax) +O0((Ax)Y). (4.6)

De donde despejando vemos que

Pf(x)  fle+Az) —2f(z) + f(z — Ax) ,
dr? (Ax)? + O((Ax)?), (4.7)

y entonces
Pf(x)  flz+Az)—2f(x)+ f(z — Ax) (48)
de? (Az)? ' '

Para encontrar aproximaciones a derivadas de mayor orden o encontrar
aproximaciones con un mayor orden en el error, es decir, encontrar aproxi-
maciones con error de orden O((Ax)P) para p mas grande, se ha encontrado
una féormula general. El procedimiento para encontrarla y calcular las apro-
ximaciones se puede consultar en [4]. A continuacion obtiene dicha formula
general y se hace un ejemplo que sera de utilidad mas adelante.
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Se parte de al serie de Taylor de la funcion f(z + iAz), es decir,

: o (B2)"
f(x +iAx) :Zz Tf( )(z). (4.9)
n=0
Para aproximar una derivada de orden d, se quiere llegar a una férmula de
la forma

(& ) — fD(g i: Cif(z + iAzx) + O((Ax)*P), (4.10)

1= Zmzn

para algunos indices de extremos i,,;, € ime: ¥ para algunos coeficientes de
peso C;. Entonces, sustituyendo (4.9)) en (4.10)), tenemos que

(Ax)d (d) _ X (n) d+p
() = 3 CZ (Ba)" (z) + O((Az)™™)
=imin (4.11)

Imaz

:Z > it ™) (z) + O((Az)HP).

n=0 1=imin

Como vimos en los ejemplos anteriores, la serie de Taylor se debe truncar en
algin punto, asi que se toma la aproximaciéon hasta un orden menor al error,
es decir, hasta d + p — 1, entonces dentro de la suma finita con el indice 7
aparece un ntimero finito de errores de truncamiento de orden O((Ax)®?)
que al sumarse al otro error ya existente, no aumentan ni disminuyen el grado
del error, por lo que tenemos

(A)? 0 S
SOy = j E: Cii") ™) (2) + O((Az)™7)
=0 = imin (4.12)

d+p—1  imae

Z Z Cyi™) ™) ().

n=0 1=imin

Multiplicando por d!/(Ax)?, la aproximacién que queremos obtener es

d+p—1 imax

fD(z) = PL (> aim ™) (z) + O((Az)?)
o 0 i=tmin (4.13)
+p—1 imaz

~ R O (2 G St

n=0 1=imin
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Ahora, si tomamos la aproximaciéon en como igualdad (para encontrar
los términos sin el error), el Gnico término que en la suma del lado derecho
de la aproximacién que contiene ((Ax)?/d!)f@(z) es el en el que n = d, asi
que el coeficiente de ese término debe ser 1. Los otros términos deben de ser
0 para tener la igualdad; entonces, es necesario que

(az <n<d+p-—1 d
Zi”Ci—{O’ Osnsdyp-lynzd (4.14)

i 1, n=d
Entonces encontramos un conjunto de d + p ecuaciones lineales con %,,q, —
Imin+ 1 incognitas. Si restringimos la cantidad de incognitas a d+ p, entonces
el sistema lineal tiene una solucién tnica. Una aprozimacion hacia el frente
ocurre cuando hacemos que ,,,;,, = 0y que iy,0. = d+p—1, una aprorimacion
hacia atrds cuando iye = 0y ipmin = —(d + p — 1) y una aproxzimacion
centrada 81 imepy = —imin = (d+ p — 1)/2, esto pareceria indicar que d + p
debe ser un niimero impar, pero de hecho p se puede escoger par sin importar
la paridad de d y escoger i, = [(d+p — 1)/2], es decir, el mayor entero
menor o igual.

Como ejemplo, a continuaciéon se encuentra la aproximacion a la derivada
central f*(z) con un error de O((Ax)?), entonces d = 4, p = 2, por lo que
tmaz = —tmin = 2. Entonces se construye la matriz del sistema lineal asociado
colocando las posibles i" de , empezando desde n = 0 hasta n =4 e
igualando a un vector en el que el tinico valor no nulo es 1 y esté en la posicion
n =d =4, es decir,

1 1 11 1][C, 0
-2 —-101 2| |C, 0
4 1 01 4| |¢c|=]ol. (4.15)
8 -1 01 8|]|C 0
16 1 0 1 16| | Cy 1

La solucion a este sistema es (C_o,C_1,Cy, C1,Cs) = (1,—4,6,4,1)/24, por
lo que la ecuacion (4.10) nos dice que

flz =2Ax) —4f(x — Azx) +6f(x) — 4f(x + Ax) + f(z + 2Ax)

Az +O((Az)?).

(4.16)

fix) =
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4.1.2. Discretizacion del dominio y funciones de malla.

Discretizar un dominio se refiere a establecer un conjunto discreto de
puntos aislados dentro de un dominio continuo. En nuestro caso el dominio
que se quiere discretizar es un cuadrado dentro de un semiplano, z € [0, L] C
Ry 0 <t € R. Dicha discretizacion se puede llamar malla discreta espacio-
temporal. Si se piensa que el segmento [0, L] se divide en un namero “I” de
puntos espaciados entre si una cantidad igual y el tiempo continuo se divide
en una cantidad finita “N” de puntos, entonces se pueden definir dichos
puntos como: x; = lh, con [ =0,1,2,....1 y h = L/I, para la parte espacial,
y t, = nk conn = 0,1,2,..., N, donde k representa el intervalo de tiempo
entre cada paso del sistema numérico. En términos practicos de sintesis de
sonido se define como el inverso de la frecuencia de muestreo,

1
k== (4.17)
[s
S T R
e B S S
! ! ! ! |k
e e
s S S S S
e T S B
S N S S SR S

Figura 4.1: Representacion grafica de la malla espacio-temporal para un problema de
dimensién uno.
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Una funcion de malla u}' representa la aproximacién numérica a la soluciéon
continua u(lh, nk), recorriendo los valores continuos x y ¢ de manera discreta
a lo largo de la malla espacio-temporal, usando los pardametros n y [.

4.1.3. Operadores discretos.

Al definir las funciones en la malla es necesario crear una notacion] para
que los operadores diferenciales actiien en este contexto discreto. En este
sentido se define el paso adelante, paso atras y la identidad, 1, como:

n __ ,n+l n __ ,n—1 n__..n
ety =u; o, e—u; =, lu; =uy,

n __ n n __ n
Cat Uy = Upy1, Co-Up = Up_y-
Aqui el subindice indica si actia en la parte temporal ¢ o la espacial z.

Usando esta notacion se pueden definir los operadores diferenciales que
en la seccion anterior obtuvimos de la siguiente manera:

5,0 = %(eH )= %, 5 = %(1 Ce) & %
O %(GH —e ) & %7

gy 1= %(ez+ —1)= (%, Oy 1= %(1 —ep) = %,
Oy 1= %(eH —ep ) = %7

donde el subindice + representa la derivada parcial hacia el frente, — hacia
atras y - la central. Es de notarse que Ax es sustituido por h ya que es el
minimo intervalo entre dos puntos espaciales.

Se puede demostrar, con una sustitucion directa, que la aproximaciéon a
la segunda derivada que obtuvimos anteriormente en se puede escribir
como Oy = 04104 Y Opz = 0440, . También, se puede encontrar que la apro-
ximaciéon de la cuarta derivada espacial encontrada en esta dada por

'En esta seccién se introduce la notacién usada en el libro Numerical Sound Synthesis

[3]-
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Ozzzr = 022022. El error asociado a cada uno de estos operadores es el mismo
que el encontrado en la seccion (4.1.1), es decir,

Opaar = > + O(h?) (4.18)
N Y '
0? 5
=—4+0 , 4.1
Ot 5 (k%) (4.19)

Para facilitar la programacion es conveniente expandir el comportamiento
de estos operadores en una funcién de malla u}*:

1
Syl = ﬁ(ufﬂ —2ul' +upt), (4.20)
n 1 n n n n n
5$zz$ul = H(UH_Q - 4ul+1 + 6U/l - 4Ul_1 + ul—2)‘ (421)

Los esquemas de diferencias finitas se clasifican en esquemas de un paso
(one-step schemes, en inglés) si sélo involucran dos niveles temporales n + 1
y n. Si involucran mas niveles temporales se dice que son de pasos maltiples
(multistep scheme[18]).

4.1.4. Convergencia, Consistencia y Estabilidad.

La propiedad mas bésica que se le tiene que pedir a un esquema numeérico
es que las soluciones que arroje se aproximen a la soluciéon de la ecuacion
diferencial a la que corresponden y que al hacer tender el espaciamiento
de la malla h y k a cero la aproximacion sea cada vez mejor. Llamamos a
un esquema que cumple con esta caracteristica un esquema convergente. La
definicion formal es la siguiente:

———— Definicion 1. Un esquema de diferencias finitas de pasos mul-
tiples, con J niveles temporales, que aproxima una ecuacion diferencial es
convergente si y so6lo si para cualquier soluciéon de la ecuaciéon diferencial,
u(z,t), y una soluciéon del esquema de diferencias finitas u{ ,con 0 <5< J,
que converge a u(x,0) cuando [h converge a x, entonces u}' converge a u(x,t)
cuando (lh,nk) convergen a (x,t) cuando h y k tienden a 0.
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En general saber o demostrar que un esquema de diferencias finitas es
convergente no es facil. Sin embargo hay dos conceptos relacionados que son
faciles de probar: consistencia y estabilidad.

Definicion 2. Dada una ecuaciéon diferencial expresada en térmi-
nos de un operador diferencial P como Pu = f y un esquema de diferencias
finitas P, yu = f, con P el correspondiente operador discreto, se dice que
el sistema de diferencias finitas es consistente con la ecuacion diferencial si
para cualquier funcion lo suficientemente suave ¢(z,1):

Pp — Py ¢ +—0 cuando h,k+—0

siendo esta puntualmente convergente en cada (x,t). ———

En esta definicion la palabra suave se refiere a que la fucion ¢ sea sufi-
cientemente diferenciable para ser compatible con la ecuacién diferencial en
cuestion.

El hecho de que un esquema de diferencias finitas sea consistente no im-
plica su convergencia. Ejemplos de esto se pueden consultar en [18].

Otro concepto que es importante es el de estabilidad que, a grandes rasgos,
implica que la solucién numérica u;' esté acotada de alguna manera. Un
concepto previo a la definicion formal de estabilidad, es el de una region de
estabilidad, la cual es un subconjunto de R? que contiene al origen como
punto de acumulacion, es decir, que contiene una sucesion (h,, k,) que tiende
a (0,0) cuado v tiende a infinito.

Cabe mencionar que la definiciéon de estabilidad varfa segtun las caracte-
risticas del sistema en cuestion; nimero de niveles temporales y orden de las
derivadas principalmente.

—— Definicién 3. Un esquema de diferencias finitas P ju),, = 0,
para una ecuacion que es de segundo orden en t, es estable en una regiéon de
estabilidad A si existen un entero J y, para cualquier tiempo positivo T, una
constante C'r tales que

0o J 00
h Yo fupl < (L+02)Crh Y > |ul,|? (4.22)

m=—o00 7=0 m=—oc0
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para toda solucion ), y para 0 < nk < T con (h,k) € A.

4.1.5. Teorema de Lax-Richtmyer y condicién de esta-
bilidad.

La manera de relacionar los conceptos anteriormente enunciados es el
llamado teorema de equivalencia de Lax o de Lax-Richtmyer debido a su
autoria y coautoria de los matemaéticos Peter Lax y de Robert D. Richtmyer.

——— Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer. Un esquema de
diferencias finitas consistente, asociado a una ecuacion diferencial lineal para
la que el problema de condiciones iniciales esta bien planteado, es convergente
si y s6lo si es estable.

Una prueba de este teorema se puede encontrar en [18]. Este teorema
resulta ser bastante 1util, ya que provee una caracterizaciéon de los esquemas
convergentes. Comprobar si un esquema es convergente o no tratando de
verificar la definicién de convergencia antes enunciada puede ser bastante di-
ficil. Sin embargo, determinar si es consistente es bastante simple, asi como
comprobar su estabilidad. Entonces el resultado mas dificil -la convergencia-
es reemplazado por las condiciones, equivalentes y faciles de verificar, de con-
sistencia y estabilidad. Es de notarse que la comprobacion de consistencia y
estabilidad involucra esencialmente manipulaciones algebraicas. En contras-
te, la prueba directa de convergencia utilizaria conceptos de analisis funcio-
nal. Dicha prueba tendria que partir considerando cualquier solucién u de
la ecuacion diferencial y luego demostrar que para todo ¢, existen h y k lo
suficientemente pequenas como para que el esquema diste una distancia &
de u. El Teorema de Lax-Richtmyer nos permite prescindir de todo este
andalisis.

Dado este resultado, es manifiesto lo importante que es tener una forma
de determinar cudndo un esquema es estable. Es de notarse que, como la
definicion de estabilidad depende de la ecuacién que se quiere aproximar,
también varfan los criterios para comprobar la estabilidad de los esquemas
asociados.
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La estabilidad de un esquema de pasos miltiples
Py yu= Ry f (4.23)

esté determinada por las raices del polinomio de amplificacion ®(g,6), dado
por

D(g,0) = kpni(

o, de manera equivalente

(e, he) = kpp(s, ).

Aqui, py, es el simbolo asociado a P, j que se define por

Ph7k<€skn€ilhf) — Ph,k(& £>eskneilh§.

Esto es, el simbolo es la cantidad que multiplica a la funciéon de malla es*7ei¢
depués de que el operador P, acttia sobre ella.
De manera alternativa, ® se puede obtener haciendo que
uy' = ge? (4.24)

sea una solucién de con f = 0. Donde 8 = h{ y ®(g,0) es el polinimio
del que ¢ tiene que ser raiz para que puede ser solucion de
(que es conocido como factor de amplificacion). Si asumimos que el esquema
tiene o + 1 niveles temporales, entonces ® es un polinomio de grado o. Se
debe notar que aqui o es la cantidad J en la definiciéon de estabilidad antes
mencionada.

Ahora daremos la condiciéon de estabilidad para ecuaciones de segundo
orden en el tiempo, basandonos en la definicon 3.
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Teorema. Si el polinomio de amplificacién ®(g, ) de una ecua-
cion de segundo orden en el tiempo es explicitamente dependiente de h y k&,
entonces la condicién necesaria y suficiente para que el sistema de diferencias
finitas asociado sea estable es que todas las raices, g,(), cumplan con las
siguientes condiciones:

(@)g(0) <1,y
(b) si |g,(0)| = 1, entonces g,(0) debe ser una raiz doble.

Este método para verificar la estabilidad de esquemas numéricos de dife-
rencias finitas es conocido como analisis de Von Neumann. La prueba de
este teorema asi como las implicaciones de todas las definiciones antes men-
cionadas se pueden revisar a profundidad en [18|. Para este trabajo saber que
el sistema es estable sera suficiente para obtener resultados.

4.2. Esquema de diferencias finitas para el mo-
delo de la barra.

El esquema de diferencias finitas asociado al modelo de la barra, en tér-
minos de los operadores discretos antes definidos es el siguiente

St = — K20 ppal. (4.25)

Aqui,
k=+/YI/pSL4, (4.26)

es el ya mencionado coeficiente de rigidez, la coordenada espacial x estéa
adimensionalizada como en la seccion [3.3] es decir, reemplazada por el pa-
rametro x/L, donde L es la longitud de la barra. Los operadores 0y ¥ 0ppus
estan definidos como en y (4:21), con la diferencia de que el operador
de cuarta derivada espacial esté dividido entre L* por el cambio de variable
espacial, de ahf que este factor esté presente en (4.26). Debido a la definicion
de los operadores, el esquema tiene un error de orden dos (o una exactitud de
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segundo orden) tanto espacial como temporalmente. Cuando se expanden los
operadores al actuar en una funciéon de la malla, la regla de recursion resulta
ser

w = (2 - 6p%)uy + 4u2(u?+1 Fupy) = (g, + ) — wTh(4.27)

Para encontrar la actualizacion de sus valores, el esquema requiere acceso
a valores de la funcién de malla que se encuentran dos espacios de separaciéon
del punto a actualizar. Este esquema esta parametrizado por el ntamero ,
definido como

= kk/h*. (4.28)

El esquema debe ser inicializado con valores de la funcién de malla en los
pasos temporales n = 0 y n = 1, asi que es un esquema de pasos multiples.

4.2.1. Analisis de estabilidad.

Para hacer el analisis de estabilidad incertamos la funciéon de prueba

u' = g"e' (4.29)

en el esquema (4.25)), lo cual nos da el siguiente polinomio de amplificacion

1
g—2+g ' =—16p> sin4(§0), (4.30)
© 1
(9" + 971" = (FAipsin®(50))?
entonces ]
g% + g7 = +dip sin2(§¢9)
de donde

1
gtdip 51112(59)g1/2 —1=0,
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que es una ecuacion cuadratica en ¢/2. Entonces tiene reices de la forma

1 1
g/* = £2ip sin2(§«9) + \/1 — 42 sin4(§9)

0, lo que es lo mismo

1 1
gr = (\/1 — 4p? sin4(§9) + 2ip sin2(§¢9))2.
Entonce |g| esta acotado por 1 si y solo si
2usin®(=6) < 1

por lo tanto la condiciéon de estabilidad es

1 h?

4.2.2. Dispersion numérica.

Consideremos ahora el esquema (4.25)) bajo la condicion de estabilidad
(4.31)). Utilizando g = e™* en (4.29), la ecuacion caracteristica resulta ser

sin(wk/2) = +2usin®(Bh/2), (4.32)

que es anéloga a la relacion (3.34) con w = f/27 y (3 el numero de onda (que
era 0 en ({4.29))).

Coémo ya se habia visto en el la seccion [3.2.2.1| el comportamiento de las
ondas es dispersivo, es decir que ondas con distintas frecuencias se propagan
a distintas velocidades. Lo que nos dice la relacion es que para valores
distintos de h y k y por lo tanto de p la relaciéon de dispersion cambia. En
particular la relaciéon de dispersion posee soluciones con frecuencias
reales f solo cuando

1
f < frnax = %Sm_l@ﬁ),

donde f.x es la frecuencia de corte numérica. Un aspecto importante es que
cuando p se aproxima al limite de estabilidad dado por la dispersion
numérica se minimiza. Este aspecto se ahonda en (|3], capitulo 7), pero pa-
ra nosotros es suficiente saberlo para llevar a cabo el esquema de la mejor
manera posible.
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4.2.3. Condiciones iniciales numeéricas.

Ya que el esquema es de dos pasos es necesario dar los valores iniciales
de u paran =0y n =1,y para cada [ € D con D el dominio donde esta
definido el esquema. Esto es el equivalente discreto de dar las condiciones
iniciales u(z,0) = uo(z) y v(x,0) = wvo(x). Por practicidad se escoge como
dominio el intervalo unitario U.

Para hacer esto, primero se escoge una frecuencia de muestreo para definir
el paso temporal k. Luego se definen los valores de longitud y radio asi como
el material del que esta hecha la barra para encontrar el valor del coeficiente

de rigidez k (3.57) y se usa la condicion de estabilidad (4.31]) para encontrar
el valor intervalo espacial de h. El cual toma el valor de

h=+/kk/p (4.33)

Una ves obtenido el valor del intervalo espacial se obtiene una variable N =
|1/h] que es el mayor entero menor o igual a 1/h, este es el ntimero en que
se divide el dominio espacial U asi que se debe volver a definir el intervalo
espacial h = 1/N para que al terminar avanzar N pasos se llegue al valor
final del intervalo U, es decir 1. Con esto se puede definir el eje z discreto
como [1,2,3,---, N] X h y se puede multiplicar por la longitud de la barra
para escalarlo, esto es para tener una idea de la longitud al momento de hacer
la visualizacién, aunque no es necesario.

Una vez obtenido el eje se puede definir la forma inicial de la barra u como
el perfil discreto [1,2,3, -+, N| Xug(z) asi como el perfil un momento después
u; en cada punto de la malla como uf+k[1,2,3,- -+ , N|xvo(x). Es importante
mencionar que, dado que la coordenada espacial estd adimensionalizada, la
posicion inicial no tiene unidades y la velocidad vy tiene unidades de 1/[t] =
s, El valor que se desea obtener es el de u} desde n = 2 en adelante y es
calculado segtn el esquema numérico ([4.27).

4.2.4. Condiciones de frontera numéricas.

Para obtener las condiciones de frontera numéricas que preservan la es-
tabilidad y conservan la energia, consideremos que el esquema (4.25) esté
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definido en el dominio semi-infinito Z*. Tomando el producto interior dis-
creto ([7.9) del esquema con d;.u, y usando la identidad de suma por partes

(7.16) tenemos que

1
dyyh=b con h=t+v y t= §H(5t,u\|%+, v = g(ému, €1 OzaU) 7T

b = — k(01621 10) (82att0) + £%(01.10) (8 Grztin) (4.34)

Entonces para que el esquema sea conservativo se tiene que cumplir alguna
de las siguientes condiciones de frontera en el extremo finito del dominio:

Borde fijo

u="04u=0 (4.35)
Borde con soporte simple
U= 0u=0 (4.36)
Borde libre
Opzl = Op_Opztt = 0 (4.37)

Para el caso de borde libre es posible encontrar otra condiciéon de frontera
utilizando el producto interior ((7.12)) definido en el apéndice.

En este caso la condicién cambia por

Opzlh = 030550 = 0 (4.38)
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Es de esperar que la derivada central proporcione una mayor precision ya
que es de mayor orden.

Estas condiciones son analogas a las encontradas con el analisis de energia
para el sistema continuo en la seccion [3.3.1}

4.2.5. Implementaciéon de las condiciones de frontera
numéricas.

A continuacién se muestra como se pueden implementar las condiciones
de frontera encontrada para el esquema . Para encontrarlas se sustituye
ug en cada una, con el fin de encontrar el valor en estos puntos que se debe
aplicar en los puntos de frontera para cada iteracion.

La condicion de barra fija (4.35)) en [ = 0 es la més sencilla, se debe hacer
que

para cada paso de la recursion. Entonces sélo necesitan ser computados los
valores de u; localizados en [ = 2, 3, - - - . Como el operador 0., es de longitud
cinco (o sea necesita los valores de cinco puntos en el paso de tiempo anterior
para computar el nuevo valor) su valor debe ser computado directamente
usando los valores inmediatos de ug y u;.

La condicién de soporte simple es la siguiente
u =0y u_q=—u. (4.40)

Es un poco mas complicada de implementar ya que utiliza un punto virtual
(ver apéndice|7.2.2)), es decir, u_; es un punto fuera del dominio. Es suficiente
con examinar el comportamiento del operador 0,,,, en el puto de frontera

[ =1y aplicar las condiciones (4.40)), es decir

1 1
5mmu1 = ﬁ(ﬂg — 4U2 + 6u1 — 4U0 -+ U,1> = ﬁ('&g — 4u2 —+ 5u1) (441)
Luego se usa este operador en el esquema ({4.25)) para este punto. Esta con-
dicion se agrega de manera separada de los puntos al interior del dominio en
cada iteracion.
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En el caso de borde libre en [ = 0, se puede optar por dos condiciones
distintas. Para la condiciéon de borde libre los valores que debe tomar
el esquema son

U_1 =2ug—u; y U_g = 3ug — 2u;. (4.42)

Ocurre lo mismo que en la condicién de soporte simple y se procede de la
misma manera. En este caso el operador .., en los puntos de frontera toma
la forma

1 1
Opaaattn = —(ug — dug +5uy — 2ug) ¥ Opgaatio = — (Ug — ug — 2uy).

h* h4

(4.43)

Para la condicion de borde libre (4.38]) los valores son
U_1 =2Uyg— U] § U_g = Uy — Uq. (4.44)

La forma que toma el operador §,,., €S
1
Oprpall] = ﬁ(’dg — dug 4+ Buy — 2ug) Y Oppazlio = ﬁ(QuQ — duy + 2ug).

(4.45)

Para la lectura del codigo se debe mencionar que, por como esta dispuesto
el lenguaje de programacion, cuando [ = 0 el subindice que corresponde al
esquema u;' es [ = 1 y asi sucesivamente.

Implementar las condiciones de frontera en el borde opuesto a x = 1, el
cual nombraremos como [ = N + 1 (ya usando la convenciéon de subindices
del codigo), simplemente se escribe en espejo lo que se obtuvo para el borde
[ = 0, es decir, el subindice en el punto frontera N + 1 corresponde a 1, NV
a2, N —1 a 3. De esta manera se evita hacer el calculo correspondiente en
este punto. Otra forma es hacer los calculos de frontera para el caso general
u;' y sustituir [ =0 o [ = N segun sea el caso.

4.2.6. Barra con radio variable
4.2.6.1. Vector de densidad.

Como se observa en la figura[1.3] a las barras en las esculturas sonoras se
le adhieren pesos anadidos, utilizando tuercas o rondanas para cambiar su
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modo de vibrar y asi obtener distintas sonoridades.

Para integrar este caso en el modelo numérico, se optod por variar el radio
de la barra en determinado lugar o lugares y calcular el coeficiente de rigidez,
K , para cada seccion de la barra. Para que se cumpla la condicion
de estabilidad se tiene que usar el mayor coeficiente para calcular el
refinamiento espacial de la malla.

Luego, para calcular el esquema numérico (4.27)), se reescribe de la si-
guiente manera:

w T = T soug! s (upy + utir) + s2(uy + uls), (4.46)

donde los nuevos coeficientes sg, s1 y s2 se definen en términos de la constante
de estabilidad de la siguiente forma

So = 2(1 - 3/12),
51 = 4p°, (4.47)
S9 — —/Lz.

El valor de p se obtiene directamente de (4.28)), utilizando el valor dado
de la frecuencia de muestreo y el coeficiente de rigidez. Al ser este tultimo
varieble a lo largo de la barra en realidad tanto p como los s; (i = 1,2,3),
son vectores, con tantas entradas como el nimero de segmentos en que se
divida la barra para el esquema numérico, con sus valores variando segtn el
radio asignado a cada secciéon de la barra.

4.2.6.2. Caso general.

El modelo anterior se us6 para simular una barra con masas anadidas
puntualmente. En el caso general de una barra con radio variable, el modelo
matematico asi como el esquema numeérico deben cambiar. En esta seccién
se pretende esbozar el camino que se deberia llevar a cabo para hacer el caso
general, pero no se implementa en este trabajo ya que representa una mayor
dificultad en términos mateméticos y, sobre todo, en los métodos compu-
tacionales y su implementacion para resolverlo.
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Si observamos (3.51)) al tener una barra no homogénea, es decir, con
radio variable respecto al eje x, tendriamos que modificar la ecuacién de
movimiento de la siguiente manera

O (v 2%\ = g &Y 4.48
) (z)@ = —p (93)@7 (4.48)

ya que tanto el momento de inercia, I, como el area de seccién transversal,
S, dependen de el radio.

Una forma de modelar mateméticamente los cambios de radio en la barra
es con una funcion r(x) = Hy¢(x), donde Hy el valor de un radio de referencia
y ¢(x) son las variaciones alrededor de este valor a lo largo de la barra. Para
una barra circular con estas caracteristicas los valores del momento de inercia
y del area de seccion transversal son

mri(z) _ mHyo'(z)

I(a) = T = 0 (4.49)

S(z) = 7r*(x) = TH ¢*(x) (4.50)

Bajo estas condiciones y adimensionalizando (4.48)) nos queda la ecuacion:

82 62 32
¢2($)@u = —ﬁg@(&(ﬂﬁ)@u), (4.51)
con Vv H?
o _ Y H§
Ky = L (4.52)

Partiendo de (4.51)) podemos derivar el lado derecho utilizando queﬂ

2

(o) () =
g(@)*[4f"(2)(g(2)g" (@) + 3¢'(2)*) + g(x) (f (2)g(x) + 8D (2)g' ()]
para obtener (en notacion sintética)

2Todas las derivadas en esta expresion son respecto a .
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Esta ecuacion debe discretizarce para obtener el esquema de diferencias
finitas correspondiente. Para poder resolverlo se debe encontrar un criterio
de estabilidad, el cual no es facil de encontrar algebraicamente. Otra compli-
cacién que presenta este esquema es que para que sea més eficiente de debe
hacer un cambio de coordenadas espaciales de tal manera que se haga mas
denso para valores mayores de ¢ y menos para los lugares donde el radio es
pequeno.

En el libro Numerical Sound Sythesis de Bilbao [3] se propone un cambio
de coordenadas para acomodar las variaciones de &rea de una barra con
seccion transversal rectangular de la siguiente manera

1 o1
alz) = -~ /o o0 dv (4.54)

1
av — ——dv.
! /o o)

Algo asi se tendria que llevar a cabo para hacer eficiente el sistema con barras
de seccion transversal circular.

con
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Capitulo 5

Resultados de simulaciones.

A continuacién se presentan los resultados relevantes de las simulaciones.
El programa utilizado para realizar las simulaciones fue Matlab [10].

5.1. Simulacién numérica para una sola barra.

Para el caso de las esculturas sonoras Baschet el modelo fisico que repre-
senta las barras encastradas, que les dan su afinacion y parte importante de
su timbre, es el de una barra con seccién transversal circular, un borde libre
y uno fijo. Para este estudio el material escogido fue aluminio y los valores
de Y y p fueron encontrados en [6].

El proceso que se llevé a cabo fue tomar una barra con condiciones ini-
ciales de

up(z) =0,Vx € D y (5.1)
iy = (3 costr@ =) o)), o =] < o)
' 0, & — @o| > Ty '

para simular una barra en reposo que es golpeada en la posicion xy. La
amplitud del golpe corresponde a ¢ y el ancho a 2 X xy,, (el subindice hw viene
del inglés half-width que significa mitad del ancho). Dado que la coordenada

7
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espacial est4 adimensionalizada, la velocidad vy tiene unidades de 1/[t] = s~

y por lo tanto la constante ¢j tiene estas mismas unidades.

Velocidad Inicial

08| / \ i
06 i

04 4
// \\
/ \

/ \
L / \ 4
0.2 / \
/ \

Figura 5.1: Perfil de velocidad inicial, vy(z), para una barra de 1m de largo con ¢y = 257!
v Thw = 0.25.

La simulacion se dejo correr por un segundo, en el tiempo computacional,
es decir, se hicieron tantos pasos temporales como la frecuencia de muestreo.
Para capturar los datos de la simulaciéon se escoge un punto en el dominio
(entre 0 y 1) y se obtiene la variacion en el tiempo del valor de u}' en este
punto. Este valor se toma como el perfil de la onda sonora.

1 L 1 1 1 1 1
-6
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0.5

tiempo

Figura 5.2: Forma de onda.
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Se hace una transformada réapida de Fourier [9] para obtener el espectro
de este perfil de onda y se grafica en el espacio de frecuencia y amplitud
unilateral.

Para cada barra se obtienen gréaficas como la que se muestra en la figura
0.0l

%107 Transformada de Fourier: L=0.6m, r=0.05m
5§ 8
.
4t ]
3 :
=
2 L -
15, 8
0 TV ViV, Wy Vg Wp Wy W w4 % - -, - % .. . B5 %7 %,
_1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Frecuencia (Hz) «10*

Figura 5.3: Espectro de la sefial obteida para una barra con seccién transversal circular de
60cm de largo y 5cm de radio. El eje z son las frecuencias y el y es la amplitud unilateral de
la sefial. Los ntimeros muestran a las frecuencias desde la fundamental hasta los parciales
mas agudos. Fueron obtenidos por la funciéon findpeaks de Matlab. Por ejemplo en esta
figura el primer parcial corresponde a 98 Hz, el segundo a 616 Hz, el tercero a 1720 Hz, el
cuarto a 3353 Hz y el quinto 3529 Hz.

Con esta informacion se tiene una idea de las componentes espectrales
de la barra. Como se ve en la figura hay muchos picos que encuentra
la funciéon de Matlab findpeaks que no son realmente relevantes, asi que se
optod por tomar soélo los primeros cinco picos como frecuencias vélidas y hacer
el anélisis con ellas.

5.2. Caracterizaciéon del esquema numeérico.

Se llevaron a cabo una serie de simulaciones dejando fijos todos los pa-
rametros involucrados excepto alguno. Se escogieron la longitud y el radio
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como los parametros variables para obtener gréaficas como las encontradas
con el modelo teérico en las figuras y 3.7 Esto se hizo para ponderar
la aproximacién numérica respecto al modelo teoérico. Otra razén para ha-
ber escogido estos pardmetros como variables es que en general son los que
se pueden manipular més facilmente al momento de construir una escultura
sonora.

Para tener claro los parametros que conforman el modelo, se enlistan en
el cuadro 5.1, En el cuadro se observa que hay valores que mantuvieron su
valor fijo en todas las simulaciones. Otros que tienen un par o mas de valores
asignados, vamos a comentar algunos para que quede claro como es que se
procedi6. El ancho y la magnitud del golpe inicial tienen esos valores para
que las barras de todos tamanos se muevan, en particular las barras de poca
longitud y gran radio, que tienen un coeficiente de rigidez alto, requieren un
ancho considerable, por eso se mantuvo su valor fijo en 0.8, es decir, el 80 %
de la barra. La condiciéon de frontera libre puede tomar diferentes formas
como se vio en la seccion 4.2.3, la primera usa la derivada hacia atras (6_) y
la segunda la derivada central (4.). Asi, hizo el barrido de radios y longitudes
para estas dos opciones.

Un parametro que sobresale es la frecuencia de muestreo (SR) que toma
valores muy grandes. Esto se pude entender si nos fijamos en la condiciéon de
estabilidad en el caso que se cumple la igualdad y la sustituimos en la
definicion del coeficiente del esquema , es decir, hacer = 1/2 con lo

que obtenemos que el espaciamiento espacial de la barra es

h = V2kk. (5.3)

De la definicién de & y recordando la definicion de 1 , podemos
ver que k es directamente proporcional al radio e inversamente proporcional
al cuadrado del largo. Por esta razon barras con un radio grande y longitud
pequena tienen un intervalo espacial h més grande y por lo tanto una division
espacial de la malla menos fina (ver seccion [£.2.3). Como se buscé hacer
simulaciones con s6lo un parametro variable (radio o longitud), se fij6 una
frecuencia de muestreo grande para compensar estos casos extremos, ya que
k = 1/SR. Para comparar la efectividad del modelo al hacer mas delgada

la malla temporal (y por lo tanto mas fina la malla espacial) se usaron dos
valores para SR: 441000 y 882000.



5.2. CARACTERIZACION DEL ESQUEMA NUMERICO.

H Parametro \ Valor(es) H
Material Aluminio
(p = 27002,
Y =69 x 10°Pa)
Duraciéon 1s
uo () 0, Vz e U
co 2571
Thy (en U) 0.4
Punto de lectura (en | 0.3
U)
xo (en U) 0.5
Ancho del golpe(en U) | 0.8
Frecuencia de mues- | 441000Hz y
treo (SR) 882000Hz
Condicion de frontera | Libre _ y 0.
(lado izquierdo)
Condicion de frontera | Fija
(lado derecho)
Radios fijos 2.5mm,  5mm,

lem, 1.5cm, 2cm

Longitud

de 10cm a 1m
(paso de lcm)

Longitudes fijas

20cm, 40cm,
60cm, 80cm, 1m

Radio

de 2.5mm a
2.5cm (paso de
0.5mm)

81

Cuadro 5.1: Parametros y valores empleados en las simulaciones. Los parametros que
sOlo tienen un valor asignado se mantuvieron fijos en todas las simulaciones.

En total se hicieron 2800 simulaciones, contando las 90 para el barrido
de longitud para 5 radios distintos, 50 del radio para 5 longitudes distintas,
dando 700. Esto por 2 por las distintas condiciones de frontera y por 2 por
las distintas frecuencias de muestreo.
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En este trabajo nos vamos a enfocar solo en dos casos, un barrido de
longitudes con el radio fijo en 1.5cm y una barrida de radios con una longitud
fija en 80cm. En las siguientes figuras se muestran los resultados de estas
simulaciones para los primeros 5 parciales, obtenidos como se explica en la
seccion anterior. En la parte superior de cada figura se indica el radio (r), la
frecuencia de muestreo (SR), la duracion (T'F') y si se uso la derivada central
(0.) o la derivada hacia atras (6_) en la condicion de frontera libre.

Frecuencia (Hz)

d vs Frecuencias,

%1 04 Longitu
T

r=0.015m, SR=441000, TF=1, §-
T

15 T T T T T T
——Modo 1
——Modo 2
Modo 3
10 A ——Modo 4 [
\ ~——Modo 5
5F | :
0 — — ,,,\,, e ——— S
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Longitud (m)

Figura 5.4: Gréfica de longitud vs frecuencia de los primeros cinco modos de una barra
con radio 7 = 1.5¢m. Son frecuencia de muestreo SR=441000 y condicion de frontera libre

o—.
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Frecuencia (Hz)
o
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o
o

0
0.1
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«10° Longitud vs Frecuencias, r=0.015m, SR=882000, TF=1, §-
T T

\
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R

T
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Modo 3
——Modo 4

~——Modo 5

0.2

0.3

0.4 0.5 0.6
Longitud (m)

0.7

0.8

0.9

Figura 5.5: Grafica de longitud vs frecuencia de los primeros cinco modos de una barra
con radio 7 = 1.5¢m. Son frecuencia de muestreo SR=882000 y condicion de frontera libre

o—.

Figura 5.6: Grafica de longitud vs frecuencia de los primeros cinco modos de una barra
con radio 7 = 1.5¢m. Son frecuencia de muestreo SR=441000 y condiciéon de frontera libre

d..
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%1058 Longitud vs Frecuencias, r=0.015m, SR=882000, TF=1, §.
2 T T T T T T T T
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Figura 5.7: Gréfica de longitud vs frecuencia de los primeros cinco modos de una barra
con radio 7 = 1.5¢m. Son frecuencia de muestreo SR=882000 y condicion de frontera libre

J..
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Figura 5.8: Grafica de radio vs frecuencia de los primeros cinco modos de una barra con
longitud L = 80cm. Son frecuencia de muestreo SR=441000 y condiciéon de frontera libre

o—.
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Radio vs Frecuencias, L=0.8m, SR=882000, TF=1, §-
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Figura 5.9: Grafica de radio vs frecuencia de los primeros cinco modos de una barra con
longitud L = 80c¢m. Son frecuencia de muestreo SR=882000 y condicién de frontera libre
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Figura 5.10: Grafica de radio vs frecuencia de los primeros cinco modos de una barra
con longitud L = 80cm. Son frecuencia de muestreo SR=441000 y condicién de frontera

libre 4..
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Radio vs Frecuencias, L=0.8m, SR=882000, TF=1, 4.

4000
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Frecuencia (Hz)
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S
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/
/
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Radio (m)
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Figura 5.11: Grafica de radio vs frecuencia de los primeros cinco modos de una barra
con longitud L = 80cm. Son frecuencia de muestreo SR=882000 y condicién de frontera

libre §..

Se puede observar que hay desviaciones respecto al modelo teoérico. Pa-
ra poder apreciar mejor lo que esta pasando, en las figuras y se
muestran las graficas de los modos por separado de el caso SR = 441000 y

o_.
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Longitud vs Frecuencia(1), r=0.015m, SR=441000, TF=1, §_ Longitud vs Frecuencia(2), r=0.015m, SR=441000, TF=1, §
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Figura 5.12: Grafica de longitud vs frecuencia de los primeros cinco modos por separado,
para una barra de un radio r = 1.5e¢m, SR = 441000 y c.f. libre: 6_.
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Radio vs Frecuencia(1), L=0.8m SR=441000, TF=1, §_ Radio vs Frecuencia(2), L=0.8m SR=441000, TF=1, §-
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Figura 5.13: Graficas de radio vs frecuencia de los primeros cinco modos por separado
de una barra con longitud L = 80cm, SR = 441000 y c.f. libre: §_.

Para analizar estos datos se utilizo el programa Python[11] y la funcion
curvefit para encontrar una aproximacion funcional a las graficas antes
encontradas. En el caso en el que la longitud es variable se espera que se

aproxime a la funcion az® + ¢, con b= —2, ¢ = 0y que
Y 7r
= -, 5.4
a=nmn PRT (5.4)

de acuerdo a la ecuacion (3.79). En el caso de que el radio sea variable, al ser
una funcioén lineal, se buscd una aproximacion a la funcién ax + b, con b = 0

y

B Y =«
a =ny p16L2‘

(5.5)
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A continuacion se muestran las graficas con las aproximaciones corres-
pondientes al los ejemplos anteriores.

—— Funcién aproximada, a= 20.82, b=-2.01, c=0.763 . Datos —— Funcién aproximada, a= 130.9, b=-2.01, c=3.685 .  Datos
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Figura 5.14: Graficas de la aproximacién y los datos de longitud vs frecuencia de los
primeros cinco modos por separado. En la parte superior de cada figura se especifican los
valores de a, b y ¢ de la funcién aproximada, az® + ¢, correspondiente.
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Funcién aproximada SR4, a= 2211.86, b= -0.0212 .e  Datos —— Funcién aproximada SR4, a= 13849.6, b= 0.03755 .« Datos
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Figura 5.15: Graficas de la aproximacion y los datos de radio vs frecuencia de los primeros
cinco modos por separado. En la parte superior de cada figura se especifican los valores
de a y b de la funcion aproximada, ax + b, correspondiente.

Se aprecia que para los primeros dos modos la funciéon no tiene muchas
desviaciones pero a partir del tercer parcial hay puntos donde se desvia del
comportamiento esperado. Esto se corrobora al comparar las constantes del
modelo tedrico respecto a las constantes encontradas con la aproximacion
computacional. Se debe de mencionar que las demés simulaciones presentan
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un comportamiento cualitativamente similar, asi que por practicidad sélo se
van a mostrar los casos encontrados en las graficas anteriores.

En los cuadros y se muestran los valores de las constantes a,by c o
a 'y b (segun el caso) del modelo tedrico y las encontradas por la aproximacion
funcional de la simulacién computacional, asi como el error porcentual del
valor encontrado para la el experimento numérico contra el valor teodrico, es
decir, E, = Yalor obtenido-Valor tcrico , 1()() por lo que el error positivo es debido

Valpr Tedrico
a excesos y el negativo a defectos.

Parametro Valor teodrico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 21.2 20.82 -1.9137%
a segundo parcial 132.9 130.9 -1.5276 %
a tercer parcial 372.2 393.2 5.6355 %
a cuarto parcial 729.6 274.3 -62 %

a quinto parcial 1206 3081 155 %

b primer parcial -2 -2.01 0.5%

b segundo parcial -2 -2.01 0.5%

b tercer parcial -2 -1.96 2%

b cuarto parcial -2 -2.58 29 %

b quinto parcial -2 -1.65 -17.5%
Parametro Valor teoérico | Valor encontrado | Diferencia
¢ primer parcial 0 0.763 0.763

¢ segundo parcial 0 3.685 3.685

¢ tercer parcial 0 -56.4 56.4

c cuarto parcial 0 929.2 929.2

¢ quinto parcial 0 -2169 2169

Cuadro 5.2: Valores teéricos y encontrados para los parametros de la aproximacion a la
funcion az® + ¢ de una serie de datos de barras de longitud variable, radio = 1.5cm y una
simulacién con los siguientes parametros: SR=441000, condiciéon de frontera libre: §_. Se
debe notar que para el parametro ¢ no se puede calcular el error porcentual, ya que el
valor teorico es 0.

Estos resultados muestran que para los primeros dos parciales la apro-
ximaciéon al modelo teérico es mejor que para los parciales superiores. Se
aprecia como al avanzar en el numero de parcial el error porcentual aumenta
y la desviacion de la constante que debe de ser nula se incrementa en ambos
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Parametro Valor teérico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 2210 2221.86 0.036 %

a segundo parcial 13850 13849.6 0.0192 %
a tercer parcial 38770 37447 -3.4206 %
a cuarto parcial 76000 77140 -1.5058 %
a quinto parcial 125630 193604 54.1121 %
Parametro Valor tedrico | Valor encontrado | Diferencia
b primer parcial 0 -0.0212 0.0212

b segundo parcial 0 0.03755 0.03755

b tercer parcial 0 0.85 0.85

b cuarto parcial 0 -74.235 74.235

b quinto parcial 0 -284.98 284.98

Cuadro 5.3: Valores teéricos y encontrados para los parametros de la aproximacion a
la funcién ax + b de una serie de datos para barras de radio variable, longitud = 80cm,
y una simulacién con los siguientes parametros: S R=441000, condicién de frontera libre:
d_. Se debe notar que para el parametro b no se puede calcular el error porcentual, ya que
el valor teorico es 0.

casos(longitud y radio variable). Se confirma lo que visualmente se nota en
las graficas de las figuras y [5.15] Este comportamiento es general pa-
ra todas las simulaciones que se llevaron a cabo. Por practicidad y falta de
espacio no se muestran todos los analisis en este trabajo.

Algo que se puede notar sobre el comportamiento de las graficas para
parciales superiores al segundo, es que las desviaciones respecto al modelo
tedrico parecen ser puntuales, es decir, ocurren para ciertos valores del radio
o de la longitud solamente. También se observa que al cambiar la frecuencia
de muestreo, y por lo tanto el espaciamiento de la malla espacio-temporal,
los puntos donde se desvia del comportamiento tebrico esperado cambian;
aumentan, disminuyen o se distribuyen de manera distinta. Esto se puede
deber a un fenémeno de resonancia en el cual el espaciamiento de la malla
coincide con algin multiplo de la longitud de onda correspondiente al parcial
que decae en frecuencia. Otra posibilidad es que el punto de lectura sobre
la barra tenga un efecto sobre la medicion de ciertas frecuencias. Para este
trabajo so6lo seran estudiados los primeros dos parciales y se dejara como
trabajo a futuro el estudio de este fenémeno.
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5.2.1. Comparaciéon de condiciones de frontera libre.

Para el borde libre tenemos, como se mencion6 anteriormente, dos op-
ciones de condiciones de frontera numeéricas (ver seccion 4.2.3), la primera
usa la derivada hacia atras, 0_, y la segunda la derivada central J.. Es de
esperarse que la que usa la derivada central sea mas precisa, ya que es de or-
den mayor. Para determinar la condicién que es una mejor aproximacion, se
compar6 con las funciones aproximadas para determinar cuéil es mas cercana
al modelo tedrico, en el caso de los primeros dos parciales. A continuacién se
muestran los resultados.

—— Funcién aproximada SR4, a= 20.82, b=-2.01, c=0.763 . «  Datos —— Funcién aproximada SR4, a= 130.9, b=-2.01, c=3.685 . Datos
Funcién aproximada SR8, a= 21.00, b=-2.00, c=0.441 . Datos Funcién aproximada SR8, a= 131.8, b=-2.00, c=1.991 . Datos
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Figura 5.16: Graficas de la aproximacion y los datos de longitud vs frecuencia de los
primeros dos modos por separado. En la parte superior de cada figura se especifican los
valores de a, b y ¢ de la funcién aproximada, az’ + ¢, correspondiente, asi como el valor
de la frecuencia de muestreo indicada con la clave SR4 si corresponde a 441000 y SR8 si
corresponde a 882000.
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—— Funcién aproximada SR4, a= 2211.86, b= -0.0212 . e
Funcién aproximada SR8, a= 2211.86, b= -0.0212 .

Datos
Datos

—0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
Radio (m), L = 0.8m.

(a) Frecuencia 1, c.f. libre: 6_

—— Funci6n aproximada SR4, a= 2257.57, b= -0.1240 .e
Funcién aproximada SR8, a= 2248.64, b= -0.1502 .

Datos
Datos

—0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
Radio (m), L = 0.8m.

(¢) Frecuencia 1, c.f. libre: 6.
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—— Funcién aproximada SR4, a= 13849.6, b= 0.03755 .e
Funcién aproximada SR8, a= 13849.6, b= 0.03755 .

Datos
Datos

-0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
Radio (m), L = 0.8m.

(b) Frecuencia 2, c.f. libre: §_

—— Funcién aproximada SR4, a= 14143.6, b= -0.7918 . e
Funcién aproximada SR8, a= 14048.4, b= -0.3371 .

Datos
Datos

—0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
Radio (m), L = 0.8m.

(d) Frecuencia 2, c.f. libre: 6.

Figura 5.17: Graficas de la aproximacién y los datos de radio vs frecuencia de los primeros
dos modos por separado. En la parte superior de cada figura se especifican los valores de
a y b de la funcién aproximada, ax + b, correspondiente, asi como el valor de la frecuencia
de muestreo indicada con la clave SR4 si corresponde a 441000 y SR8 si corresponde a
882000.

En los cuadros[5.4]y [5.5 se puede observar que el hecho de que la derivada
central tenga una mayor precision, o un mayor orden, no se ve reflejado en
una mejor aproximacion del modelo. En todos los casos cuando se usa la
derivada central aumenta el error porcentual respecto al modelo teérico en
las constantes no nulas y las que deben de ser nulas se observa una mayor
diferencia. Esto se puede deber a que se esté evaluando en un punto frontera,
y la derivada central utiliza puntos a la derecha y a la izquierda del punto
donde esta evaluada, a diferencia de la derivada por la izquierda, que utiliza
solo el un punto a la izquierda (valga la redundancia). Esto se refuerza con el
hecho de que al usar la condicién de frontera con d_ y aumentar la frecuencia
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de muestreo, el error disminuye o se queda igual, no asf al utilizar la condicién
con ¢. con la que hay casos donde al aumentar la frecuencia de muestreo la
aproximacion empeora.

5.3. Vector de densidad para anadir masas adi-
cionales.

En la seccion 4.2.6 se explicaron dos maneras distintas de simular numéri-
camente el hecho de colocar pesos con rondanas y tuercas en las barras para
cambiar su sonoridad, como ocurre normalmente en la obra Baschet. Debido
a la dificultad tedrica-computacional que presenta el caso general (seccion
[1.2.6.2)), se opt6 por hacer un vector de densidad en el cual se cambian las
caracteristicas de la barra en ciertas posiciones, lo que modifica su coeficiente

de rigidez (seccion 4.2.6.1).

Esta opcion presenta a su vez distintas maneras de modificar el coeficiente
de rigidez en las diferentes secciones de la barra. Una, que es la més intuitiva,
es especificar el radio y la longitud de cada secciéon de la barra y luego, con el
valor del modulo de Young y la densidad del material, calcular el coeficiente
de rigidez para cada seccion de la barra. Al hacer pruebas con esta opcion
se encontré que presentaba problemas. Cuando se model6 una barra con
un soélo radio pero dividida por longitudes diferentes se obtienen resultados
espectrales que no coincide con una barra equivalente del largo total con este
radio. Esto se debe a que el coeficiente de rigidez no es el mismo cuando se
hace por partes que cuando se considera la longitud total para calcularlo.
Para remediar esta situacion se optd por calcular el coeficiente de rigidez de
cada seccion con radios distintos tomando como longitud de las secciones la
longitud total de la barra, conservando las longitudes s6lo como indicadores
de que tan larga es la seccion del vector de densidad que va a tener cada valor
de radio. Para ilustrar esto se muestra como se ve el vector de longitudes y
de radios como codigo:

longitudes=[11,12,13,...]
radios=[r1,r2,r3,...]
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Con estos datos la funcién vecdens (ver seccion 7.3.3) calcula el coeficiente
de rigidez de cada seccién de longitud “1i” con el correspondiente radio “ri”,
tomando como longitud de cada seccion la longitud total de la barra para el
calculo de k. La barra que se modela al final tiene la longitud total, es decir,
la suma de las componentes del vector de longitudes.

Para implementarlo numéricamente se hizo una funciéon para encontrar
el radio equivalente a una barra de cierta masa(ver seccién 7.3.5), mante-
niendo fija la longitud y la densidad de la misma, asi se puede anadir “peso”
utilizando el radio equivalente, es decir,

m = pV = p(SL) = p(7r*L) = r = \/m/(wpL). (5.6)

Este es un truco computacional que realmente no tiene mucho sentido fisico,
ya que se considera que el lugar donde se modifica el coeficiente de rigidez
(que es menor o igual a la longitud total de la barra), tiene el largo total
de la barra, lo cual no sucede. Se opt6é por esta forma de simulacién por
que al hacer la masa igual a cero, la barra regresa a la condicién sin masas
anadidas, a diferencia de cuando se usa el vector que cambia la constante
tomando en cuenta la longitud de cada seccion, el cual no recupera el caso
inicial. En este sentido el “peso” anadido no debe de coincidir con la unidad
del sistema internacional de unidades (el kg), aunque para efecto de reporte
de datos se llamara igual a esta medida. Como ya se mencioné en la seccion
4.2.6.2 el modelo de una barra con longitud variable es muy diferente y no
es escalable directamente desde el modelo de la barra ideal, esta propuesta
es una forma de aproximase a este fendémeno desde el modelo matemético de
la barra ideal. A pesar de ser un modelo muy simplificado, tiene resultados
timbricos a nivel de sintesis numérica de sonido que son interesantes.

Para probar este modelo se hizo una serie de simulaciones de una barra
con un borde libre, uno fijo y una masa. Esta masa tiene tres parametros que
se pueden variar: la posicion de la masa en la barra (que se pude especificar
como la distancia desde el centro de la distribuciéon de masa al borde fijo), el
peso y el ancho en el que esta distribuida.
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ancho
libre fijo
M distancia

Figura 5.18: Representaciéon de una barra con una masa aderida.

Las distancias escogidas fueron: a un cuarto del borde fijo de la barra, a la
mitad y a tres cuartos. Se hizo variar el peso anadido de 0 kg a 1 kg con pasos
de 10 gramos. El rango de valores para el ancho se hizo variar dependiendo
del punto donde se coloque la masa en la barra, ya que pude crecer més si
esta en el centro y menos si esta cerca de un borde. El valor del ancho se
report6 como porcentaje respecto al largo de total de la barra. Se grafico la
frecuencia de los primero dos parciales en funcién del incremento de masa
para cada caso, ya que estos son los valores en el que el esquema mejor se
aproxima a los valores teéricos. En las graficas esta especificada la posicion
donde esta el centro de la distribucion de la masa y el ancho como porcentaje
respecto al largo total de la barra.

Todas las simulaciones se llevaron a acabo utilizando la condiciéon de
frontera libre de derivada por la izquierda ya que, como se demostrd en
la seccion anterior, es la que mejor se aproxima a la solucién tedrica. La
frecuencia de muestreo se tomo igual a 220500. El criterio para elegir este
valor fue que la malla espacial fuera suficientemente delgada como para que
cuando el ancho donde se modificara el coeficiente de rigidez fuera pequeno,
esta variacion no se quedara fuera de los puntos de la malla y que ademas no
consumiera mucho tiempo de computo. A continuacién se muestran algunas
graficas con los resultados de este procedimiento.



98 CAPITULO 5. RESULTADOS DE SIMULACIONES.
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Masa vs Frecuencias, L=0.8m, r=0.005m, masa en 0.25, rp=0.3, %ancho=50%, SR=220500, TF=1, ¢-
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Figura 5.19: Grafica de la frecuencia de los primeros dos parciales en funcién de la masa
anadida. Esta se encuentra a un cuarto del borde fijo de una barra de 80cm de largo
y un radio de 5mm. En cada gréfica se especifica la longitud y el radio de la barra, la
distancia donde esté el centro de distribucién de la masa como proporcion de la longitud
total de la barra, el punto de lectura igualmente especificado, el porcentaje del ancho de
la distribucién de masa, la frecuencia de muestreo, el tiempo total de la simulacién y el
tipo de derivada utilizada en la condiciéon de frontera libre.
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Masa vs Frecuencias, L=0.8m, r=0.005m, masa en 0.5, rp=0.7, %ancho=10%, SR=220500, TF=1, J-
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Figura 5.20: Gréfica de la frecuencia de los primeros dos parciales en funcién de la masa
anadida. Esta se encuentra a la mitad de una barra de 80cm de largo y un radio de 5mm.
En cada grafica se especifica la longitud y el radio de la barra, la distancia donde esté
el centro de distribucién de la masa como proporcién de la longitud total de la barra, el
punto de lectura igualmente especificado, el porcentaje del ancho de la distribuciéon de
masa, la frecuencia de muestreo, el tiempo total de la simulacion y el tipo de derivada
utilizada en la condicién de frontera libre.
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Figura 5.21: Grafica de la frecuencia de los primeros dos parciales en funcién de la masa
anadida. Esta se encuentra a tres cuartos de una barra de 80cm de largo y un radio de
5mm. En cada grafica se especifica la longitud y el radio de la barra, la distancia donde
esta el centro de distribuciéon de la masa como proporciéon de la longitud total de la barra,
el punto de lectura igualmente especificado, el porcentaje del ancho de la distribucién de
masa, la frecuencia de muestreo, el tiempo total de la simulacion y el tipo de derivada
utilizada en la condicién de frontera libre.

Como ya se menciond, debido a la manera de definir el “peso” de la masa
adherida, es muy probable que su unidad de medida no corresponda con la
medida oficial (los kg). Por ello hacer un anélisis cuantitativo no resulta de
gran interés para estos resultados. A continuaciéon se comentan los resultados
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de manera cualitativa.

Se observa que para el caso donde el centro de la distribuciéon de masa
estd a un cuarto del borde fijo, el primer parcial no se ve afectado por mas
que se aumente el ancho o el peso adherido. Esto podria ser contra intuitivo
en el caso en el que el ancho es del 50 % ya que esto se podria traducir en una
disminucion del largo total de la barra, puesto que la distribuciéon de masa
alcanza el borde fijo. La explicacion a que esto no suceda es que la condicién
de frontera fija anula la funcién de malla en este punto, entonces la variacion
en el coeficiente de rigidez no tiene efecto alguno. El segundo parcial tiene
un comportamiento creciente al aumentar la masa y, al incrementar el ancho,
crece de manera mas pronunciada.

Cuando el centro de la distribucién de masa esta a la mitad de la barra,
el primer parcial se modifica de manera creciente al aumentar la masa y el
ancho de la distribucion. El comportamiento creciente del segundo parcial es
similar al caso anterior, pero méas pronunciado.

En el caso en el que el centro de distribucion de masa esté a tres cuartos
del punto fijo de la barra, el comportamiento es creciente tanto en el primer
como en el segundo parcial, siendo mas pronunciado el del segundo.
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SR = 441000 o_
Parametro Valor teoérico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 21.2 20.82 -1.9137%
a segundo parcial | 132.9 130.9 -1.5276 %
b primer parcial -2 -2.01 0.5%
b segundo parcial -2 -2.01 0.5%
Parametro Valor teérico | Valor encontrado | Diferencia
¢ primer parcial 0 0.763 0.763
¢ segundo parcial 0 3.685 3.685
SR = 882000 o_
Parametro Valor teoérico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 21.2 21.0 -1.0657 %
a segundo parcial | 132.9 131.8 -0.8505 %
b primer parcial -2 -2.00 0%
b segundo parcial -2 -2.00 0%
Parametro Valor tedrico | Valor encontrado | Diferencia
¢ primer parcial 0 0.441 0.441
¢ segundo parcial 0 1.991 1.991
SR = 441000 0.
Parametro Valor teérico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 21.2 18.86 -11.4303 %
a segundo parcial 132.9 126.6 -4.7623 %
b primer parcial -2 -2.11 5.5%
b segundo parcial -2 -2.06 3%
Parametro Valor tedrico | Valor encontrado | Diferencia
¢ primer parcial 0 4.598 4.598
¢ segundo parcial 0 12.53 12.53
SR = 882000 d.
Parametro Valor teoérico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 21.2 19.4 -8.6036 %
a segundo parcial 132.9 125.9 -5.2889 %
b primer parcial -2 -2.08 4%
b segundo parcial -2 -2.05 2.5%
Parametro Valor tedrico | Valor encontrado | Diferencia
¢ primer parcial 0 3.521 3.521
¢ segundo parcial 0 13.91 13.91

Cuadro 5.4: Valores tedricos y encontrados para los parametros de la aproximacion a
la funcion az® + ¢ de una serie de datos de barras de longitud variable, radio = 1.5cm.
El valor de la frecuencia de muestreo (SR) y la condicion de frontera libre se especifican
arriba de cada tabla.
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SR = 441000 o_

Parametro Valor tedrico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 2210 2211.86 0.036 %

a segundo parcial 13850 13849.6 0.0192 %
Parametro Valor teorico | Valor encontrado | Diferencia

b primer parcial 0 -0.0212 0.0212

b segundo parcial 0 0.03755 0.03755

SR = 882000 o_

Parametro Valor teoérico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 2210 2211.86 0.036 %

a segundo parcial 13850 13849.6 0.0192 %
Parametro Valor teorico | Valor encontrado | Diferencia

b primer parcial 0 -0.0212 0.0212

b segundo parcial 0 0.03755 0.03755

SR = 441000 0.

Parametro Valor teodrico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 2210 2257.57 1.6995 %

a segundo parcial 13850 14133.6 1.4549 %
Parametro Valor teorico | Valor encontrado | Diferencia

b primer parcial 0 -0.1240 0.1240

b segundo parcial 0 0.7918 0.7918

SR = 882000 0.

Parametro Valor teoérico | Valor encontrado | Error porcentual
a primer parcial 2210 2248.64 4%

a segundo parcial 13850 14048.4 2.5%

Parametro Valor teoérico | Valor encontrado | Diferencia

b primer parcial 0 0.1502 0.1502

b segundo parcial 0 0.3371 0.3371

Cuadro 5.5: Valores teéricos y encontrados para los parametros de la aproximacion a
la funcién ax + b de una serie de datos para barras de radio variable, longitud = 80cm.
El valor de la frecuencia de muestreo (SR) y la condicién de frontera libre se especifican
arriba de cada tabla.
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Capitulo 6

Conclusiones.

El objetivo de encontrar un modelo matematico para la vibracion de ba-
rras encastradas y asi encontrar su espectro se cumplio satisfactoriamente
en la seccién Esta teorfa serd de mucha ayuda para la construcciéon de
esculturas sonoras e instrumentos musicales con barras encastradas. Cabe
decir que para refinar méas el modelo se tendrian que hacer mediciones expe-
rimentales para revisar hasta déonde la aproximacion de solido hookeano es
valida, asi como todas las suposiciones y restricciones ya mencionadas en las

secciones [3.2] y 3.2.3

El planteamiento e implementaciéon del esquema numérico es un primer
paso hacia el diseno computacional de esculturas e instrumentos tipo Baschet.
La caracterizacion del esquema realizada en la seccion ayuda a conocer
sus alcances y limitaciones. El problema de las desviaciones puntuales en las
frecuencias de los parciales superiores al segundo, como posible fenémeno de
resonancia, es un trabajo a futuro que puede llevar a un perfeccionamiento
del esquema.

Los resultados cualitativos que arroja el modelo teérico-computacional
del vector de densidad (seccion son interesantes a un nivel préactico de
sintesis digital de sonido por modelos fisicos. Podrian tomar mayor relevancia
si se llevaran a cabo experimentos similares para corroborar o refutar dicho
comportamiento. Es probable que la masa anadida utilizada en el experi-
mento numérico no coincida con la masa de los objetos fisicos, pero tal vez
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se guarde una correspondencia cualitativamente similar. Esto daria indicios
de que se puede hacer una manipulacién a nivel de afinacién y de espectro
bastante controlada anadiendo peso adicional a las barras. Este modelo sien-
ta un precedente al caso general de una barra con radio variable ya que se
puede ver como una simplificaciéon del mismo.

El modelo matemaético del caso general del movimiento de una barra ideal
con radio variable se encontro satisfactoriamente en la seccion [4.2.6.2, mas su
soluciéon numérica queda también como trabajo a futuro. Su implementacion
serfa muy interesante a nivel de sintesis digital de sonido por modelos fisicos.
También podria abrir paso a un diseno sonoro sin precedentes en la escultura
e instrumentos tipo Baschet (u otros), ya que se podria modificar el perfil de
una barra para tener algin espectro deseado, pudiendo con esto hacer que los
parciales se acercaran més a un espectro armonico o, si se desea, moldearlos
de distintas maneras para tener timbres nuevos e interesantes en si mismos
o correspondientes a cualquier tipo de escalas, es decir, un diseno espectral
acustico a capricho.



Capitulo 7

Apéndices.

7.1. Notaciones y Propiedades Mateméaticas.

A continuacion se fijan notaciones y propiedades que nos seran tutiles en
el resto del texto.

7.1.1. Ecuaciones diferenciales parciales y su notacion.

El problema fisico que estamos trabajando se expresa en términos de
ecuaciones diferenciales parciales (EDP), con una dimensiéon temporal ¢ y
una espacial x, de aqui se dice que es un problema unidimensional. Algunas
cantidades como velocidad o desplazamiento son descritos por funciones en
estas dos variables u(z,t). En nuestro caso se consideraat >0y ax € D
donde D es un intervalo en la recta real.

Las EDP son ecuaciones relacionadas con las derivadas parciales espacia-
les y temporales de una o mas funciones. Para fines practicos en el presente
texto optaremos por adoptar la notacion sugerida en [3], es decir:

ou 9%u ou 0%u

E :Ut,w :Utt,g :U$,@ :um,etc. (71)
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7.2. Productos internos y analisis de energia.

7.2.1. Identidades y desigualdades en espacios continuos.

El analisis energético de un sistema de EDP asi como las condiciones
de frontera estan basados, usualmente, en la definicion de varios tipos de
productos internos. En el caso continuo una opcién es escoger el producto
interior para Ly que es el espacio de las funciones cuadrado-integrables. Asi,
en una dimension, se define el producto interno y la norma como:

(f. ghp = /D fodr, £l = o (7.2)

para f(z),g(x) € Ly definidas en el intervalo z € D. Para problemas que de-
penden del tiempo como los que vamos a resolver en este texto, este producto
interno aplicado a dos funciones f(x,t) y g(z,t) es también una funcion del

tiempo, s decir, (f. g) = (f,g)(¢).

Dada la definicién de producto interior y de norma, las siguientes de-
sigualdades se cumplen para todas las funciones f,g € Ly:

I{f,9)pl < ||fllpllgllp desigualdad de Cauchy-Schwartz,

7.3
1f +olo < Iflo+ lgllp designaldad del trigngulo. )

Para cualesquiera tres funciones f, g, € Ly se puede verificar, sustituyendo
en la definicién de producto interior, que

(frgr)p = (fg,7)p- (7.4)

Integracién por partes.

Si el intervalo del dominio D esté delimitado por los puntos d_ y d, por
la izquierda y la derecha respectivamente, entonces la regla de integracion
por partes se puede escribir como

<fagz>D - _<flug>D+fg|§t7 (75)

de donde se obtiene los términos de frontera.
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La expresion anterior se puede extender a funciones con segundas deriva-
das como

(fsGua)D = (Fomr 900 + (fgu — F29)|5"- (7.6)

Como las funciones son cuadrado integrables se anulan en +oo entonces, si
D =R, la integracién por partes se reduce a

<f> g:r)lR = _<fxag>R y <f> ga::v)R = <fx:pag>]R- (77)

La derivada total en el tiempo de un producto interior se distribuye en las
funciones que lo constituyen, es decir,

47,90 = U gho +(f. a0, (78)

7.2.2. Identidades y desigualdades en espacios discretos.

En el caso de dominios discretos en una dimension espacial, se define el
producto interior en el espacio entre dos funciones de malla, f* y g/, en el
intervalo [ € D, como

(f" 9" p =Y _hflgl (7.9)
leD
Que es una suma de Riemann que aproxima a una integral. El producto
interior de una serie escalar en el tiempo, depende de n. Este espacio se
denota por [y y su norma se define como

1f*lp = (" f")p =2 0. (7.10)

La desigualdad de Cauchy-Schwartz y del tridngulo se extienden directamente
de estas definiciones de producto interior y de norma

1™ 9"l < |l f"llpllg™llp  desigualdad de Cauchy-Schwartz,

7.11
1"+ ¢"lo < IIf"lp + lg"lp  desigualdad del triangulo. (7.11)

Se pueden definir distintos tipos de producto interior. Estos varian un
poco de la definiciéon antes dada y usualmente son distintos en los puntos
frontera del intervalo donde esté definido el producto interior. Si el intervalo
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esté delimitado por los puntos d_ y d., un producto interior se puede definir

como
dy—1

(f"9")p = E hil'g + §fd,9d, + EfdJrngr (7.12)
I=d_+1

A partir de este producto interior se puede definir una norma para la
cual las desigualdades de Cauchy-Schwartz y del tridngulo se cumplen. Al
variar los productos interiores se pueden modificar las condiciones de frontera
numéricas y su implementacion.

Suma por partes.

Para el analisis de energia es muy util hacer manipulaciones que se corres-
ponden con la integracion por partes. Vamos a considerar (f, d,4g)p, donde
para abreviar se elimin6 el superindice n. Asumimos que los punto limites
del dominio D estan dados por d_ y d entonces la suma por partes nos dice
que

di a
(f:0019)p =) hfl%(gl—l-l —g) == h%(fl — fie1)g1 + fa a1 — fa—19a

l=d_ l=d_

=—0o—f,9)D + fa 9da,+1 — fa_—194_-
(7.13)

Se debe notar que los términos de frontera requieren evaluar las funciones de
malla en los puntos d, + 1y que d_ — 1, que estan fuera del dominio definido
para el problema en cuestion. Estos se llaman puntos virtuales. Los valores
para puntos virtuales seran determinados por las condiciones de frontera,
en término de los valores de la funciéon de malla en el interior del dominio.
Como en el caso continuo, si d_ = 0o 0 dy = oo, entonces se asume que los
valores de las funciones de malla se desvanece en estos limites. Por ejemplo si
D = Z entonces (f,d,1+9)z = —(0z+ f, g)z. Es 1til implementar una notacion
para el dominio en el caso de que se requiera modificar de alguna manera.
Por ejemplo dado el dominio D = [d_,--- ,d,] si se quiere hacer referencia
al mismo dominio pero si algin punto de frontera se puede escribir D =
[d_,---,dy =1y D=1[d_+1,---,d;]. Una variante de la suma por partes
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seria entonces

(f:00+9)D = — (02— f. 9)5 + fa,9a; — fa_ga_. (7.14)

Es posible extender la suma por partes a operadores de segundo grado.

Usando el operador d,, = 0,10,_, y la suma por partes (7.13) o (7.14) dos
veces, se obtienen las siguientes identidades:

<f7 5xxg>D = <5x:tfa g>D - fd,(sx—gdf + gdfé‘x—fdf + fd+5x+gd+ - gd+5a:+fd+

(7.15)
y
(f0229)D = (Oaxf 9)5 — fa_02-ga_ + ga_Ouy fa_ + fa, 021 9a, — ga, 0z fa,-
(7.16)
De nuevo, si D = Z, las identidades anteriores se reducen a

7.3. Cobdigos.

A continuacion se muestran los codigos que fueron usados.

7.3.1. Longitud en funcién de frecuencia.

El siguiente codigo de Matlab es una funcién que calcula la longitud
de una barra con seccion transversal circular dado su radio (r), el material
de la que esta hecha (aluminio o acero) (mat) y la frecuencia fundamental
(ffund) que se quiere obtener. También calcula las frecuencias de los parciales
superiores en Hertz y en notas MIDI correspondientes.

function [1,frecs,midi]=longfrecrad(ffund,r,mat)
%Aluminio
Yal=69e+9;
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rhoal=2700;
%Acero
Yac=200e+9;
rhoac=7850;
if mat==’A1"
Y=Yal;
rho=rhoal;
end
if mat==’Ac’
Y=Yac;
rho=rhoac;
end
1=sqrt(1.194"2*xsqrt(Y/rho) *(pixr/(16*ffund)))
frecs=[ffund,6.2626 *ffund,17.5360*xffund,34.3706 *ffund,56.8167*xffund]
midi=[];
for i=1:length(frecs)
midi(i)=69+12%1log2(frecs(i)/440);
end
midi

7.3.2. Coeficiente de rigidez del esquema numeérico de
la barra.

Este codigo calcula el coeficiente de rigidez (3.57)) tomando como entrada
la longitud, el radio de la seccién transversal y el material con el que estéa
hecha la barra (aluminio o acero).

function K= const(Lo,r,mat)
Y=0;

rho=0;

A=pixr~2;

I=pi*r~4/4;

%Aluminio

Yal=69e+9;

rhoal=2700;

%Acero
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Yac=200e+9;

rhoac=7850;

if mat==’Al1"
Y=Yal;
rho=rhoal;

end

if mat==’Ac’
Y=Yac;
rho=rhoac;

end

K=sqrt (Y*I/(rho*AxLo~4));

7.3.3. Vector de densidad.

Este codigo calcula la malla espacial con la longitud de la barra, xaxr, la
malla espacial en el intervalo unitario U, xax, las constantes del esquema (ver
seccion 4.2.6.1) como vectores s0, s1 y s2, el mayor coeficiente de rigidez,
Kmax, el nimero de subdivisiones de la malla espacial N, y el intervalo espacial
h. Toma como entrada un vector con la informacion de las longitudes de
cada seccion de la barra, longs, otro con los radios correspondientes a estas
secciones, rads, y otro vector con el nombre de los materiales que compones
las partes, mat, ademaés de la frecuencia de muestreo, SR. Con esta informacion
usa la condiciéon de estabilidad para calcular lo antes dicho, usando
i = mu = 0.5. Es de notarse que usa la funciéon del cédigo anterior para
calcular los coeficientes de rigidez de cada seccion de la barra.

function [xaxr,xax,s0,sl,s2,Kmax,N,h]=vecdens(longs,rads,mat,SR)
mu=0.5;
k=1/SR;
Ks=[];
csl=cumsum(longs) ;
Lo=csl(length(csl));
for i=1:length(rads)
%Ks(i)=const(longs(i),rads(i) ,mat);
Ks(i)=const(Lo,rads(i) ,mat(i));
end
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Ks
Kmax=max (Ks) ;
h = sqrt(Kmax*k/mu) ;
N = floor(1/h);
h = 1/N;
xax = [0:N]x*h;
xaxr=[0:N]*h*Lo
muO=xax*0;
s0=xax*0;
sl=xax*0;
s2=xax*0;
for i=1:length(xaxr)
if xaxr(i)<=longs(1)
mu0(i) = Ks(1)*k/h~2;

s0(1) = 2%(1-3*mu0(i)~2);
s1(i) = 4*mu0(i)~2;
s2(i) = -mu0(i)~2;

end
if xaxr(i)>=csl(length(csl))
mu0(i) = Ks(length(Ks))*k/h"2;

s0(i) = 2% (1-3*mu0(i)~2);
s1(i) = 4*mu0(i)~2;
s2(i) = -mu0(i)~2;

end

if xaxr(i) >= csl(1) &% xaxr(i) <= csl(length(csl))
for n = 2:(length(longs))

if xaxr(i)>=csl(n-1)&& xaxr(i)<=csl(n)
mu0(i) = Ks(n)*k/h"2;

s0(1) = 2%x(1-3*mu0(i)~2);
s1(i) = 4*mu0(i)~2;
s2(i) = -mu0(i)~2;
end
end
end
end

muO



7.3. CODIGOS. 115

csl
Xaxr

Cabe resaltar que tiene comentado en la linea 8 la opciéon para calcular los
coeficientes de rigidez utilizando la longitud de cada seccion de la barra por
separado, lo cual resulto no funcionar por lo ya expuesto en la secciéon
Esta funciéon sigue trabajando si los vectores de longitudes, radios y mate-
riales son s6lo un elemento, esto por como estéd hecho Matlab, lo cual es muy
conveniente ya que se puede usar con so6lo un valor de longitud y radio para
hacer todos los experimentos numeéricos realizados sin necesidad de cambiar
de funcion.

7.3.4. Esquema numérico de la barra ideal.

Este codigo realiza el esquema numeérico , utilizando la informacion
que calcula la funcién del vector de densidad, asi que como entradas tiene
las que necesita el vector de densidad y: la posicion inicial, u0, la velocidad
inicial, v0, la posicion de lectura en la barra (readout position en inglés), rp,
el centro de la velocidad inicial (zg), ctr, el ancho de la velocidad inicial
(22p4), wid, las condiciones de frontera, bec, que estan codificadas como un
vector de dos entradas, la primera corresponde a la c.f. en la izquierda y la
segunda a la c.f. en la derecha de la barra. El nimero 1 indica condicién de
frontera fija, el nimero 2 con soporte simple, el nimero 3 libre con derivada
por la izquierda y 4 libre con la derivada central. Por ultimo la duracion de
la simulacion, TF, y la cantidad de parciales que va a guardar numpar.

Dentro del codigo se calcula la forma de la velocidad inicial, y los valo-
res iniciales para iniciar el esquema. En el loop principal se pone a correr
el esquema dentro de un for. Terminando el loop grafica la forma de onda.
También se calcula la transformada de Fourier y encuentra las componen-
tes espectrales con la funcion findpeaks y lo grafica con dos posibilidades,
en orden creciente en cuanto a frecuencias y otra en orden creciente de la
amplitud de las frecuencias.

Como datos regresa la posicion final del esquema u, la lectura de la osci-
laciéon out, las frecuencias ordenadas por amplitud, frecs, y las frecuencias
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ordenadas de manera creciente, sortfrecs

function [u,out,frecs,sortfrecs,propfrecs,sO,rc,xaxr,h]=...
esquemabarra(longs,rads,mat,u0,v0,rp,ctr,wid,bc,TF,SR,numpar)

[xaxr,xax,s0,s1,s2,Kmax,N,h]=vecdens(longs,rads,mat,SR);

csl=cumsum(longs) ;

Lo=csl(length(csl));

R=rads(1);

k = 1/SR;% paso temporal

NF = floor(SR*TF) ;% duracidén de la simulacidén (muestras)
% parametros de lectura de datos

rp_int = 1+floor(N*rp); ’%indice de lectura en la malla redondeado

rp_frac = 1+rp/h-rp_int; %indice de lectura en la malla (parte fraccionaria)

%hperfil de velocidad inicial

ind = sign(max(-(xax-ctr-wid/2) .*(xax-ctr+wid/2),0));

rc = 1*ind.*(1l+cos(2*pix*(xax-ctr)/wid));

% v=figure(1);

% plot(xax,rc);

% s=’Velocidad Inicial’;

% title(s,’FontSize’,25);

% saveas(figure(l),strcat(s,’.fig’));

%Configurar la funcién de malla,

%las condiciones iniciales y el lector de

%salida ’out’

u2 = uOx*xrc;

ul (u0+k*v0) *rc;
= [0:N]*0; out = zeros(NF,1);

hhhhhth Lloop principal
for n=3:NF
% Calculo del esquema (interior)
u(3:N-1) = -u2(3:N-1)+s0(3:N-1) .*ul(3:N-1)...
+81(2:N-2) . *ul(2:N-2)+s1(4:N) .*ul(4:N)..
+82(1:N-3) . *ul(1:N-3)+s2(5:N+1) .*xul(5: N+1)
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% calculo en los puntos de frontera
if (bc(1)==2)
u(2) = -u2(2)+(s0(2)-s2(2))*ul(2)...
+s1(3)*ul(3)+s2(4)*ul(4);
end
if (bc(2)==2)
u(N) = -u2(N)+(s0(N)-s2(N))*ul(N)...
+s1(N-1)*ul (N-1)+s2(N-2)*ul (N-2);
end
if (bc(1)==1)
u(2) = 0; u(1) = 0;
end
if (bc(2)==1)
u(N) = 0;u(N+1) = 0;
end
if (bc(1)==3)

u(2) = (s2(4)*ul(4)-4%s2(3)*ul(3)...
+5%52(2)*ul (2)-2xs2 (1) *ul (1)) +2*xul(2)-u2(2);
u(l) =(s2(3)*ul(3)+s2(1)*ul(1)...
-2%s2(2)*ul(2))+2*xul (1) -u2(1);
end
if (bc(2)==3)
u(N) =s2(N-2)*ul(N-2)-4*s2(N-1)*ul(N-1)...
+5%x52 (N) *ul (N) -2*s2 (N+1) *ul (N+1)+2*ul (N) -u2(N) ;
u(N+1)=s2(N-1)*ul (N-1)+s2(N+1)*ul (N+1) . ..
-2%s2(N)*ul (N)+2*%ul (N+1) -u2 (N+1) ;
end
if (bc(1)==4)
u(2) =(s2(4)*ul(4)-4*xs2(3)*ul(3)+...
5%s2(2)*ul(2)-2*s2(1)*xul (1)) +2*xul (2)-u2(2);
u(1l) =(2%s2(3)*ul(3)-4*s2(2)*ul(2)...
+2xs2 (1) *ul (1)) +2%ul (1) -u2(1);
end
if (bc(2)==4)
u(N) =s2(N-2)*ul(N-2)-4*s2(N-1)*ul(N-1)...
+5%s2 (N) *ul (N) -2*s2 (N+1) *ul (N+1)+2*ul (N) -u2(N) ;
u(N+1) =(2*s2(N-1)*ul(N-1)-4*xs2(N)*ul (N)...
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+2%82 (N+1) *ul (N+1) ) +2*ul (N+1) -u2 (N+1) ;
end
%Visualizacidn
if mod(n,SR/10)==0
figure(1);
plot(xaxr,u, ’.-7);
set(gca, ’FontSize’,20);
ylim([-0.02,0.02]);
drawnow limitrate

seg=nxk;
s = strcat(’Simulacién r= ’,num2str(rads),’m, ’,...
> L= ,num2str(Lo),’m, ’,’ t=’,num2str(seg),’s’,’, SR=’,num2str(SR));
title(s, ’FontSize’,24);
% saveas(figure(1),strcat(s,’.fig’));
%hdisp(n)
end
out(n) = (l-rp_frac)*u(rp_int)+rp_frac*u(rp_int+1); % lectura
u2 = ul; ul = u;% actualizar funcidén de malla
end
Hecho=1
% %Graficar forma de onda
s=strcat(’Lectura en ’,num2str(rp));

a = figure(2);

plot ([0:NF-1]*k, out, ’k’);
xlabel(’tiempo’,’FontSize’,22);
ylabel(’u’,’FontSize’,22); title(s,’FontSize’,25);
hsaveas (figure(2),strcat(s,’.fig’));

% %tocar sonido

% soundsc(out,SR);

%% Transformada de Fourier

Fs = SR; % frecuencia de muestreo
T = k; % paso temporal

L = NF; % duracién de la sefial

t = [0:NF-1]x*k; % vector de tiempo

Y = fft(out); %Transformada de Fourier

P2 = abs(Y/L);
P1 = P2(1:L/2+1);
P1(2:end-1) = 2*P1(2:end-1);
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f = Fsx(0:(L/2))/L;

[M, In]=max(P1);

In;

%% Picos por amplitud

s=strcat (’Transformada de Fourier: ’, .

> L=’ ,num2str(Lo),’m, r=’,num2str(R),’m’);
figure(3);

[psor,lsor] = findpeaks(P1,f,’SortStr’,’descend’);

findpeaks(P1,f);

text (1sor+.02,psor,num2str ((1:numel (psor))’));
set(gca, ’FontSize’,20);

xlabel (°’Frecuencia (Hz)’,’FontSize’,22);
ylabel(’ |d|’, FontSize’,22);
title(s,’FontSize’,24);

saveas (figure(3) ,strcat (s, ’Amplitud’,’.fig’));
%% Picos por frecuencia

figure(4);

[pks,locs] = findpeaks(P1,f);

findpeaks(P1,f)

text (locs+.02,pks,num2str ((1:numel (pks))’));
set(gca, ’FontSize’,20);

xlabel (°’Frecuencia (Hz)’,’FontSize’,22);

ylabel(’ |d|’,’FontSize’,22);

title(s, ’FontSize’,24);

saveas(figure(4) ,strcat(s,’sort’,’.fig’));

oo

frecs=1sor (1:numpar) ;

sortfrecs=sort(frecs);

propfrecs=[];

for i=1:length(frecs)
propfrecs(i)=frecs(i)/frecs(1);

end

propfrecs;
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A continuacién se muestra un codigo para iniciar el esquema de manera
rapida.

%Inicializacidén Réapida;

TF = 1;% duracién de la simulacidén (s)

u0 = 0; vO = 1;% Maximo(a) desplazamiento inicial/velocidad inicial
ctr = 0.5; wid = 0.8; Ycentro/ancho del golpe
mat="A1";%material, "Al"=aluminio, "Ac'"=acero

rp = 0.3;% posicidén de lectura (entre 0 y 1)
SR=44100;%frecuencia de muestreo del esquema de la barra

bc = [3 1];%condiciones de frontera

long=0.6;%longitud de la barra(m)

rad=0.025;%radio de la barra (m)

numpar=2;Jnumero de parciales
[u,out,frecs,sortfrecs,propfrecs,s0,rc,xaxr,h]=...
esquemabarra(long,rad,mat,u0,v0,rp,ctr,wid,bc,TF,SR,numpar) ;

7.3.5. Radio de masa equivalente.

Esta funcion se us6 para el modelo del vector de densidad y sus resulta-
dos, en el que se modifica una secciéon de una barra simulando que se estéa
anadiendo masa a esta seccion. Calcula el radio equivalente con la féormula
de la seccion de la barra donde se coloca el peso dada la masa anadida
m,el vector de longitudes longs, el material de la barra mat y el radio del
resto de la barra rb.

function [rm]=radiomasa(longs,rb,m,mat)
csl=cumsum(longs) ;

L=csl(length(csl));

%Aluminio

Yal=69e+9;

rhoal=2700;

%Acero

Yac=200e+9;

rhoac=7850;
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if mat==’A1"
Y=Yal;
rho=rhoal;

end

if mat==’Ac’
Y=Yac;
rho=rhoac;

end

mdb=pi*rb~2*rhoxL;
ma=m+mdb;
rm=sqrt (ma/ (pi*rho*L)) ;

end

7.3.6. Bucle para experimento de Vector de densidad.

Este codigo se utilizo para llevar a cabo el experimento con el vector de
densidad. Se escogi6 este como ejemplo ya que es el mas completo, en el
sentido de que se utilizan todas las herramientas antes desarrolladas para
funcionar. Los parametros se tienen que dar son: todos los que requiere el
esquema de la barra, con la salvedad de que la variable mat debe de ser un
vector de tres entradas especificando el material del que esté hecha cada una
de las tres partes de la barra y que el radio es el radio inicial de la barra.
En la variable pos se especifica la posicion del centro de la distribucion de
masa en el intervalo unitario (entre 0 y 1). Las variables al y a2 especifican
el intervalo en el que va a variar el ancho de la distribuciéon de masa, éste
se especifica como porcentaje del largo total de la barra, pero los valores de
estas variables deben de ser un entero el cual se multiplica por 2.5 % para
obtener el rango como porcentaje. Por ultimo las variables m1 y m2 se refieren
al intervalo donde va a variar la masa anadida. Se expresan en gramos(como
los definidos en la secciéon aunque se le debe sumar siempre un gramo al
intervalo para que quede ajustado, esto por que los numeradores de vectores
y matrices en Matlab siempre empiezan en 1.

Este cédigo grafica y guarda tres figuras de Matlab con los resultados
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obtenidos, poniendo la masa en el eje x y la frecuencia del primer o segundo
parcial (o juntos) en el eje y. También genera y guarda los datos en un archivo
.cvs (comma-separated values).

function BucleVecdens(u0,v0,ctr,wid,bc,TF,SR...
,numpar ,mat,rp,rad,long,pos,al,a2,ml,m2)
if bc(1)==
confi=’fija’;
end
if bc(2)==
confd="fija’;
end
if bc(1)==2
confi=’sopsim’;
end
if bc(2)==2
confd=’sopsim’;
end
if bc(1)==3
confi=’d-’;
end
if bc(2)==3
confd=’d-’;
end
if bc(1)==4
confi=’d.’;
end
if bc(2)==
confd=’d.’;
end
fr=[];
M=[];
LM=[];
frecsmatrix2=zeros(2,2);

for an=al:a2) rango de anchos
pora=an*0.025;
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ancho=porax*long;
1l1=pos*long-ancho/2;
12=1long-11-ancho;
LM(an)=ancho;
m=ml:m2%rango de masa
longs=[12,ancho,11];% vector de longitudes
csl=cumsum(longs) ;
Lo=csl(length(csl));
masa=-0.01+m*0.01;
rm=radiomasa(longs,rad,masa,’Al’);
rads=[rad,rm,rad] ;% vector de radios
[u,out,frecs,sortfrecs,propfrecs,s0]= ...
esquemabarra(longs,rads,mat,u0,v0,rp,ctr,wid,bc,TF,SR,numpar) ;
dif=[];
for i=1:length(s0)

dif(i)=s0(1)-s0(1);
end

M(m)=masa;

for f=1:length(frecs)
frecsmatrix2(f,m)=sortfrecs(f);

end

a=1:length(frecsmatrix2(:,1))
fr=frecsmatrix2(a,:);
figure(a);
plot(M,fr,’o0-7);
set(gca,’FontSize’,20);

s = strcat(’Masa vs Frecuencia(’,num2str(a),’), L=’,num2str(Lo),’m’, ...

>, r=’ ,num2str(rad),’m’,’, masa en ’,num2str(pos),...

>, ancho=’ ,num2str (pora*x100),°%’,’, rp=’,num2str(rp),

> SR=’ ,num2str(SR),’, TF=’,num2str(TF),confi);
xlabel(’Masa Kg’,’FontSize’,20);
ylabel (’Frecuencia (Hz)’,’FontSize’,20)
;title(s, ’FontSize’,25);
saveas(figure(a),strcat(s,’confi:’,confi,’,confd:’,confd,’.fig’))
fig = gcf;
axObjs = fig.Children;
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dataObjs = axObjs.Children;
x = dataObjs(1) .XData;
y = dataObjs(1).YData;
csvwrite(strcat(s,’.csv’),[x’,y’]);
end
fri=frecsmatrix2(1,:);
fr2=frecsmatrix2(2,:);

figure(3);

plot(M,fr1,M,fr2);

set(gca, ’FontSize’,20);

s = strcat(’Masa vs Frecuencias, L=’,num2str(Lo),’m’,...

>, r=’ ,num2str(rad),’m’,’, masa en ’,num2str(pos),...

>, %ancho=’,num2str (pora*x100),°%’,

>, rp=’,num2str(rp),’, SR=’,num2str(SR),’, TF=’,num2str(TF),confi);

xlabel(’Masa (Kg)’,’FontSize’,20);

ylabel (’Frecuencia (Hz)’,’FontSize’,20);

title(s,’FontSize’,25);

lgd = legend({’Modo 1’,’Modo 2’},’FontSize’,20);

saveas(figure(3),strcat(s,’confi:’,confi,’,confd:’,confd,’.fig’))
b b h

csvwrite(strcat(s,’ matrix’,’.csv’),frecsmatrix?2);

csvwrite(strcat(s,’ matrix’,’.csv’),frecsmatrix?2);

end

Esta funciéon hace un recorrido de masas para cada ancho y regresa una
grafica para cada parcial, asi como los archivos “csv” con los datos de cada
bucle. A continuacién se muestra un coédigo para iniciar el bucle de manera
rapida.

%Inicializacidén Rapida;

TF = 1;% duracién de la simulacién (s)

u0 = 0; vO = 1;% Maximo(a) desplazamiento inicial/velocidad inicial
ctr = 0.5; wid = 0.8; Ycentro/ancho del golpe
mat=["A1","Al","A1"];%material

rp = 0.3;% posicién de lectura (0-1)
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SR=44100; %frecuencia de muestreo del esquema de la barra
bc = [3 1];%condiciones de frontera

numpar=2;’numero de parciales que escribe
rad=0.005;%radio inicial de la barra

long=0.8;%longitud total de la barra

pos=0.25;%posicion de la masa

al=1;%limite inferior de porcentaje de ancho

%(se debe multiplicar por 2.5%)

a2=5;%limite superior de porcentaje de ancho

%(se debe multiplicar por 2.5%)

m1=1;%1limite inferior de masa (gr)

%(debe ser mayor a 0 y se le resta 1gr)

m2=5;%1limite superior de masa(gr)

%(debe ser mayor a 0 y se le resta 1gr)

BucleVecdens (u0,v0,ctr,wid,bc,TF,SR, ...

numpar ,mat,rp,rad,long,pos,al,a2,ml,m2);%Iniciar corrida

7.3.7. Aproximacion de funciones (Python).

Con este codigo se realizaron las aproximaciones expuestas en las seccion
. Este es el tnico cddigo hecho en Python [11]. Es una funcion a la que se
le tiene que dar los datos a aproximar en el nombre de un archivo ".csv" asi
como el tipo de aproximacion que se hara: rad’ si es para radios contra fre-
cuencias, con lo cual hara una aproximacion lineal y >long’ si se dese hacer
una para longitud contra frecuencia, con lo que hara una aproximacion cua-
dratica. El programa regresa los valores de los parametros de la aproximacion
asi como una grafica de los datos y la aproximaciéon funcional.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
plt.rcParams.update({’font.size’: 153})
from numpy import genfromtxt

from scipy.optimize import curve_fit

#nombre de archivo de datos
datos=’Longitud vs Frecuencia(5), r=0.015m, SR=441000, TF=1d-dizq.csv’
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#tipo de aproximacién(lineal, para ’rad’ y cuadratica para ’long’)
tipo=’long’

def aprox(datos, tipo):
my_data = genfromtxt(datos, delimiter=’,’)
m = np.array(my_data)

if (tipo ==’rad’):
def func(x, a, b):
return a*x+b

popt, pcov = curve_fit(func, m[:,0], m[:,1])

dat=plt.scatter(m[:,0], m[:,1],label="Datos’)
fa=plt.plot(m[:,0], func(m[:,0], popt[0], popt[1]),
label=’Funcién aproximada SR4,’+’ a= ’+str(popt[0]) [0:7]

+72, b= ’+str(popt[1]) [0:7]+> .?)

plt.legend(bbox_to_anchor=(0., 1.02, 1., .102), loc=3,
ncol=2, mode="expand", borderaxespad=0.)

plt.show()
print ("a={} b={}".format (popt[0], popt[1]))

if (tipo ==’long’):
def func(x, a, b, c):
return ax(x**b)+c

popt, pcov = curve_fit(func, m[:,0], m[:,1])

dat=plt.scatter(m[:,0], m[:,1],label="Datos’)

fa=plt.plot(m[:,0], func(m[:,0], popt[0], poptl[1],poptl[2]),
label=’Funcién aproximada,’+’ a= ’+str(popt[0]) [0:5]

+2, b="+str(popt[1]) [0:5]
+’, c="+str(popt[2]) [0:5]+’ .?)
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plt.legend(bbox_to_anchor=(0., 1.02, 1., .102), loc=3,
ncol=2, mode="expand", borderaxespad=0.)

plt.show()
print ("a={} b={} c={}".format(popt[0], popt[1], popt[2]))

aprox(datos, tipo)
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