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" Acaso no puede describirse la Musica como la Matemdtica de lo sensible y la
Matemdtica como la Musica del entendimiento? El alma de cada una, la misma."

-James Joseph Sylvester
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Prefacio

La relacion entre la Matematica y la Miusica no es algo nuevo. A Pitagoras se
le adjudica el descubrimiento de la relacién aritmética de la escala musical. En la
Edad Media se ensefiaba Mtsica junto con la Geometria y la Astronomia dentro
del Cuadrivio. La Academia Venetiana della Famma consideraba a la Musica como
parte de la Matematica. En el primer tratado formal de Descartes, el Compendium
Musicae, se muestran las propiedades aritméticas de la misica. Pasando por el Juego
de Dados de Mozart hasta las composiciones desarrolladas usando software , esta
relacion milenaria sigue desarrollandose con la Teoria Matematica de la Musica.

Segtin Thomas Fiore® la Teoria Matemdtica de la Misica usa estructuras y técni-
cas matematicas para analizar obras musicales, para estudiar, caracterizar y recons-
truir objetos musicales, y finalmente como fuente de inspiracién para la composicién
musical. La presente tesis pretende ofrecer al lector, sea que tenga una formacion
matematica, musical, ambas o ninguna, un vistazo a una pequena parte de la relacién
entre la Matemaética y la Musica.

David Lewin (2 de julio de 1933- 5 de mayo de 2003) estudié matemédtica en Har-
vard y teoria musical y composicion en la Universidad de Princeton obteniendo una
maestria en Artes en 1958. Dentro de sus escritos desarrolld la Teoria Transforma-
cional que expone en el articulo Generalized Musical Intervals and Transformations?.
Lewin moldea las transformaciones musicales como elementos de un grupo matemati-

co y puede utilizarse para analizar la misica tonal y atonal. En el segundo capitulo de

'Fiore T. What is Mathematical Music Theory?An introduction via Perspectives on Consonant
Triads.Presentacién del coloquio celebrado en Stony Brook University, 14 de Abril de 2011.

2Lewin D. Generalized Musical Intervals and Transformations . Journal of Music Theory. Vol 31.
No 2. (1987)



PREFACIO VI

este trabajo se pretende dar una interpretaciéon con un lenguaje mateméatico formal
y actual a la teoria presentada por Lewin, asi como algunos ejemplos presentados en
el articulo mencionado anteriormente.

Guerino Mazzola (2 de febrero de 1947) desarrollé la Teoria Matemética de la
Musica junto con los softwares: Presto y Rubato. El Toro de Terceras aparece por
primera vez en The Topos of Music® y se desarrolla con mas detalle en Cool Math
for Hot Music*. El tercer capitulo de la tesis desarrolla la construccién del Toro de
Terceras partiendo de Z,, junto con una métrica entre los elementos de la escala
cromatica y el conjunto de simetrias y transformaciones del Toro.

El objetivo principal es mostrar mediante el Toro de Terceras de Mazzola y la Ge-
neralizacion de Intervalos de Lewin ejemplos de sistemas que no tengan que sacrificar
la intuicién musical por la congruencia mateméatica y viceversa.

Los resultados principales que se presentan en este trabajo son la definicion y
demostracion de una métrica para los elementos del Toro de Terceras, asi como la
prueba de que las transformaciones del grupo T'Zj, son isometrias. Mientras que en
el capitulo 4 se probard que Zjy junto con el grupo (TZi,,0) forman un Sistema
Generalizado de Intervalos que se encuentra en el punto medio entre la congruencia
matematica y la aplicacion musical. Cabe mencionar que las pruebas de los Teoremas
2.1y 3.1, los Lemas 3.1 y 3.2, asi como la de la Proposicion 4.1 fueron desarrolladas
por la autora.

El primer capitulo es una introduccién a la Teoria de Grupos donde se incluyen los
conceptos necesarios para la comprension de los capitulos posteriores. Dentro de la
introduccion se presentan ejemplos matematicos y aplicaciones de la Teoria de Grupos
a la musica. También, se agregd en la parte final un glosario de términos musicales

mencionados a lo largo de la tesis.

3Mazzola. G. The topos of Music: Geometric Logic of Concepts, Theory, and Performance .
Springer. (2002)

4Mazzola, Mannone, Pang. Cool Math for Hot Music: A first introduction to Mathematics for
Music Theorists . Springer. (2016)



Capitulo 1

Introduccién a la Teoria de Grupos

En las paginas siguientes se dard una breve introduccion a la Teoria de Grupos,
asi como ejemplos de aplicaciones a la musica y las herramientas necesarias para los
capitulos subsecuentes. Este capitulo estd basado en los capitulos 17 al 20 del libro
Cool Math for Hot Music ! y en el libro de texto del curso impartido por el Dr. Emilio
Lluis Puebla?.

1.1. Grupos y subgrupos

Definicién 1.1. Un grupo es una pareja (G, x) donde G es un conjunto y * : GxG —

GG una operacion binaria tal que
1. * es asociativa

2. Existe un elemento e € G tal que ex g = g * e = g para cualquier elemento g de

G.

3. Todo elemento de G es invertible, es decir, Vg € G existe un elemento al que

denotaremos g ' tal que gx g ' =gl =¢

'Mazzola, Mannone, Pang (2016). Cool Math for Hot Music, A first Introduction to Mathematics
for Music Theorist .
Springer International Publishing. Switzerland.

2Emilio Lluis Puebla (2014. Teorfa de Grupos un primer curso. Publicaciones electrénicas de la
Sociedad Matematica Mexicana. Serie: Textos vol. 6.



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRUPOS 2

Si ademas tenemos que para cualquier par de elementos g,h € G se cumple que

g * h = h* g diremos que es un grupo conmutativo o abeliano®.

Diremos que un grupo (G, *) es finito si el conjunto G es finito. Si la cardinalidad

de G es n diremos que el grupo es de orden n y denotaremos ord(G) = n.

Definicién 1.2. Para dos grupos (G, *) y (H,*') un homomorfismo de grupos es

una funcién f : G — H tal que para cualquier par de elementos ¢; y ¢g» en G se tiene
que f(g1 * g2) = f(g1) %' f(g2)-

Al conjunto de todos los homomorfismos entre G y H se denota con Grp(G, H).
Cuando se tiene que G = H y que los homomorfismos entre ellos son isomorfismos, es
decir que todos los homomorfismos son inyectivos y suprayectivos, entonces conjunto
de todos los homomorfismos entre GG y H resultara ser un grupo con la composicion
usual de funciones.

Consideremos dos grupos (G, %) y (H, *") con sus respectivos elementos identidad,
ec v €m, y un homomorfismo f : G — H entre ellos. Notemos que f(eg) = ey ya que

si tomamos un elemento x € GG obtendremos que

eg ¥ f(z) = f(z) = fleg xx) = flea)f(x).

Si multiplicamos ambos lados por el inverso de f(x) obtendremos

en * f(2)f(2)™" = flea) ¥ f(2) + f(z)7",

de donde

eq = fleq).

Observemos que para un elemento x € G junto con su inverso ! € G tenemos que

fleg) = flzxa™) = f(a) ' f(z7").

3Llamado asf en honor del matemdtico noruego Niels H. Abel (5 de agosto de 1802-6 de abril de
1829). Abel prob6 que no existia ninguna férmula general para hallar los ceros de los polinomios
generales de grado mayor a 5 en términos de sus coeficientes
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Ademés

Definicién 1.3. Se dice que un subconjunto no vacio H C GG es un subgrupo del
grupo G si H es cerrada bajo la operacién de G y si para cada elemento h € H sucede

que h™! estd en H.

Observemos que la definicion que acabamos de presentar implica que el elemento

identidad del grupo debe de encontrarse también en cada uno de sus subgrupos.

Proposicién 1.1. Sea f : (G, *) — (H, ") un homomorfismo de grupos. Si G’ es un

subgrupo de G entonces f(G’) es un subgrupo de H.

Demostracion. Sean v,w € f(G"). Entonces existen x y y elementos de G tales que
f(z) =vy f(y) = w. Como G’ es un subgrupo de G entonces tendremos que z*y € G’,

asi obtendremos que

v w= f(x)+ fly) = flx*xy) € f(G).

También, como f es un homomorfismo tendremos que f(eq) = ey € f(G').

Luego, si x es un elemento de G’ subgrupo de G tendremos que 2! € G’. Pero
también sabemos que f(z™') = f(z)™' € f(G’). Asi hemos probado que f(G’) es
cumple con la propiedad de cerradura bajo la operacién definida en H y con que los

elementos neutro e inversos estén en f(G’). O

Definicién 1.4. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos. Llamaremos al sub-

conjunto

ker(f)={g€ G|f(g) =er} CG

el nicleo de f. Por otro lado, el subconjunto

im(f)={f(g) e Klge G} CH
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se llamard la imagen de f.

Proposiciéon 1.2. Sea f : (G,*) — (H,*’) un homomorfismo de grupos. Entonces

im(f) es un subgrupo de H y ker(f) es un subgrupo de G.

Demostracion. Para ver que ker(f) e im(f) son subgrupos respectivos de G y H
debemos de probar que son cerrados bajo las operaciones correspondientes y que los
inversos de los elementos se encuentran también.

Primero probemos que ker(f) es un subgrupo de G. Sean x;.z5 € ker(f) tales

que f(x;) = ey para i = 1,2. Entonces

fzy*xo) = f(x1) ¥ f(22) = ey ¥ ey = ep.

De modo que x; * xo € ker(f) cumpliendo asi la cerradura.
Por otro lado sabemos que f(eg) = ey de manera que eg es un elemento de

ker(f). Por ultimo, si suponemos que x € ker(f) tendremos que

en = fleg) = flaxa™") = f(2) ¥ f(a™") =eg ¥ fa71) = f(27)).

De modo que 7! € ker(f).
Para la prueba de que im(f) es un subgrupo de H utilizaremos el hecho que G es

subgrupo de si mismo y la proposiciéon anterior. De modo que

f(G) =im(f) C H.

[]

Dada una familia de subgrupos de G, {H;};cs, la interseccién (;c; H; es un sub-
grupo de G. Esto por que si h es un elemento de N;c;H; tendremos que h € H; que
es un subgrupo de GG. Asi, para cualquier otro elemento g € N H; tendremos que g * h
pertenece a cada H; implicando que g x h € N;erH;. También h~! serd elemento de
cada H; para cada i € I, ademés que el elemento identidad e pertenece a cada H; de

modo que e € (| H;. Asi N;crH; es un subgrupo de G.
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Definicion 1.5. Sea (G, *) un grupo y S un subconjunto de G. La interseccién

donde {H,};c; es la familia de subgrupos de G tales que S C H; Vi € I, es el menor

subgrupo de G que contiene a S. Llamaremos a (S) el subgrupo generado por S.

Ejemplo musical 1

En la Teoria Musical existen al menos 3 acciones para modificar una melodia.
La inversion revierte el orden de las notas del motivo o el acorde dejando la primera
fija. El movimiento retrégrado revierte las notas del motivo dejando la primer nota
como ultima y viceversa. La inversién retrégrada que es el resultado de aplicar
un movimiento retrogrado seguido de una inversion que resulta en la inversiéon de la
melodia en orden inverso desde el tltimo tono hasta el primero.

Denotemos con [ la accién de invertir una melodia, por R al movimiento retro-
grado y a RI al retrogrado inverso. Tomemos a P como la escala cromatica para poder

ejemplificar en la siguiente imagen los movimientos descritos en el parrafo anterior.

ﬁ —1 | — Iu 1 1
| I d_h_- I 1 1 I_l

W

175 1 ] W I I I

kll:l’ - Tl J#_'
L RI

n ] '_Fb'_. ~— - [_"_‘_F—-"E-'—-.
7 - I I & = = & |

T

— I — —
Traduciremos lo anterior a un lenguaje matematico considerando el producto
cartesiano entre las notas base, a las cuales denotaremos con B, y a la altura o
tonalidad que denotaremos con T'. Observemos que, dado un acorde (z,y) € B x T

podemos describir las acciones musicales descritas como funciones
I,R,RI : BXxT —BxT

dadas por I(z,y) = (v, ~y), R(z,y) = (=2,y) ¥ RI(r,y) = (=2, —y). La siguiente

imagen muestra de una manera grafica los movimientos musicales en el plano deter-
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minado por B x T

Intervalo

Nota Base

Es claro que el conjunto G = {Id, I, R, RI} junto con la composicion de funciones
forman un grupo conmutativo. Esto tomando /d como la identidad, observando que
IoR = Rol = RI y sabiendo que los inversos de I, R y RI son ellos mismos, es

decir,

Iol(z,y)=I(z,~y) = (z,—(~y)) = (z,y)
Ro R(IL‘,y) = R(—x,y) = <_(_x)7y> = (ﬁ,y)

y del mismo modo

Rl o RI(z,y) = RI(=x, —y) = (=(=2), =(=y)) = (z,y)

Asi, podemos ver el conjunto de acciones musicales G similarmente al grupo de 4
Klein.

Con este ejemplo podemos definir el conjunto de simetrias de un conjunto
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X como el conjunto de todas las permutaciones * de un conjunto X que es un grupo

bajo composicién. Este grupo se denotara Sym(X).

1.1.1. Acciones de grupo y clases laterales.

Definicién 1.6. Una accion de grupo es una funcién - : G x X — X dada por

(g,x) = g - tal que:
l.ecx=axVreX
2. (g-h)-x=g-(h-z)Vre X yVg,hedG.

Equivalentemente, un homomorfismo de grupo f : G — Sym(X) se llama una accién

de G en X.

Dada una accién de grupo definimos una relacion en X donde x ~ y si existe un
elemento g en G tal que g - x = y. Mas aun, dicha relacion sera de equivalencia y las
clases resultantes se llamardn érbitas y las denotaremos por [z] o G - z.

Se dice que una accién es transitiva si X = G - z, es decir, que sélo existe una
orbita. Por otro lado se dice que es simple transitiva si la aplicacion G — X es tal
que envia g — ¢ - x es transitiva y ademas es una biyeccion. El Sistema Generalizado
de Intervalos que se presentara en el capitulo siguiente es un ejemplo de una accién
transitiva simple de grupos. Se dird que una accion es libre si g - x = h - z implica

g = h, es decir, que es inyectiva.

Ejemplo musical 2
Consideremos G = (Z,+) y S = Z el conjunto de las notas. Entonces G actia

en S por transposiciéon de manera simple transitiva:

gxs=TI(s)=g+s

Podemos interpretar los acordes tomando el subconjunto Fin(Z) C 2% de conjuntos

4Una permutacién es una funcién biyectiva de un conjunto en si mismo.
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finitos de Z y la accién

7 x Fin(Z) = Fin(Z)

donde
(9,C) = g+ C={Tz)|z € C}

Esta accién es libre pero no es simple ni simple transitiva.

La érbita de los acordes bajo esta accion se llama transposiciéon de clases de
acordes. Los acordes en la érbita D = [{0, 3,6}] se llaman acordes disminuidos
mientras los acordes en la érbita M = [{0,4, 7}] son llamados las triadas mayores.
Consideramos el grupo TI que actia en el conjunto de tonos Z y consiste de las
transposiciones 7% y las inversiones 7" de Z. Este grupo actia en Fin(Z) de la
misma manera que (Z, +) actia por transposiciones.

Para un acorde dado c el subgrupo Fiz(c) de transposiciones e inversiones g tales
que g * ¢ = c¢ es llamado el grupo del punto fijo de c. Esto describe las simetrias
internas del acorde c. La triada disminuida D tiene Fiz(c) = (T°) mientras que para

la triada mayor M el grupo del punto fijo es el trivial.

Habiendo definido y ejemplificado las acciones de grupo, es natural hablar de
las acciones de subgrupos H C G y sus clases laterales. Estas son definidas por

multiplicaciones por la derecha dado el grupo G. Entonces tendremos

Gx H—=d

(g.h) — gh.

Las 6rbitas de dicha accién se llaman clases laterales izquierdas® de H y son
conjuntos de la forma {gh|h € H} y a la que denotaremos como G/H.
Podemos definir la manera en que dos clases laterales se relacionan dentro de G/H

de la siguiente manera. Si tomamos las clases aH y bH tomaremos

(aH)(bH) = a(bH)H = (ab)H.

5Se puede hacer una analogia entre las clases laterales izquierdas y derechas.
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Es claro que eH = H, donde e es el elemento identidad de G, es el elemento neutro
en ésta operacion de clases laterales.

Dos clases laterales izquierdas gH y ¢’H son iguales si g~ ¢’ € H. El conjunto de las
clases laterales izquierdas se denota G/ H.Si escogemos una g representativa para cada
clase lateral izquierda gH tendremos que G es la uniéon ajena de sus clases laterales,
ie

G=JgH.

Mas atn, las funciones H — gH : h — gh son biyecciones. De manera que tendremos
que G = (G/H) x H.
Podemos dar una correspondencia entre las clases laterales izquierdas y derechas

mediante la biyeccion

a:G—G
gH — Hg™ '

Es facil comprobar que efectivamente « es una biyecciéon. La parte inyectiva surge de
que

eH = H = He

y de que e = e~ 1. Ya que cualquier otro elemento g € G tal que gH = H sera tal que
g = e. Por ultimo sabemos que G es un grupo, de manera que para cualquier elemento
g € G existe un elemento g~ € G asi que para cualquier clase lateral derecha Hg

existird una clase lateral izquierda ¢~'H tal que
alg™'H) = Hg.

Asi podemos hacer referencia a las clases laterales izquierdas o derechas indistinta-
mente.
La cardinalidad compartida de las clases laterales derechas e izquierdas, G/H y

H/G se llama el indice de H en G y se denota con (G : H). Ademas

ord(G) = (G : H) x ord(H)
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Definicién 1.7. Sea G un grupo y x un elemento de GG. Sea r el niimero natural més
pequeno tal que " = e, entonces decimos que x es de orden r. Si no existe dicho

numero natural diremos que x es de orden infinito.

Si z es un elemento del grupo GG, su orden es, por definicién, el orden del grupo
que genera. Es decir ord(x) = ord({x)). Observemos que si G es un grupo finito en-

tonces el orden de un elemento debe dividir el orden del grupo, i.e, ord(z)|ord(G).

Ejemplo musical 3
Tomemos el grupo de niimeros reales no nulos junto con la multiplicacién usual,

(R*,-) y consideremos el subgrupo ciclico infinito generado por el elemento
r= V2

El nimero x es, por definicion, el cociente de las frecuencias entre un tono y otro

k

que esta un semitono de distancia. Los niimeros " corresponden a una frecuencia en

hercios de los tonos que se utiliza en la afinaciéon equitemperada.

1.2. Subgrupos normales y grupo cociente.

Definicién 1.8. Un subgrupo H C G es llamado normal si Vg € G
gH = Hg.

Es decir, si los conjuntos de sus clases laterales derechas e izquierdas coinciden. Tam-

bién podemos decir que un grupo es normal si
gxH+g ' C HVgecaG.

Si H es un subgrupo normal de G se denotara H < G.

No es dificil ver que estas dos definiciones de un subgrupo normal son equivalen-
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tes. Ya que si multiplicamos gH = Hg por ¢g~! tendremos que

gHg™' = Hgg™' = Heq C H.

Por otro lado si gHg™! C H, Vg € G también tendremos que g 'Hg C G de manera
que H C gHg . De aqui que H = gHg™ 'y Hg = gH.

Proposicién 1.3. Todo subgrupo N de un grupo conmutativo (G, *) es normal.

Demostracion. Para probar que N es un subgrupo normal de GG hay que probar que
para cualquier elemento g € G se cumple g *x N x g~' C N. Consideremos elementos
g € Gynée N, entonces

g*n*g_lzg*g_l*n

ya que GG conmuta bajo *. Luego

gxg txn=egxn=ncN.

Entonces g *n * g~ € N para cualquier g € Gy n € N. O]

Escribimos H < G para indicar que H es un subgrupo normal de G. Con-
sideremos H < G, hagamos G/N = {gN|g € G} y definamos la multiplicacién
gH - kH = gkH. Observemos que la multiplicacion estd bien definida. Si tomamos
gH = ¢'H y kH = k'H otros representantes de las respectivas clases de equivalencia
obtendremos que

gkH = gHk = ¢ Hk = ¢kH = ¢'k'H.

Ademés la multiplicacién de clases laterales resulta ser asociativa y se tiene que g~ H

es el inverso de gH para cada gH con g € G pues eH es el neutro para la operacién.

Proposicion 1.4. Sea H un subgrupo de G. Las siguientes propiedades son equiva-

lentes:

1. Hay un homomorfismo de grupos f : G — G/H tal que H = ker(f).

2. H es normal.
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El homomorfismo de grupos asociado con el subgrupo normal H es el morfismo ca-
nénico

G—-G/H
g— gH.

Demostracion. Primero supondremos la propiedad 1. Para probar que H es un sub-
grupo normal. Entonces, supongamos que hay un homomorfismo f : G — H tal
que

H = ker(f)

. Sean ¢, g~ € G y consideremos h € H. Si H es normal entonces g * h* g~! debe de

ser elemento de H. Observemos que

flgxhxg™)y=f(g)* f(h) = f(g™")

pero f(h) =eq, f(g)* f(g7Y) = f(gxg71) v fleg) = eq. Entonces

Flg) = f(h)* flg™") = f(g) *eq* f(g")

=f9)* flg™) = flgxg7™") = flec) = eq.

Pero, por hipétesis ker(f) = H. De manera que, como f(g* h* g~') = eg entonces
g*hx*g ' € H. Concluyendo asi que H es normal.
Para la implicacion reciproca supondremos ahora que H <1 G. Asi podemos tomar el

homomorfismo canénico f: H — G/H cuyo nicleo es H. O

Ejemplo

Tomando cada n € N, los subgrupos (n) = nZ C Z son normales. El grupo
cociente Z,, = Z/nZ se llama el grupo ciclico de orden n. Si a y b son dos enteros
cuyas clases laterales son iguales en Z, entonces diremos que a y b son congruentes
moédulo n, denotamos esto como a = b (mod n).

Todos los grupos ciclicos se pueden tomar como subgrupos del grupo multiplica-

tivo (U, -), donde U = {z € C||z| = 1}, el grupo unitario de niimeros complejos de
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norma uno. Aqui, la suma de clases corresponde a la adicion de angulos del circulo

unitario.

Ejemplo musical 4

El caso n = 12 es central para la Teoria Matematica de la Miusica. Esto por la
relacion entre las clases de equivalencia d el grupo cociente Z15 y los intervalos de
la escala cromatica de 12 semitonos. Por ejemplo, la clase lateral 4 representa a los
intervalos compuestos por 4 semitonos, es decir, las terceras mayores,mientras que la
de 7 representa a todas las quintas justas que estan conformadas por 7 semitonos.

Sea GG un grupo conmutativo y H un subgrupo de G. Para un elemento z en
G denotamos con x + H al conjunto {z + yly € H} el cual se denomina la clase
lateral de H en G/H. Observemos que 0 € H y z = x + 0 € x + H, de manera que
todo elemento x de GG esta en una clase lateral. Ademas es claro que dichas clases de
equivalencia son ajenas o son iguales, de manera que GG/H es el conjunto de todas las

clases laterales de H en GG. Definamos la suma de clases laterales como sigue:

+:G/H xG/H — G/H

+((x+ H),(y+ H))— (z+vy)+ H.

Por comodidad, haciendo abuso de notacién , denotaremos (x + h)+ (y+ H) en lugar
de +((z+ H), (y+ H)). El grupo abeliano (G/H, +) se llama grupo cociente de G

modulo H. Con la definiciéon de grupo cociente podemos definir un homomorfismo

p:G— G/H

dado por p(g) = g + H para g elemento de G. Se afirma que p es un homomorfismo

de grupos puesto que

plg+9)=(+9)+H=(g+H)+ (¢ +H)=plg)+plg).
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A este homomorfismo lo llamaremos proyecciéon candnica.

1.3. Teoremas de isomorfismo.

Teorema 1.1. Primer teorema de isomorfismo.
Sea f : G — H un homomorfismo de grupos. Entonces existe un isomorfismo f :
G/ker(f) — im(f) tal que

G/ker(f) = im(f).

Demostracion. Como f : G — H es un homomorfismo entonces tenemos el siguiente

diagrama conmutativo.

p f i
G/k = im
[ kerf 7 (f)

Se tiene que p : G — G/H es la proyeccién canénica mientras que i : im(f) — H
es la inclusién de la imagen de f en H. Por otro lado, f es un homomorfismo que
manda la clase lateral gker(f) a f(g).

Notemos que f esta bien definida ya que si gker(f) = g'ker(f) entonces g~'¢' €
ker(f)y f(g) = f(¢'). Mientras que a cualquier elemento f(g) € imf lo podremos
escribir como f(g)f(ker(f)) = f(gker(f)) donde gker(f) € G/ker(f).

[

Definiciéon 1.9. Sean H y N subgrupos de un grupo G. El producto de H y N se

define como

HN = {xy|r € Hyy € N}.

Podemos definir una clase lateral izquierda x H = {z} H donde z es un elemen-

to de GG. Observemos que cuando G no es un grupo abeliano no podemos garantizar
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que HN sea un subgrupo de G.

Con la definiciéon 1.9 podemos enunciar el siguiente teorema de isomorfismo.

Teorema 1.2. Segundo Teorema de Isomorfismo.

Sea  H un subgrupo de GG y N un subgrupo normal de GG grupo abeliano entonces:
(HN)/N = H/(HNN).

Demostracion. Observemos que como N <G entonces (H N N) < H. Vamos a definir
v:HN — H/(HNN)

tal que para cada elemento zy de HN tendremos y(zy) = z(H N N).
Para ver que v esta bien definido supongamos que x1y; = xy de donde se sigue

! es elemento tanto de H como de G por cémo

que 71z = yyl_l. De manera que x|
se describen los elementos en la definicién 1.9 lo que nos permite afirmar que x~'z;
es un elemento de H N N. De donde podemos decir que z7'zy € H/(H N N) y asf
x(HNN) = z1(HNN) que no es més que la aplicacién de v a zy y z1y;. Concluyendo

que si xy = x1y; entonces y(xy) = y(x1y1).

Para probar que 7 es un homomorfismo consideremos x1y; v x2y2. Entonces

Y((z1y1)(2292)) = V(T122Y1Y2)-

Observemos que podemos agrupar asi por la conmutatividad de G. También, al ser
r1 Yy T elementos de H entonces xxs permanece en H, de igual manera sucede con

la pertenencia de y;y, en N. Asi
Y(x122y1y2) = T122(H N N) = 21(H N N)zo(H N N) = y(z191)v(22Y2)-
Por tultimo, observemos que

kery={xy€ HNltr€e HNN}=HNN =N
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y h(ze) = z(H N N)Vx € H. Por el primer teorema de isomorfismo obtenemos que

HN/N = H/(HNN). 0

Teorema 1.3. Tercer Teorema de Isomorfismo. Sean H<G y N<G con N < H.

Entonces

G/H = (G/H)/(H/N).

Demostracion. Definamos ¢ : G — (G/H)/(H/N) mediante ¢(g) = (¢N)(H/N).

Observemos que

p(ry) = ((xy) N)(H/N) = ((xN)(yN)(H/N))

[(@N)(H/N)[(yN)(H/N)] = () (y)-

Ademas podemos notar que los elementos de kerp = {k € G|p(k) = H/N} resultan a
su vez ser elementos de H. Utilizando los teoremas anteriores de isomorfismo tenemos

que G/H = (G/H)/(H/N). O

1.4. Productos

Definicién 1.10. Dados dos grupos (G,*¢) v (H,*y) su producto cartesiano
G x H consiste del producto cartesiano de sus conjuntos subyacentes G, H de la

operacién multiplicacion definida como sigue:

x: (GxH)x(GxH)—-GxH

(917 hl) * (92, hz) = (91 *G g2, h1 *H h2)-

Es preciso hacer notar que G x H junto con la operacion definida tienen una
estructura de grupo. El elemento neutro (eg, eg) estd dado por los neutros de grupos
(G,*c) y (H,*y) mientras que el inverso de un elemento (g, h) es el formado por el

inverso de g en G y el de h en H, es decir, (¢!, h71).
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Podemos generalizar la definicién anterior tomando una familia de grupos {G, }ie;-

Asi el producto directo externo de esa familia es

H G; = {f A UZGI{GZ}‘JC(Z) € GZ},

el

el cual tiene una estructura de grupo dada por:

(f *9)(@) = (f(0)(9(D)) € G-

El producto cartesiano [];c; X; de una familia de conjuntos {X;};cr es el conjunto de
funciones

h:I— UiEIXi

tales que h(i) = h; € X; para cada una de las ¢ en el conjunto de indices I.
Para el producto de dos grupos G x H podemos dar dos homomorfismos de

inclusion y un par de proyectivos. Los morfismos de inclucién seran

G—GxH:g9g—(g9,en)

H>—>G><H2h—>(€g,h).

Mientras que las proyecciones seran

Po:GxH—»G:(g,h)—g

Py :Gx H — H:(g,h)— h.
Estas proyecciones son tales que ker(Pg) = H y ker(Py) = G.

Ejemplo musical 5.

En teoria musical, el producto cartesiano de grupos se manifiesta en el producto
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de Z3 x Z4 junto con sus dos proyecciones sobre Zsz y Zy. Z3 X Zy4 es la estructura
matematica necesaria para entender la estructura de intervalos y las propiedades del
contrapunto.En el capitulo El Toro de Terceras se desarrollard ejemplos la relacion

entre esta estructura y la Teoria Musical.

Teorema 1.4. Propiedad Universal del Producto Directo
Sea G un grupo. Consideremos una familia de grupos {G;};c; v una familia de ho-
momorfismos {¢; : G — G, }ic;. Entonces existe un homomorfismo tnico ¢ : G —

[Licr G: tal que P; o ¢ = ¢; para toda ¢ € I.

Demostracion. Consideremos el producto P = [[;c; G; con sus respectivas proyeccio-

nes P; : [Lie; Gi — G, y las inclusiones para cada G;, ¢; : G — (. definamos

el

tal que
g — hg I — UiEIGi

i — hy(i) = @i(g) € Gi.

Afirmamos que ¢ es un homomorfismo de grupos tal que ¢(g)(i) = ¢;(g)y cada p; es

un homomorfismo como se muestra a continuacion:

’

) = hy(i)hy (1) = @(9)p(g )

vi(99) = vi(9)pi(g
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Supongamos que existe un homomorfismo ¢ : G — [[;c; G; tal que Py o ¢ = ¢

para toda ¢ € I, pero

/ /

(¢ (9)(@) = Piow (9) = i(g) = he(i) = (p(g))(i)

de manera que ¢ = ¢ O]

Ejemplo musical 6

Bajo la propiedad del producto cartesiano podemos asegurar la existencia de un
isomorfismo de grupos f : Ziy — Z3 X Z4. Musicalmente, este isomorfismo se tra-
duce en poder escribir cada una de las tonalidades de la octava como combinacién

de terceras mayores y menores. Esto se desarrollara en el capitulo del Toro de Terceras.

1.5. Grupos de permutaciones.

Definicién 1.11. Una permutacion de un conjunto X es una funcién biyectiva de

dicho conjunto en si mismo.

Hay distintas maneras de representar una permutacion. Una es escribiendo la
tabla completa de pares ordenados (i,p(i) = p;) con i = 1,2,...,n que se representa
con una matriz de tamano 2 X n.

Otra manera mas sencilla de representarla es usando ciclos. Un ciclo es una
k-tupla ordenada C' = (C4,Cy, ..., Cy) de ntmeros diferentes con 1 < C; < n. Esto
representa la permutacion que manda C; a Cyparai = 1,2,....k — 1y Cy en C}.
El nimero k es la longitud [(C) de C. El conjunto de k-elementos Cy,Cs, ..., Cy
de C es denotada por |C| = card(C) = I(C). Los ciclos de longitud 2 se llaman
transposiciones. Es preciso hacer notar que toda permutaciéon puede ser expresada
en producto de ciclos y que ésta es tnica salvo por el orden en que se representen.
Para términos practicos de éste trabajo, la representacion de un producto de ciclos se

leera de derecha a izquierda.
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Definicién 1.12. Sea un conjunto finito X. Definimos el grupo simétrico de X,
denotado S, (X), como el grupo formado por el conjunto de todas las funciones bi-

yectivas de X en si mismo, junto con la composicién de funciones.

Para grupos finitos las permutaciones y las funciones biyectivas se refieren a la
misma operacion. El grupo simétrico de grado n es el grupo simétrico del conjunto

X ={ay,a4,...,a,}. Los ciclos son generadores del grupo S, (X).

Teorema 1.5. El grupo de permutaciones S,, estd generado por las n — 1 transposi-

ciones (1,n),(2,n),...,(k,n),...,(n — 1,n).

Demostracion. Por induccién sobre n.
El paso base, cuando n=1 es claro.
Supongamos que el teorema es valido para n. Si p es un elemento de S,, 11 que fija 1,

por induccién es un producto de transposiciones

(2,n+1),3,n+1),....(n,n+1).

Si p(1) = k > 1 tomemos ¢ = (1,n + 1)(k,n + 1)p. Entonces ¢ es el producto de
transposiciones

(2,n+1),..,(n,n+1).
Ademas, obtenemos la representacién buscada p = (k,n + 1)(1,n + 1)q. O

Podemos afirmar que toda permutacion se puede escribir como producto de ciclos
ajenos y que ademas los factores serdn tnicos salvo por el orden en que aparece la
composicion de ciclos ajenos. Ademds, como todo ciclo de la forma (i1, s, ...,7,) se
puede expresar como producto de transposiciones (i1, 4,)(i1,4—1)...(i1, 42) podemos
asegurar que toda permutacién se puede escribir como producto de transposiciones.
Pero no necesariamente ajenas.

El grupo simétrico S,, contiene un subgrupo al que llamaremos alternante, de-
notado A,, que consiste de todas las permutaciones que pueden ser escritas como el

producto de un niimero par de transposiciones (i, j). A, junto con el conjunto B, de
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todas las permutaciones que pueden ser escritas por un ntimero impar de transposi-

ciones. Dicha biyeccion puede ser definida por una multiplicacion
A, — B, :p— (1,2)p.
Observemos que A,, N B,, = (). Como las transposiciones generan S,,, tenemos que
S, = A, ] B

n!
.Es decir, que A,, cubre la mitad de las n! permutaciones, i.e, ord(A,) = o Podemos
concluir que A, es un subgrupo normal de S,, y como sélo puede existir otra clase

lateral correspondiente, B,,, podemos asegurar que las clases laterales coinciden.



Capitulo 2

El Sistema de Intervalos de Lewin

En el siguiente capitulo se propone hacer una traducciéon de las ideas propuestas
por David Lewin en el articulo Generalized Musical Intervals and Transformation® a
un lenguaje matematico formal y actual.

En su trabajo A Label-free development for 12-pitch class systems® previo, Lewin

introduce la siguiente definicién de grupo:

Definicién 2.1. Por grupo entendemos a un conjunto G junto con una regla de
combinacién que se denotara con el simbolo *. Esta regla asigna a cada par ordenado
(,7) de elementos de G otro miembro de G al que se denotara i * j. Para que (G, *)
sea un grupo, se deben de satisfacer ciertas propiedades.Primero, la combinacion debe
de ser asociativa. Segundo, debe de existir un elemento identidad e en G. Tercero,
que para cualquier elemento ¢ en G existe un elemento ¢’ en G tal que al combinarse
forman la identidad. Dos elementos 7, j de G se dice que conmutan si i*j = j*i. Asi,
un grupo G se llamard conmutativo o no conmutativo dependiendo de si sucede o no

que cada elemento 7 en G conmute con cualquier elemento j en G.

En realidad, se puede tomar en cuenta la siguiente definicién que emplea un

lenguaje mas simple.?.

1 Journal of Music Theory. Vol 21 No.2 (1987)

2Journal of Music Theory. Vol 21 No. 1 (1977)

3Emilio Lluis-Puebla (2014) Teorfa de Grupos un primer curso. Publicaciones Electrénicas de la
Sociedad Matematica Mexicana.

22
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Definiciéon 2.2. Un grupo es una pareja (G, *) donde G es un conjunto no vacio y
+:GxG—G

una operacion binaria tal que
(u,v) = +(u,v)

donde, por conveniencia o abuso de notacién se escribe

+(u,v) =u+v

tal que:
L. +(+(u,v),w) = +(u, +(v,w)), es decir, (u+v) +w =u+ (v+ w)
2. Existe 0 € G llamado elemento identidad tal que +(v,0) =v+0 ="

3. Para cada v € (G existe un elemento, llamado inverso de v, denotado por —wv

tal que +(v, —v) =v+ (—v) =0

Diremos que el grupo es conmutativo si ademas satisface

4. +(u,v) = +(v,u), es decir, u + v =v + u

En el otofio de 1987 David Lewin publica On generalized Intervals and Transfor-
mations, donde basandose en la definiciéon 1 propone que, dado un conjunto S a cada
par ordenado (s,t) de elementos de S, se les puede asociar un elemento de un grupo
G al que se le llamard intervalo de s a t. En lo que sigue se trabajara con el sistema
propuesto en ese articulo y con la definicién de grupo dada anteriormente ademas de

una interpretacion al lenguaje matematico actual.
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2.1. El Sistema Generalizado de Intervalos

Definicién 2.3. Sea un grupo conmutativo (G, *) que sirva como un grupo de in-
tervalos y S el conjunto que contiene los objetos s, t, ... Supongamos que a cada par
ordenado (s,t) donde s,t € S les podemos asociar un valor de G al que llamare-
mos intervalo de s a t, es decir que i = int(s,t) € G. Mas atn supongamos que las

siguientes condiciones se cumplen:

1. Para cualquier tercia de elementos de S s, t y u, al combinar los intervalos dados

de s atydetau obtendremos el intervalo de s a .

2. Para cualesquiera objetos s y t el intervalo de s a t es el inverso del intervalo

de t a s.

3. Dado cualquier objeto s y cualquier intervalo ¢ en G, existe un tinico objeto ¢
tal que pertenece al intervalo ¢ del elemento s dado. El elemento ¢ es tal que

satisface la ecuacién int(s,t) =i

Entonces, un Sistema Generalizado de intervalos, pensando la definiciéon de Lewin
con lenguaje matemético actual serd la pareja (5, (G, *)) donde S es un conjunto no
vacio y (G, %) un grupo conmutativo. La pareja debe de cumplir que para cualesquiera

elementos s,t,u € S se deben de cumplir:
w int(s,t) xint(t,u) = int(s,u)
w (int(s,t))"1 =int(t,s)

= Dado un elemento s € S y el intervalo ¢ € G, el elemento ¢t € S tal que

int(s,t) =i estd dado.

Lewin toma las propiedades que definen un Sistema Generalizado de Intervalos
para desarrollar los siguientes resultados, los cuales, en realidad deberian de consi-
derarse como definiciones. En lo siguiente los enunciados originales dados por Lewin
apareceran marcados con WM, seguidos con una redactado en un lenguaje actual que a

su vez estaran marcados con .
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» Para cada intervalo ¢ en GG, la operacion 7; la transposiciéon por i se puede
definir en S. Dado un elemento s, su i-transpuesta es el objeto tnico t = T;(s)

tal que se encuentra en el intervalo de 7 dado por s.

OEntonces podemos decir que la operacién transposicion dada por T'(i,s) = T;(s)

determina de manera tinica un elemento en S tal que:

int(s, T;(s)) = 1.

= Dados dos objetos u y v podemos definir la operaciéon I*Y de inversion toman-
do u a v. Dado un objeto s de 9, la imagen inversa " de s es el objeto tinico

cuyo intervalo de u es el mismo que el intervalo de s a v.

CAsi tendriamos que, dados u,v y s en S determinan un tnico elemento 1*¥(s) tal
que

int(u, ['(s)) = int(s,v).

También, considerando la definicion de transposicion tendriamos que:

IUU(S) - Tlint(s,'u) (U)

= Consideremos las transformaciones X, Y, ... que permutan los objetos de S. Dire-
mos que X preserva intervalos si int(X(s), X (t)) = int(s,t) para cualquiera
par de elementos elegidos s y ¢t de S. Diremos que Y invierte intervalos si
int(Y(5),Y(t)) = int(t, s) para cualquier par de elementos s y t de S. Entonces
los teoremas siguientes pueden ser probados: (a) X preserva intervalos si, y solo
si X es un operador de transposicion. (b) Y invierte intervalos si, y solo si Y es

una operacion de inversion.

[(JLa primera parte del resultado anterior se debe de considerar como una definicion

que deriva, como lo menciona Lewin, en el siguiente teorema con su respectiva prueba.

Teorema 2.1. X preserva intervalos si, y s6lo si, X es una operacion de transposicion.

Anélogamente Y es un invertidor de intervalos si, y sélo si, Y es una operaciéon de
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inversion.

Demostracion. Primero probaremos que X preserva intervalos si, y solo si, int(X (s), X (t)) =
int(s,t).
Por el primer elemento de la definiciéon del Sistema Generalizado de Intervalos

tendremos que

int(s,t) = int(s, X (t) x int(X(t),t)
=int(s, X (t)) x int(X(t), X(s)) * int(X(s),1)

Observemos que si int(s,t) = int(X(s), X (t)) entonces podemos operar en ambos
lados de la igualdad anterior de la forma que méas nos convenga. Asi, junto con el hecho

que G es un grupo conmutativo obtendremos que:
int(s,t) xint(t,s) = int(s, X (t)) * int(X(s), X (t)) * int(X (t), X (s)) * int(X (s), X (¢))
entonces

e =int(s, X (t)) *int(X(s),t) xe

de donde se sigue que

int(t, X(s)) = int(s, X(1)).

Esto es equivalente a que dado un intervalo 7 junto con s € S existe un tinico elemento
t € T tal que
int(t, X (s)) *xint(s, X(t)) =i

concluyendo que X es una transposicion. La implicaciéon inversa de la prueba es analo-

go.

Para probar la segunda parte del teorema recordemos que una inversién de u a
v es el unico elemento *"(s) € S tal que int(u, I"(s) = int(s,v). Entonces

int(u, ["(s)) = int(u, s) * int(s, [*(s))

= int(u, s) x int(s,v) * int(v, [*(s)).
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Observemos que también se da la igualdad int(1*"(s), u) = int(v, s), asi que podemos

multiplicar ambos lados de la igualdad anterior como mejor convenga. Asi,
int(u, ['"(s)) * int(1"(s),u) = int(u, s) *x int(s,v) *x int(v, s) * int(v, [*"(s))

Asi se tiene que

e = int(u, s) * int(v, ["°(s))
entonces
int(u,s) = int(I*(s),v).
Pero int(1*(s),v) = int(v, ["*(s))~" es decir que I invierte intervalos. O
= Las transposiciones 7T; y las inversiones [*¥ se combinan entre si de acuerdo a
las leyes de combinacion
o Ti?7Tj =Tk donde k =1 % j
e T,0I" =I" donde w = T}(v)
o ["oT,=T;+I" donde j =i
o ["o " =Tj donde j = int(w,v) * int(z,u)
[J La notacion anterior es clara asi que no es necesario ningiin comentario pero

es preciso hacer notar la importancia de la conmutatividad del grupo (G, %) ya que,si

no fuera, las operaciones I y I"* serian distintas.
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2.2. Ejemplos del Sistema Generalizado

Los ejemplos presentados aqui son seleccionados del articulo Generalized Musical

Intervals and Transformation pero redactados en un lenguaje matematico actual.

Ejemplo 1
Consideremos S la familia de todas las duraciones. Podemos imaginar las can-
tidades s,t,... como nimeros reales positivos que nos dicen que tan largas son las
duraciones como multiplos de una unidad de tiempo. De manera que consideramos
. . t . t , .
los intervalos de s a t como el cociente — , es decir, int(s,t) = — serd un numero real
S S
positivo. Esta familia de nimeros forman un grupo conmutativo bajo la multiplica-
cion.

Observemos que:

tu
int(s,t) « int(t,u) = —— = — = int
int(s,t) xint(t, u) i R L (s,u)
i S t*l . —1
Znt<t75) = g = (7) = (Znt(sat))
s

Finalmente, dada una duracién s y un intervalo i sabemos que existe un niimero real
tal que z = 4. Asi, junto con el 1 como elemento neutro podemos asegurar que esta
terna propuesta es un sistema generalizado de intervalos al cumplir con los primeros
4 incisos de la definicién.

Observemos que el inciso 5 se cumple gracias a que la transposicion de s por 7 es
equivalente a multiplicar s por 4, es decir T;(s) = is, ya que asi int(s, T;(s)) = % =i.

También, dados u y v tendremos que I** posee una duraciéon s € S a la que llamaremos

1(s v
duracién invertida /(s) definida como 1s) = — , ie int(u,I(s)) = int(s,v). Se
u s
puede ver que I(s) es j veces tan largo o tan corto que u, donde v es j veces tan largo
uv
o tan corto que el elemento s y ademéas I = —.
s

Mientras el sistema se comporta bien en el sentido mateméatico formal es pro-
blematico como un modelo de ritmo musical. Esto dejando a un lado el hecho que S
contiene duraciones infinitamente largas y cortas, y si también se ignora el hecho que

S contiene una infinidad de duraciones aplicables a la practica musical. Hay que tener
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en cuenta que nuestras percepciones de relaciones entre las duraciones musicales son
tanto aditivas como multiplicativas, en particular en el primer plano de las texturas
ritmicas. Es decir, que dadas las duraciones s y t se percibe con més facilidad a ¢

, . : . t
como mas grande que s por una cierta diferencia t — s que por un factor —.
s

Ejemplo 2

Para este ejemplo se va a intentar construir un modelo al sistema usando la
misma familia S del ejemplo anterior, es decir, consideremos a S como la familia
de las duraciones. Pero esta vez consideremos int(s,t) como la diferencia t — s de
las duraciones de t y s. Por ejemplo, si tomamos que int(s,t) = 3,—2 0 0 si ¢ es
respectivamente 3 unidades méas largo que s, si es 2 unidades més corto o si es de
la misma longitud que s. Nuestro grupo G consistira de todos los niimeros reales
operados con la adicién usual (R, +).

Observemos que
int(s,t) xint(t,u) = (t —s)+ (u—1t) =u— s =int(s,u),

y ademaés

int(t,s) = —(t — s) = int(s, 1)

cumpliendo los primeros dos incisos de la definicién. El problema llega cuando se toma
una duraciéon s y un intervalo 7, ya que no siempre podemos encontrar una duracion
t que satisfaga t — s = i. Obsérvese que si suponemos s = 2 e ¢ = —5 algebraicamente
lo que buscamos es t —2 = 5 entonces t = 3. Pero nuestro presente modelo no permite
éste tipo de casos al considerar a S la familia de duraciones representadas por los

reales positivos.
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Ejemplo 3

Una manera mas compleja y menos familiar para ejemplificar el sistema ge-
neralizado de intervalos es mediante los lapsos®*. Por lapso Lewin se refiere a un
par ordenado s = (sp, s1) de nimeros reales; positivos, negativos o cero, tales que
S < $1. Al menor niimero s se le llamara el principio del lapso y lo denotaremos co-
mo BGN (s) = so. Mientras que s serd el final y se denotarda EN D(s) = s;. También
se considerard el punto medio de s, MID(S), y la longitud de s que serd denotada

por LEN(s) que se define como la diferencia entre el final y el inicio del lapso:

LEN(s) = END(s) — BGN(s).

Algunos lapsos numéricos pueden modelar varios fenémenos musicales: sg y s;
pueden ser puntos de tiempo que articulan el principio y el final de un segmento
de tiempo. O tomando a sy y s; como frecuencias se pueden considerar los extremos
altos y bajos de cierto evento de frecuencia con banda limitada.® También los podemos
considerar como los puntos altos y bajos de algtin sonido o filtracién caracteristica. O
bien, tedricamente, como tonalidades que pueden representar las notas altas y bajas
de algin acorde. también pueden representar las notas extremos de un registro activo
de alguna pieza en un tiempo determinado.

Ejemplo 4
Para este ejemplo tomaremos el intervalo entre los lapsos s y ¢ al par de niimeros

(x,a) donde z es el cociente de las longitudes de los spans y a es la distancia directa

4Lewin utiliza la palabra "span", esta se traduce como lapso, duracién o espacio. Por el contexto,
el término lapso me parecié el més adecuado

5La frecuencia es una magnitud que mide el niimero de repeticiones por unidad de tiempo de
cualquier fenémeno o suceso peridédico. Para calcular la frecuencia de un suceso, se contabiliza un
numero de ocurrencias de éste, teniendo en cuenta un intervalo temporal, y luego estas repeticiones
se dividen por el tiempo transcurrido.

Si una vez calculado el espectro de una senal se aprecia que dicho espectro se extiende desde una
frecuencia f; hasta otra fy, donde fo > f1, se dice que f; es la frecuencia inferior de corte mientras
que fo es la frecuencia superior de corte. Asi se puede definir B = f; — f; como la anchura de la
banda de la senal. Sélo puede hablarse de anchura de banda de una senal si las dos frecuencias de
corte estan bien definidas en cuyo caso se dice que la senal es de banda limitada.
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entre sus puntos medios. Es decir,

x=LEN(t)\ LEN(s)

a= MID(t) — MID(s).

Notemos que, al ser las longitudes de los lapsos cantidades positivas, entonces ten-
dremos que z es un nimero real positivo mientras que a serd un ntimero real.

Definimos la operacion del grupo

(z,a) * (y,b) = (zy,a + b)

que resulta ser asociativa y conmutativa, ademés de que el elemento (1,0) es el ele-
mento identidad y que (;, —a) es el inverso de (z,a). Asi, el grupo G compuesto
de los pares ordenados (z,a) donde ambos son reales y x es positivo, junto con la
operacion definida anteriormente es un grupo conmutativo.

Para transponer el lapso s por el intervalo i = (x, a) primero se expande o contrae
s en su punto medio por un factor de x y después se desplaza el lapso resultante
rigidamente por a unidades. O de manera equivalente podemos desplazar s por a
unidades y después expandir o contraer el lapso resultante respecto a su punto medio
por un factor de x.

Dados los lapsos v y v y escribiendo I para I*¥ la férmula dada en la definicion
nos dice como trabajar el lapso I(s) dado s. Primero calculamos int(s,v) que es el
par (z,a) tal que

x=LEN(v)\ LEN(s)

a=MID(v)— MID(s).
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La definicién también nos dice que si (z,a) = int(u, I(s)) entonces

x=LEN(I(s))\ LEN(u)

y ademaés

a=MID(I(S)) — MID(u).

Trabajando las equivalencias obtendremos que

LEN(I(s)) = LEN(u)LEN(v) \ LEN(S)

MID(I(s)) = MID(u) + MID(v) — MID(s).

Asi podremos calcular la longitud y el punto medio del lapso I(s) en términos de los
lapsos dados u y v .

El modelo de este tltimo ejemplo es un medio para conceptualizar y manipular
los intervalos y transformaciones que incluyan los lapsos y que pueden tener ciertos
aspectos problematicos. Entre ellos es la importancia que le da al punto medio de un
lapso ya articulado. Esto a pesar que hay algunas situaciones musicales en las cuales se
le asigna un significado primordial al punto medio, como las tonalidades y los puntos
de tiempo. Se pueden desarrollar otros sistemas de intervalos a base de lapso sin que
se le dé demasiado peso a los puntos medios y que correspondan a una manera mucho
mas musical de usarlos. Sin embargo, dichos sistemas sacrifican la parte algebraica

que contiene las ventajas expuestas en este ejemplo.



Capitulo 3

El Toro de Terceras

Los grupos ciclicos finitos Z, estan compuestos por objetos llamados clases de
equivalencia x,, = x +nZ y una operacién definida como: (z+y), = x, +y,. También
sabemos que si n es un divisor de m, es decir que n | m , se pueden definir los

monomorfismos canénicos
Ly, = Loy s Ty > M/ Ty
y los epimorfismos canoénicos, es decir, las proyecciones
Loy = Loy, = Ty > Ty

Es decir que podemos mandar cada clase lateral definida por m a la clase lateral
correspondiente en Z, o bien, las clases determinadas por n son enviadas a aquella
determinada de dividir por m.

Para establecer el toro de terceras, que es la representaciéon geométrica de Zio
asociada a su descomposicion de Sylow, se debe hacer la construccion del grupo
abeliano finito T34 = Zs X Z,.

Mientras tanto consideremos el conjunto de las notas de la escala cromatica .
Observemos que se puede dar una funciéon f : notas — Zi5 tal que a la tonalidad

z de la escala sea enviada al nimero de tonos entre esa tonalidad y la de base. Por

33
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ejemplo: si estamos en la tonalidad de Do mayor entonces f(Do) = 05, mientras que
la tonalidad de la quinta justa que en este caso es Sol tendriamos que f(Sol) = 7ys.

Es facil ver que si f(z) = f(y) estarfamos hablando de dos notas que se encuen-
tran al mismo niimero de tonalidades que la de base, pero, al estar dentro de la escala
cromatica estarfamos hablando de la misma. Asi resultaria la igualdad de z y y y la
inyectividad de f. Por otro lado, tenemos que para cada elemento xq, de Zi, existe
una tonalidad dentro de la escala cromatica tal que se encuentre a x5 tonalidades
de la nota base. Asi podemos asegurar la suprayectividad y biyectividad de f y que

podemos representar a las notas de la escala mediante los elementos de Zqs.

3.1. Construccion del Toro de Terceras

Considérese las proyecciones canénicas':

P35212—>Zg

P4SZH—>Z4

Por la propiedad universal del producto cartesiano? podemos combinar ambas pro-

yecciones y dar un homomorfismo de grupos

(Pg,P4)ZZ12—> Z3>< Z4

que envia a cada elemento x5 de Zi5 al par ordenado cuya primera coordenada es
la proyeccién candnica P3(x15) v la segunda sera la correspondiente a la proyeccion

canénica Py(z12). Ejemplificando en el siguiente diagrama:

1Observemos que ker(P3) = (312) v ker(Py) = (412) ,de donde se sigue que Z3 & Z15/(312) y
Z4 = Zlg/<412>. Esto tomando en cuenta que <312> = {012, 312, 6127 912} Yy que <412> = {012, 4127 812}.

2 Agustin-Aquino, du Plessis, Lluis-Puebla, Montiel Una introduccion a la Teoria de Grupos con
aplicaciones a la Teoria Matemdtica de la Musica Publicaciones electrénicas de la Sociedad Mate-
mética Mexicana.Vol 10. (2009).
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(P, Py
ZlZ Z3 X Z4
proj .
1
7.,/ ker(P,, P,) im (P, P,)
(P,, Py)

Observemos que si x € Ziy es tal que z € ker(Ps, P;) entonces por definicién
del niicleo de un homomorfismo tendremos que (Ps, Py)(x) = (03,04) y que x €
ker(Ps) N ker(P;). Por otro lado, si tenemos un elemento = € ker(P3) N ker(Fy)
entonces es tal que bajo ambas proyecciones es enviado al cero de ambos Zs v Zy.

Asi, podemos decir que (Ps, Py)(z) = (03,04). Luego

ker(Ps, Py) = ker(Ps) N ker(Py) = 0.

Como consecuencia de lo anterior, nuestro homomorfismo (Ps, Py) resultard ser un
monomorfismo. De manera similar, considerando que cada una de las coordenadas de
(Ps, Py) es una proyeccion podemos afirmar que también es un epimorfismo. Se sigue
que (P3, P;) es un isomorfismo de grupos®.

Ademaés de este procedimiento podemos considerar el automorfismo

[ng(-l)IZgXZ4—>Z3XZ4

tal que cada par (z,y) es enviado a (x, —y)*. Juntando ambos isomorfismos podemos

3Por el Teorema Chino del Residuo
4Es claro ver que si Idz x (—1)(x,y) = (03,04) entonces x = 03 y y = 04 ademds que im(Idz x
(—1)) = Z3 X Z4.
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dar el siguiente isomorfismo de grupos:
Y= (Idy x (—1)) o (P3, Py) : Z12 — T34

de manera que cada elemento x5 es enviado al par ordenado (Ps(x12), —Ps(x12)).
Como v es una composicion de isomorfismos entonces es un isomorfismo, asi que es
natural hablar de la inversa

U Ty — Zi

tal que
U ((Ps(212), — Py(212)) = 4P5(212) + 3Py(212).

Musicalmente hablando, son las terceras menores y mayores los intervalos con 3 y
4 semitonos. Asi podemos observar que 1) representa el nimero de terceras mayores y
menores que se necesitan para ir de la tonalidad base (aquella que podemos definir con
el elemento (03,04)) a la nota con el nimero de semitonos a la cual se esté aplicando
el isomorfismo .

Por ejemplo, trabajemos en la escala cromatica de Do mayor. La quinta justa
que va de do a sol estd conformada por una tercera mayor (de do a mi) y una tercera
menor (de mi a sol), o bien, por una tercera menor ( do a ref) y una tercera mayor ( de
ref a sol). Cabe mencionar que la quinta justa estd conformada por 7 semitonos, que
lo podemos representar por medio de 1(712) = (13, 14). Observemos que P;(712) =
1 mientras que Py(712) = 34. Pero como 3 = —1 (mod4) entonces podemos decir
que P;(712) = —1, de donde se sigue la evaluacién de ¥ en 715. Otro ejemplo es
el conformado por 5 semitonos, la cuarta justa. De las proyecciones obtenemos que
P3(512) =2 = —1 (mod3) y que Py(512) = 1, de manera que 9(512) = (—13, —14). Asi
podemos considerar la siguiente tabla, tomando en cuenta las equivalencias modulo

3 y modulo 4 dentro de las proyecciones candnicas correspondientes:
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Zys  Y(x12) Tonalidad Ejemplo
0 (03,04) unisono u octava do

1 (—13,14)  segunda menor  do-dof
2 (—13,24)  segunda mayor  do-re
3 (03, 14) tercera menor do-ref
4 (13,04) tercera mayor do-mi
5 (—13,—14) cuarta justa do-fa
6 (03,24) tritono do-faf
7 (13, 14) quinta justa do-sol
8 (—13,04)  sexta menor do-lab
9 (03, 14) sexta mayor do-la
10 (13,24) septima menor  do-sib
11 (13,—14)  septima mayor  do-si

3.2. Representacion del Toro de Terceras

Observemos que, considerando la imagen de las proyecciones P, y P3 podemos
agrupar a los elementos de Z5 en cuatro o tres clases de equivalencia respectivamente.
ParaP, tenemos {0,4,8}, {1,5,9}, {2,6,10} y {3,7,11}, mientras que para P3 po-
dremos agrupar los elementos de Z, en los siguientes tres subconjuntos dependiendo
de su imagen bajo la proyeccién {0,3,6,9}, {1,4,7,10}, {2,5,8,11}. Sea T un toro®,
podemos posicionar cada elemento de Zq5 sobre T" dependiendo de su imagen bajo las
proyecciones dadas.

Las clases de P; y P, se agruparan de la siguiente manera. Las determinadas por
Pj estaran posicionadas de manera horizontal: las de O3 en la parte media interna, la
de 15 en la parte media externa, mientras que en la parte horizontal superior la parte
restante. Por otro, se deben de considerar cuatro cortes verticales que dividan al toro

en cuatro partes iguales,de manera que, siguiendo las manecillas del reloj podemos

5Toro. Superficie de revolucién generado por una circunferencia que gira alrededor de una recta
exterior que se encuentra en su plano y que no la corta, es decir, de una recta coplanar.
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situar cada clase de equivalencia de P, en cada uno. Esto, partiendo de tomar alguno
de esos cortes como la clase de equivalencia del 0 y procediendo en sentido horario
con los siguientes en cada uno de los cortes.

Haciendo coincidir cada elemento de Zq, con su posiciéon correspondiente a la
clase determinada por las proyecciones P3 y P, tendremos que podemos representar a
todos los elementos de Z15 como puntos en un toro. Asi, en realidad, el Toro de Ter-

ceras sera un toro discreto. La figura 3.1° muestra visualmente la descripcién anterior.

Figura 3.1: Posiciones de los elementos de Z5 en el Toro de Terceras

8

6Este diagrama se puede encontrar en:
G. Mazzola.Cool Math for Hot Music, Computational Music Science. Springer International Pu-
blishing Switzerland.(2016).
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3.3. Distancias en el Toro de Terceras.

En lo que se sigue nos referiremos al Toro de Terceras con la notacién T5yy.

Como cada elemento de Z;s queda representado en T34 gracias a ¢ podemos
observar que la suma en Zsz y en Z,4 son en realidad adiciones o substracciones de
(13,04) y (03, 14). Entonces podemos definir en 73,4 una funcién de distancia métrica
d(z,y) dada por el minimo niimero de terceras mayores o menores que se necesitan
sumar o restar para ir de una tonalidad determinada por z a la que representa y. Por
ejemplo, si buscamos saber la distancia de una tonalidad base a su cuarta y quinta

correspondiente podemos traducirlo mateméticamente de la siguiente manera:

d(012, T12) = 2

esto ya que

(03,04) + 1(13,04) + 1(03, 14) = (13, 14).

Por otro lado, si buscamos la distancia a la cuarta justa tendremos que

d(012,512) = 3

ya que
512 = 012 + 2(412) — 1(312).

Es necesario mencionar mencionar las diferencias entre las maneras de expresar
la funcion distancia mostradas en el ejemplo anterior. Tomando en cuenta la tabla de
la seccion anterior se observa que ¥ (515 = (—13, —14), es decir que la distancia de 05 a
512 es sustraer tanto una tercera mayor como una tercera menor, pero recordemos que
la proyeccion P3(515) = 2 = —1 (mod3). De manera que si tomaramos la distancia
de nuestra tonalidad cero a la de su cuarta justa siguiendo el procedimiento que
seguimos para la quinta nos encontrariamos con el problema de saber si se hizo o no
la congruencia en el médulo correspondiente.

Como vimos anteriormente la inversa de v estd dada por ¢~ (x3, 14) = 4x3 +
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3ry = x19 que en realidad es la distancia tonal entre la tonalidad base y la que se
encuentre a x5 semitononos. Asi podemos implementar la siguiente funciéon métrica

para los elementos de Zqs:

d(z,y) = min{|m| + |n||m,n € Z,|x —y| = 3n+ 4m}

donde :
d([[‘,y) : Zlg X Zm — NU {0}

Lema 3.1. La funcién distancia dada por

d(z,y) = min{|m| + |n||m,n € Z,|x — y| = 3n + 4m}

es una meétrica.

Demostracion. Recordemos que para que cumpla la definicién de métrica debe cum-
plir que sea definido positivamente y en caso de ser cero ambos elementos deben de
ser el mismo, que valga la conmutabilidad y la desigualdad del triangulo.
Observemos que por la definiciéon de valor absoluto tendremos que |m| > 0y
|n] > 0, de manera que la suma de ambos serd mayor o igual a cero y asi d(z,y) > 0.
Dentro de las propiedades de valor absoluto se encuentra que |a| = | — a|, de

modo que podemos asegurar que
ly—z=]—(z—y)|=lz—yl=3n+4im
y asi

d(z,y) = d(y, )

cumpliendo la conmutabilidad.
Por otro lado, de la definicién tenemos que d(z,y) = |m| + |n| para algin par

de elementos m,n € Z. También podemos escribir m = a + by n = ¢+ d donde
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a,b,c,d € 7. Asi

m| +[n] = la+ b+ |c + d| < |af + [b] + [¢] + |d| = (la] + [6]) + (|¢] + |d])

de modo que podemos afirmar que

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

para algun z que cumpla que |a| 4 [b| < d(z, 2) y que |c| + |d| < d(z,y). De manera

que la funcién distancia es una métrica. n

3.4. Las simetrias del Toro de Terceras

En Z las acciones de grupo T son las funciones T%,(z) = t &+ z. Donde se
consideran los elementos invertibles +1 de Z*. Para aplicar esta acciéon de grupo al
toro de terceras primero hay que tomar en cuenta la multiplicacion de elementos de
Zys.

Observemos que la aritmética de Z, es heredada de Z, de modo que se puede
operar a los elementos de Z, en Z y luego retornar a las clases de equivalencia. Asi

la multiplicacion en Z,, esta definida por

Tn Yn = (xy)n

Es claro que tomando distintos representantes de las clases @’ = x4+nzy v = y+nw

obtenemos que:

oy =(x+n2) (y+nw)=zy+nlzw+ 2y +wz) =2y (modn).
Esta estructura multiplicativa define cuatro elementos en Z;5 que son auto in-
vertibles y que agruparemos en el subconjunto Z3, = {112, 519, T12, 1112} ya quel?, =

52, = T2y = 112, = 1;5. Ademds, los elementos de Z%, no son divisores del elemen-
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to 019, propiedad que si cumplen los elementos 215, 312,412 ¥ 612 ya que 215 - 615 =
312 - 412 = O12.

No es dificil probar que el conjunto TZj, junto con la multiplicacién heredada de Z

*

es un grupo. El elemento neutro 1,5 se encuentra en Z7,, por lo anterior cada elemento

de Z7, es su propia inversa y ademéas cumple con la propiedad de cerradura:

512 . 712 =35 = 1112,

512 . 1112 =55 = 712

712 . 1112 =77= 512.

De modo que generalizamos la construccién de T'I para Zi,. Asi, en lugar de escribir
TI consideraremos el conjunto 777, cuyos elementos seran permutaciones de Zj

definidas por elementos de la forma

THz)=t+ sz

s

donde t y z estdn en Z;5 mientras que s es un elemento de Z7,.
Lema 3.2. (TZ},,0) es un grupo .

Demostracion. Para probar que (T7Z7,,0) es un grupo basta hacer notar que cumpla
la propiedad de cerradura, que los inversos estén en 1777, y que haya un elemento que
cumpla con la condicién de ser neutro.

Tendremos que dado 7% y T*

TroTH(2) =THu+vz2) =t + s(u+vz) =t + su+svz =T € TZ],

donde ¢t + su es un elemento de Z y sv de Zj,.

7o denota la composicién usual de funciones
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La transformacion T} es el neutro ya que se cumple que:
t 0 _ t+0s _ it
Ts o Tl - Tls - Ts

71:

y notemos que (T%) T, ' ya que

Ts—ts o Tst _ Ts(s—ts)-l—st _ T10

tomando en cuenta que s € Zj,. Asi TZ], es un grupo bajo la composicién de funcio-

nes. O

Las simetrias en Z, se definen como las permutaciones del grupo 1Z3,. Todas las
permutaciones son geométricamente observables si se transportan al toro de terceras
usando el isomorfismo . Por ejemplo, observemos que sucede con las permutaciones

T137 Tlol y T70

Ly, TP TV, T3

0 3 0 0
1 4 11 7
2 5 10 2
3 6 3 9
4 7T 4 4
) 8 7 11
6 9 6 6
7 10 5 1
8 11 4 8
9 0 3 3
10 1 2 10

—_
—
[\]
—
ot

Observemos que T} 13 traslada cada elemento de T3,.4 mediante una rotacién de

u
5 alrededor del eje medio vertical del toro. Por otro lado T} es una rotacién de 7
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Figura 3.2: Ejes y planos de simetrias del Toro de Terceras.

alrededor del eje horizontal que pasa a través de los elementos 05 y 612. Mientras
tanto, la permutacién dada por T2 es una reflexién del toro en el plano vertical que
pasa a través de los puntos que representan al 015 y a 615. Dichas simetrias se pueden

observar en la figura 3.2
8

Es importante mencionar que las permutaciones de Zj5 a su vez son simetrias
dentro de Zio y de T544 y resultan ser combinaciones de simetrias clasicas. Mas atn,
resulta que las simetrias en T3.4 son isometrias con la métrica definida en la seccion

anterior.

Teorema 3.1. El grupo de simetrias 777, definida en el toro T5.4 conserva las

distancias métricas, i.e todas las simetrias son isometrias en el toro de terceras.

8Este diagrama se puede encontrar en:
G. Mazzola (2016) Cool Math for Hot Music, Computational Music Science. Springer International
Publishing Switzerland.
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Demostracion. Consideremos que
d(z,y) = {Im| + |n|]lm,n € Z N |z —y| = 3m + 4n}

Ademads en T (z) = t+ sz los valores ¢ y z estdn en Zy5, mientras que s es un elemento

de Z7, = {112,512, 712, 1112}. Con esto podemos asegurar que
3m+dn = |z —y| < [sl|lz —y| = [sz — sy| = [(t + s2) — (t + sy)| = [T{(2x) — T{(y))

de donde tenemos que

|z —y| < |Ti(z) — Ti(y)]

s

Por otro lado
TH(x) — Ti(y)| = |(t + sx) — (t + sy)| = sz — sy| = |T2(x — y)]

pero también

sz — syl = |T0(x) — T.(y)]

s

entonces tendremos que
z—y| = |ss(z—y)| = [s(sz—sy)| = |s||T.(2) =T ()| = Is||T5(2)-Ti(y)| = |To(2) T,
de donde se sigue la desigualdad

|z —y| > |Ti(x) — T (y)]

entonces

v =yl = |T5(x) - Ti(y)]

concluyendo entonces que

d(z,y) = d(T{(x), T (y))-
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3.5. Teoria musical en el Toro de Terceras

3.5.1. Armaduras

Musicalmente la armadura de tonalidad, armadura de clave o simplemente ar-
madura es el conjunto de alteraciones, bemoles (b) o sostenidos(f), que son escritas
al principio de una partitura en el pentagrama. Su funcién es determinar que notas
deben ser alteradas en un semitono por encima (sostenido) o por debajo (bemoles).

Si tomamos la escala mayor
Do = {do,re, mi, fa, sol,la,si} C Zio

y movemos cada nota a su cuarta correspondiente obtendremos la escala mayor de

Fa. Aqui estamos utilizando la transformacion
T> (Do) = Fa = {do,re, mi, fa, sol, la, sib}.

Observemos que en la armadura de esta tonalidad hemos ganado un bemol. Si conti-

nuamos a la cuarta siguiente entonces aplicamos la transformacion
T3, = {do,re,mib, fa, sol,la, sib}

donde ahora tendremos dos notas con alteraciones. Siguiendo el proceso, cada vez
que movamos una escala X mediante una transformacion T se altera una nota de la
escala X por un bemol.

El problema surge cuando aplicamos el paso a la escala de Dob mayor con la
escala {dob, reb, mib, fa, solb,lab, sib}donde tenemos 6 bemoles en la armadura. La
explicacion viene de una representacion distinta de la escala mayor de Do.

Asi usando la simetria TO5 en Zy, observemos que la escala Do se mapea en
5Do = {712,812, 912, 1012, 1115, 012, 112}. La siguiente imagen muestra una secuencia

ininterrumpida de cuartas.
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La imagen es la escala de Do después de multiplicar por 5 sus elementos, de
mover una tonalidad por una cuarta justa,o de aplicar la transformacién Tg en Zis .
Asi T5 = Fa es la rotacién de 5Do por una unidad en el sentido de las manecillas del
reloj. En ésta representacion también vemos que las notas fa y si marcan la frontera
de las secuencias de cuartas de la escala ya que son las notas sensibles de las escalas
de Doy Dob mayor. Las 5- simetrias explican en fenomeno de las armaduras para las

escalas mayores.

3.5.2. Contrapunto

El contrapunto se inicia con la construcciéon de una composicién mediante dos
voces: cantus firmus (CF) y discantus (D). Las reglas que se debian de seguir para
componer se comenzaron a desarrollar en Europa en el siglo IX, se estabilizd en el
siglo XVI gracias a Palestrina’ y se formalizaron gracias a los escritos de Johann

Joseph Fux 0.

9Giovanni Pierlugi da Palestrina (1525-1594) Compositor renacentista italiano de musica
sacra. Es el representante més conocido de la Escuela Romana de Composicién Musical. Tuvo una
influencia duradera en el desarrollo de la musica religiosa y su trabajo es considerado como la
culminacién de la polifonia del renacimiento Jerome Roche (19719, Palestrina. Ozford Studies of
Composers. Ozxford University Press

0Johann Joseph Fux(1660-1741) Compositor austriaco, teérico de la misica y pedagogo de la
éra del barroco tardio. Autor de Gradus ad Parnassum, un tratado sobre el contrapunto palestrino
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Se comienza con el contrapunto de primera especie que es la base del resto. La
primera especie esta definida por la melodia del cantus firmus a la cual, siguiendo las
reglas establecidas por Fux, se le agrega una segunda voz (el discantus). Cada una
de sus notas debe coincidir a una del CF de tal manera que ambas tengan la misma
duracion y ocurran al mismo tiempo. Estas dos voces definen intervalos que deben
ser consonantes.

Las consonancias deben de ser de seis tipos: prime u octava, tercera menor,
tercera mayor, quinta justa, sexta menor y sexta mayor. Notemos que si traducimos
estos intervalos a Z5 tendremos que el conjunto respectivo de las consonancias son
los intervalos dados por 012,312,412, 712,812 ¥ 912. El resto de los intervalos entran
en el conjunto de las disonancias. La eleccién de cuales intervalos son consonantes y
cuales disonantes no esta justificada por argumentos actsticos, asi que la definicién de
que es consonancia es un detalle del contrapunto. Un ejemplo de esto es si podemos
considerar a la cuarta (512) como un intervalo consonante o no. Hay que recalcar que

en la afinacién pitagorica la razén frecuental de la quinta (5) era consonante, pero

también la razén de la cuarta (;l) Como la base de la teoria musical es el sistema de
entonacion de las quintas justas esto constituye un problema que ha sido reconocido
por maestros como Carl Dahlhaus. ' El argumento de la disonacién de la cuarta se
debe justificar por una regla no descubierta de la textura polifénica.

Una de las cuestiones es como la distribucién de intervalos en las mitades con-
sonantes K = {012, 312,412, 712, 812,912} v D = {112, 212, 512, 612, 1012, 1112} se puede
construir sin una referencia no valida a un transfondo actstico. Una solucion es re-

sultado de observar que hay una tnica simetria AC' = T2 que transforma K en D:

de la polifonia renacentista.

Sadie, Stanley (1980), Joham Josheph Fux, The New Grove Dictionary of Music and Musicians.
London: Macmilan .

1 Carl Dahlhaus(Hannover, 10 de junio de 1928- Berlin,13 de marzo de 1989). Musicélogo ale-
man. Como historiador, analista y editor fue la figura principal de la musicologia en la segunda
mitad del siglo XX.

J. Bradford Robinson, Dahlhaus Carl. The New Grove Dictionary of Music and Musicians. London:
Macmilan.



CAPITULO 3. EL TORO DE TERCERAS 50

Ziy T2
2
5
10
1
6
11

© o0 N =~ w O

Observemos que de manera inversa AC(D) = T2(D) = K ya que
AC*(2) = T2 oT2(2) =T2(24+52) =2+ 5(2+52) =12+ 252 = 2

esto por que 12 =0 (mod12) y 25 = 1 (mod12).

A las funciones que cumplen con caracteristicas parecidas a las de AC' se les llama
autocomplementarias. Hay 5 dicotomias'? de intervalos (X,Y) que tienen funciones
autocomplementarias tnicas llamadas dicotomias fuertes. Estas son mencionadas en
el apéndice L de The Topos of Music'® En dicho apéndice se clasifican los isomorfismos
dentro de las simetrias de Zq,

Las siguientes tablas son el desglose de cada una, junto con su funcién auto
complementaria correspondiente, los nimeros que los anteceden hacen referencia a la

posicion que ocupan dentro de la clasificaciéon dada por Mazzola.

. #64

A=1{2,4,57,9,11} y A’ ={0,1,3,6,8,10} con la transformacién AC = T},

Ziw 2 4 5 7 9 11
T5, 3 1 0 10 8 6

Esta dicotomia tiene su primera mitad en el conjunto de intervalos de una escala

mayor cuando contamos desde su tonica, por eso lleva el nombre de dicotomia mayor.

12Una dicotomia es una divisién de un conjunto en dos partes que generalmente se oponen entre
si.
13Guerino Mazzola, The Topos of Music (2018). Springer International Publishing.
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" #683

B=1{0,1,2,3,5,8} y B'={4,6,7,9,10,11} con la transformaciéon AC' = T9

Zi, 01 2 3 5 8
TS 6 11 4 9 7 10

. #71
C=1{0,1,2,3,6,7} y C' = {4,5,8,9,10, 11}con T}J

Ziy 0 1 23 6 7
TH 11 10 9 8 5 4

—
D =1{0,1,2,4,5,8} y D' = {3,6,7,9,10,11} con la transformacién 7'}

Zi, 0 1 2 4 5 8
TH 11 10 9 7 6 3

" #78
E=1{0,1,2,4,6,10} y E' = {3,5,7,8,9,11} con la transformacién T},

Zi, 01 2 4 6 10
TS 9 8 7 5 3 11

Finalmente, la dicotomia presentada anteriormente, la conformada por K, D y
la transformaciéon T2, le corresponde la posiciéon#82 en la clasificacion de The To-
pos of Music. Esta es la que considera las consonancias y disonancias usadas en el
contrapunto Fuxiano.

Si consideramos estas dicotomias dentro del toro de terceras podemos establecer
una propiedad que distinga la dicotomia consonante-disonante del resto'?. Para co-
nocer la distribuciéon de estos valores en el toro definimos el didmetro y el rango de

una dicotomia.

141a dicotomia #82
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Definicion 3.1. Para una dicotomia fuerte (X,Y’) con p una funcién auto comple-

mentaria definimos el didmetro como

donde d(u,v) es la distancia dada en el toro de terceras.

Definicién 3.2. Se define como el rango de (X,Y’) como:

o(X)=> ue Xd(u,p(u))

Por la invariancia de la distancia en el toro, que se probd anteriormente, se sigue
que el didmetro y el rango son invariantes en la clase de dicotomias que son generadas
por las simetrias de TZj,. En la siguiente tabla se puede ver la relacion entre los
distintos rangos y diametros de las dicotomias con sus respectivas trasformaciones

presentadas en las tablas anteriores.

Dicotomia #64 #68 #T1 #T75 HT78 #K2
Rango 12 22 14 14 11 36
Diametro 185 17 16 17 175 15

Observemos que la dicotomia de Fux (la dada por K, D y la transformaciéon AC),
la nimero #82, tiene el didmetro mas pequeno y el rango mas largo. Es decir, los
elementos consonantes estan separados de los disonantes de manera 6ptima. Mientras
tanto, se puede ver que la dicotomia mayor (#64) juega un rol polar al tener el
didmetro mas largo.

Este grupo de dicotomias se puede usar para crear mundos contrapuntisticos
distintos.'® Es decir, que el contrapunto clésico es una de seis posibilidades de definir
una teoria contrapuntistica. Es posible definir un modelo de contrapunto para cada

dicotomia fuerte donde las reglas clasicas del contrapunto se definan basadas en la

15 Agustin Aquino O. A., J Junod, G Mazzola(2015). Computational Counterpoint Worlds. Sprin-
ger, Heidelberg.
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geometria de dichas dicotomias. En particular, la regla de las quintas paralelas prohi-
bidas, i.e, la sucesion de dos intervalos de tamano 7 en el contrapunto Fluxiano se

puede deducir por la geometria de #82.



Capitulo 4

Toro de Terceras como Sistema de

Intervalos

En el capitulo El Sistema de Intervalos de Lewin se menciond que una de las
dificultades del sistema es encontrar un modelo que sea un punto intermedio entre
la intuicién musical y matematica. La conclusion de esta Tesis es mostrar que las
simetrias del Toro de Terceras, que como se probd anteriormente resultan ser las
transformaciones 1TZ7,, cumple con ser un Sistema Generalizado de Intervalos y es
tal que no sacrifica la congruencia matemaética o la intuicién musical.

Siguiendo la definicién dada por Lewin necesitamos un par (S, (G, %)) donde S es
un conjunto cualquiera y (G, *) es un grupo conmutativo. El grupo abeliano Z;, , que
resulta ser isomorfo al Toro de Terceras', tomard el papel del conjunto S. Mientras
que consideraremos a TZ}, y la composicién de funciones como el grupo abeliano?
(G, x). En este caso diremos que el intervalo de dos elementos x,y € Zjy serda una

transformacion T(, ) € TZ7, tal que

T,y () =y

1Se construyé y probé en el capitulo 3 que Zis y T3x4 son isomorfos.
2Se prob¢ en el capitulo 3 que el conjunto TZ%, es un grupo abeliano bajo la composicién.

o4
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T(x,y) (y) =7,
pero para cualquier elemento a # x, a # y se tenga que T(,4)(a) = a,

Proposicion 4.1. El par (Zis, (TZ3,,0)) es un Sistema Generalizado de Intervalos

bajo la regla de correspondencia de intervalos definida.

Demostracion. Para que Zjo junto con (TZ7,,0) sean un Sistema Generalizado de
Intervalos, deben cumplir los tres puntos dados en la definicién propuesta por Lewin.?

El primer punto que debemos probar es que para cualquier tercia de elementos
x,yy z de Zqo, la composicion de los intervalos o, en este caso transformaciones, de
r ayydeya z deben de dar como resultado el intervalo de x a z. Tenemos que
Ty (@) =y v Ty (y) = 2z, pero también sabemos que T(, ) (2) = 2y Tiy,) () = .
Luego

Ty, © Tiay)(x) = Ty (y) = 2.

Usando la cerradura de T'Zj, tendremos que T{,.) © T(,y) = T(s.) que es el intervalo

buscado. Pero también tenemos que T, ) (y) = x y T(y,»)(2) = y, de manera que

Ty © Tiy,2)(2) = Ty (y) = 2.

Cumpliendo asi el primer punto de la definiciéon dada.

El segundo punto que se debe de satisfacer es que cualquiera dos elementos
7,y € Zy el intervalo de x a y es el inverso de y a x. Por definicién tenemos que T{,
es el intervalo de = a y donde T(; ) (z) =y ¥ T(ay)(y) = . También podemos definir
Tiy.2) €l intervalo de y a x tal que Ty .y (y) = 2 y T(y2) () = y. De manera que

Tl © Ty (y) = Tay) (z) =y,

Tiy) © Tiw) (y) = Ty (2) = v,

T(%y) © T(y,x) ({L‘) = T(x,y)(?/) =7

3Esta definicién esta enunciada en el capitulo 2: El Sistema de Intervalos de Lewin
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Tiyz) © Tiay) () = Ty (y) = 2.

Pero ademés, para cualquier elemento z € Zis, distinto a z o y tendremos que

Tiay) © Tiya) (2) = 2 = T(uy)(2)-

De modo que (T(;,) " = Tyw) ¥ (Tly)) " = T(ay) que muestra que se satisface el
segundo punto de la definicion.

La tercera propiedad que se debe de satisfacer para cumplir con la definicién dada
por Lewin es que dado un elemento x € Z;, y un intervalo determinado 7, € TZj,

existe un unico elemento y € Zi5 tal que

Pero recordemos que cada elemento de T7Z7, resulta ser una permutacion de los ele-
mentos de Zq, entonces T}, sélo envia x a un elemento y € Z5. Ademads si existe otro

elemento ¢’ de Z15 tal que T,(y') = x entonces tendremos que

T, o Tu(y) = Tulx) =

T,oT,(y)=T.(x) =1y

Observemos que para cualquier otro elemento z # =y z # x tendremos que T,(z) = z
y que (T,)~! = T, de modo que y y ¢ son el mismo elemento.

Asi la pareja (Zia, (T'Z7,,0)) es un Sistema Generalizado de Intervalos.
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Matematicamente hablando, si consideramos el toro de terceras T3.4, €l inter-
valo determinado por cada par z y y de Z;, serd una permutacion T, tal que los
intercambia entre si y deja al resto de los elementos de Z, fijos. Musicalmente lo que
hace este sistema es tomar dos notas de la escala cromatica e intercambiarlas entre si
sin alterar el resto.

En el capitulo 2 se presentd los resultados desarrollados por Lewin a partir de
la definicion del Sistema Generalizado de Intervalos pero reescritos a un lenguaje
matematico actual. En lo que sigue se desarrollaran dichos resultados aplicados al
sistema de intervalos que acabamos de presentar.

Definiremos la operacién transposicion en este sistema como sigue. Consideremos
un intervalo ¢ € TZj,. Diremos que la transposicién por i, denotada 7}, de un

elemento s de Z1s determina un tnico elemento T;(s) € Zj, tal que

15, 13(s)) = 1-

Observemos que tenemos once transformaciones o intervalos, sin contar la iden-
tidad, de T'Z7, determinadas por el elemento s de Z;2. Entonces, al tomar una de las
once posibilidades o la identidad, la operacién de transposicién de un intervalo define
un Unico elemento de Zj;s que cumple con la transformacion escogida. Utilizando el
punto 3 de la definicién se puede garantizar la existencia y unicidad de este elemento.

Tomemos dos objetos u y v de Z5. Definiremos una inversion de u a v, de-
notado [, como la transformacion de T7Zj, tal que dado un elemento s € Z;, la

imagen invertida de s es el inico objeto I"¥(s) que

Tlw,rvv(sy) = Tis,ruv(s)) © Tuw) = T(s,w)-

Observemos que ésta definicion se sigue del primer punto de la definicion. En realidad,
la inversién nos asegura la existencia y unicidad de un cuarto elemento dados un
intervalo entre dos notas y una tercera tales que cumplan la composicion de intervalos.

Finalmente consideremos transformaciones X,Y,.. de TZj,, no necesariamente

intervalos. Diremos que una transformacién X preserva intervalos si para T{, ,) se
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cumple que

Tay) = T(x(2),x(v))-

Anélogamente diremos que una transformaciéon Y invierte intervalos si para T{, )
no se cumple que

Tiay) = Ty (2),y (v)-

El uso de la teoria de grupos hace mas sencillo generalizar este sistema mas alla
de las notas y las transformaciones como la inversion y transposicion. Sin embargo, la
aplicacion a la musica del Sistema Generalizado es bastante limitada, como se observo

en el capitulo 2.



Capitulo 5

Glosario

El siguiente glosario compila entradas del Diccionario Harvard de Musica y del
Diccionario Enciclopédico de la Muisica de Oxford!. El primero es la reimpresién del
2001 de la version espanola de Luis Carlos Gago, editado por Michael Randel y pu-
blicado por Alianza Editorial. El segundo es la reimpresion del 2014 de la primera
version espanola del 2009 publicada por el Fondo de Cultura Econdémica, con la tra-
duccién coordinada por Alejandro Perez Saenz, Federico Banuelos, Yael Bitran, Juan
Arturo Brennan y revisada por Clara Stern Rodriguez.

Los conceptos descritos en el Diccionario Harvard se destacaran con el simbolo

> mientras que » denotara los del Diccionario Enciclopédico.

> Acorde

Tres o mas notas que suenan simultaneamente o que funcionan como si sonaran
simultaneamente; dos de estas notas reciben normalmente el nombre de intervalo. Los
acordes mas basicos en el sistema de la tonalidad ténica-dominante o triadica son las
triadas mayor y menor y sus inversiones en el acorde de sexta (seis-tres) o el acorde
seis-cuatro. Otros acordes que juegan un papel importante aunque subordinado son
el acorde de séptima, sexta aumentada, novena y la triada disminuida.

En el analisis de la musica tonal todos los acordes pueden considerarse como la

suma o derivacién de dos o més terceras (ya sean mayores o menores) dispuestas una

'En el Diccionario Enciclopedico de la Misica especifica que colaborador es responsable de cada
articulo, cosa que no se menciona en el Diccionario Harvard.

59
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encima de la otra. Cuando un acorde se forma de este modo extraordinariamente con-
ciso mediante la superposicion de sélo terceras, la nota mas grave es la fundamental.
La superposicién de terceras puede extenderse hasta incluir acordes de novena, de

undécima y de decimotercera.

> Afinacién

1. El acto de ajustar la frecuencia o frecuencias sonoras fundamentales de un ins-
trumento, generalmente con la intenciéon de ponerla o ponerlas de acuerdo con
alguna altura predeterminada. El hecho de que dos fuentes sonoras estén afina-
das entre si depende tanto de la identidad actustica de sus fundamentales como

de los armonicos superiores importantes que tengan en comun.

2. Cualquier coleccion intervélica ordenada de donde todos sus miembros puedan
expresarse con precision por medio de nimeros racionales. Las colecciones in-

tervalicas que no poseen esta propiedad son temperamentos.

De las afinaciones griegas, helénicas y romanas que se conservan, la que se revis-
ti6 de una mayor popularidad fue la Pitagorica que dominé desde tiempos de Platon
hasta casi 1550. Esta afinacién permite la existencia de octavas y quintas sin batidos
en una escala diatonica. Muchos musicos del siglo XVIII prefirieron una de las diver-

sas formas de entonacién justa.

> Armonia

(del Gr., Lat. harmonia; Al. Fr Harmonie; Ing Harmony; It. armonia) La relacién
entre las notas consideradas cuando suenan simultaneamente, y el modo en que estas
relaciones se organizan en el tiempo; también cualquiera coleccién concreta de notas
que suenan simultaneamente, que recibe el nombre de acorde.

Es el estudio de la técnica para enlazar acordes, es el equilibrio de las proporcio-
nes entre las distintas partes de un todo, y su resultado siempre connota belleza. El
estudio de la armonia implica los acordes y su construccion, asi como las progresiones

de acordes y los principios de conexién que los rigen.
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» Consonancia y Disonancia®

La consonancia (o concordancia) es la cualidad inherente en un intervalo o acorde
que, en un contexto tonal o modal tradicional, parece satisfactoriamente completo y
estable en si mismo. En teoria contrapuntistica y armoénica tradicional, los intervalos
consonantes comprenden todos los intervalos perfectos (incluyendo a la octava) y
todas las terceras y sextas mayores y menores, pero lo que constituye una sonoridad
consonante no esta estrictamente definido y ha variado con el tiempo.

Lo opuesto a la consonancia es la disonancia (o discordancia): la cualidad de ten-
sion inherente en un intervalo o acorde que, en un contexto tonal o modal tradicional,
involucra un choque entre notas adyacentes de la escala y crea la expectativa de una

resolucién hacia la consonancia.

» Contrapunto?®

El contrapunto es la combinacion coherente de distintas lineas melddicas en mu-
sica, y la cualidad que mejor cumple el principio estético de la unidad en la diversidad.
Antes del siglo XX, la coherencia y la unidad se lograban en la musica contrapuntis-
tica con el apego a las reglas de conduccion de voces predicadas sobre la distincion
entre la consonancia y disonancia, y la necesidad de que la disonancia se resolviera

en una consonancia.

»Escala*

Una escala no es una pieza musical, sino un elemento constructivo teérico o
analitico. La escala se forma sea con una seleccién o con todas las notas caracteristicas
de la musica en un periodo, cultura o repertorio determinados; la distribucién de las
notas sigue un orden ascendente o descendente de alturas sucesivas. Algunas, como las
gamut medievales, son escalas completas en si mismas; otras, como la escala cromatica

del piano, estan definidas dentro del intervalo de octava, formando un patrén de notas

2Esta entrada del Diccionario Enciclopedico de la Misica es colaboracién de Arnorld Whittall.

3Esta entrada del Diccionario Enciclopedico de la Misica es colaboracién de Arnorld Whittall.

4Esta entrada del Diccionario Enciclopedico de la Misica es colaboracién de Percy Scholes, Judith
Nagley y Nicholas Temperley



CAPITULO 5. GLOSARIO 62

que se puede repetir ilimitadamente en otras octavas superiores o inferiores mediante
la transposicion. La funcion basica de las escalas es definir y regular las alturas que

conforman una interpretacién o una composicion.

= Escalas Diatonicas.
La escala diatonica esta formada por siete alturas intervalicas de tamano irregu-
lar, cuya suma es una octava, y que se repite indefinidamente en otras octavas
superiores o inferiores. Una forma de la escala diaténica esta representada por

las telas blancas del teclado del piano.

» Escalas Cromaticas.
La escala cromatica esta formada por las 12 notas que conforman la octava en
el teclado del piano. La escala cromatica evolucion6 a la par del advenimiento

de la tonalidad.

> Intervalo

Distancia entre las alturas de dos notas, se define el intervalo como la distancia
entre una nota superior y una inferior.En Grecia Antigua se define el intervalo como
la razén entre una nota superior y una inferior.

La medida exacta de los intervalos se expresa acusticamente en términos de pro-
porciones de las frecuencias, pero para efectos comunes, se toma la escala diaténica
como referencia. Asi, para los efectos de la musica tonal occidental, los intervalos se
denominan segtn: (1) El niimero de grados de la escala diaténica y (2) el nimero de
semitonos entre las dos notas. El primero se expresa por medio de un ntimero deter-
minado por un recuento de las notas comenzando con una nota inferior e incluyendo
la superior. Obteniendo asi el unisono, la segunda, la tercera, cuarta, quinta,sexta,
séptima y la octava.

Por ejemplo, considerando la escala diatonica de Do obtendremos:
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segunda  do-re
tercera  do-mi
cuarta  do-fa
quinta  do-sol
sexta do-la
septima  do-si

octava  do-do

El ntimero de semitonos entre dos notas se indica entre dos notas se indica por
medio de los adjetivos: justa, mayor, menor, disminuida y aumentada. Si se reduce
en un semitono a un intervalo justo se convertird en un intervalo disminuido y si
se reduce un semitono a un intervalo mayor éste se volvera un intervalo menor. Los
intervalos aumentados y disminuidos pueden devenir doblemente aumentados o do-
blemente disminuidos mediante la adicién o sustracciéon de otro semitono mas. Los
tipos de intervalos que contienen el mismo nimero de semitonos pero tienen diferentes
nombres, por ejemplo la tercera disminuida y la segunda mayor, son enarmoénicamen-

te equivalentes.

> Inversion

Un intervalo es la inversién o complemento de otro si la suma de los dos intervalos
forma un tercer intervalo fijo con respecto al cual tiene lugar la inversion. A menos
que se especifique algo en contrario, la inversion se calcula generalmente con respecto
a la octava. En este caso, un intervalo se invierte colocando la nota inferior sobre la
superior, esto es, subiendo la nota inferior una octava. Como la octava contiene 12
semitonos, la suma de dos intervalos relacionados por inversién es 12. Con respecto a la
octava, por tanto, la inversion de cualquier intervalo de n semitonos es el complemento
de n con respecto a (con médulo de) 12 o 12-n.

Los intervalos justos produciran intervalos justos, los intervalos mayores produ-
cirdn intervalos menores mientras que los menores seran mayores. Asi, la inversion de
una quinta justa serd una cuarta justa; de una tercera mayor una sexta menor; de

una tercera menor, una sexta mayor; de una segunda mayor una séptima menor; de
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una segunda menor una séptima mayor.
La inversion de una melodia es una melodia cuyo perfil es la imagen en espejo
de la melodia original. Asi, donde la melodia original asciende, la inversion desciende

y viceversa.

> Melodia

En el sentido mas general, una sucesién coherente de notas. Aqui nota significa
un periodo de sonido cuya frecuencia es lo suficientemente clara y estable como para
oirse como algo diferente al ruido; sucesion significa que aparecen varias notas; y
coherente significa que la sucesion de notas se acepta como una afinidad conjunta.

En un sentido més restringido, la melodia denota una entidad musical especifica
y su significado se encuentra cerca de los de figura, motivo, sujeto y tema. Tema o
sujeto denota una entidad melddica fija que se utiliza como la base de una seccién
musical mas amplia. Los términos motivo y figura sugieren fragmentos melddicos:
un motivo es una configuracién es una configuracion que forma parte de un sujeto,
tema o melodia pero que es claramente reconocible por derecho propio si reaparece
en otro contexto; una figura es una configuracion proteica utilizada para prolongar

una melodia iniciada de manera mas memorable.

» Nota
Signo escrito que representa la altura o duracién, o ambas, de un sonido musical.

En la terminologia inglesa la palabra "note'tiene dos significados adicionales:
1. la tecla de un instrumento de teclado;
2. el propio sonido producido.

> Semitono
El intervalo mas pequeno utilizado en la tradiciéon musical occidental. Existen

doce intervalos de este tipo en la octava, i.e., entre dos notas del mismo nombre.
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> Tonalidad

En la musica tonal, las relaciones de altura que establece una sola nota como
centro tonal o ténica, con respecto a la cual las notas restantes tienen funciones su-
bordinadas. Existen dos tipos o modos de tonalidad, mayor y menor, y cualquiera de
las doce notas puede servir de ténica. Asi, existen en principio 24 tonalidades dife-
rentes. La tonalidad de una composicién o pasaje se escribe en términos de su toénica

y de su modo, y se dice que una obra o pasaje estd «en» determinada tonalidad.

> Tono

1. Calidad del sonido musical; por ejemplo, de un violinista puede decirse que tiene

un tono potente o con cuerpo y de un cantante que tiene un tono puro.

2. En el uso estadounidense, la palabra "tone'(tono) es sinénimo de "note"(nota)

en inglés britanico.

3. Sonido o tono en sentido general, pero mas especificamente el tono entero, in-
tervalo conformado por dos semitonos, es decir, una segunda mayor, se conoce

también con el nombre de tono entero o tono completo.

> Transposicion

La reescritura o interpretacion de musica a una altura diferente de la original.
Esto comporta subir o bajar cada nota de la musica original exactamente el mismo
intervalo. En la musica tonal, el resultado es el cambio de la tonalidad original. Las

obras suelen transportarse para acomodarse a las tesituras de los cantantes.

> Triada
Un acorde integrado por tres notas, en el que las notas adyacentes estan separadas
por una tercera y que puede por tanto escribirse en tres lineas adyacentes o tres

espacios adyacentes del pentagrama. Existen cuatro tipos:

1. La triada mayor, en la que el intervalo entre las dos notas inferiores es una ter-

cera mayor y el intervalo entre las dos superiores es una tercera menor, mientras
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que el intervalo entre la mas grave y la mas aguda es una quinta justa.

2. La triada menor, en la que el intervalo inferior es una tercera menor y el superior

una tercera mayor, mientras que el intervalo global es una quinta justa.

3. La triada disminuida, en la que ambos intervalos internos son terceras menores

y el intervalo externo es una quinta disminuida.

4. La triada aumentada, en la que ambos intervalos internos son terceras mayores

y el intervalo externo es una quinta aumentada.

Las triadas mayor y menor incluyen intervalos consonantes y son, por lo tanto, acor-
des consonantes. Las triadas disminuidas y aumentadas incluyen ambas un intervalo

disonante y son, por lo tanto acordes disonantes.
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