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Geometria

Eres el origen del Universo,

eres la primera sensacion humana,

eres la primera imagen humana,

eres la primera idea humana,

eres el primer concepto humano,

eres la creacion en si y el humano lo ignora.

Abarcas todo a los sentidos: a nuestros sentidos,

y los hombres en nuestra inmensa ignorancia no lo sabemos.
Cuando ninos jugamos libres, sueltos, alegres: somos iguales

y de adultos te burlas de nosotros; te vuelves inaccesible

a nuestro intelecto y sentir: toda una mujer madura.

Torturas a los hombres cuando intentamos describirte

en unas cuantas lineas o simbolos o pinceladas

o partituras o golpes de martillo.

Para el ciego brillas al tacto,

para el que ve eres majestuosamente incomprensible,

para el sordo retumbas vibrante,

para el que oye eres silencio agobiante;

pocos hombres te pueden tener, disfrutar de tus placeres

y sequir tus huellas borrosas y caprichosas a plena luz.

Qué nos espera a los que estamos en obscuridad?

Hay hombres que te prefieren elegantemente vestida para presumirte,
con vestidos que delineen bien tu figura: midiéndote palmo a palmo;
otros te prefieren en tu forma natural y celestial: desnuda;

sin forma alguna y enganosa, sin medidas perfectas: solo ti,
coqueta y altiva en tu forma...... de ser.

Que extrana coincidencia, el nimero de letras que forman tu nombre
es el tiempo que le toma al humano nacer dentro de ti: a lo divino;
quien puede adivinar que mds nos une......

Cuando muera quizd nos encontremos en extranas dimensiones

o algo parecido: serd nuestro secreto; si es que no cohabitamos ya
en dimensiones inconcebibles que ni los mismos dioses

pudieron imaginar: eres superior, sublime.
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Introduccion

En este trabajo se trata el concepto de espacio simétrico desde el punto de vista axiomatico
hecho por Ottmar Loos en 1969 para variedades diferenciables, generalizando asi el trabajo
que Elie Cartan hizo en 1894 en su tesis doctoral para variedades riemannianas. Esta ge-
neralizacién tiene sus origenes en la idea de Elie Cartan de clasificar todas las variedades
riemannianas localmente simétricas, es decir, variedades riemannianas cuyo tensor de cur-
vatura R es paralelo VR = 0 con respecto a la conexion V que existe en toda variedad
riemanniana, la conexion de Levi—Civita.

El presente trabajo se divide en varios capitulos con sus respectivas secciones; a continuacion
esbozamos el contenido que los distintos capitulos tratan. En el Capitulo 1 se introduce la
nocién de conexién afin y la relaciéon que existe entre conexiones afines libres de torsion
y operadores Hessianos definidos sobre el anillo de funciones de la variedad. En particular
se estudia el concepto de mapeo afin entre variedades afines, esto es, aquellos mapeos que
mandan geodésicas en geodésicas. Se pueden consultar estos conceptos con mas detalle en la
bibliografia [B], [Wal, [D] y [KN] anexada aqui.

En el Capitulo 2 se da la definicién axiomatica de un espacio simétrico introducida por
Ottmar Loos y vemos la construccién de la conexién de Loos asociada a un espacio simétri-
co dado. Estudiamos algunas de las propiedades de los espacios simétricos que se siguen
directamente de esta axiomatizacion, en particular caracterizamos las geodésicas en un es-
pacio simétrico como un homomorfismo entre espacios simétricos y concluimos que todo
homomorfismo entre espacios simétricos es una aplicacion afin con respecto a la conexion de
Loos.

En el Capitulo 3 estudiamos tensores algebraicos de curvatura y precisamos el concepto
de espacio simétrico marcado (M, p, F') para establecer una biyeccién entre el conjunto de
clases de isomorfia de espacios simétricos marcados simplemente conexos y tensores algebrai-
cos de curvatura R, que satisfacen una ecuacién cuadratica ®(R) = 0. Asi, producimos un
esquema para obtener una clasificacién de los espacios simétricos simplemente conexos:

isomorfismo epimorfismo
Curve—o( V) <2000 { (M, p, F) }/oe — > { M }/= .
La parte mas interesante en esta clasificacion es la demostracion de que la aplicaciéon
{ (M, p, F) }/= — Curve—( V)

es sobreyectiva. Para demostrar eso se construye un algebra de Lie Zs,—graduada con un
automorfismo involutivo, esta algebra esta asociada con los tensores algebraicos de curvatura

A%



VI INTRODUCCION

que satisfacen una cierta ecuacion cuadratica ®(R) = 0; entonces usamos el Teorema de Lie
que nos garantiza que esta algebra tiene asociado un grupo de Lie simplemente conexo y
definimos el espacio simétrico Ml como el cociente de este grupo de Lie con un subgrupo
propio. Con esto se obtiene una biyeccién entre el conjunto de orbitas bajo la accién de
GL(V ) sobre Curve_o(V ) y {M}/~.

Con la ayuda del tensor algebraico de curvatura se ve que a todo espacio simétrico se
le puede asociar su espacio simétrico dual. Para variedades riemannnianas se tiene que el
espacio simétrico dual tiene curvatura opuesta al espacio simétrico dado, en particular el
espacio simétrico dual no es compacto, si el espacio simétrico lo es, y viceversa.

En la dltima parte del Capitulo 3 damos la clasificacion completa de espacios simétricos
simplemente conexos en dimension 2 por medio de su tensor algebraico de curvatura. En
esta dimensiéon un tensor algebraico de curvatura estd completamente determinado por su
tensor de Ricci asociado, el cual resulta ser una forma bilineal simétrica:

Ric € Sym?R%* = { (Z Z) a,b,deR}.

El grupo general lineal GL(RR?) de matrices invertibles de 2 x 2 actiia en Sym*R?*, con lo
cual se obtienen 6 érbitas separadas por el cono de formas bilineales simétricas degeneradas:

{ (Z Z) a, b, d € R tales que ad — b* :O} C Sym’R*.

Tres 6rbitas de GL(R?) en Sym*R?* corresponden a los tres espacios simétricos riemannia-
nos simplemente conexos: el plano R2, el plano real hiperbélico RH? y la esfera redonda
S?. Una 6rbita no degenerada corresponde a un espacio simétrico Lorentziano CM? que es
difeomorfo al hiperboloide de un manto y dos érbitas en el cono de espacios simétricos, co-

rresponden a los dos planos exéticos RZ ;v R2 ., que ni siquiera son seudo-Riemannianos:

Sym?R?)"

(1,1) LORENTZIANO CM?

SOBRE LA SUPERFICIE
o

DEL CONO SOBRE LA NSUPERFICIE

~ DEL CONO
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. . . . , . 2
Se tiene que el cociente del espacio simétrico RZ

cociente tiene estructura de espacio simétrico cuyo cubriente es el mismo R

por el grupo Z es el cilindro y este
2

exot 1°

También presentamos los espacios simétricos complejos simplemente conexos en dimension
compleja uno, es decir, en dimensién real dos. Resulta que hay exactamente tres de estos
espacios simétricos salvo isomorfismos, los cuales se pueden distinguir usando el tensor de
Ricci, que sélo puede tener rango 0, 1 o 2 sobre los nimeros complejos C.
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Notaciones y Convenios

N es el conjunto de los niimeros naturales {1,2,3,...}.
Ny es el conjunto de los nimeros naturales y cero {0,1,2,3,...}.
M es una variedad suave.

C>®(M) es el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables reales de M a R, el cual es
un anillo conmutativo unitario sobre R, y también es un algebra sobre R.

X es un campo vectorial que actia como una derivacién sobre el algebra de las funciones

diferenciables C*°(M).

X(M) es el conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables sobre la variedad M. Es
un conjunto de derivaciones del dlgebra C*°(M), asi, es un médulo sobre C*(M) y
un &lgebra de Lie sobre R € C°(M) bajo el corchete de Lie [, |.

X(7) es el conjunto de todos los campos vectoriales a lo largo de una curva ~y. Es un médulo
sobre C*(R) que lleva una conexién inducida % por una conexién V libre de torsién.

TM es el haz tangente de la variedad suave M.

T*M es el haz cotangente de la variedad suave M.

R, C son los campos de los nimeros reales y complejos respectivamente.

R™, C™ son m—adas con entradas en los reales y en los complejos respectivamente.
V*, M* son el espacio vectorial dual y el espacio simétrico dual respectivamente.

V es una conexién en el haz tangente de una variedad.

Hess es un operador diferencial de tipo Hessiano como se indica en la Definicion 1.27.
0 denota la delta de Kronecker: Para una proposicion = el valor de = o es 1, o es 0.

Ansatz es una solucién estimada a una (o varias) ecuacién(es) inicial(es).

IX
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Capitulo 1

Geometria Diferencial Afin

1.1. Conexiones y Variedades Afines

En este capitulo veremos que existe una biyeccién entre las conexiones libres de torsion y
Hessianos definidos sobre una variedad diferenciable M.

Definicién 1.1.
Sea M una variedad diferenciable. Una conexién afin o conexion lineal en el haz tangente
TM de M es una aplicacién R-bilineal en sus dos argumentos

V: X(M) x X(M) — X(M) (X, V) — VxY
que satisface lo siguiente

Conl) Es C°°(M )-lineal en el primer argumento:

VixV = fVxY.

Con2) Satisface la Regla de Leibniz en el segundo argumento:

Vx(fY) = (Xf)Y + fVxY.

para toda f € C*°(M) y para todo X, Y € X(M). Si la conexién ademds satisface
VyY — VyX = [X,Y]
para todo X, Y, entonces se llama una conexion simétrica o una conexion libre de torsion.

Definicién 1.2 (Torsion de una Conexién).
Sea V una conexion afin en una variedad diferenciable M. Se define la torsién

T: X(M) x (M) — X(M) (X,Y) — T(X,Y)
para cada dos argumentos X, Y € X(M) por:
T'(X,Y) = VxY¥ — VvyX — [X,Y].



2 CAPITULO 1: GEOMETRIA DIFERENCIAL AFIN

Se puede demostrar que T'( X, Y ) es un tensor de tipo (1,2) llamado tensor torsién de la
conexion V. La expresion local de una conexién V en términos de un sistema de coordenadas

locales (1, ..., x,,) definido en un abierto U C M, es dada por:
o) _ A0 A 00
Vo gy, = L L € (V).
Oz A=1

Dos campos vectoriales suaves X, Y definidos sobre U se expresan localmente como:
m m
0 0
X = Z Qy, 6_% Y = Z by 0_:(:”
n= 1 v=1

Entonces sobre U se tiene que

VyY = VX( Vzmjlbyai%> = AZm:<X(bA) + i aubyrﬁﬂ%

=1 p,rv=1
en otras palabras, V restringida a U esta determinada por las m?® funciones diferenciables

{Fl);l, } lamadas los simbolos de Christoffel de segunda especie para la conexién V.

Proposicién 1.3.
Una conexion afin V sobre una variedad diferenciable M es libre de torsion, si y sélo si en

cualquier sistema de coordenadas F;}V = F;\W en otras palabras:

TX,)Y) =0 = I’fw = F;\u para todos i, v, A .

De esto una conexién afin V es simétrica, si y solo si Ffw = F;}M. El siguiente teorema funda-
mental asegura la existencia de conexiones libres de torsion, la demostracién esencialmente
se reduce a pegar conexiones libres de torsion locales con una particion de la unidad:

Teorema 1.4 (Existencia de Conexiones).
En toda variedad diferenciable M existe por lo menos una conezxion V libre de torsion.

En consecuencia tenemos que de una variedad diferenciable obtenemos una variedad afin:

Definicién 1.5 (Variedades Afines).
Sea M una variedad diferenciable, sea V una conexién afin sobre M, a la pareja (M, V) se
le llama variedad diferenciable afin o simplemente una variedad afin.

Definicién 1.6 (Tensor de Curvatura).
Sea M una variedad afin, se define el tensor R de tipo (1,3) llamado tensor de curvatura de
tres variables de V sobre M por la aplicacion

R: X(M) x X(M) x (M) — X(M) (XY, Z) — RxvyZ
dada por la asignacion:

RX7yZ = VXVYZ - Vyvxz - V[X’y]Z
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Proposicién 1.7 (Propiedades de la Curvatura).
El tensor de curvatura en tres variables satisface

i) Rx yZ es C°(M)-lineal en las tres variables.
ii) Rx yZ = — Ry xZ anti-simétrico en X, Y.
iii) Satisface la primera identidad de Bianchi:

RxyZ + RyzX + RzxY = 0.

Definicién 1.8 (Campos Vectoriales a lo largo de Curvas).
Sea v : R — M una curva diferenciable en una variedad diferenciable M. Un campo
vectorial X a lo largo de v es una aplicacion suave

X: R— T™M t — X(t)

tal que X; € T,;M para todot € R o equivalentemente que el siguiente diagrama conmute

TM

L

Los campos vectoriales a lo largo de v forman un médulo X( ) := I'(y*TM ) sobre C*(R).
Una conexién para campos vectoriales a lo largo de v es una aplicacién R-lineal

Vv \Y

que satisface para toda f € C*(R), la siguiente versién de la Regla de Leibniz:

\Y df \Y%

—(fX) = =X — X .

allX) = gX g

Un ejemplo basico para elucidar el concepto de los campos vectoriales a lo largo de una curva

v : R — M es el campo de velocidades 4 € X(v) definido por:

(1) = d\ d
U= e )T dr

Proposicién 1.9 (Conexién Inducida).
Sea M una variedad afin con su conexion V. Para cada curva v : R — M eziste una inica
conexion para campos vectoriales a lo largo de

YT +t) € TypM (1.1)
0

\%

pri X(v) — X(7v) tal que v

dt

X = VW)X X € %(M)

t
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Asi la eleccion de una conexién afin nos da una buena definicion de la derivada de campos
de vectores a lo largo de curvas. Ademéds nos proporciona una manera de derivar vectores a
lo largo de curvas, lo cual nos permite hablar de la aceleracién de una curva.

Definicién 1.10 (Campos Vectoriales Paralelos).
Sea M una variedad afin, un campo vectorial X € X(M) sobre M se dice constante o
paralelo, si:

VyX = 0 VY € X(M) .

En general no existen tales campos de vectores, ni siquiera sobre pequenos subconjuntos
de M. Sin embargo, dada una curva diferenciable v : R — M siempre existen campos de
vectores paralelos a lo largo de . En otras palabras, tenemos la siguiente:

Definicién 1.11 (Campos Parelelos a lo largo de Curvas).
Sea M una variedad afin con su conexién V. Un campo vectorial X € X(~v) a lo largo de
una curva diferenciable v : R — M en M se dice que es paralelo o constante, cuando:

\Y

t

Proposicién 1.12 (Soluciones Fundamentales).

Sea v : R — M wuna curva diferenciable en una variedad afin M y sea X™* un vector
tangente a M en el punto y(tg) € M para algin ty € R. Entonces existe un unico campo
vectorial paralelo X € X(v) a lo largo de vy tal que su valor en ty coincide con X ™®:

X,y = X™ € T,uyM .

0

Este campo vectorial paralelo es llamado el transporte paralelo de X™* a lo largo de 7.

La existencia y unicidad de campos vectoriales paralelos, nos permite construir el transporte
paralelo, es decir:

Definicién 1.13 (Transporte Paralelo).
Sea v : R — M una curva diferenciable en una variedad afin M. Para cada dos tiempos
to, t1 € R se construye el transporte paralelo a lo largo de v desde () a (1) por la regla

P = Ptt(}(’)/) : Tv(to)M — Tw(tl)M Xto — th
para cada campo vectorial paralelo X : R — TM a lo largo de 7.

Proposicién 1.14 (Transporte Paralelo como Aplicacién Lineal).
La aplicacion transporte paralelo a lo largo de v es un isomorfismo lineal.

Definicién 1.15 (Geodésicas en Variedades Afines).

Una curva diferenciable v : I — M en una variedad afin M se llama una geodésica, si el
campo vectorial ¥ es paralelo a lo largo de v para toda t € I, esto es, si para todot € [ es
verdad que:

\Y

Vid _ V¥
dt

L dtdt

7= Vipy = 0.
t
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Como la velocidad de una geodésica es siempre constante en norma, esto nos dice que ser
geodésica dependerd de la parametrizacién de la curva. Sea ahora (1, ..., x,, ) un sistema
de coordenadas definidas en un abierto U C M y sea v : I — M una curva diferenciable
en M tal que U N y(I) # (). Entonces, la expresion de v en estas coordenadas locales es

1) = (m@), -, () ten(U)CL
Una tal curva 7 con componentes (7 (t), ..., 7m(t)) es una geodésica, si y sélo si
“ d2% dy dry 0
= Viyy = I () = (t ”t)—
0 = Vi = X (O Z 2O m®) GO G ) 5]

como {%H(t)} es una base local de T’ )M, entonces 7 es una geodésica, si y sélo si:

£ Y T, ) 22 D)~ 0. (12

n,v=1

dt2

Asf en una carta local una geodésica satisface este sistema auténomo de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias regulares de segundo orden.

1.2. Aplicaciones del Lema de Hadamard

El Lema de Hadamard nos permitirda ver que existe un isomorfismo de espacios vectoriales
k k /Th+1
entre Sym" T>M e I /17

Definicién 1.16 (Ideal Maximal Asociado a un Punto).
Sea M una variedad suave y sea p € M. El ideal maximal del anillo C*°(M ) asociado al
punto p es el conjunto de funciones diferenciables f sobre Ml que se anulan en p, es decir:

{feCM) | flp) =0} c CF(M)

Definicién 1.17 (Potencias del Ideal Maximal).
El ideal maximal I, C C*°(M) asociado a un punto p de una variedad suave M es el nicleo
de la evaluacion ev, : C*°(M) — R, f — f(p), en p. Este ideal genera una sucesién
descendente de ideales en el dlgebra C>°( M)

C*M) 2 1, 2 2 2 I3 2 I} 2

donde la k—ésima potencia []Ij del ideal maximal 1, C C*°(M) es el ideal generado por todos
los productos h; - hy - ... - hy de k funciones hq, ..., hy € I,, que se anulan en p, es decir:

Ir = spanR{ hy ... hg | hi,..., hy €1, }

p
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Lema 1.18 (Férmula de Taylor).
Para cada funcion f € C*°(R™) y cada punto (1, ..., z,) € R™ es verdad que:

flzy, .o, xm) = Zl' Z Ty, x L(O,...,O)

Ty ... 02
r=0 l"‘l?"'7ﬂ7‘:1 H1 Hr

m 1 ar—i—lf (1
. —(tx1, ..., 1t _—
LD DI TR A e Fa ARy o 1

_'t)k+1cﬁ.

1O, ooy i =1

Teorema 1.19 (Lema de Hadamard).

Sea M una variedad suave y sea I, el ideal mazimal en el anillo C*°(M) asociado a un punto
p € M. Una funcion f € C®(M) pertenece a la (k + 1)-ésima potencia Ii*' C C~(M)
del ideal I,, si y sdlo si todas sus derivadas parciales hasta orden k con respecto a algunas

coordenadas locales (1, ..., T, ) alrededor de p se anulan en p, es decir
4l foa™)
k+1
f S ]p+ <~ T(.I‘l(p), N xm(p)) =0
para todo multi—indice A = (ay, ..., ap) € NJ* de orden |A| := a1+ ...+ a, < k.

Demostracion. En efecto la ida de la demostracién se considera la direccion facil. Sea
(z1,...,%, ) un sistema de coordenadas locales en una vecindad abierta U C M del punto
p € Mysea f € I;f“, lo cual implica por hipdtesis que f es una suma finita de la forma

fo="> ho-hi-... Iy

finita
con hg, hi, ..., hy € I,. En particular %AA‘ conmuta con sumas finitas, es decir:
INAI(fox! olAl B _
¥(q:1(p),...,xm(p)) = Y | (heoal) ... (hgoal). (L3)
8$A finita al’A z(p)

Hay que demostrar que la suma (1.3) se anula bajo la asuncién |A| < Ek, para ello es
suficiente demostrar usando la regla de Leibniz que toda esta parte se anula por si misma:

ol Al

9 (hgox™ ) - ...« (hgox™') = 0. (1.4)

z(p)

En general la regla de Leibniz nos dice que las derivadas parciales de un producto es una
suma sobre productos particulares de las derivadas parciales de los factores. Mas preciso se
demuestra por una induccién directa basada en la regla de Leibniz estandar que:

0 1 -1 é -1 9 -1 -1
((hoox Yoo (hpox )) — Y (hooa ™) (hgoa ) (o)

Ox,, = oz,
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la regla general de Leibniz para derivadas parciales iteradas es:

oAl oMol (hg o 271) Okl (hy, 0 27 1)

—( (hgox™)-...-(hyox! = c4 0 K

axA<( ’ ) (. )> Ao,--%:keNS o %, Ora,
Ag+-+A,=A

con coeficientes combinatoriales C4 4, 4, € Njlos cuales s6lo son productos de coeficien-
tes multinomiales. Fijandose s6lo en una parte de esta suma que corresponda a multi-indices

Ay, ..., Ar € N, se nota que la igualdad A = Ay +---+ A, en N implica la desigualdad
[ Aol + A + oo+ Al = |A] < K
lo cual implica que por lo menos uno de los niimeros | Ag |, ..., | Ax| € Ny digamos | A, | = 0

es igual a cero. Esto es, que h,ox ™! no tiene derivadas parciales en la parte considerada de la
suma y al evaluar en z(p) este factor resulta en cero gracias a la asuncién h, € I,. Lo mismo
es verdad para todo otro sumando de la suma de la regla de Leibniz general, verificando asi la
ecuacién (1.4). Es decir, que las derivadas parciales hasta orden k de una funcién f € [5*1
con respecto a un sistema de coordenadas locales arbitrario se anulan en p.

La idea principal en el regreso de la demostracion es bastante técnica y se reduce a demostrar
que para cualquier sistema de coordenadas locales (xi,..., 2, ) definido en una vecindad
abierta U C M del punto p € M se tiene que existe un isomorfismo de algebras

;,)?U)( ™) i)OEO<M) ho— (ho xl,)™

entre el algebra de funciones suaves en R™ con soporte compacto en x(U) C R™ y el dlgebra
de funciones suaves en M con soporte compacto en U; ext denota la extension por 0 afuera
de U. En efecto, este isomorfismo de algebras reduce la demostracién del regreso a la férmula
de Taylor del Lema 1.18, que es el caso particular del puntop = (0,...,0)en M = R™. H

Definicién 1.20 (Espacio Cotangente).
El espacio cotangente de una variedad suave M en un punto p € M se define como:

T;M = [p/[}?

En particular la diferencial de una funcién f € C°°(M) en el punto p estd dada por
dpf = [~ f)1+ 1} € ;M = I/p
P

en donde 1 € C°°(M) denota la funcién constante igual a 1(p) := 1 para todo p = M.

En la definicién anterior se tiene que d,f es simplemente otra notacién para la clase en
"M = I,/ Ig representada por f — f(p)1 € I,. Para probar el siguiente corolario usaremos
la propiedad universal de la potencia simétrica, la cual se puede consultar en [G]:
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Teorema 1.21 (Propiedad Universal de la Potencia Simétrica).
Sea k € Ny y sea W™ una aplicacion simétrica y k-multilineal entre espacios vectoriales:

ot ?;M X e X T;M — W (dpfi,. . dpfi) — U™ (d,fr, ... dyfi)
kfzerces

Entonces existe una unica aplicacion lineal V : Syka;M — W, tal que

U(dyfy - ... - dpfi) = U™(d,f1, ..., dpfi)
para todas las funciones fi, ..., fr, € C®°(M), es decir, tal que el siguiente diagrama con-
muta:
MSym

* * ks
oM x -+ x TyM Sym M

L

W

Aquimgym : TyMX. .. xTiM — Syka;M denota la multiplicacion en el dlgebra Sym T 7M.

Corolario 1.22 (Potencias Simétricas del Espacio Cotangente).
Sea Ml una variedad diferenciable. Para todo punto p € M, para todo k € Ny y para todas

las funciones fi, ..., fr € I, la regla dada por
vk Symf oM — IF/IF dpfy + oo dofy > fiooos fo o+ IET

define un isomorfismo natural de espacios vectoriales, que no depende de la eleccion de un
sistema de coordenadas locales, entre la k—ésima potencia simétrica Syka;M del espacio
cotangente TyM := I,/I y el cociente I} /I,

Demostracion. Recordamos que d,f = f +I§ € I,/ Ig es simplemente otra notacion para

la clase representada por f € I, en el espacio cotangente TyM := I, /]]f, asi la regla que
define a \I”; se puede escribir para todas las funciones fi, ..., fx € I, que se anulan en p:
(A+ L) (fo+ ) — fios fio+ IFFL

ara establecer la existencia de ueremos usar la propiedad universal de la k—ésima
P tabl | t d \If’; | dad 1 de la k
potencia simétrica Sym"T’ » M, por esta razon tenemos que considerar primero la aplicacion

vttty DM x Lo x M — LD (AL fe b L) — fiec e+ LT
para fi, ..., fx € I,. Se nota que esta aplicacién esta bien definida. En efecto, sea

ho= Y hy-h €I con hg, hy € I,

finita
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entonces fi y fi + h representan la misma clase f; +I§ = fi+ h—i—[g en T;M y obtenemos
U fi+h+ 1 e L) = (fith) - fo o fo + LT

= fl'f2'~-'fk+ZhO'hl'f2'---'fk+I§+l

finita

= UM f I e )

porque hg-hy-fo-...- fx € I;“H. El razonamiento para los otros argumentos es similar, por
ende no lo vamos a repetir. Para simplificar el argumento de que \Ifg“‘lt es multilineal observa-
mos que por cierto \Ifg“ﬂt es simétrica. Al fin de cuentas C*°(M ) es un édlgebra conmutativa,
asi

U foy L few ) = foy e foy + DT
= A e+ LT = AL fet L)
para toda permutacién o € Sy y todas las funciones fi, ..., fr € I,. Finalmente demostra-

mos que W™ eg lineal en su primer argumento, por simetrfa también lo es entonces en sus
otros argumentos. Para todo A € R y todas las funciones h, h € I, verificamos la igualdad

TR N (R + I2) + (B + I, fo + 12, .., fo + I2)
= WM+ h) I o+ L fe )
= (Ah+h) - fori fu + I
)\\Ijgllﬂt(h + Ii? f2 + [ga R fk—i_[z) + \IJ;HUI'E(E + Ii? f2 + [57 R fk + [;>
para fa, ..., fr € I, cualesquiera, la tercera igualdad se vale porque la multiplicaciéon en un

algebra como C'°°( M) es bilineal por definicién. Asi por la propiedad universal de la potencia
simétrica Syka};k M formulada en Teorema 1.21 existe una tnica aplicacién lineal

vE SymtTM — If/]jj“ dpfi + oo dpfe — f1ooooo o+ IR

que extiende la aplicacién simétrica y k-multilineal WUt

En la segunda parte de la demostracion tenemos que verificar que \IJ’; es un isomorfismo de
espacios vectoriales. Para empezar elegimos un sistema (x1, ..., x,, ) de coordenadas locales
de una vecindad U C M del punto p € M que satisface las propiedades adicionales:

Estas propiedades aseguran que las diferenciales de las coordenadas z, ..., z, € I, forman
una base d,1, ..., dyzT, del espacio vectorial T7M, asi obtenemos un isomorfismo

1%

Rldpr1, ..., dpvy] — SymT ;M
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de algebras que identifica las incdgnitas del algebra R[d,z1,...,dyz,, | de polinomios con
las diferenciales de las coordenadas zi, ..., ,, € I,. En particular la k—ésima potencia
simétrica Syka; M del espacio cotangente esta en biyeccion con el subespacio de polinomios

o

{ n € Rldyzy, ..., dyx,y| | 7 homogéneo de grado k } —» Sym* "M (1.5)

homogéneos de grado £ € Nj. Este isomorfismo nos permite calcular la dimensién de la
k—ésima potencia simétrica usando la biyeccion entre los monomios homogéneos de grado k

en las incégnitas d,x1, ..., dyz,, y multi-indices A € Nj* de orden | A| = k dada por:
A = (a, ..., am) € NP & dpr® - dyxl - L dyatr

Un argumento de combinatoria contando multi-indices de orden k resulta en que:

k—l—m—l)

dimSyka;M = ﬁ{ A e Ny ’ |A|:k} - ( m—1

Segin el Lema de Hadamard 1.19 una funcién f € Ilf estd en la potencia I;f del ideal
maximal [, si y solamente si todas sus derivadas parciales de orden menor que k se anulan

a|A| O{L‘_l |
%(0,...,0) =0 (0,...,0) = (z1(p), ..., xm(p))
Ta
en (0,...,0) para todo multi-indice A € Nj' de orden |A| < k. En consecuencia la

férmula de Taylor 1.18 implica que cada funcién f € Ilf representa una clase en I]’f / []’f“

1 & F(fou)
FHE™ =5 2 geaam, %o O+
. 1 k

M1y ey ppi =1

, 1 & OF(foat
= ‘IJI;<E Z (—)(07"'?0)dpxul"".dpxuk>

/'le"w/"/k:l a‘rﬂl o 83:/14]@

que esta en la imagen de la aplicacién lineal \Il’;, esto es, que \I/’; es sobreyectiva. Para

emostrar que es un isomorfismo de espacios vectoriales es entonces suficiente verificar
d t ok fismo d torial t ficient fi
que es inyectiva, o bien es suficiente demostrar la veracidad de la siguiente desigualdad

dim Sym* 7'M = ﬁ{ A€ NP ] (A = k } < dim I/ (1.6)
p

porque asi la relacién bien conocida entre el rango y la dimension del ntcleo de \11’; implica
dim ker \I/l; = dim Syka;M — dim im ‘Ifl; < 0.
ya que \If’; es sobreyectiva. Para establecer la desigualdad (1.6) consideramos las aplicaciones

oAl

8.1',4 P

OMI(foa)

e (0,2,0)

I]’f/IJfH — R [+ It —
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parametrizadas por multi-indices A € Ny del orden |A| = k que son funcionales linea-
les bien definidas gracias al Lema de Hadamard 1.19 para el espacio vectorial I]j / Ig“. La
independencia lineal de estos funcionales lineales se demostrard por interpolacién, véase ob-
servacién A.11. Para cumplir con este proposito consideramos las funciones suaves en M:

1 by 1 b o0
parametrizadas por multi-indices B € N{' de orden | B| = k y calculamos
94| o4l (fpoa)
— + M) = 0,...,0
R 2ot 2(0,.,0)
= — ' .. —xm 04—

S P U R Y= N A=p
porque el producto que resulta después de tomar todas las derivadas parciales tiene un
factor igual a cero, salvo si a1 > by, ap > by, ..., a,, > b, que junto con nuestra asunciéon
| A| = k = | B| implica A = B. Entonces, para cualquier eleccién de las constantes { Ap }

D Asfs + LY e 1N/
BeNp P
|B|=k
es una solucién del problema de interpolacion
o4l k+1
g (2 defs ) = X dapde =
P BeNp BeNp
|B|=k |B|=k
para todo A € N’ de orden | A| = k. Segtn la observacién A.11 los funcionales lineales
oAl

€ < L/ Jiaa. )
p p
son linealmente independientes, lo cual establece la deseada desigualdad (1.6) en la forma:

dim Sym*T*M = ﬁ{ AeNr ‘ (Al =k } < dim (fz]f/zkH) = dim I}/ i
p p

(%;'A

Es decir, que \If’; es inyectiva y por ende un isomorfismo de espacios vectoriales. |

Otra manera de interpretar la naturaleza de los isomorfismos \If’; es formulada en el lema:

Lema 1.23 (Naturalidad de los Isomorfismos ¥%).
Para cualquier aplicacion suave entre variedades ¢ : M — 1L el siguiente diagrama conmuta

Symkgo;‘,

ks k%
Sym Tw(p)L Sym"TyM
\Iji(p) = \Ijzl3 =
% % It/
o(p) Ik-i-l p [k-i-l
©(p) p

donde ¢, en la ltima linea es definida por la regla f + I:Z&% — (foy) + I;j“.
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Demostracion. En efecto observemos que es suficiente hacerlo para los monomios en

Syka¢(p)L, ya que las aplicaciones que intervienen en el diagrama estan bien definidas

y son lineales. Lo cual implica que, no importa como se escriba un elemento general del

dominio Sym*T* I como suma de monomios, el resultado siempre va a ser la suma de las
)

imagenes de dicsfl(op)s monomios. Consideramos entonces el monomio
dopyf1 = - - dopy fr € Syka;(p)]L
asociado a fi, fa, ..., fx € lyp C C°(L). Bajo \If’; ) Symkapz este monomio va a
doyf1 - - dop e — dp(fiop) - ... - dp( froyp)
— (fiow) ... (frow) + IJ*

mientras que bajo la aplicacion ¢; o \I/';(p) su imagen es:

— (flfk)OQO—i—Ingl

al jalar las funciones lo cual es por definicion un homomorfismo de algebras

(fiocw) o (fkow) = (fi- oo fu)ogp.

asi las dos aplicaciones ¢ o \D’;(p)

cualquier monomio y por ende para un elemento general de Sym”*7T o

y \IJ’; o Sym’“gpj7 tienen las mismas imégenes para
L. [

p)

1.3. Hessianos y Aplicaciones Afines

Se vera que existe una biyeccién entre conexiones libres de torsion y operadores Hessianos
sobre una variedad afin, lo cual nos permitirda adecuar la Definicién 1.32 de una aplicacién
afin ¢ : Ml — LL entre variedades afines por el Corolario 1.35 en términos del Hessiano:

Hess"(fop) = (Sym’p") (Hess"f) .

Definicién 1.24 (La Matriz Hessiana de una Funcién).

En el célculo vectorial se define la matriz Hessiana de una funcién suave f : R™ — R en
un punto (xzq, ..., &, ) como la matriz simétrica m x m formada por todas las segundas
derivadas parciales de f y se denotara por Hess f:

82 82
awlgxl(ajl""’xm) 8m18];m(x1""7xm>
(Hess f)(x1, ..., ) = : :
82 62
axmgml( 1,...,$m) Bmmgxm(xl"'me)

Ahora asociamos a la matriz Hessiana simétrica de la Definicién 1.24 un polinomio cuadratico
dado por:
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Definicién 1.25 (Polinomio Hessiano).
Sea f: R™ — R una funcion suave y sea Hess f su matriz Hessiana. Se define el polinomio

Hessiano de f en un punto (z1, ..., Z,, ) € R™ como el polinomio cuadrético en m incognitas
dxy, ..., dx,, dado por:
1 m
(Hess f)(x1, x2, ..., Ty, =35 Z $1,x2,...,xm)d1’#-dmy.
Observaciones:

1. Por la féormula de Taylor 1.18 para una funcién suave f : R™ — R tenemos en un
punto critico (1, ..., x,, ) € R™ de f el siguiente desarrollo de Taylor:

flzy + dxy, ..., 2 + dxy,)
= f(xy,...,xpn) + (Hessf)(x1, ..., zp) + O((dxl, ...,dwm)3>.

Debido a la unicidad de este desarrollo el Hessiano de una funcién suave f : R™ — R
en un punto critico (1, ..., ,, ) queda totalmente determinado.

2. En un punto (xy, ..., z,, ) € R™, que no es critico para la funcién f : R”™ — R, el
Hessiano de dicha funcién no esta determinado totalmente por el desarrollo de Taylor
como ocurre cuando el punto es critico, debido a que el concepto de una funcion lineal
depende fuertemente del tipo de coordenadas elegidas, véase el Ejemplo 1.26 abajo.

3. Para identificar las incégnitas dzq, ..., dr,, que aparecen en la Definicién 1.25 del
polinomio Hessiano con algo méas tangible, necesitamos recordar la Definicién 1.20 del
espacio cotangente en términos de los ideales IIf. Las incognitas dxq, ..., dx,, que
aparecen en la Definicién 1.25 del polinomio Hessiano de una funcién se interpretan
como las diferenciales de las funciones coordenadas z1, ..., x,,, en otras palabras, se
tiene que:

Hess, f € SyszI;k M .

Esto es, se puede interpretar el Hessiano como un polinomio cuadratico en 7, M.

Ejemplo 1.26 (Coordenadas Polares).

Tomando coordenadas polares en R? se tiene que las funciones lineales f : R? — R en
coordenadas cartesianas (x, y) al pasarlas a coordenadas polares (7, §) con el cambio de
coordenadas x = 7 cosf, y = r senf toman la forma

f(r,0) = ax + by = arcosf + brsend

con parametros a, b € R, las cuales a simple vista no tienen la apariencia de ser lineales. De
hecho se sabe que en coordenadas polares (, #) el polinomio Hessiano se calcula as:

(Hess f)(r, 0) = ;?;‘é(r 0)dr - dr + a2ge(r,9)dr-d0 + 2(;9];(7” 6)do - do
_lg(r’g)d do + Taf(r 0)do - db

r 00 2 Or
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Definicién 1.27 (Operadores Hessianos).
Un operador Hessiano o un Hessiano en una variedad suave M es una aplicaciéon R-lineal

Hess: C®°(M) — T(Sym?T*M) fr— (Hessf: p — Hesspf>

que satisface los siguientes axiomas:

Hesl) Es un operador diferencial de segundo orden: Si f € ];’ se anula en un punto p € M
hasta orden dos en el sentido del Lema de Hadamard 1.19, entonces:

Hess,f = 0

Hes2) Anula constantes: El Hessiano de la funcién 1 € C*°(M) constante igual a 1 es:

Hess1 = 0

Hes3) Para todo punto p € M y toda funcién f € If, tenemos:
Hess,f = (\I/f,)*l(f + Ig)

Se nota que el primer axioma de un operador Hessiano es redundante, porque es un caso
particular del tercer axioma: Una funcién f € I;’ que se anula en un punto p € M hasta
orden 2 representa la clase 0 = f + IZ en el cociente I7/I3 y entonces tiene Hessiano:

Hess,f = (W3)7'(f + 13) = (¥2)7(0) = 0.

En general un Hessiano asocia a toda funcién suave f € C*°(M) y a todo punto p de M
un polinomio cuadratico en T,M, a saber el polinomio Hess, f & Sysz; M. En ocasiones se
usa la notacién V2 f para el Hessiano, nosotros usaremos Hess f.

Ejemplo 1.28 (Hessiano de una Variedad Afin).
Sea (M, V) una variedad afin con una conexién V libre de torsién. El Hessiano Hess™
asociado a la conexién V es el operador diferencial de segundo orden

Hess" : C*(M) — T'(Sym?*T*M) f — Hess"f

definido por:
(Hess" f) (X, Y) = X(Yf) — (VxY)/f

Aunque no es complicado verificar los axiomas de operadores Hessianos para el operador
Hess" usando argumentos abstractos, nos conviene hacerlo en coordenadas locales para tener
una referencia (1.7) para la forma que toma un operador Hessiano en coordenadas locales.

Elegimos entonces un sistema (1, ..., Z,, ) de coordenadas locales y definimos los simbolos
de Christoffel Ffw de la conexiéon V como les hemos definido antes, por la igualdad:
0 - 0
V s =: DX (21, .oy ) =
3a, 01, ; w1 ) oxy
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En estas coordenadas locales el operador Hessiano Hess™ tiene una expansién de la forma

HessM'f = (Hesst)<7 —)dxu - dx,

2
H,v=1
1« g 0 - 0

3 E (s - (B )

donde la primera igualdad es la expansion general de formas bilineales simétricas y la segunda
—1
refleja la Definicién 1.28 de Hess™. La accién % f = (f °2) de los campos vectoriales

base como derivaciones locales de C*°( M) convierte esta formula en la férmula local deseada

Hv=1

para cualquier f € C*°(M). Evaluando esta expresiéon en un punto p € M obtenemos
Hessgﬂ f = 0 para cualquier funcién f € I;’ gracias al Lema de Hadamard 1.19, ademas es
claro, que Hess" 1 = 0 para la funcién 1 constante igual a 1. Finalmente Hess?)41 f es igual
al término cuadratico de la serie de Taylor en p para todo f € Iz, por esta razén Hess™
también satisface el tercer axioma de operadores Hessianos.

Observacién 1.29 (Hessianos y Conexiones con Torsion).

De la misma manera se puede también definir el Hessiano de una variedad afin con una
conexion con torsion. Sin embargo este Hessiano asocia una seccion de T*M ® T*M a toda
funcion, no una seccion de Sym*T*M, por ende no discutiremos esta generalizacion.

Para generalizar el concepto de campos vectoriales a lo largo de curvas de la Definicién 1.8
consideramos ahora una aplicacién suave ¢ : M — L entre variedades diferenciables. Un
campo vectorial a lo largo de ¢ es una aplicacién suave X : Ml — TL, tal que el diagrama

>
M—2 1L

conmuta, es decir, tal que X, € T, L para todo p € M. Todo campo vectorial X € X(IL)
claramente induce un campo vectorial X o ¢ a lo largo de ¢, pero no todo campo vectorial
a lo largo de ¢ es de esta forma. Un punto mucho més importante es, que el conjunto X( ¢ )
de todos los campos vectoriales a lo largo de ¢ es el C*°( M )-mddulo de secciones de un haz
vectorial sobre M, el llamado haz tangente jalado *T1L:

Definicién 1.30 (Haz Tangente Jalado).
Sea ¢ : M — L una aplicacion suave entre variedades diferenciables. Esta aplicacion nos
permite jalar el haz tangente TIL de L a un haz vectorial ¢*T1L sobre M definido como:

OTL = { (p,X) | peMyX € T,y } € M x TL.
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Una secciéon de p*T'L es esencialmente lo mismo que un campo vectorial a lo largo de ¢:

o

X(p) = T(¢"TL) X s (M s WTL, p — (p, Xp)).

Cada conexién afin V¥ en la variedad L induce una conexién ¢*TL en el haz tangente jalado.

Definicién 1.31 (Diferencial de una Aplicacion).
La diferencial de una aplicacién suave ¢ : Ml — LL siempre se puede interpretar como un
homomorfismo de haces vectoriales, ambos sobre M, definido en el diagrama conmutativo:

O*TL ——TL

\/ |

L .

Asi mismo la diferencial de ¢ es una seccién suave del haz Hom(TM, ¢*TL) = T*M®e*TL:
oo € T(T'M ® ¢*TL ) .

Definicién 1.32 (Aplicaciones Afines).
Una aplicacién suave ¢ : M — L entre variedades afines (M, V™) y (L, V%) se llama una
aplicacion afin, si y solamente si su diferencial ¢, es una seccién paralela de T"M ® ¢*TL

(VM* ®QO*VL)QO* = 0
con respecto a la conexién inducida por las conexiones VM* en T*M y ¢*VE en o*T'L.

En otras palabras: la condicion de que ¢, sea paralela quiere decir que ¢, es un homomorfismo
paralelo entre los dos haces vectoriales TM y ¢*TL, sobre la variedad M en el sentido

\ / oo (VEY) = (¢"V')x(p. oY) (1.8)

pxoY

para todos los campos vectoriales X, Y € X(M). Esta interpretacién del concepto de una
aplicacion afin es particularmente 1til para demostrar, que la composicion de dos aplicaciones
afines cualesquiera es automaticamente una aplicacién afin también. Para el caso en que
¢ : M — L sea un difeomorfismo afin global la ecuacién (1.8) toma la forma

pe (VXY) = Vixp Y (1.9)
en donde ¢, es el isomorfismo de algebras de Lie inducido por el difeomorfismo global ¢:

p.: D(TM) = T(TL), X — (gp*X: L — TL, o(p) — gp*,pxp)

La ecuacién (1.9) y sus adaptaciones seran muy ttiles para demostrar el Lema 3.22, también
nos permitiran demostrar el Teorema 3.27 y el Lema 3.28.
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Definicién 1.33 (Grupo de Difeomorfismos Afines).
Sea M una variedad afin con su conexién afin V en el haz tangente. El grupo de automorfismos
afines de (M, V) es el grupo formado por todos los difeomorfismos afines de M, es decir:

Aff(M, V) = { ¢: M— M | ¢ es un difeomorfismo y una aplicacién afin }.

Ejemplo 1.34 (Grupo Afin de R™).
El grupo afin de la variedad diferenciable R™ con la conexion trivial
0 ) o 0 0

- 9
tivial () 27 4 — Xy ) — + ... Xy, ) ——
Vx (ylaxl + + U 5 (Xwy1) o + + (XYm) i

es exactamente el grupo afin clasico de la geometria euclidiana:
AH(Rm, vtrivial) ~ GL(Rm) x R™
Este ejemplo dio el nombre a los conceptos de variedades y aplicaciones afines.

En este trabajo ya hemos visto ejemplos importantes de aplicaciones afines: Cada geodésica
~v: R — LL en una variedad afin I es una aplicacién afin con respecto a la conexion trivial
trivial L . . . ’ d

Vi en M := R caracterizada por la propiedad, de que el campo vectorial estandar 7
rivial ivial*
viveld - — = vigel g = 0 (1.10)

es paralelo en el sentido de la Definicién 1.10 para todo X € X(R). De hecho la diferencial
v« € I'(Hom(TR, v*TL) ) de una curva v en un punto ¢t € R se puede escribir en la forma

()t = dﬁ@%,t( %}J = dit ® §(t)

asi es verdad que 7, = dt ® 7. Entonces la diferencial v, de v es paralela, si y solo si

. . VL
( vtrlvlal* ® ’Y*V]L )i’)/* — ( vtcrllwal*dt ) ® ’Y + dt ® ( ry*v]lzi ’Y ) — dt Q —74 = 0
dt T T dt

debido a la ecuacién (1.10), es decir, si y sélo si v es una geodésica; nétese que dt # 0 es
una forma de volumen de R y no se anula.

Para estudiar el concepto de aplicaciones afines y otros ejemplos no tan triviales como el
de las geodésicas queremos desarrollar en coordenadas locales la forma precisa de la ecua-
cién diferencial parcial que satisface cada aplicacion afin ¢ : M — L. Elegimos entonces
coordenadas locales ( x1, ..., x,, ) para un subconjunto abierto U C M y similarmente coor-
denadas locales (1, ..., ;) para un subconjunto abierto V' C L. En la interseccién abierta
UnN e (V) C M de los abiertos U y ¢~ (V') la aplicacién ¢ : M — L se escribe

(yopox ") @, ...,2m) = (r(21, ooy Zm)y ooy O @1, ooy )
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con [ funciones componentes ¢, ..., ¢; definidas en z(U N ¢~ (V)) C R™. Recordamos
primero que en coordenadas locales cualquier campo vectorial X € X(ILL) sobre L se escribe

’ K
=1 ye
con [ funciones &, ..., & como coeficientes, definidas en el abierto y( V') C R!. Al contrario

cada campo vectorial X € X(¢) alo largo de ¢ tiene una expansién local de la forma

l
9
> Es(ar, oy ) 30 (1.12)
f=1

cuyo coeficientes son las [ funciones &, ..., & definidas en z(U N ¢~ 1(V)) C R™. Compa-
rando las expansiones (1.11) y (1.12) observamos, que no tiene sentido aplicar la conexién
V% a un campo vectorial a lo largo de ¢, porque la regla de Leibniz resulta en una expresién
absurda

!
0 ¢ 0 0
Ve &8 5— = ( B(x T ) 5=+ e, T ) Vg —)
Boe (62:1 dyp ; o g 3. 0Ys
en la cual no hay manera légicamente consistente de definir la derivada parcial g%: éste

problema insuperable da origen al concepto de la conexién jalada ¢*V*. Para describir esta
conexién en coordenadas locales simplificamos primero la notacién, abreviamos los argu-
mentos en que se evalian casi todas las funciones en las cuentas que siguen de la siguiente
manera:

X = (21, ..., %)
YV = (pi(zr,. o xm), oo o1, ) )

Ademas necesitamos los simbolos de Christoffel F’\V y fa de ambas conexiones VM y VL

0
V I, IS (v eu) 57—
8%, Z ax A\ 3y/3 8yV ; By Mo
Las derivadas parciales de las [ funciones componentes 1, ..., ¢; de la aplicaciéon ¢ con
respecto a las variables x1, ..., x,, son los coeficientes de la matriz Jacobiana de ¢, entonces

no es dificil convencerse de que la diferencial ¢, de la aplicacién ¢ se escribe

™ N 05 B

en las coordenadas locales elegidas. Asi el empuje X —— ¢, o X de campos vectoriales en
M a campos vectoriales a lo largo de ¢ definido en el diagrama (1.8) es dado por la regla:

l
Py © 9 Z%(é’()i. (1.13)
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Finalmente podemos definir la conexién jalada ¢*V™ en coordenadas locales explicitamente.
El problema de la expresion absurda en nuestro nuevo enfoque se resuelve por el hecho de
que la conexién jalada ¢* VY para campos vectoriales a lo largo de ¢ es una conexién sobre el
dominio M y no sobre el codominio LL de la aplicacién ¢. Tomando eso en cuenta obtenemos

Ly N (a0 L 0
(¢"V7) awu (Zéa ) = Z(axu(x)a_ya ‘f‘fa(X)v((p* )aya>

a=1 a=1
i &, l Ovg ~ 0
= X))+ x) 228 () Te 7
a=1 <ax“( ) +5,’Y:1§y< )axﬂ< ) BW(y) aya

es decir, que los simbolos de Christoffel de la conexién ¢*V* sobre M son dados por:
O
ZFM —5 (X). (1.14)

Usando las ecuaciones (1.13) y (1.14) podemos calcular las dos expresiones que intervienen
en la definicién de (VM* ® ¢*V%) o, obteniéndose:

oz Oxy, 1
2y 0 ' 9y 0
— 2 (X)) =— + LX) (¢ V" —
az:l Oz, 895,,( ) OYa ; axy( ) )% 0y,
I l
0% s ) 0
= (X F X Ty | —
> (25 + Y B 52w ) o
a= B,y=1
0 T 0
. M — . F/\ X)) —
14 (V%&c,,> 14 (}; mv )8@\>
l m
Op 0
D DREY am) .
a=1 ()\:l 8 0x>\ aya
Tomando su diferencia obtenemos finalmente:
0
Mix Ewi 7
[(V DV W*]%ax,,
0 0
_ L N M
= (SOV)ag (w*ﬁy) %(Vai#&%)
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Entonces, una aplicacion ¢ : Ml — L entre variedades afines es una aplicacién afin, si y
s6lo si con respecto a un sistemas de coordenadas cualesquiera (z1,..., 20 )y (Y1,-.-, Y1)
se satisface la siguiente ecuacién diferencial parcial

D2 0 0 0pq

3 () L3 T ) (X)) = SITL(X) GEY) = 0 (11
Biv=1 A=1
para todo a = 1,...,l y todos u, v = 1,...,m. Este sistema de ecuaciones diferenciales
parciales es una generalizacién directa de la ecuacién para una geodésica (1.2): el tnico
sfmbolo de Christoffel de la conexién trivial V#Vial en R se anula T}, (t) = 0 a causa de
la ecuacién (1.10), en consecuencia el sistema (1.15) caracterizando aplicaciones afines se
convierte en:

dQ’ya dv, dy d%
el Z T, (100, s W) Z2(H) ZF (t) = 0.

Una propiedad bien interesante del sistema (1.15) de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales merece mencion: se puede resolver algebraicamente para todas las derivadas parciales
de segundo orden de las [ funciones componentes ¢1, ..., ¢; de una solucién ¢ : M — L.
Asi toda aplicaciéon afin ¢ : Ml — L de una variedad afin conexa M queda determinada
por su valor p(p) € Ly su diferencial ¢, p, : T,M — T, L en un punto arbitrario p € M.
En particular Aff(M, V) es un grupo de Lie de dimensién a lo mas m? + m para cualquier
variedad afin Ml de dimensién m. Segun el Ejemplo 1.34 esta cota superior es realizada para
R™.

Lema 1.35 (Aplicaciones Afines y Hessianos).
Una aplicacion suave ¢ : M — L entre dos variedades afines es una aplicacion afin en el
sentido de la Definicion 1.32, si y sélo si para toda funcion f € C®(L) es verdad que:

Hess"(fop) = (Sym*y”™) (Hess"f) .
Demostracion. La idea simple de la demostracion es verificar la identidad més precisa
Hess"'(f o ) — (Sym?*p") (Hess"f) = (df o o, (VF@¢'V)p.) (116

para toda aplicaciéon ¢ : M — L y toda funcién f € C°°(LL) en coordenadas locales.

La expresion a la derecha de la ecuacién (1.16) denota una seccién del haz Sym*7T*M, cuya

definicién explicita se deduce directamente de las siguientes cuentas: el valor de esta seccion

en un punto p € M depende bilinealmente de [(V™* @ V™)., v dyp f, por ende el

lado derecho de la ecuacién (1.16) se anula para toda funcién en L, es decir, para todo
wf € so(p)L’ si y solamente si la diferencial ¢, de la aplicacién ¢ es paralela:

(V™ @ VM) p, = 0.

Para el calculo en coordenadas locales seguimos usando la notacion fijada para las cuentas
anteriores. Sea (1, ..., T, ) un sistema local de coordenadas para un subconjunto abierto



CAPIiTULO 1: GEOMETRIA DIFERENCIAL AFiIN 21

UC My (yi, ...,y ) unsistema de coordenadas locales para L definido en un subconjunto

abierto V' C L. En la interseccion U N ¢~ (V) la aplicaciéon ¢ : M — L se escribe como

un [-ada (1, ..., ¢;) de funciones de z, ..., x,, caracterizadas por:
(yOgOO[L‘_l)<[L'17,,,7(L‘m) - (wl(xh"wxm)a“'7¢m(x17"‘)xm))

aqui los argumentos més comunes de las funciones en nuestros cédlculos los denotaremos por:

X = (x1,..., %) YV = (pi(z1,. 0 xm), o, )

ademas usaremos respectivamente la siguiente notacién para los simbolos de Christoffel de
las conexiones VM y V&

m a I N 6
)\ L o
- Vig 77— = g r . .
ax a.’I)V g g 0 &EV ﬁ'y( Y, » Ui ) ay
Sea f € C*(L), aplicando la regla de la cadena a la composicién

(fopoa™)(X) = ((foy)o(yopor ™ ))(X) = (foy ') (V)

obtenemos las derivadas parciales de f o ¢ € C°°(M) de orden uno y dos:

a((fo(p)ox*l)()(_) _ Z )aQOQ(X)

8[)3)\ (()ZE)\

P((fop)oal) _ g Iy
0w, 0z, (¥) = Z: 8y58y7 y)QM(X)OxV(X)

foy™) 0% Pa
+Z an V) gy g (X)

Con esto la férmula (1.7) para el operador Hessiano Hess™ en coordenadas locales nos dice:

Hess™

(
] — 0? op)ogz !

T2 Zl< (<fax#€gx,, ZF {;i))\ )<X>> dx, - dz,
N P(foy™h) o s, 1 09y

(2 5o

S (foyh) 0%p4 u ) 20
+ Z 8,% (y) [QmuaL/ Z i\b 895,\ X)] dx# ' dx

Por otro lado la férmula (1.7) para el operador Hessiano Hess" da el resultado:

l l
! O2( f ST foy™)
Hess f = 5 E: <W — aZIFB’ya—ya>dyﬂ . dy’y
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Para jalar Hess“f € TI'(Sym?7T*L) sobre la aplicacion ¢ : M — L a una seccién de
Sym?T*M tenemos que evaluar esta expresién en Y y remplazar las diferenciales dy, con

P'dye = d(ya o) = d(a Z ) dax

para obtener finalmente:
(Sym®¢” )( Hess"f )
m l
_ 1 P(foy™) 008, 1\ 90y
=5 > <5Z 5 0r ) g () G

l
_Zﬁ(foy [ Z F 8¢B(X)gi3(x)]>dxﬂ.dxw

B,y=1

Asi podemos verificar la identidad (1.16) central en la demostracién del Lema 1.35:

Hess"(
_ 1 —~ 9(foy™") pq 3<pa
- 522a—%<y><m SPOLEENTTEd

890 dp
+5;1F B(X)ax:(é\?)>dxu-d:vy.

Corolario 1.36 (Geodésicas).
Una curva suave v : R — M es una curva recta o una geodésica en una variedad afin M
con conexion libre de torsion V, si y solo si para toda funcion f € C*°(M) es verdad que:

o] (o) = Gty 40

Demostracion. Segun el Lema 1.35 una curva v : R — M es una aplicacién afin con
respecto a la conexién V¥Vl para R y entonces es una geodésica, si y sélo si

Hess®(f o v) = (Sym?y*)( Hess"'f ) (1.17)

para toda funcién f € C°°(M). En esta identidad ambos lados son secciones de Sym*7T*R,
que es un haz lineal sobre R, por eso la evaluacién en el campo vectorial estandar % de R

. d
Sym’T*R =5 R x R he — (t h(i dt))
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es un isomorfismo de haces lineales reales. Entonces, la igualdad en la ecuacién (1.17) equivale
a la siguiente:

d d d?
R —_— —_— —
Hessi (o) (5 5 ) = o

dt’ dt
d d
- (Sym Y )(HGSS f)t( dt’ dt>

d d
= (Hesslfy ) ot or er s ) = (Hesshfy £)(4(8), 5(1))

(fon)

t

para todo t € R. En la primera linea de este cdlculo hemos usado la Definicién 1.28 de Hess™

directamente junto con VEV*4 = 0, y en la tltima linea usamos la ecuacién (1.1). |

Recordamos que la composicién de aplicaciones afines es afin también, entonces cada aplica-
cién afin ¢ : M — L entre variedades afines M y . manda las geodésicas de M a geodésicas
de L. El siguiente lema asegura que el reciproco también es verdad: si una aplicacion sua-
ve manda geodésicas a geodésicas, entonces es una aplicacion afin. Citamos este lema sin
demostracion, porque su demostracién es muy similar a la demostracién del Lema 1.35:

Lema 1.37 (Aplicaciones Afines y Geodésicas).
Una aplicacion suave ¢ : Ml — L entre variedades afines M y 1L es una aplicacion afin, si
y solo si la curva ¢ o v: R — 1L es una geodésica para cualquier geodésica v : R — M.

Observaciéon 1.38 (Variedades Afines con Torsién).

En este trabajo consideramos unicamente conexiones sin torsion, aunque muchos resultados
como la Definicion 1.28 o el Lema 1.35 se extienden al caso general. Una de las excepciones
es el Lema 1.37, que en su formulacion actual no es vdlido para conexiones con torsion.

Teorema 1.39 (Clasificacién de Hessianos Generales).
En toda variedad diferenciable M existe una biyeccion candnica

{ V | conezidn libre de torsion} —» { Hess | operador Hessiano } V — HessV

entre el conjunto de todas las conexiones libres de torsion V en el haz tangente y el conjunto
de todos los operadores Hessianos.

Demostracion. La idea central de la demostracién es que la aplicacién V — Hess" es
una aplicacion afin lineal entre espacios afines en el sentido de la Definicién A.9 y que su
diferencial es invertible. Asi el Lema bésico A.10 de aplicaciones afines lineales implica que
V — Hess" es una biyeccién, eso es lo que queremos demostrar.

Para empezar es bien conocido, véase por ejemplo [KN], que el conjunto de todas las cone-
xiones libres de torsion en el haz tangente de una variedad M es un espacio afin, pues es un
conjunto no vacio con dos operaciones, que satisfacen los axiomas de la Definiciéon A.8. El
conjunto de todas las conexiones libres de torsién no es vacio por el Teorema 1.4, entonces
nos enfocamos en la operacion —, la otra operacién + es esencialmente el inverso de — y se
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define siguiendo los mismos argumentos. Dos conexiones V y V son aplicaciones R-bilineales,
por ende su diferencia esta bien definida como una aplicacién R-bilineal:

A: T(TM) x T(TM) — T(TM) (X,Y) — VxV — VxY.

La diferencia definida asi es de hecho C'*°( M )-bilineal debido a los axiomas de conexiones:
esta conclusion es clara para el primer argumento X € I'(TM), para el segundo argumento
Y € I'(TM) usamos la regla de Leibniz de las conexiones V y V para obtener:

Ax(fY) = Vx(fY)=Vx(fY) = (XY +fVxY = (X[)Y = VxY = fALY.

para toda f € C*°(M). Ademds la diferencia A = V — V es simétrica en los dos
argumentos X, Y. En efecto, calculamos

AxY — AyX = (VyY — VyV ) — (VyX — VyX)
= VxY — VWX — [X,Y] — Vx¥ + Wy X + [X, Y] = 0.

Ambas conexiones V y V son conexiones libres de torsiéon TV = 0 = TV. En consecuencia
al ser C°°( M )-bilineal y simétrica la diferencia de las conexiones V y V es una seccién:

A=V -V e I(Sym’T"M @ TM) .
Es decir, que el conjunto de todas las conexiones sin torsién es un espacio afin modelado por:
[( Sym*T*M @ TM ) . (1.18)

Repetimos ahora este ejercicio para el conjunto de operadores Hessianos en la variedad M, que
tampoco es un conjunto vacio gracias al Teorema 1.4 junto con el Ejemplo 1.28. Recordamos
primero que un operador diferencial de orden dos es una aplicacién R-lineal

D: C®(M) — I(Sym*T*M) f— Df
con la propiedad (Df), = 0 € SymZT;M para toda funcién argumento f € [g. Entonces,

(Ugtal)p: COO(M)/];' - Sysz;M f + Ig — (Df)P

es una aplicaciéon R-lineal bien definida en todo punto p € M, que se llama el simbolo total
del operador diferencial D en p. El simbolo principal de D en p € M es la composicion

p2 o.totalp
(op)p: Sysz;M — ]5/13 = C’OO(M)/]:), C5") SmeT;M
P P

en donde ‘1112, es el isomorfismo del Lema 1.22. El tercer axioma para Hessianos dice que:

(Hess,f) = (93)7'(f + L)
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para toda funcién f € 153 esto es equivalente al axioma, de que el simbolo principal de

un operador Hessiano en cada punto p € M es la identidad opess = idsysz*M. Entonces
dos operadores Hessianos en la variedad M tienen el mismo simbolo principal, por eso su
diferencia

D: C®(M) — I(Sym®T*M) f — Hessf — Hess f

es un operador diferencial de orden uno en el sentido (Df), = 0 € SymZT; M para toda
funciéon argumento f € Ig. Ademas anula las funciones constantes, por eso su simbolo total

(o) R@&TyM — C®(M)/2 — Sym*TyM f(p) ® dyf — (Df),
p

en un punto p € M se reduce a una aplicacion R-lineal T/M — Sym?T’ » M. Con lo cual
concluimos que la diferencia entre dos operadores Hessianos es una seccién del haz vectorial

Hess — Hess € I'(Hom(T*M, Sym>T*M) )
es decir, que el conjunto de todos los Hessianos en M es un espacio afin modelado por:
I'( Hom(7T*M, Sym*T*M) ) . (1.19)

Para demostrar que V — Hess" es biyectiva nos falta verificar que es afin lineal en el sentido
de la Definicién A.9 y que su diferencial es invertible. Observamos para este propdsito

(HessV™f)(X, V) = X(Yf) = (VxY + AxY ) f
= (HessVf)( X, Y) — (df, AxY)

en donde (, ) denota el emparejamiento canénico entre 7*M y TM. Entonces la aplicacion
V — Hess" sf es affn lineal con diferencial C°°( M )-lineal e invertible, por lo cual tenemos
la aplicacién

D(Sym*T*M ® TM) — T'( Hom(T*M, Sym®T*M ) )

inducida por el siguiente isomorfismo de haces vectoriales, compare con la proposiciéon A.12:
Sym*T*M @ TM — Hom(T*M, Sym>T*M ) A — (a —> —oc(A.')>.

Ejemplo 1.40 (Matriz Hessiana).

La conexion libre de torsiéon en el haz tangente de R™, que corresponde a la matriz Hessiana
del célculo vectorial, es exactamente la conexién trivial V%l en el haz tangente de R™
mencionada en el Ejemplo 1.34 del grupo afin de R™.
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Capitulo 2

Espacios Simétricos

2.1. Axiomas de un Espacio Simétrico

Aqui damos la definicién de espacio simétrico hecha por Ottmar Loos y construimos la
conexion de Loos para un espacio simétrico.

Definicién 2.1 (Espacio Simétrico).
Un espacio simétrico es una variedad diferenciable M, con una operacién binaria diferenciable

x 0 M x M — M (p,q) — pxgq
que satisface los siguientes axiomas:
S1) Bajo la reflexién centrada en cualquier punto p € M
Sp: M — M T —> pxx
el punto p es un punto fijo, es decir, S,(p) = p * p = p.

S2) La reflexién centrada en p es una involucién S2 = S, o S, = idy de la variedad M,
equivalentemente tenemos para todo par de puntos p, x € M:

px(p*xz) = x.

S3) La diferencial de la reflexion centrada en cada punto p € M en el punto fijo p es igual
a menos la identidad del espacio tangente T, M:

(Sp)ep: T,M — T,,,M = T,M X — —X .

S4) Las reflexiones S, y S, centradas en dos puntos cualesquiera p y ¢ de M cumplen
Sp © 5y = Ss,(q) © S
es decir, sea cual sea x € M se tiene:

px(gxz) = (pxq)*(pxx).

27
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Una interpretacion geométrica del cuarto axioma es dada en el diagrama:

T
p*(q*x)
q p
p*q
q*x
p*x

Lema 2.2 (Producto Cartesiano de Espacios Simétricos).

Sean M y L dos espacios simétricos con operaciones binarias sy y *1, entonces su producto
cartesiano M x IL también es un espacio simétrico bajo la operacion binaria:

(p7Q) *MxL (Ly) = (p*M xvq*]Ly)'

2.2. Ejemplos de Espacios Simétricos

1) [ Espacios Vectoriales |
Sea V un espacio vectorial sobre R de dimension finita. Entonces V' es una variedad
diferenciable y la operacion binaria diferenciable

x: VxV —V (pyx) — pxz = 2p — x

convierte a V' en un espacio simétrico. En efecto:

i) pxp=2p—p=p paratodop € V.

ii) Calculemos lo siguiente para todo p, z € V:

px(p*xz) = 2p—(2p—2z) = =x.

Entonces la reflexion S, : V. — V, x — p * z, es involutiva Sg = idy.

iii) Para verificar la diferencial de S, :
p,x € V:

(5000 5

V. — V,x —— p *x x, calculemos para

+t3c> = i
b T dt

d d
tr) = —| 2p— tr) = —| p—tz.
Op*(p+ ) il p—(p+tx) o Pt

iv) Para todo p, q, x € V es verdad que:

px(gxz) = 2p—(2¢—x) = 2(2p—q)—(2p—2) =
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En esta construcciéon se ha usado solamente la estructura de grupo abeliano de V.
Entonces la misma construccion funciona para otros grupos abelianos por ejemplo
funciona para todos los toros. Pero de hecho también funciona para grupos no abelianos.

[ Grupos de Lie |

Los grupos de Lie son espacios simétricos. Recordemos que un grupo de Lie G es
una variedad diferenciable con la estructura algebraica adicional de grupo tal que la

multiplicaciéon en GG y el mapeo inverso son aplicaciones diferenciables:

GxG — G (g,z) — gz
L G — G g +— gt

Para un grupo de Lie GG definimos la operaciéon binaria diferenciable

x: @ x G —d (g,x) — g*xz = 91’_19

que lo convierte en un espacio simétrico. Para verificar los axiomas calculemos:

i) gxg = g9y =y
i) gx* (g*ux) = g(gz7'g) 'y

= g9 tazgly = =z
iii) (Sg)*,g( %|ogetx) = %‘09*(g€tX)

= Glog(ge™) g

= Gl 9Ty = iloge™
iv) g* (h*2x) = g(hz™th)lyg
(gh™tg)(gteg™")(gh"g)
= (gxh)(gatg) " (gxh) = (gxh)x(g*z)

Para el tercer axioma hemos usado la identificacién izquierda del espacio tangente T,G

de un grupo de Lie G en un punto g € G con el dlgebra de Lie g := T.G de G:

~ d
g — T,G X — —| ge¥
|,

De igual manera se podria usar la identificacién derecha para verificar el tercer axioma.

[ Matrices Definidas Positivas |

SeaP, C Mat®® (R) el conjunto de matrices definidas positivas en el espacio vectorial

nxn
de matrices reales simétricas de n x n, es decir:

P, = { P € Mat)? (R) | P' = Py definida positiva 2'Px > 0 Vr#0eR" }.

nxXn
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Entonces P,, es un espacio simétrico bajo la operacién binaria diferenciable:
x: P, x P, — P, (P,X)— PxX = PX'P.

Para IP,, 1a demostracion de los axiomas que debe satisfacer un espacio para ser simétrico
es muy similar a la que se hizo para un grupo de Lie. Sin embargo P,, no es un grupo
de Lie, aunque sea una subvariedad de las matrices (ver apéndice A.24). Ademads el
subconjunto P, C P, de las matrices con determinante igual a 1 es un subespacio
simétrico, es decir P * X € [P) para dos puntos cualesquiera P, X € P;, porque
det( PX'P) = (det P)?(det X)L

[ Esferas |
La esfera de vectores con norma r > 0 en R"!, es decir,

Sto= {peR™ | glpp)=py+pi+ - +p=1"1}
es un espacio simétrico bajo la siguiente operacion binaria diferenciable

g(p, x)

x: S xS — S (p,x) — pxa = 2 5D — T
r

T

Observemos que el mapeo S, : SI' — S} es la restriccién a S} de la aplicacién lineal

S . R RHL z — S, (x ::—x—QM .
P o) ( g(p,p)p>

Esta aplicacién lineal tiene como valores propios a +1 sobre la recta Rp generada por
py a —1 sobre su complemento ortogonal {p}+ C R""! lo cual implica que:

i) Cada punto p € S} es un punto fijo S,(p) = p * p = p bajo la aplicacién S,
ii) La aplicacién lineal S, es involutiva S2 = idga1 y asip * (p * ) = z.
iii) Bajo la identificacién T,S? = {p}* tenemos:
(Sp)ep: {p}y — {p}* X — —X.
iv) La composicion de las reflexiones S, y S, en dos puntos p, ¢ € S} satisface:
Sp © S = Ss,(q) © Sp -

[ Espacios Hiperbdlicos |
La misma construccién funciona para el producto estdndar en R"*! con signatura de
Lorentz (n, 1). Aqui definimos g : R"" x R*™! — R por

glv,w) = —vowy + viywy + -+ + vV, Ww,

y con esto definimos el espacio hiperbdlico real de “radio” r > 0 por:

RH! = {peR"™ | g(p,p)=—r*yp >0 }.
El espacio hiperbdlico real es un espacio simétrico bajo la operacién binaria:
x: RH' x RH' — RH (pyz) — p*xax = 2g(p—,x)p_x'

—r2
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6)

[ Espacios De Sitter y Anti-De Sitter ]

Se tiene que la misma construccion funciona para cualquier producto escalar no dege-
nerado en R"*!. Sea ¢ : R"" x R™! — R un producto escalar no degenerado de
signatura (p, m ). La concha de masa 7? # 0

CM; = {peR"™ | g(pp)=r"}
es un espacio simétrico bajo la operacion binaria diferenciable:

x: CM] x CM! — CM! (p,x) — pxx = QMP—QU-

9(p, p)

En particular los espacios llamados De Sitter y Anti—De Sitter, dados por

ds; = {peR"™ |yg(pp)=-1}
AdS] = {peR*> " | g(pp)=+1}

son espacios simétricos “Lorentzianos” de gran interés en varias teorias de gravitacién,
en cosmologia y fisica tedrica en general.

[ Espacio Twistorial |

El espacio twistorial de la esfera S?*~2

se define por:
T(R*™) := { I € EndR® | I ortogonal e I* = —idgzn } .
Es un espacio simétrico con operacién binaria diferenciable definida por:
1 T(R™) x T(R*™) — T(R®™) (I,J) — IxJ = —IJI.

El espacio tangente a T(R?*" ) en un punto I € R?" se puede identificar con el siguiente
espacio vectorial:

TIT(R*™) = { A € Matgxon(R) | A" = ~Ay A = —AI }.

[ GraBmannianas |

Sea GriR" el conjunto de todos los subespacios de R™ de dimensién k € {0,...,n}.
Para cada U € GrpR" consideramos la decomposicion ortogonal de R™ en el subespacio
U C R" y su complemento ortogonal U+ C R™, es decir:

R = Ua U+ .

Sea pry; : R™ — U la proyeccién ortogonal a U con nticleo U~ entonces 2pry; — id es
un endomorfismo simétrico de R™ con los dos valores propios +1 y —1 cuyos subespacios
propios son U y U+. Esta construccién pone la GraBmanniana Gr;R™ en biyeccién

GrR" = Q7 Uwr— U = 2prp — id
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con el conjunto de todas las matrices simétricas involutivas con traza 2k — n:
Gl = { U € Mat,,R | U' = U yU? =idcontraza tr (U) = 2k —n } .

Para hacer GriR™ un espacio simétrico consideramos la operacién binaria suave

* ¢ GrpR" x GryR" — GrR" (U, V) — U xV
caracterizada por U %V := UV U. De hecho el resultado U V U es otra vez un ele-

mento de G}, porque se tiene para todo U , Ve G} las identidades

(V0 = 070 (@002 = 00000 = 0020 = id
y ademés tr (UVU) = tr (U2V) = tr (V) = 2k — n por la invarianza ciclica de la
traza. Por tal motivo la operacién binaria * : GrpyR"™ x GryR" — Gr,R"™ esta bien
definida y ademas satisface los tres axiomas algebraicos de un espacio simétrico:

i) U=xU = 00U = U
i) Ux(UxV) = UUVU)U
= 02V D? =y
iv) Ux (VW) = (7(‘7/1/17\7)(7
= (UVUY(UWU)(UVD)
= (U VYU «WYU V) =2 (UxV)x(UxW).

Por otro lado, la biyeccion GriR" =, G} es de hecho un encaje de la Grafimanniana
en el espacio vectorial Mat, «,( R ) de matrices de n por n. Asi induce un isomorfismo
de espacios vectoriales entre el espacio tangente de GripR"™ en un punto U € GrpyR" y

TyGrR* = { X € Matyun(R) | X' =Xy XU +UX =0 }
con lo cual podremos establecer el tercer axioma de un espacio simétrico también:

dl ~ ~ .
(Su)evX = 2| U(U+tX)
0

~ ~

- UXU = —-U?X = -X.

)
~

Por lo tanto se tiene que la Grassmanniana es un espacio simétrico. Finalmente el
producto escalar g(X,Y) := tr(XY ) definido en el espacio vectorial Mat,, s, (R )
induce una métrica riemanniana grg en la Grassmanniana GrpR" llamada la métrica
de Fubini—Study. Tenemos que todas las reflexiones Sy son isometrias, ya que:

AN AN AN AN A A AN AN AN AN A

gUXU,UYU) = o(UXUYU) = g(X,Y).
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Definicién 2.3 (Homomorfismo entre Espacios Simétricos).

Sean M y IL dos espacios simétricos cuyas operaciones binarias diferenciables estan dadas por
sy 0 MXM — My, @ L XL — L respectivamente. Una aplicacion suave ¢ : Ml — L
se llama un homomorfismo de espacios simétricos, si y solo si para todo p, ¢ € M:

o(p*mq) = @(p)*L p(q) .

Definicién 2.4 (Subespacio Simétrico).
Sean M un espacio simétrico con operacion binaria diferenciable dada por * : M x M — M.
Entonces una subvariedad I. € M se llama un subespacio simétrico, si y solamente si

pxq € L paratodop,q € L

es decir, si IL es un espacio simétrico bajo la operacion binaria de M restringida a L. En este
caso la inclusion ¢ : . — M, p — p, es un homomorfismo de espacios simétricos.

Lema 2.5 (Composicién de Homomorfismos).
Sean p: M — L y ¢ : L. — O dos homomorfismos de espacios simétricos, entonces su
composicion es un homomorfismo de espacios simétricos también:

M -5 L% 0.
Demostracion. Por definicion de homomorfismo de espacios simétricos se tiene que:
vlp(p = q)) = v(o(p)* e(q)) = v(e(p)) *o P(e(q)) -

Lema 2.6 (Interpretaciéon del Axioma Cuatro de Espacios Simétricos).
Sean M un espacio simétrico con operacion binaria diferenciable x : M x M — M. Entonces
el axioma cuatro de espacios simétricos

px(gxx) = (pxq)=*(px*uwx)
para cualesquiera puntos p, q, x € M es equivalente a que la reflexion
Sp: M — M T —> pxx
centrada en p € M sea un automorfismo (involutivo) del espacio simétrico M.

Definicién 2.7 (Geodésicas en Espacios Simétricos).
Sea M un espacio simétrico con operacion binaria x : M x M — M. Una geodésica en M
es un homomorfismo v : R — M de espacios simétricos, esto es, para todo 7, t € R:

!

V(T t) = (27 —t) = (1) *m Y(t).
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Ejemplo 2.8 (Geodésicas en Espacios Vectoriales).
Sea V' un espacio vectorial sobre R, las rectas en V definidas por

v: R — V t— y(t) = p+ tzx
con p, x € V son geodésicas, pues calculando tenemos que

Y(7) *v () = 29(7) — (1)
2(p+712) — (p+tx) = p+ (27 — 1)z
= (21 —t) = (7T *r t).

Corolario 2.9 (Invarianza de las Geodésicas).
Sea M un espacio simétrico y sea v : R — M una geodésica en M. Entonces, la imagen de
v bajo la reflexion S, : Ml — M centrada en p € M es una geodésica en M, a saber es la
geodésica:

Spoy: R — M t — pxy(t).

Demostracion. Segin el Lema 2.6 la reflexion S, : Ml — M, o —— p * z, centrada en
cualquier punto p € M es un homomorfismo de espacios simétricos. Entonces la composicion
S, o v: R — M de dos homomorfismos de espacios simétricos es una geodésica. [ |

Corolario 2.10 (Los Subespacios Simétricos son Totalmente Geodésicos).

Sea I. C M un subespacio simétrico del espacio simétrico M. Entonces 1L es totalmente
geodésico en M: si cada geodésica v : R — 1L en el subespacio simétrico I es una geodésica
Lo~vy: R — M en el espacio simétrico M también.

Demostracion. Por definicién la inclusion ¢ : I — M, p — p, de un subespacio simétri-
co L. C M es un homomorfismo de espacios simétricos. [ |

Lema 2.11 (Ecuacién Geodésica en un Espacio Simétrico).

Toda geodésica v : R — M en un espacio simétrico M satisface un sistema autonomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias requlares de sequndo orden y toda solucion local de este
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias asociada al espacio simétrico M se extiende a
un homomorfismo v : R — M de espacios simétricos.

Demostracion. Para obtener un sistema de coordenadas locales del producto cartesiano
M x M copiamos un sistema de coordenadas locales (zy, ..., x,,) de M, las copias del
segundo factor las renombramos por (yi, ..., ¥, ). En particular la diagonal M € M x M
es igual en las coordenadas locales que elegimos para el conjunto de puntos:

(X1, ooy T Ty ooy T )

La operacion binaria diferenciable x : Ml x Ml — M corresponde en estas coordenadas
locales para Ml x Ml a m funciones diferenciables Sy, ..., S,, de 2m variables, es decir:

x’l(xl, ey Xy ) X x’l(yl, s Um)

= x_l(Sl(xla---amm; yla--'7ym)7 SR Sm(xlw"axm; yl?"'aym)) .
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En coordenadas locales una curva v : R — M se escribe t — y(t) = (71(t), ..., ym(t) ) v
tal curva es un homomorfismo de espacios simétricos, si y solamente si

7)\(27— - t) = S)\<71(7—)7 R fVm(T% 71(07 SO 'Ym(t))

para todo A = 1, ..., m y todo 7, t € R. Tomando la segunda derivada con respecto a t
por medio de la regla de la cadena en estas ecuaciones obtenemos:

d?yy L 9%5, dvy, , . dy
27 —t) = e Y () (@) () ) =2 () —=(t
dt2? ( 7 ) uy_lﬁyuﬁyy(%(ﬂ’ ) Y (7)771( )7 ) Vi ()) dt() dt()
“ 8S>\ dQ’}/
3 S22 (), (T D), (8 )
— oy, dt
Evaluamos las ecuaciones obtenidas en 7 = t y llegamos a:
&> — Sy Ay A
t — 2 (@), o, () (1), L, () (¢ t
(1) *layuay,/(vl(), A0 10, s wn8) T (e) T 1
B 3S>\ 2 (2.1)
e Y (B (@), o m(t E(t) .
+Zayﬂ 0 s Am0) S )
Ahora para todo punto p € M del espacio simétrico M el tercer axioma
(Sp)ep: T,M — T,M X — —X
visto en las coordenadas locales que elegimos se lee como sigue
oS
a—y:(xl,...,xm, L1y ooy Ty) = — Oxnzy (2.2)
para todo (z1,...,Z,). Con estos valores el segundo sumando en la ecuacién (2.1) se reduce
a la siguiente igualdad:
Zmi 6)SA( (t) (t); m(t) () d%“(t) = - dz%(t)
‘u:layu /yl ""77771 771 "“77"71 dtQ - dtQ

T = 5 3 I a0, 0 0, ) D) D) (29

Asi hemos obtenido finalmente el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden, que caracteriza a las geodésicas en M. Para demostrar el inverso de que toda solucion
de este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es una geodésica en M se usa la unicidad
de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales prescritos. |
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Definicién 2.12 (Simbolos de Christoffel).
Para un espacio simétrico M se definen los simbolos de Christoffel con respecto a las coor-
denadas locales (z1, ..., x,, ) por:

1 0%S,
A o )
Do (2, o ) = —§8yuayu(x1,...,3:m,x1,...,xm).

Asf usando esta definicién la ecuacién de las geodésicas (2.3) asociada a un espacio simétrico
M se escribe como

d* o Ay, d
72 () + Z L (i (1), '“77771(”)%(25)%(15) =0 Vi=1..m

w,v=1

Esta reformulacién tiene exactamente la misma forma que la ecuacién (1.2) de las geodésicas
asociada a una conexion V libre de torsion en el haz tangente de M pues Ff;l, =T r//\w porque
al tratar con funciones suaves tenemos:

1 9%S
A _ A .
Fw(xl,...7xm) = —§m<xl,...,xm,$l,...,$m)
1 825)\ A 1
= —§m(x1,...,xm;wl,...,xm) = FVH({E,...,Z'm).

2.3. Construccion de la Conexion de Loos

Definicién 2.13 (Conexién de Loos).

Todo espacio simétrico M tiene asociada una conexion canonica libre de torsién en su haz
tangente, la cual se llama la conexién de Loos y se denota por V. En términos del Hessiano
asociado la conexiéon de Loos de M queda definida por

Hessylylf = (U7 f;wd + 1)

donde f*% € I? es la modificacién de f € C*°(M) en el punto p € M definida por:

(f+foSp) - fp)1.

DN | —

f;)nOd —

La virtud de definir la modificacién f;"° de una funcién arbitraria f € C~(M) de esta
manera es que p € M es automaticamente un punto critico de su modificacion f;“"d € Ig .
Esto es, el concepto de modificacién provee a un espacio simétrico M de un operador Hessiano,
que corresponde mediante el Teorema 1.39 a una conexién canodnica libre de torsion en el
haz tangente de M llamada conexién de Loos V°%. Verificamos primero que la modificacién
f;md de cualquier funcién f € C°°(M) en un punto p € M siempre se anula en p:

fred(p) = S(f(p) + f(p*p)) — flp) = 0.

1
2
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Entonces, podemos establecer la condicion de que f;md € [3, para la construccion de la
conexién de Loos calculamos la clase d,( f;fwd) = f;wd + II? representada por f;wd

LU = S0+ d(fo5,)) — f(p)dy1
1 1
= 5 pf+ §(Sp);dpf =0

en el cociente I,/ [g. En este calculo hemos usado d,1 = 0 y el hecho que la diferencial

(S,)5: T'M — TiM dh — dy(hoS,) = —d,h (2.4)
es la aplicacién lineal adjunta a (.S, )., : T,M — T,M, y asi es igual a menos la identidad
debido al tercer axioma de espacios simétricos. En conclusion f;“Od € I, representa la clase

0el,/ [5 y por ende satisface f;md € [5 como lo queriamos. En particular el Hessiano
M _ 2\—1 mod 3
Hess, f = (\I/p) (fp od 4+ ]p)

estd bien definido para toda f € C*(M) y todo punto p € M. Por el momento no
verificamos que el mapeo p —> Hess}%41 f es una seccién suave del haz vectorial Sym*7*M
sobre M, esta cuenta explicita en coordenadas locales la daremos maés tarde.

En seguida verificaremos los axiomas de un operador Hessiano para Hess". Observamos
primero que la modificacién de la funcién constante 1 € C*°(M) es igual a la funcién cero

1med (1 +1085,) -1 =0

N —

porque 105, = 1 trivialmente, es decir Hessg/ﬁl = 0 para todo punto p € M. Aplicando el
Lema 1.23 a la aplicacion suave S, : Ml — M obtenemos el diagrama conmutativo

Sme(Sp);

Sym2TI;k M SyszI;k M
\I/z%l% \I}%L%
(Sp)p

2 P 2

I/ [Z;j I/ [g,
con el isomorfismo \IIZ en las columnas. En este diagrama la aplicacién Sym?( .S, )y es la
identidad, porque la ecuacién (2.4) asegura que ( Sy ); = —idrsm, es decir:

(Sp)y: 12 — 12/ s, fAIB e foS, + 13 = f+ 13
p p

Asi obtenemos para cualquier funcién f € Iz que se anula en p € M hasta orden 1 que:

et + 1 = (%(fvtfosp) —f(p)1> tL o= ft



38 CAPITULO 2: ESPACIOS SIMETRICOS

porque f(p) = 0. Es decir, que f = f;)“"d modulo el ideal I;’ y en consecuencia directa:

Hesst/ = (W)7(ft + 13) = (W2)7'(f + D).
Asi Hess" satisface el segundo y el tercer axioma para un operador Hessiano formulado en
la Definicion 1.27, en particular es un operador diferencial de orden dos y entonces también
satisface el primer axioma. Usando la clasificacion de los operadores Hessianos en el Teorema
1.39 concluimos que cada espacio simétrico M lleva una conexién candénica V' libre de
torsién en su haz tangente, la conexion de Loos caracterizada por la identidad

(Hess"f)(X, V) = X(Yf) — (VR™Y)f (2.5)
para cualquier funcién f € C*°(M) y todo par de campos vectoriales X, Y € T'(TM).

La construccién de la conexiéon V% de Loos a través del operador Hessiano asociado es
bastante técnica y abstracta, entonces usaremos otra version para esta construccion utili-
zando coordenadas locales. Sea (z1, ..., x,, ) un sistema de coordenadas locales para un
abierto U C M en un espacio simétrico M con operacion binaria * : M x M — M,
y sea (x1, ..., Tm; Y1, ---, Ym ) €l sistema de coordenadas locales copiado para el abierto
U x U C M x M como en nuestros calculos anteriores de las geodésicas en M. Gracias al
primer axioma de espacios simétricos la interseccion U x U N *~1(U) C M x M contiene
por lo menos una vecindad de la diagonal de U, en esta interseccién la operacion binaria se

puede escribir como una m—ada Sy, ..., S, de funciones componentes:
-1 ~1
T (w, ) 2 (Y1, e YUm)
_ -1 . .
= X (Sl(zla'-->$m7yla'-'7ym)7"'7Sm(xlw"axm?yl?"'aym))‘

Fijamos un punto p € M y fijamos la notacién

X = (z1, ..., %) P o= (21(p), s Tm(p))

para los argumentos comunes y asi reducir el tamano de las férmulas. Para calcular HessgJI f
para una funcién dada f € C°°(M) en el punto p € M contemplamos la identidad

(xoS,ox ') (X) = (SiU(P,X), ..., Su(P, X)) .
que refleja la definicién de las funciones componentes Sy, ..., .S, de x y podemos concluir:

(foS,ox ') (X)) = (foa ' )(SiP,X), ..., Su(P, X)).

Segtin la regla de la cadena las segundas derivadas parciales de la composicién f o S, o 27

SOI:

P(foSpor™) by _ xn Pfor)) 0 . o OSs
Do om, X) = Q;IW(&(P,X),...,Sm(P,X))a—yﬂ(P,X) 2P )
m S )
i Za%—:ff)“ﬂp’?‘)w--ﬂm(Pﬂ)) TH_p x)

ayu oy,
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Ahora evaluamos esta expresiéon en X' := P tomando en cuenta el primer y el tercer axioma
de espacios simétricos respectivamente en la forma P = (S (P, P), ..., Su(P,P))y
0S5,
( 7)7 P ) - = 504:#
Y,

que hemos usado antes en la ecuacién (2.2). De esta manera obtenemos el resultado final:

D*(foSpox™t) P (foxh) 2 O(foxt) 025,
0z, 0z, (P) = Oz, Oz, (P) + Z 0y (P)ﬁyuﬁyy

A=1

(P, P). (2.6

Un punto interesante en esta formula es que los coeficientes de la suma, salvo un factor
escalar —2, son exactamente los simbolos de Christoffel de la Definicién 2.12, que obtuvimos
estudiando la ecuacién diferencial ordinaria satisfecha por las geodésicas en M:
0?85,
9y, Oy,

(P, P) = —QFI’)V(P).

Usaremos la ecuacién (2.6) para calcular el valor del Hessiano: HessgJI f e SymZT;M de la
funcién f € C*(M) en el punto p € M. Para eso usamos un truco: justificado por la
identidad Hess) f = (W2)~'( fmed 4+ I3) = Hess, [ remplazamos f € C°(M) en la
formula 1.7 en coordenadas locales por su modificacion f;‘(’d € ]5 en p € M para obtener

. B 1 m 32<f;10d0x_1) '
Hess, [ = 5 ugl I (P)dpz, - dpx,
1L (1P(fea) 10(f 08,00
= 5 2 (57 P+ 3 G P )
puv=1
1l = [ P(foah) - I foa™)
= §u;1<m(7’) - ;FNV(P)a—M(P) dpr, - dyz,

para cualquier funcién f € C*°(M), en donde hemos usado la ecuacién (2.6) en la tercera
linea. Comparando esta férmula explicita del operador Hess™ asociado a un espacio simétrico
M con la férmula (1.7) para Hess¥ y una conexién V libre de torsién concluimos que los
simbolos de Christoffel de la Definicién 2.12 son de hecho los simbolos de Christoffel de la
conexiéon V% de Loos. En particular las geodésicas de la Definicién 2.7 coinciden con las
soluciones de la ecuacién geodésica (1.2) asociada a la conexién de Loos. El siguiente lema
es una generalizacién directa y profunda de esta conclusion:

Lema 2.14 (Los Homomorfismos son Aplicaciones Afines).
Sea ¢ : Ml — I un homomorfismo de espacios simétricos, es decir que tenemos

elprmz) = @(p) * w(x)

para todos p, x € M, entonces ¢ es una aplicacion afin en el sentido de la Definicion 1.52.
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Demostracion. Observamos primero que un homomorfismo ¢ : M — L entre espacios
simétricos entrelaza las reflexiones SM y S]L centradas enp € My ¢(p) € L en el sentido

(po ) (w) = wlprra) = ¢(p) mw(z) = (Skyoe)(x)

para cualquier x € M. Entonces la modificacién f;l(g‘; de una funcién f € C®(L) en el
punto imagen ¢(p) € L de un punto p € M se jala bajo ¢ a la modificacién de f o ¢ en p:

mod _

ww) © P f+f°5g%(p)°¢—f(<ﬁ(p))(10<p)
fop+ fosk,ow) — flem)1 (2.7)

(focp)+(foso)oS,“,/“> — (fop)p)l = (fo @)

IR NI= N

La naturaleza de los isomorfismos \Iff) del Lema 1.23 nos da el diagrama conmutativo

2% Sme@; ks
Sym T@(p)IL Sym" 1M
\ygmtg \yglg (2.8)
2 p 2
I“”(p)/ff)é(p) I/ I,

que nos permite concluir para toda funcién f € C*°(L) y todo punto p € M que:

Hess!(f o 9) = (W2)71((f o) + 1)
— (u2) Lﬁ“o¢+l>
- ((¥ °%0p>( s + Low)
_ <Syn1 W) )+ ) = (S ((Hessl, ).

La segunda igualdad en este calculo refleja la ecuacién (2.7) y la cuarta la conmutatividad
del diagrama (2.8). En conclusién obtenemos para todo homomorfismo ¢ : M — L de
espacios simétricos la siguiente identidad para cada funcién f € C*°(L) y todop € M

Hessgﬁ(f op) = (Sym2<p;)( Hess]i;(p)f>
lo cual implica por el Lema 1.35 que ¢ es una aplicacién afin. [ |
Lema 2.15 (Grupo Afin de un Espacio Simétrico).

Las reflexiones S, : Ml — M, x —— p * x, centradas en los puntos p € M de un espacio
simétrico Ml son difeomorfismos afines, esto es, S, € Aff(M, VEoos).
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Demostracion. Aqui aplicamos el Lema 2.14 al caso particular de las reflexiones de un
espacio simétrico M. El cuarto axioma de los espacios simétricos es equivalente al hecho de
que la reflexiéon S, : Ml — M, o —— p * z, centrada en p € M es un homomorfismo de
espacios simétricos, pues para todo ¢, z € M tenemos que:

Splaxx) = px(gxx) = (pxq)x(prz) = S(q) x G(x).
Por lo tanto las reflexiones S, centradas en los puntos p € M son difeomorfismos afines. W

Lema 2.16 (Caracterizacién de la Conexién de Loos).

Sea V una conexion libre de torsion en el haz tangente TN de un espacio simétrico M,
tal que todas las reflexiones S, : M — M centradas en puntos arbitrarios p € M son
difeomorfismos afines con respecto a V, entonces V coincide con la conexion de Loos:

V — vLoos ]

Demostracion. Esencialmente tenemos que demostrar que el Hessiano Hess" asociado a
la conexién V libre de torsién en el haz tangente de M es igual al Hessiano Hess™ asociado a
la conexién de Loos V% y eventualmente a la estructura de espacio simétrico en M, porque
la clasificacién de operadores Hessianos del Teorema 1.39 nos permite argumentar que:

Hess¥ = HessM <= vV = Vhoos,

Segun la hipdtesis la reflexion S, : Ml — M centrada en un punto fijo p € M es una
aplicacion afin con respecto a la conexion V, por lo cual el Lema 1.35 asegura que

HessZ(f 0 S,) = Sym*(S,); <Hess§f)

(2.9)
= Sym*( —idpsm ) (Hess§f> = Hess) f
para toda funcién f € C°°(M); recordamos que el tercer axioma de espacios simétricos
equivale a (S,); = —idpa como por ejemplo en la ecuacién (2.4). Sabemos que la modi-
ficacion de una funcién f € C*°(M) en el punto p € M se anula en p hasta orden 1 en el

sentido f;)“"d € ]3 , entonces el tercer axioma de operadores Hessiano para Hess' asegura:
M o 2\—1 mod 3 L V rmod
Hess, f = (W) (f°° + 1)) = Hess; f,"°.

Por otro lado HessV es R-lineal y anula a todas las funciones constantes, entonces

Hessgﬂf = Hesspvf;nOd = HessX(%(f + folS,) — f(p)l)

1 1
=35 Hessgf + 5 HessZ(f oS, = Hessgf
para cualquier funcién f € C*°(M), donde hemos usado la ecuacién (2.9) en la tltima
linea. En este argumento el punto p € M es fijo, pero arbitrario, entonces concluimos
HessY = Hess™ y asf necesariamente V- = V% debido al Teorema 1.39. [ |
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Definicién 2.17.
Un espacio simétrico M se llama un espacio simétrico riemanniano o seudo-riemanniano, si
y s6lo si existe una métrica riemanniana o seudo-riemanniana g, tal que las reflexiones

Sp: M — M xT —> pxx
centradas en cualquier punto p € M son isometrias con respecto a la métrica g.

Corolario 2.18 (Espacio Simétrico Seudo—Riemanniano).
En todo espacio simétrico seudo—riemanniano M la conexion de Loos coincide con la conexion
de Levi—Chvita:

VLoos — VLC.

Demostracion. En efecto: la unicidad de la conexién V¢ de Levi-Civita implica que toda
isometria ¢ : M — M de un espacio simétrico seudo-riemanniano M es una aplicacién
afin, porque ©*V"C es una conexién métrica libre de torsién y asf igual a V*€. Por definicién
todas las reflexiones S, : Ml — M, z —— p * z, de un espacio simétrico seudo-riemanniano
M son isometrias, entonces V*C satisface las condiciones del Lema 2.16 y asf:

VLC — vLoos
[ |

Definicién 2.19 (Variedades Afines Completas).
Una variedad afin (M, V) es completa, si y sélo si la aplicacién exponencial exp?,’JI en cada
punto p € M esta definida en todo el espacio tangente 7),M

expy : T,M — M X — yx(1) = expy(X)
donde vx : R — M es la tinica geodésica con valores iniciales vx(0) = py 4x(0) = X.
Utilizaremos el siguiente lema en las demostraciones del Corolario 2.21 y del Lema 2.22:

Lema 2.20 (Geodésica con Respecto a la Conexién de Loos).
Sea M un espacio simétrico, sea v una geodésica para la conexion V°°, entonces:

(Syct) ©Y)(E) = (280 — 1) .
Demostracion. Calculando tenemos
(Syty @ ¥)(t) = A(te) xy(t) = (2t — t)
donde la segunda igualdad se vale, porque v es una geodésica en M. [ |

Corolario 2.21 (Los Espacios Simétricos son Completos).
Sea M un espacio simétrico, entonces la variedad afin (M, V%) es completa.
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Lema 2.22 (Los Espacios Simétricos Conexos son Homogéneos).
El grupo afin Aff(M, V%) de un espacio simétrico conexo M actia transitivamente en M,
es decir, M es un espacio afin homogéneo con respecto a la conexion de Loos:

1R

Aff(M, V') — M (o] — w(p) -

/ estabilizador de un punto base p

Demostracion. El grupo afin Aff(M, V) de cualquier variedad afin es un grupo de
Lie: es una subvariedad del haz de marcos y de aqui obtiene su estructura diferencial. Para
demostrar que Aff(M, V) actia transitivamente en el espacio simétrico conexo M es
suficiente demostrar que toda érbita del subgrupo de Aff( M, VLoos)

S(M) = (S,| pe M) C Aff(M, Vo)

generado por las reflexiones S,, p € M es abierta en la topologia de la variedad M. Para
ello consideramos la aplicacion exponencial para la conexion de Loos

expy : T,M — M X — vx(1)

donde vx : R — M, ¢ — ~x(¢), es la unica geodésica tal que vx(0) = py 9x(0) = X.
Se nota que para todo A € R

expy (AX) = mx(1) = vx(A)

porque la dilatacién ¢ — vy (At) de una geodésica es una geodésica, mas preciso la geodésica
7 x- En consecuencia la diferencial de la aplicaciéon exponencial sobre 0 € T,M

d d

0

(expy )eo: To(T,M) +— Toguo)M

1x(A) = X

es la identidad salvo la identificacién canénica To(T,M) = T,M. Asi el teorema de la funcién
implicita asegura que expgﬂ : T,M — M manda una vecindad abierta estrellada U de
0 € T,M difeomérficamente a una vecindad abierta V' de p. Por el Lema 2.20 se tiene que

Sexpgﬂ(%X)(engﬂ(X)) = ’VX(%) *fYX(l) = P)/X(O) = P

para todo X € U o equivalentemente para todo expﬁﬂ( X) € V, es decir, que el subgrupo
S(M) de difeomorfismos afines actia transitiva en V. Finalmente el estabilizador

Stabag(pr vieos)(p) = { ¢ € AE(M, V) | o(p) =p }

de un punto base p € M es por definicion un subgrupo cerrado y por ende un subgrupo de Lie
del grupo afin Aff(M, V°°). Lo cual implica que la variedad M es un espacio homogéneo,
mas preciso tenemos un difeomorfismo de érbitas de la forma:

Aff(M, Vo) = M (0] — ¢(p) .

/StabAff(M, vroos) (P)
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Capitulo 3

Clasificacion de Espacios Simétricos

3.1. Tensores Algebraicos de Curvatura

Aqui fijamos un espacio vectorial modelo V' sobre el campo R, tal que dimV = m y

observamos que la eleccién de un marco F : V' — T,M es esencialmente lo mismo que elegir
una base ordenada de T,M. Ademés veremos que cada solucién R a la ecuacién cuadratica

RX,Y RA,BC — RA,B RXJ/C = RRX,yA,BC + RA7RX,YBC (3.1)

nos da un espacio simétrico tnico salvo cubrientes, porque existe una biyeccién entre las
clases de isomorfia de espacios simétricos simplemente conexos y el conjunto de orbitas de
la accién de GL( V') en el subconjunto de Curv( V") de soluciones de la ecuacién (3.1).

Definicién 3.1 (Tensor Algebraico de Curvatura).
Un tensor algebraico de curvatura R en un espacio vectorial V' es una aplicacion trilineal

R: VxVxV —YV (X,Y,Z) — RxvyZ
tal que:
i) Es alternante en los dos primeros argumentos RxyZ = — Ry xZ para todos X, Y, Z.

ii) Satisface la primera identidad de Bianchi igualmente en los argumentos X, Y, Z:

RX,yZ + Rsz + Rzyxy = 0.

El conjunto de todos los tensores algebraicos de curvatura es un espacio vectorial con la suma
y la multiplicacion escalar estdndar de aplicaciones multilineales, el cual sera denotado por:

Carv(V) = { R: VxV xV — V| R es tensor algebraico de curvatura } .
De vez en cuando es preferible interpretar un tensor algebraico de curvatura como

R: V xV— EndV (X,Y) — Ryy

45
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es decir, como una aplicacién bilineal que satisface los dos axiomas. En el caso de que en el
espacio vectorial modelo V' sobre R esté definida una forma simétrica bilineal g : V x V —
R, que es no degenerada en el sentido del Corolario A.20, podemos considerar tensores
algebraicos de curvatura R: V x V x V — V, que satisfacen para todo X, Y, A, B € V:

(Rx.y * g)(A, B) = —g(RxyA B) — g(A, RxyB) = 0. (3.2)

Esta condicion adicional estd implicita en el concepto de tensores algebraicos de curvatura
en la literatura, por ejemplo en [KN]. Nosotros llamaremos a estos tensores mas especiales:
tensores algebraicos de curvatura riemannianos y denotaremos el subespacio de ellos por:

Curvgiem(V, 9) == { R€ Curv(V) | Rxy g = Oparatodos X, Y € V }.

Observacién 3.2 (Tensores Algebraicos de Curvatura Riemannianos).

De la gran variedad de curiosidades que existen en las diversas ramas del universo ma-
temdtico he aqui una mds: se sabe que en geometria riemanniana se cumple una igualdad
muy parecida, aunque no igual a la que vamos a demostrar; la cual dice que la dimension del
espacio vectorial de tensores algebraicos de curvatura riemannianos [KN] es:

m?(m? — 1)‘

dim Curvgiem(V, 9) = 12

En otras palabras tenemos que la dimension del espacio vectorial de los tensores algebraicos
de curvatura Curv(V') es exactamente cuatro veces la dimension de Curvgiem(V, g) pues:

Proposicién 3.3 (Espacio Vectorial de Tensores Algebraicos de Curvatura).
La dimensidon del espacio vectorial Curv(V') de tensores algebraicos de curvatura en un
espacio vectorial modelo V' sobre R de dimension m = dim V es igual a:

m? (m? — 1).

dim Curv( V) = 3

Demostracion. Para un espacio vectorial V' de dimensién dim V' = m definimos el si-
guiente espacio vectorial, del cual queremos calcular su dimension:

A = AV*®@EndV = { f: VxV — EndV | f es bilineal y alternante }.

Como End V es esencialmente el dlgebra de matrices m x m sabemos que dim EndV = m?.

Para comprender mejor qué estd pasando consideramos el ejemplo V = R?; para su base
estdndar eq, e, e3 obtenemos f(ey, e1) = f(eq, ea) = f(es, e3) =0y

fle, e2) = —f(ez,er)  flea,e3) = —f(es,e2)  flez,er) = —fler, e3)

lo cual implica que la siguiente aplicacién es un isomorfismo de espacios vectoriales

A = EndV & EndV & EndV f— fler, es) @ flea, es) @ fles, er) .
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es decir, dim(A) = 3-9 = 27. Continuando este proceso se tiene que para una base
{e1, ..., em } de un espacio vectorial arbitrario V' de dimensién m y para toda f € A:
fler,er) = fles,e9) = ... = flem, em) = 0.

Ademads encontramos las identidades

fler,ea) = —f(ea,e1)
f(€17€3) = —f(€3,€1) f(€2,€3) = —f(es,ez)

f(eluem):_f(eﬂ’wel) f(€27em):_f<em7€2> f(em_1,€m>:—f<em,€m_1)
con lo cual obtenemos usando la serie geométrica (m —1) + --- + 1 = F(m — 1) que:

m

dim A = Z(m—1) - dim EndV = (gl)mQ.

Ahora recordamos la Definicion 3.3 del espacio de tensores algebraicos de curvatura
Cuv(V) = { R: VxV — EndV | R esun tensor algebraico de curvatura }

que es un subespacio de A = A?V* @ End V, porque todo tensor algebraico de curvatura R
es alternante Rx y = —Ry, x, en sus primeros dos argumentos. En efecto, definimos en A el
siguiente endomorfismo © : A — A, f —— O f, por:

(Of )xvZ = fvzX — fxzY .
Calculando tenemos para todo f € A

(©*f)xyZ = (Of)vzX — (O f)xzY
= fz2xY — fvxZ — fz2vX + fxyZ
= 2fxyvZ — [x,z2Y + fvrzX
esto es, © — © — 2idy = (O — 2id4 ) (O + idy) = 0. Esta identidad implica que © es

diagonalizable con valores propios a lo méas 2 y —1, lo cual quiere decir que A se descompone
en la suma directa de los dos subespacios propios:

A= A48 A (3.3)
Aqui observemos que f € A satisface la primera identidad de Bianchi, si y sélo si
(Gf + f)X,YZ = fxvZ + fvzX + fzxY - 0

para todos los X, Y, Z € V. Es decir, que el espacio propio A_; = Curv(V') de © para el
valor propio —1 coincide con el espacio de tensores de curvatura. Para identificar el espacio
propio complementario A, C A observamos que para toda f € A, tenemos ©f = 2f y asi:

(Of )xvZ = 2fxvZ = fv.zX — fx,zY — frizX = 2fxvyvZ+ fx zY .
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Intercambiamos Y y Z en la segunda identidad y sumamos para obtener la identidad

0 = frvizX + fzvX
= 2fxyZ + fx,z2Y¥ + 2fx Y + fxyZ = 3(fxyZ + fx,zY) (34

valida para toda f € A, y todos los X, Y, Z € V. Esto es, que la aplicacién trilineal
asociada
f: VXV XV —1V (XY, Z) — fxvZ

con f € Ay es completamente alternante en sus tres argumentos, porque es alternante en
X, Y pues f € Ay alternante en Y, Z por la identidad (3.4). Por ende Aj es isomorfo a

ANV eV = { f: VxVxV —V | ftrilineal y alternante }.
Lo anterior implica que la descomposicién (3.3) se puede escribir como
A = Cuv(V) @ V'@V

lo cual nos permite finalmente calcular la dimensién de Curv( V' ):

dim Curv(V) = (m) m? — (m>m _ ot - 1)

2 3 3
[ |
Definicién 3.4 (Jalando Tensores Algebraicos de Curvatura).
Cada isomorfismo F': V — W de espacios vectoriales sobre R induce un isomorfismo
F o Curv(W) — Curv(V) R ( FR: (X,Y,Z) —s F‘lRFX7FyFZ>

que depende contravariantemente de F' en el sentido (F o H)* = H* o F*. En consecuencia
el grupo general lineal GL( V') del espacio vectorial V' actia linealmente en Curv( V")

*: GL(V) x Curv(V) — Curv(V) (F,R) — F xR

por la regla Fx R := (F~')*R o mds explicito por (Fx R)x yZ = FRp-1xp-1yF'Z. La
representacion infinitesimal del algebra de Lie End V' asociada a esta representacion

*x: EndV x Curv(V) — Curv(V), (§,R) — T+ R
esta definida por:

(§*xR)xvZ = §RxvZ — RzgxyZ — Rx3vZ — Rxy$Z
= ([3, Rxy ]| — Rzxy — RX,3Y>Z-
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Aqui hay que tener cierto cuidado con la representacion x, pues se ha puesto el mismo simbolo
independientemente si esta actuando GL( V') o End V' sobre Curv( V'), asi hay que deducir
del contexto a cudl representacion se refiere la notacién x. Como los tensores algebraicos de
curvatura son aplicaciones trilineales R : V x V x V. — V' es bastante dificil tratarles
desde este punto de vista directamente. Para simplificar calculos con los tensores algebraicos
de curvatura se puede usar la contraccién de Ricci, que reduce la complejidad de un tensor
algebraico de curvatura a una forma bilineal Ric: V x V — R:

Definicién 3.5 (Contraccion de Ricci).

Para cada espacio vectorial V' sobre R consideramos el espacio vectorial V* @ V* de todas
las aplicaciones bilineales, pero no necesariamente simétricas o alternantes p: V xV — R.
La contraccién de Ricci es la aplicacién lineal y GL( V' )—equivariante

ric: Curv(V) — V'@ V* R+ Ric”
definida por la regla:
RicR( X, Y) = trv<Z — RZ,XY) c R

Para simplificar nuestra notacién y para quedarse en el marco de la notacion en la literatura
escribimos simplemente Ric en vez de Ric¥, si consideramos solamente un tensor de curvatura
R. La equivarianza de la contraccién de Ricci bajo la representaciéon de GL( V') en ambos
espacios vectoriales Curv( V') y V* ® V* se verifica por célculo directo:

Ric™*(X,Y) = trv<Z — FRF_lz,F_IXF*Y)
- trV(Fo(W — RW7F71XF‘1Y)0F‘1> = Ric®( FX, F7lY)

con W := F~1Z usando la invarianza ciclica de la traza formulada en el Lema A.17.

Lema 3.6 (Inversa Parcial Aproximada para la Contraccién de Ricci).
Para todo espacio vectorial V' de dimension m := dim V' > 2 la aplicacion lineal

rick: V'@ V* — Curv(V) p — R
definida por la regla

es GL( 'V )—equivariante y una inversa parcial aproximada para ric en el sentido de que ric o
ric* es invertible. En particular la contraccion de Ricci ric es sobreyectiva y ric® es inyectiva.

Demostracion. La formula que define la aplicacion ric* asegura que R’ es alternante en
los dos primeros argumentos, es decir, RS’(’YZ = —Rf,, yZ paratodo X, Y, Z € V. Ademas
RP satisface la primera identidad de Bianchi, porque la suma de las tres copias

Ry , X = p(Y,X)Z = p(Z,X)Y + p(Y,Z)X — p(Z,YV)X
Ry Y = p(Z,Y)X — p(X,Y)Z + p(Z, X)Y — p(X,Z)Y
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de la definicién de R es igual a RS Z + Ry ,X + R} Y = Oparatodo X, Y, Z € V,
entonces R? € Curv(V') para toda forma bilineal p € V* ® V* como lo desedbamos. La
equivarianza de la aplicacién ric* bajo la representacién de GL( V') se demuestra asf:

R0 Z
X,Y
— (Fxp)(X, 2)Y — (Fxp)(Y, Z)X + (Fp)(X,Y)Z — (Fxp)(Y, X)
= p(F'X,F'2)Y — p(F Y, F'2)X + p(F'X,F'Y)Z — p(F'Y,F'X)Z
= F( Rlll?‘—lX,]F—lYFilz>
= (IF * R? )X7yZ
para cualquier F € GL(V') y todo X, Y, Z € V. Finalmente queremos calcular la compo-
sicién ric o ric* para demostrar que es invertible. Las trazas en la contraccién ric de Ricci

se evaluan usando un truco basado en la Observacion A.18. Un ejemplo para ilustrar la
aplicacion de este truco es el siguiente:

trv<F:V—>V, Z»—>p(X,Z)Y> = p(X.Y)

para todo X, Y € V. donde la imagen im F' = RY del endomorfismo F' es generada por el
vector Y con imagen F'Y = p(X,Y)Y. Usando este truco y la linealidad de tr obtenemos

(1icRP)(X,Y) = trv<Z s p(ZY)X — p(X,Y)Z + pZ,X)Y — p(X, Z)Y)
= —(mp - pﬂip)(X, Y)

en donde p"P(X|Y) := p(Y,X). Evidentemente la aplicacién flip es diagonalizable con

valores propios +1 y —1 en los subespacios propios Sym?V* y A2V*, entonces la composicién

ric o ric* es diagonalizable también con valores propios +1 —m y —1 — m, ambos diferentes
a cero bajo la hipotesis m > 2. En consecuencia la aplicacion ric o ric* es invertible:

ricoric*: V@ V' — V' V" p +— ric(R?) .

Corolario 3.7 (Tensores Algebraicos de Curvatura en Dimensién 2).
En dimension m = dim V' = 2 la contraccion de Ricci ric es un isomorfismo

o

ric: Curv(V) — V'@ V* R — Ric

de espacios vectoriales de dimension 4. Dado que ric* es un isomorfismo en la direccion
opuesta, todo tensor algebraico de curvatura es de la forma R = RP para algin p € V*QV*.
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Demostracion. Segun la Proposicion 3.3 el espacio vectorial Curv( V') de todos los tensores
algebraicos de curvatura en un espacio vectorial V' de dimensién m = dim V = 2 al igual
que el espacio vectorial V* ® V* de todas las formas bilineales en V' tiene dimension:

4 -
dim Curv(V) = T?’ = dim V*®@ V"

Ademas la aplicacion ric es sobreyectiva, mientras la aplicacién ric* es inyectiva debido al
Lema 3.6, entonces ambos son isomorfismos de espacios vectoriales de dimensién 4. [ |

Definicién 3.8 (Ecuacién Cuadratica).
Para un espacio modelo V sea A?V*®@ Curv( V') el espacio vectorial de aplicaciones 5-lineales

R: VXV xVxVxV-—YV (X,Y, A, B,C) — Rx,y.a8C
que son alternantes en los 2 primeros y un tensor de curvatura en los ultimos 3 argumentos
RayviasC = —RyxiasC ( (A, B, C) —s RX,y;A,Bc) e Cuv(V)
para todo X, Y € V ytodo A, B, C' € V. Definimos la aplicacién cuadratica

®: Curv(V) — A*V* @ Curv(V) R — ®(R)
por la férmula:

(I)(R)XJ/;A,BC = (Rx’y*R)ABC
= Rxy RBaBC — Rpy,a,BC — Rary,BC — RapRxyC.

Como dijimos ® es una aplicacion cuadratica y en particular no lineal, entonces no tiene
mucho sentido hablar de su nucleo o de su imagen, jno son subespacios de Curv(V') y
A?V*® Curv( V)! Sin embargo nos interesard la preimagen de 0 bajo ®, es decir, el conjunto
de soluciones de un sistema de ecuaciones cuadraticas homogéneas de suma importancia:

Curvg—o(V) = { R € Curv(V) | R satisface la ecuaciéon ®(R) = 0 }. (3.5)

Ejemplo 3.9 (Algebras de Lie).
Consideremos un algebra de Lie de dimension finita sobre R. El corchete [-,-]: gx g —> ¢
nos permite definir un tensor algebraico de curvatura R € Curv(g) por la regla:

1
R': gxgxg—g (X,Y,Z)»—>—Z[[X,Y],Z].

Para toda dlgebra de Lie R? € Curv(g) que satisface la ecuacién cuadratica ®( R?) = 0.

La primera identidad de Bianchi para R es literalmente la identidad de Jacobi para g:

RY yZ + R% ,X + Ry Y = —% ([1xY) 2]+ [[v.2], X] + [[Z.X],Y]) = 0
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entonces R9 € Curv(g) es un tensor algebraico de curvatura. Para demostrar que R? satis-
face la ecuacién cuadratica ®( R?) = 0 consideramos los endomorfismos

adz: g — g X — adzX = [Z, X|]
que son derivaciones del algebra de Lie g en el sentido de la Definiciéon A.7, por que obedecen
adz[X, Y] = [ade, Y] + [X, ad2Y] (36)
la regla de Leibniz gracias a la identidad de Jacobi. En esta notaciéon Ric? es igual a
1
Ric*( X, Y) = trg<Z — =12, X), Y])

1 1 (3.7)
= trg<Z — —Zady(adXZ)) = —Ztrg<ady oadx)

llamada forma de Killing K : g x g — R salvo un factor irrelevante _iv en particular
Ric® € Sym?g* es simétrico por las propiedades de la traza discutidas en el Lema A.17.

Usando la regla de Leibniz y la definicion de la representacion infinitesimal x obtenemos

(ady * RS)a pC — —i(+ lady[A, B], C] + [[A, B], adsC]

~[adzA, B],C] — [[A,adzB], C] — [[A,B], adZC]) ~ 0

paratodo Z € gy A, B, C' € g, por ende concluimos para todo X, Y, A, B, C' € g que:

1
(I)(Rg))gy;ABC = (RgCY * RQ)ABC = — Z (ad[ij] * R9>A’BC = 0.
Ejemplo 3.10 (Espacios Simétricos Conformalmente Planos).
El tensor algebraico de curvatura R? := ric*(p) definido en el lema 3.6 por la regla

para todo X, Y, Z € V y toda forma bilineal p € V* ® V* satisface la ecuacién cuadratica
®(RF) = 0,siysélosi p € Sym*V* es simétrica. En este caso Ric” también es simétrico:

Ri¢> = —(m —1)p.

Por definicién R? = ric*(p) es la imagen de p bajo la inversa parcial aproximada ric* de la
contraccién de Ricci, que es GL( V' )—equivariante e inyectiva para m > 2. Asi

R yx R = Ry *ric’(p) = 1ic’ (R yxp) = 0 = Riy*xp = 0
para todo X, Y € V. A su vez la condicion R_@(’Y*p = 0 para todo X, Y € V requiere que
(R y*p)(A, B) = —p(X, A)p(Y,B) + p(Y, A)p(X, B)

_p(XaB)p(Aay)+p<YaB)p(AaX)_4palt(X7Y)p(A7B>
= —2p( pun( X, A)Y = pu(Y, A)X + 2p( X, V) A, B) £ 0
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para todo X, Y, A, B € V., en donde p,; € A?V* es la parte alternante de p = pgim + Palt:

pa X,7) = 5 (X, V)~ p(v, X))

2
La simetria de p equivale a p,x = 0y bajo esta asuncion R§(7Y * p = 0 claramente se anula.
En otras palabras: la asuncién p € Sym?V* es suficiente para concluir que R’ satisface la
ecuacién cuadratica ®( R?) = 0. La necesidad de la simetria de p bajo la asuncién ®( R”)
no la necesitamos, entonces hacemos omisién de este argumento técnico.

Dado que la contraccién de Ricci ric : Curv(V ) — V*®@ V* es sobreyectiva en dimensiones
mayores que uno el tensor Ric € V* ® V* asociado a un tensor algebraico de curvatura
R € Curv(V') no es una forma bilineal simétrica en general. Una parte importante de la
discusién que sigue se enfoca en la pregunta, ; Ric € V*®V™* es simétrico o no para cualquier

soluciéon R € Curve—o( V') de la ecuacién cuadratica ®( R) = 0?7 Para dar una respuesta
parcial a esta pregunta decomponemos a Ric = Ricg, + Ricyy

Ricym( X, Y) = %(Ric(X,Y) + Ric(Y, X))
Rica ( X, V) = %(Ric(X, Y) - Ric(Y,X))

en sus partes simétrica y alternante. La primera identidad de Bianchi de la Definicion 3.1
nos dice que para cualquier tensor algebraico de curvatura R € Curv(V') se satisface que

1
Ricar( X, V) = 5@(2 — RyxY — RZYX)
1 1
= §trv<Z — —R;gyZ) = —§trv<Rx,Y>
este argumento implica directamente el siguiente criterio para la simetria de Ric:
Teorema 3.11 (Criterio para la Simetria).
FEl tensor Ric € V*®V™* asociado a un tensor algebraico de curvatura R € Curv(V') es una
forma bilineal simétrica, si y sélo st Rx y € EndV tiene traza cero para todo X,Y € V.
En particular Ric € Sym?V* es simétrico para cualquier R € Curvgiem( 'V, 9).
Segin el Corolario A.20 la identidad (3.2) caracteriza a R € Curvgiem(V, ¢), es decir,
9( RxyA, B) + g(A, RxyB) = 0
para todo X, Y, A, B € V, lo que implica que try( Ry y ) = 0 para todo X, Y € V bajo

la asuncién de que g es no degenerada, lo cual es suficiente para concluir que Ric es una
forma simétrica.
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Observaciéon 3.12.
Como Curvgiem(V, g) C Curv(V') tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Curvgiem(V; g) Ric Sym?V*

A

Curv(V) Rie Ve V.

En términos de una base ortogonal { ey, ..., e, } de V con respecto a g es verdad que:
= 1
gleu €,) = .0,y — Ric( X Z 5_ 9( Rx e u, Y ).

Corolario 3.13 (Simetria del Tensor de Ricci).

Sea R € Curvg—o( V') un tensor algebraico de curvatura, que satisface la ecuacion cuadrdti-
ca ®(R) = 0. Si el tensor de Ricci asociado Ric o su parte simétrica Ricgy, es no degenerada
en el sentido del Corolario A.20, entonces Ric € Sym?V* es una forma bilineal simétrica.
En particular Ricy, € A2V* no puede ser una forma alternante no degenerada.

Demostracion. La propiedad mas importante de la contraccién de Ricci ric es su equiva-
rianza bajo la representacién del grupo general lineal GL( V') y por ende bajo la represen-
tacion infinitesimal del dlgebra de Lie End V' asociada. Por un lado R € Curv( V') satisface
la ecuacién cuadratica ®( R) = 0, si y solamente si para todo X, Y € V se satisface que:

R)Qy*R =0 — I"iC( R)Qy*R) = ijy*RiC = 0.
Entonces ®( R) = 0 implica para todo X, Y, A, B € V que:
RIC( R)QyA, B) + RIC( A, RX7yB ) =0

lo cual implica que try Rx )y = 0y entonces Ricy, = 0 bajo la hipétesis de que Ric es no
degenerado gracias al Corolario A.20. Por otro lado la descomposicién del tensor de Ricci en
sus partes simétricas y alternantes Ric = Ricgy, + Ricay es GL(V )-invariante, entonces

RX,Y * Ric = 0 < RX,Y * Ricgy, = 0 = RX,Y * Ricyy

para todos los X, Y € V. Asi podemos repetir el argumento presentado para Ric y para sus
partes Ricgn, v Ricay, resultando claramente en una contradiccién en el tltimo caso. [ |

Corolario 3.14 (Existencia de Métricas Invariantes).
Consideramos una solucion R € Curve—o( V') de la ecuacion cuadrdtica ®(R) = 0. Si la
parte simétrica Ricgy del tensor de Ricci asociado a R es no degenerada, entonces:

R € Curvgiem( V, Ricgim )-
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Observacién 3.15 (Ric Anti-Simétrico).

Uno se puede pregquntar:;Ric siempre es simétrico para un espacio simétrico? El caso rie-
manniano pudiera sugerir que si, pero no es asi. Eriste un ejemplo en dimension tres el cual
no tiene Ric simétrico:

Un espacio simétrico con curvatura de Riccit no simétrica en dimension tres es el cociente
del grupo afin orientado de R? por la componente conexa a la identidad del subgrupo fijo
bajo el automorfismo interno dado por la reflexion en una recta, cuya operacion binaria de
multiplicacion se puede escribir en la forma:

_ 2a —x —abr 2b—y—aby 2c—z+abz—2acy
(CL b C)*(I Y Z) - <1+ab—2bx 1+ ab—2ay 1+ ab—2ay

cuyo tensor de Ric no simétrico es:

2
5a
0

S W o
o O O

Con esto se puede ver que la teoria para espacios simétricos riemannianos es diferente de
la teoria aplicada a espacios simétricos no riemannianos usando la definicién de Loos.

3.2. Clases de Isomorfia de Espacios Simétricos

Lema 3.16 (Cubriente Universal).
Recordamos que toda variedad conexa M es conexa por caminos. Por ende tiene un cubrien-
te universal bien definido, que es una variedad conexa y simplemente conexa M con una

aplicacion sobreyectiva w : Ml — M, que es un difeomorfismo local en todo punto p € M:

ﬂ-l(M7p> """""" > M

™

M

El cubriente universal M de un espacio simétrico Ml también es un espacio simétrico.

Este lema nos permite reducir la complejidad del problema de clasificar todos los espacios
simétricos al problema de clasificar solamente los espacios simétricos M (conexos y) sim-
plemente conexos. Todos los otros espacios simétricos son uniones disjuntas de cocientes de
tales espacios simétricos por subgrupos discretos del grupo afin Aff( M, VLoos).

Definicién 3.17 (Espacios Simétricos Marcados).

Un espacio simétrico marcado de dimensién m = dim V' es una terna (M, p, F'), en donde
M es un espacio simétrico de dimensiéon m y F' es un marco en el punto p € M, es decir, un
isomorfismo F': V' — T,M del espacio modelo V' al espacio tangente en p.
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La eleccién de un marco ( p, F') para un espacio simétrico Ml de dimension m es esencialmente
lo mismo que elegir un punto base p € M y una base ordenada del espacio tangente en p. En
el caso V' = R™ por ejemplo la base ordenada asociada a un isomorfismo F': R™ — T,M
es la imagen { Fey, ..., Fe,, } de la base ordenada estandar { e, ..., e, }.

Definicién 3.18 (Isomorfismos entre Espacios Simétricos Marcados).
Un isomorfismo entre dos espacios simétricos marcados (M, p, F') y (L, ¢, E') es un difeo-
morfismo afin ¢ : Ml — L con respecto a las conexiones de Loos de M y LL tal que:

o(p) = ¢ Qupo B = K.

Definicién 3.19 (Clases de Isomorfismos de Espacios Simétricos).

Sea V' un espacio vectorial modelo de dimension m := dim V sobre R. EIl conjunto de
clases de isomorfia de espacios simétricos (M, p, F') marcados y simplemente conexos bajo
isomorfismos marcados en el sentido de la Definicién 3.18 se denotara por:

@marcado( 7y { [(M, p, F/)] | (M, p, F') marcado y simplemente conexo }
De la misma manera consideramos el conjunto
Cn(V) = { [M] ‘ M espacio simétrico simplemente conexo de dimensién m }
de clases de isomorfia de espacios simétricos simplemente conexos de dimensién m, en el que

se ha olvidado el punto p y el marco F.

Lema 3.20 (Construccién de Espacios Simétricos).

Sea G un grupo de Lie y sea 0 : G — G, g — 0( g ), un automorfismo involutivo suave del
grupo G en el sentido 0(~vg) = 0(v)0(g) y 0> = idg. Ademds sea H C G un subgrupo
cerrado en la topologia de G y H C GY contenido en el subgrupo cerrado de puntos fijos

G = {geCGlolg) =9}

de G bajo 0, tal que H y G° determinan la misma subdlgebra b = g° C g del dlgebra de Lie
g del grupo G. Entonces el conjunto de clases laterales izquierdas M := G/H de H en G es
un espacio simétrico bajo la operacion binaria:

x: M x M — M (vH, gH) — v0(yv'g)H .

Demostracion. Es bien conocido que un subgrupo cerrado H C G en la topologia de un
grupo de Lie G es automaticamente una subvariedad y entonces un grupo de Lie también,
en particular podemos hablar de la subalgebra de Lie asociada al subgrupo H

h = T.H Cc T.G =g

en el algebra de Lie g asociada al grupo G. El mismo argumento que asegura que H es una
subvariedad también implica que el conjunto M := G/H de clases laterales izquierdas es
una variedad suave, en la cual el grupo G actia suave y transitivamente a la izquierda:

*: G xM-—M (v, gH) — ~vgH . (3.8)
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Finalmente este argumento implica que la proyeccién canénica 7 : G — M, g — gH, es
la proyecciéon de un haz fibrado suave sobre M con espacio total G y fibra modelo H:

HCT
M .

Una consecuencia de ser la proyeccién en un haz fibrado es que la diferencial de 7 en el
elemento neutro e € G es una aplicacién lineal y sobreyectiva con nicleo hh C g:

d

X a

Tee: 8 — T.G — T,gM, X — —| ¥ +— et H. (3.9)
’ dt|, dt|,
Consideramos ahora la diferencial del automorfismo involutivo § € AutG ene € G
- d d
Ope: 9 — T.G — T.G X — —| ™ — —| 0(e)
’ dt|, dt|,

Dado que 6 es un automorfismo del grupo G la curva R — G, t — 0(e!), es un ho-
momorfismo de grupos para todo X € g. Es decir, que es un subgrupo a un parametro
necesariamente generado por el vector tangente 6, .( X ), asi concluimos

B !X ) = elfnelX) (3.10)

para todo X € g. Porque la diferencial de una composiciéon es la composicion de las diferen-
ciales, la involutividad 6 o § = idg de 6 implica 6, . o 0, . = (idg )+ = idg, es decir, que
0. € Autg es un isomorfismo involutivo del dlgebra de Lie g. Segin el Lema A.16 cada
automorfismo involutivo de un algebra induce una Zs—graduacién, en nuestro caso obtenemos

8= (X[ 0dX)=4+X @ { X [0 (X)=-X} = ¢ @m (31

en donde g = b es la subdlgebra de Lie asociada al subgrupo G? de puntos fijos bajo 0, que
es por hipdtesis la misma que la subdalgebra asociada a H.

Después de discutir las caracteristicas bésicas de la estructura diferenciable de la variedad
M = G/H, podemos verificar que M es un espacio simétrico. Observamos primero que la
operacién binaria * en M estd bien definida sobre las clases laterales izquierdas: diferentes
elecciones v, v € Gy g, g € G para los representantes de las dos clases laterales izquierdas

yH = AH <<= a = y'5 € H Cc ¢ = a = 0(a)
gH = gH — h = g'lg ¢ H c G° = h = 6(h)
no afectan al punto en M, que es la imagen de gH bajo la reflexion centrada en vH:
TH«GH = 70(775)H
= yab(atylgh)H
= y0(aa™ v g)hH = y0(y'g)H = ~yH x gH .

Por lo tanto la operacién binaria estd bien definida en el conjunto M de clases laterales.
Verificamos los cuatro axiomas de un espacio simétrico como sigue:
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S1) Todo yH € M es un punto fijo bajo la reflexiéon S,y : M — M, gH — vH * gH:

YH « yH = ~0(y ') H = ~v60(e)H = ~yH .

S2) La reflexion S,g : M — M, gH —— vH % gH, es un difeomorfismo involutivo de M:

YH « (yH » gH) = ~H =~v0(y 'g)H
= Y0(v'v0(v'g))H
v* (v 'g)H = yy'gH = gH.

S3) Recordamos que la accién (3.8) es una accién suave, por ende la traslacién a la izquierda
L,: M — M, gH —— ~vgH, es un difeomorfismo. Si restringimos la aplicacién sobre-
yectiva (3.9) al complemento lineal m C g de su nicleo h = ker 7, . y la componemos
con la diferencial del difeomorfismo L, en e € G, obtenemos el isomorfismo

Tx, e *, e d
LR S V/ S RSO Vi X ey s L) ey
dt|, dt|,
de espacios vectoriales. Usando este isomorfismo lineal, la ecuacién (3.10) y la propiedad
caracteristica 0, (X ) = —X de los vectores X € m verificamos facilmente que:
(Som s i i veXH = i vH % ve*H
TR dt, dt|,
= 4 eyiyes)H
dt|,
— i 'yete**eXH - ’ye_tXH
dt|, dt|,

(yH % gH) x (yH * aH) = ~40(y'g)H x v0(y ' z)H
= 0771 9)0(0(v )y ey ) )
= 70y g) (g vy ) H
= y0(v'gb(g 'x))H = ~H * (gH * xH)

Ejemplo 3.21 (Construccién para Grupos de Lie).
Sabemos desde nuestra discusién de ejemplos explicitos de espacios simétricos en la Seccion
2.2 que todo grupo de Lie GG es un espacio simétrico bajo la operacién binaria:

xqg . G x G — G (g,x) — gatg.
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El producto cartesiano G' x G de G consigo mismo es un grupo de Lie de manera natural
dotado con el automorfismo involutivo suave § : G x G — G X G, (7, g) — (g, 7). El
subgrupo de puntos fijos de G x G bajo el automorfismo 6 es el subgrupo diagonal:

(GxG) = {(19) ] (v9)=0r9) =(97)} = AG = G
En este ejemplo el conjunto Ml = (G x G)/AG de clases laterales izquierdas estd en biyeccién
U: M — G (v, 9)AG — yg!
con G y en consecuencia ¥ es un isomorfismo de espacios simétricos, porque:
U( (1 9)AG n (5,9)86) = ¥((1.9)0[(7.9)"(5.5)] AG)
= W((vg‘lﬁ,gv‘l?)AG>
= (vg (AT ) (vg )
= U((%,9)8G) +¢ ¥((7.9)4G ) .
Continuando con la clasificacién recordamos que la derivada covariante del tensor R de
curvatura de la conexién V. = V™ una variedad afin M es la aplicacién C°°( M )-multilineal
VR: T(TM) x I'(TM) x I'(TM) x I'(TM) — I'(TM)
definida para todos los argumentos X, A, B, C' € T'(TM) por la regla:
(VxR)apC = Vx(RapC) — RyyapC — RavypC — Rap(VxC) (3.12)
Inductivamente se puede definir la segunda derivada covariante de R por la regla analoga
(VxVR)y,a5C = Vx((VyR)apC)
— (VyyvR)aC — (VyR)vya sC (3.13)
— (VyR)avysC — (VyR)4 5(VxC)

que depende C*°( M )—multilinealmente de sus argumentos X, Y, A, B, C € T'(TM). La
naturaleza inductiva de esta definiciéon de la segunda derivada covariante de R claramente
implica V2R = 0, si el tensor R de curvatura de M es paralelo en el sentido VR = 0 en
toda la variedad M. Este argumento nos servira en la demostracion del siguiente lema:

Lema 3.22 (Interpretacién de la Ecuacién Cuadratica).
El tensor de curvatura R € T'(Curv(TM)) de la conezién de Loos V*°* es paralelo

vLoosR = 0

para cualquier espacio simétrico M. En particular su valor R = R, € Curve_o(1T,M) en
cada punto p € M satisface la ecuacion cuadrdtica ®(R) = 0 de la Definicion 3.8. En otras
palabras, para todos los vectores tangentes X, Y, A, B, C' € T,M en p es verdad que:

(Rx,y*R)aBC = [Rxy, Rap]C — RpyyaBC — RaRry,BC = 0.
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Demostracion. Seguimos el argumento original de Elie Cartan para establecer la primera
afirmacién VR = 0 del lema. Para ello consideramos un automorfismo afin ¢ : M — M
de una variedad afin M con conexiéon V y su tensor de curvatura R. El automorfismo

0. . D(TM) =5 T(TM) X —s (w@)H%<mmXp) (3.14)

de su algebra de Lie de campos vectoriales es paralelo p.(VxY ) = V,, x¢.Y con respecto
a la conexién V segun la ecuacién (1.9). En consecuencia es verdad también que

¢ (RanC) = ¢ (VaVpC = VsVaC = ViapC)
= Vourp: (VC ) = Vone. (VaC) = Voane.C
= V4,aVe O — Vg, 5V 40,0 — Vg 4 0.8/9:C

para todos los campos vectoriales A, B, C' € I'(TM), es decir, que:

D ( RA,BC'> = Ry, 4.80:C. (3.15)

Siguiendo de cerca esta argumentacién modelo se establece también la identidad:

oo ((VxR)aBC) = (VoxR)ea s, (3.16)

Segun el Lema 2.6 la reflexién S, : M — M, x — p * x, centrada en un punto dadop € M
es un automorfismo del espacio simétrico M, y el Lema 2.14 afirma que es afin con respecto
a la conexién de Loos V™. Por este difeomorfismo afin la ecuacién (3.16) se convierte en

($)e ((V¥R)A5C) = (VI R)(50.A (5050 S ) C (3.17)

vélida para todo X, A, B, C € I'(TM). Para evaluar ambos lados de esta identidad en p
recordamos que el tercer axioma de espacios simétricos dice (Sp )+, = —idpm, por lo cual
la definicién (3.14) del automorfismo del dlgebra de Lie I'(TM ) inducido por S, resulta en

((S0A) = ((S1A)_ = (S)pdy = — 4

P Spp

para todo A € I'(TM). Asi la identidad (3.17) evaluada en el punto p € M se reduce a

- < (VLOOSR )p ) Cp, = ( (VLOOSR )p > (_Cp)

Xp; Ap, Bp —Xp;—Ap, —Bp

=+ ((V™=R),) ¢, = 0

( )p xons, P

para todo X,,, A,, By, C, € T,M, es decir, que la derivada covariante del tensor de curvatura
R de la conexién de Loos se anula (V°*R), = 0 en el punto p € M. En este argumento
p € M es un punto arbitrario del espacio simétrico M por lo cual concluimos V¥R = 0.
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La segunda afirmacién del lema se puede demostrar facilmente para una variedad afin ar-
bitraria M dotada con una conexién V libre de torsiéon. Para simplificar nuestras cuentas
fijamos la siguiente notacién para tres campos vectoriales X, Y, A € T'(TM ) cualesquiera:

V§(7YA = VXVyA - VVXyA.

Como V es una conexién libre de torsiéon tenemos que VxY — Vy X = [X, Y| y entonces
VZX,YA — V;XA = VvaA — VVXyA — VvaA + VvyxA
= ViVyd = VyVxAd = Voyovyxd = RxyA

para todo X, Y, A € I'(TM) utilizando la Definicién 1.6 de la curvatura. Observamos que
la definicién inductiva de la segunda derivada covariante del tensor de curvatura R de la
variedad afin M en la ecuacién (3.13) estd basada en la definicién (3.12) de la derivada
covariante VR. Si expandimos todas las subexpresiones VR en la ecuacion (3.13) obtenemos
la expansion completa y bastante complicada de la segunda derivada covariante de R:

(VxVR)y.a 5C
- +Vx((VyR>A’BC)
— (VyyvR)aC — (VyR)vya.8C — (VyR)avysC — (VyR)a 5VxC

= + VxVy(RaC) — Vx(Ry,a8C) — Vx(Rav,58C) — Vx(RapVyC)
— Vvyv(RaBC) + Rvg yva,5C + Rave v8C + Rap(VywC)
— Vy(Ryya8C) + RyyveaBC + RygavyBC + Ryyean(VyC)
— Vy(RavyBC) + RyyavysC + RavyvyisC + Ravyip(VyC)
— Vy(R4,BVxC) + Ryya8VxC + Rav,8VxC + Rap(VyVx(C)

= + Viy(RaC) — R(_vyvy vy, 80

— Ra (-vyvx Vo v)BC — Ras((—VyVx — Vv )C)

+ 6 parejas de términos simétricos bajo el intercambio X <« Y.
Para eliminar las 6 parejas de términos simétricos bajo X <+ Y calculamos la resta

(VxVR)y.a5C — (VyVR)x. 4 5C
usando la identidad auxiliar andloga a V% yA — V3 yA = Rx yA:
(=VyVx = Vy,y)A = (=VxVy —=Vy,x)A4 = ViA — Vi A = RxyA

Entonces el resultado final de calcular la resta es:

(VxVR)y.a5C — (VyVR)x. 4 5C

= Rx,y(RaBC) — Rryya,BC — Rary,8C — Rap(RxyC)

; (RX7y*R)A7BC = CD(R)X7Y;A7BO.
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Por lo cual podemos concluir: Si tenemos una variedad afin M con una conexién V libre
de torsiéon tal que VR = 0 idénticamente en toda la variedad, entonces el valor del tensor
de curvatura R, € Curv(7,M) en cada punto p € M satisface la ecuacién cuadratica
®(R,) = 0. En particular esto vale para un espacio simétrico Ml con su conexién V. H

El tercer Teorema de Lie se obtiene a partir del siguiente teorema, el cual también serd adap-
tado al lenguaje de espacios simétricos. Esta adaptacion sera bastante ttil para la clasificacion
de espacios simétricos marcados:

Teorema 3.23 (Existencia de Homomorfismos en Grupos de Lie).

Sean G y H dos grupos de Lie tal que G es simplemente conexo y sea v : g — b un homo-
morfismo entre sus dlgebras de Lie g := T.G yb§ = T.H. Entonces existe un homomorfismo
unico de grupos de Lie ¥ : G — H tal que su diferencial en e € G es igual a :

V,e: T.G — T.H X — U, (X) = ¥(X).

Teorema 3.24 (Tercer Teorema de Lie).
Dada un dlgebra de Lie g de dimensidn finita sobre R existe un grupo de Lie G simplemente
conezo con un dlgebra de Lie g := T,G isomorfo a g = g.

Para la demostracion referimos al lector al libro [Wal, pagina 94. Se nota que el grupo G en
el tercer Teorema de Lie estda determinado unicamente por el algebra g salvo isomorfismos
de grupos de Lie: Si G y G son dos grupos de Lie simplemente conexos con algebras de Lie
ambas isomorfas a g, entonces existe un isomorfismo 1 : g — § que es la diferencial de un
homomorfismo ¥ : G — G de grupos de Lie en e € G gracias al Teorema 3.23. Por la
misma razén 1! es la diferencial de un homomorfismo ¥—1! : G — G de tal manera que
¢! o9 = id, es la diferencial en e € G de ambos endomorfismos ¥~! o U y ide del grupo
de Lie G. Asi la unicidad del homomorfismo dada su diferencial en el Teorema 3.23 nos dice
U~to W = idg, un argumento andlogo asegura que W o W1 = id, también.

Las demostraciones del Teorema 3.23 y del Teorema 3.24 hacen uso extenso de la llamada
Férmula de Baker—Campbell-Hausdorff para grupos de Lie. Para adaptar la demostracion
del Teorema 3.23 al caso méas general de espacios simétricos necesitamos el analogo de esta
formula, la Formula de Baker—-Campbell-Hausdorff para espacios simétricos:

Lema 3.25 (Férmula de Baker—Campbell-Hausdorff para Espacios Simétricos).

Sea R = Rlzjoos € Curv(T,M) el tensor de curvatura de la conexidn de Loos V' de un
espacio simétrico M en un punto base p € M. La formula de Baker—Campbell-Hausdorff
para grupos de Lie [H] tiene una version para espacios simétricos de la forma

2
3

2

eXpII;oosX * eXpZI;OOSY = expé‘oos ( 2X - Y + -RxyX + 3

Ry.xY + )

en donde e}<p]1;°C’S : T,M — M es la aplicacion exponencial para la conexion de Loos.
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Corolario 3.26 (Existencia de Homomorfismos entre Espacios Simétricos).
Sean M y IL dos espacios simétricos con M simplemente conexo y sea ¢ : T,M — T, una
aplicacion lineal entre sus espacios tangentes en los puntos p € M y q € L tal que

V(R xyZ) = (R )pix)uwr)¥(Z)

para todo X, Y, Z € T,M. Entonces existe un homomorfismo unico ¥ : M — L tal que:

U(p) = ¢ Vip = .

Teorema 3.27 (Clasificacién de Espacios Simétricos Marcados).

Eziste una biyeccién © entre el conjunto &222°( V) de clases de isomorfia de espacios
simétricos marcados simplemente conezos y el conjunto Curve—o( V') de tensores algebraicos
de curvatura R que satisfacen la ecuacion cuadrdtica ®(R) = 0, es decir, que satisfacen

Rxy Ra,BC — RapRxyC = Rpgy,aBC + Rary,sC

para todo X, Y y A, B, C € V. Esta biyeccion es dada por jalar el tensor de curvatura R
de la conexidn V™% en el punto base p sobre el marco F a un elemento de Curv(V):

O: emredo (1) =, Curvg_o( V), [(M, p, F)] — F*R, .

Demostracion. Para empezar tenemos que verificar que © estd bien definida. Sea entonces
(M, p, F') un espacio simétrico marcado, el valor R, € Curv(7,M) de su tensor de curva-
tura R en el punto base p € M satisface la ecuacion cuadrética ®( R,) = 0 debido al Lema
3.22, por lo cual concluimos que F*R, € Curve_o( V') por medio del argumento:

®(F*R,) = F*®(R,) = 0.

Segun la Definicién 3.18 existe un difeomorfismo afin ¢ : M — L para cualquier pareja de
espacios simétricos marcados isomorfos (M, p, F') = (L, q, E') tal que ¢(p) = q y ademas
.« po F' = E. Adaptando la ecuacién (3.15) de un automorfismo al caso de un difeomorfismo
afin obtenemos la siguiente identidad para campos vectoriales A, B, C' € T'(TM)

Px <R% BC> = RHQ*A,WBSO*C

que evaluada en el punto base p € My gracias a (p.A), = @« A, nos da la identidad

(90*7p )*Rg = Rzlyﬂ — 90*727 < (Rgﬂ )ApopCp ) = (Rgl )W*,pApvﬂo*,poSO*mCP (318)
en el sentido de la Definicion 3.4. Entonces la factorizacion £ = ¢, , o I’ asegura que:
BB = (gpo FYRE = F(o, VRS = PR

Es decir, que la aplicacién © esta bien definida: Dos espacios simétricos marcados isomorfos
(M, p, ')y (L, ¢, F) tienen siempre la misma imagen bajo ©.
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Para demostrar que © es inyectiva consideramos dos clases de isomorfia de espacios simétricos
marcados [ (M, p, F')] y [(L, ¢, E)] que tienen la misma imagen bajo O:

FRY = O([(M,p, F)]) = O([(L ¢ E)]) = E'R

Entonces el isomorfismo lineal » = E o F~! entre sus espacios tangentes ¢ : T,M — T,LL
si satisface la condicion algebraica esencial del Corolario 3.26

(EoF 'R, = (F')E'R; = R}
que asegura que existe un homomorfismo de espacios simétricos ¥ : Ml — L con ¥(p) = ¢
y diferencial ¥, , = 1, se recuerda que ambos espacios simétricos M y L son simplemente
conexos por asuncion. Por la misma razon existe un homomorfismo de espacios simétricos
¥~': L — Mcon ¥'(q) = py diferencial U} = )" en el punto ¢ € L. Argumentando
como en el caso de grupos de Lie concluimos que ¥~ o ¥ = idy debido a la unicidad del
homomorfismo en el Corolario 3.26 con diferencial )~! o ¢ = idpu, de la misma manera
concluimos ¥ o U~! = idy. Asf los espacios simétricos marcados (M, p, ) = (L, ¢, E)
son isomorfos bajo ¥ segin la Definicién 3.18, porque ¥(p) = qy ¥, , 0 FF = ¢ o F = E.
Entonces [ (M, p, F')] = [(L, ¢, £)] y la aplicacién © es inyectiva.

Por supuesto la afirmacion més interesante del teorema es la sobreyectividad de la aplicacion
0, es decir, que existe un espacio simétrico Ml para cualquier tensor algebraico de curvatura
R que satisface la ecuacién cuadratica ®( R) = 0. Para un tensor algebraico de curvatura
arbitrario R € Curve—o( V') que satisface ®( R) = 0 consideramos su estabilizador

StabR = { FEGL(V) |F+xR=R} C GL(V)

bajo la representacién * de GL(V') en Curv(V'). Como estabilizador de un vector en una
representacion Stab R C GL( V') es un subgrupo cerrado segiin el Lema A.2 y por lo tanto
es un grupo de Lie. Su algebra de Lie coincide con el estabilizador infinitesimal de R:

stabR = { §E€GL(V)|F+«R=0)} C EndV.

La ambigiiedad en la notacion x para la representacion y la representacion infinitesimal tiene
como consecuencia la aparente contradiccién id € Stab R, pero id ¢ stab R salvosi R = 0,
porque las expansiones de las dos definiciones para * en Definicién 3.4 resultan en:

(id x R)4,5C = Ra pC (id x R)4,5C = —2Rs pC .
Ahora recordamos que la ecuacién cuadrética ®( R) = 0 se puede interpretar como
P(R)x,v;aBC = (Rxy *R)apC = 0
para todo X, Y, A, B, C € V, es decir, que:

®(R) = 0 = Rxy € stabR paratodo X, Y € V. (3.19)
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Recordamos también que el estabilizador infinitesimal es una subdlgebra stab R C End V' y
asi es cerrado bajo el conmutador, pues es el dlgebra de Lie del estabilizador, el subgrupo de
Lie Stab R C GL( V). Entonces la suma directa de V' con el estabilizador infinitesimal

g = stabR eV C EndV & V

es un &lgebra bajo el corchete [, -] : g X g — g definido por la regla
(XaX,DaY] = ([x,fg]—Rx,y)@(xY—@X) (3.20)

porque Rx y € stab R para cualquier X, Y € V por el argumento (3.19). j S6lo por este
argumento necesitamos la condicién que R satisfaga la ecuacién cuadrética ®(R) = 0!

Para continuar con la construccion de un espacio simétrico a partir del tensor algebraico de
curvatura R € Curvg—o( V') tenemos que verificar que g es un édlgebra de Lie. Para este
propoésito expandimos la definicién (3.20) del corchete en el calculo:

(Xo X, [PeY, 30 Z]] = [Xe X, ([9,3] - Rvz)®(9Z - 3Y)]
= ([337 (9, 3]] — [X, Ry,z] + Ryzx + RX,3Y)
& (X927 - X3Y — [9,3)X + RysX )

(Dev. 30z xeX]] = (19.03.2] - [V Rzx] + Boxy + Brxz)
® (2)3)( ~0XZ - [3,X]Y + RZ,XY>

30z [x0X.90Y]] = ([3(29]] - [3 Rxy] + Rz + Ravx)
o (3%Y 39X ~ [X9]7 + Rxv7 ).

Utilizamos la identidad de Jacobi para el conmutador [X, 9] := X9 — YPX en EndV y la
primera identidad de Bianchi para el tensor algebraico de curvatura R € Curv(V')

(X, (9. 3]] + (D, [3, X]] + [3, [X,9]] = 0  RxyZ + RByzX + RzxY = 0

para sumar las ultimas tres ecuaciones con el resultado

[(Xe X, [Py, 3aZ]] + [PaY, [3eZ XaX]] + [3eZ [XeX,YaY]]
= < — (%*R)Y,Z — (Q*R)ZX — (S*R)X7y> ) 0

en donde x denota la representacion infinitesimal de la Definicién 3.4. Asi la identidad de
Jacobi se cumple para el dlgebra de Lie g, porque X, 2), 3 € stab R y entonces X x R = 0
debido a la construccién de g.

Acabamos de asociar el dlgebra de Lie g a la solucién R € Curvg—o( V') de la ecuacién
cuadrética ®( R) = 0, ahora aplicamos el tercer Teorema de Lie 3.24: Existe un grupo de Lie
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G simplemente conexo que tiene como algebra de Lie a g. El grupo G tiene un automorfismo
involutivo 8 : G — G caracterizado mediante el Teorema 3.23 por su diferencial en el
elemento neutro e € G, que es el automorfismo involutivo

Oie: 9 — @ XpX — X (-X).

del dlgebra de Lie g. Verificamos facilmente que 6, . es un automorfismo de g, es decir, que

9*,6([%@)(,@@3”]) ([%,@]—Rx,y>@(—3€y+@){)
_ ([35,@] - R_X,_y) @ ( + X(=Y) - @(—X))
— [6.(X0X), 0. (D0Y)]

para todo X @ X, 9 ®Y € g. La involutividad §* = idg del automorfismo 0 : G — G es
garantizada como antes por la identidad evidente 9376 = idy de su diferencial y la unicidad
del homomorfismo ¥ en el Teorema 3.23. Definimos el subgrupo H C G como la componente
conexa del elemento neutro del subgrupo cerrado de elementos de G fijos bajo 6:

el ={g9geG|0g)=9g} 2O H.

Es decir, que H C G? es el subgrupo normal de elementos h de G? que se puede conectar
al elemento neutro con un camino continuo v : [0, 1] — G? en el subgrupo G tal que
7(0) = ey (1) = h. Entonces la construccién de espacios simétricos a partir de grupos de
Lie con un automorfismo involutivo detallada en el Lema 3.20 dota al espacio homogéneo

M = G/g
con una estructura de espacio simétrico bajo la operacion binaria:
x: M x M — M (vH, gH) — ~v0(y 'g)H .
De pasada mencionamos que M es simplemente conexo gracias a la sucesion exacta larga
. — m(G,e) — m (M, eH) N mo(H,e) — m(G, e) —» mo(M, eH)

en homotopia con m (G, e) = {1} = m( H, e), que es asociada al haz fibrado:

H—S -G .

|-

M

Finalmente consideramos la composicién de isomorfismos

et (08 X) H
0

F Vég/stabR i)T,ZHI\\/JI X'—>E
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en donde el segundo isomorfismo es el isomorfismo (3.9) construido en la demostracién del
Lema 3.20, para obtener un espacio simétrico marcado y simplemente conexo:

(M, eH, F).

Los métodos avanzados en la investigacién de espacios homogéneos [H|, pagina 215; nos
permiten calcular el tensor de curvatura de espacios homogéneos, en el caso de espacios
simétricos obtenemos:

(F'Rey)asC = —[[08& A 08 B],08C] = [Rup®0,0&C] = 0& Rup.

Esta formula da origen al concepto de los sistemas triples de Lie STL. Para nosotros lo
importante es que la clase de isomorfia [ (M, eH, F')] del espacio simétrico marcado M es
una preimagen O( [ (M, eH, F')]) = F*R.y = R de R bajo ©, por ende O es sobreyectiva
y en consecuencia una biyeccion. n

Corolario 3.28 (Clasificacion de Espacios Simétricos).

La biyeccion © entre el conjunto &=@2d°( V) de clases de isomorfia de espacios simétricos
simplemente conexos y marcados por un espacio vectorial modelo V' de dimension m € Ny
sobre los reales R y el conjunto Curve—o( V') de tensores algebraicos R de curvatura que
satisfacen la ecuacion cuadrdtica ®( R) = 0 desciende a una biyeccion

0: 6,(V) = Carve—o(V)/qr(vy  [M] — [F'R,]

entre el conjunto de clases de isomorfia de espacios simétricos simplemente conexos de di-
mension m y el conjunto de drbitas de la accion del grupo GL(V') en Curve—o( V'), en
donde F': 'V — T,M denota un marco arbitrario en un punto arbitrario p € M.

Demostracion. Primero hay que ver que © estd bien definida: Sea F : V — T, »M un
marco arbitrario en un puntop € My sea F : V — T, M otro marco en otro punto ¢ € M.
Sabemos por el Lema 2.22 que el grupo de automorfismos afines del espacio simétrico M actia
transitivamente, entonces existe un difeomorfismo afin ¢ € Aff(M, V) que manda p a
¢ = ¢(p). Como ¢ es un difeomorfismo su diferencial en el punto p es un isomorfismo de
espacios vectoriales ¢ , : T,M — T, M, lo cual nos permite escribir el marco alternativo
Yup © F': V— T,M en el punto ¢ como el producto de E conun F € GL(V'):

Yepo F = Eo(E’_logo*,poF> = EoF.

Jalando el valor R, del tensor de curvatura R de M a un tensor algebraico de curvatura en
Curv( V') y usando la Definicién 3.4 a ambos lados obtenemos eventualmente la identidad

F'%(E*R,) = F*(E*R,) = (EoF)R, = F*(¢.,)'R, = F'R,

porque Fx := (F~1)* es la definicién de la representacién x de GL( V). Ademés ¢ es un
difeomorfismo global afin, con lo cual la ecuacién (3.18) asegura igualdad:

(@*,p)*Rq = R,.
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La sobreyectividad de © es una consecuencia directa de su construccién como un cociente
bien definido de la aplicacion sobreyectiva ©; esencialmente equivale a la construccién de un
espacio simétrico M simplemente conexo a partir de una soluciéon R € Curvg—o( V') de la
ecuacién cuadratica ®( R) = 0 detallada en la demostracién del Teorema 3.27.

Para verificar finalmente que © es inyectiva tomamos dos clases de isomorfia [M] y [L]

de espacios simétricos simplemente conexos tales que ©([M]) = O([L]) en el conjunto
Curv(V')/GL(V') de érbitas del grupo GL(V') en Curv( V'), es decir, tales que

F*R) = F' % (E'R;) = F(E'R;) = (EoF)R;

para algin F € GL(V') y para algunos marcos F': V — T,M y E : V — T, de los
espacios simétricos en los puntos p € M y ¢ € L. Gracias a esta identidad tenemos que:

o(l(Mp.F)]) = ©([(LgEoF)])

Asf la inyectividad de © implica que (M, p, F')y (L, ¢, EoTF) son isomorfos como espacios
simétricos marcados, eligiendo cualquier isomorfismo marcado ¢ : Ml — L entre ellos
concluimos que M = L. Resumiendo todo este argumento observamos que el diagrama

@marcado( 1) © Curvg_o( V)
SnlV) S Curvao(V)/qr(v) -

conmuta, en donde 7 es la proyeccién canénica y 7 es la aplicacion [(M, p, F')] — [M]
que olvida la informacién sobre el marco F': V — T,M y el punto base p € M. [ |

Conjetura 3.29 (Existencia de Familias de Espacios Simétricos).

Sabiendo que a partir de cierta dimension aparecen familias continuas de grupos de Lie a un
pardametro no isomorfos y dado que un espacio simétrico es mas débil que un grupo de Lie,
se esperaria que en la clasificacion de espacios simétricos para dimensiones mayores a dos
se obtengan familias continuas de espacios simétricos a un pardmetro no isomorfos. Eso en
contraste a la clasificacion discreta de Cartan de espacios simétricos Riemannianos.

3.3. Espacios Simétricos en Dimension Dos

Detallamos en esta seccién la clasificacion de los planos simétricos simplemente conexos, es
decir, de los espacios simétricos de dimensiéon m = 2, en un estudio de la estructura del
conjunto &y( V). Fijamos para este propdsito un espacio vectorial modelo V' de dimensién 2
sobre los reales R, su grupo de automorfismos GL( V') actiia en el espacio vectorial Curv( V")
de tensores algebraicos de curvatura sobre V' jalando tensores de curvatura como en la
Definicién 3.4. El Teorema 3.27 asegura que So( V') estd en biyeccion con el conjunto de
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érbitas de GL( V') en el subconjunto Curve—o( V') de soluciones R € Curv( V') a la ecuacién
cuadrética

(I)(R)X,Y;A,BC = (RX,Y*R)A,BC
= Rx,y Ra,BC — Rpy,a,BC — Rary,8C — RapRxyC = 0

para todo X, Y, A, B, C € V. Queremos simplificar esta descripcién del conjunto Sy( V')
de clases de isomorfia de planos simétricos simplemente conexos usando la contraccién de
Ricci, que es un isomorfismo GL( V' )—equivariante en dimensién m = 2 segun el Corolario

3.7:

ric: Curv(V) — V'@ V* R +—— Ric. (3.21)

En dimensién 2 toda soluciéon R € Curv(V') a la ecuacién cuadratica ®( R) = 0 satisface
Ric = Ricg, simétrico: segin el Teorema A.21 cualquier forma alternante diferente a cero
es no degenerada en esta dimension y asi Ric,; = 0 debido al Corolario 3.13. Inversamente,
nuestros calculos en el Ejemplo 3.10 aseguran que la tnica preimagen —R? = —ric*p de una
forma bilineal simétrica p € Sym*V* en dimensién 2 bajo ric satisface la ecuacién cuadratica
®(—Rr) = 0. Entonces la contraccién de Ricci se restringe a la siguiente biyeccion:

ric: Curve_o(V) — Sym?V* R — Ric

la cual induce por su equivarianza bajo el grupo GL( V') una biyeccién entre los siguientes
conjuntos de orbitas:

ric

GQ(V) = CurVqJZO(V)/GL(V) — SmeV*/GL(V). (3.22)

El Teorema de inercia de Sylvester A.22 es esencialmente una descripcién del conjunto de
6rbitas del grupo GL( V') en el espacio vectorial Sym®V* de formas bilineales simétricas:

Teorema 3.30 (Teorema de Inercia de Sylvester).

Sea V' un espacio vectorial de dimension m € Ny sobre los reales R. Las orbitas de la
accion de GL(V') en el espacio vectorial Sym*V* son clasificadas por la signatura, una
pareja (p, n) € N2 tal que p + n < m: Dos formas bilineales simétricas estdn en la misma
orbita bajo GL( V), si y sélo si tienen la misma signatura. El nimero de signaturas posibles

ﬁ{(pan)EN% p+n§m}:(m;—2)

Asi el Teorema de inercia de Sylvester junto con la biyeccién (3.22) inducida por la con-
traccién de Ricci resulta en la siguiente descripcién del conjunto &o( V') de las clases de
isomorfia de espacios simétricos simplemente conexos en dimensién 2:
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Espacio simétrico Simbolo | Signatura | Ric = Ricgy . Grupo?
Plano real euclidiano R? (0,0) Igual a cero St
Primer plano real exético RZ (1,0) Semidefinido positivo No
Segundo plano real exético | R2_ ., (0,1) Semidefinido negativo St
Esfera redonda S? (2,0) Definido positivo No
Plano Lorentziano CM (1,1) Indefinido No
Plano real hiperbdlico RH? (0,2) Definido negativo No

Por lo tanto hay exactamente seis clases de isomorfia de espacios simétricos simplemente
conexos en dimensiéon dos, las cuales son distinguidas por la signatura de la aplicacion Ric.
Ya hemos visto el plano euclidiano R?, que es el dominio 1égico de la geometria euclidiana,
la esfera redonda S? asociada a la geometria eliptica, el plano real hiperbdlico RH? de la
geometria hiperbélica y el plano simétrico Lorentziano CM?:

« 0 R x R? — R?, ((Z) (;)) — (2 cos(ia—_ﬂi)xb - y)
¥ 1 R x R2 — R?, <(Z) (Z)) — (2 cosh(Qaa—_xggb - y>

dotan a R? con dos estructuras R2 , v R2 ., que lo convierten en un espacio simétrico de

dimensién 2. Lo haremos sélo para R2_,, es decir, para la primera de las dos operaciones

. . . . 2 ’
binarias, ya que las consideraciones para RZ, ., son completamente analogas. Logramos la
demostracion de los cuatro axiomas de espacios simétricos para x := x; con el siguiente
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calculo:

i) (a,b) * (a,b) =

(2a — a, 2 cos(a—a)b — b)
(a, b).
i) (a,b)*((a,b)*(x,y)) = (a,b)* (2a — x,2cos(a—z)b — y)
= (z,2cos(a—2a+2x)b — 2cos(a—xz)b + y)
(z,2cos(—a+x)b — 2 cos(a—x)b + y)
(z,

y)-

iii) (S(a,b)>*(ab)(+a,+b) = %lo(a,b)*(a—kta,b—i—tl})
= %’0(2a—a—ta,QCos(a—a—ta)b—b—tb)
= (_du_i))'

iv) (a,b)* ((u,v) *(z,y)) = (a,b)*x (2u — x, 2 cos(u—x)v — y)

= (2a — 2u + =,
+2cos(a—2u+x)b
—2cos(u—z)v + ¥y)

= (4a — 2u — 2a + x,
+2(2 cos(a —u) cos(x —u) — cos(a—x))b
—2cos(x—u)v + y)

= (2(2a —u) — (2a — z),
+2 cos(x —u) (2 cos(a —u)b — v)
—2cos(a—x)b + y)

= ((a,b) * (u,0)) * ((a,0) * (2,9)).

Hemos usado la identidad trigonométrica cos(a + &) + cos(a — &) = 2(cos a) (cos &) en el
punto iv) para @« = a —u, £ = x — u, obscureciendo asi el origen simple de la identidad:

cos(a — 2u +x) = 2cos(a —u)cos(x —u) — cos(a — x).
Se nota que esta identidad es verdad también para el coseno hiperbdlico cosh en vez de cos.

Ahora veamos cudles de estos espacios simétricos provienen de un grupo de Lie. Sea g un
algebra de Lie sobre los reales R con dim g = 2. Su corchete induce una aplicacién lineal

[,-]: A’g — g ANB — [A B].

con dominio un espacio vectorial de dimensién dim A%g = 1. Asf la aplicacién o es cero en
el sentido [ A, B] = 0 para todos A, B € g o tiene rango 1.
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En el primer caso [ A, B] = 0 para todos los A, B € g la Férmula de Baker—Campbell-
Hausdorff [FH] implica que el grupo de Lie asociado es conmutativo. Ademads es simplemente
conexo y entonces isomorfo a R? bajo la adicién, que induce la operacién binaria estandar

x: R?* x R* — R? ((a,b),(x,y)) — (2a — x,2b —y) .

en el espacio simétrico R2. La conexién de Loos V% = Vtrivial g5 ] conexién trivial, porque
todas las segundas derivadas parciales de las funciones componentes de la operacién binaria

Si(a, bz, y) == 2a —x So(a, byx,y) = 2b—y

junto con todos los simbolos de Christoffel segtin la Definicién 2.12 se anulan. En consecuen-
cia, la curvatura de la conexién de Loos R = R"Wvi@al = ( es idénticamente cero, como lo es
la curvatura de Ricci asociada. En particular Ric = 0 tiene signatura (0, 0).

El otro caso es mucho mas interesante. Dado que el corchete tiene rango 1 considerado
como una aplicacién lineal A’g — g existen A, B € g, tal que [A, B] = aB es un
multiplo de B con a # 0. Remplazando A por a~! A, si es necesario, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que el algebra de Lie g esta determinada por la regla:

g = spang{ A, B} [A, B] = B.

Conocemos un grupo de Lie simplemente conexo con esta algebra de Lie, a saber el grupo
de aplicaciones afines lineales invertibles de R en si que preservan la orientacion:

Aﬂ‘-‘r( ]R, vtrivial) — { (g ?)

Su &lgebra de Lie aff( R, V¥#Vial) es de hecho generada por las dos matrices:

aeR+,beR} ~ RT x R.

A = ((1) 8) B = (8 (1)) — (A, B] = B. (323)

Consideramos la parametrizacién del grupo de Lie AffT(R, V¥iVial) definida por la regla:

2 = + trivial et e"b
R° — Aff"(R, V ) (a,b) — o 1)

El calculo directo

e2a e b 6217 easy B 62a+2x €a+x(eay+6—xb)
0 1 0 1 - 0 1

implica que esta parametrizacién de Aff* (R, V¥#Vial) induce la multiplicacién equivalente

R* x R? — R? ((a,0), (z,y)) = (a+z, ey + e 7b)
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en la variedad suave R?. Una ventaja de la parametrizacién elegida es que el inverso es
particularmente simple, a saber (z,y)™' = (—x, —y), entonces R? tiene la estructura de un
espacio simétrico bajo la operacion binaria estandar para grupos de Lie

SCa, b; z,y) = (a,b) x (x,y) = (a,b)(—=z —y)(ab)

= (a—a,—€e'y+¢"b)(a,b)
20 —x, e b+ e (—e'y + €'b))
2a — x, 2 cosh(a—z)b — y)

!

(
(
(
(

1 — z — z4 2 . . , .
debido a que 2cosh z = e* +e77, eso es, que el plano exdtico RZ,_ ., es un espacio simétrico,

que viene de un grupo de Lie. Usamos esta oportunidad para calcular la curvatura de Ricci
del plano exético R? Aplicando la Definicién 2.12 obtenemos en un primer paso:

z

exot2"

825 ; Loos 0 o
axam(a7 b7 ZL",?-/) - (O,QCOSh(a—m)b) e vai e _b%
%S
axay(av b; 33,1/) - (0,0) — VJ;QOOS% _ 0
%S
ayax(ay b; $7y) = (0,0) — VI(;Q(;OS% _ 0
%S

a, b; z,y = 0,0 _— VL{OOSQ _ 0
8y8y< ) ( ) % b

y de aqui concluimos que el campo vectorial % es paralelo con respecto a la conexion de
Loos. La tnica componente no cero del tensor de curvatura de la Definicion 1.6 es entonces

0
Ry o8 = Vg (Vamp) - Vie(Via) = v —0g) = 2
da’ Ob da ob ob da ob b
porque [%, %] = 0. De este resultado se obtiene facilmente que la signatura del tensor de
curvatura de Ricci tiene signatura (0, 1), mds preciso obtenemos:
A I I 0 _ 0 9 d _
RlC(&,%) —tr<Z>—>RZ78@%> —tr(%l—>0,%}—>—%> = —1
a
‘(0D _ d _ 0 o 9 _
Ric( 5, 5. ) —tr<Z>—>RZ7%%> —tr<%r—>%,%r—>0> = 0

mientras que Ric( %, % ) = 0 = Ric( 8%, % ), porque verificamos antes que el campo vecto-
rial % es paralelo. Las cuentas del tensor de curvatura de Ricci para el otro plano simétrico
ex6tico RZ ., son casi idénticas, la diferencia en sélo un signo viene del signo adicional en
la identidad cos” z = — cos z que reemplaza la identidad cosh” 2 = + cosh z. Entonces, el
resultado es que Ric tiene signatura (1, 0) para el plano simétrico exético RZ_,;.

Para ilustrar el calculo del tensor de curvatura de Ricci queremos comparar el resultado

con la forma de Killing del grupo de Lie R? = Aff*(R, V"Vial) Un pequefio problema es
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que los campos vectoriales % y a% no son invariantes a la izquierda, sin embargo sus valores

en el elemento neutro (0, 0) € R? corresponden esencialmente a los vectores de la base
ordenada A, B del élgebra de Lie g, que definimos en la ecuacién (3.23):

e’ 0 0 1t
G I SR T

El corchete [A, B] = B implica que las aplicaciones adsy : g — g, X — 2[A, X, v
adp : g — g, X — [ B, X |, corresponden en la base ordenada A, B a las matrices:

~ (0 0 ~ 0 O
adoy = <() 2) adp = <_1 0).

Entonces la forma de Killing K : g x g — R, (X,Y) — try(adx o ady), tiene los valores:

9
Oa

= 4
dt

= 4
dt

(0,0) (0,0)

K(2A,24) = 4 K(2A,B) = K(B,2A) = K(B,B) = 0.

Entonces hemos verificado, por lo menos en este ejemplo, que el tensor de curvatura de Ricci
de la conexién V% para un grupo de Lie G y la forma de Killing K de su édlgebra de Lie g
estdn relacionados por la siguiente identidad, que se parece a la ecuacién (3.7):

) 1
Ric = —-K.
4
Por lo tanto se ha demostrado que los tinicos espacios simétricos en dimensiéon dos son las
variedades que se mencionaron al inicio de esta seccion, de los cuales dos son grupos de Lie

y los otros cuatro no.

3.4. Espacios Simétricos Duales y Complejificados

Observacién 3.31 (Espacio Simétrico Dual).
Si R es el tensor algebraico de curvatura asociado a un espacio simétrico M, entonces —R
también es un tensor algebraico de curvatura, que satisface también la ecuacion cuadrdtica:

Rxy RagC — Rap RxyC = Rpry,aBC + Rars,BC .

Debido a esto existe un espacio simétrico con —R como su tensor algebraico de curvatura
asociado. Tal espacio simétrico se llama el espacio simétrico dual para M y se denota por M*.
Se observa que M* estd bien definido salvo cubrientes. Segun la clasificacion de los espacios
simétricos de dimension 2 las parejas de espacios simétricos duales en esta dimension son

-ﬁRQ

exot2

(R RH?<—>5" C cm? R?

exot1

(3.25)

en donde R? y CM? son espacios simétricos autoduales. Que el espacio simétrico R2,_,

venga de un grupo de Lie no implica que su dual RZ?_,, también venga de un grupo de Lie.



CAPITULO 3: CLASIFICACION DE ESPACIOS SIMETRICOS 75

Definicién 3.32 (Variedad Compleja).

Sea M un espacio topoldgico que satisface el segundo axioma de numerabilidad y es Hausdorff.
Sea A = {(za, Us) }aca un atlas maximal holomorfo de dimensién m = 2n para M, donde
las cartas z, son homeomorfismos entre abiertos U, C M y abiertos z,(U,) C C"

R

Zo: Uy — z,(U,) C C"

y los cambios de cartas son aplicaciones holomorfas para todo «, f € A. Entonces a la
pareja

(M, A)

se le llama una variedad compleja de dimensién n y la denotaremos por M.

Definicién 3.33 (Espacio Simétrico Complejo).
Un espacio simétrico complejo es una variedad compleja M con una operaciéon binaria
holomorfa

x : Mg x M — Mg (p,q) —Dp *q

que satisface los axiomas de un espacio simétrico en el sentido de la Definicién 2.1.

Recordamos que una aplicacién conjugada lineal entre espacios vectoriales sobre C es una
aplicacion ¢ : W — Z que es aditiva y conmuta con la multiplicaciéon escalar salvo conju-
gacion, es decir, que satisface para todo w, wy, wy € W y todo A € C:

p(wr +wy) = p(wr) + p(ws) p(Aw) = Aop(w) .

Definicién 3.34 (Aplicaciones Antiholomorfas).
Una aplicacion suave ¢ : C™ — C™ se llama antiholomorfa, si y sélo si su diferencial en
cualquier punto z € C™ es una aplicacion conjugada lineal:

d
Qi C" =2 T.C" — T,,,C" = C™" w — pr oz + tw).
0

Definicién 3.35 (Estructuras Reales).
Una estructura real en el espacio vectorial complejo C™ es una aplicaciéon conjugada lineal
@ : C™ — C™ que es una involucién ¢? = idem. El conjunto de vectores reales

(C"r = {wel” | plw)=w}
bajo una estructura real ¢ dada es un subespacio real de dimensién m tal que:
C" = (C"r @ i(C")g =2 (C™)regC.

Teorema 3.36 (Espacio Simétrico Complejificado).
Todo espacio simétrico M se puede complejificar a un espacio simétrico complejo M.
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Demostracion. Haremos la demostracién exclusivamente para los seis espacios simétricos
reales que hemos obtenido en dimensién 2 y usaremos el siguiente hecho: Si Mi¢ es un espacio
simétrico complejo y ¢ : Ml — M es una aplicaciéon antiholomorfa e involutiva, entonces
el conjunto

(Mc)? = {peMc | ¢(p)=p} C Mc

de puntos fijos bajo ¢ o es vacio o es una subvariedad real tal que dim¢ M¢ = dimg( Mc )?.
Si ¢ es ademds un homomorfismo de espacios simétricos en el sentido de la Definicion 2.3,
entonces (M )¥ es un subespacio simétrico real cuya complejificacién es M.

Para empezar consideramos la esfera compleja SZ en dimensién 2
Sz = {2€C® | glz,2)=1} c C°
en donde g denota la forma simétrica C-bilineal sin conjugar, definida por:
g: C* xC* —C (z,w) — ziw; + zwy + zzws.

Definimos la parte real y imaginario de z € C? en componentes:

21 Rez Im z;
z = 29 e Rez = Re 2z y Imz = Im 29
23 Re z3 Im 23
Usando esta notacién podemos separar la condicién g(z,z) = 1 impuesta en los puntos

z € S% de la esfera compleja en su parte real e imaginaria

Re g(z, 2z) =1 = Re (2 + 25 + 22) = ||Rez|® — |[Imz]?

Img(z, 2) =0 = Im (2 + 25 +27) = 2g(Rez, Imz)

con lo cual obtenemos un difeomorfismo de variedades diferenciables

S —= 52
v d Rez
—| | = + 1
[C [c cT dzfo(HReijL mz)
S22 782

entre la esfera compleja SZ y el espacio total T'S? del haz tangente de la esfera S? = SZ N R3.
Se nota que 7'S? es un espacio simétrico, esto es, el haz tangente de cada espacio simétrico
M es naturalmente un espacio simétrico TM. Sin embargo el difeomorfismo ¥ entre SZ y
T'S? no es un homomorfismo de espacios simétricos para la operacién binaria holomorfa

« 1 SZ ox S2 — S2 zZyw) — 2¢g(z,w)z — w 3.26
C C C

que dota a SZ con una estructura de espacio simétrico. La verificacién de los cuatro axiomas
de un espacio simétrico segin la Definicién 2.1 es literalmente la misma que la verificacion
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de los axiomas para S? en la Seccién 2.2; la tnica diferencia es que los vectores son ahora
elementos de C® en vez de R3. Para construir una involucién antiholomorfa de la esfera
compleja SZ en sf misma que sea un homomorfismo de espacios simétricos hacemos un ansatz

oa: Sg — SE 2 — AZ
con una matriz real ortogonal A € O(R?). Asf A = Ay el hecho que A es ortogonal implica
g(Az, AZ) = g(Az, Az) = g(Az, Az) = g(z 2)

para todo z € C?, es decir, pa(2) € SZ para todo z € SZ. Debido a la conjugacion la
definicién de la aplicacién 4 es claramente la restriccién a SZ de una aplicacién conjugada
lineal de C3 en sf misma y por ende antiholomorfa. Ademds ¢4 es involutiva, si y solamente
si su pardmetro A satisface A2 = ids.3, de hecho obtenemos en este caso que:

©i(z) = AAzZ = AAZ = A’z = 2.

Verificamos que ¢4 es un automorfismo para la operacion binaria (3.26) que hace de la esfera
compleja SZ un espacio simétrico. Usando ¢(Z,w) = g(z,w) para z, w € C? obtenemos:
palzxw) = 2¢9(zZ,w)Az — Aw
= 29(Az Aw)AZ — Aw = pa(z) * pa(w)
ya que A : C* — C3, z — Az, es C-lineal y preserva la forma bilineal g. En resumen

oa @ S2 — SZ es un automorfismo involutivo y antiholomorfo de la esfera compleja S2
para cada matriz real ortogonal A € O(R3?) que satisface A2 = idsy3, y el conjunto

(Sg)Pr = {zeSc|walz) =2} C S

de puntos fijos bajo w4 0 es vacio o es un subespacio simétrico real de dimensién dos cuya
complejificacién es SZ. En seguida tratamos los siguientes cuatro candidatos para A:

+1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
0 +1 0 0 +1 0 0 -1 0 0 -1 0
0 0 +1 0 0 +1 0 0 +1 0 0 -1

Para cada uno de estos candidatos el automorfismo involutivo antiholomorfo w4 de SZ es
la restricciéon a S3 C C? de una estructura real ¢4 : C* — C? 2 — AZ, entonces el
subespacio simétrico de puntos fijos es igual a la interseccién de SZ con los vectores reales:

(Sg)%* = SE N (Ch
La estructura real para el primer candidato es la estructura real estandar de C3

+1 0 0 21 2
Ay = 0O +1 0 — wo: C* — C3 2| — | +2
0 0 +1 zZ3 —}—23
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con subespacio real (C? )g = RxR xR, entonces la esfera compleja SZ es la complejificacion
(SE) = {2€ 82| 2,2, 3R} = 5.

de la esfera S?. El segundo candidato corresponde a la siguiente estructura real de C3

-1 0 0 21 —Z
A = 0 +1 0 — o1 C? — C3, 2| — | +2
0 0 +1 zZ3 +Z3

con subespacio real (C?)r = iR x R x R, es decir,

(S2)? == { 2€ S2 | 21 €iR, 2,23 € R }
~ {veR | —vl+vi+0vi=1} =2 CM?

que SZ es también la complejificacion S2 = CMZ del plano simétrico Lorentziano CM?. El
subespacio real con respecto a la estructura real inducida por el tercer candidato

-1 0 0 21 —Z
Ay = 0O -1 0 — 9 : C? — (C3, 29 — —Z9
0 0 +1 23 +7Z3

es igual a (C3)gr = iR x iR x R, asi obtenemos:

(S2)2 == { 2€ S2 | 21,2 €iR, z3 € R }
~ {(veR | —vi—-vi+vi=1} = RH*U —RH

La observaciéon més interesante en este momento es que la esfera compleja S% es la compleji-
ficacién de tres espacios simétricos seudo-riemannianos S?, CM? y RH?, en particular es la
complejificacién de S? y de su dual (S?)* = RH?2. En general un espacio simétrico M y su
dual M* tienen la misma complejificacion M = M. La estructura real para el candidato

-1 0 0 z1 —Z
As = 0O -1 0 — Q3 : (C3 — Cg, 29 — — Z9
0 0 -1 Z3 — 53

tiene subespacio real (C3)g = iR x iR x iR, el cual no se interseca con la esfera compleja,
es decir, (S2)#s = 0.

Consideramos ahora la variedad compleja C? bajo la operacién binaria holomorfa

bt : €2 x €2 — C? 2) (M) ) 2a .
z9 wWo 2 COS(Zl — U)l)ZQ — W2

La verificacion de los axiomas de un espacio simétrico segin la Definicién 2.1 es literalmen-

te la misma que se hizo para el plano simétrico exético R? or eso no vamos a repetir
exotl?
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este argumento. Similar al caso de la esfera compleja SZ pasaremos por una lista de estruc-
turas reales de C? para ver, de qué espacios simétricos reales de dimensién dos C? es la
complejificacién. Para empezar la estructura real estandar

+7z

+ 2

wo: C?* — (C? (Zl)
%)
tiene subespacio real (C? )g = R x R, el subespacio simétrico correspondiente

(C*)# = {2€C*| z2,%€R} = R?

exotl *

2
exotl)

i 2 2 21 — 71
pr: C — C <Z2> — (—1—22)

con subespacio real (C? )z = iR x R es algo mds interesante, porque

es nada mas que el plano simétrico R es decir, (R2 ., )c = (C?, %0t ). La estructura

real

(C*) = {2€C*| 2 €iR, nnc R} = R2

exot2

bajo el difeomorfismo R?* —s (C?)%1, (v, v9) — (iv1,v2), debido a que cos(iv) = cosh(v)
para todov € R. Entonces (C?, o ) €s igual a la complejificacién de ambos planos simétri-
cos exéticos R2 ., v R? ... Finalmente la complejificacién del plano afin R? considerado como
espacio simétrico es claramente el plano afin complejo C? con la operacién binaria holomorfa

*plano - C? x C? — C? (z,w) — 22 — w
debido a que los planos afines en general tienen curvatura R = 0. [

Por otro lado el Teorema de Sylvester para una matriz simétrica H € Mat™™ (C) nos dice
que:

Symz(Cm*/GL(Cm) =, {0, 1,2, ..., m} [H] — rango H.

Con esto tenemos la clasificacién de los espacios simétricos complejos simplemente conexos
de dimensién dos, los cuales son tres, a saber:

Espacio simétrico complejo Simbolo Rango Ric
Plano complejo afin (C2, *plano ) 0
Grupo de Lie soluble (C?, *exot ) 1

Esfera compleja (SZ, *) 2

Se puede demostrar que la complejificacién de S™ es en general la cuddrica en C™*1:

SPoi= {2z eC™ | g(z,2) =2+ ...+ =1}
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considerada como un espacio simétrico complejo bajo la operacion binaria holomorfa:
x o S x S — SE (z,w) — 2¢g(z,w)z — w.

En particular la esfera compleja S es difeomorfa, pero no isomorfa como espacio simétrico,
al espacio total T'S™ del haz tangente de la esfera real S™.

Con méas herramienta y técnicas del analisis complejo se ve que como en el caso de los
espacios simétricos reales donde se tiene que V' = R™; aqui en los espacios simétricos
complejos con V' = C™ sobre C y m = 2 se satisface:

[=R), [R] € Curve—o(V)/qr(v)

esto es, R y —R estan en la misma clase y por lo tanto cada espacio simétrico complejo en
dimensién dos es auto dual:

( (C2’ *plaHO ) ( (CQ7 *exot ) ( (S(%, * ) (327)



Epilogo

Los espacios simétricos pertenecen al mundo de las variedades diferenciables. Pueden verse
como generalizaciones de los grupos de Lie, como espacios homogéneos, como espacios re-
ductivos, etc. Por lo cual se pueden considerar desde varios puntos de vista para su estudio:

Punto de Vista Algebraico

El concepto de algebra triple de Lie fue introducido por K. Yamaguti en [Y] con el nombre
de sistema triple de Lie general, que abreviamos con STLG. Dicho concepto resulta ser la
generalizacion de los sistemas triples de Lie STL, de uso frecuente en Geometria Diferencial y
algebras de Jordan, y esta intimamente relacionado con los espacios homogéneos reductivos.

i) Espacios homogéneos y Algebras triples de Lie. La conocida correspondencia
entre los grupos de Lie y algebras de Lie crea un importante vinculo entre el Algebra
y la Geometria que permite tratar algunos problemas desde distintas perspectivas. Los
grupos de Lie aparecen como grupos de simetrias de ciertos objetos geométricos, y su
importancia radica esencialmente en su accién sobre otras variedades diferenciables,
entre las cuales destacamos los espacios homogéneos.

Un espacio homogéneo es una variedad M con una accion transitiva del grupo de Lie
G. Se puede identificar M con el conjunto de clases a la izquierda G/H, en donde H
es el subgrupo cerrado de isotropia de un elemento fijo de Ml llamado el punto base, de

tal manera que la identificacion G/H =4 M es suave y G—equivariante por la accién
G x Glg — Glg (v, 9gH) —> vgH

que dota al cociente G/H con la estructura de una variedad diferenciable.

Si gy b son las algebras de Lie de los grupos G y H respectivamente, el espacio
homogéneo M = G/H se dice reductivo, si g se descompone como g = fh @ m con m
un subespacio de g invariante bajo la accién adjunta de H. Esta condicion de invarianza
implica que [h, m] C m y, si H es conexo, ambas condiciones son equivalentes. En
esta situacion para cualesquiera X, Y € m las proyecciones del corchete [ X, Y| € g
sobre m y h permiten definir en m un producto binario y un producto triple

m X m — m, (X,Y) — XoY = [X,Y]a
mXxX mxm — m (X, Y, Z2) — [ X, Y, Z] = [[X,Y]n Z]n -

81
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ii)

Un espacio vectorial m dotado con los productos o y [ , , | que satisfacen ciertos
axiomas se llama &algebra triple de Lie o sistema triple de Lie generalizado STLG.
Estos sistemas triples generalizados contienen informacién esencial sobre la geometria
de los espacios homogéneos reductivos. Un caso particular es un sistema triple de Lie
STL, en el cual el producto o es trivial con X o Y = 0 para todos X, Y € m.

En el contexto algebraico estos sistemas han permitido, entre otras cosas, la incorpo-
racion de métodos y resultados de algebras de Lie en el estudio de algebras de Jordan:
un algebra de Jordan es un algebra conmutativa en la cual se cumple la identidad
X(X?Y) = X?(XY). Se puede demostrar que toda dlgebra de Jordan es un alge-
bra triple de Lie. En el contexto geométrico, los STL estan relacionados con un tipo
especial de espacios homogéneos reductivos, los llamados espacios simétricos, en los
cuales G estd dotado de un automorfismo diferenciable involutivo 6, con lo cual resulta
que H es “aproximadamente” el conjunto de elementos fijados por . Asi en cualquier
espacio simétrico GG/ H se tiene la descomposicién g = h & m, en donde

b = { Xeg |l X)=+X} m = {Xeg|b X)=-X}

son los dos subespacios propios de la diferencial involutiva 6, . : g — g. Esta descom-
posicién satisface que [h, m] € my [m, m| C b, por lo cual el STLG tiene producto
binario trivial. Asi dada un dlgebra de Lie g arbitraria con corchete [ X, Y], la descom-
posicién reductiva g = h @ m satisface [h, m] C my [h, h]| C bh. En esta situacion,
h es subdlgebra de g. El par (g, ) se llama par reductivo y el subespacio vectorial m
dotado con los productos binario o y triple [, , | tiene estructura de STLG.

Por lo tanto la Geometria Diferencial proporciona abundantes e interesantes ejemplos
de STLG, lo que justifica desde una perspectiva algebraica el estudio de estos sistemas.

Conexiones Afines y Algebras No Asociativas. Desde el punto de vista de la
Geometria Diferencial, una de las motivaciones para el estudio abstracto de los STLG
surge de que cada conexién afin invariante estd determinada por un producto bilineal
o: m x m — m definido sobre m tal que Ad H |, C Aut(m, a) es un subgrupo
del grupo de automorfismos del dlgebra no asociativa (m, o). Esto implica que ad b |
es una subdlgebra del dlgebra Der(m, « ) de derivaciones del dlgebra (m, o), de modo
que ambas condiciones son equivalentes, si H es conexo.

Esto permite estudiar y expresar la torsiéon, curvatura, holonomia etc. de la conexién
asociada al dlgebra (m, o) en términos de esta algebra no asociativa. Observamos
que el conjunto de todas las multiplicaciones bilineales o : m x m — m, tales
que ad h|m C Der(m, o) es exactamente el espacio vectorial Homy(m ®@g m, m) de
homomorfismos de h—modulos de m @rm a m. Asi para espacios homogéneos reductivos
y espacios simétricos el problema geométrico de encontrar conexiones afines invariantes
se traduce al problema algebraico de encontrar estructuras de algebras no asociativas
en m con un conjunto prefijado { Ad h|n | h € H} C Aut(m, o) de automorfismos
o alternativamente con una subalgebra prefijada { ad X |, | X € h } C Der(m, o)
del algebra de derivaciones en el caso conexo. Asi las algebras no asociativas y las
conexiones afines constituyen otro puente entre el dlgebra y la geometria.
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Punto de Vista Geométrico

Aqui los espacios simétricos se pueden ver como casos particulares de variedades riemannia-
nas de los siguientes espacios, que se definen mediante propiedades de su grupo de isometrias,
que resultan ser propiedades muy importantes de los grupos de isometrias de los espacios
simétricos. Entre estos tipos de espacios simétricos generalizados estan:

= Espacios naturalmente reductivos.

= [spacios riemannianos g. o.

Espacios débilmente simétricos.

Espacios conmutativos.

Espacios de D’Atri.
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Apéndice A
Apéndice Miscelaneo

Definicién A.1 (Acciones de Grupos).
Sea GG un grupo y sea S # () un conjunto no vacio. Se dice que una aplicacién

p:GXS—>S (978)’—>p(gvs)
es una accion del grupo G sobre el conjunto S, si satisface los axiomas

Ai) p(e, s) = s
Ali) p(v,p(g,8)) = plv*9g,s)

para todo v, g € G y todo s € S, en donde e € G denota el elemento neutro y * la
multiplicacion en el grupo G. Una representacién es una accién lineal, es decir una accion

p: GxV —V (9,v) — p(g,v)
en un espacio vectorial V' tal que la aplicacién v — p( g, v) es lineal para todo g € G.
Lema A.2 (Subgrupos de Isotropia).
Sip: GXS — S es una accion de un grupo G sobre un conjunto S, entonces el estabilizador

o subgrupo de isotropia de un punto arbitrario s € S es un subgrupo de G:

Stabgs == { g€ G | p(lg,s) =s} C G.

Ahora K denota un campo arbitrario y R un anillo arbitrario con uno.

Definicién A.3 (Mdédulos y Bimdédulos).
Un moédulo izquierdo sobre un anillo R asociativo con uno 1 € R es un grupo abeliano G
dotado con una aplicacién

m: RxG— G (r,g) —> r-g

85
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tal que para todo r, r, 7o € Ry g, g1, g2 € G-
Mi) 7r-(g1+g) = 7r-91+7" 6
Mii) (ry4+72)-g9g = m-g+r-g
Miii) (ri79) - g = r-(rg-g)
Miv) 1-g = g.
Analogamente se define un R—mddulo derecho. Un grupo abeliano G con dos estructuras
m: Rx G — G (r,g) — r-g
m: G x R — G (g,r) —> g~ r
de R—mdédulo izquierdo y derecho respectivamente es llamado un R—bimddulo, si y solo si:
ri-(g ) = (ri-g) -

Definicién A.4 (Algebras).
Un élgebra sobre un campo K es un espacio vectorial V' dotado con una operacién K—bilineal

VxV —V (u,v) —> u - v
que se llama el producto o la multiplicacién de V. Si la multiplicacién satisface ademas
(u-v) - w = u-(v-w)
para todo u, v, w € V, entonces el algebra (V, -)

Definicién A.5.
Un élgebra (V, -) sobre K se llama algebra de division, si tiene un elemento neutro 1 para
la multiplicacién y cada elemento distinto de cero tiene un inverso multiplicativo.

Definicién A.6 (Algebra de Lic).

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K junto con una operaciéon binaria K—bilineal

se llama algebra asociativa.

[, ]: VXV —V (X,Y) — [ X, Y]

llamada el corchete, entonces V' es un dlgebra de Lie sobre K, si la operacion corchete satisface
los siguientes axiomas para todo X, Y, Z € V:

L) [X, X] =
Li) [X.[Y.Z]] + [Y.[Z X]] + [Z[X.Y]] =

Definicién A.7 (Derivacion).
Sea V' un algebra sobre K, se dice que la aplicacién K-lineal

D: V —V
es una derivacion, si satisface la llamada regla de Leibniz para todo u, v € V:

D(u-v) = (Du)-v + u-(Dv).
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Definicién A.8 (Espacio Afin).
Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Un espacio afin modelado por V' es un conjunto
no vacio ¥V # () dotado con dos operaciones binarias de la forma

+: VxV — V (p,v) — p+ v
— VXV — V (prq) — p—q

que satisfacen los siguientes axiomas para todo p, ¢ € Vy v, w € V:

Ai) p + Oy = p
Ay (p+v)+w = p+ (v+w)
Aiil) (p +v) —p = v
Aiv) p+ (¢ —p) = ¢

Definicién A.9 (Aplicaciéon Afin Lineal).
Una aplicacién afin lineal entre dos espacios afines V y W es una aplicacién

F: vV — W

tal que existe una aplicacion lineal AF : V — W entre sus respectivos espacios modelos V'
y W llamada la diferencial de F' con la propiedad, que paratodop € Vywv € V:

F(p+v) = F(p) + AF(v)

Lema A.10 (Propiedades de Aplicaciones Afines Lineales).
Sea F : 'V — W una aplicacion afin lineal entre espacios afines V y VW con espacios modelos
V y W respectivamente, y sea AF : V. — W la diferencial de F':

i) La aplicacion F es inyectiva, si y solo si su diferencial AF es inyectiva.
it) La aplicacion F es sobreyectiva, si y solo si su diferencial AF es sobreyectiva.
En particular F : 'V — W es biyectiva, si y solo si su diferencial AF es invertible.

Observacién A.11 (Interpolacion).

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y sean oy, ..., ag € V* funcionales lineales.
Entonces aq, ..., ai son linealmente independientes, si y solo si el problema de interpolacion
Oél(U) = /\1
Oég(?)) = )\2
Oék(’U) = /\k
tiene una solucion v € V para constantes arbitrarias Ay, ..., \y € K. Si ademds de existir

la solucion es unica, entonces oy, ..., ap € V* es una base del espacio vectorial dual.
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Proposicién A.12 (Propiedades de Productos Tensoriales).
Sean V., W y U espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo K y sea V* el
espacio vectorial dual de V', entonces el producto tensorial es conmutativo y asociativo

VoW = WeV Ve (WeU) =2 (VeaW)eU
salvo isomorfismos naturales. Tenemos un isomorfismo canonico de espacios vectoriales
V'@ W — Hom(V, W), a®wlﬂ(V—>I/I/,vl—>a(v)w>
lo cual implica dim (V* @ W) = dim Hom(V,W) = (dim V') - (dim W), ademds tenemos:
Hom(U @ V, W) = Bil(U, V; W) (U V) ¢ U ®V".

Proposicién A.13 (Interpretaciéon de Tensores Como Aplicaciones Lineales).
Todo elemento del producto tensorial Vi ® ... ® V, de r espacios vectoriales de dimension
finita sobre un campo K tiene 2" interpretaciones como una aplicacion. Para el elemento

N
0 = > Na,Quw, € VW

pn=1
por ejemplo con escalares Ay, ..., A\y € K, formas lineales o, ..., any € V* y vectores
wy, ..., wy € W las cuatro interpretaciones como una aplicacion lineal o multilineal son:
Op : K — V' W @{V}: VvV — W
Ovwey: VxW — K Orw=y: W — V*.

La primera interpretacion es simplemente la recta t — t O generada por ©, las otras tres
interpretaciones estdn definidas para todo vector v € V y toda forma lineal w € W* por:

Oy (v, w) == D> Mw(w)au(v) = (Ovy(v), w) = (v, Opw-y(w)).

Proposicién A.14 (Tipos de Tensores).
El espacio vectorial de tensores de tipo (r, r*) € N2 asociado a un espacio vectorial V

RV = VeV = (Ve -—aV)a (Ve eV

N g N o
v Vv
r-veces r*—veces
es canonicamente isomorfo al espacio vectorial
* .7 -
MET(VEVLK) = { Q VI x VXV X x Vo — K | Q es multilineal }
TV - N TV -
r-veces r* —veces

de dimensién (dim V)™, En particular obtenemos los isomorfismos:
®r,r*v ~ ®r*,rv* ~ (®r*,rv)*
RV = MYV VLV
®""V = End(V) = M (K)
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Definicién A.15 (Algebra Graduada).
Sea G un monoide conmutativo escrito aditivamente y sea 0 su elemento neutro:

i) Sea { A, },ec¢ una familia de R-mddulos con indices en G. La suma directa
A = P4,
yeG

se llamard el R-mddulo G-graduado asociado a la familia { A, }, <. Los elementos
a € A, de un sumando directo A, se llaman elementos homogéneos de grado .

ii) Sea { A, },ec¢ una familia de R-mdédulos con indices en G, tal que la suma directa
A = P4,
vyeG

es un algebra sobre R con producto - : A x A — A. Si la ley producto del dlgebra A
satisface
A'Y X A:Y —> A’y+’~y

para todo v, ¥ € G, entonces el dlgebra A se llama algebra G—graduada. Se nota que
Ag es una subalgebra para cualquier dlgebra G—graduada.

Como ejemplos importantes de algebras graduadas tenemos el algebra tensorial, el dlgebra
exterior y el dlgebra simétrica asociadas a un espacio vectorial V' de dimensién finita:

i) A la familia de espacios vectoriales { ®" V },en, se le da estructura de dlgebra No—
graduada, llamada el algebra tensorial de V:

KV = Pleve av).

n € Np n veces

ii) A la familia de espacios vectoriales { A"V },, ¢, también se le da estructura de algebra
Ny—graduada, llamada el algebra exterior o algebra de Gramann de V:

AV = @A"V.

n € Ny

Sobre un campo K de caracteristica diferente a dos un algebra Zs,—graduada A es esencial-
mente lo mismo que un dlgebra con un automorfismo ¢ € AutgA involutivo p? = id4:

Lema A.16 (Automorfismos Involutivos y Zs—Graduaciones).

El polinomio minimo de un automorfismo ¢ : A — A involutivo de un dlgebra A divide al
polinomio x* — 1, el cual tiene dos raices diferentes +1 y —1 en el campo K. Por lo cual el
automorfismo ¢ es diagonalizable y la descomposicion de A en los subespacios propios

A = A+1@A,1 = Aa@AT

para los valores propios +1 y —1 respectivamente nos da una Zo—graduacion del dlgebra A.
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Lema A.17 (Propiedades de la Traza).
Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo K y sean F': V. — W,
H:V—WYJ: W —V aplicaciones lineales, entonces:

i) tro(JH) = trw(HJ)
Z’L) trv(F—I—H) = ter—l—trvH.

Por comodidad la matriz asociada a la aplicacion lineal se ha denotado por la misma letra,
con lo cual se toma la traza del producto de las matrices respectivas.

Observacién A.18 (Calculo de la Traza).
Para simplificar el cadlculo de la traza hay una identidad bastante util: St F' € EndV es un
endomorfismo de rango uno y v € V es un vector que satisface im F' C Rwv, entonces:

Fv = (tryF)o.

Corolario A.19 (Invarianza de la Traza bajo Isomorfismos).

Sea F': V. — W un isomorfismo de espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo
K ysean A € EndV y B € EndW endomorfismos entrelazados por el isomorfismo F en
el sentido ' o A = B o F, entonces try A = tryy B.

Este argumento simple usa la primera propiedad de la traza en el Lema A.17 dos veces:
tryA = try(AoF ' oF) = try(FoAoF ') = try(BoFoF ') = tryB

Corolario A.20 (Criterio de Anulacién de la Traza).

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo K de caracteristica diferente
a dos y sean: VxV — K una forma bilineal y no degenerada en el sentido que existe para
cada vector no cero v € V un vector w € V con la propiedad n(v, w) # 0. Sea ademds
A € EndV un endomorfismo tal que A x n = 0, es decir, tal que

n(Av, w) + (v, Aw) = 0
para todo v, w € V, entonces try A = 0.

Dado que 7 es no degenerada la aplicacién musical b : V' — V* v —— n( v, -), es inyectiva
y por ende un isomorfismo de espacios vectoriales para la igualdad de las dimensiones de V'
y V*. La otra asuncién n( Av, w) + n(v, Aw) = 0 para A € EndV es equivalente a

boA = (—A")ob
en donde A*: V* — V* a+— a(A-), es la aplicacién adjunta a A. Entonces
trvA == trv*(—A*) = —trv*A* = —trvA

segun el Corolario A.19, porque las matrices de A y A* con respecto a cualquier pareja de
bases duales para V' y V* son matrices transpuestas y por ende tryA = try«A*. En un
campo K de caracteristica diferente a dos la ecuacion try A = —try A equivale a try A = 0.



APENDICE MISCELANEO 91

Teorema A.21 (Semirango de Formas Bilineales Alternantes).

Sea K un campo de caracteristica diferente a dos y sean: V xV — K una forma bilineal y
alternante en un espacio vectorial de dimension m € Ny sobre K. Entonces existen formas
lineales oy, B, ..., ap, Br € V¥ para V' que son linealmente independientes y satisfacen:

n = AN +aAB + ...+ aAp.
El nimero r € Ny en esta igualdad se llama el semirango de 1. La accion de GL( V")
x : GL(V) x AV* — A*V* (F,n) — F %7

en las formas bilineales alternantes definido por (F % n)(X,Y ) = n(F1X, F'Y") tiene
exactamente || + 1 drbitas clasificadas inicamente por el semirango r = 0,1,...,[%].
Teorema A.22 (Teorema de Inercia de Sylvester).
Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimension m € Ny, entonces la accion de GL(V")

*x : GL(V) x Sym*V* — Sym?V* (F,g) — Fxg
en Sym?V* definido por (F x ¢)(X,Y ) := g(F'X, F~'Y') tiene ezactamente

(m+2) (m + 2)(m + 1)

9 - 2

drbitas clasificadas por la signatura (p, n) € N2 de g € Sym*V*, que satisface p +n < m.

Lema A.23 (Identidad de Parseval).
Sea ey, €y, ..., e, una base ortonormal de R™ con respecto a la forma bilineal candnica
(,): R"xR™ — R, entonces para todos los vectores A, B € R™ es verdad que:

m

<A7B> - Z<A7 €#><6#,B>.

p=1

Lema A.24 (P, es Subvariedad).

P, es una subvariedad de las matrices simétricas Mat, 5, (R ).

Demostracion. Tenemos lo siguiente:

P, = { P € Mati™ (R) | P' = Py definida positiva z'/Pxr > 0 Vz#0cR" }
= () {PeMat)?(R) | 2'Pz >0}
z#0eR™
= () { PeMati¥,(R) | (Paz') >0}
z#0 e R™
donde

(,): Mati® (R) x Mat?? (R) — R (P,B) — (P,B) :=tr(PB)

nxn nxn
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es un producto escalar definido positivo sélo para las matrices simétricas (no en general para
cualquier matriz) pues tenemos que toda matriz simétrica sobre los reales es diagonalizable
y por ende tr(PP) = tr(P?) = >, . pi; > 0y es igual a cero si y sélo si P = 0 por lo tanto
(,)>0.

Tenemos que ( , ) es continua pues el producto de matrices y la traza son funciones
continuas.

Ahora mostremos que P, es un abierto: sea P € P, con lo cual se tiene que

At Top )= R ) = i (P ) = )
P.D B.(p)(P) C B,..
Sea x € S"7!, P € B.(p)(P) entonces se vale lo siguiente:
| 2Pz — 2'Px| = |te(P — Plaat| = | (P — Pyaat)| < | P — P || z2t] (A1)
por Cauchy—Schwarz, pero

x'Px

1P = Pllaa’|| < e(P)|aa’|| < Tz E

| zz' || < 2'Pax.

Entonces
| #'Px — 2'Px| < 2'Px = 2'Px — 2'Px < 2'Pr = 2'Px > 0

esto vale V 2 € S" L. P € B.(py(P), por lo cual B.p)(P) C P, y por lo tanto P, es un
abierto y como todo abierto de una variedad diferenciable es una subvariedad diferenciable,
concluimos que P, es una subvariedad de las matrices simétricas. [ |
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