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Introduccion

En 1997, Juan Maldacena descubri6 lo que se conoce hoy como la dualidad AdS/CFT
o correspondencia hologréfica. Este resultado es uno de los més impresionantes de la fi-
sica tedrica, debido a que relaciona dos ideas que no parecen estar conectadas de manera
alguna. Por un lado, se tiene una teoria cuantica de campos (QFT) sin gravedad, en d di-
mensiones. Por el otro, se tiene una teoria de gravedad cudntica en un espaciotiempo de
al menos D = d + 1 dimensiones. Lo que Maldacena descubri6 [29] fue que ambas teorias
describen el mismo sistema fisico. En las tiltimas décadas este resultado ha causado una
revolucion dentro de la fisica tedrica, porque ha permitido estudiar mejor tanto las QFTs
en el régimen de acoplamiento fuerte como teorias de gravedad cuantica.

Una de las entradas del diccionario hologréfico més importantes que se han descu-
bierto tiene que ver con la entropia de entrelazamiento, cantidad que es 1til de calcular
en las teorias cudnticas de campos. En 2006, Ryu y Takayanagi argumentaron [36] que,
a tiempo fijo, la entropia de entrelazamiento de un subsistema en la teoria de campos
estd dada por el drea de una superficie minima de codimensién 2 en la descripcion gra-
vitacional. Este resultado produjo una avalancha de trabajos para intentar comprender
la naturaleza e implicaciones de la férmula de Ryu-Takayanagi (RT). Entre estos trabajos
destacan las generalizaciones al caso covariante [24], las demostraciones de esta conjec-
tura [12, 26] y la propuesta de que el patrén de entrelazamiento correcto es fundamental
para la emergencia de un espaciotiempo suave y conectado [42]; sin embargo, la historia
no termina ahi. La propuesta RT nos ha ensefiado tanto, que se han continuado buscando
entradas del diccionario para otras cantidades de informacion cudntica, y recientemente
se ha propuesto el dual gravitacional para el entrelazamiento de purificacion.

El entrelazamiento de purificacion surge de la necesidad de tener una medida de las
correlaciones para estados mezcla, y resulta estar emparentada con la entropia de entrela-
zamiento. Debido a esto ultimo, no es de sorprender que su dual holografico también esté
intimamente relacionado a superficies minimas en la teoria gravitacional. Desafortunada-
mente, calcular el entrelazamiento de purificacién en una teoria de campos no resulta ser
una tarea sencilla, y hasta ahora solo se ha podido probar que esta cantidad satisface un
cierto conjunto de desigualdades [41]. Motivados por ésto, nos proponemos estudiar de
manera numérica el entrelazamiento de purificacién para sistemas de dimension finita,
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con el objetivo de encontrar nuevas cotas superiores para éste, y algiin candidato plausi-
ble.

Esta tesis estd estructurada como sigue. En el Capitulo 1, comenzamos haciendo un
breve repaso de teorias cudnticas de campos conformes y del espaciotiempo conocido
como Anti-de Sitter. Posteriormente, discutimos el argumento de Maldacena mediante el
cual concluyé que la teoria de cuerdas tipo IIB en AdSs x S° con N unidades de flujo RR
a través de la 5-esfera es dual a MSYM con grupo de norma SU (N) en Minkowski 3 + 1.
Luego, revisamos la receta GKPW, la cual constituye una de las mds importantes entradas
del diccionario hologréfico. Finalmente, discutimos el enunciado de la correspondencia
hologréfica en un contexto mas general que en el ejemplo que dio origen a esta dualidad.

En el Capitulo 2, hacemos una revision de las propiedades fundamentales de la en-
tropia de entrelazamiento (EE). Comenzamos discutiendo su definicion y algunas de las
desigualdades mds importantes que satisface. Luego, discutimos el célculo de esta can-
tidad para un sistema de 2 espines con el objetivo de esclarecer el significado fisico de
la entropia de entrelazamiento. Posteriormente, explicamos el truco de réplica, el cual es
utilizado para calcular la entropia de entrelazamiento en teorias cudnticas de campos. En
la parte final de este capitulo, explicamos la propuesta hecha por Ryu y Takayanagi para
encontrar la entropia de entrelazamiento hologréafica (EEH), mediante el cdlculo de super-
ficies extremales de co-dimension 2. Para finalizar, explicamos una de las implicaciones
mads relevantes de la formula RT, relacionada con la emergencia del espaciotiempo a partir
del patrén de entrelazamiento [42].

En el Capitulo 3, discutimos el entrelazamiento de purificacién. Al comienzo de este
capitulo lo definimos y enunciamos algunas de las propiedades que satisface. Posterior-
mente, explicamos una reciente propuesta hologréfica [31, 40] para calcular esta cantidad,
la cual consiste en hallar la seccién transversal o “cintura” de la cufia de entrelazamiento.

En el Capitulo 4 presentamos los resultados numéricos obtenidos para el entrelaza-
miento de purificacion en sistemas de dimensidn finita. Comenzamos estudiando el com-
portamiento de la entropia de entrelazamiento para el modelo de Ising, y posteriormente
analizamos una propuesta para el entrelazamiento de purificacién que ponemos a prueba
para un gran numero de estados generados de manera aleatoria. Luego, nos percatamos
que la purificacién propuesta no siempre nos permite hallar una cantidad que satisfa-
ga las propiedades del entrelazamiento de purificacién. Debido a la evidencia numérica
previamente obtenida, no la descartamos; en lugar de esto, llevamos a cabo dos andlisis
numéricos mds. El segundo de estos, nos da resultados que concuerdan con una nueva
propuesta holografica [13] para calcular el entrelazamiento de purificacion.



Capitulo 1

Breve introduccion a la correspondencia
AdS/CFT

1.1. Teorias Cuanticas de Campos Conformes

En esta seccion discutiremos algunas las propiedades principales de las teorias cudnti-
cas de campos conformes, o CFT’s por sus siglas en inglés, que nos servirdn mds adelante
para entender el enunciado de la correspondencia norma/gravedad.

Al estudiar teorias cudnticas de campos, o QFT’s por sus siglas en inglés, requerimos
que éstas tengan como grupo de simetria al grupo de Poincaré. Esto tltimo significa que
nuestras teorias deben ser invariantes respecto a traslaciones espaciales y temporales, a
rotaciones y a empujones (boosts). Sabemos ademads que los generadores de traslaciones
P,y los generadores de rotaciones y empujones J,, satisfacen el dlgebra

[P,,Py] = O, (1.1)
[JuviPpl = =i(MupPyv—NvpPy), (1.2)
[]pw]/lp] = _i(nu/ljvp+7]vp]p]t_npp]v/l_7]1//1]pp)y (1.3)

lo que nos permite encontrar distintas representaciones.

Si ademads de considerar las simetrias antes mencionadas pedimos que la teoria sea
invariante de escala, es decir, que sea invariante respecto a la transformacion x* — sx*,
donde s > 0, encontramos un nuevo generador, D, conocido como el generador de dilata-
ciones que satisface

[D,P,] = —iPy, (1.4)
[D,Juw] = O. (1.5)
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Maés aun, la teoria resulta ser ademds invariante [30] respecto a la transformacion

. xH + bH x? )
S Dy AT e (1.6
podemos encontrar a los generadores K, de estas transformaciones conformes especiales,
los cuales satisfacen que

[KI,L)KV] = 0) (1.7)
U Ka] = —i(0uaKy—nvaKy), (1.8)
[PuKy] = 2iJuy—2inuD, (1.9)
[D,K,] = iK,. (1.10)

Podemos notar que todas las relaciones de conmutacion anteriores no son otra cosa
que lo que se conoce como el dlgebra conforme [1], y por lo tanto concluimos que nuestra
teoria es invariante respecto al grupo conforme.

Entre otras cosas, las CFT’s son de particular importancia porque son estas teorias las
que gobiernan el comportamiento de las QFT’s que estdn bien definidas en el UV. Un
ejemplo trivial de una CFT es un campo escalar libre no masivo; sin embargo, existen
ejemplos mucho mads interesantes y complejos, como Yang-Mills médximamente super-
simétrica (MSYM) que ademéds de ser invariante de escala a nivel clésico, lo es también a
nivel cuéntico.

Para comprender mejor la densidad lagrangiana que define a MSYM, lo mejor es des-
glosar a cada uno de los campos que la constituyen. En primer lugar, tenemos un campo
de norma A’; ~ (X) con grupo de norma SU (INV,). Este campo, en términos de los generado-
res t! , de SU (N,), toma la forma

A”

cc’

w=Afwt, c¢d=1.,N; I=1.,N--1. (1.11)

cc’

En segundo lugar, tenemos algunos campos de materia inusuales. Los primeros de éstos
son 6 campos escalares no masivos que se encuentran en la representaciéon adjunta de
SU (N¢)

[@° )], =D, e=12,.,6 I=1,.,N-1, (1.12)

y los segundos son 4 espinores de Weyl izquierdos también en la representacién adjunta
de SU (N,)

[u/f (x)]cc, —yl i, f=1,..4 (1.13)
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Debido a que todos los campos escalares, ®° (x), tienen las mismas propiedades pedi-
mos que nuestra teoria sea invariante respecto al grupo SO (6). De manera anédloga, impo-
nemos invariancia bajo el grupo SU (4) porque tenemos 4 espinores de Weyl izquierdos.
Pero notando que SO (6) = SU (4) podemos pedir que nuestra teoria tenga como simetria
interna global a una sola copia ya sea de SO (6) 6 de SU (4). Con ésto podremos tener aco-
plamientos de Yukawa entre ®° y y/.

Una vez revisados los campos basicos que se encuentran en MSYM estamos en condi-
ciones de escribir la densidad lagrangiana

1 ®
o Fu FHY + —201

28v 1 8n?

Lyusym =Tr { - FyuyF* - £D,®° D0 — izg! 6+ Dy

2
! — _ _ £ g !
+2gymClpy! 10,y 1+ 2gyu Gl p i 106,971 + =21 z10¢, 0 12}, (1.14)

donde Oy j; es conocido como el dangulo theta y multiplica a una derivada total que es im-
portante tomar en cuenta cuando estudiamos topologias no triviales. El dltimo término
es la energia potencial en MSYM.! Los C]‘;i pen los términos de Yukawa son simplemente
coeficientes de Clebsch-Gordan de SU (4) = SO (6).

Esta teoria, ademds de ser una teoria conforme, tiene otra simetria conocida como
supersimetria. Esto significa que es invariante ante transformaciones que mezclan a los
campos bosonicos y fermidnicos. De manera mas precisa, MSYM es invariante bajo

5D (x) = éfc;f,wf'(x)zéf[Qf,ﬂDe(x)],

1 ~ ! ! ! ! !
E(F’W (X) + Fyy (x))a’”’ef+ i [(I)e (x),®° (x)] UZC]‘i?,ef = {Qf ,wf}ef,
sl = é'c

syl (x) =

f
6A,(x) = efaﬂu'/f(x)zef[Qf,Au(x)],

7D, v =& {Qf '},

donde las Q/ son los operadores espinoriales que generan estas transformaciones, y se
conocen como super cargas. Podemos notar que tenemos 4 stiper cargas (ya que tenemos
4 espinores de Weyl), de modo que el nombre MSYM or SYM A = 4 viene de este hecho.
La supersimetria A =4 determina por completo la forma de la accién (1.14).

Finalizamos esta breve revision de MSYM verificando que dicha teoria es en verdad
invariante de escala a nivel cuantico. Para ésto, escribimos la funcién beta a un lazo [38]

IMSYM tiene mads de un vacio. El vacio que satisface (®¢) = 0 es conocido como el vacio superconforme,
y preserva todas las simetrias.
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0gvm g?{/M(ll 1 1 )
= ~2XM = N.—~nsN;— —n,N, 1.15
B(gym)=u o a2 \12°°¢ 6nf c 24ne c (1.15)
3
2N = -—=-=]=0. 1.16
ar? \12 12 12 (1.16)

Por lo tanto, concluimos que, al menos a este orden, en MSYM la constante de acopla-
miento no cambia bajo reescalamientos, es decir, no corre con la energia. Mds atn, esta
ultima resulta ser una propiedad exacta de la teoria [39].

1.1.1. Correladores en CFT’s

Cuando uno estudia QFT’s aprende que uno de los principales objetivos es extraer la
informacién de la teoria en cuestién ya sea calculando las funciones de Green 6 bien las
amplitudes de dispersion. Usualmente, para llevar a cabo esta tarea se analiza la teoria de
manera perturbativa; sin embargo, este método solamente puede ser utilizado cuando la
constante de acoplamiento es pequefa. Mds aun, uno debe estar consciente de que ni si-
quiera en esta situacion la serie perturbativa converge, lo que nos impide conocer la teoria
en su totalidad. En el caso de las CFT’s ocurren dos escenarios muy particulares. Prime-
ramente, no podemos calcular amplitudes de dispersion debido a que no tenemos una
escala contra la cual comparar, y por lo tanto no podemos definir estados asintdticos en
el sentido tradicional. Sin embargo, para cualquier CFT podemos fijar la forma de algunas
funciones de Green, como mostramos a continuacion, gracias a la simetria conforme.

Si centramos nuestra atencién en operadores escalares con dimension A;, sabemos
que bajo una transformacién x* — sx* nuestro operador cambia como

6 /
0 (x) — Idet(—x) 12140; (sx) = s210; (sx), (1.17)
0x

donde d es la dimension del espaciotiempo. Si ahora calculamos las funciones de Green
en el vacio, obtenemos para

m n=1:
(0 (1) = s¥(0; (sx)) = (0} (x)), (1.18)
porque debe ser invariante bajo traslaciones. Por lo tanto, tenemos que A; =0 6
(0j (x)) =0.
n n=2:

Ya que la funcion de Green debe ser invariante bajo Poincaré tenemos que

(01 (x1) O2 (x2)) = f (|Ix1 — x20), (1.19)
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y como también debe ser invariante de escala

Fx1 = x20) = (01 (x1) O3 (x2)) = s2122 (0 (5x1) O3 (5x2)) = s21F22 f (5] — x2),

(1.20)
de modo que
C12
X1—X%)=——— . 1.21

fx1—x2l) PRI (1.21)

Finalmente, por invariancia bajo las transformaciones conformes especiales

A +Ay A1+Ay

Crz ci2(1+2bx1 + b*x3) "7 (1+2bxp + b*x5) " 2 1.22)

X1 = x2|81%82 |14+ 2Dy + b2x2 (A1 + 2bxp + b2x3|82| xp — xp|M1+02

de modo que A} = Ay si ¢;2 # 0. Por lo tanto, la funcién de Green de dos puntos es

C12

(O1 (x1) O2 (x2)) =61, e (1.23)
= n=3:
Similarmente, se puede mostrar que
€123
(01 (x1) O2 (x2) O3 (x3)) = (1.24)

le _ x2|A1+A2—A3|x1 _ x3|A1+A3—A2|x2 _ x3|A2+A3—A1 :

Sin embargo, las funciones de Green para n = 4 no pueden ser determinadas por com-
pleto porque las variables xj.’ forman combinaciones invariantes conocidas como cocien-
tes cruzados.

Hasta ahora hemos revisado solamente algunos de los resultados conocidos de las
CFT’s que son relevantes para entender el enunciado de la correspondencia hologréfica,
pero muchas otros se conocen, principalmente cuando se trata del caso en 1 + 1 dimen-
siones. En la siguiente seccion discutiremos las propiedades mds relevantes, para nuestro
estudio de la dualidad norma/gravedad, del espacio conocido como Anti-de-Sitter.

1.2. Anti-de Sitter

El espacio Anti-de Sitter (AdS) es el espacio tiempo maximamente simétrico de curva-
tura constante negativa [16]. Podemos obtener AdS en d + 1 dimensiones de una subvarie-
dad del espacio Minkowski en d + 2 dimensiones. Este tltimo tiene métrica

ds*=—-dTf—dTj+dX;+..+dX5, (1.25)
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y dicha subvariedad esta dada por

T2+ T5 - X* =12 (1.26)

Escogiendo un conjunto de coordenadas, conocidas como coordenadas globales, defini-
das por

Ty = \/L?+p?cos(t/L), (1.27)
T, = /L?+p?sin(t/L), (1.28)
X% = p? (1.29)

y sustituyendo en la métrica encontramos que

2 d 2
dszz—(l+ P )dt2+ Py p2an? (1.30)
0

T2 2

L 1+ Z

donde p € [0,00] y £ € (—00,00). Al estipular este rango para ¢, en realidad estamos pasando
al espacio cubriente de la subvariedad (1.26), para evitar tener curvas cerradas tipo tiem-
po. Esta tltima métrica es lo que se conoce como AdS; global.

AdS 4 tiene varias propiedades importantes, pero para nuestros propositos destacan
tres. En primer lugar, es una solucién a las ecuaciones de Einstein con constante cosmo-
l6gica negativa

R dd-1)

Ruv =5 84y =~ 75— 8- (1.31)

En segundo lugar, su grupo de isometrias es SO (d, 2). Esto tultimo lo podemos notar
porque tanto la métrica (1.25) como la ecuacion del hiperboloide (1.26) son invariantes
respecto a este grupo y por lo tanto dicha propiedad es heredada a la métrica (1.30). Méas
auin, como consecuencia de tener este grupo de isometrias, AdS;.; es homogéneo e iso-
tropico.

Y en tercer lugar, su estructura causal es distinta a la de Minkowski. Para hacer evidente
ésto, conviene redefinir a la coordenada radial p como

p=tan(a), a€(0,7m/2).

Con ésto en mente la métrica toma la forma

1
ds® = m(—dt2+da2+sin2ad92_l), (1.32)
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y como las geodésicas nulas son las mismas para dos métricas que difieren por un factor

de Weyl [44], entonces concluimos que AdS,,; tiene la misma estructura causal que un
d+1

cilindro sélido con métrica

ds® = —dr®* + da® +sin® adQZ_l. (1.33)

De este resultado podemos notar dos cosas. Primero, la frontera asintética de AdS;.1
en p = 0o 6 a = 11/2 tiene topologia R x $?~!. Segundo, un rayo de luz alcanza la frontera
en un tiempo finito, lo que sugiere que AdS;,; sea visto como una caja finita. Esta tltima
propiedad tiene consecuencias muy importantes al momento de resolver las ecuaciones
de movimiento ya que se deben imponer condiciones de frontera apropiadas, ademas de
condiciones iniciales, para determinar la evolucién por completo.

Para finalizar esta seccion, discutiremos otra parametrizacion de AdS que resulta par-
ticularmente util cuando se estudia AdS/CFT. Definimos un conjunto de coordenadas,
llamadas coordenadas de Poincaré, a través de

T, = %t, (1.34)
T, = §1+£—i(LZ+xz—tZ)], (1.35)
X = %yc (1.36)
Xy = §1+£—i(—L2+?cz—t2)], (1.37)

donde0<r <ocoy-oo<t,Xi,..., X4-1 <oo. Lamétrica en estas coordenadas toma la forma

ds* = r—z(—dt2+d5c'2)+L—2dr2 (1.38)
12 r2 ’ :

[@

L2
ds* = ;(—dt2+d?cz+dz2), (1.39)

cuando usamos la coordenada z = L?/r. A pesar de que estas coordenadas emergen de
manera natural en la deduccion de la correspondencia, debemos ser precavidos porque
solamente cubren una fraccién de AdS, conocida como la curia de Poincaré.

En la siguiente seccién discutiremos el argumento de Maldacena que lo llevé a enun-
ciar la correspondencia AdS/CFT, y también discutiremos una de las entradas mas impor-
tantes del diccionario conocida como la prescripcion GKPW.
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1.3. Ladeducciéon de Maldacenay el diccionario

En esta seccion discutiremos brevemente la deduccién de la correspondencia norma/-
gravedad hecha por Maldacena [1, 29]. Para ello, asumiremos cierta familiaridad con con-
ceptos relacionados a la teoria de cuerdas, de modo que solamente nos concentraremos
en los puntos necesarios que nos permitan explicar el argumento principal de Maldace-
na. Antes de hacer la conexion entre la teoria de cuerdas tipo IIB y MSYM conviene revisar
algunas propiedades de p-branas negras y Dp-branas.

En 1991 Horowitz y Strominger descubrieron las p-branas negras RR [23], las cuales ge-
neralizan la solucion usual de agujero negro. Estas soluciones tienen solamente 3 campos
excitados: la métrica, el dilaton, y el campo de norma RR. En el caso p = 3 tenemos que el
dilatén es constante; de modo que e = 8., donde g, es la constante de acoplamiento de
cuerdas. Si ademas consideramos el caso extremal, la métrica toma la forma

ds®* = H(r) V2 (=dt* + dx? + dxs + dx3) + H()? (dr? + r?dQ2), (1.40)

y el campo de norma Ramond-Ramond (RR) Cy;23 la forma

Coizs=g,' (1-H(N™), (1.41)

donde H(r)=1+ f—z De lo anterior, podemos calcular que la carga g = N satisface la rela-
ciéon

L*=4nNg.l}, (1.42)

donde [, es la longitud de la cuerda. Esta solucién es manejable para g.N > 1 (curvatura
pequefia) y g, < 1 (cuerdas débilmente acopladas).

Ahora revisemos algunas propiedades importantes de las Dp-branas 2111, 15, 21]. Co-
mencemos definiendo estos objetos. Una Dp-brana es un objeto que se extiende en p di-
mensiones y cuyas excitaciones son descritas por cuerdas abiertas, cuyos extremos sa-
tisfacen condiciones de frontera de Dirichlet. Lo anterior significa que sus extremos son
libres de moverse a lo largo de las direcciones paralelas a la Dp-brana, pero estan adheri-
das a ésta en las direcciones perpendiculares.

Abajas energias, E < [ 1, podemos describir las interacciones, de campos no masivos,
mediante una accion efectiva llamada la acciéon de Dirac-Born-Infeld

SpBI = —TDpfd”“o\/—det(aaxMaﬁXNnMN+2nl§Faﬁ), (1.43)

donde Tp), es la tensién de la Dp-brana. X* =0%y X' =2712®!, donde ®’ son campos es-
calares que viven sobre la Dp-brana y describen la posicion de la brana en las direcciones

2Estos objetos extendidos fueron descubiertos por Dai, Leigh, Polchinski y Horava.
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perpendiculares i = p+1,...,9. Fgp = 0 Ag —0gAq, donde A, es un campo de norma U (1)
sobre la Dp-brana.

Hasta ahora hemos descrito a una sola Dp- brana; sin embargo, también existe la po-
sibilidad de apilar N Dp-branas, y al hacer ésto las interacciones se extienden a través de
todas ellas. Lo anterior significa que ademads de las cuerdas que empiezan y terminan en
la misma Dp-brana ahora existen cuerdas cuyos extremos estdn atados a distintas branas.
Como consecuencia de ésto, los campos que describen las interacciones son ahora matri-
ces N x N. Mas aun, ahora que el campo de norma es una matriz, el grupo de norma es no
abeliano. De manera andloga al caso de una sola Dp-brana, podemos escribir una accién
efectiva para este sistema; y mas aun, si consideramos intensidades de campo Fy5y Dy @'
pequenas (en unidades de 1/2712), la accion tiene la forma

1

2
28vym
Notamos de la ecuacion anterior que esta accion no es otra sino la de stiper Yang-Mills

N =277P/2 en p+1 dimensiones con grupo de norma U (N) y g%M = (4m)P2g. lf_g. Enel
caso p = 3 recuperamos la accién de MSYM.

Speina=NTp,V, + fdp+1xTr {F* + (DD)* + [@,®]* +...}. (1.44)

Dados los elementos anteriores podemos proceder a explicar la deduccién de Malda-
cena. El primer paso importante es notar que

1
Tpy=———7— 1.45
para una Dp-brana [34], y que
NV,
M=—— (1.46)
@m)P g Il

para una p-brana negra extremal con carga g = N, donde M es la masa. Polchinski et al.
[3] encontraron que una pila de N Dp-branas no excitadas tiene exactamente la misma
masa y la misma carga g = N que la p-brana negra extremal. Este resultado en conjunto
con otros relacionados a amplitudes de dispersion [18] sugirieron que la p-brana negra
extremal no es otra cosa que los campos de supergravedad generados por la pila de N
Dp-branas. Para ser mas precisos, debemos enfatizar que estos modelos parecen ser dos
descripciones alternativas del mismo sistema, las cuales son vdlidas en diferentes regime-
nes; la p-brana negra extremal esta bajo control cuando g.N > 1y g, < 1, mientras que
la pila de Dp-branas esté bajo control cuando g-N <1y g, < 1.

Asumiendo esta dualidad entre la p-brana negra extremal y la pila de N Dp-branas fue
que Maldacena derivé su correspondencia. El primer paso en la deduccioén es fijar nuestra
atencion en el caso p =3 y en el limite de ultra-bajas energias E < 1/1,1/L. En este limite
la 3-brana negra extremal no absorbe modos con longitudes de onda del orden 1/E > L,
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por lo que los modos de supergravedad en el exterior de la garganta (r > L) se propagan
esencialmente a través de un fondo plano. Esto significa que las 2 regiones (dentro y fuera
de la garganta) estdn incomunicadas. Ahora, debido al corrimiento al rojo en la 3-brana
negra extremal, notamos que la condicion de ultra-bajas energias debe ser impuesta sobre
un observador en r — oo, porque es ahi donde la nocién de tiempo coincide® conla nocién
de tiempo que tenemos para las D3-branas. Lo anterior implica que

45 —1/4 11
E, = (1+ﬁ) Epropia < I—S,Z (1.47)
Para r = L pedimos que Epropia << ll_s' %, por lo que obtenemos SUGRA libre; mientras
que para r < L podemos tener Epopia arbitraria. En esta region la ecuacion (1.40) se redu-
cea

2 2
r L
ds* = ﬁ(—dt2+d5c’2)+ﬁ(dr2+r2d(2§), (1.48)
r2 L2
= deudx“+ﬁdr2 +[*dQE. (1.49)

La primera parte is precisamente AdS,.; Poincaré, mientras que la segunda parte es un
5-esfera de radio L.

Tomando ahora este mismo limite de ultra-bajas energias para las N D3-branas, en-
contramos que las cuerdas cerradas también se desacoplan de las branas, y se reducen a
los modos de SUGRA libres. Adicionalmente, las cuerdas abiertas se reducen a los modos
no masivos descritos por MSYM.

Por lo tanto, al empatar ambas descripciones podemos concluir que la teoria de cuer-
das tipo IIB en AdS5 x S° con N unidades de flujo RR a través de la 5-esfera es dual a
MSYM con grupo de norma SU (N) en Minkowski 3 + 1. Este es el extraordinario resultado
que encontr6é Maldacena.

En la siguiente seccién discutiremos una de las entradas mds importantes del diccio-
nario hologréfico, conocida como la receta 6 prescripcion GKPW.

1.3.1. Prescripcion GKPW

A pesar de que existen abundantes entradas del diccionario hologréfico, nos vamos a
concentrar a lo largo de esta seccion tiinicamente en la receta GKPW [14, 45]. Como vere-
mos a continuacion, esta entrada del diccionario nos permitird calcular las funciones de

3Esto puede ser visto de la ecuacién (1.40) cuando tomamos el limite r — oco.



1.3. LA DEDUCCION DE MALDACENA Y EL DICCIONARIO 13

Green utilizando el formalismo de la integral de camino.

Como es bien conocido, en una QFT podemos calcular el correlador de 2 puntos (o me-
jor atin de n puntos) tomando derivadas funcionales respecto a las fuentes de la funcién
de particién y posteriormente apagando dichas fuentes, como se muestra a continuacion:

1 o 0
Zcrr 101867}, (x1) 167}, (x2)

En nuestro caso particular, la CFT serda MSYM, asi que la funciéon de particion estd dada
por

(Oj, (x1) Oj, (x2)) =

Zcrr [Ji]17,=0- (1.50)

Zerr [Jj] = f DADD DY exp : (1.51)

iSyvsym + izf d*x0; (x)Jj (x)

Gubser, Klevanov, Polyakov and Witten (GKPW) se dieron cuenta que el enunciado de
la correspondencia podia ser reescrito en términos de las funciones de particién, haciendo
la identificacién

Zerr 1] = Zaas []j = (P(J)-] : (1.52)

El lado derecho de la ecuacion representa la funcion de particion de la teoria de cuerdas
tipo IIB, con todos sus campos satisfaciendo condiciones de frontera apropiadas. Vale la
pena aclarar que, como veremos en la seccion 1.4, el enunciado de la correspondencia es
incluso maés fuerte, en el entendido de que del lado izquierdo podemos elegir una CF T,
mads genérica y en el lado derecho se tendra otra teoria de gravedad en un fondo asintoti-
camente AdS;.2 x MP, donde MP es alguna variedad compacta asociada a las simetrias
internas globales de la CFT. Sin embargo, dejaremos esta discusién para més adelante y
nos concentraremos por ahora en la receta GKPW.

Para entender cudles son las condiciones de frontera apropiadas que se deben im-
poner, es conveniente estudiar el caso del campo escalar. Supongamos que tenemos un
modo de Kaluza Klein (sobre la $°) de un campo escalar, con masa m. Su accion libre estd
dada por

1 1
f d’xy/~g (_Egmnam(l)an(P - 5met, (1.53)
de modo que la ecuacién de movimiento es la ecuacion de Klein Gordon
1
(O-m?)¢p= Tgam (v=gg"™"dnp) — m*¢p =0. (1.54)

Simplificando, encontramos que

0
250, (ZL;P) +2°n"V 0,0, — m*L*¢ = 0. (1.55)
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Ya que por el momento solamente estamos interesados en las condiciones de fronte-
ra apropiadas, es suficiente con estudiar el comportamiento asintético de las soluciones
cerca de la frontera z = 0. Entonces, encontramos que

¢»—z¢°(x*) cuando z— 0. (1.56)

Sustituyendo en la ecuacion de movimiento y removiendo términos subdominantes
encontramos que

A(A-4) = m?L2. (1.57)

Resolviendo esta ecuacion, hallamos que

Ay =2+ V4+m?I2. (1.58)

Al analizar estas ecuaciones encontramos que el campo escalar ¢ tiene dos comporta-
mientos muy distintos cerca de la frontera. Usando el producto interno de Klein-Gordon

(¢1,92) = ifdsk'dz\/—_gg” (P10:p2 — p30:¢2), (1.59)

se puede probar que si elegimos A = A, el campo escalar siempre es normalizable. Sin
embargo, si elegimos A = A_, el campo escalar es no normalizable cuando m2I? > —3. Por
estas razones, decimos que ¢ — z*+ es el modo normalizable y que ¢ — z*-=472+ es el
modo no normalizable. Lo anterior es relevante porque solamente los modos normaliza-
bles pueden ser cuantizados, y por lo tanto estdn asociados a operadores de creacion y
aniquilacion. Aunque los modos no normalizables no pueden ser cuantizados, éstos son
fundamentales para entender la correspondencia AdS/CFT porque definen un fondo fijo
donde todas las fluctuaciones dindmicas ocurren. En resumen, los modos normalizables
definen el estado en el que se encuentra la teoria, mientras que los modos no normaliza-
bles definen a la teoria misma.

Ya que hemos entendido qué condiciones de frontera pueden satisfacer los campos de
la teoria gravitacional en AdS, podemos terminar de discutir la receta GKPW.

A pesar de que la ecuacion (1.52) es correcta, estd incompleta porque no hemos expli-
cado aun el significado de gb(]’.. Procedamos a entender por qué ¢; (x*, z) gy zh- gb(} (x*)
Vind

es la elecciéon correcta.

Como ya hemos mencionado, los modos no normalizables definen la teoria en la cual
estamos trabajando. El punto sutil es notar que cuando calculamos la funcién de Green es-
tamos deformando la teoria original, porque agregamos términos de fuentes [ d*x0O i (x) ] (x).
Justamente para poder hacer ésto, tenemos que “encender” los modos no normalizables,

y eso significa pedir que ¢; (x/,z) — ZA- (p(]). (x#), y por tanto que J; (x*) = c[)(]). sea la fuente
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del operador dual Oy. En lo sucesivo denotaremos A = A4, y como consecuencia de ello,
A_=4-A.

Ejemplo: Campo Escalar

En esta parte de la seccion revisaremos de manera explicita como se implementa la
receta GKPW para calcular la funcién de 2 puntos del operador Oy. Ya que, en general,
no sabemos cémo calcular Z, s, nos restringimos al caso cuando A > 1, N, > 1. Esto
significa que en el lado gravitacional de la dualidad estamos trabajando en el limite semi-
clasico. También, como consecuencia de que N, > 1, podemos usar la aproximacién de
fase estacionaria para simplificar la funcién de particion de AdS

Zpds [cb(,’] =~ eXp{iSsnB [cbjl]}l lim c/);l (x*,2) = z4‘Af¢>‘]’. (xH), (1.60)

donde c/);l es la solucion a las ecuaciones de movimiento de SUGRA con la condicién de
frontera dada.

Resolviendo la versién euclidiana® de la ecuacién de movimiento (1.55) mediante una
expansion en modos de Fourier, encontramos que se reduce a

0rd - -
(50(;(;—;/)) ~ G- mPI2G =0, (1.61)
donde ¢ = pz. Usando el ansatz ¢ ({) = {*B ({), encontramos que B ({) es una funcién mo-
dificada de Bessel. En general

G () = ALK, () + B, (0), (1.62)

donde v = A—2. Debido a que no queremos que ¢ — co cuando z — co, imponemos B = 0.
Adicionalmente, debemos imponer la condiciéon de frontera que discutimos previamen-
te; sin embargo, debemos de hacerlo de manera cuidadosa porque hay una divergencia
en z = 0, asi que para evitarla ponemos un corte €. Con esto en mente, la condicién de
frontera tiene la forma

é(p,z) —€**J(p) cuando z—e. (1.63)

Y por lo tanto, la solucién toma la forma

7 - . °Ky e
¢ (p.2) =<@A(P;Z,€)J(P)=Z2K—EZ:))€4 AT (p), (1.64)

donde 22, (p; z,€) es conocido como el propagador bulto-frontera.

4Cuando cambiamos de signatura Lorentziana a signatura Euclidiana la tinica modificacién en la ecua-
cion viene de cambiar ¥ — 6.
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El siguiente paso es sustituir esta solucion en la accion (1.53). Simplificando y tomando
las derivadas funcionales de la funcién de particién obtenemos

B B 63_2A
(Oa (k) Oa (K)y = c6* (k+ k') ————0, [2°Ka—2 (K'Z)]

Ky (ke (1.65)

z=€’
donde c es una constante. La tltima ecuacién puede no ser ttil en su forma actual, pero
si utilizamos la expansion asintdtica de Ka—, y removemos las divergencias mediante el
método de renormalizacién hologréfica [37], obtenemos que

= (=A™ _
(Oa (k) Oa (k) = c’mkm ‘Ink, (1.66)
6 lo que es lo mismo en espacio de coordenadas,
C//
(Oa (x1) Op (x2)) = —le (1.67)

|X1 — X2

Este es exactamente el resultado esperado en una CFT para una funcién de Green de
dos puntos en el vacio. El resultado anterior es un chequeo no trivial de que la correspon-
dencia AdS/CFT es consistente.

En la siguiente seccién discutimos el enunciado de la correspondencia desde un punto
de vista més general. Argumentamos que la correspondencia holografica engloba situa-
ciones mas generales, y que ésta puede ser vista como una implementacion geométrica
del grupo de renormalizacion.

1.4. Correspondencia AdS/CFT mas general

Previamente hemos discutido el argumento mediante el cual Maldacena encontr6 lo
que hoy se conoce como la dualidad AdS/CFT; sin embargo, este resultado se puede ex-
tender mads alld de aquel ejemplo particular, e inclusive se puede conjeturar que cualquier
teoria cudntica de campos bien definida en d dimensiones es equivalente a una teoria
de gravedad cudntica en un espaciotiempo asintéticamente AdS,;,;. Para motivar esto,
en esta seccion presentaremos a la correspondencia AdS/CFT como una implementacion
geométrica del grupo de renormalizacion.

Cuando estudiamos una teoria cuantica de campos nos interesa, entre otras cosas, sa-
ber c6mo se comporta ésta a distintas escalas de energia (u). Usualmente se distinguen
dos regimenes: el infrarrojo (1 — 0) y el ultravioleta (1 — oo). En general, cuando se ana-
liza una QFT, uno observa que los acoplamientos se ven modificados al cambiar la escala
energética, dando lugar a lo que se conoce como un flujo de renormalizacién. Es precisa-
mente cuando analizamos este problema que las CFTs juegan un papel fundamental en
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el entendimiento de las teorias cudnticas de campos, porque todas las QFTs bien defini-
das deben comportarse como CFTs en el UV. Lo anterior es comprensible porque, como
mencionamos antes, las CFTs son invariantes de escala, y al analizar una QFT a energia
arbitrariamente alta cualquier escala intrinseca de la teoria puede despreciarse.

Para visualizar la geometrizacion del grupo de renormalizacion, consideremos ahora
una teoria cudntica de campos en d dimensiones y desglosemos su informacién a distin-
tas escalas de energia, de modo que tengamos una copia para cada valor de u. Si “apila-
mos” cada una de estas copias del espaciotiempo podemos construir una foliacién de un
espaciotiempo de D = d + 1 dimensiones. Mds atin, notamos que la altura de esta pila esta
relacionada con la escala de energia a la cudl se analiza la teoria de campos, mientras que
las coordenadas sobre cada rebanada coinciden con las coordenadas espaciotemporales
originales.

Ahora, para ser mas precisos, consideremos el vacio de una CFT definida sobre Min-
kowski R4~1!. Sabemos que este estado es invariante bajo Poincaré al igual que bajo dila-
taciones, por lo que si buscamos una geometria dual, ésta debe tener las mismas simetrias.
Afortunadamente, esta condicion es suficiente para fijar la métrica de la geometria dual,
encontrando que

2

ds® = % (dx*dx,+dz?), (1.68)
donde L es el radio de curvaturay z es la coordenada radial. De la ecuacion anterior nota-
mos que la geometria es precisamente AdS;.; Poincaré. A pesar de que este es un avance
muy importante, para tener realmente una dualidad debemos poder ser capaces de des-
cribir el resto de estados de la CFT; sin embargo, los estados excitados no son invariantes
de escala, y por lo tanto no pueden ser descritos por AdS puro. Afortunadamente, esta
aparente dificultad puede ser resuelta al considerar excitaciones por encima de AdS puro.
Esto ultimo se implementa al colocar campos ¢ (x, z), los cuales son duales a los opera-
dores O (x) de la teoria de campos, que a su vez estan emparentados con los estados de
la CFT mediante el mapeo estado-operador. La correspondencia anterior nos permite de-
terminar qué configuraciones son vélidas, porque, como ya mencionamos, en una CFT
todos los estados deben parecerse al vacio cuando se analizan a altas energias. Por lo tan-
to, concluimos que la geometria dual debe ser asint6ticamente AdS.

Finalmente, si analizamos el tensor de energia momento de la teoria de campos con-
forme, resultara ser que su campo dual es el gravitén, por lo que podemos concluir que
la CFT,; es dual a una teoria de gravedad cuéntica en un espaciotiempo aAdS. Més aun,
ya que en cualquier QFT se encuentra presente el tensor de energia-momento, se puede
conjeturar que ésta deberd ser también dual a una teoria de gravedad cuéntica. El andlisis
para una teoria no conforme es similar, porque como hemos dicho, si esta bien definida a
energias arbitrariamente altas entonces debe reducirse a una CFT.
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En el siguiente capitulo, discutiremos otra importante entrada del diccionario conoci-
da como entropia de entrelazamiento. Veremos que esta cantidad nos permite vislumbrar
una asombrosa conexion entre el patron de entrelazamiento de la CFT y el espaciotiempo

del dual gravitacional.



Capitulo 2

Entropia de entrelazamiento

2.1. Entropia de entrelazamiento en QFT

El fenbmeno de entrelazamiento es la cualidad esencial que diferencia a los sistemas
clasicos de los sistemas cuadnticos. A pesar de parecer una caracteristica éxotica, el en-
trelazamiento estd presente casi de manera universal en los sistema cudnticos, es decir,
dado un espacio de Hilbert uno encuentra que de hecho son muy pocos los estados facto-
rizables. Mds atin, en afos recientes se ha encontrado que, al menos en el contexto de la
correspondencia hologréfica, el entrelazamiento juega un papel fundamental en la emer-
gencia del espaciotiempo, tanto que se ha llegado a conjeturar que el entrelazamiento
adecuado es lo que permite que el espaciotiempo sea una variedad suave.

Para comenzar nuestro estudio sobre las consecuencias del entrelazamiento en la co-
rrespondencia AdS/CFT, en esta primera seccién discutiremos el concepto de entropia de
entrelazamiento en una teoria cudtica de campos. Comenzaremos definiendo esta canti-
dad y otras relacionadas, como lo son las entropias de Rényi, y revisaremos ejemplos tanto
en mecdanica cuantica como en QFT.

2.1.1. Entropia de Von Neumann

Como sabemos, la informacién de un sistema cudntico estd codificada en lo que lla-
mamos matriz de densidad. Este es un operador p que satisface que

p:pT, p=0, Trp=1. (2.1)
Los valores de expectacion de los operadores €@ se calculan usando simplemente
@), =Tr(0p). (2.2)

19
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Figura 2.1: Subsistema A en rojo y su complemento A en azul.

Los estados en un sistema pueden ser puros o mezcla. Los primeros se caracterizan
por ser proyectores, es decir, tienen la forma

p=ly) vl (2.3)

y satisfacen que p? = p. Los estados mezcla por su parte tienen la forma

p=) palaal, (2.4)
a
donde las p/,s forman una distribucién de probabilidad, es decir, p, =0y ¥, pa = 1.

Con esto en mente, podemos definir la entropia de entrelazamiento

S(p)=-Trplogp, (2.5)

que no es otra cosa que la entropia de von Neumann. De esta ecuacién podemos notar que
S (p) nos permite saber si el estado p es puro o mezcla. Lo anterior se sigue de que S(p) = 0
y de que S(p) = 0 siy solo si p es puro [19]. Otra propiedad importante que se sigue de
la definicién es que la entropia de entrelazamiento es invariante bajo transformaciones
unitarias, es decir, se cumple que

S(UpU ) =5$(p). (2.6)

Cuando consideramos un sistema compuesto, 6 bien hacemos una divisién de algtin
sistema, también podemos definir la entropia de entrelazamiento para sus constituyen-
tes. Para ésto, tenemos que considerar que el espacio de Hilbert del sistema completo es
el producto tensorial de los espacios de Hilbert de cada uno de los subsistemas que lo
conforman. Por ejemplo, si consideramos un subsistema Ay su complemento A, como se
muestra en la figura 2.1, entonces podemos escribir [43]
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T = F00Q) F5. 2.7)

Con lo anterior en mente, si consideramos un estado puro |¥) € 4 y por lo tanto su
matriz de densidad asociada

p=I¥) ¥l (2.8)

podemos definir de manera natural la matriz reducida p 4 tomando la traza parcial sobre
los grados de libertad A,

pa=Tr;p. (2.9)
Y andlogamente, podemos definir la entropia S (A) como
Sa=-Tr(palogpa)=-)_ nilogn;, (2.10)
i

donde los 77; s son los eigenvalores de p 4. Vale la pena enfatizar que p 4 es el estado en A
que reproduce los valores de expectacion de los observables G4 ® Ig. Otro punto impor-
tante es que, en un sentido estricto, S cuantifica entrelazamiento solo si el estado total p
es puro. Veremos ésto en la seccion 2.1.3.

2.1.2. Propiedades de la entropia de entrelazamiento

La entropia de entrelazamiento satisface varias propiedades importantes que convie-
ne mencionar.

» Subaditividad.

Dado un estado p , 5, tenemos que 0 < S(A)+S(A) — S(AA), y la desigualdad se satu-
rasiysolosip,;=pa®p ;. De este resultado encontramos otra propiedad intere-
sante: la entropia de entrelazamiento no es extensiva. Lo anterior lo podemos ver
porque si el sistema estd en un estado puro entonces S (A) = S(A).

» Subaditividad fuerte (SSA).
Si ahora el sistema esta dividido en 3 partes A, By C, se satisface la desigualdad [27]

S(AB)+S(BC)=S(B)+S(ABC). (2.11)

Este resultado se puede reescribir en términos de la informacién mutua
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I(A:B)=S(A)+S5(B)-S(AB), (2.12)

como

I(A:BC)=I(A:B). (2.13)

Como su nombre lo sugiere, la informacién mutua detecta correlaciones, y ademds
de la desigualdad anterior, el siguiente resultado [46] también apoya dicha interpre-
tacion:

(O R0Op) —(0) 4 (Op)\*

<2I(A:B). (2.14)
1O AllllOBI

» Desigualdad de Araki-Lieb.
Otra importante desigualdad que satisface la entropia de entrelazamiento es
S(AB)=|S(A)—-S(B)I. (2.15)

2.1.3. Ejemplo: Entropia de entrelazamiento para un sistema de 2 espi-
nes
Una vez revisadas la definicién y algunas de las propiedades de la entropia de entrela-

zamiento, es conveniente ilustrar como se calcula dicha cantidad. Para ejemplificar ésto,
tomaremos uno de lo casos mds simples: un sistema de 2 espines.

Primeramente consideremos un sistema que se encuentra en el estado:

1 1
Wy=—(UDa+IDAde—(IDa—11)4). (2.16)

V2 V2

Al calcular la entropia de entrelazamiento entre Ay A encontramos que S(A) = S(A) =
0. Sin embargo, si ahora calculamos S (A) para un sistema que se encuentra en el estado

1
Iq))=§(ITT>+IH>+|H>—IH>), (2.17)
encontramos que Sy =log2.
Estos resultados sugieren que, al menos para sistemas puros, la entropia de entrelaza-

miento efectivamente cuantifica el entrelazamiento, pues el primer ejemplo fue un estado
factorizable y obtuvimos un valor nulo para S (A); mientras que para el segundo ejemplo



2.1. ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO EN QFT 23

usamos un estado no factorizable y obtuvimos S (A) # 0. Este argumento se puede exten-
der de la siguiente manera a estados arbitrarios.

Consideremos cualquier estado puro factorizable

W) ap =Wy 4@ 0"y g (2.18)

Los subsistemas

PA= |1,U,>A (1//,|A; PB= |U/”>B (1///,|B (2.19)

son también estados puros. Recordando que S(p) = 0siy solo si p es puro concluimos que
S(pa) = S(ps) = 0 siempre. Consideremos ahora un estado arbitrario

W) ag=D_vPalaya®la)p, (2.20)
ab

donde {|a) 4} y {|a) g} son bases ortonormales de ./, y /g, respectivamente. Los subsis-
temas son ahora

pa=Y palayalala, pp=). palayplalp. 2.21)

Notamos que para este estado las siguientes condiciones son equivalentes:

= D04 €S puro.
= pp €s puro.

s |y) 45 es factorizable.

De este resultado concluimos que S(pa) = S(pg) # 0 siy solo si [¢) 45 €s puro y no
factorizable. Lamentablemente, estos resultados no pueden ser generalizados a estados
mixtos. Esto es facil de ver al considerar el estado

PAB=PA®PB, (2.22)

con p 4 mixta. En esta situacion S(p 4) # 0 aun cuando el estado p 45 es separable.

2.1.4. Entropias de Rényiy el truco de réplica

En la seccién previa calculamos la entropia de entrelazamiento para un sistema de 2
espines, pero lamentablemente calcular esta cantidad en una QFT resulta ser mucho mas
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complicado’® [6], puesto que ahora tenemos que lidiar con un ntimero infinito de grados
de libertad. El método estandar utilizado para calcular esta cantidad se conoce como el
truco de réplica [6, 7, 33], pero antes de discutirlo es conveniente introducir a las entropias
de Rényi.

Las entropias de Rényi S, para «a € [0,00] se definen como

1
Se = l_alogTrp“: 1_alog(;pg) (@#0,1,00), (2.23)
Sy = lin% S« =log(rango p), (2.24)
a—
S = limS,=§, (2.25)
a—1
Seo = lim Sg = —logllpll, (2.26)

donde S; es precisamente la entropia de von Neumann.

Al igual que la entropia de entrelazamiento, las entropias de Rényi son invariantes ba-
jo transformaciones unitarias, son no negativas, y son cero si y solo si el estado p es puro.
Sin embargo, no todas las propiedades de la entropia de entrelazamiento se encuentran
en las entropias de Rényi. Por ejemplo, S, tinicamente es subaditiva para @ = 0,1 [19] y
s6lamente obedece subaditividad fuerte para a = 1.

La razon por la cual hemos discutido estas nuevas cantidades se debe a que, como ya
vimos, las entropias de Rényi pueden reproducir la entropia de entrelazamiento. M4s atn,
el calculo a través de éstas resulta ser mucho mads sencillo en una QFT. Esto se debe a que
diagonalizar el operador log p que aparece en la entropia de von Neumann es sumamente
complicado, mientras que calcular Trp% es mds sencillo. A continuacién ilustraremos c6-
mo se lleva a cabo este cdlculo para una QFT en el vacio.

El primer paso es recordar que

. d(t)=¢ .
Wl oy =N [ DpeiSOD), 2.27)
d(to)=do

donde N es una constante de normalizacién. Tomando ¢ = —i 5 obtenemos que

P(B)=¢
(@1le P oy =N D e Siuc(PD) (2.28)
P0)=¢o
donde Sg, es la accién analiticamente continuada al espacio Euclideo. Podemos notar
que la expresion anterior no es otra que los elementos de matriz para el ensamble cano-

'En general, la entropia de entrelazamiento solo puede ser calculada de manera exacta para casos muy
especiales como CFT’s en 1 + 1 dimensiones, etc.
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nico. También podemos encontrar de esta ecuacion la funcién de particion Zg al hacer
¢o = ¢ e integrar sobre ¢g

Zp=Tr(ePH)=N D peSrue(PD) (2.29)
bo=¢(B)
Para obtener el vacio de estas expresiones, debemos tomar el limite § — oo, es decir,
el limite donde la temperatura va a cero. Lo anterior es mas claro si reescribimos algun
estado |V) en la base de los eigenestados de energia

lim e PH |¥) = cte |vac). (2.30)
p—oo
Lo anterior se debe a que todos los estados con energia mayor a la del vacio son sub-
dominantes en este limite. En términos de la integral de camino podemos escribir que

tg=0)=
(¢olvac) = N P PpeSEuc(PM), (2.31)
lg=—00
Si ahora queremos calcular la matriz reducida p 4, lo Ginico que tenemos que hacer es
tomar la traza parcial en la integral de trayectoria. Para implementar ésto, lo que hacemos
es igualar los campos en A e integrar sobre éstos, de modo que
A vac pa _ L [O1O0= —SEuc (@)

PripaT190) =7 PAOH) =8, pA07)=¢pA(0) Ve ' (%:32)
Finalmente, el truco de réplica consiste en tomar « copias (réplicas) de esta matriz de

densidad reducida y sacar la traza para poder escribir Sq, es decir,

Tr((p4*)") = f DY 05 1) - (Dg P 1pTY (PP ph* gy (2.33)
1 Z,
= —a f Dpe S = =2 (2.34)
Z)" Jug,perd, Z
y
vac 2 ]‘ vac
S(p4") = limT——1log Tr (1)) (2.35)

2.2. Entropia de entrelazamiento holografica

Como vimos en la seccion anterior, el cédlculo de la entropia de entrelazamiento no
resulta ser trivial en una QFT. A continuacion discutiremos una propuesta hecha por Ryu
y Takayanagi (RT) [36], y posteriormente generalizada por Hubeny, Rangamani y Taka-
yanagi (HRT) [24], en el contexto de AdS/CFT, que resultara ser una de las entradas mads
importantes del diccionario hologréfico. En primer lugar, esta propuesta resultara ser muy
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util porque permite realizar los calculos de la entropia de manera mucho més intuitiva. En
segundo lugar, las implicaciones derivadas de esta férmula sobre la estructura del espa-
ciotiempo han cambiado por completo la forma en que se entiende este ultimo. Recien-
temente se ha llegado a proponer que el entrelazamiento funciona precisamente como el
pegamento del espacio tiempo [42].

2.2.1. Motivacion

Consideremos el caso de un agujero negro estatico y asintoticamente AdS. Sabemos
que la entropia de éste estd dada, a orden Gy (1/N), por la férmula de Bekenstein-Hawking

T (GY), (2.36)
4Gn

donde Ap,; es el drea del horizonte. Por la discusion en las secciones previas, sabemos que
la entropia de entrelazamiento en un estado mixto no necesariamente cuantifica el entre-
lazamiento; sin embargo, siempre podemos purificar el sistema, es decir, agregar grados
de libertad de modo que el estado total sea puro. Para este ejemplo, la purificacién natural
es el termodoble de campo |TDF). Maldacena ha argumentado [28] que este estado tie-
ne un dual hologréfico, y no es otra cosa que un agujero negro estatico con dos regiones
exteriores. En esta nueva geometria hay superficies de Cauchy X que son invariantes bajo
reflexiones temporales y que ademads atraviesan el horizonte bifurcado. Si calculamos la
superficie de 4rea minima que estd sobre Z hallamos que es justamente Ap,,. Basados en
este resultado propondremos la férmula de Ryu-Takayanagi.

2.2.2. FormulaRT

En el contexto de AdS/CFT, podemos proponer un resultado que generaliza la férmu-
la de Bekenstein, proveyendo asi de una interpretaciéon geométrica a la entropia de en-
trelazamiento. Consideremos una CF Ty, hologréfica definida sobre un espaciotiempo
2. Supongamos que la CFT estd en un estado |¥) asociado a una geometria clasica My.
Consideremos una region espacial arbitraria A de la CFT, es decir, dada una superficie de
Cauchy Xz < %, tenemos que A c Xg. Por la correspondencia AdS/CFT, sabemos que
0My es %, por lo que podemos definir a las regiones Ay A correspondientes en dMy. La
propuesta RT nos dice entonces que dada la region A podemos conocer su entropia de
entrelazamiento S 4 mediante la férmula

_ Area(4p)
Sa=min ——, (2.37)
Ap~A 4Gy

donde Aj, es una superficie de codimension 2 que satisface las siguientes propiedades:

= Ay tiene la misma frontera que A. Esto es, 0A;, = 0A.
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Figura 2.2: Se muestra, a tiempo fijo igual a cero, la superficie de Ryu-Takayanagi A, aso-
ciada a laregi6n A en la frontera.

= Aj escontinuamente deformable a A, es decir, Ay Aj constituyen la frontera de una
region tipo espacio en My, ver figura 2.2. Esta condici6n, junto con la primera, son
equivalentes a decir que Ay divide a una rebanada espacial de My en dos regiones.
Ambas condiciones quedan resumidas como A ~ A.

La condicion de tomar el minimo significa que A, extremiza el funcional de érea, y
de haber mds de una superficie, siempre se toma la de &rea minima. A primera vista es-
ta propuesta ya resulta ser muy interesante porque relaciona 2 cantidades universales: la
entropia de entrelazamiento, que puede ser calculada en cualquier CFT, y las superficies
extremales, que se pueden obtener en una teoria gravitacional arbitraria.

Uno de los problemas que presenta la formula de Ryu-Takayanagi es que ambos lados
de la ecuacion son divergentes. El lado izquierdo diverge porque en una QFT, y en parti-
cular en una CFT, hay un nimero infinito de grados de libertad. La divergencia en el lado
derecho se debe a que la distancia propia hasta la frontera de AdS es infinita. Afortuna-
damente, estas divergencias no representan el final de la propuesta RT porque, como es
usual, uno puede establecer un corte UV. En el lado gravitacional esto significa que tinica-
mente nos quedamos con la parte de la geometria para la cual z > €, donde € es el corte.
De manera alternativa, podemos enfocarnos iinicamente en cantidades que son finitas.
Por ejemplo, la entropia relativa a la entropia del vacio: S4 (W) — S (vac).

Ejemplo: AdS puro Poincaré

Antes de continuar discutiendo otras propiedades e implicaciones de la férmula de
Ryu-Takayanagi, es conveniente ilustrar con un ejemplo sencillo c6mo se calcula esta can-
tidad. Consideremos una CFT en el vacio en R"!, y a la regién A un intervalo de longitud
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2L. En este ejemplo el dual gravitacional estd dado por AdS Poincaré puro. La métrica esta
dada por

l2
Gudxtdx' = — (-dr* +dx*+dz°). (2.38)
V4

Primeramente, necesitamos calcular el funcional de drea para las superficies de co-
dimension 2 en esta geometria. En general, para hacer ésto, debemos parametrizar las
superficies como X* (o) y hallar la métrica inducida g,

0XH0X"
8ab = Guv (X (0)) — 90° 90 Py (2.39)

Sin embargo, como estamos en AdS»41, el problema se simplifica a encontrar las geo-

désicas de este espacio, es decir, a extremizar el funcional

f dx( ) (Zi) (2.40)

Al resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange, se encuentra que las geodésicas son cir-
cunferencias

(x—x0)° +2° = r?, (2.41)
donde x( y r quedan determinadas al imponer las condiciones de fronterax = +Len z =€.
Con esto en mente encontramos que

X+ 2z =% +¢€. (2.42)

Finalmente, para hallar la entropia de entrelazamiento basta con sustituir en el funcio-
nal de drea y calcular la integral. Tomando en cuenta el corte € y despreciando los términos
de orden superior en € encontramos que

1 2L 2L

Sa= —ZIlog( ) = —log— (2.43)
4Gy

donde c es la carga central y en la Giltima igualdad se ha utilizado la relacion ¢ = 31/2Gy [5].

Este resultado es precisamente el que se obtiene utilizando el truco de réplica [6] para
un intervalo en una CF Ty 41, lo cual provée evidencia a favor de la propuesta RT.

2.2.3. Evidencia a favor de RT

Previamente hemos visto que la férmula de Ryu-Takayanagi reproduce correctamen-
te la entropia de entrelazamiento para un intervalo en una CFTy,; en el vacio, pero la
evidencia a favor de esta propuesta no termina ahi. Otros cédlculos de entropia de entre-
lazamiento [33, 35], como son el cdlculo para el estado térmico o para CFT’s en bandas o
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discos, también son reproducidos por la férmula de Ryu-Takayanagi. Lamentablemente,
este tipo de chequeos son limitados por nuestra capacidad para hacer célculos en CFT’s
fuertemente acopladas.

A pesar de no poder evidenciar la validez de la formula RT mediante un gran numero
de ejemplos explicitos, mucha evidencia fuerte se ha encontrado en los aflos posteriores
[8, 12,17, 24]. Inclusive Lewkowycz y Maldacena han dado una prueba para el caso estatico
[26], y recientemente se ha extendido el argumento al caso covariante [12]. A continuacion
mencionamos algunas de las propiedades que se ha probado satisface la férmula de Ryu-
Takayanagi.

» Para cualquier estado puro la férmula de Ryu-Takayanagi satisface que S, = S ;.

» Subaditividad: si A = A; U Ay, entonces Sa, + Sa, = Sa. Esta propiedad es la misma
que encontramos para la entropia de entrelazamiento en una CFT.

» Subaditividad fuerte [20]: si A = A; U Ay U A3 y los Aj/s son disjuntos, entonces se
satisface SA+SA2 < SAlUAz + SAzUAs YSAl +SA3 < SA1UA2 +SA2UA3-

2.2.4. Implicaciones de la formula de Ryu-Takayanagi

Hasta el momento hemos discutido la férmula de Ryu-Takayanagi de manera opera-
cional; sin embargo, su validez tiene implicaciones muy profundas respecto al entendi-
miento de la emergencia del espaciotiempo. A continuacion discutiremos el argumento
dado por Mark Van Raamsdonk [9, 42, 43], con el cual encuentra que la emergencia de
espaciotiempos cldsicos conectados estd intimamente relacionada al patrén de entrela-
zamiento de los grados de libertad.

Consideremos el caso de una CFT hologréfica en el vacio definida sobre una esfera $¢.
Por el enunciado de la correspondencia, sabemos que esta teoria es dual a AdS puro glo-
bal. Ahora, dividamos la esfera en dos hemisferios y consideremos una familia de estados
de la CFT, siendo el vacio el estado inicial, para los cuales el entrelazamiento disminuye.
Usando la férmula de Ryu-Takayanagi podemos observar que disminuir el entrelazamien-
to entre ambos hemisferios significa que el drea de la superficie RT también disminuye.
Mas aun, si consideramos dos regiones C y D que estén contenidas en distintos hemis-
ferios, se puede calcular su informacién mutua I (C: D), y como el entrelazamiento esta
decreciendo a cero, también lo hace I (C: D). Este punto es relevante porque, como vimos
previamente, la informacion mutua satisface la desigualdad [46]

(OcOp) —(O)c{Op)\?
lloclopll

<2I(C:D), (2.44)
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[

A B I

Figura 2.3: En la figura de la izquierda se muestra una esfera dividida en dos hemisferios.
La parte sombreada representa la superficie RT. En la figura de la derecha se muestra, de
manera caricaturesca, como dos regiones del espacio se van desconectando al disminuir
el entrelazamiento entre sus grados de libertad. La linea vertical ilustra como el drea de la
superficie RT disminuye en este proceso.

y, mds aun, en el contexto de la correspondencia se sabe que para operadores locales,
duales a particulas muy masivas, la funcion de dos puntos toma la forma

(Oc (xc)Op (xp)) ~ e ™, (2.45)

donde m eslamasay L es lalongitud de la geodésica més corta que conecta x¢ y xp. Com-
binando estos resultados podemos concluir que los dos hemisferios se separan conforme
el entrelazamiento disminuye, hasta que finalmente se desconectan, ver figura 2.3. Es en
este sentido que se ha argumentado que el papel del entrelazamiento es fundamental para
la emergencia de espaciotiempos cldsicos, tanto que se llega a decir que es el “pegamen-
to"del espaciotiempo.

2.2.5. Cuia causaly cufia de entrelazamiento

En esta tltima seccién del capitulo definiremos tanto la cufia causal cémo la cuiia de
entrelazamiento, y veremos como estan relacionadas con ciertas cantidades en la frontera.
Comenzaremos discutiendo los dominios de dependencia en una QFT.

Dominios de dependencia

Consideremos una teoria cuantica de campos definida sobre un espaciotiempo 28. Po-
demos escoger un subsistema tipo espacio A c £, donde Z4 es una superficie de Cauchy.
Asociada a A existe una region D4 conocida como el dominio de dependencia de A. Esta
region se define como la coleccion de todos los puntos tales que todas las curvas causales
que pasan por ellos también pasan por A, es decir, D4 es el diamante causal asociado con
A. El dominio de dependencia D 4 es también el dominio de dependencia de un niimero
infinito de regiones espaciales cuya frontera coincida con la frontera de A. Lo ultimo im-
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Figura 2.4: Se muestra la cuia causal asociada a la region A para ¢t =0.

plica que la matriz de densidad reducida asociada a cualquiera de estas regiones contiene
la misma informacion que p 4.

Cuiia causal

Consideremos ahora la dualidad AdS/CFT. Se sabe que si en la teoria de campos se ha-
cen mediciones, esto se puede interpretar en el bulto como perturbaciones en la frontera
de AdS que se propagan de manera causal hacia el interior del mismo. Si estas medicio-
nes se restringen a puntos contenidos en D4, entonces podemos identificar al conjunto
de puntos en el bulto que son alcanzados por dichas perturbaciones. Resulta ser que este
conjunto de puntos es la unién del futuro causal de D 4 con el pasado causal de D 4. Ahora,
si consideramos a la region del bulto para la cual un observador restringido a D 4 puede
mandar y recibir sefiales de vuelta encontramos que dicho conjunto es la interseccién del
futuro causal de D4 con el pasado causal de D4. Esta region del bulto se conoce como
cufia causal, ver figura 2.4.

Cuila de entrelazamiento

Para motivar el concepto de cufia de entrelazamiento nos debemos preguntar qué re-
gion del bulto es dual ala matriz de densidad reducida p 4. Esta pregunta es natural, ya que
como sabemos el estado vacio resulta ser dual a AdS puro, el termodoble de campo dual
a una geometria de agujero negro estdtico con dos regiones exteriores, etc. Para delimitar
laregion del bulto dual a p 4, es conveniente considerar una perturbacién al estado [¥) en
el cual se encuentra la teoria, por ejemplo 14 ® U;|¥), donde U es una matriz unitaria.
Sabemos que bajo esta transformacion la matriz p 4 no cambia mientras que p 5 silo hace.
Si ahora consideramos perturbaciones contenidas en D 4, sabemos que, por la discusion
anterior se propagan causalmente dentro del bulto. Mds atin, sabemos que la regién del
bulto que se ve afectada es tinicamente la unién del futuro causal de D ; con el pasado
causal de D 5. Debido a esto concluimos que la geometria dual a p 4 debe estar contenida
en el complemento de la unién del futuro causal de D ;5 con el pasado causal de D ;.
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“ | B

Figura 2.5: En la figura de la izquierda se muestra la cufia de entrelazamiento para la regiéon
AU B tal que I (A: B) =0. En la figura de la derecha se ilustra la cufia de entrelazamiento
para esta misma region, pero ahora I (A: B) > 0.

Consideremos ahora el conjunto de todas las entropias de entrelazamiento asociadas
a regiones tipo espacio contenidas en D 4. Por la férmula RT sabemos que estas entropias
estdn asociadas a superficies de drea minima en el bulto, més atin, sabemos que para un
espaciotiempo aAdS genérico las superficies RT no siempre se encuentran contenidas en
la cufia causal. Debido a esto y a que Sy se calcula, en la teoria de campos, mediante la
matriz de densidad reducida, concluimos que la regién dual a p 4 debe ser distinta a la
cufa causal.

Debido a la discusion anterior, se ha propuesto [10] que la regién dual a p4, conocida
como cufia de entrelazamiento, se defina como el dominio de dependencia de cualquier
region tipo espacio en el bulto que tenga como frontera a I' 4 (la superficie RT asociada a
A) y a alguna superficie de Cauchy en D4, ver figura 2.5.

En el siguiente capitulo discutiremos otro concepto importante conocido como en-
trelazamiento de purificacién. Este concepto surge en teorias cudnticas de campos de la
necesidad de cuantificar las correlaciones para estados mezcla, y recientemente su dual
hologréfico ha sido propuesto.



Capitulo 3

Entrelazamiento de purificacion

Alolargo de este capitulo revisaremos el concepto de entrelazamiento de purificacién.
Comenzaremos discutiendo su definicion y sus propiedades en una teoria cudntica de
campos, y posteriormente nos enfocaremos en describir la propuesta que se ha hecho
recientemente para su dual hologréfico. Finalmente, daremos evidencia a favor de esta
propuesta a través de un ejemplo sencillo.

3.1. Entrelazamiento de purificacion en QFT

3.1.1. Purificaciones

Supongamos que tenemos un sistema A, y que éste se encuentra en un estado mixto
p 4. Sin importar cudl es el estado del que proviene p 4, siempre se pueden elegir grados
de libertad auxiliares B para construir un sistema mds grande AB que se encuentre en
un estado puro |V¥) 4p € A4 ® A, y del cual se pueda obtener nuevamente p 4 al tomar
la traza sobre B, p4 = Trg |¥) (¥|. Notese que de aqui en adelante usamos una notacion
abreviada para las uniones, AB = AU B. Esto se puede lograr [32], por ejemplo, utilizando
la purificacion

(P ap =2 VPily) 4 ®1¢idg, CAY

donde los {p;, [y;) ,} son los eigenvalores y los eigenvectores de p 4, respectivamente. Los
{I¢:) g} son una base ortonormal de .#5 y se debe satisfacer que dim 75 = Rango p 4. De
la ecuacién anterior se recupera correctamente que

pA=Trg W) A (Plap =Y pilwi) 4 (Wil (3.2)
i

Es importante enfatizar que la eleccion de purificacién no es tinica. Existe por una
parte la libertad de agregar a B grados de libertad no entrelazados con A, y por otra, la
libertad de actuar sobre B con cualquier operador unitario.
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3.1.2. Definicion del entrelazamiento de purificacion

Para un sistema en un estado puro, la entropia de entrelazamiento es la medida que
caracteriza el entrelazamiento cudntico entre dos subsistemas. Sin embargo, para estados
mixtos hay diversas cantidades que cuantifican tanto correlaciones cldsicas como cudanti-
cas [22]. Una de estas cantidades es lo que se conoce como entrelazamiento de purificacion
[41]. Para definir esta cantidad, consideremos un sistema bipartita /4 ® #5 que se en-
cuentra en un estado p 4p. Sea |¥V) 4p /g Una purificacién del sistema, es decir, un estado
W) apap € Han ® App tal que

pAB :TrA’B’l\P>ABA’B’ (‘PlABA’B’- (33)
Definimos el entrelazamiento de purificacion Ej, entre Ay B, como

Ep(A:B)= min Suu, (3.4)
W), A

donde S4 4 esla entropia de entrelazamiento de AA’, y donde el minimo se toma sobre to-
das las purificaciones y todas las posibles particiones de los grados de libertad primados.
Como podemos notar, el célculo de esta cantidad no es trivial. En primer lugar, como he-
mos discutido en el capitulo anterior, calcular la entropia de entrelazamiento de manera
analitica en una QFT es, en general, muy complicado. En segundo lugar, la minimizaciéon
resulta ser también muy complicada de llevarse a cabo, porque no hay un procedimiento
general que nos permita agotar la infinidad de posibilidades en las cuales se puede esco-
ger la purificacion. Afortunadamente, para sistemas de dimension finita se puede probar
[25] que el minimo de S, 4 se encuentra para |A’|,|B’| < rangop 4, donde |A’| y |B’| son
las dimensiones de los espacios de Hilbert Ay y #p/, respectivamente.

A pesar de que calcular E, para un sistema arbitrario es complicado, podemos con-
siderar los siguientes casos triviales, con el objetivo de ganar un poco de intuicion sobre
esta nueva cantidad:

= 0 AB €S puro.
Si pap = |'¥) (Y| entonces no se necesita realizar alguna purificacidn, y por lo tanto

" DAB=PA®PB.
En esta situacion existe una purificaciéon de la forma |y1) 44 ® [¥2) g5, de modo que
al tomar la traza sobre los grados de libertad BB’ y calcular S 44 encontramos que
E,=0.
2

3.1.3. Propiedades del entrelazamiento de purificacion

A pesar de que operativamente es muy complicado calcular E), se puede probar que
éste satisface una serie de desigualdades [2] que eventualmente dardn evidencia muy fuer-
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te a favor del dual holografico que discutiremos en la siguiente seccion. Entre estas pro-
piedades se encuentran las siguientes:

El entrelazamiento de purificacion estd acotado superiormente:

Ep(A:B) <min(S4, Sp). (3.5)

El entrelazamiento de purificaciéon es monétono:

E,(A:BC)= E,(A:B). (3.6)

El entrelazamiento de purificacion estd acotado inferiormente:

EyA:B) = 14D 3.7
pAB) = S 3.7)

. [(A:B) I(A:Q)
Ep(A:BC) 2 ———+——— (3.8)

En un sistema bipartita que sature la desigualdad de Araki-Lieb, se satisface que

Ep(A:B)=min(Sy, Sp). (3.9

En un sistema tripartita ABC, el E,, satisface:

E,(A:B)+E,(A:C) = E,(A: BO). (3.10)

3.2. Dual hologrifico del entrelazamiento de purificacion

En esta secci6n discutiremos, primeramente, el dual hologréfico del entrelazamiento
de purificacion [31, 40]. Posteriormente, ejemplificaremos el cdlculo de esta cantidad y
daremos evidencia a favor de dicha propuesta.

Consideremos una CFT holografica que estd en un estado puro |¥). Por el enunciado
de la correspondencia AdS/CFT sabemos que, al menos en ciertos casos, hay una geo-
metria dual My que es asintéticamente AdS. Ahora, tomemos dos subsistemas Ay B en
la frontera de My (0My), y calculemos la superficie de Ryu-Takayanagi, I' 45, asociada a
AB = Au B. Como discutimos previamente, la regién espacial acotada por A, By I'4p se
conoce como la cufia de entrelazamiento, M 45. Consideremos ahora que la cufia de entre-
lazamiento es toda la geometria que tenemos, es decir, “borremos” el resto de la geometria
que quedo fuera de ésta. Si elegimos una particion de I' 4 como

Tap =T pul'y

®, (3.11)
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entonces podemos reescribir la frontera de esta nueva geometria como

OMAB:AUBUFAB:(AUF(/@)U(BUF%). (3.12)

Dada esta particion de la frontera, es natural buscar superficies que separen la region A
de laregion B, y también a F%g de 1"%. Si ademas ajustamos la particion de I' 45 buscan-
do que la superficie mencionada tenga drea minima, X,;,, entonces podemos calcular la
entropia de entrelazamiento mediante la férmula de Ryu-Takayanagi. En particular, en-
contramos que

B _ Area (Zmin)
S{eauey) =SlPaurg) = =5 (5.13)

La ecuacién anterior nos sugiere que esta nueva geometria es dual a un estado puro dis-
tinto de |'V).

El procedimiento previo presenta grandes similitudes con aquél descrito para encon-
trar el entrelazamiento de purificacion en una QFT. En primer lugar, mientras que en una
teorfa cudntica de campos agregamos nuevos grados de libertad para purificar, en el la-
do de gravedad recortamos la geometria y redefinimos la frontera para incluir a I' 45. En
segundo lugar, mientras que en una QFT optimizamos para hallar el minimo valor de la
entropia de entrelazamiento S 4/, en el lado gravitacional optimizamos para hallar la su-
perficie RT. Estas semejanzas dieron lugar [31, 40] a proponer que

Area (Zmin)
4Gy

es decir, el entrelazamiento de purificacién hologréfico es la seccion transversal de la cufia
de entrelazamiento, ver figura 3.1.

E,(A:B)= (3.14)

Ejemplo: AdS;3 puro

Una vez mads, la correspondencia hologréfica provee una prescripcion intuitiva para
hacer cdlculos que en una teoria cudtica de campos resultan ser muy complicados, e in-
clusive, imposibles en situaciones generales. Para ilustrar esta propuesta consideraremos
en caso de AdS3 Poincaré puro.

En primer lugar, consideremos la situacién en la cual tenemos dos intervalos, Ay B,
en la frontera y la cufia de entrelazamiento es una regiéon conectada, es decir, el caso en el
cual I(A: B) > 0. Con base en la prescripcion previamente discutida, tenemos que hallar
la curva més corta que acabe en la superficie RT y que separe a A de B. Si consideramos
que A = [ay, a2] y que B = [by, b»], con la restriccidn a; < a; < b; < b,, obtenemos [40] que

1
Ep(A:B):Elog(1+22+2 2+ 1), (3.15)
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Figura 3.1: En la figura de la izquierda se muestran: la cufia de entrelazamiento (sombrea-
da en naranja) y la superficie RT (en rojo) asociadas a la region AU B. Ademds se muestra
la superficie X,,;,, la cual es la seccion transversal de la cuiia de entrelazamiento. A la de-
recha se muestra la misma figura después de remover el espaciotiempo que se encuentra
fuera de la cufa de entrelazamiento.

donde

. (az — a1) (b2 — b1)

(b1 —az) (b, —ar)’

En segundo lugar, consideremos el caso en el cual la cufia de entrelazamiento estd

desconectada. En este escenario encontramos E, = 0, lo cual estd en completo acuer-

do con el resultado esperado en una QFT, pues esta situacion es precisamente cuando

pAB = PA® pp. Esta es la primera prueba de consistencia para esta entrada del diccionario

hologréfico; sin embargo, mucha mads evidencia ha sido encontrada a su favor. En parti-

cular, se ha probado [31, 40] que ésta satisface todas las desigualdades discutidas en la
seccién 3.1.3.

(3.16)

En el siguiente capitulo, estudiamos el entrelazamiento de purificacion para sistemas
de dimension finita desde un punto de vista numérico. Encontramos una purificaciéon, a
la que llamamos candnica, y damos evidencia numérica de que estd intimamente relacio-
nada con la purificaciéon 6ptima que da lugar al entrelazamiento de purificacion.
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Capitulo 4

Entrelazamiento de purificacion en
sistemas de espines

En este capitulo discutimos algunos resultados numéricos que fueron hallados para el
entrelazamiento de purificacion en sistemas de dimension finita. Comenzamos mostran-
do el comportamiento que tiene la entropia de entrelazamiento en el modelo de Ising, y
posteriormente estudiamos algunas propiedades del entrelazamiento de purificacion E),
para estados genéricos. Luego, damos evidencia numérica que sugiere que hemos encon-
trado una purificacion 6ptima. En la tultima seccion, encontramos mediante un andlisis
numérico que esta purificacion es un minimo local para ciertos estados; y también da-
mos evidencia, a través de otro andlisis, de que el entrelazamiento de purificacion es pro-
porcional a la entropia de entrelazamiento calculada con lo que llamamos purificacién
canoénica. Este tltimo resultado concuerda con una propuesta reciente [13], en la cual se
argumenta que el entrelazamiento de purificacién holografico es proporcional alo que en
ese trabajo se define como entropia reflejada. Dicha propuesta aparecié cuando nuestro
andlisis ya estaba avanzado.

4.1. Entrelazamiento de purificacion en el modelo de Ising

Para comenzar a estudiar de manera numérica el entrelazamiento de purificacion, es
conveniente elegir, en primer lugar, el tipo de sistemas al cual se restringe nuestro ana-
lisis. Para ello, hemos decidido realizar nuestros calculos utilizando sistemas de dimen-
sién finita, y en particular, trabajaremos con sistemas de espines. En esta primera seccién
mostramos algunos resultados obtenidos al estudiar el modelo de Ising, tnicamente con
el objetivo de ilustrar el comportamiento de la entropia de entrelazamiento para estados
provenientes de un hamiltoniano conocido.

Recordemos que para el modelo de Ising en una dimension el hamiltoniano estd dado
por

39
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Figura 4.1: Entropia de entrelazamiento, S 4, para un sistema de N = 4 espines. De izquier-
da a derecha, se tiene que la dimension del subsistema A es |A] =2,4y 8.

N
H=- ) o0i®05-h) o} 4.1)

donde < i, j > denota la suma sobre vecinos cercanos con condicién de frontera periodi-
ca, y h es la intensidad del campo magnético externo. Como primer ejemplo mostramos
el comportamiento que tiene la entropia de entrelazamiento en funcién de los eigenesta-
dos de energia. Para este célculo consideramos un sistema con N = 4 espines, y hallamos
S, donde la dimensién del subsistema A, | A|, toma valores |A| = 2,4 y 8. El resultado se
muestra en la figura 4.1. Podemos notar que las entropias de entrelazamiento resultan ser
simétricas, y no monotoénicas en funcion del eigenestado.

Habiendo realizado estos cdlculos, estamos en posicion de estudiar candidatos para el
entrelazamiento de purificacion en estados genéricos. En la siguiente seccion discutire-
mos un gran nimero de purificaciones para un gran ntimero de estados, y encontramos
que una de éstas resulta ser un excelente candidato para el Ej,.

4.2. Estados aleatorios y Purificacién canonica

Comenzaremos esta seccion estudiando sistemas que se encuentran en estados mez-
cla p 4p. Como purificacion inicial utilizamos

1Y) aparp = Z\/EWAB li) arpr (4.2)

donde hemos diagonalizado p 4p de modo que pag =Y; pilidap{ilapy Xipi =1, pi = 0.
Ademas, para esta purificacién en particular, los grados de libertad primados son una co-
pia de los originales. De la purificacién anterior podemos generar cualquier otra purifica-
cién de igual dimensién actuando con un operador unitario Uy g de la siguiente manera
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Figura 4.2: Entropia de entrelazamiento, S 4, para un sistema de N = 4 espines. De izquier-
da a derecha, se tiene que la dimension del subsistema A es |A] =2,4y 8.

1) aparp = 1ag ® Unp W) aparg» (4.3)

de modo que no hemos perdido generalidad en la bisqueda de la purificacién 6ptima.
Dicho esto, podemos proceder a buscar el E, (A: B). Por motivos practicos, restringimos
nuestros calculos numéricos a sistemas tales que rangop 45 < 4. En nuestro primer célculo
numérico estudiamos la purificacién dada por la ecuacion (4.2), ala cual de ahora en ade-
lante nos referiremos como purificaciéon canénica. Lo primero que hacemos es generar
100 estados p 43 de manera aleatoria', y purificarlos todos de manera canénica. Posterior-
mente calculamos Sy, Sg, [ (A: B) /2y S, 4 paratodos. El resultado se muestra en la figura
4.3. De estas graficas podemos notar que S 44 satisface las desigualdades (3.5) y (3.7), lo
cual sugiere que es un buen candidato para ser el E,. Més atn, cuando nos fijamos en
otras purificaciones, dadas por (4.3), encontramos casos en los cuales no se satisfacen las
cotas antes mencionadas. Ver figura 4.4 . Podemos observar dos cosas importantes en es-
ta figura. La primera, es que S 44 calculada mediante la purificacién canénica (linea azul)
siempre es menor que S4 4 calculada con alguna otra purificacién (linea negra). La segun-
da, es que en muchos casos S 44 (linea negra) ni siquiera satisface la desigualdad (3.5), por
lo cual queda automdticamente descartada, en esos casos, como candidato a entrelaza-
miento de purificacion.

La evidencia numérica presentada hasta ahora sugiere fuertemente que el entrelaza-
miento de purificacion estd intimamente relacionado a la entropia de entrelazamiento
calculada para la purificacién candnica; sin embargo, no podemos concluir que sean idén-
ticos, ya que a pesar de haber probado con un niimero enorme de estados y purificaciones,
no hemos agotado la infinidad de posibilidades.

'En nuestro cédigo revisamos una cantidad de estados que excede a los mostrados por muchos 6rdenes
de magnitud; sin embargo, por cuestiones practicas solo mostramos 100 de estos.
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Figura 4.3: Medidas de correlacion para 100 estados p 4p dados de manera aleatoria y pu-
rificados de manera candnica. La linea azul muestra S 4 4, la linea roja I (A: B) /2, 1a linea
verde S4 ylalinea morada Sg.

A continuacién mostramos que de hecho S44 (pcan) no siempre funciona, pero que
podemos encontrar un nuevo candidato para el E,. Consideremos un estado p 4p dado
por

pag = ply) wil+(1-p)p2, (4.4)

donde p € [0,1] es un parametro, |y;) es un estado normalizado que daremos de manera
aleatoriay p, es una matriz de densidad también dada de manera aleatoria. Para esta clase
de estados, que se caracterizan por ser puros cuando p = 1, calculamos nuevamente las
medidas de correlacion que hemos discutido anteriormente. Los resultados los podemos
observar en la figura 4.5. De manera inmediata notamos que atin cuando S 4 4/ (Pcan) (linea
azul) sigue siendo menor que Ssx (Pnocan) (linea negra), la primera ya no puede ser el
entrelazamiento de purificacion porque resulta ser que Ssr (pcan) > min (Sa, Sg) cuando
p — 1. A pesar de esto, en la siguiente seccion llevamos a cabo un andlisis numérico que
nos indica que esta purificacion no debe ser descartada aun.
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Figura 4.4: Medidas de correlacion para un estado p 4g usando las purificaciones (4.2) y
(4.3). La linea azul muestra S, calculada con la purificacién candnica. La linea negra
muestra S 4 o calculada usando la purificacion (4.3), donde la matriz unitaria U 4 g ha sido
dada de manera aleatoria. La linea verde muestra S, y la linea morada Sp. La linea roja
muestra I (A: B) /2.

4.3. Optimizando la purificacién canénica

La evidencia numérica hallada en las secciones anteriores nos sugiere que, para un
gran numero de estados, el entrelazamiento de purificacién puede ser hallado utilizando
la purificacion canénica; sin embargo, también nos hemos encontrado situaciones en las
cuales esto no funciona por si mismo. Aunque la opcién obvia, en este momento, seria
descartar la purificacion canénica como purificacion 6ptima, no lo haremos. En lugar de
esto, estudiaremos con mds detalle la entropia de entrelazamiento, S 4 4/, obtenida a partir
de la purificacion canoénica.

Ya que no descartamos Ssx (pcan), Surgen dos vertientes naturales a lo largo de las
cuales continuar. La primera, es hacer perturbaciones alrededor de esta purificacion, y
verificar que, de hecho, S44 sea al menos un minimo local. La segunda, consiste en ex-
plorar, al menos numéricamente, si acaso existe un factor universal k, tal que kS 4 o/ (pcan)
satisfaga siempre las propiedades del entrelazamiento de purificacion.

Para estudiar la primera propuesta, debemos fijarnos en una matriz unitaria Uy g que
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Figura 4.5: Medidas de correlacion para un estado p 4p dado por (4.4) . La linea azul mues-
tra Sy4 calculada con la purificacion candnica. La linea negra muestra S 4 calculada
usando la purificacién (4.3), donde la matriz unitaria U 45 ha sido dada de manera alea-
toria. La linea verde muestra S, y la linea morada Sg. La linea roja muestra I (A: B) /2.

se encuentre cerca de la identidad, es decir,

Uyp =l+e+0(e%), (4.5)

donde € = —¢'. Con esto en mente procedemos a calcular S, . En general, la expresién
para S es muy complicada, por lo cual no vale la pena escribirla; sin embargo, si po-
demos estudiar numéricamente su comportamiento. En la figura 4.6, se muestra la forma
que tiene S4 4/ (€1) cuando la purificacién difiere infinitesimalmente de (4.2) para un esta-
do pap con rango p 4p = 4. Este mismo comportamiento se encuentra al analizar el valor
numérico de S 44 en funcién de todas las variables independientes de €, es decir, encon-
tramos que la purificacién canénica es, al menos, un minimo local para este estado.

A pesar de que el ejemplo anterior nos dio resultados alentadores, podemos encontrar
también estados para los cuales S (0can) NO €s un minimo local®. Por ejemplo, en la fi-
gura 4.7 observamos que S 44 (€2) disminuye al alejarnos de € = 0.

2En esta situacién podria ser ttil, para trabajo futuro, utilizar el método de descenso de maxima pendien-
te.
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Figura 4.6: Se muestra el comportamiento de S 4 4 para una purificacién que difiere infini-
tesimalmente de la candnica. Podemos observar que S 4 4/ (pcan) es un minimo local para
este estado.

El andlisis anterior ha resultado ser provechoso, porque confirma que (4.2) es un mi-
nimo local para ciertos estados, pero ciertamente no nos permite encontrar el entrelaza-
miento de purificacidn. Para avanzar en esta tarea, procedemos a buscar el factor univer-
sal k que discutimos al comienzo de esta seccién. Podemos acotar el valor de k de manera
significativa si tomamos en cuenta dos cosas: la primera, que el entrelazamiento de puri-
ficacién es no negativo, y por lo tanto k = 0; la segunda, que E,, < Spa' (Pcan), por lo que
k<1.

Tomando en cuenta lo anterior, podemos buscar numéricamente el valor de k. Para
ello, definimos dos cantidades: Sf‘lg} = Kmin Saa' V sz’,‘ = kmax Saa, donde 0 < kpin < k <
kmax < 1. El siguiente paso consiste en buscar el valor maximo (minimo) de kpin (kmax) tal
que Sﬁr} (Sff;gf‘) satisfaga las mismas propiedades que E),. Lo anterior lo realizamos con
estados de la forma (4.4), pues para estos la purificacién candnica por si sola no nos dio
un candidato para E),. Increiblemente, encontramos, como se muestra en la figura 4.8, que
kmin = kmax = k = 1/2. Lo anterior ha sido verificado numéricamente para un gran nimero
de estados y siempre se encuentra que k = 1/2. Esto parece no ser una coincidencia, y de
hecho se encuentra en acuerdo con una propuesta hecha recientemente [13], en la cual se

argumenta que el entrelazamiento de purificacién holografico satisface que

2Ep = Sreﬂejadar (4.6)

donde Srefiejada € precisamente S (0can)-
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Figura 4.7: Se muestra el comportamiento de S, 4 para una purificaciéon que difiere infi-
nitesimalmente de la canénica. Podemos observar que existe al menos una direcciéon en
la cual Sp4 (0can) disminuye, y por lo tanto no es un minimo local para este estado.

Para finalizar este capitulo, analizamos, utilizando la metodologia previamente des-
crita, el estado de Werner, cuyo entrelazamiento de purificacion ha sido estudiado en el
pasado [4, 41]. Este estado esta dado por

0AB = gu + (1 - 4?’9) IBell) (Bell|, 4.7
donde p € [0,1] y |Bell) = % (]01) —[10)). Encontramos, como se muestra en la figura 4.9,
que nuevamente k = 1/2. Interesantemente, un entrelazamiento de purificacion que ha
sido calculado anteriormente, también de manera numérica, es mayor que %S Aa' (Pcan)-
Es por lo anterior, que podemos argumentar que %S A (Pcan) €8 una mejor cota superior
para Ej,.
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Figura 4.8: Medidas de correlacion para un estado p g dado por (4.4). La linea azul mues-
tra Sy 4 calculada con la purificacién candnica. La linea verde muestra S 4 y la linea mora-
da Sp. Lalinearojamuestra I (A: B) /2 ylalinea magenta S 4 4//2 calculada con la purifica-
cién canonica.

—:

Medida de correlacion

Parametro

Figura 4.9: Medidas de correlacién para el estado de Werner. La linea azul muestra S 4
calculada con la purificaciéon canénica. En esta situacién tenemos que S4 = Sg, por lo que
las lineas morada y verde se traslapan dando lugar a tinica linea horizontal. La linea roja
muestra / (A: B) /2 ylalinea magenta S4//2 calculada con la purificacién canénica.



48 CAPITULO 4. ENTRELAZAMIENTO DE PURIFICACION EN SISTEMAS DE ESPINES



Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la dualidad AdS/CFT, enfocdndonos principalmente en
dos entradas del diccionario holografico: la entropia de entrelazamiento y el entrelaza-
miento de purificacion. Para ambas hemos estudiado algunas de las propiedades més im-
portantes que satisfacen en cualquier teoria cuantica de campos, hemos mostrado expli-
citamente, en ejemplos sencillos, como se calculan dichas cantidades, y hemos discutido
el dual gravitacional de éstas. En lo que respecta a la entropia de entrelazamiento, hemos
explicado el experimento pensado de Mark Van Raamsdonk, mediante el cual argumenta,
haciendo uso de la férmula de Ryu-Takayanagi, que en sistemas holograficos el patrén de
entrelazamiento es fundamental para obtener espaciotiempos suaves y conectados.

En la parte final de esta tesis nos hemos concentrado en estudiar el entrelazamiento
de purificacion para sistemas de dimension finita, pues es uno de los escenarios en los
cuales es mds conveniente analizar esta cantidad, porque permite realizar cadlculos numé-
ricos sin la necesidad de recurrir a métodos computacionales avanzados. Al estudiar el
comportamiento de esta cantidad para estados dados de manera aleatoria, pudimos en-
contrar una purificacién que resulta ser un buen candidato para entrelazamiento de pu-
rificacion. Llevando acabo un andlisis mds detallado, pudimos encontrar que dicha pur-
ficacion, a la que llamamos candnica, resulta ser, para ciertos estados, un minimo local;
sin embargo, también encontramos situaciones en las cuales esta purificacion no funcio-
na por si misma. En lugar de descartar la purificacién candnica por completo, realizamos
un ultimo andlisis numérico, a través del cual encontramos que un medio de la entropia
calculada con dicha purificacién es un buen candidato para E) en estados que tienen la
forma (4.4), y por lo tanto también resulta ser un candidato para el resto de estados que
analizamos. Este resultado parece no ser una coincidencia, pues recientemente [13] se ha
argumentado que para estados holograficos esto es precisamente lo que se debe satisfacer.
Es importante recalcar dos cosas: los estados que hemos estudiado no son hologréficos, y
no pretendemos haber encontrado la prescripcion general para calcular el entrelazamien-
to de purificacion. En particular, debe notarse que el valor que conjeturamos para E, no
ha sido deducido explicitamente a partir de una purificacién particular. Finalmente, estu-
diamos el estado de Werner y hallamos que este candidato a E, mejora la cota que se ha
propuesto en trabajos anteriores.
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