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“. . . Al alba, cuando te dé pereza levantarte, ten esto a mano: «Me levanto para una tarea de hombre.
Aún me enfado si voy a hacer aquello para lo que he nacido y para lo que he venido al mundo. ¿Es que
he sido hecho para esto: para estar tumbado caliente entre mantas?» -«Pero esto es más agradable.»
-«¿Has nacido entonces para disfrutar?¿De verdad? ¿Para la pasividad o para la actividad? ¿No ves
cómo las plantas, los pájaros, las hormigas, las arañas, las abejas hacen lo que les es propio y se aplican
al mundo en lo que les corresponde?¿Y tú no quieres hacer lo que le corresponde a un humano? ¿No
te apresuras a cumplir con tu naturaleza?» - «También hay que descansar.» -« Vale, es cierto, pero
incluso la naturaleza le puso medida a esto, más allá de la medida, de lo que te es suficiente. Pero
no así en tus acciones, en donde haces menos de lo que puedes. No te amas a ti mismo si así fuera
amarías tu naturaleza y su determinación. Otros que aman las artes que ejercen se consumen en sus
labores sin tiempo para lavarse o comer: tú estimas menos tu propia naturaleza que un cincelador el
cincelado, que un bailarín la danza, que un avaro su dinero, que un vanidoso su fama. Cuando ellos
se entregan a sus tareas, no desean comida ni lecho , sino acrecentar aquello que les interesa: para ti
las actividades que atañen a lo común te resultan baratas y dignas de poco esfuerzo»". . . ”

Marco Aurelio Antonino
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Resumen

Modelado de propagación de ondas elásticas por el método de diferencias finitas,
en geofísica de exploración

por Marcelo Jesús Hernández Velázquez

En este trabajo se expone de manera ordenada, detallada y clara, la información nece-
saria para el planteamiento, implementación y solución de la Ecuación de Onda 1D y 2D por
el método de Diferencias Finitas en el esquema Velocidad-Esfuerzo en una rejilla escalonada,
de manera explícita, con fronteras absorbentes de tipo C-PML.

Los pasos a seguir de acuerdo a e. a. Moczo (2004) que contiene este trabajo son: Aná-
lisis de Fuente, Criterio de Estabilidad, Criterio de Dispersión y Condiciones de Frontera.

Esto derivó la generación de tres códigos en el lenguaje de Fortran 2008, el cual el
primero realiza la solución de la Ecuación de Onda Acústica 1D, mientras que los otros dos
resuelven respectivamente la solución de la Ecuación de Onda Acústica y Elástica 2D.

Para validar los resultados de estos algoritmos se ocupó la Solución Analítica que plan-
tea Liu (1997). Como una aplicación innovadora se realizó un código para simular el registro
sísmico debido a una distribución aleatoria de fuente en el medio. El algoritmo trata de si-
mular ruido sísmico y se basó en el trabajo de Thorbecke (2011).

https://www.unam.mx/
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Abstract

Modelado de propagación de ondas elásticas por el método de diferencias finitas,
en geofísica de exploración

by Marcelo Jesús Hernández Velázquez

In this thesis, the necessary information for the approach, implementation and solution
of the 1D and 2D Wave Equation is presented in an orderly, detailed and clear way, by the
Finite Differences (FD) method in the Velocity-stress scheme on a staggered grid using an
explicit FD scheme, with C-PML.

The steps to follow according e. a. Moczo (2004) contained in this thesis are: Anal-
ysis of Wavefield exitation, Analysis of Stability, Analysis of grid-dispersion relations and
Boundaries condicion of a spatial grid.

This led to the generation of three codes in the programming language of Fortran 2008,
which first performs the solution of the 1D Acoustic Wave Equation, while the other two
respectively compute the solution of the 2D Acoustic and Elastic Wave Equation.

To validate the results of these algorithms, the Analytical Solution proposed by Liu
(1997) was used.

As an innovative application, a code was made to simulate the seismic recording due
to a random distribution of sources in the medium. The algorithm tries to simulate seismic
noise and was based on Thorbecke (2011) work.

https://www.unam.mx/
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1
INTRODUCCIÓN

Hoy en día, el modelado de propagación de ondas sísmicas puede ser utilizado en diversas
áreas de la geofísica como una herramienta que permite estimar la respuesta de un medio
cuando se ve perturbado por una excitación.

El modelado de la propagación de ondas se utiliza extensivamente tanto en geofísica de
exploración como en sismología de terremotos. Esto se debe a la complejidad que representa
comprender la respuesta sísmica en, por ejemplo, yacimientos de hidrocarburos. Este enten-
dimiento genera la necesidad de crear mejores herramientas para el diseño de adquisición y
reducir los costos en el procesamiento de datos sísmicos.

A escalas menores, pero no menos importantes, la geofísica de exploración es aplicada a
la geotecnia para obtener velocidades de propagación de ondas S, parámetro necesario para
fines de conocer la respuesta sísmica del sitio y derivar estimaciones de diseño antisísmico.
Además de los métodos sísmicos de fuente activa (refracción y reflexión sísmica), hoy en día
la atención está dirigida a los métodos que utilizan ruido sísmico.

El ruido sísmico generalmente está compuesto de ondas superficiales. Los métodos que
explotan el ruido buscan extraer la información del subsuelo a través de las características
de dispersión de esas ondas mediante la curva de dispersión, generalmente del modo fun-
damental de ondas de Rayleigh. Los métodos más populares son; cocientes espectrales H/V,
f-k, SPAC e Interferometría Sísmica (IS). Los tres primeros se calculan en el dominio de la fre-
cuencia, y en el cuarto se extrae la respuesta del medio (ondas superficiales) en el dominio
del tiempo.

Este trabajo ha extendido su aplicación para simular el registro sísmico debido a una dis-
tribución aleatoria de fuentes en el medio. Se trata de simular ruido sísmico y extraer la
respuesta del medio a través de IS. Aunque los registros bien se pueden utilizar para aplicar
los otros métodos de ruido mencionados, en este trabajo solo mostramos las bondades del
código para IS.

Marcelo Jesús Hernández Velázquez
Tesis Licenciatura / Facultad de Ingeniería
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

El método de diferencias finitas es uno de los métodos numéricos más importantes para
la solución de este tipo de problemas. e. a. Moczo (2004) mencionan que el método funcio-
na para modelos complejos, es preciso, es muy eficiente computacionalmente y además, es
relativamente fácil de programar. Para fines de esta tesis, se trabajo con una rejilla en espacio-
tiempo en el esquema velocidad-esfuerzo. El lenguaje de programación elegido es Fortran
2008.

1.1 Objetivos

Esta tesis tiene como objetivos

ä Exponer de manera ordena, detallada y clara, la información necesaria para realizar el
planteamiento, implementación y solución de la ecuación de onda 1D y 2D por el mé-
todo de diferencias finitas con el esquema velocidad-esfuerzo en una rejilla escalonada,
de manera explícita, con fronteras absorbentes de tipo C-PML.

ä Generar un código en lenguaje de programación Fortran 2008 para la solución de
la Ecuación de Onda 1D y 2D, por el método de diferencias finitas en el esquema
velocidad-esfuerzo en una rejilla escalonada, de manera explícita, con fronteras ab-
sorbentes de tipo C-PML.

ä Generar un código en lenguaje de programación Fortran 2008 para la generación de
ruido sísmico sintético a partir de la propagación de ondas acústicas 2D, por el método
de diferencias finitas en el esquema velocidad-esfuerzo en una rejilla escalonada, de
manera explícita, con fronteras absorbentes de tipo C-PML.

1.2 Justificación

El desarrollo de algoritmos para la solución de la ecuación de onda requiere de conocimien-
tos generales de mecánica de medio Continuo, Física de Ondas y Diferencias Finitas.

Este tipo de algoritmos, por lo general, son la base fundamental para códigos más elabo-
rados como los de migración basados en la ecuación de onda.

Una de sus aplicaciones podría ser la migración de tiempo inverso o RTM (Reverse time
migration) por sus siglas en inglés. La cual tiene una gran importancia en la exploración pe-
trolera debido a que reduce costos en el procesamiento de datos sísmicos.

Otra es la generación de secciones de offset cero, a partir de propagaciones de onda en un
medio estratificado o medios más complejos.

Marcelo Jesús Hernández Velázquez
Tesis Licenciatura / Facultad de Ingeniería

Facultad de Ingeniería, UNAM



1.2. JUSTIFICACIÓN 3

Como se mencionó antes, este trabajo busca presentar una aplicación innovadora, la cual
es la generación de ruido sísmico sintético a partir de un algoritmo para la solución de la
ecuación de onda acústica. Como base para esta aplicación se tomó en cuenta el trabajo de
Thorbecke (2011) quien ha sido uno de los pioneros en esta aplicación.
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2
ECUACIÓN DE ONDA

2.1 Conceptos Generales

En este capítulo hablaremos de los conceptos generales necesarios para entender la ecuación
de onda. A partir de la segunda ley de Newton nosotros podemos describir la propagación
de ondas en un material deformable que es continuo.

Sabemos que la segunda ley de Newton está dada por:

F̄ = mā, (2.1)

de donde conocemos que F̄ es el vector Fuerza, m la masa y ā el vector de aceleración del
cuerpo.

Como describe Stein (2003), podemos reescribir la segunda ley de Newton en términos
de la fuerza por unidad de volumen y densidad. Si la densidad no cambia con el tiempo, la
fuerza por unidad de volumen f(x̄, t) es igual al término inercial, producto de la densidad ρ
y de la segunda derivada del vector de desplazamientos ū(x̄, t) con lo que obtenemos:

f̄(x̄, t) =
∂2ρū(x̄, t)

∂t2
. (2.2)

2.1.1 Esfuerzos

De acuerdo con Malvem (1969) las fuerzas se pueden clasificar en fuerzas internas y externas
que actúan en un objeto, estas últimas en la mecánica del medio continuo se pueden separar
en fuerzas de cuerpo o fuerzas de superficie.
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6 CAPÍTULO 2. ECUACIÓN DE ONDA

Las fuerzas de cuerpo son aquellas que actúan al interior del objeto, y esta da una fuerza
que es proporcional al volumen de este, sus unidades son fuerza por unidad de volumen.
Por otra parte, las fuerzas de superficie actúan en la superficie del objeto. Estas últimas tie-
nen como unidades fuerza por unidad de área.

Stein (2003) menciona que si consideramos las fuerzas actuando sobre un volumen peque-
ño V , y una superficie S dentro de un medio continuo más grande, el material dentro del V
es afectado por las fuerzas de cuerpo, dentro de todo V y las fuerzas de superficie actúan
afuera del material, es decir sobre la superficie S. Si la fuerza superficial F̄ actúa en cada
elemento de la superficie dS, con un vector unitario η̂, se define como el vector de tracción
T̄ , como el límite de cualquier punto del área infinitesimal, de la fuerza de superficie por
unidad de área.

T̄ (η̂) = ĺım
dS→0

F̄

dS
. (2.3)

El vector tracción T̄ tiene la misma orientación que la fuerza F y es una función del vector
unitario η̂ porque depende de la orientación de la superficie.

Todo el sistema de fuerzas que actúan sobre el volumen descrito se pueden representar
por medio de tres vectores tracción, los cuales se pueden expresar como: T ij . Estos nueve tér-
minos de las fuerzas de superficie pueden ser representados por el tensor de esfuerzos σij .

Entonces tenemos que:

σij =

σxx σxy σxz
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz

 =

T̄ 1

T̄ 2

T̄ 3


T

. (2.4)

2.1.2 Ecuación de movimiento

Para obtener la ecuación de movimiento, tenemos que reescribir la segunda ley de Newton
en términos de fuerzas de cuerpo y esfuerzos, la cual la podemos expresar de la siguiente
manera:

∂σi,j(x̄, t))

∂xj
+ fi(x̄, t) =

∂2ui(x̄, t))

∂t2
. (2.5)

Marcelo Jesús Hernández Velázquez
Tesis Licenciatura / Facultad de Ingeniería

Facultad de Ingeniería, UNAM



2.1. CONCEPTOS GENERALES 7

2.1.3 Deformaciones

El tensor de deformaciones de acuerdo a Stein (2003) describe la deformación resultante al
movimiento diferencial dentro de un cuerpo.

Podemos encontrar el tensor de deformaciones a través de situarnos dentro de un sólido,
el desplazamiento lo podemos representar como ū, (x̄). Sí un punto original en x̄ es despla-
zado por ū, se describe el desplazamiento de un punto cercano, originalmente a x̄+ δx̄.

Esta expresión la podemos expandir en su serie de Taylor donde nosotros tenemos que:

ui(x̄+ δx̄) ≈ ui(x̄) +
∂ui(x̄)

∂xj
= ui(x̄)) + δui. (2.6)

y cómo el desplazamiento relativo cercano a x̄δui es de primer orden, tenemos:

δui =
∂ui(x̄)

∂xj
δxj . (2.7)

Si a 2.7 le sumamos y restamos ∂uj
∂xi

y se separa en dos partes, obtenemos dos términos, el
del lado izquierdo es el tensor de deformación infinitesimal εij y el del lado derecho el tensor
de rotación wij .

δui =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)δxj + (
1

2

∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

)j = (εij + wij)δxj . (2.8)

2.1.4 Ecuaciones constitutivas

La ecuación constitutiva que relaciona los esfuerzos y las deformaciones para un material
lineal elástico esta dado por la Ley de Hooke:

σij = CijklUk,l. (2.9)

Donde las constantes Ci,j,k,l describen las propiedades del material. Para poder compren-
der cómo los módulos elásticos afectan la ecuación de movimiento, sustituimos 2.8 en 2.9 y
obtenemos:

σij,j(x̄, t) + fi(x̄, t) = (CijklUk,l),j + fi(x̄, t)) = ρ
∂2ui(x̄, t)

∂t2
. (2.10)
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8 CAPÍTULO 2. ECUACIÓN DE ONDA

Con esta ecuación podemos observar que los módulos elásticos controlan como los des-
plazamientos evolucionan en el tiempo y en espacio en respuesta a la fuerza aplicada.

Los módulos elásticosCijkl forman un tensor de 81 componentes, sin embargo, este núme-
ro se puede llegar a reducir hasta dos componentes teniendo las siguientes consideraciones:

ä Gracias a que los tensores de esfuerzos y deformaciones son simétricos, tenemos:

Cijkl = Cjikl, Cijkl = Cijlk. (2.11)

Por lo que podemos reducirlo hasta 36 componentes.

ä Consideramos que la energía de deformación almacenada en un volumen es simétrica
en ij y kl

Cijkl = Cklij . (2.12)

Por lo que esto se reduce a 21 componentes.

ä En una escalar mayor, cualquier material dentro de la tierra tiene aproximadamente
las mismas propiedades físicas sin importar la orientación, lo que quiere decir que el
material es isótropo, lo cual lo reduce a solo 2 módulos independientes, las cuales po-
demos llamar las constantes de Lame λ y µ y quedan definidos como:

Cijkl = λδijδkl + µ(δik.δjl + δilδjk) (2.13)

Así nos queda la ecuación constitutiva (Ley de Hooke) en términos de las constantes de
Lamé.

σij = λεkkδij + 2µεij = λθδij + 2µεij . (2.14)

2.2 Solución de la ecuación de onda

Si nosotros planteamos la ecuación de movimiento 2.10 , que no incluya el término de fuerza
de cuerpo, podemos escribirla como:
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2.2. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE ONDA 9

σij,j(x̄, t)+ = ρ
∂2ui(x̄, t)

∂t2
. (2.15)

Como bien explica Stein (2003) antes de que resolvamos la ecuación 2.15 tenemos que per-
catarnos de dos puntos muy importantes.

El primero es que la ecuación de movimiento se puede escribir y resolver en términos de
los desplazamientos, porque el esfuerzo está relacionado con la deformación, el cual está for-
mada por las derivadas del desplazamiento.

Por otra parte, los esfuerzos y las deformaciones están relacionados por la relación cons-
titutiva. Con lo que podemos concluir que, aunque la ecuación de movimiento no depende
de las constantes elásticas, la solución de ella sí.

De tal manera que nosotros podemos expresar la ecuación 2.15 en términos de desplaza-
mientos, sustituyendo las deformaciones por la ecuación constitutiva para un medio elástico
isotrópico 2.14 :

σi,j = λθδi,j + 2µεi,j . (2.16)

Si partimos del hecho de que en un material homogéneo las constantes elásticas no cam-
bian con la posición, y sustituimos en la ecuación de movimiento la definición de la dilata-
ción y del Laplaciano, obtenemos:

(λ+ µ)5 (5 · u(x, t)) + µ52 u(x, t) = ρ
∂2u(x, t)

∂t2
. (2.17)

De esta manera acabamos de obtener a partir de la ecuación de movimiento, la ecuación de
onda para un medio elástico isotrópico en función de los desplazamientos, con dependencia
en tiempo y espacio.

2.2.1 Teorema de Helmholtz

De acuerdo a Stein, 2003 la ecuación de onda se puede descomponer en términos de potencia-
les para identificar el tipo de ondas que viajan en un medio elástico, por tanto, el Laplaciano
lo podemos reescribir de esta manera:

52 u = 5(5 · u)−5× (5× u). (2.18)

De tal forma que obtenemos:
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10 CAPÍTULO 2. ECUACIÓN DE ONDA

(λ+ 2µ)5 (5 · u(x, t))− µ5×(5× u(x, t)) = ρ
∂2u(x, t)

∂t2
. (2.19)

Podemos expresar el campo de desplazamientos en términos de otras dos funciones po-
tenciales:

u(x, t) = 5φ(x, t) +5× ϕ(x, t). (2.20)

Esto nos permite separar el campo de desplazamientos en dos partes, en una parte con
potencial escalar la cual no genera rotación relacionado con las ondas de compresión u ondas
P y una parte de potencial vectorial que tiene divergencia cero y no produce cambio de
volumen, que corresponde a las ondas de corte u ondas S.

2.2.2 Ecuación de onda en términos potenciales

Partiendo de lo anterior, nosotros podemos sustituir los potenciales 2.20 en la ecuación de
onda 2.19, simplificando términos y reagrupando los obtenemos:

5 [(λ+ 2µ)52 φ(x, t)− ρ∂
2φ(x, t)

∂t2
] = −5×[µ52 ϕ(x, t)− ρ ∂

2ϕ(x, t)

∂t2
]. (2.21)

2.2.3 Ondas P y Ondas S

De tal forma que tenemos para la onda P:

52 φ(x, t) =
1

α2

∂2φ(x, t)

∂t2
. (2.22)

Con velocidad α :

α = [(λ+ 2µ)/ρ]
1
2 . (2.23)

Y para la onda S tenemos:

52 ϕ(x, t) =
1

β2

∂2ϕ(x, t)

∂t2
. (2.24)

Con una velocidad β:

β = (µ/ρ)
1
2 . (2.25)
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2.2. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE ONDA 11

2.2.4 Ondas P-SV y Ondas SH

Como menciona Ruiz (2005) cuando se plantea el problema de la propagación de ondas en
dos dimensiones, se suele separar en dos casos diferentes.

El primero trabaja con las ondas SH y el segundo con las ondas P-SV.

El caso SH es un problema escalar en el que el desplazamiento de la partícula es perpen-
dicular a la propagación de la onda.

Por otra parte, el problema P-SV es un problema vectorial, en el que el desplazamiento de
la partícula y la dirección de propagación de la onda se encuentran en el mismo plano.

Para este trabajo se trabajó con el problema P-SV.
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3
MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS

3.1 Introducción

La solución de la ecuación de onda mediante diferencias finitas consiste primero en replan-
tear la ecuación de onda y elegir en uno de los cuatro esquemas con la que se puede resolver.

A partir de ello, las derivadas en estos esquemas son transformadas en diferencias finitas
mediante el truncamiento de desarrollos en serie de Taylor, lo cual nos permite obtener un
conjunto de ecuaciones que son resueltas de manera iterativa Ruiz (2005).

El problema es discretizado espacialmente en una rejilla finita y en cada uno de los nodos
de la rejilla se aproximan las derivadas.

Para obtener el esquema para la solución de la ecuación de onda se utilizan las ecuaciones
de movimiento y de la ley de Hooke, en conjunto con condiciones de frontera adecuadas.

Partiendo de este planteamiento podemos encontrar o definir cuatro esquemas y sus ecua-
ciones para la solución de la ecuación de onda de manera discreta a través del método de
diferencias finitas.

Si tomamos la ecuación de movimiento y la separamos de la ley de Hooke obtenemos la
formulación desplazamiento-esfuerzo.

Este esquema es representado por las siguientes dos ecuaciones:

ρ
∂2ui
∂t2

=
∂σij
∂xj

+ fi. (3.1)

σij = λεkkδij + 2µ(εij −
1

3
εkkδij). (3.2)

Por otra parte si usamos la velocidad de partícula en la ecuación de movimiento, mante-
nemos la ley de Hooke y agregamos la definición de velocidad de partículas conseguimos el
esquema desplazamiento-velocidad-esfuerzo. Sus ecuaciones son las siguientes:
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14 CAPÍTULO 3. MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS

ρ
∂vi
∂t

=
∂σij
∂xj

+ fi. (3.3)

vi =
∂ui
∂t

. (3.4)

σij = λεkkδij + 2µ(εij −
1

3
εkkδij). (3.5)

De la misma forma la ecuación la podemos replantear si podemos eliminar el tensor de
esfuerzos e insertamos la ley de Hooke en la ecuación de movimiento,para obtener como
resultado el esquema de desplazamientos.

El cual se representa con sólo una ecuación:

ρ
∂2ui
∂t2

=
∂

∂xi
[(λ− 2

3
µ)
∂uk
∂xk

] +
∂

∂xj
(µ
∂ui
∂xj

) +
∂

∂xj
(µ
∂uj
∂xi

) + fi. (3.6)

Este es el único de los cuatro esquemas que queda con derivadas espaciales de segundo
orden.

Por último,para un cuarto esquema, si aplicamos una derivada en tiempo en la ley de
Hooke y ocupamos la velocidad de partícula en la ecuación de movimiento, obtenemos el
esquema velocidad-esfuerzo.

Para fines de este trabajo, utilizamos estas últimas dos ecuaciones para la resolución de la
ecuación de onda por el método de diferencias finitas:

ρ
∂vi
∂t

=
∂σij
∂xj

+ fi. (3.7)

∂σij
∂t

= λ
∂εkk
∂t

δij + 2µ(
∂εij
∂t
− 1

3

∂εkk
∂t

δij). (3.8)

dónde tenemos qué:

∂εij
∂t

=
1

2
(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

). (3.9)

Una vez definido el esquema que se va a ocupar para resolver la ecuación de onda, e. a.
Moczo (2014) mencionan que, una correcta aplicación del método de Diferencias Finitas a un
problema diferencial, conlleva los siguientes pasos a seguir:

ä La construcción del modelo del problema discreto de Diferencias Finitas
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3.2. REJILLAS ESPACIO-TIEMPO 15

n Generación de una rejilla del tipo Espacio-Tiempo.

n Aproximación de las derivadas.

n Condiciones iniciales y de frontera.

n Construcción del esquema de Diferencias Finitas.

ä Análisis del modelo de diferencias finitas.

n Criterio de consistencia y orden de aproximación

n Criterio de estabilidad y dispersión en la rejilla

n Criterio de convergencia.

n Error del método de diferencias finitas.

3.2 Rejillas Espacio-Tiempo

e. a. Moczo (2014) plantean que se tiene que considerar un dominio de 4 dimensiones, con
un espacio de variables (x, y, z, t), donde (x, y, z) es un sistema de coordenadas cartesianas
y t es el tiempo.

De manera discreta lo podemos presentar como:

(xI , yK , zL, tM )

donde tenemos que:

xI = x0 + I∆x, yK = y0 +K∆y, tzL = z0 + L∆z, tm = t0 +m∆t

I,K,L = 0,±1,±2, ...
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16 CAPÍTULO 3. MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS

m = 0, 1, 2, ...

3.2.1 Rejilla convencional

La rejilla convencional por lo general es ocupada para la formulación de desplazamiento ya
que en cada nodo se encuentra el desplazamiento y fuerzas de cuerpo.

3.2.2 Rejilla escalonada

Por otra parte, en la rejilla escalonada,contamos con una rejilla donde en cada nodo tenemos
el desplazamiento o la velocidad y en otra los esfuerzos. Lo cual hace que sea conveniente
ocupar este tipo de rejilla escalonada para los esquemas velocidad-esfuerzo, desplazamiento-
esfuerzo y desplazamiento-velocidad-esfuerzo.

3.3 Expansión en Series de Taylor

Sea f(x) una función definida en (a, b) que tiene hasta la k−ésima derivada entonces la
expansión de f(x) usando series de Taylor al rededor del punto xi contenido en el intervalo
(a, b) será (Ledesma, 2015) :

f(x) = f(xi) +
(x− xi)

1!

df

dx
|xi +

(x− xi)2

2!

d2f

d2x
|xi + ...+

(x− xi)k

k!

dkf

dkx
|xi . (3.10)

3.3.1 Aproximación de la Primera Derivada

Existen varias formas de aproximar a la primera derivada, las tres que veremos son, Diferen-
cias Progresivas, Diferencias Regresivas y Diferencias Centradas.

Las Diferencias Progresivas

Sí consideramos la ecuación 3.10 con k = 2 y x = xi + ∆x, obtenemos:

f(xi + ∆x) = f(xi) + ∆x
df

dx
|xi +

(x− xi)2

2!

d2f

d2x
|Ep. (3.11)

Despejando obtenemos la siguiente expresión:

d

dx
|xi =

f(xi+∆x)− f(xi)

∆x
− ∆x

2!

d2f

dx2
|Ep. (3.12)

La aproximación de f ′(x) mediante diferencias progresivas es de primer orden o sea
O(∆x). Siendo Op(∆x) el error local de truncamiento, el cual se puede definir como:

Op(∆x) = −∆x

2!

d2f

dx2
|Ep. (3.13)
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3.3. EXPANSIÓN EN SERIES DE TAYLOR 17

Sustituyendo 3.13 en 3.12 obtenemos:

d

dx
|xi =

f(xi+∆x)− f(xi)

∆x
−Op(∆x). (3.14)

Simplificando la notación tenemos:

f ′(xi) ≈
f(xi+1)− f(xi)

∆x
. (3.15)

Diferencias Regresivas

Sí consideramos la ecuación 3.10 con k = 2 y x = xi −∆x , obtenemos:

f(xi −∆x) = f(xi)−∆x
df

dx
|xi +

(x− xi)2

2!

d2f

d2x
|Er. (3.16)

Despejando obtenemos la siguiente expresión:

d

dx
|xi =

f(xi)− f(xi−∆x)

∆x
− ∆x

2!

d2f

dx2
|Er. (3.17)

La aproximación de f ′(x) mediante diferencias regresivas es de primer orden o seaO(∆x).
Siendo Op(∆x) el error local de truncamiento, el cual se puede definir como:

Or(∆x) = −∆x

2!

d2f

dx2
|Er. (3.18)

Sustituyendo 3.17 en 3.18 obtenemos:

d

dx
|xi =

f(xi)− f(xi−∆x)

∆x
−Or(∆x). (3.19)

Simplificando la notación tenemos:

f ′(xi) ≈
f(xi−1 − f(xi))

∆x
. (3.20)

Diferencias Centradas

Si consideramos la ecuación 3.10 con k = 3 y f(x) en x = xi+∆x y x = xi−∆x , obtenemos
las siguientes dos ecuaciones:

f(xi + ∆x) = f(xi) + ∆x
df

dx
|xi +

∆x2

2!

d2f

dx2
|xi +

∆x3

3!

d3f

dx3
|Ep. (3.21)
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18 CAPÍTULO 3. MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS

f(xi −∆x) = f(xi)−∆x
df

dx
|xi +

∆x2

2!

d2f

dx2
|xi −

∆x3

3!

d3f

dx3
|Er. (3.22)

Restando la ecuación3.21 de la ecuación 2.23 tenemos:

f(xi + ∆x) + f(xi −∆x) = 2∆x
df

dx
|xi +

∆x3

3!
[
d3f

dx3
|Ep +

d3f

dx3
|Er]. (3.23)

Si consideramos que:

Oc(∆x
2) = +

∆x2

3!
[
d3f

dx3
|Ep +

d3f

dx3
|Er]. (3.24)

Y sustituimos 3.24 en 3.21, obtenemos la expresión que define la primera derivada me-
diante diferencias centradas de segundo orden.

df

dx
|xi =

f(xi + ∆x)− f(xi −∆x)

2∆x
+Oc(∆x

2). (3.25)

Simplificando la notación tenemos:

f ′(xi) ≈
fi+1 − fi−1

2∆x
. (3.26)

3.4 Criterios del Método de Diferencias Finitas

3.4.1 Criterio de Convergencia

Planteando que la solución obtenida de la Ecuación de Diferencias FInitas EDF es ϕmikl y la
solución de la Ecuación Diferencial (ED) es φmikl. Entonces la EDF es convergente si:

ĺım
h→0,∆→0

|φmikl − ϕmikl| = 0. (3.27)

3.4.2 Criterio de Consistencia

Nosotros podemos decir que nuestra EDF es consistente con la ED si:

ĺım
h→0,∆→0

|ED − EDF | = 0. (3.28)

3.4.3 Criterios de Estabilidad y Dispersión

Para llevar a cabo el análisis de estabilidad y dispersión numérica asociada a la EDF , se
tiene que sustituir la solución de onda plana monocromática en la EDF .
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3.5. SOLUCIÓN DE DIFERENCIAS FINITAS 19

Se reducen términos hasta llegar a la expresión que nos da el criterio de estabilidad numé-
rica de nuestra EDF y una vez obtenida la condición, se deriva para llegar a la relación de
dispersión numérica.

En el siguiente Capítulo revisaremos los pasos para obtener el criterio de estabilidad y
dispersión para una ecuación de diferencias finitas en el esquema velocidad-esfuerzo 1D.

3.5 Solución de Diferencias Finitas

3.5.1 Esquemas Explícitos o Implícitos

En un esquema implícito, la variable de campo de un nivel de tiempo y una posición espacial
se calcula simultáneamente en todos los valores de la rejilla, a partir de niveles de tiempo
previos.

En los esquemas explícitos, por otra parte, la variable de campo se calcula en una rejilla
donde en cada nodo se resuelve la ecuación de diferencias finitas, esta solo usa algunos va-
lores de los niveles de tiempos previos. Los esquemas explícitos se utilizan más en modelos
realísticos con matrices muy grandes.

Con esto podemos determinar que los esquemas explícitos son más prácticos para reali-
zarlos computacionalmente. Estos son los más utilizados en geofísica de exploración y en la
sismología.
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4
IMPLEMENTACIÓN 1D Y 2D

4.1 Implementación Método de Diferencias Finitas para la solu-
ción de la Ecuación de Onda

En este trabajo se presentará el análisis completo que se tiene que llevar a cabo para realizar
una correcta solución de la ecuación de onda a través del esquema velocidad-esfuerzo en
el método de diferencias finitas de orden de precisión (2,2) ([temporal, espacialmente]), con
una rejilla escalonada.

Para el cálculo de las velocidades tendremos la ecuación 3.7 y para los esfuerzos la ecua-
ción 3.8 donde tenemos que el tensor de deformaciones es igual a 3.9.

Con fines didácticos se expresará paso a paso lo que se hizo en el esquema 1D.

4.1.1 Esquema Velocidad-Esfuerzo para el Método de Diferencias Finitas en una
rejilla escalonada para la solución de la Ecuación de Onda 1D

En esta subsección consideramos la formulación velocidad-esfuerzo de la ecuación de onda
que se expresan en las ecuaciones; 3.7 y 3.8,usaremos en un medio acústico 1D.

LasED asociadas al esquema velocidad-esfuerzo para la solución de la Ecuación de Onda
1D son las siguientes:

ρ
∂u

∂t
=
∂σxx
∂x

+ fx. (4.1)

σxx = (λ)
∂u

∂x
. (4.2)

Considerando que:

v =
∂u

∂t
. (4.3)
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A partir de estas ED podemos obtener las EDF relacionadas a la siguiente rejilla escalo-
nada que podemos ver en la figura 4.1

FIGURA 4.1: Rejilla Escalonada 1D para la Solución de Onda por el esquema
Velocidad-Esfuerzo en Diferencias Finitas.

Teniendo en cuenta la rejilla escalonada podemos llegar a las siguientes dos EDF :

1

∆t
(V

m+ 1
2

i − V m− 1
2

i ) =
1

ρi

1

∆x
(Tm
i+ 1

2

− Tm
i− 1

2

). (4.4)

1

∆t
(Tm+1
i+ 1

2

− Tm
i+ 1

2

) = Ei+ 1
2

1

∆x
(V

m+ 1
2

i+1 − V m+ 1
2

i ). (4.5)

Donde,Ei+ 1
2

= λ, además tenemos que considerar que el superíndice representa el tiempo
y el subíndice el espacio, en tiempo se esta ocupando un esquema leapfrog.

Despejando obtenemos:

V
m+ 1

2
i =

1

ρi

∆t

∆x
(Tm
i+ 1

2

− Tm
i− 1

2

) + V
m− 1

2
i . (4.6)

Tm+1
i+ 1

2

= Ei+ 1
2

∆t

∆x
(V

m+ 1
2

i+1 − V m+ 1
2

i ) + Tm
i+ 1

2

. (4.7)

Marcelo Jesús Hernández Velázquez
Tesis Licenciatura / Facultad de Ingeniería

Facultad de Ingeniería, UNAM



4.1. IMPLEMENTACIÓN MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS PARA LA SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE ONDA 23

Con estas dos ecuaciones 4.6 y 4.7 en cada medio salto de tiempo m podemos calcular
la velocidad V y en cada paso completo de tiempo los esfuerzos T . Estas dos ecuaciones
representan nuestro esquema explícito de la Solución de la Ecuación de Onda 1D.

Para realizar una correcta implementación del método de diferencias finitas debemos de
completar los siguientes puntos:

ä Análisis de Fuente.

ä Criterio de Estabilidad.

ä Criterio de Dispersión: Fase de Rejilla y Velocidades de Grupo.

ä Condiciones de Frontera: Superficie Libre y C-PML

4.1.2 Análisis de Fuente

Uno de los puntos más importantes después de tener la EDF es como modelar la fuente
sísmica en el modelo.

Existen diversos tipos de fuentes, para fines de este trabajo ocuparemos una fuente pun-
tual. La mayoría de las fuentes puntuales que podemos encontrar en la literatura hacen refe-
rencia a los pulsos Gaussianos.

En este caso particular, trabajaremos con la primera derivada del pulso Gaussiano.

Tenemos que el pulso Gaussiano en función del tiempo es igual a:

f(t) = eπ
2f2

0 t
2
. (4.8)

y su primera derivada es:

f ′(t) = −2(π2f2
0 )teπ

2f2
0 t

2
. (4.9)

La gráfica de la Primera Derivada del Pulso Gaussiano con la frecuencia central en f0 =

1Hz podemos verla en la figura 4.2.

El contenido de frecuencias de cualquier pulso se puede determinar por medio de su
Transformada de Fourier, por medio de los espectros de amplitud y de potencia.

Nosotros sabemos que la Transformada de Fourier del pulso Gaussiano es:

F [f(t)] = F [eπ
2f2

0 t
2
] =

√
1

πf2
0

e
( f
f0

)2

. (4.10)

Recordando las propiedades de la Transformada de Fourier, podemos obtener la Transfor-
mada de Fourier de la primera derivada del Pulso Gaussiano por la propiedad de derivación,
siendo así:
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FIGURA 4.2: Primera Derivada del Pulso Gaussiano con la frecuencia central
f0 = 1Hz.

F [
df(t)

dt
] = i2πf

√
1

πf2
0

e
( f
f0

)2

. (4.11)

Si observamos la figura 4.3 podemos darnos cuenta que la banda de frecuencias contenida
en el pulso esta entre 0 ≤ f ≤ 2f0. El muestreo temporal que utilicemos tiene que permitir
que la longitud de onda más corta viajando en el medio , dada por la frecuencia de la fuente
introducida y la velocidad mínima, cumpla con la condición de dispersión así como con la
condición de estabilidad, las cuales determinaremos en los siguientes puntos.

4.1.3 Criterio de Estabilidad

Para poder obtener el criterio de estabilidad de nuestras EDF en el esquema velocidad-
esfuerzo, con el método explícito de segundo orden espacialmente y temporalmente (2, 2),
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FIGURA 4.3: Espectro de Potencia de la Primera Derivada del Pulso Gaussiano
con la frecuencia central f0 = 1Hz

en rejilla escalonada, tenemos que sustituir la solución de onda plana monocromática en
nuestras EDF .

Para ello ocuparemos las siguientes dos ecuaciones:

Tmi = Ae−j̄wm∆t+īki∆x. (4.12)

V m
i = Be−j̄wm∆t+īki∆x. (4.13)

Donde i representa nuestro muestro en espacio ym nuestro muestreo en tiempo, mientras
que j̄ es la unidad imaginaria, w es la frecuencia angular de la onda plana y k es el número
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de onda en dirección x de la onda que se propaga en la rejilla computacional. Las sustituimos
en las ecuaciones 4.4 y 4.5.

Si sustituimos 4.12 y 4.13 en 4.4 obtenemos la siguiente ecuación:

1

∆t
(Be−j̄w(m+ 1

2
)∆t+j̄ki∆x −Be−j̄w(m− 1

2
)∆t+j̄ki∆x) =

1

ρi

1

∆x
(Ae−j̄wm∆t+j̄k(i+ 1

2
)∆x −Ae−j̄wm∆t+j̄k(i− 1

2
)∆x). (4.14)

Expandiendo la ecuación obtenemos:

B

∆t
(e−j̄wm∆tej̄ki∆xe

−j̄w∆t
2 − e−j̄wm∆tej̄ki∆xe

−j̄w∆t
2 ) =

1

ρi

A

∆x
(e−j̄wm∆tej̄ki∆xe

j̄k∆x
2 − e−j̄wm∆tej̄ki∆xe

īk∆x
2 ). (4.15)

Factorizando terminos semejantes:

B

∆t
e−j̄wm∆tej̄ki∆x(e

−j̄w∆x
2 − e

j̄w∆x
2 ) =

A

∆x

1

ρi
e−j̄wm∆tej̄ki∆x(e

j̄k∆x
2 − e−

j̄k∆x
2 ). (4.16)

Simplificando llegamos a esta ecuación:

B

∆t
(e
−j̄w∆t

2 − e
j̄k∆x

2 ) =
1

ρi

A

∆x
(e

j̄w∆t
2 − e

−j̄k∆x
2 ). (4.17)

Recordando las propiedades de los números complejos tenemos que:

sen(z) =
ezj̄ − e−zj̄

2i
. (4.18)

cos(z) =
ezj̄ + e−zj̄

2
. (4.19)

Sustituyen en 4.17 la identidad de la ecuación 4.18 tenemos que:

2i
B

∆t
sen(

w∆t

2
) = 2i

1

ρi

A

∆x
sen(

k∆x

2
). (4.20)

De la misma forma, ahora trabajaremos con 4.5 sustituyendo la ecuaciones 4.12 y 4.13
obtenemos:
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1

∆t
(Ae−īw(m+1)∆t+j̄k(i+ 1

2
)∆x −Ae−j̄wm∆t+j̄k(i+ 1

2
)∆x) =

Ei+ 1
2

1

∆x
(Be−j̄w(m+ 1

2
)∆t+j̄k(i+1)∆x −Be−īw(m+ 1

2
)∆t+j̄ki∆x). (4.21)

Expandiendo la ecuación obtenemos:

A

∆t
(e−j̄wm∆te−j̄w∆tej̄ki∆xe

j̄k∆x
2 − ej̄wm∆tej̄ki∆xe

j̄k∆x
2 ) =

Ei+ 1
2

B

∆x
(e−j̄wm∆tej̄k∆xej̄ki∆xe

−j̄w∆t
2 − e−j̄wm∆tej̄ki∆xe

j̄w∆t
2 ). (4.22)

Factorizando términos semejantes:

A

∆t
(e−j̄w∆tej̄w

∆t
2 − e−j̄w

∆t
2 ) = Ei+ 1

2

B

∆x
(ej̄k∆xe−j̄k

∆x
2 − e−j̄k

∆x
2 ). (4.23)

Simplificando llegamos a esta ecuación:

A

∆t
(e−j̄w(−1

2
)∆t − e−j̄w

∆t
2 ) = Ei+ 1

2

B

∆x
(ej̄k( 1

2
)∆x − e−īk

∆x
2 ). (4.24)

Sustituyen en 4.24 la propiedad de la ecuación 4.19 tenemos que:

2i
A

∆t
sen(

w∆t

2
) = 2iEi+ 1

2

B

∆x
sen(k

∆x

2
). (4.25)

Ahora con las ecuaciones 4.20 y 4.20 podemos llegar a nuestro criterio de estabilidad, para
eso tenemos que resolver las dos ecuaciones que tenemos.

Multiplicando 4.20 y 4.24 llegamos a la siguiente ecuación:

sen(w
∆t

2
) = ±(

Ei+ 1
2

ρi
)

1
2

∆t

∆x
sen(k

∆x

2
). (4.26)

Si consideramos que ∆x y ∆t son pequeños, que la frecuencia angular w es real y el nú-
mero de onda k es real podemos asumir que:

(
Ei+ 1

2

ρi
)

1
2

∆t

∆x
≤ 1. (4.27)

Despejando ∆t de la ecuación llegamos a nuestro criterio de estabilidad que se expresa
con la siguiente ecuación:
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∆t ≤ ∆x(
ρi

Ei+ 1
2

)
1
2 . (4.28)

La ecuación 4.28 es el criterio de estabilidad que se debe de cumplir para que nuestro
esquema de las EDF sea estable.

4.1.4 Criterio de Dispersión: Fase de Rejilla y Velocidades de Grupo

Ahora calcularemos a partir del criterio de estabilidad, el criterio de dispersión y con ello
nuestras gráficas de fase de rejilla y velocidades de Grupo.

Tomamos como base la ecuación 4.26 y definiendo C0 = (
E
i+ 1

2
ρi

)
1
2 , de ella despejaremos la

frecuencia angular w y obtenemos:

w =
2angsen(C0

∆t
∆xsen(π∆x

λ ))

∆t
. (4.29)

Ahora dividiremos a la frecuencia angular w entre nuestro número de onda k:

w

k
=

∆x

π∆t

λ

∆x
angsen(C0

∆t

∆x
sen(

π∆x

λ
)). (4.30)

Ahora derivaremos frecuencia angular w con respecto al número de onda k con esto obte-
nemos la siguiente ecuación:

∂w

∂k
=

C0cos(
π∆x
λ )

[1− (C0
∆t
∆xsen(π∆x

λ ))2]
1
2

. (4.31)

Las ecuaciones 4.30 y 4.31 nos ayudarán a obtener las gráficas de Fase de Rejilla y Veloci-
dad de Grupo que podemos ver respectivamente en las Figuras 4.4 y 4.5.

Ahora las ecuaciones 4.30 y 4.31 las expresaremos como:

Crejilla =
∆x

π∆t

λ

∆x
angsen(C0

∆t

∆x
sen(

π∆x

λ
)). (4.32)

V rejilla =
C0cos(

π∆x
λ )

[1− (C0
∆t
∆xsen(π∆x

λ ))2]
1
2

. (4.33)

De las figuras 4.4 y 4.5 podemos observar que la Fase de Rejilla y la Velocidad de Grupo
se acercan cuando ∆x

λ < 0.1 . Esto quiere decir que al menos se debe de muestrear 10 veces
la longitud de onda mínima λ con el diferencial de x, ∆x, para evitar la dispersión numérica.

Con esto llegamos a la siguiente relación:
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FIGURA 4.4: En la Figura podemos ver la primera curva de dispersión que es
la Fase de Rejilla, esta se obtiene graficando Crejilla

C0
vs ∆x

λ

∆x <
λ

10
. (4.34)

Esta relación la conocemos como criterio de muestreo espacial.

4.1.5 Condiciones de Frontera, Superficie Libre y C-PML

Una vez realizado el análisis de fuente y obtenidos los criterios de estabilidad y dispersión,
tenemos que plantear las condiciones de Frontera que tiene nuestra rejilla escalonada.

Cuando tenemos una superficie libre, la incidencia de ondas P, reflejan ondas P y ondas S.
De igual manera si inciden ondas S. Este tipo de frontera también genera ondas superficiales.
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FIGURA 4.5: En la Figura podemos ver la segunda curva de dispersión que es
la Velocidad de Grupo, esta se obtiene graficando V rejilla

C0
vs ∆x

λ

La condición de superficie libre implica que los esfuerzos normales a la superficie son
iguales a cero.

En este caso, la Superficie libre es vertical:

σxx = (λ)
∂u

∂x
= 0. (4.35)

Por otro lado, la implementación de fronteras absorbentes es común que se aborden en
este tipo de problemas. Cuando realizamos la discretización de nuestro medio y si no ocu-
pamos fronteras absorbentes la solución de la ecuación de onda en los límites de nuestra
discretización obtendríamos ondas reflejadas que afectarían nuestra solución.
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Partiendo de esto, necesitamos que exista un contorno alrededor de nuestro medio que
absorba estas ondas y simule como si ellas continuaran en un medio infinito.

En la literatura existen diversos tipos de fronteras absorbentes, para la realización de este
trabajo ocuparemos las C-PML o Convolutional Perfectly Matched Layer que plantea et al.
Komatitsch (2007).

Para estudiar las C-PML primero debemos de plantear las Perfectly Matched Layer (PML),
consisten fundamentalmente en reformular las derivadas espaciales dentro de una capa que
rodea el dominio original por modelar.

En un medio 1D por tanto se tendrán las siguientes condiciones:

ä Se definen los perfiles de amortiguamiento en la dirección dx(x)

n dx(x) = 0 en el dominio principal.

n dx(x) > 0 en el dominio de la PML.

En la dirección X , definimos nuestras nuevas coordenadas complejas:

x̃(x) = x− i

w

∫ x

0
dx(s)dS. (4.36)

Derivamos 4.36 respecto a X :

∂

∂x
[x̃(x)] =

iw

iw + dx

∂

∂x
. (4.37)

Ahora definimos una función que se conoce como función de ensanchamiento, Sx:

Sx =
iw + dx
iw

= 1 +
dx
iw
. (4.38)

∂

∂x̃
=

1

Sx

∂

∂x
. (4.39)

En la formulación clásica de PML por separación de campos que es propuesta por Beren-
ger (1994) se hace uso de las funciones de ensanchamiento como la ecuación 4.39. Esta la
sustituye en las derivadas parciales de la EDF por la ecuación 4.39, con lo cual se tiene que
resolver diferentes ecuaciones diferenciales para resolver dentro de la PML.

Esto,es una desventaja en recursos computacionales y de tener que reformular las deriva-
das en el interior de la PML.

La técnica de C-PML introducida por Roden (2000) para las ecuaciones de Maxwell y des-
pués retomada y adaptada por et al. Komatitsch (2007), consiste en hacer una mejor elección
de las funciones de ensanchamiento Sx introduciendo variables reales αx ≥ 0 y κx ≥ 1 tal
que:
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Sx = κx +
dx

αx + iw
. (4.40)

Como la función de ensanchamiento 4.40 depende de la frecuencia w, si se aplica la trans-
formada de Fourier inversa, podemos regresarla al dominio del tiempo, con esto obtendre-
mos una convolución en cada derivada modificada.

Sea S̄x(t) = F−1
{

1
Sx

}
, la derivada ∂

∂x que se emplazará por:

∂

∂x̃
= S̄x(t) ∗ ∂

∂t
. (4.41)

Si consideramos que el recíproco de Sx es:

1

Sx
=

1

κx
− dx
κ2
x

1

( dxκx + αx) + iw
. (4.42)

Por otro lado, nosotros tenemos que:

F {δ(t)} = 1⇒ F−1

{
1

κx

}
=
δ(t)

κx
. (4.43)

y:

F
{
e−atH(t)

}
=

1

a+ iw
⇒

F−1

{
−dx
κ2
x

1

( dxκx + αx) + iw

}
= −dx

κ2
x

H(t)e
( dx
κ2
x

+αx)t
. (4.44)

Por lo tanto, tenemos que:

S̄x(t) = F−1

{
1

κx
− dx
κ2
x

1

( dxκx + αx) + iw

}
=
δ(t)

κx
− dx
κ2
x

H(t)e
( dx
κ2
x

+αx)t
. (4.45)

Hay que considerar que δ(t) es la función delta de Dirac y H(t) es la función escalón
unitario.

Podemos proponer que:

ζx(t) = −dx
κ2
x

H(t)e
( dx
κ2
x

+αx)t
. (4.46)

y sustituimos ζx(t) en 4.41
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∂

∂x̃
=

1

κx

∂

∂x
+ ζx(t) ∗ ∂

∂x
(4.47)

El operador 4.47 que acabamos de introducir lo debemos de sustituir en lugar de ∂
∂x en el

interior de la PML. El símbolo ∗ indica convolución, de ahí el nombre de la C-PML.

El primer término del operador 4.47 es fácil de implementar, pero el segundo término lo
tendremos que expresar de una manera distinta.

Primero tenemos que considerar que el tiempo se ha discretizado en N pasos de tiempo
discreto de igual duración ∆t pero como la discretización es escalonada, debemos de consi-
derarlo en m pasos de tiempo.

El término que indica la convolución en el medio paso de tiempo m∆t y (m+ 1)∆t como:

ψnx =

m=0∑
n−1

∫ (m+1)∆t

m∆
(
∂

∂x
)n∆t−τζx(τ)dτ (4.48)

Desarrollando tenemos que:

ψnx =
n−1∑
m=0

Zx(m)(
∂

∂x
)n−(m+ 1

2
) (4.49)

donde:

Zx(m) =

∫ (m+1)∆t

m∆
ζx(τ)dτ (4.50)

Si sustituimos la definición de ζx(t) de la ecuación 4.46 tenemos que:

Zx(m) = −dx
κ2
x

∫ (m+1)∆t

m∆
e

( dx
κ2
x

+αx)τ
(τ)dτ (4.51)

La solución de la 4.51 es igual a:

Zx(m) = axb
m
x (4.52)

Si consideramos que:

bx = e−( dx
κx

+αx)∆t (4.53)
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ax =
dx

κx(dx + κxαx)
(bx − 1) (4.54)

Desde un punto de vista computacional , calcular la expresión dada en la ecuación 4.49 es
muy costoso, pero de acuerdo a Luebbers (1992) , debido a la forma de la exponencial simple
de Zx, la sumatoria se puede hacer eficientemente a partir de una técnica de convolución
recursiva, donde podemos considerar que ψx es una variable de memoria cuya evolución en
el tiempo puede estar dada por la siguiente ecuación:

ψnx = bxψ
n−1
x + ax(

∂

∂x
)n−

1
2 . (4.55)

El esquema de C-PML se puede aplicar fácilmente en un código de diferencias finitas
en el dominio del tiempo en rejilla escalonada de orden de precisión (2,2) o (2,4) ([tiempo,
espacio]), remplazando las derivadas espaciales ∂

∂x por ∂
∂x̃ y avanzando ψx en el tiempo,

usando el mismo esquema de evolución temporal que se aplican a las demás variables.

Es decir:

[
∂

∂x̃
f

]n
=

1

κx

[
∂

∂x
f

]n
+ bxψ

n−1
x (f) + ax

[
∂

∂x
f

]n− 1
2

(4.56)

Una ventaja adicional que presentan las C-PML es que no se requiere de ningún trata-
miento especial en las esquinas de la rejilla computacional.

En cuanto a los perfiles de amortiguamiento Roden (2000) y Collino (2001) los definen
como:

dx(x) = d0(
x

L
)N (4.57)

donde tenemos que L es el ancho de la C-PML y N = 2.

Adicionalmente, se debe de definir un coeficiente de reflexión Rc ya que en dominios
discretos la C-PML no es perfecta, así como un término d0:

d0 = −(N + 1)CPmax
log(Rc)

2L
(4.58)

Algunos coeficientes de reflexión teóricos determinados por Collino (2001) son los siguien-
tes:

ä Rc ≈ 1 % para L = 5∆x

ä Rc ≈ 0.1 % para L = 10∆x

ä Rc ≈ 0.01 % para L = 20∆x
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De acuerdo a Roden (2000) αx varía linealmente en el interior de la C-PML con un valor
máximo, αxmax en la interfase de la C-PML con el dominio original y cero en el fondo de la
C-PML. citetfesta2005newmark plantea que αxmax = πf0 donde f0 es la frecuencia central
de la fuente. Por otro lado Roden (2000) y Taflove (s.f.) proponen una variación lineal de κx
en el interior de la PML, tomando su valor máximo en κx = 2 en el fondo de la C-PML y su
valor mínimo κx = 1 en la interfase de la C-PML con el dominio original.

4.2 Implementación Método de Diferencias para la solución de la
Ecuación de Onda Acústica 2D y Ecuación de Onda Elástica 2D

A continuación plantearemos las EDF para el esquema velocidad-esfuerzo de orden de pre-
cisión (2,2), en una rejilla escalonada para la solución de ecuación de onda acústica 2D y onda
elástica 2D.

Para fines de este trabajo no se pondrán los desarrollos completos para la obtención de
criterios de estabilidad y dispersión, así como los desarrollos de las ecuaciones para las C-
PML para el caso 2D.Sin embargo estos se obtuvieron de la misma forma que en la sección
anterior donde se explicó paso a paso como obtenerlos con la Ecuación de Onda 1D.

Si consideramos la formulación velocidad-esfuerzo de la ecuación de onda que se expre-
san en las ecuaciones; 3.7 y 3.8 y, que será en un medio 2D, podríamos tener dos casos los
cuales se analizan a continuación.

LasED asociadas al esquema velocidad-esfuerzo para la solución de la Ecuación de Onda
Acústica 2D son las siguientes:

ρ
∂u

∂t
=
∂σxx
∂x

+ fx. (4.59)

ρ
∂w

∂t
=
∂σxx
∂z

+ fx. (4.60)

σxx = λ(
∂u

∂x
+
∂w

∂z
). (4.61)

Por otro lado, lasED asociadas al esquema velocidad-esfuerzo para la solución de la Ecua-
ción de Onda Elástica 2D son las siguientes:

ρ
∂u

∂t
=
∂σxx
∂x

+
∂σxz
∂

+ fx. (4.62)

ρ
∂w

∂t
=
∂σxz
∂x

+
∂σzz
∂z

fz. (4.63)
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σxx = (λ+ 2µ)
∂u

∂x
+ λ

∂w

∂z
. (4.64)

σzz = λ
∂u

∂x
+ (λ+ 2µ)

∂w

∂z
. (4.65)

σxz = µ(
∂u

∂z
+
∂w

∂z
). (4.66)

A partir de estas ED podemos obtener las EDF para una rejilla escalonada. Para la Ecua-
ción de Onda Acústica 2D tenemos la siguiente rejilla escalonada que podemos ver en la
figura 4.6.

FIGURA 4.6: Rejilla escalonada para el esquema velocidad-esfuerzo de la So-
lución de Onda Acústica 2D

Teniendo en cuenta la rejilla escalonada podemos llegar a las siguientes tres EDF :

(Vx)
m+ 1

2
i,j = (Vx)

m− 1
2

i,j + (
1

ρ
)i,j

∆t

∆x
[(Txx)m

1+ 1
2
,j+1
− (Txx)m

1+ 1
2
,j

]. (4.67)

(vz)
m+ 1

2

1+ 1
2
,j+ 1

2

= (vz)
m− 1

2

1+ 1
2
,j+ 1

2

+ (
1

ρ
)i,j

∆t

∆Z
[(Txx)m

i+ 1
2
,j+1
− (Txx)m

i+ 1
2
,j

]. (4.68)
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(Txx)m+1
i+ 1

2
,j

= (Txx)m
i+ 1

2
,j

+ (λ)i+ 1
2
,j

∆t

∆x
[(vx)

m+ 1
2

i+1,j − (vx)
m+ 1

2
i,j ] + ...

+(λ)i+ 1
2
,j

∆t

∆z
[(vz)

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+ 1

2

− (vz)
m+ 1

2

i+ 1
2
,j− 1

2

]. (4.69)

Por otra parte tenemos para la Ecuación de Onda Elástica 2D la siguiente rejilla escalonada
que podemos ver en la figura 4.7.

FIGURA 4.7: Rejilla escalonada para el esquema velocidad-esfuerzo de la So-
lución de Onda Elástica 2D.

Teniendo en cuenta la rejilla escalonada podemos llegar a las siguientes tres EDF :

(vx)
m+ 1

2
i,j = (vx)

m− 1
2

i,j + (
1

ρ
)i,j

∆t
((Txx)m

i+ 1
2
,j
− (Txx)m

i− 1
2
,j

) + ...

+(
1

ρ
)i,j

∆t

∆z
((Txz)

m
i,j+ 1

2

− (Txz)
m
i,j− 1

2

). (4.70)

(vz)
m+ 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2

= (vz)
m− 1

2

i+ 1
2
,j+ 1

2

+ (
1

ρ
)i,j

∆t

∆x
((Tzz)

m
i+1,j+ 1

2

− (Tzz)
m
i,j+ 1

2

) + ...

+(
1

ρ
)i,j

∆t

∆z
((Txz)

m
i+ 1

2
,j+1
− (Txz)

m
i+ 1

2
,j

). (4.71)
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(Tzz)
m+1
i+ 1

2
,j

= (Tzz)
m
i+ 1

2
,j

+ (λ+ 2µ)i+ 1
2
,j

∆t

∆z
((vz)

m+ 1
2

i+ 1
2
,j+1
− (vz)

m+ 1
2

i,j+ 1
2

) + ...

+λi+ 1
2
,j

∆t

∆x
((vx)

m+ 1
2

i+1,j − (vx)
m+ 1

2
i,j ). (4.72)

(Txx)m+1
i+ 1

2
,j

= (Txx)m
i+ 1

2
,j

+ (λ+ 2µ)i+ 1
2
,j

∆t

∆x
((vx)

m+ 1
2

i+1,j − (vx)
m+ 1

2
i,j ) + ...

+λi+ 1
2
,j

∆t

∆z
((vz)

m+ 1
2

i,j+1 − (vz)
m+ 1

2
i,j ). (4.73)

(Txz)
m+1
i,j+ 1

2

= (Txz)
m
i,j+ 1

2

+ µi,j+ 1
2

∆t

∆z
((vx)

m+ 1
2

i,j+1 − (vx)
m+ 1

2
i,j ) + ...

+µi,j+ 1
2

∆t

∆x
((vz)

m+ 1
2

i+1,j − (vz)
m+ 1

2
i,j ). (4.74)

De acuerdo a lo que vimos en el caso Acústico 1D para realizar una correcta implementa-
ción del método de Diferencias Finitas debemos de realizar primero un correcto Análisis de
Fuente.

Para ambos casos 2D ocuparemos cómo fuente puntual la primera derivada del pulso
Gaussiano:

f ′(t) = −2(π2f2
0 )eπ

2f2
0 . (4.75)

En el caso Acústico 1D nos percatamos que la banda de frecuencias contenida en el pulso
esta entre 0 ≤ f ≤ 2f0, por lo que el muestreo temporal tiene que permitir que la longitud
de onda más corta que viaje en el medio, dada por la frecuencia de la fuente y la velocidad
mínima, cumpla con el criterio de dispersión así como con el criterio de estabilidad.

Para un medio 2D ya sea el caso Acústico o el Elástico, el criterio de Estabilidad cómo
menciona Virieux (1986) esta dado por la siguiente ecuación:

vp∆t(
1

∆x2
+

1

∆z2
) 1

2
< 1. (4.76)

La condición de estabilidad puede tener un caso especial cuando ∆x = ∆z , el cual lo
podemos reducir a la siguiente expresión:

vp
∆t

∆x
<

1√
2
. (4.77)
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La dispersión numérica la analizaremos a través de la relación entre la velocidad de onda
P real contra la velocidad de onda P numérica propagándose en la rejilla computacional. Esta
relación es el cociente ṽp

vp
. Por lo que tenemos que:

ṽp
vp

= (
Nλ∆x

vpπ∆t
)angsen

[
(vp

∆t

∆x
)

√
sen2(

πcosφ

Nλ
) + sen2(

πsenφ

Nλ
)

]
. (4.78)

A partir de esta relación que es adimensional, podemos calcular las curvas de dispersión
que son la base para el análisis del efecto de muestreo de la longitud mínima de onda espe-
rada en la rejilla computacional.

De esta relación podemos determinar que la dispersión aumenta conforme al ángulo de
propagación de la onda se acerca a π

4 , cuando tenemos que Nλ = 10, tenemos 10 mues-
tras por longitud de onda mínima lo que implica que los efectos de dispersión numérico no
generarán errores para realizar la propagación de ondas.

Finalmente tenemos que plantear las condiciones de frontera que tendrá nuestro medio
2D. Para fines de este trabajo y la generación de resultados que se asemejen al fenómeno que
ocurre en geofísica de exploración, trabajaremos con una superficie libre paralela al eje x en
la parte superior de nuestro medio original. Esto lo podemos observar en la figura 4.8.

La condición de superficie libre:

σzz = σxz = 0. (4.79)

Entonces en nuestro esquema de EDF en la primera línea tendremos que:

Tzz = Txz = 0. (4.80)

Por otra parte, las barreras absorbentes que ocuparemos serán las C-PML, la distribución
de dichas fronteras las podemos observar en la figura 4.8. El medio original estará rodeado
por 5 medios nuevos los cuales se pueden distribuir como:

ä C-PML Izquierda

ä C-PML Inferior Izquierda

ä C-PML Inferior

ä C-PML Inferior Derecha

ä C-PML Derecha
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FIGURA 4.8: Esquema del medio extendido 2D con fronteras tipo C-PML y con
frontera libre en la parte superior.(comentarios).

4.2.1 Pseudocódigo en Fortran 2008

A fin de que el lector tenga un panorama más definido de la implementación del código
que se ocupó para la realización de este trabajo, podemos ver el pseudocódigo de los tres
programas desarrollados.

Los programas fueron realizados en Fortran 2008 y las gráficas realizadas en scripts de
gnuplot.

Para poder tener una interfaz más agradable con el usuario los programas funcionan con
un makefile el cual nos ayuda a compilar los 3 programas principales con los 5 módulos
necesarios para trabajar con ellos.

Si el lector quisiera trabajar con los códigos antes mencionados los puede descargar en el
Anexo A.

A continuación, se presentaran los 3 pseudocódigos principales, los cuales se dividen en:

ä FUENTE; Genera el archivo de la fuente que se propagará en el medio 2D.

ä MEDIO; Genera los 4 archivos de las rejillas que contienen los parámetros del medio.
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ä ELÁSTICO; A partir de los archivos que se generan en FUENTE y MEDIO realiza una
propagación 2D Elástica.

———————————————————————————————————————-

Pseudocódigo para la Generación de la Fuente de la Propagación 2D Elástica:

———————————————————————————————————————-

INICIO PROGRAMA FUENTE

ä DECLARACIÓN DE VARIABLES

n Fuente, Velocidad máxima del medio, Tiempo de propagación, Número de mues-
tras de la propagación, Frecuencia central de la fuente, Diferencial de tiempo.

ä LECTURA DE INFORMACIÓN EN UN ARCHIVO

n Velocidad máxima del medio, Tiempo de propagación, Frecuencia central de la
fuente, Diferencial de tiempo.

ä INICIAMOS CICLO

n SE CALCULA EL VALOR DE LA FUENTE EN EL TIEMPO DE PROPAGACIÓN

n SE IMPRIME EL VALOR DE LA FUENTE Y EL TIEMPO DE PROPAGACIÓN EN
UN ARCHIVO

ä FIN DEL CICLO

FIN PROGRAMA FUENTE

———————————————————————————————————————-

Pseudocódigo para la Generación del Medio para la Propagación 2D Elástica

———————————————————————————————————————-
INICIO PROGRAMA MEDIO

ä DECLARACIÓN DE VARIABLES

n Fin en X, Fin en Z, Lambda, Mu, Rho, Velocidad P, Velocidad S, EPS, Diferencial
en x, Diferencial en z, Número de muestras en x, Número de muestras en z ... etc.

ä LECTURA DE INFORMACIÓN EN UN ARCHIVO

n Posición Final X, Posición Final Z,Diferencial en x , Diferencial en z
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ä INICIAMOS CICLO

n SE CALCULA EL VALOR DE: Lambda,Mu y EPS a partir de las Velocidad P, Ve-
locidad S y Rho, de acuerdo al Número de muestras en X y Número de muestras
en Z.

n SE IMPRIMEN 4 ARCHIVOS CON LOS VALORES DE: Lambda,Mu,Rho y EPS.

ä FIN DEL CICLO

FIN PROGRAMA MEDIO

———————————————————————————————————————-

Pseudocódigo de la Propagación 2D Elástica

———————————————————————————————————————-

INICIO PROGRAMA ELÁSTICO

ä DECLARACIÓN DE VARIABLES

n Lambda, Mu, Rho, EPS, Diferencial en x , Diferencial en z, Número de muestras
en x, Número de muestras en z, Velocidad en X, Velocidad en Z, Esfuerzo en XX,
Esfuerzo en ZZ, Esfuerzo en XZ ... etc.

ä LECTURA DE INFORMACIÓN EN UN ARCHIVO

n Posición Inicial X, Posición Final X, Posición Inicial Z, Posición Final Z, Diferencial
en x, Diferencial en z, Tiempo de la propagación, Diferencial de tiempo... etc.

ä LECTURA DEL MEDIO RHO

ä LECTURA DEL MEDIO EPS

ä LECTURA DEL MEDIO LAMBDA

ä LECTURA DEL MEDIO MU

ä LECTURA DE LA FUENTE

ä INICIA CICLO

n CRITERIO DE ESTABILIDAD

ä TERMINA CICLO

ä INICIA IF

n CRITERIO DE DISPERSIÓN
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ä TERMINA IF

ä DESIGNAMOS LOS PARÁMETROS INICIALES EN LA C-PML

ä DESIGNACIÓN DE ARRGELOS DE MEMORIA PARA LOS PERFILES C-PML

ä CALCULAMOS LOS PARÁMETROS DE AMORTIGUAMIENTO EN LA C-PML

ä MANDAMOS A LLAMAR LA SUBRUTINA PERFILES C-PML

ä DESIGNACIÓN DE ARREGLOS DE MEMORIA PARA LA C-PML

ä EXPANDIMOS EL TAMAÑO DE LA REJILLA ORIGINAL SUMANDO LA DE LA C-
PML

ä DESIGNACIÓN DE MEMORIA PARA LOS ARREGLOS DE VX, VZ, EXX, EZZ,EXZ

ä UBICACIÓN FUENTE

ä UBICACIÓN RECEPTORES

ä INICIAMOS CICLO EXTERNO DE LA PROPAGACIÓN

n CÁLCULO DE VX

n CÁLCULO DE VZ

n CÁLCULO DE EXX

n CÁLCULO DE EZZ

n CÁLCULO DE EXZ

n ACTUALIZACIÓN DE ARREGLOS

n MUESTRA DE TIEMPO DE RECEPTORES

n BÚSQUEDA DE VALORES MÁXIMOS DE VX, VZ, EXX, EZZ, EXZ

n IMPRESIÓN DE VX, VZ, EXX, EZZ, EXZ

ä FIN DEL CICLO EXTERNO DE LA PROPAGACIÓN

ä IMPRESIÓN DE RECEPTORES

ä IMPRESIÓN DE ARCHIVO CON INFORMACIÓN DE LA PROPAGACIÓN: PARÁ-
METROS OCUPADOS, TIEMPO DE REALIZACIÓN DEL PROCESO... ETC.

FIN PROGRAMA ELÁSTICO
———————————————————————————————————————-
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4.3 Validación

Para verificar los resultados numéricos obtenidos en este trabajo, se propuso un medio 2D
homogéneo de dimensiones de 16 metros en x y 16 metros en z, con fronteras del tipo C-PML
que rodearan a todo el medio original.

FIGURA 4.9: En la Figura se muestra un sismograma de la componente Txx
generado por la propagación 2D Elástica, el receptor del sismograma se en-
cuentra en la siguiente posición en el Medio Homogéneo 2D; 8 metros en x y 8

metros en z

La solución analítica se obtuvo a través de Transformada Inversa de Fourier de la solución
en el dominio de la frecuencia de la siguiente expresión:

T (r, w) =
w

4c2
H1

0 (kr)Fs(w) (4.81)

Donde Fs(w) es la Transformada de fs(t) y k = ( w2

c2+iwγ
)

1
2

Esta manera de verificar los resultados numéricos es planteada por Liu (1997) y el código
ocupado fue diseñado por el profesor Johan O. A. Robertsson del ETH Zúrich, este código
fue modificado para fines de esta validación.
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La propagación que se realizó para validar el código utiliza los siguientes parámetros:

vp[ms ] ρ [ kg
m3 ] ∆x [m] ∆z [m] ∆t [ms] Tiempo [s]

2000 1500 0.1 0.1 0.02 0.03

TABLA 4.1: Parámetros del Medio Homogéneo 2D que se propuso para la va-
lidación del código generado en este trabajo.

FIGURA 4.10: En la Figura se muestra un sismograma de la componente Txx
generado por la solución analítica, el receptor del sismograma se encuentra en
la siguiente posición en el Medio Homogéneo 2D; 8 metros en x y 8 metros en

z.

La posición de la fuente que genera la perturbación en el medio se encuentra en la posición
de 4 metros en x y 4 metros en z.

Los sismogramas obtenidos fueron tomados de un receptor en el Medio Homogéneo 2D en
la posición en x de 8 metros y en z de 8 metros, el sismograma obtenido por la propagación
en Diferencias Finitas puede ser observado en la figura: 4.9 , mientras que el sismograma
generado por la solución analítica en la figura: 4.10.
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FIGURA 4.11: En la figura se puede observar la comparación de la Solución
Analítica vs la Solución por Diferencias Finitas de un sismograma de la com-

ponente Txx

Lo que podemos observar de los sismogramas es que las muestras de tiempo en ambos sis-
mogramas coinciden con pequeñas excepciones en la amplitud, el error relacionado a la nor-
ma L2 es casi de 3.5e−12, lo que nos dice que la solución por diferencias finitas se aproxima
considerablemente a la solución analítica. La imagen dónde podemos ver esta comparación
es en la figura: 4.11.

4.4 Resultados

Durante el desarrollo de este trabajo se realizaron muchas propagaciones donde se experi-
mentó con diversos parámetros del medio, así como pruebas para visualizar la dispersión
numérica en una propagación.

Se decidió solo poner 4 resultados de todas las propagaciones realizadas. Son dos propa-
gaciones 2D Elásticas y dos propagaciones 2D Acústicas.

Los modelos de los medios 2D presentados en este trabajo son sencillos los cuales no
representan complejidad alguna, ya que sólo utilizamos medios homogéneos, de gradientes
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de velocidad o estratificados.

Cabe mencionar que los códigos generados en este trabajo, tanto el Elástico 2D, así como
el acústico 2D pueden trabajar con medios con las geometrías necesarias, siempre y cuando
se puedan expresar en un medio discretizados de n renglones y m columnas.

La ondícula para generar una fuente puntual en las 4 propagaciones presentadas en este
trabajo es la primera derivada del pulso gaussiano, que como antes vimos en este capítulo,
puede ser expresada por la siguiente ecuación: 4.9.

La primera propagación se realizó en un medio 2D de 10,000.00 metros en x y 8,000.00
metros en z, con una frecuencia central en la fuente de 10 [Hz], la posición de la fuente
está en 5,000.00 metros en x y 10.0 metros en z . El resto de los parámetros ocupados en la
propagación se pueden ver en la tabla 4.2

vp[ms ] ρ [ kg
m3 ] ∆x [m] ∆z [m] ∆t [ms] Tiempo [s]

3500 2380 5 5 1 3

TABLA 4.2: Parámetros ocupados en el Medio Homogéneo 2D para la primera
propagación Elástica.

Una representación esquemática de como estaba distribuido el medio así como la fuente
y los dos receptores que sirvieron para monitorear la propagación se puede observar en la
Figura: 4.12 .

En la Figura:4.13 podemos observar 6 imágenes en el tiempo de la componente Vz durante
los tiempos de; 400 [ms], 800 [ms],1400 [ms], 2100 [ms], 2600 [ms], 2900 [ms]. En ella nos
podemos percatar de la implementación de las fronteras absorbentes de tipo C-PML y de su
buen funcionamiento.

La segunda propagación se realizó en un medio 2D de 5,000.00 metros en x y 5,000.00
metros en z, con una frecuencia central en la fuente de 20 [Hz], la posición de la fuente está
en 2,500.00 metros en x y 2,500.0 metros en z . El resto de los parámetros ocupados en la
propagación se pueden ver en la tabla 4.2.

vp[ms ] ρ [ kg
m3 ] ∆x [m] ∆z [m] ∆t [ms] Tiempo [s]

3500 2380 5 5 1 3

TABLA 4.3: Parámetros ocupados en el Medio Homogéneo 2D para la segunda
propagación Elástica.

Una representación esquemática de como estaba distribuido el medio así como la fuente
y los dos receptores que sirvieron para monitorear la propagación se puede observar en la
figura: 4.14.

En la Figura:4.15 podemos observar 6 imágenes en el tiempo de la componente Vz durante
los tiempos de; 400 [ms], 800 [ms],1400 [ms], 2100 [ms], 2600 [ms], 2900 [ms]. En ella nos
podemos observar la dispersión generada en el medio, el objetivo de esta propagación fue
aumentar la frecuencia central del pulso a 20 [Hz] , lo que generó que se aproximará a los
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FIGURA 4.12: Propagación Elástica 2D de una fuente puntual en la posición
5,000.00 metros en x y 10.0 metros en z, en un medio 2D de 10,000.00 metros

en x y 8,000.00 metros en z

[400 MS] [800 MS] [1400 MS]

[2100 MS] [2600 MS] [2900 MS]

FIGURA 4.13: En la figura podemos observar 6 muestras de tiempo de la pro-
pagación 2D Elástica en un medio Homogéneo de la componente Vz , los pa-
rámetros ocupados para la propagación y en el medio los podemos ver en la

tabla 4.2

límites de la dispersión numérica y esto provocará risos u ondulaciones en la propagación
como se puede observar en la figura antes mencionada.
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FIGURA 4.14: Propagación Elástica 2D de una fuente puntual en la posición
2,500.00 metros en x y 2,500.0 metros en z, en un medio 2D de 5,000.00 metros

en x y 5,000.00 metros en z

[400 MS] [800 MS] [1400 MS]

[2100 MS] [2600 MS] [2900 MS]

FIGURA 4.15: En la figura podemos observar 6 muestras de tiempo de la pro-
pagación 2D Elástica en un medio Homogéneo de la componente Vz la cual
tiene dispersión numérica, los parámetros ocupados para la propagación y en

el medio los podemos ver en la tabla 4.3

La tercera y cuarta propagación fueron Acústicas, se realizó en un medio 2D de 10,000.00
metros en x y 8,000.00 metros en z, con una frecuencia central en la fuente de 10 [Hz], la
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posición de la fuente está en 5,000.00 metros en x y 10.0 metros en z . La tercera propagación
se realizó en un gradiente de velocidades, los parámetros ocupados en el se pueden ver en
la en la tabla 4.4.

La cuarta propagación se realizó en un medio estratificado con 3 capas, los parámetros
ocupados en la propagación se pueden ver en la tabla 4.5.

El motivo de realizar las propagaciones acústicas y no elásticas, en un medio estratificado
y de gradiente de velocidades, fue para dejar las bases para el siguiente capítulo dónde se
retoma la propagación acústica pero en esta ocasión para la generación de ruido sísmico en
un medio 2D que tiene un gradiente de velocidades.

vp[ms ] ρ [ kg
m3 ] ∆x [m] ∆z [m] ∆t [ms] Tiempo [s]

2500-3500 2188-2380 5 5 1 3

TABLA 4.4: Parámetros ocupados en el Medio con un Gradiente de Velocidades
2D para la tercera propagación.

vp[ms ] ρ [ kg
m3 ] ∆x [m] ∆z [m] ∆t [ms] Tiempo [s]

1500 1926 5 5 1 3
2500 2188 5 5 1 3
3500 2380 5 5 1 3

TABLA 4.5: Parámetros ocupados en el Medio Estratificado de 3 estratos para
la cuarta propagación.

Una representación esquemática de como estaba distribuido el medio así como la fuente
y los dos receptores que sirvieron para monitorear la propagación acústica en el medio con
un gradiente de velocidades se puede observar en la figura: 4.18.

Mientras que la representación esquemática de como estaba distribuido el medio, así como
la fuente y los dos receptores que sirvieron para monitorear la propagación acústica en el
medio estratificado se puede observar en la figura: 4.17.

En la Figuras: 4.18 y 4.17 podemos observar 6 muestras en el tiempo de la componente
Vz durante los tiempos de; 400 [ms], 800 [ms],1400 [ms], 2100 [ms], 2600 [ms], 2900 [ms]. En
ellas podemos ver cuál es el comportamiento de incidencia normal de la velocidad en los dos
medios propuestos.
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FIGURA 4.16: Propagación Acústica 2D de una fuente puntual en la posición
5,000.00 metros en x y 10.0 metros en z, en un medio 2D que tiene un gradiente

de velocidades de 10,000.00 metros en x y 8,000.00 metros en z

Facultad de Ingeniería, UNAM Marcelo Jesús Hernández Velázquez
Tesis Licenciatura / Facultad de Ingeniería



52 CAPÍTULO 4. IMPLEMENTACIÓN 1D Y 2D

FIGURA 4.17: Propagación Acústica 2D de una fuente puntual en la posición
5,000.00 metros en x y 10.0 metros en z, en un medio 2D estratificado con 3

estratos de 10,000.00 metros en x y 8,000.00 metros en z

[400 MS] [800 MS] [1400 MS]

[2100 MS] [2600 MS] [2900 MS]

FIGURA 4.18: En la figura podemos observar 6 muestras de tiempo de la pro-
pagación 2D Acústica en un medio con un gradiente de velocidades de la com-
ponente Vz , los parámetros ocupados para la propagación y en el medio los

podemos ver en la tabla 4.4
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[400 MS] [800 MS] [1400 MS]

[2100 MS] [2600 MS] [2900 MS]

FIGURA 4.19: En la figura podemos observar 6 muestras de tiempo de la propa-
gación 2D Acústica en un medio estratificado con 3 estratos de la componente
Vz , los parámetros ocupados para la propagación y en el medio los podemos

ver en la tabla 4.5
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5
APLICACIÓN EN MODELACIÓN DE

RUIDO SÍSMICO

5.1 Ruido Sísmico

De acuerdo a Okada (2003) podemos definir el ruido sísmico como desplazamientos del
terreno con amplitudes de 0.1 a 10 micrómetros. Este tipo de movimientos pueden ser ge-
nerados por diversos tipos de fuentes, desde fenómenos naturales que oscilan en un rango
de frecuencias menores a 1 Hz , hasta los del tipo antropogénico, generados por actividades
humanas, estas últimas generan frecuencias mayores a 1Hz.

El ruido sísmico está generalmente compuesto de ondas superficiales y los métodos que
explotan el ruido buscan extraer la información del subsuelo a través de las características
de dispersión de esas ondas mediante la curva de dispersión, generalmente del modo fun-
damental de ondas de Rayleigh.

Como menciona Sánchez-Sesma (2018) se ha demostrado que la recuperación de la fun-
ción de Green puede realizarse a partir del ruido sísmico. Esta función representa la respues-
ta del medio a un impulso y es una solución de la ecuación de onda.

5.1.1 Funciones de Green

La función de Green la podemos definir como un operador lineal que sirve para la resolución
de ED ordinarias inhomogéneas con condiciones de frontera:

Y (x) =

∫ b

a
f(x

′
)G(x

′
, x)dx

′
. (5.1)

Dónde tenemos que G(x
′
, x) es nuestra función de Green y f(x

′
) es nuestra ED.
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5.1.2 Correlaciones Cruzadas

La correlación cruzada entre dos señales, esta definida por la siguiente ecuación:

f(t)⊗ g(t) =

∫ ∞
−∞

f(τ)g(t+ τ)dτ. (5.2)

Nosotros podemos definir la correlación en el dominio de la frecuencia como:

f(t)⊗ g(t) = F ∗(w)G(w). (5.3)

Donde F ∗(w) lo definiremos como el conjugado complejo de F (w)

5.1.3 Interferometría Sísmica

Gerard T. Schuster en Grechka (2014) define a la Interferometría Sísmica cómo la operación
natural de mover las posiciones de fuentes de las trazas sísmicas creando fuentes ficticias
más cercanas al objeto de interés.

Existen diferentes tipos de interferometría sísmica, nosotros ocuparemos la que utiliza el
ruido sísmico.

La interferometría de ruido sísmico busca obtener la función de Green a partir de correla-
ciones cruzadas de las señales de ruido sísmico en el dominio del tiempo.

A partir de la función de Green se obtiene una curva de dispersión de ondas superficiales
dónde se pueden tener las diferentes velocidades de grupo que varían con la frecuencia.

5.2 Modelación de Ruido Sísmico

5.2.1 Modelación de Ruido Sísmico a partir de la Implementación del Método de
Diferencias Finitas para la solución de la Ecuación de Onda Acústica 2D

Como una aplicación de los códigos generados en este trabajo se decidió optar por la gene-
ración de un código en Fortran 2008 que realizará la modelación de Ruido Sísmico a partir
de la implementación del método de Diferencias Finitas.

Este código tomó como base el código de Diferencias Finitas Acústico 2D que se desarrolló
en este trabajo. La idea sigue el trabajo de Thorbecke (2011), quienes realizan experimentos
de IS a partir de un programa de Diferencias Finitas.

El código de Diferencias Finitas que resuelve la ecuación de onda Acústica presenta varias
modificaciones. En este caso la generación de las fuentes se realizan en el mismo código que
realiza la solución de la ecuación de onda.

Las fuentes que se generan para simular las perturbaciones en un medio discretizado. Es-
tas fuentes se distribuyeron de manera aleatoria, es decir decir que la posición, la frecuencia
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central, la amplitud, tiempo de duración e inicio temporal de la fuente toman valores aleato-
rios dentro de un intervalo.

5.2.2 Pseudocódigo en Fortran 2008 para la modelación de Ruido Sísmico Sinté-
tico

Para que el lector tenga un panorama más definido de la implementación del código que se
ocupó para la realización de la generación de ruido sísmico, podemos ver el pseudocódigo
del programa principal para el cálculo de los resultados que se muestran en este capítulo.

Los programas fueron realizados en Fortran 2008 y las gráficas realizadas en scripts de
gnuplot.

A fin de contar con una interfaz más agradable para el usuario, el programa funciona con
un script makefile, el cual nos ayuda a compilar los dos programas principales y 5 módulos
necesarios para trabajar con ellos.

Si el lector desea trabajar con los códigos antes mencionados los puede descargar en el
Anexo A.

INICIO PROGRAMAMEDIO

ä DECLARACIÓN DE VARIABLES

n Fin en X, Fin en Z, Lambda, Mu, Rho, Velocidad P, Velocidad S, EPS, Diferencial
en x, Diferencial en z, Número de muestras en x, Número de muestras en z ... etc.

ä LECTURA DE INFORMACIÓN EN UN ARCHIVO

n Posición Final X, Posición Final Z, Diferencial en x, Diferencial en z

ä INICIAMOS CICLO

n SE CALCULA EL VALOR DE: Lambda,Mu y EPS a partir de las Velocidad P, Ve-
locidad S y Rho, de acuerdo al Número de muestras en X y Número de muestras
en Z.

n SE IMPRIMEN 4 ARCHIVOS CON LOS VALORES DE: Lambda,Mu,Rho y EPS.

ä FIN DEL CICLO

FIN PROGRAMAMEDIO

INICIO PROGRAMA RUIDO2D

ä DECLARACIÓN DE VARIABLES

n Lambda, Mu, Rho, EPS, Diferencial en x , Diferencial en z, Número de muestras
en x, Número de muestras en z, Velocidad en X, Velocidad en Z, Esfuerzo en XX,
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Esfuerzo en ZZ, Esfuerzo en XZ, Tiempo máximo de Propagación de Fuentes, Nú-
mero de Fuentes, Frecuencia máxima de Fuentes, Frecuencia Mínima de Fuentes...
etc.

ä LECTURA DE INFORMACIÓN EN UN ARCHIVO

n Posición Inicial X, Posición Final X, Posición Inicial Z, Posición Final Z, Diferencial
en x, Diferencial en z, Tiempo de la propagación, Diferencial de tiempo... etc.

ä LECTURA DEL MEDIO RHO

ä LECTURA DEL MEDIO EPS

ä LECTURA DEL MEDIO LAMBDA

ä LECTURA DEL MEDIO MU

ä LECTURA DE LA FUENTE

ä INICIA CICLO

n CRITERIO DE ESTABILIDAD

ä TERMINA CICLO

ä INICIA IF

n CRITERIO DE DISPERSIÓN

ä TERMINA IF

ä DESIGNAMOS LOS PARÁMETROS INICIALES EN LA C-PML

ä DESIGNACIÓN DE ARREGLOS DE MEMORIA PARA LOS PERFILES C-PML

ä CALCULAMOS LOS PARÁMETROS DE AMORTIGUAMIENTO EN LA C-PML

ä MANDAMOS A LLAMAR LA SUBRUTINA PERFILES C-PML

ä DESIGNACIÓN DE ARREGLOS DE MEMORIA PARA LA C-PML

ä EXPANDIMOS EL TAMAÑO DE LA REJILLA ORIGINAL SUMANDO LA DE LA C-
PML

ä DESIGNACIÓN DE MEMORIA PARA LOS ARREGLOS DE VX, VZ,EXX,EZZ,EXZ

ä UBICACIÓN RECEPTORES

ä INICIAMOS CICLO EXTERNO

n CREAMOS LA DURACIÓN ALEATORIA DE FUENTES QUE TENDREMOS

n CREAMOS LA UBICACIÓN ALEATORIA TEMPORAL DE LA FUENTES DU-
RANTE LOS 120 SEGUNDOS DE PROPAGACIÓN

n CREAMOS LOS ARREGLOS DE LOS TIEMPOS DE LA FUENTES
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n CREAMOS LAS POSICIONES ALETORIAS DE LAS FUENTES

n CREAMOS LAS FRECUENCIAS ALEATORIAS QUE TENDRÁN LAS FUENTES

n INICIAMOS CICLO INTERNO PROPAGACIONES DE 120 SEGUNDOS

 SE GENERAN EL NÚMERO DE FUENTES

 CÁLCULO DE VX

 CÁLCULO DE VZ

 CÁLCULO DE EXX

 CÁLCULO DE EZZ

 CÁLCULO DE EXZ

 ACTUALIZACIÓN DE ARREGLOS

 MUESTRA DE TIEMPO DE RECEPTORES

 BUSQUEDA DE VALORES MÁXIMOS DE VX, VZ, EXX, EZZ, EXZ

 IMPRESIÓN DE VX, VZ, EXX, EZZ,EXZ

n FIN CICLO INTERNO PROPAGACIONES DE 120 SEGUNDOS

ä FIN DEL CICLO EXTERNO

ä IMPRESIÓN DE RECEPTORES

ä IMPRESIÓN DE ARCHIVO CON INFORMACIÓN DE LA PROPAGACIÓN: PARÁ-
METROS OCUPADOS, TIEMPO DE REALIZACIÓN DEL PROCESO... ETC.

FIN PROGRAMA RUIDO2D

5.3 Modelación de Ruido Sísmico 2D en un Medio con un Gradien-
te de Velocidades

Para la realización de este trabajo se hicieron varias pruebas con distintos tipos de medio, así
como distintas distribuciones de fuentes, número de fuentes y tiempo de propagaciones.

Dentro de estos trabajos se determinó de manera cualitativa que mientras se tenga mayor
tiempo de registro así como mayor cantidad de fuentes se tiene un mejor resultado en la IS.

Si se quisiera tener mayor conocimiento de este fenómeno a partir de este código gene-
rado se recomendaría retomar el trabajo a partir de este punto. Esto se debe a que cómo se
menciono en un inicio, esta es solo una aplicación de los códigos de Diferencias Finitas pa-
ra la Solución de la Ecuación de onda, y se tomó como referencia Thorbecke (2011) quienes
indican que solo fue un experimento para generar resultados con un código de Diferencias
Finitas para la IS.
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La validación de los resultados generados por este código fue a partir de la pendiente que
genera las funciones de Green, esta pendiente representa la velocidad de onda S promedio
del medio.

La generación del ejemplo de ruido sísmico que presentó en este trabajo, ocupa una pro-
pagación de Onda Acústica, y se realizó en un medio 2D de un Gradiente de velocidades, el
medio tiene un tamaño de 1,000.00 metros en x y 1,000.00 metros en z, con una frecuencia
central en las fuentes que variaba de 5 a 0.5 [Hz], las posiciones de las fuentes se encon-
traban en la zona de 630.00-1000.00 metros en x y 10.00-100.0 metros en z. La duración de
la propagación fue de 60 minutos, los parámetros ocupados en el se pueden ver en la en la
tabla 5.1.

vp[ms ] vs[ms ] ρ[ kg
m3 ] ∆x[m] ∆z[m] ∆t [ms] Tiempo[s]

500-1500 100-1000 1500-2500 10 10 2 3600

TABLA 5.1: Parámetros ocupados en el Medio con un Gradiente de Velocidades
2D para la tercera propagación.

Una representación esquemática de cómo estaba distribuido el medio así como las fuentes
y los 13 receptores que sirvieron para IS, se puede observar en la figura: 5.1.

FIGURA 5.1: Medio 2D de un Gradiente de Velocidades para la modelación del
ruido sísmico

Los receptores inician en la posición 370.00 metros en x y 10.00 metros en z, y terminan en
la posición 630.00 en x y 10.00 metros en z, la distancia entre cada receptor es de 20.00 metros
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FIGURA 5.2: Figura de las 13 trazas sintéticas de ruido sísmico

y la componente que recibieron fue Vz , las trazas generadas durante los 3600 [s] se puede ver
en la figura:5.2.

De a cuerdo al proceso que se realiza en la IS, a partir de las 13 trazas tenemos que obtener
su función de Green relacionada a alguna de las 13 estaciones. En este caso para realizar
todo el preprocesamiento así como la correlación y la curva de dispersión se ocuparon los
programas de GSAC y SAC .

En la figura:5.3 podemos observar la correlación de las traza 1 con las 13 trazas sin que las
trazas tuvieran un procesamiento previo, mientras que en la figura: 5.4 podemos observar
que a las trazas se les hizo primero un filtrado por Butterworth y Whiten.

En la figura:5.4 podemos calcular la velocidad promedio del medio de la onda S, la cual su
velocidad promedio real es de 550 [ms ], mientras que en la gráfica podemos observar que la
función de Green de la primera traza, el centro de su pulso se encuentra aproximadamente
en el eje de tiempo [s] en el origen y la función de Green de la 13 traza, el centro de su pulso
se encuentra en el eje del tiempo [s] en el segundo 0.5 , lo que sí sabemos que la distancia
entre el receptor 1 al receptor 2 hay 260 [m]. Podemos dividir el tiempo de la traza 1 a la traza
13 entre la distancia de los receptores y tenemos la velocidad aproximada al medio que es de
520 [ms ]. Esta velocidad la podríamos precisar mejor si obtuviéramos las posiciones centrales
reales de los pulsos de las funciones de Green de las trazas que tenemos, así como mayor
resolución en el eje del tiempo.
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La curva de dispersión relacionada a las funciones de Green que obtuvimos es la siguiente:
5.5.

FIGURA 5.3: Figura de la correlación de la traza 1 con todas las trazas, sin pre
proceso
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FIGURA 5.4: Correlación de la traza 1 con todas las trazas, con un filtro Butter-
worth y Whiten
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FIGURA 5.5: Curva de dispersión
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6
COMENTARIOS Y TRABAJO FUTURO

6.1 Comentarios

Este trabajo consiguió generar un código en fortran 2008 de propagación de ondas acústicas
2D, un código en fortran 2008 de propagación de ondas elásticas 2D y un código en fortran
2008 de generación de ruido sísmico sintético a partir de una propagación de onda acústica
2D.

6.2 Trabajo Futuro

Como trabajo futuro los tres códigos se tienen que pasar a un esquema de orden superior
(2,4) en espacio en diferencias finitas, lo que nos podría ayudar a tener mayor precisión en
los resultados y disminuir el número de muestras que se ocupan en los diferenciales en ∆x

y ∆z.

Posteriormente los códigos se podrían programar en paralelo con ayuda de OpenMP lo
cual reduciría los tiempos de procesos, esto incrementaría el tamaño de memoria RAM nece-
saria al momento de duplicar la información para realizar el trabajo en paralelo, lo que nos
llevaría al siguiente punto.

Los códigos podrían ser probados en medios más grandes con diferenciales más peque-
ños, lo que incrementaría la precisión de la solución, de la misma forma esto aumentaría el
tamaño de información que se tendría que almacenar y procesar, por tanto, se necesitaría tra-
bajar con estaciones de trabajo con mayor capacidad en memoria RAM y con procesadores
con más núcleos, o si es posible trabajar con una super computadora como en el caso de la
U.N.A.M. con MIZTLI.

Terminado el punto anterior, y teniendo los 3 códigos funcionales, sería momento de em-
pezar a trabajar con los 3 códigos en 3D.
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Simultáneamente se tiene que trabajar en la generación de códigos para el procesamiento
del ruido sísmico. Actualmente se trabaja con códigos de SAC y GSAC, para la realización
de todo el proceso.

A las trazas de ruido sísmico sintético se les aplica la FFT y posteriormente unos filtros,
después se realiza una correlación cruzada con las demás trazas y con eso se obtiene las fun-
ciones de Green. Teniendo las funciones de Green obtenemos las curvas de dispersión. Todo
esto con la paquetería de SAC y GSAC. Se tendría que adecuar que los códigos en Fortran
2008 trabajaran con un makefile, donde, por sí solo, ejecutara los tres programas principales
que se plantean a continuación; Filtrado.f08 ,FunciondeGreen.f08 y CurvasdeDispersion.f08.

Terminado todo esto se puede generar una paquetería completa para la generación de
ruido sísmico sintético 3D para cualquier tipo de medio, esto ayudaría para la validación
de cualquier trabajo que tenga que ver con la obtención de velocidades S a partir de Ruido
Sísmico recolectado en campo y poder comparar los medios de velocidades obtenidos en
inversiones.
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7
CONCLUSIONES

A lo largo de todo este trabajo pude llegar a las siguientes conclusiones:

ä Se consiguió elaborar 3 códigos funcionales que son sencillos de ocupar y modificar, los
cuales se pueden tomar como base para futuros trabajos. Estos códigos fueron genera-
dos gracias a que se siguió paso a paso los criterios del método de diferencias finitas,
así como la correcta implementación de las fronteras absorbentes del tipo C-PML. Hay
que considerar que en algunas de las referencias ocupadas en este trabajo, las ecuacio-
nes que representan a la EDF o pseudocódigos están mal, por eso mismo le pido al
lector que realice los desarrollos que se presentaron en este trabajo.

ä La implementación del método de diferencias finitas en el esquema velocidad esfuerzo
es muy intuitivo y funcional para geofísica de exploración.

ä Una gran limitante durante el desarrollo del trabajo fue el equipo de cómputo necesa-
rio para realizar las propagaciones, siempre estaba limitado por la memoria RAM que
podía ser ocupada, los arreglos de todas las variables no podían superar los 12 GB en
RAM y por ese motivo desde un principio se descartó la posibilidad de pasar el código
en paralelo debido al incremento en memoria que se tendría que tener para realizar ese
proceso.

ä El tiempo de cómputo en algunas propagaciones llegó a ser más de un día completo
debido al procesador y el número de operaciones que tenía que realizar el programa
de modelación de ruido sísmico sintético, por eso mismo se tuvieron que hacer modi-
ficaciones en el código, se optó por realizar propagaciones más cortas de 2 minutos
.
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ä Aunque en la aplicación de Ruido sísmico sintético se realizaron pocas propagaciones
para poder tener un análisis cuantitativo del mismo, cualitativamente se pudo llegar a
las siguientes conclusiones:

n El número de fuentes afecta considerablemente a la generación de la señal de
ruido sísmico. A menor número de fuentes, menor número de información.

n Cuanto más tiempo dure el tiempo de la propagación de la señales, mejor será el
resultado recuperado y se verá reflejado en la IS, pero esto implica mayor coste
computacional.

n Se puede llegar a una buena aproximación del resultado si se ocupan "n"número
de propagaciones de 2 minutos, para el tiempo total de la propagación que se
desee. Para esto se tienen que unir los sismogramas sintéticos generados de 2
minutos, agregando uno después del otro hasta el tiempo deseado.

n La generación aleatoria de frecuencias centrales de las fuentes puede ocasionar
dispersión numérica que se ve reflejada en los resultados.
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CÓDIGO FORTRAN 2008

Como resultado de este trabajo se elaboraron 3 códigos que se ponen a disposición del lector.
Estos pueden ser descargados en el siguiente hipervínculo:

https://github.com/marchdez/Simulating-Seismic-Wave-Propagation-in-2D.

git .
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