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INTRODUCCION.

ot

En este trabajo discutiremos las propiedades din&mi-
cas de los liquidos. Tal discusifbn se presentard utilizando el
concepto central de funcién de correlacién dependiente del tiem-
po, es decir, emplearemos el lenguaje de la mecdnica estadistica
para sistemas que muestran propiedades dindmicas. De las varias
funciones de correlacidn que estudiaremos estaremos primordial-
mente interesados en la correlacidn densidad-densidad, la cual
nos permitird, ademé&s de conocer estadfisticamente las caracteris
ticas de los movimientos moleculares en el liquido, determinar
las propiedades de transporte y el espectro de dispersién del
sistema, ambos observables experimentalmente. A lo largo de este

.trabajo, también haremos referencia a otras funciones de correla-

cidn intimamente relacionadas a la funcidn de correlacidn densi- .

. dad-densidad.
‘ Por simpiicidad de la discusidn consideréremos Ginica-
mente liquidos cuyas moléculas se comporten clésicamente y sean
monoaﬁémicas. El 1fquido bajo consideracidn constard de una sola
especie quimica y tehdré propiedades de homogenéidad e iéotropia.

En el capitulo I presentamos primero, por considerar-
lo un punto de partida conveniente, el tratamiento de las propie
dades est8ticas del liquido, es decir sus propiedades termodind-
micas, en términos de la funcién de distribucién de pares estéiti
ca. Hacemos é&nfasis en su determinacién experimental por medio
de dispersién de rayos X o de neutrones lentos. Posteriormente
generalizamos el concepto de distribucién de pares al caso dina-
mico y presentamos las propiedades de la funcidn de correlacidn
densidad-densidad, o funcibdn de van Hove, tanto a tiempos peque-
fios como en el llamado lfmite hidrodin&mico. Discutimos también
la determinacién por medié de experimentos de dispersibn de esta
funcién.

El capitulo II contiene la derivacidn del formalismo
generalizado del movimiento browniano que constituye el marco teb
rico dentro del cual discutiremos algunas aproximaciones para la

funcién de van Hove. En este capitulo presentaremos el concepto

i
H
i



ae‘funcién de memoria y la ecuacidn generalizada de Langevin em-—
pleando para esto la técnica de operadores de proyeccidn disena-
da por R. _Zwanzig.

En el capitulo IIi empleamos la ecuacibn generalizada
de Langevin para obtener una familia de aproximaciones a la fun-
cidén de van Hove en términos de la funcibn de correlacidn densi-
dad-densidad de una sola particula y de las correlaciones esté&ti
cas. Dichas aproximaciones son particularmente fitiles a tiempos
pequenos. Las diferentes aproximaciones mencionadas en este capi
tulo fueron obtenidas por diferentes autores en las dos Gltimas
décadas y la présentacién que empleamos es original de K. Kim y
M. Nelkin{1)

Por ﬁlEimo, en el capitulo IV, discutimos otra fami-
lia de aproximaciones a la funcidn de van Hove cuyas propiedades
son semejantes a la que se encuentra en el capitulo anterior (es
decir, son correctas a tiempos pequefios), pero que muestra venta
jas tales como sencillez y transparencia en su deduccidn y faci-
lidad en su manejo. Esta familia de aproximaciones se presenta

por primera vez en esta tesis.
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CAPITULO T

MEC \NICA ESTADISTICZ DE LOS FLUIDOS DENSOS. FUNCIONES DE
CORRELACION DE PARES.

' El empleo de las funciones de correlacidn dependien-
tes de dos puntos espaciales para la descripcién de la estructu-
ra de fluidos y s6lidios en equilibrio, nos presenta un esguema .
inmensamente mas detallado de tales sistemas que aquel que se ob
tiene Gnicamente a'partir de las propiedades termodindmicas y de
transporte. Por ejemgplo, la funcibn de distribucidn radial de un
fluido nos provee, adiemds de las propiedades termodinémicas, de
una visidbn semimicrascdpica de la distribucidén de pares de molé-
culas en el espacioc. ‘Con mayor generalidad, la funcidn de corre-
lacibn densidad-densidad dependiente del tiempo nos provee,ade-
més. de la informacidn contenida en la funcidn de distribucidn
radial, informacidén acerca de las propiedades de transporte y de
los modos din&micos del sistema.Mas afin, se tiene acceso experi-
mental preciso vy directo a estas fﬁnciones; a la primera, a tra-
vés de dispersién de rayos X y a la segunda a través de disper-
si6n de neutrones té&xmicos o de luz de l&ser. Esta combinacidn
de una riqueza de informacidn tebrica y de facilidad de medicidn
le ha dado a estas fwnciones de dos puntos, o de pares, un papel
prominente en el estwdio de fluidos y sblidos. Por razones seme
jantes las funciones de correlacidn que corresponden a m&s de _»
dos puntos en el esp@acio contienen afin mayor informacibn acerca
de la estructura de smistemas macroscBpicos. En este trabajo nos
referiremos primordfalmente a las funciones de correlacidn de pa

res.

l1.- Lia Funcidn de Bistribucidn de Pares.

Antes de discutir la funcidbn de distribucidn de pares
daremos la definici@na general de las funciones de distribucidn
de N puntos. Si se saupone que la energfia potencial del sistema
depende Gnicamente &e las N moléculas del mismo (las cuales con-
sideramos monoatdmicmas, o bien, simplemente despreciamos los e-
fectos debidos a la iforma molecular), éptonces el hamiltoniano

del sistema puede emjpresarse como sigue:

j
{
i
t
|



S H=§‘m?‘”U{N} J (1.1)

dorde M es la masa molecular, P el momento lineal de la i-ési-
ma molé&cula, U es 1a energia potencial y {N} denota las posi-
ciones de las N moléculas (TR,Q,... WJ . La funcidbn de correla-

(2)

cién de n puntos se define

cial LJ{&%} como :

Uing
n(\ﬂ( ) N!‘_- JVHOJ'@_XP(— k"il )d{N‘V}}
(N U"' nl = (N"\’\)‘, '?-'N

en términos de la energia poten-

(x.2)

donde
zﬁj JQXP(UM)A{NJ? . (1.3)

Esta definicidn corresponde al empleo de un ensamble candnico;
" los cdlculos se llevan a cabo con N finita y luego se toma el 11
mite N-—~—pet en las expresiones finales. Existen otras‘defiﬁicio—
nes de estas funciones de correlacidn que corresponden al empleo
de otros ensambles. A

El significado de algunas de las funciones de correla

cidn mas sencillas son

hﬂ’(ﬁ)diﬁ e es proporcional a la probabilidad de encon-
trar a una molécula en §f en un elemento de

volumen &t

ra ?‘Q)&va es proporcional a la probabilidad de encon-
trar una molécula en fi en un eiemento de
volumen c3\7>z si, al mismo tiempo, hay una mo
lécula en ?‘ en el elemento de volumen a?‘s\
(independientemente de la posicidn de las de
mas) .

Es claro que este esquema puede extenderse para darle a la fun-

cidn Vﬁp)(ﬁ;..., n) un 51gn1flcado similar.

‘ Para un liquidg uniforme en equilibrio
(2) € =2 . 3 . e 2

térmico, N, (1, 7)) depende Gnicamente de la diferencia B

(despreciando efectos de superficie). Mds afin, puesto que el 1i-

-
quido es un cuerpo macrosclpice isotrbpico, la direccidn de ¥ no

i
!



€es 1mportante. Entonces VWL)
' La funcidbn de correlacién de dos puntos a menudo se

escribe de la siguiente manera

[A
QT = o) = (\T{T) Ny = § nm . (1.4)

Esta funcibn 3(?3 llamada funcidén de distribucibn de pares es

P
proporcional a la probabllldad de encontrar una molécula en ¥ si

hay una molécula en el origen, y esta normalizada a la unidad pa

-2
ra ¥V grande.
Ahora procederemos a dar una definicidn alternativa

- de la funcidn de correlacidn de pares que nos permitirid asignar-

le el significado de una covariancia de fluctuaciones en la den- .

sidad. Esta definicidn serd de gran utilidad més adelante.

Una clase importante de observables son las densida-
des locales de cantidades macrcscépicas en un punto dado v del
sistema. Un ejemplo sencillo nos esta dado por la densidad numé-
rica (N/v) ge particulas. Para obtener esta cantidad macroscépi-
ca debemos promediar una funcidn din&mica extremadamente discon-

tinua (una funcidn dindmica es toda funcidn de las posiciones y

los momentos de las particulas del sistema). Si nosotros calcula

mos la densidad Yﬁﬁ(?), una particula contribuye con un té&rmino
- .

de la forma SC?-?i) ; clertamente, si la particula ) no estd en

el puﬁto'? ; entonces no contribuye a nO @ ;, Y si estéd en ¢

contribuye con una cantidad infinita (esto es a causa de que el

volumen de una partfcula puntual se supone despreciable). La den

sidad total en ¥ estd dada por una superposicidn.de términos si-

milares para todas las particulas; el promedio es
L] =3
A = J2 ST R}, {N3) ALt {n]
3=
oy S . - i '
<ZS(V-V33> 3 ‘ (I.5)
d= ‘
donde

LRIV ex'p( /fexp A{P} [ } (I.6)

i

5

depende UGnicamente del escalar v=\|.



.es la funcién de distribucién en espacio de fase para el ensam-
ble canénico{{?f iepresenta los momentos lineales (ﬁ,n-,Fhﬂ.
La notacién‘<:~-> representa el promedio con respecto al ensam-
ble candnico domo lo indica la ecuacidn (I.5 ).

Laffuncién dindmica microscdpica que corresponde a la
densidad numérica es

N .
aIng:R) =) S (E-%) (1.7)
O3 ) L ) |

la cual es una suma de funciones de una sola particula. Otras’“T
densidaaes pueden construirse de modo semejante.

Un tipo mds sutil de propiedades estdn dadas por las
correlaciones. Estas miden la influencia de un fenfmeno que ocu-
rre en un punto dado sobre otros fenSmenos qﬁe ocurren en otro
| punto. Por ejemplo, nosotros podriamos interesarnos en la medi-

cién simultinea de la densidad en dos puntos ?? y ?; . La fun-
cibn din&mica microscbdpica que corresponde a la densidad numéri-
ca en dos puntos puede obtenerse por medio de una extensidn di-

‘recta del argumento dado anteriormente. Asi, tenemos

. L ‘
RN R ) = SE-BH @G- (1.8)

Esta es uné suma de términos que dependen de una particula (para

321 ) m&s una suma de té&rminos de dos particulas. Su promedio

es
' ' NN - =D 5 - . ’
=) - -
A (R8) = )2, L SE-R) SR F(epg003) 4193 {0
B b - - o -
(L L S(E-HEE- ) . (1.9)
S A
. Es claro que considerando el significado de densidad

. de probabilidad de F@p§/{E§) , de las ecuaciones (I.5)'y (I.9)
€2 (2,2 2 . R . .

N y »i'9(,, %)  son el promedio y la covariancia de la varia

ble aleatoria que representé a la densidad local, dada por la e-

cuacién (I.7). Es claro que las funciones N y n®E, %) son

las funciones de correlacibn para uno y dos puntos respectivamen

te que hemos definido anteriormente a través de la ecuacibn(I.2).

Tampoco es diffcil demostrar(3) que para un fluido isotrdpico,




3(?), la funcibn de distribucibén de pares, puede expresarse en

la forma

ygc\~>~—-———<2‘_é(v+<‘-‘" > . (1.10)

|
El iconocimiento de la funcién de distribucibn de pa-

res SBCO junto con la suposicidn de que la energfa potencial

[)ihg es igual a la suma de potenciales, W.(f), entre pares de mo

léculas o de &tomos, es decir,

2 U(®y .
U{ $= L 5 (1.11)
e S ' . :
donde Y;3=%i-Yy , nos permite evaluar las propiedades macroscOpi-
cas del sistema en el equilibrio., Por ejemplo, las expresiones

que determinan la energfa interna, el calor especifico y la pre-
' (4, Sh

sién a partir de estas cantidades son respectivamente
-~ N S
E=2 NkT+5§ \,'*L“')‘imcw (I.12a)
" 3 29D = | | :
) CV: 5 h A —%. 5\! ""é‘:i:——-)v () é\" (I.12b)

D RN I gl B awdt] e

La ecuacibn de estado puede también obtenerse a partir del teo-

rema de las fluctuaciones(5)

(39 \ _?f\q(r)gv v 4
Pl q,
i/{i—?JVCC‘>AV§ I (1.13)

donde ‘ﬂ(€)=3Cﬂ-i, la funcién de correlacién total, y C(¥), 1la
funcidén de correlacibn directa,esté@n relacionadas por medio de

la ecuacibn de Orstein-Zernike

o) = ceo + S’Xcm hee-ry dF (I.14)
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2.~ Determinacidn Experimental de la Funcidn de Correlacidn de

Pares. Factor de Estructura Estitica.

, -

Como hemos visto en la seccidn anterior, los datos mi-
croscdpicos importantes, en lo que respecta a las propiedades de equi-
librio, son las posiciones y energias de los &atomos. Las f{inicas técni-
cas que existen para medir las posiciones relativas de los &tomos son
técnicas de dispersidn de radiacidn o de particulas subatdmicas. En es
ta seccidn veremos camo la informacidn que se obtiene de un experimen-
to de dispersién eldstica, esto es, uno en el gue no se altere el esta i
do cudntico interno de los 4dtomos que sufren colisiones, est& directa-
mente relacionada con la funcidn de distribucidn de pares. La disper-
sién de radiacidn por materia condensada involucra la distribucién de
las posiciones atdmicas, es decir 9(r), si la longitud de onda de la
radiacidn es del orden del espaciamiento interatdmico. Si un haz de ra
diacidn que incide sobre la muestra tiene fase y amplitud semejante a
.las de las ondas dispersadas por los diferentes &dtomos de ella, estas
interfieren y la muestra actfia como una rejilla de difraccidn. En este

caso, la distribucidn de la intensidad de la radiacidn dispersada con-

tiene informacidn acerca de la distribucidn de los &tomos.Varios tipos
de sondasvpueden ser empleadas para estos experimentos:radiacidn elec-
‘tromagnética(rayos X,raYosX\,luz visible) ,electrones, neutrones,etc.
Veremos ahora como la seccidn transversal ¢ intensidad de
radiacidn dispersada en la direccidn E? estd directamente relacionada
con la funcién de distribucidn de pares 9(r) . Supondremos primero que la
amplltud de la onda dispersada por la partlculaJ en la dlrecc1on.kg es
dﬂh)y entonces su intensidad es[NJUﬂl . Esta 1nten31dad es la misma pa
ra todas ‘las particulas del fluido. La funcidn O%(b)depende de la es-
tructura atSmica o molecular de la particula(3 6). La amplitud dj(k)
podria ser calculada o en su caso medida experimentalmente , pero su
forma no es de mayor importancia para nosotros ahora, ya que en lo que
realmente estamos interesados es en la intensidad de la onda disper-

sada por el conjunto de N particuias que constituyen el fluido. Si

* donde k:@q-kﬂes el vector de onda de la onda dispersada menos §
el vector de onda de la onda incidente. ' i



estas intensidades fueran aditivas, el resultado seria

-3 - |2
I.(kY=N \oh Uz)\ . (I.15)
Sin embargo, sabemos que las intensidades de las ondas no son adi
tivas, sino que se debe sumar las amplitudes y tomar el mddulo
al cuadrado de la suma para obtener la intensidad total., Las on- !
. das dispersadas por dos particulas, digamos la i y la) , difie- §

ren en fase en una cantidad que depende de la distancia, es de-

cix, _
- - ™ -~ ’
K (k) = o;l(\z) e x p{c’e- (¥;-¢1) } o (I.16)

Por lo tanto, la intensidad total se obtiene promediando el va-

lor absoluto del cuadrado de la amplitud total con respecto a to

das las posiciones de las particulas, asi tenemos
- 2 7
I(R) <lJZ=_lo\ (\a)l>::<
S .
]o(()z)l <ZZ ““(r’ T > o -

I L=t (1.17)

N'T.() jc;;:cl:e% "‘5'@"?"(3:24(*’ DAY,

ey

U‘,(_

mY et®

3=

4

i

§s

i

Empleando las ecuaciones (I.5), (I.9) y (I.10) obtenemos

T =1, (b){ "jclx n“’(x)+N“XA>3Sc‘J? e p2 3(?)}

-

= Io(j;){l“‘_? Sc\? éab.v gcv)} . (1.18)

En un fluido en el que no hay correlaciones entre las particulas

3(‘” toma el valor unitario, y en este caso obtenemos

LI = T (B {i+ 95(2)3 . (1.19)



_En otras palabras, sencillamente se tendrfa un incremento consi-
derable de la intensidad en la direccibén del haz incidente, pero
esta no seria:observable pues quedaria enmascarada por el mismo
haz incidente. La verdadera causa del fendmeno de dispersifn a
dngulos diferéntes de cero es la presencia de correlaciones en-
tre las partiéulas, esto es, de las correlaciones entre fluctua-
ciones de la densidad en el fluido. Es conveniente eliminar el
término trivial 575(Z)de la intensidad total, para esto defini-
mos

TR - To (e § ¢
L [1+pidve

L(k)

i1

-

1

?(gm-\)}
LD 1rpfdpei®s NI (1.20)

i

=19 h(® 3 (I.21)

-3
donde la funcidn S(bB se denomina factor de estructura estética
del fluida.

* Asi hemos visto,pues,que la intensidad de ia disper-
sifn experimentalmente observable estd directamente relacionada
a la transformada de Fourier de la funcidn de correlacibdn de pa-
res. Este es un resultado fundamental. |

Hacemos notar que el patrdén de intensidades es de he
cho una funcidn del &ngulo de dispersibén. De la geometria de la

siguiente figura,




encontramos dque

f = 2k = (2@ o .
k =2k sen © = (££ )sevx_i.

Por lo tanto, sondeando al fluido con radiacifn en un cierto in-
tervalo de frecuencias O y observando el patrdén de dispersién a
diferentes &ngulos obtenemos suficiente informacién para la de-
terminacidén de h(®) a través del andlisis de Fourier de los re-

sultados.

La eleccibn de frecuencias es crucial en estos experi

mentos. Es necesario emplear frecuencias que correspondan a lon-
gitudes de onda )\EZ.“/EZ., del orden del alcance de la funci®n de

correlacidbn, esto es, necesitamos realizar el experimento con ra

yos X. Si empleamos longitudes de onda mayores, tales como luz

visible, ninguna estructura se detectarAi.

3.- Funcidn de Distribucidén de van-Hove. Funcidn de Distribucidn

de Autodifusidn.

En la discusibén anterior nos hemos referido primor-
dialmente a las posiciones de las moléculas en el liquido. Sin

embargo, un an&lisis completo del 1fquido requiere de una discu-

cidén en términos de la posicidn y momento de cada molécula en ca

da instante del tiempo. Por esto, es Gtil definir funciones de

distribucibn mds generales que involucren posicidn (??), momento
(P) y tiempo (T ), las cuales describen la distribucisn en el

tiemp§ t, relaviva a la distribucibn inicialenfi. La méds sencilla
de estas distribuciones es la funcibn de distribucién general de
pares, es decir, ?(‘ P‘,i.a%i,caiﬁ ) que es la densidad de pro
babilidad de encontrar una molécula en ;f con momento ?; en el

=3
tiempo t2 si estuvo una molécula en (fl,Fﬁ,-éi ) . Afortunadamen-

te, muchas propiedades de transporte pueden describirse en t&rmi

nos de una funcidn (&) en la que intervienen finicamente espacio

Y tiempo, esta es
AGEAAEHE ch Bk @;,-e)a?.cl , (1.22)

1
f
|
i
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Fis;camente (; es proporcional a la probabilidad de encontrar

[ - . - -
una .mGélécula en ?2 al tiempo Qa si estuvo una molécula en(ﬂ;&)

Coﬁ5 en la discusibn anterior para gc?pfi> ; esta funcidn depen
de Gnicamente de las diferencias en espacio y tiempo debido a
que el sistema se considera homogéneo, isotrbpico y en equili-
brio térmico. Estas diferencias se denotan poxr (ﬁ—?i)::FE y
(t,-tz)=t . G(F,t) es conocida como la funcién de correlacitn
de van Hove. A

La siguiente figura nos muestra como puede obtenerse
la definiéién matemltica de C%(Eﬁ) . BEn la figura (a) vemos la
posicidn de la i-&sima molécula en ?‘—?:-FC(.O) para £=0 ; matem&-
ticamente esta situacién se representa por 5(?¥§%Lb)—$‘) . La
figura (b) muestra la posicidén de la j-&sima molécula- en ?zzﬁ&b
para el tiempo t ; de nuevo, matemdticamente esta situacibn que-

da descrita por g(éﬁhfica). Combinando las dos situaciones te--
- = - =7
nemos S(Tatile)-T1)e (& -Tj)) .

. ‘ o
'E;iem?o Yo E , tuempa St

L
L

Sme

(- A (b)

Significado de la funcion de correlacidn de van Hove.

En el tiempo " e " hay una molé&cula en el punto mar-

cado por el circulo negro, y el cfrculo punteado in
~ dica una posicidn donde puede o no estar una molécu
la. En el tiempo "t " (b) hay una molécula en el

circulo negro y puede o no estar otra en el punteado.



. Puesto que el origen puede colocarse en cualquier par
N -~
te lel lfiquido, este resultado es integrado con respecto a ¥t ,

es -decir

j dB ST Bo-F] STH-Fwi , (1.23)
\'2

Ahora consideramms todos los posibles pares (i,j) de moléculas,
es decir,

. N e - . - - .
X Z Sc:!‘\’“ é.{:‘i”-t- ey ~ V] cgi;i"%(‘“j(:i‘)‘l . (1.24)
N &= Jy v

43
Finalmente debemws tomar un promedio con respecto a un ensamble
de equilibrio, w e esta manera, obtenemos la siguiente defini-

cién de . ' '
G (T ) :J§<Z BVA?" STF+ TP § [P-Fw] > . (1.25)
5 _

. . . = = '
Para un sistema «ldsico los vectores Yy y '} conmutan y la ecua-

cidbn anterior se weduce a

G(E"}t}:%f<z g[?+\:>gtc)—§‘>3&t)j>, , (I.26)
: .3 .

Es f£&cil ver que cuando't:d aparece una conexilr¥
e b’ -
sencilla entre @%{QD) v SC%\(ecuacién (I.10)esta es

| G[(?,G) = 5(7%%{)'#93(?3 = G (R,0) + Ga(Fo) . (I.27)

~La suma en la ecstacidn (I.26) la hemos dividido en la ecuacién
anterior en dos partes; una parte que llamaremos de autodifusidn
y que correspondie a los términos para los cuales i=jy una parte
"distinta" forms#ta por los términos para los cuales i#j. Estas
dos partes las denotamos con los subindices "s" y "d" respectiva
mente. Es claro gue esta separacibn la podemos efectuar para {40,
Debe también noizarse que la convencifn empleada es la de normali
zar a(v) a la umidad y G(V,‘E) a ? en el limite T-—>eo .

, - _
Otra forma conveniente parai(i(r,t), Yy gque nos permi-

i
i
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. te establecer una relacidn con la definicién de ¥W(m(éLEi) (ver

‘ecuacidén (I.é)),sé obtiene definiendo la funcibn densidad numéri
ca por -‘;

i M o = '
N (T 1) = 2. SLE-fwl . (I.28)
) 1 "2‘ .

En términos de esta funcidn, la funcidn de van Hove puede escri-
birse como

. . Q) = 0)p
Cﬁ(?l‘%') - <n (0,0)?ﬂ (\:t)> (I.29)

la cual muestra que Ci(afﬂ estd relacionada con las fluctuacio-
nes de la densidad; de hecho, esta es la covariancia de las fluc
tuaciones de la densidad en (Oﬁﬂ Yy en (?Z*) . Para v y't sufi-
cientemente grandes las dos moléculas son, estadisticamente ha-
blando, independientes y la ecuacién (I.29)) toma el valor ¢ . E1
comportamiento de (%(?ﬂﬂ lo ilustramos en la siguiente figura pa :

ra diferentes valores de t.

i ¢ i Tiempos Cortos
RN
i
D © v >
“
=
g '
. s Tiempos Intermedios
;/ "0 \‘\
Po° v
R
Py
E; Tiempos Largos
124
2 ~

Comportdhiento de la Funcién de van Hove.
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4.,- Determinacidn Experimental de la Funcidn de Vén Hove. Factor

de Estructura Dindmica.

De manera similar al caso de la funcién de distribucidn
de paresta(r), es posible determinar la funcibn de distribucidn
de van Hove CS(?AQ por medio de experimentos de dispersién de ra-
diacibén por materia condensada. En este caso, la informacidn debe
r4 ser obtenida de aquellos experimentos que involucren colisiones
ineldsticas (aquellas en las cuales se altera el estado cudntico
interno del sistema). Como en el caso estdtico, ser& necesario
que la longitud de onda de la radiacidn sea del orden del espacia
miento interatdmico. Al ser dispersado ineldsticamente, el haz de
radiacidn incidente sufrird un cambio, no solo en la magnitud de
su vector de onda k;, sino tambi&n en su frecuencia we. La distri
bucién de la intensidad de la radiacibn dispersada contendrd in-
formacién acerca de la distribucién de los &tomos a tiempos dife-
rentes y no a tiempos iguales como en el caso del factor de estruc
tura estdtica. Pueden ser empleados en este experimento los mismos

tipos de radiacidn que para el caso estitico.
Supongamos entonces que tenemos W dispersores eoferlCOS

idénticos. Si irradiamos la muestra con una onda plana monocromati
ca de frecuencia Ws, la luz dispersada en la direccidn h; por la

particula ) estd dada por
P kR lwet
p{j(k{h);o{QL Wt QL Q_ )

donae of es la amplitud de la onda dispersada, la cual es 1§depen—
> e
diente del tiempo por ser esféricos los dlspersores,xz k@ E;' y
E%UQ es la posicibn del dispersor ) en el tiempo 1.
El campo dispersado total que se observa a una distan-

‘cia grande comparada con el volumen de la muestra es,por lo tanto

Hw - t

Eolkit)= i« Gods Do e““ et (1.30)
,)"‘

Yy la'intensidad total promedio de la onda dispersada seré

I=<\EG0F)
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. Es importante euplicar aqui la naturaleza del experimen
to ¢ : dispersidn con radiacién electromagnética. Existen dos técni
cas -para medir lé luz cispersada y poder detectar los extremadamen
te pequelios corrimientos de la frecuencia que tienen lugar. La pri
mera de estas técnicas llamadas de mezclado 6ptico, consiste en que
el espectrc de dispersidn es mezclado conigo mismo (método homodi-
no) y la segunda en qus el espectro es mezclado con parte del hai
incidente (método hetercodino) . Mostraremos como se interpretan los
resultados en el caso del método homodino(€:18), En este caso, la
intensidad de la radiaci®n dispersada es observada en el cédtodo de
un fotomultiplicador. La salida del fotomultiplicador es analizada
usualmente por un "aubtocorrelacionador" de tiempo real o bien por
medio de un analizador de easpectros.

Si se utiliza un autocorrelacionador, lo que se mide es
la funcidén de autocorrelacidén de la corriente de salida del foto-

~multiplicador, esto es,

Clet) =i B o) » e

Si lo que se utiliza es el analizador de espectro, entonces es la

} -2
transformada de Fourier ﬂeﬁ?ﬂg&)lo que se mide, o sea

C(le,w) =j et E ol ) de .

como la corriente de salida del fotomultiplicadoriiﬂ)es proporcio-

nal a la intensidad de la radiacidn dispersada, tenemos que

C(&t) ~ CESED (b0 Ea(ho) Ey(R,0)
~ (B RP] Bk o)) :

Se puede demostrar que si consideramos el campo dispersado como una

variable aleatoria de un proceso estocdstico gaussiano(G),entonces

Clet) ~ T (ko) |2+ | T (kb))

donde >

I (ko) = <JE (R
L0 (EEIERD

- :
El término que contiene a Iﬂubpuede ser substraido de la medicidn

Y

Ya que representa un f£ondo base de corriente, por lo cual lo que
. ]

|
z
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‘medimos experimentalmente es el cuadrado de la intepsidad
» \)2 %, e : ‘
TR = [CELE Byl (1.32)

Por lo que

TR ) ) weivnt gt BTN y)

N %3 ‘)\

.

=l etxnat<§§ T (B ) vco>)>

ica:

[EARR T

=N Jazds ¢t ‘ﬁ}(ﬁi §-) 3-Tnpé st

€3 ;-.\
Para un sistema clésico, podemos efectuar una de las integrales

en la ecuacidn anterior, obteniendose

k.}‘ = b Re¥ S % ‘ L '
II( (\.3 - N“{“X h fi? Zéf n‘(")(&)%a(o))) e'"w@%' (1.33)

Ahora bien, la transformada de Fourier de la ecuacidn anterior es

.b

i Tk w) )12 .";-émz*“”s}*’;j - 4 |
w) = S = e ax YYTQ%VW}
S(‘?, ) Ie@) N ! | xe E 5( ) l >? (_1.34)

Javiat

donde(u Wy es el camblo de frecuencia. )

.La funcidn SS( recibe el nombre de factor de estruc
tura din&mica del fluido. Al ser gﬁ}?w)la intensidad obsexrvada
j?@?@)leldlda entre I;L&s(la intensidad que se observaria en ca-
sc de que las intensidades fwueran aditivas), el factor de estruc-
tura dinfmica no depende de la naturaleza de la radiacidn inci-
dente. ‘

Comparando las ecuaciones (I.26) v (I.34) es claro que
el factor de estructura dind&mica es la transformada de Fouriexr

es@acio—tiempo de la funcidm de van Hove, esto es
"‘-Uft °Lt2 o
SlEe)= furet faretig e, 535

-3
_ Para un liquido isot_g)éoico y homogéneo, Sﬁi ) depen-
de fGnicamente de la magnitwud de k por la misma razdn que el fac-

tor de estructura estatica S(E} Existe una relacidn sencilla en
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tre S(Euﬁ y?S@Q Si empleamos la repreqcatacién de Fourier de la

tenemos * , X

SS@I@A” L (e tude GE) sy
Sfé@@u« e)da & T i@

_ 25@1(?0} e‘i.b :
_ atapf e “lam-1lde , ?5&)

:S(@)%?éié). A. (1.37)

Consecuentemente, la medicidn de S(h)}gﬂ‘dlsper51on de rayos X
o de neutxones debe involucrar una integracidn de j(ktu)con res-
pecto a s , akz constante.

La dispersidn de radiacidn electromagnética siempre es
coherente, es decir, la amplitud y la fase de las ondas dispersa-
das provenientes de atomos diferentes sismpre son las mismas. En
contraste con lo anterior, la dispersiém de neutrones en general
consta de dos componentes , uno coherente y otro incoherente
(la amplitud y la fase de las ondas dispersadas provenientes de
dtomos diferentes son diferentes ). Aprovechando esta propiedad
es posible , empleando mezclas isot8picas, medir exclusivamente
la. contribucidn de la parte incoherente a la intensidad dispersa-
da. En este caso(7), las ondas dispersadas por &tomos diferentes
no generan términos de interferencia simo que unlcamente las on-
das dispersadas por un mismo atomo interferirin. El1 factor de es-
tructura dinémica 1ncoherente'§ (buﬂ puede obtenerse de la ecua-

cién (I.34) reteniendo en ella Gnicamente los términos j=i, es

* En lo que sigue, no tomaremos en cue :ta el término sin interés
experlmental ?g(h) y consideraremos ﬁﬁﬁ‘z w)dw = S(%ﬁ)
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aecir,
S (g}q U)) Iinc( L...,_)..
Tolk) . .
-t.w'k -Lk ¥ 3 e g b -
- Ged
“T\Tjét JA?Q <J¢,: (X - F+Y o;i} 3 (1.38)
es claro, de la discus_uSn que sigue a la ecuacidn {i.27), que
> o priwt o B
Ss(gz,w)"‘*’ dv e dx e Gig(x,'ej) (I.39)
y que

fSS(E,w)Aw =L . © (I.40)

5.- Algunas Pfopiedades del Factor de Estructura Dinfimica para

Fluidos Clasicos Simples.

A) Comportamiento de Gs(‘i'ﬁ) v @(‘%‘t} ‘a Tiempog__poftos.

Reglas de Suma.

3\
.

_ Consideremos primero a la funcibn de autodifusidn
e (8t) . La expansidn en potencias de t de la transformada de

Fourier espacial de esta funcidn podemos escribirla como

FlGs(7t) {= Gs (B8
=2Gslhe) « G%z"gim_)_ 12 G ko) s (1.41)
2 4!

(n)

donde Q U? t) es la n-ésima derivada de G\s(b%;) La transforma

da de Laplace con respecto al tiempo de G\%UQ ﬁ} serk entonces

(sz) F(é) ’
Gs U@ u.) st\a 03 (&30) + U@ a) . (1.42)

us

{n)
Deduciremos ahora expresiones para (Ez,o)

D (k4) = gter@ | U
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entonces, de acuerdo con (I,2%), (I.28) y (I.29),

CGsle,t) = <9s (-, ?sUz,‘E)> ; O (I.44)
es claro quel »v |
Ge(k,0) = <€“i?‘)“?m @"K‘m")y:.i , (1.45)
y que
GS U, 0) = (95 6,0) T £ 0,8 D02 - (i, 0 B L)
=-B(vhey s e o Bl (x.46)

" donde V(o) es el componente en la direccin k de 1a velocidaa
de la particula 1 en el tiempo cero y su promedio cuadrdtico es
karﬁm debido a la equipartici&n de energia.

Para M)(\a ©) , obtenemos:

G = < s G 25 B () o = <B (o) B (l,0))

CRHRRAEY RSN o+ (2 29N

me ax X%,

7 4 k‘: ?-V :;!Z ’
3k & S <g}é> P (1.47)

HH

donde la penfiltima igualdad resulta de haber utilizado la ecua-~

cidén de movimiento

m\}‘k:-%—% , | (1. 48)
t

y la iltima, de la aplicaciém del teorema de Yvon qué nos dice

que

RGO B—Liii\‘i> RT(RENEY

o X¢

— i anin
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. donde F{N}es una funcidén analitica de las posiciones atO6micas.
El valor {w,p%(e)) = 3(ks/m)® es el que resulta de una distribu-
cibébn de velocidades de Maxwell. Finalmente, cuando empleamos la
aproximacidn de suma de contribuciones de pares para el poten-

cial del sistema,

.i =3 -y .
U, ..., Fa) = 2wl (1.50)

L)

obtenemos para la ecuacidn (I1.47)

(4)(\, o) = 3 kluyd . R }ac.r 9'{9()3%@3 4R

= Kue dwdy . | (1.51)

De manera similar, es posible deducir que

(G\ : ’
(k,0) = - K*dwy - (1.52)

" donde

2 2 2
o U I%Utey) = )
+(YV\ J‘[S( ¢ )Z ax‘ 35‘19){; d¥dy (1.53)

y donde g(ﬁjﬂ) es la funcién de distribucibn estdtica de tres

((Dé):. 5 {;’Em‘q+ u:‘.z;%‘_ gg(ﬂ{uj;{ & L{Cr) . Z J u.(\—) }C!..>

particulas.
Procedemos ahora a determinar las derivadas a tiempo

cero, o momentos, de la funcidn de van Hove. .Sea

PG 0] = Glk,b)

G(ko0) + -—————-——G‘(z)( R0 g2, M___G.“‘g&f 0 44y,

124

(I.54)

| O )
’&?'{G(Ef&); G k) = GCbol G Ch o) G&E'O)J""' (1.55)
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Adends, si

. N P
Plieit) = 7 @RI
3:.\

(I.56)

(la cual es la transformada de Fourier de la ecuacidén (I.7) cuan

do consideramos la dependencia en el tiempo de las posiciones de

las partficulas) tenemos que
G(k,‘é)=~%<P(-§e,O)P(&z'ﬁ)> . ’ (1.57)

Para los primeros momentos Gg(m(lzco) obtenemos:

) (!2 o) = <Qﬂ \';(0)7‘& ?:Z‘ce)> Z(EL‘: (Vo) = \-cw)>

:)a

YO (T.58) |

donde S(k) es el factor de estructura estétic.a(ver‘ecuaciones
(T.17) a (I.21)).

L) * v ) _.‘.# o b o3 o
Gl = o (ki) -%r (i € Tnd 0 )

&

- { ( O \"103)
= i<vqi(°) (O) € v > %2(\/(_&(6)} = -’)EU"

tyi=t (1.59)
los términos i#¥j en la ecuacidn anterior son cero pues las velo-

cidades de dos particulas diferentes no esté@n correlacionadas en
el mismo instante.
i)

| GM)”Z’Q) S -.!% <§(-}e_lo§ ?(&,o)}

da.(\«cos qcas)

)

3"'1"‘Z<[ hz\‘/;h(o)\(’J @ « BV (oWJ (0) »Vah(c) vth(o))-;.k V‘iz("wb”]
Ko Fu, iG. (“(03 o)
= '?. <VL;,_(O)> + T g<ax e e ) t >
= 3 \240‘,4 + \e_U-Ia.___ g (1~ cos \2.‘,) U cx-—b
. e a 2
2 .
- hlﬁa wg) . (I.60)
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v} ()
Gq (0= - @ {w) 9
dor.de
‘z @zu(ﬂ +é%zsevxh N LL{Y‘«
! QQ%E‘ E}x:%

P
o
L,
\/
it
”:r
%
.S
™
5
N
'*»O
()
=
&/
/"‘“«-"“""‘1

2 s 2 B -
& U~“">\,“f<1€+ (—%\) g &) 1+cos ke (e
9% 9%,/ v

3
. C0S BB v cos ke | Fuery e s
: Tees ’i‘“ P DI, 9% ) AVC‘; v ° (1.61)

Es claro de las ecuaciones anteriores que los momenito:

0 deriva-
das de las funciones de correlacidn pueden ser determinados a
partir del conocimiento del potencial intermolecular v de las

funciones de corxrelacidn estdtica de dos, tres, etc, particulas.

A estas propiedades se les conoce con el nombre de reglas de sux
ma. Es comln evaluar a las diferentes teorias que se han propues
to para Gs(tt) oS Glni) determinando sus diferentes momentos y
examinando si estos cumplen con las diferentes reglas de suma,

ya que es claro gue expresiones para estas funciones gue cumplan

las primeras reglas de suma tendrin el comportamiento correcto a

tiempos cortos. Resumiendo los anteriores resultados; tenemos:

Funcidn de

. ' %::Le.v\qu
Covrvelocian R € < l * z:éi::%. S U m o 2n t,

1* Gelk,o) =1 | t°
2 (o) =-Rup v
3 G(ko) = Ko fwd t!
4% GE(ke) = -Ka (wdy té

® G (ko)= S(k) t°

) [ 25 G¥(ke)s -Ew t
G (nt * 3= GOk, o)z W os2 lodd | ¢
4% GCho) = Ko () t¢

ete.

Gelr L)

i

[H

48
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. Los términos <Q%;> y (Qh?) se pueden identificar como los mo-
mentos -
!
{wd - = SLU"‘ Ss(h,w>c!tu
|
y |

{ 03&“; = S wh § (-g,u.ﬁ dw

respectivamente.
Tales expresiones, muestran la c¢liencidn por la

via experimental de estas cantidades,para un stema dado.

Ce |
a0



3) Comportamiento de Gséﬁ%ﬂ )r{i{ﬁ%E a Tiempos Largos.

Limite Hidrodinémicoc

._/‘

Las ecuaciones fenomenolSgicas de la hidrodin&mi
ca gobiernan el transporte de masa, cantidad de movimiento y e-
nergfa en un fluido en condiciones de equilibrio local, cuando
se consideran procesos que ocurren a tiempos y distancias gran-—-
des con respecto al Eiempo promedio entre cclisiones y a la tra-
vectoria libre media, respectivamente.

En el caso de la funcidn de correlacidn de auto-=’
difusibn, esta debe de satisfacer la ecuacibn de difusidén o ley

de Fick

?ng(;,t) . ‘DVZGs(F?,‘L) (1.62)

- -
con la condicibén inicial GS (ﬂ@\-‘-’g(\“}_y donde D es el coeficien

te de difusidn. En espacio de Fourier tenemos

| aas;f},t> - B DG (B (2.63)
L

junto con c%g@%O):i. La solucién de la ecuacién anterior es

Gs(z'"&) = ex ¢ {“‘,ﬁzb’t} : (I.64)

La transformada de Laplace de C;S(kﬁﬂ estd dada por

| ‘Ggs(!z,u,) fi{&s(\z,ﬁ)}: ] : ‘<I.65)

W D k2

Da-esta fltima ecuacidn obtenemos el factor de estructura diné-

mica incoherente S;;(EAQ)en el limite hidrodin&mico (ecuacidn
(I.39)) reemplazando (L por (w

Cell,w) =2 R@{Gs (b, gw)}: D

sy () 42)2 (I.66)

Ahora examinaremos la forma que presenta la funcidén de van Hove

en el l1fmite hidrodindmico. Para este fin utilizaremos la ecua-



. cibn linearizada de Navier—Stokes(B)

myﬂ&i}i,‘_;g’@ -H?.sv 4’(".}’?5*‘*@)‘?{?@) J (I.67)

donde (= f’(\ “'n) y ¥:V(¥%) son la densidad ¥ la velocidad del flu
ido en (\‘ + ) respectivamente; @ es la presuin Y Ws ¥ }‘ZV sen las
viscosidades cortante y volumétrica respectivamente. Emplearemos

también la ecuacidn de continuidad
E)? !‘.c:‘\v ?\f = ’ (I.68)

la cual podemos linearizar si escribimos ?::PD%'P, ; donde P" es

la densidad del fluido en equilibrio y #<{% , es decir

2 4 fo div ? =0 - (I.69)

Por filtimo, también seri necesario considerar la ‘ecuacidn de ba-

lance de energia debidamente linearizada

- mwm—— A

P2 3%; == Pdiv T «AVT, (1.70)
donde Tl Tsw‘jl es la temperatura en (\7’3,"%, ). Las ecuaciones (I.67)
(.69) y (I.70) representan las condiciones de conservacién de
cantidad de movimiento, masa y energia en el limite hidrodin&mi-
co. De las ecuaciones anteriores podemos eliminar div ¥ Yy, por
medio de manipulacioneé termodingmicas usuales, obtenemos

-Q

. Co CEPm P
m 0o S+ S grod v 2B qrad T+
(% e+ 1) grad c}iv V =0 o (1.71)
=Y
T _G&Qr-n 9 7R - (1.72)
m9°Cv 3‘ I/S at Tl 0

donde Cv es el calor especifico a voldmen constante, b’\-':-CP/Cv ’ p

es 2l coeficiente de expansidén térmico, A es el coeficiente de
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conductividad térmica y Ce es la velocidad del sonido a frecuen-
cia cero. Hemos pues obtenido dos ecuaciones diferenciales par-
cizles simultdneas en las dos variables independientes [ (¥t) vy
T (?‘,{) . Tomando la transformada espacial de Fourier y la tempo-
ral de Laplace estas se transforman en dos ecuaciones algebrai-

cas simulténeas para

d - -5 N
- - uik«\” _-LE:‘C N
P(é‘%‘fw)"j‘év‘gftﬁ CHENACASE (1.73) |
Tlhu) = d“;’ Ut @t kT e g
"}(‘L‘ i X o Q T‘( /.t) 5 . (I-74)
cuya solucién para P(k, W) en términos de f(ﬁ,{::o) es
2 2., f%J_ Z 0. \ v_a.
Pllyu) = Pk, beo) Wrlasw) ¥ rab b ek g- ) K v (175

Ut (aeb) B Ui ¢ (CF kel B wroc Wi/

donde hemos introducido la notacidén d,:-.‘)\/’?gc\, y '13:3(4/3 g+ 3}‘{)\})/?6 .
El siguiente paso es invertir 9(&,0.) para obtener 9(k,t) ;, multi- ‘

plicarlo poxr ?(42,0) , vV promediar con respecto a un ensamble de

equilibrio de condiciones iniciales;despreciando téiminos de GRY

Glet) :<?(-¥z,o) P (’Q;{:)>: <?(«@¢G\,b p (‘2,0)) Y(&g;ﬁ) (I.76)

cdn ‘P( E”e.,"c) dado pof
v [ 2= )
Pk, t)= (L) exp(- £2L)
+ 4 exp(- ET)[cos Rt bR sin ekt T,

donde T‘ es el coeficiente de atenuacidén acfistica

- ‘3'27.‘(4/ 575-%;2'.') ___},m____ -
U= 5mﬁo +(?va )(3\ L
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. Finalmente, el factor de estructura din&mica S(hﬁ& queda expre-

sado como

Sthe) 1y KALRe
S(k) R (N )
| oL L2 . R
P Llwa e h) e (D)2 (w«»Coh)Z-%(‘%fmz’]
. \;Uz)[ ol t s X to ke - > |
Lt GRPA(RET): T (wee k) (R21)2 T

Observamos que el espectro SS(QA@ consiste de un com-

ponente central (dispersién de Rayleigh) y dos componentes des-
plazados (dispersién de Brillouin) como mostramos esquemdticamen

te en la siguiente figura:

- SCk,w)/5(k)

o o - - . -

S

(A9

Hemos descrito en detalle el comportamiento de C%{mfﬁ
y égﬁéﬁg%ﬁ a tiempos cortos (reglas de suma) y a tiempos grandes
(1imite hidrodindmico). El comportamiento a tiempos intermedios
s substancialmente mds diffcil de determinar y para elle necesi
. taremos hacer uso de un formalismo general denominado teoria ge-
neraligada del movimiento browniano el cual delinearemos en el

siguisente capitulo.



 CAPITULO IT

GENERALIZACIONEDE LA TEORIA DEL MOVIMIENTO BROWNIANO.
ECUACION GENERALIZADA DE LANGEVIN. FUNCIONES DE MEMORIA.

i

Lafteoria del movimiento browniano ha presentado dife
rentes formas o etapas a lo largo de su desarrollo. En su forma
tradicional la teoria se refirid esclusivamente al movimiento de
un subsistema fisicamente separable, tal como una particula co-
loidal en contacto con un medio que suministra una fuerza esto-
céstica. En esta etapa la teorfa fué estrictamente fenomenoldgi-—
ca. Esto es, ninglin intento se hizo para sustentar la teoria es-
tocdstica sobre las ecuaciones de movimiento exactas del sistema
total. Al principio de la década de 1950 Green sugirid que la
teoria tradicional del movimiento browniano debia ser extendida
de manera que cubriera una clase mucho mayor de fendmenos depen-
dientes del tiempo en mecinica estadistica. La idea central fué
reemplazar a la particula browniana por algfin conjunto suficien-
-temente grande de variables din&micas y subsecuentemente emplear
los métodoé tradicionales de la teoria estocé&stica para obtener
las leyes de transporte que satisfacen dichas variables.Mis re-
cientemente la atencidn se ha centrado sobre la posibilidad de
“que el carécter fenomenoldgico del formalismo pueda eliminarse y
de que este quede sustentado enteramente sobre primeros princi-~
pios_.de caridcter microscdpico. .

Un progreso significativo hacia esta direccidén ha si
do realizado con éxito en base a técnicas de operadores de pro-
yeccibn como las ha sugerido Zwanzig(g)al obtener una ecuacién
generalizada de Fokker-Planck. Mds adelante Morill0 3 ptuvo una e
cuacién lineal generalizada de Langevin empleando métodos de ope
_radores de proyeccidn semejantes. En anos recientes, las ideas
bé&sicas de la teoria generalizada de movimiento browniano han si
do aplicadas al estudio de funciones de correlacibn dependientes
del tiempo de equilibrio ; teoria cinética , coeficientes de

(12)

transporte etc. En este capftulo .presentamos una deduccidén

sencilla pero general de la teoria generalizada del movimiento

browniano debida a Nordholm y Zwanzig(lz),
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1
i

1.~ Formulacién de la Dinfmica Clésica.

¥ : Emplearemos como punto de partida para la formulacidn
de la teoria generalizada del movimiento browniano a la ecuacién

de Liouville

i .

BT -t LT (x1.1)

donde'T] es un punto en espacio de fase que fepresénta a las,
coordenadas de todas las posiciones y cantidades de movimiento
de todas las particulas puntuales que constituyen el sistema;
%({;Tv es una densidad de probabilidad en espacio 1' , il es e1
operador de Liouville,

LB(M) = -i[B(M), WM

PP (11.2)

( {..Q}PP es el paréntesis de Poisson y F%(TO es el hamiltonia-
no). Alternativamente, nuestro formalismo pudiera empezar a par- {
tir de la ecuacién de movimiento de variables dinémicas;&(ﬁsTg, i

es decir,
%A@;P):;LA@;P) : - (11.3)

La aplicacidén de operadores de pfoyéccién en un espa-
cio de Hilbert de densidades de probabilidad a la ecuacidn de
Liouville permite obtener ecuaciones generalizadas de Fokker-
Planck y maestras  , mientras que la aplicacidén de operadores
de proyeccifn en un espaéio de Hilbert de funciones diné&micas a
la ecuacidn (II.3) suministra ecuaciones de Langevin y de trans-
porte. Estos dos puntos de partida son equivalentes.

Es importante notar que la informacién que uno busca
obtener en mec&nica estadistica siempre toma la forma de un va-

lor promedio de alguna propiedad de importanciaAA(jw

<Ah:=jgr¥@gr)A(kﬂﬂ- . (II.4)

|
i
i

i -
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‘La informacidén disponible al principio del experimento (k=o) de
termina la densidad de probabilidad %(0,TU, y la dependencia en

el tiempo esté& contenida en la funcidén dindmica que satisface la
ecuacidbn de mo&imiento (IT.3). Sin embargo, la misma informacidn
puede obtenerse resolviendo la ecuacién de Liouville y empleando

la relacidn

<A’>-t EAT‘ (1) A(o;T) (II.5)

La anterior equivalencia puede demostrarse fdcilmente resolvien-
do formalmente las ecuaciones (II.1) y (IT.3), de las cuales ob-

tenemos

~$(‘{? ) = %:{CJ ™ ' . (II.6)

8

Al =et Al ) - 21.7)

ayudandonos de ellas en la ecuacidn (II.4) y recordando que el

operador de Liouville es hermitiano, tenemos
(A, = PT‘Q T AT = [rrpeT) e
| =fdr et Lo Al T)

=fdT T Ale; T

Tambié&n debemos hacer notar que las ecuaciones (IT1.4)

LU:A(G;"\")

y (II.5) tienen la forma de productos escalares en un espacio de
Hilbert de funciones de ?ﬁ. Para aprovechar esta caracterfstica
~construimos un espacio de Hilbert que contenga todas las funcio-
nes diné&micas y densidades de probabilidad necesarias para que
(I1.1) y (II.3) representen ecuaciones diferenciales de primer
orden lineales en este espacio y para que (II.4) y (II.5) puedan

ser escritas como
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<A> IO IDERCI IO o

donde A y F reoresentan /NO %(0) respectivamente. Supondre-
mos pues dque el producto escalar de dos cantidades A y ég puede

definirse como
CAl8> =[a/7‘? A(r) BT (11.9)

La conclusidén mas sobresaliente de lo anterior es que ambas,rfug
ciones dindmicas y densidades de probabilidad, son vectores del
mismo espacio de Hilbert vy que la informacidn es extraida de &1
tomando el producto escalar entre un vector que representa una
propiedad del sistema y otro vector que representa un estado del
mismo. . ' A

Es importante hacer notar que este espacio de Hilbert
din&mico no es Gnico. Por ejemplo, el producto escalar (II.9)

puede generalizarse al siguiente
aley=[dr A(r) 85 w(r) —_

donde QA?? es una funcibn peso real no negativa. Al espacio de
Hilbert correspondiente lo denotaremos como j?éz;fﬂ’. La métrica
unidad, w(7)=1 , parece ser guizd la m&s natural y en este caso
los vectores que representan estados del sistema pueden identifi
carse con las densidades de probabilidad convencionales. Sin em-
bargo, es a menudo muy conveniente adaptar la métrica al estado
de equilibrio del ensamble estadfstico con el cual uno esté tra-
bajando. Asi, haremos uso de la métrica del eguilibrio candnico
definida por

i

HT) »@H(T‘)
w[P} @.p /Jd (II.11)
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2.~ Ecuaciones de Langevin y de Transporte.

El espacio de Hilberxt descrifo en la seccidn anterior no
sdlo exibe su contenido estadistico de una manera extramadamente sim
ple, sino que tambié&n es un punto de partida muy conveniente para la -
reduccidn de la descripcidén del sistema por medio de un subconjunto
pequeno de variables previamente seleccionadas. Primaro supongamos

gue estamos (nicamente interesados en los promedios (dopendientes del

,tiempo) de las func1ones{ﬁwﬂﬁjj—l..,M}que correspondan a algln con-
junto de propiedades del 51stema (al conjunto {A U“ %unwpq lo denota
remos mas adelante como A puesto que puede manejarse como un vector

cuyas componentes son las funciones dlnamlcasAﬂﬁ).TeﬂiendO en cuenta
la ecuacidén (II.8) notamos que estos promedios estén dados por la pro
yeccibén del vector de esta@a%xﬁyﬂUJ dependiente del tiempo sobre los
vectores propiedades o funciones dindmicas respectivcs. Si ahora re-
éresentamos por'P al operador de proyeccidn correspondiente al subes-

=
pacio de ﬁ?ﬁﬁquenerado por el conjunto de vectores & , se sigue que

AR =AML &™) = \AJ(?)\PJ:@(-&-. ™). a2

donde D estd definido por

S =D
PR = RW|AY (R1R) A
Asf vemos que toda la informacidn relevante esﬁé contenida en un
vector reducido de estado Z?qui7i’que pertenece a un espacio
szff% F):}%é*(@@de dimensionalidad mucho menor.
La espectativa que surge de la relacibén (II.12) es

qué quiz8 podamos limitar nuestro problema dindmico al subespa-

A? . Para verificar esto, procuraremos encontrar una ecua-
ciéﬁ de movimiento para Z%Qu{ﬁ}Jv la cual no haga reafesrencia a la
parte restante del vector de estado completo, es decir a
(L-P)ﬂu(%;fv, la cual contiene informacibén ortogonal. Aplicando
los operadores de proyeccidn i> vy (/~Zv a la ecuacifn de Liouvi~’
lle (II.l),'obtenemos

- -;»a-_g-o wa (f/'r'):: ~Pl Pf;u[f,'f’}- pc'l-(/“p)fw (¢ 77 (IT.13)
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i

,,:';g;,.;(/«P),fa_.(é,‘i")m(l—P}éL(f»—P)/w 79~ (-P) CLPLCE;T) o (11.14)
I

Resolviendo formalmente la Gltima ecuacidn, tomando en cuenta

que es no homogénea y de primer orden, obtenemos

~tU-P)L -
(=P sy = @70 (105 fun (0, 1)

&
- st et U Py P (¢, T)
Q

Este resultado substituido en (II.14) implica que

~(s (=ML

2P (T) = - Pl T Jas?LLea (=P iLP s (k55 T)

’ -L{'— P) L
Pl &P (D) fulo; ) @1.18)

La rapidez de cambio del vector‘PguGGTU que representa la informa
cibn relevante, ha quedado separada en tres partes. La primera
parte,~Pil. PLut;T), esta directamente relacionada a Pfw (&)T) v
es la parte markoviana de la velocidad de cambio.

I.a segunda parte, representa los efectos de la informa-
cibén relevante que se ha filtrado del subespacio j?é’a su comple-
mento ortogonal.ﬁﬁ§ . Mas especiflcamente (1- Q)LL~p€w(ESzp)es el
flujo de informacidn de j%?exﬁ&\ a un tiempo anterior (£-$). El

éyts(hinl'da la evolucidén temporal ortogonal. El operador

operador
Plna la izquierda, mide el efecto de dicha informacidn ortogonal

sobre el desarrollo temporal de meﬁﬁT“y, finalmente, la integra-

cibn suma tales efectos con respecto al tlempo en el cual dicha in

formacidn ortogonal abandond §£A Este término representa efectos
de memoria y serd, por lo tanto, denominado no-markoviano.

El tercer término representa los efectos de aquella par-
te de la informacidn ortogonal instanté@nea que era ortogonal tam-
bién en tzo y nunca abandond ;p/f;;

Notemos ahora que si el tercer término se anula, como

necesariamente ocurrird si no hay informacidn ortogonal en t=0 p
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(4-P)fws (6, T) =0 \ | (I1.16)

entonces (II.15) se convierte en una ecuacidn de movimiento para
el vector de estado reducido restringida al subespacio correspon
diente Eﬁﬁ? , tal y como deseabamos. (

Ahora procederemos a demostrar que a partir de la e-
cuacién (II.15) podemos obtener ecuaciones de transporte linea-
les para las variables <A»é. Empezamos con la siguiente rela-

cidén para la velocidad de cambio de <!U>t

2 dAide= (A | g Plw )
= - <ﬁ‘v\‘) l PLLp-$m ('%1»

t LisU-P)L '
J‘.st (A Pl €Ny L, (e9))
o)

-t -P)L

RGHLANS (1-P) fu () (11.17)

Recordando ahora que P ,(lnﬁv ¢ v L. son opefadores hermitianos
y que L es antihermitiano, al intercambiar los operadores de de-
recha a izquierda en el producto escalar de la ecuacidn anterior

obtenemos

2 (A= < PLU{, [fuo (»f)}
(I1.18)

; e!S(P ) @ L8 C-PUL —P);L@//‘w(z‘-ﬁj) <e¢t(l-l’) (/‘P)clﬁ_,/fw("}}

(-
Ahora empleamos el hecho de que todo vector en ;@%ﬁ puede expan-

derse como combinacifén lineal de vectores en Zf vy por lo tanto

M
Pl 4 (1) =; ¢L2;,0 f@(ﬁ) (II.19)
=/
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) P
DL ettt )L(!‘?)L‘LAJM ?*{; M 8 Ap (7)) (IT.20)

4
)

Si suponemos que las propiledades o variables dinimicas que he-
mos escogido son linealmente independientes, entonces los coefi
cientes en las anteriores expansiones son Qnicos y estéin dados

por

Sy, ok :
(2= {PLA|KYLRIF) A (11.21)

CSC-PIL

M(s):u<P¢'ée (/-P)CLZEQ/;??) </?/Z%>>nl. (II.22)

Aungque, en principio, siempre es posible escoger las variables

dindmicas de modo que sean linealmente independientes, no siem-

pre es conveniente hacerlo asi. En este (ltimo caso serd necesa
rio emplear un método de ortogonalizacidén de manera que las e- -
cuaciones (II.21) y (II.22) sean aplicables. 4

Empleando estas expansiones, podemos escribir de nuew
vo la ecuacibn (II1.18) en forma vectorial de la manera siguien-
te

-y t - =
é% <;“§>t = (LA, *jds Msy (A pog+ (T, . (II.23)
o]

El Gltimo término en esta ecuacién se construye a partir de

& (1P .
e )L(I«P)LLX(T‘) . (II.24)

-3
F(, M=¢e
N .
Observamos que si (F({»o se anula, como ocurrirfa si la ecua-
cién (II.16) fuera satisfecha, entonces la ecuacidn (II.23) se
convierte en una ecuacidn de transporte lineal en general no

markoviana, es decir

5 s t - .
'3?:-<A>£“ L..O.(A}t +[ds Mes) <A>ﬁ-5 =0 . (II.25)

kit S T, Ml 1AM e s



. La ecuacidn de Langevin que corresponde al resultadc
an .erior describe el desarrollo en el tiempo de todas las varia
bres . Esta se obtiene de la ecuaci®n (II.23) tomando el limitg
en el cual ﬁg&$7i> tiende a una funcién.(g que describe las con

diciones iniciales para un sistema. Asi, obtenemos

¢ .
2 At ) - L AT i& MEAlt-s; 7)< FI&GT) |
Las ecuaciones (II.25) y (IT.26) fueron obtenidas. por
Mori en 1965 para el caso cuando & es la densidad que corres-
ponde a un ensamble canbnico en equilibrio. Tal como lo sefiald
Mori, la fuerza fluctuante F{ﬁ;fv, que representa el efecto de
la informacidn ortogonal, estd relacionado al nficleo (kernel) de
memoria ﬁf(f) por medio de un teorema ae fluctuacidn disipacidn,
el cual, para variables linealmente independientes queda descri

to de la manera siguiente

M) = LF(Ees) [E) (AlaY" r.27

Esta relacién es f&cilmente verificable si empleamos la siguien
te identidad C

CFttas) By = (2P upy el [ € P upreLad
= (PLEPL D) LA A (11.28)

Para que la ecuacién (I1.26) adquiera la forma carac-
teristica de una ecuacién de Langevin es necesario pedir que el
vector de estado inicial gue describe al ensamble no contenga
informacién ortogonal, de tal manera que la ecuacidén (II.16) se
satisfaga. Entonces se concluye que el promedio de la fuerza
fluctuante se anula y la ecuacibn de transporte lineal (II.25)
se satisface. Esta condicidn impone una limitacidn severa con
respecto a la validez de las ecuaciones lineales de Langevin y
de transporte. Sin embargo, como veremos en el capitulo siguien
te, el estudio de las correlacioneS'dé.equilibrio dependientes
del tiempo y el de pequenas desviacionés del equilibrio puede

realizarse empleando esta teoria lineal.
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La matriz = (¢) de correlaciones de equilibrio depen-
dientes del t;empo se define por medio de
X
n:m g et ] N [y % » ‘
!' _
donde w{M) es la densidad de equilibrio canbdnica definida por
la ecuacidn (II.11). Es claro que, puesto que w(M) es también

la funcidn peso en el producto escalar del espacio de Hilbert,

la correlacidbn ::;)g(ﬁ) también puede escribirse como

E‘:j/&(’f‘.) = <AJ () l Ax> = <A:)>-ﬁ 9 (11.30)

donde el wvector de estado inicial es precisamente fgﬁ(a'?\ el
cual satisface la ecuacién (II.16). Asi, se puede deducir de in
mediato que la matriz de correlacidn .Z.(¥¢) satisface la ecua-

cibn

et

c'»’—“ ..D_ = (¢) :r'»/‘}//' = e
3 =) - i E +ls (5)-E(4-5)20, (11,31,

A,

la cual se puede expresar de manera més cbdmoda en espacio de

Laplace, obteniendose
2 =(2) - —(t=0)-c-Z@) r M) =(e)z0. (11.32)

En el capitulo siguiente emplearemos extensamente esta ecuacidn
para obtener expresiones para la funcidn de correlacidén de van

Hove.
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CAPITULO TIIT

APLICACION DEL FORMALISMO DE FUNCIONES DE MEMORIA PARA APROX TMAR
LA FUNCION DE VAN HOVE EN TERMINOS DE LA FUNCION DIl AUTODIFUSION
DE VAN HOVE. . :

~ Estamos ahora en condiciones de especificar las
variables din&micas que constituyen al vector A en la ecuacifn
generalizada de Langevin (II.31l) de manera de aplicarla al estu-

dio de las correlaciones G)(n‘é) v G:, (?} t) definidas én el capitu

lo I. Es decir, estaremos interesados en las variables dindmicas
?S(X”i‘i‘:) = 5(?-"?\&)) 8 (ITI.1)
N ¢ '
9 0=
P& (r,4) = ZZ@(T-ﬁ&B) 3 (I11.2)
J:
Y
plot) = P(ctd+ Puln ), (IT1.3)

i
que representan a la densidad de una o més particulas en (t",‘i;) .

Sus expresiones en espacio de Fourier son

Pl t) = @éh'r‘-(ﬂ - | o (IT1.4)
N T | |
gl = - @it i
1=2
, J
9(\2,4:) = Qb+ Py (ht) | | (II1.6)

1.~ Descripcibn con un Componente.

-2
. Para el caso en que A= ?5 (k,t), el término ¢dL de
finido por la ecuacidén (II.21l) se anula debido a que la rapidez

de cambio de una variable dindmica debe ser cerc en el equili-
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. brio, es de01r,

L,Q (PLLgs(ho)lps(m} {iLg, k0| Pps ko))

| - (e h D o) = L {3 p2en 20

Aqut’ utilizamos el hecho de que 'Q es hermitiano y de que, al ac- -
tuar sobre un vector de ‘3%’6/; no lo modifica, por lo cual puede su
primirse; en el presente capitulo se utilizar&n varias veces ma-
nipulaciones similares a la anterior. Por lo tanto, la ecuacidn

generalizada de Lange\}in para ?5 (\2 '(:) toma la forma
95(5‘6) + Jcla Ms (lo,t-2) ps (Yo, 2) = ( 4) (I11.8)

donde F5(¥2,~%:> estd definida por la ecuacidn (II.24). Multiplican
. ) o

do esta expresidn por la derecha por 9;‘ (é,b) y promediando té&rmi

camente; obtenemos la ecuacidn de movimiento para la funcidn de

autocorrelacibn dependiente del tiempo Gsfé?fé),
¢ A
é’_g Gs (b, )+ | dg Ms (£, E-2) Gs (fe) =0 (III.9)
(4]

donde la funcidn de memoria /Vis(éyf) y la funcidn de autocorrela-
cidn Gs(é,'é) estdn definidas respectivamente por (II.27) y

'(I.44), es decir,

| Mslbt) = E (64 R (L)), (111.10)

/ GS(%,{): <f5(é,‘£') /.Ps(é)> . | (IIT1.11)

- Ademés, el término <{fs (é/é) /ﬂs (4’,0)) se anula debido a que ambas
funciones son ortogonales por definicidén de fé(é,?f) (ver ecua-
cién (II.24)).

Por otra parte, la funcidn de correlacibn corres

pondiente a ﬁ{ queda definida por
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@d(éz",‘>:<§s(!2,é)!?d(5’2)> o (III.12)

Finalmente, la funcidén de correlacién total o de van Hove, defi-

ni:da por la ecuacién (I.57), estd dada por
G (kt) = NP t) |00 = Gl ) ¥ Ga Lkt , (171.13)

donde la iltima igualdad es facilmente comprobable' a partir de
(IT1.4), (ITI.5) y (III.6). En particular las primeras reglas de
- suma (capitulo II seccidn 5 A) para @s(b,%) vy Q(E,‘E) apuntan que
en t=0,

Gs(kza):*i . . : (;11.14,).

Gy (k&) =Sk)-4 , (III.15)

donde S(k) es el factor de estructura estitica del fluido defin;’_

do por (I.21); ademds, de la misma regla de suma,
G (ko)zS(k) ':'-»'N“'(?(%z)i?(ﬁ)} o (III.16)

Si ahora multiplicamos (III.8) por la derecha

pér jo;(b) y promediamos, obtendremos la ecuacibn de movimiento

para Gy(kt)

o .

En la ecuacidn anterior no se anula el término no homogéneo ya
que E(h,‘&) no es ortogonal a ?A_(b].

De la transformacién de Laplace con respecto al
tiempo de las ecuaciones (III.9) y (III.17), obtenemos el siste-
ma de ecuaciones en Qglk2) y Gulk,2)



- 40 -

2 (sl 2) =L+ mg (k,2) Gslk,2) =0 (ITI.18)
2 Go(k,2) - (S(R)-1) + gk, 2) Gy lka)=
) | 3<Fs,(k%%)i?d U?’Q» . (ITI.19)

Para resolver este sistema se puede pensar , como primera aproxi
macidn, en despreciar el término de la derecha de la ecuacidn

(IIT.19) con lo gue se obtiene » .

Gy lle,2) = (S(RY-1) Gslh,2), (ITT.20)

o, en términos de C%(%,§>

@ (lz.,%) = S(k) Gis U"Z,@) . | V (VII'I.Zi)_

A esta expresidn para CQU%%\ se le conoce como la aproximacidn
de Vineyard(15l No es dificil comprobar que la ecuacidn (III.21)
satisface la primera regla de suma , pero no asi las siguientes.
La aproximacidn de Vineyard no satisface las conservaciones de
particulas, de cantidad de movimiento o de energfa. Al incluir
términos en <%(E;€H?¢g(@> en (III.19) de orden %2 obtendriamos

~una nueva aproximacidn que, al satisfacer la segunda regla de su .

ma, incluiria correctamente la conservacidn de particulas. Si-
guiendo este procedimiento hasta orden 2°¢ quedaria satisfecha
también la tercera regla de suma y por lo tanto tambié&n la con-
servacidn de cantidad de movimiento ( ver ecuaciones {IV.13) a

(IV.19) y discusidn que las acompaha).

2.~ Descripcibén con dos Componentes.

Con la misma intencidn de relac1onar w%(k{) con
G%(&ﬁﬂ se puede pensar en otra alternativa de eleccidén mé&s natu
-9 N —
ral del vector }Q teniendo como componentes a las prcpias funcio

nes ?s(b,‘li) Y PA(!Q,'{:), es decir

F

Al 4) =[ fsll,t), Palit)] (111 22)
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Para esta construccidn de r‘ﬁ(ée 'ﬁ) también se anula el término de

frecuencia L.Q_f(ecuacuin (IT.21)). Que todos los componentes de

t{l, es decir <£L?51&> ,{LL?Al?‘Q y (iL?s‘s?ﬁL> se anulan sc pue

de demostrar empleando
Laltolpd ; Cil (Qsa ) 1G5+ 0 )
= Cls 19 # <ELQalpud & {elfelfud e il palfs) (sz,zg)
y aplle:;amdo el arg‘umento utilizado en (T71.7) para {iLple},

(&i iﬁ} y (L L?g “€§,> Ahora, si observamos que debido a la con

dicifn de estacionariedad
Lo ()| oly (00 = Loty (Bas) |z (D) 5 ' (TTT.24)

entonces tenemos

<§' L?$ 9‘{‘) < ?3(%2-‘”) ?& > x@ <§)S gt)l?é,( _,«f‘t c €3

= (Sl )| Rt = -0l )2 Qa4

2 - <§’5 il fud= <Us-;%2zl?s> 5 (111.25)

entonces , témbién los dos términos restantes de ¢k son cero.
- Por otro lado, utilizando el hecho de que ¢ )::
éz?gii 5%&:[0) para cualquier variable dindmica et (%), tenemos

s oA) [ a ()} = G (b 4) = <;?é(%.'&) \950@} (T11.26)

ya que

Y

<tk Y = (B 0| 7 5 }f’; (et ooy
- aN i:(eul.ﬁ cfg e | £ ‘:3@} i < (&, ?iw &M @>
< ZQJ‘: ﬂwl s nca:s> <9& (b -t) s(&»
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~Ademds, utilizando esta Gltima ecuacidn y las velaciones (III.11),
(III 12) vy (III 13), tenemos

i RV N e
ol LTI ey
<Z‘e"}'€ Y:S(:ﬂ s 2@ .‘:3(®> <eLT; '((({;) ﬁﬁtg \I;(o)>

S
- <>ie~‘r= ¥ ca l ik V"\<°>> - <€ﬂ§,;§w§@u ﬁ’(@)}

3

zi’-‘:&

= N e,(&,ﬂmzcgé,(&,%%@sc&,ﬁ) (1T1.27)

INsOW T &%)

Por lo tanto, la matriz de correlacidén = (4 }:-(A/-L)/A) toma la

forma

Gdlem)  amnlR®)] [g

"
3@)“ % 9 (I11.28)
<9dcb{)lg>s(&> ORI {_@é NG

y ent=0 , recordando (ITI.14), (ITI.15) y (T11.16)

| \ S -1
= (t=0)= . (III.29)

(Stk)-1) NS{R)

Utilizando estos resultados para la ecuacitn de movimiento de

E(%) (ecuacién (II.32)) se obtiene finalments

) - o )
%Gis 2Ga l (‘S&}“i) ‘ Mu M;z GT’B Gd .

- ¥ =0, (III.30)
2Ga Z-NG,] (Sby-1) NS [My MailGe NG

dondeG,G’As de dependen de las variables %&’. ¥y 2 . La ecuacidn an

terior implica el sistema de ecuaciones
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2Gs -4+ MuGs+MeGa=0 - (111.31a)
2 Ga~ (8()=1) + MuGa + Miz(0G) =0  (TI1.31D)
2 Qd - (5(\*&)-»"1_) A MZ\G\S + Mza{a& =0 (r11.31C)

N(ﬁ@‘“siﬂ?)) + N\zx&é + 5‘!%-&3 (ﬁ»&,%}mg (I11.314)

i

Como s8lo se tienen dos funciones de correlaciin independientes
(ecuacién (III.13)), entonces sdlo puede habz: dos ecuaciones in
dependientes en el sistema anterior, lo cual i=nlica que 1la mé—;
triz de memoria a su vez tenga UGnicamente &os omponentes inde-
pendientés. Se puede comprobar fécilmente gus -0 el sistema
(IT1I.31), las ecuaciones b y ¢ son idénticas - expresables en

términos de las ecuaciones a y d si hacemos gqme

Mz = Nﬁ\(?”\zz“ Mu) (ITI.32)

Mau = Mzz*"‘"\n S : e v (111,33)’

Asi, obtenemos el sistema

2Gs~L+MuGg=z=o0 © (II1.34)

EG, mSCk)—%»MuG‘:o ' (111.35)

donde se han despreciado los términos de ordar FJﬂ.
Para. resolver tal sistema es .:tural pensar pri-
i .
mero en una relacidn sencilla entre My Yy ?‘ug. En particular,

si igualamos estas funciones y resolvemos €l :istema, obtenemos



Gllk,2) = S(k) Gs (k,2) | (I11.21)
que es la apro%imacién de la convolucidn de Vineyard,

La siguiente aproximacién seria hacer X%h propor
cional a Ivhzescoglendo la constante de proporcionalidad de tal
manera que esta se cumpla al menos para tiempos cortos. Esto se
puede hacer considerando los primeros té&rminos de la expansidn
en series de potentias inversas de <35( @) ytg(& ?) que se puede

obtener de la tabla de reglas de suma, esto es

Gk, 2)=2"t &U’T 2., . (III1.36)

G;( %‘,3 Sa\ Z EU}ZE“%”. 3 (1171,.37)

despejando de (IT1.34) v (IIT.35) las funciones $4u yiwézy utili
‘zando (III.37) y (III.38) obtenemos sus correspondientes expan-

~siones dadas por

Mu “‘3,{5) = %#??U?z 27 ..o » (I1T1.38)
Y o : ,
" . N
Mzz(z’-‘ﬁ,%} = %f‘frzz !.S(.Ez) oo (II1.39)

i
s

Por lo tanto, la aproximacidén siguiente serd hacer

M“(&la)zgiia3 MZZ (ba%\) ) ) (II1.40)

~ Empleando la expresidn

S(k) = és/iii-*fc(\%)) 9 (ITI.41)

(que se obtiene transformando la ecuacidén (I.14) a espacio de

i 4 e, SR a1

S
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Fourier y teniendo en cuenta la definicién (I.21)), junto con
las relaciones (III.34) y (I11.35), la aproximacién (iI1.40) con

duce a la expresidn

G(l@ﬂ%):" S(R)Gg (b 2) 9 (£[II.'42)

V- pCCl) [2 G U, 20- 4

la cual es el resultado obtenido por Kerr“ﬁ)mediante un método
muy diferente al expuesto aqui. La aproximacién de Kerr predice
correctamente la segunda regla de suma, o segundo momento en la
frecuencia J de S(E‘%w) Y, por lo tanto, incluye en gu estructura
la conservacidn de particulas(ver ecuaciones (IV.13) & (IV.19) y

discusidn gue las acompaia).

3.~ Descripcidn con cuatro Componentes.

OLra manera de incluir la conservac1un de parti—
culas desde un principio es agregar a los dos componentes de ﬁ%
utilizados sus correspondientes primeras derivadas, o sea, consi

derar

Z\%‘:[?Sjgg)f;L?s;LL?&]*’{?SJ?A’)L%’?\SSJLk&je\.‘l . (IT11.43)

donde Js 3735 sbq,respectivamentg la parte auto y distinta de la

densidad de corriente longitudinal\j y estdn definidas por

.3 Jsr)d

N ’ * .
A etgo\"f‘ (III.24)
R T
Y .
' L I |
" LD, LR ' -
jd‘—'z _E,..._&._Q i_ ’ , (II1.45)

y donde, por supuesto, tanto ?5 como ﬁ ’ jg y jf_& dependen de }2 V4
de t . Las expresiones (III.44) y (III.45) se obtienen a partir

de (I&.3). Definimos también la funcidn de correlacidn corrien-

W, el oS
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te-corriente como

JleA) = 3l )] jU) (k)| ji) ¥, (IT1.46)

La introduccidén de dos nuevos componentes en Zf
que son derivadas en el tiempo de los dos comsiderados anterior-
mente no introduce nuevas funciones de memoria, ya que sequird
habiendo solamente dos términos independisentss (Gsyfﬁéﬂa(agy
G ) y dos funciones de memoria independientes correspondientes a
ellos. Por lo tanto, el resultado es el misinc si en lugar de tra
bajar con el vector Zf definido en (III.43) irabajamos por sepa-

rado con los dos vectores independientes de (0S8 componentes

Zfs (k,t) =E?5u3,£), d’&\js (*2,'(:)} " . (III.47)

- T : -
Ac(“’?,"&\:[?(%?;'{Z)thl(kl{)] _ | (III.48)
Considerando sus matrices de correlacidn asociadas

ES (4) = <ES(:€) lff“fs> | (III.49)

=D - ‘
— C({,):<ACG€)! Ac> (II1.50)
sus correspondientes ecuaciones de movimiemits son

2 T (2) - Telt=0)-i Qs = @+ Msh) 5@ =0 (111.51)

2 =@ -=lt=z0)-i - Z— @+ M) Zcl@)= 0. (111.52)

Para obtener expresiones de los t&rminos que apa
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recen en las ecuaciones anteriores, necesitamos antes que nada
obfener algunos resultados que nos faciliten su desarrollo. Dedi
camos pues los siguientes parrafos a la deduccidén de tales resul
tados para més tarde volver a las ecuaciones (III.51) y (III.52).
Una propiedad general de las funciones de corre-

lacibén que nos serd de utilidad es .
CAW|BEY =S (AW IBEY = L (AW) | B0}
MQWHBM# ~{AWB|B©), (I71.53)

donde se ha empleado la condicidén de estacionareidad (III.24).La
ecuacidn (I.59) obtenida anteriormente puede expresarse en tér-

minos de la corriente\) como sigue .
| - k(? QQ z
<{§2j!i}a\j>:{zm§(& \”)U@ ,%.5(‘3 > f\( \{,)z NEW: (111.50)
3 _
De este resultado y de la definicién (III. 46) se obtiene que

Lk liky) = J(M}(@ kj) = J(ét}kw (111.55)

Nos proponemos ahora demostrar una importante relacidn entre
@(%2,%), SU@ y \,)(’2,'3), la cual es una consecuehcia de la ley de

conservacidn de particulas
LL?C’?&,‘H = ”2:)(%5{{1) ‘ - (III.56)

De la ecuacidn (III.13), de la propiedad descrita en la expre-

sidn (III.53) y de la condicidn anterior, obtenemos
éf%ké_ < (E)l?) <?(Q\?>""‘<L’l21&)ldzj> (III.57)

Integrando en ambos lados con respecto al tiempo y recordando la

propiedad general descrita en la ecuacidn (III.7) tenemos

c! Slg%(ﬂa CLNC@ j{._\g (x\lt%ﬁclx. (I1I.58)
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Haciendo una transformacidn de Laplace de esta Gltima ecuacidn

coh ayuda de las propiledades

‘ 1 (%) : : '
i("}”’;{‘.}i“): ij(?-) = Y x=0) , (III.59)

é - .
j[fg(X)C/X}': 2! yf%) (III.60)

y utilizando (III.55) y (III.1l6), se obtiene finalmente
EGU?,%)“S(‘&) = -2 RPuz J(k,2) | (III.61)

Es claro que haciendo un desarrollo similar para fg y jS nos con

" duce a _
2Gg(k,2)-1= g g?‘z“f%axjs(&,%> , (I1T.62)
don@e, por supuesto A .
P2f,. | ,
Js k,‘"?) = %{Qs (k,t) ij_s(*ﬁ)} <js(%?.) L')s(h»} . (III.63)

Ya que la solucibén de la ecuacidn (III.51) es bompletamente and-
“loga a la de la ecuacidn (III.52), trabajaremos solamente en
esta Gltima y, cuando sea conveniente, sehnalaremos el resultado

para la primera. La matriz de correlacifn :Eiﬁ(g)esté dada por

P.(g)%)‘?) (S’LQECM;]

P 7 -
. ‘ECCE):G[AA«:H)/A&:E « (III.64)

Gljlpy  Cikjdliksd

\

El primero de sus componentes, de acuerdo a la definicidn de

G;(b{&) , es
’ i(?({’)“» =A NG (kz). | (III.65)

- et s e
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Los términos no diagonales se obtienen utilizando la propiedad

(I11.53) y la relacién (III.61) de la siguiente manera

Y p@liky= - Llikiw]pd= -3 L NGk )

e 1L

= aN[ﬂZ*G{@?,%FSUE)J = N %ZZU‘%Z%“‘JGZ,%) (ITI.66)

;£<L %L%)!?); N[EQ(QR,%)“SU@]; ' (III.67)

el término restante se obtiene de la transformada de Laplace de

la ecuacibébn (III.55), y es '
i(ikj@’-)%i!ﬁ»: Nd(’f&,%) %izU}Z, , (III.68)

Por lo tanto, sustituyendo las cuatro Gltimas relaciones en la e

cuacidn (III.64) obtenemos

G beuzzam J(2)
=.@=N| . g (III.69)
[2G@-ste Kurde

‘Por otro 1ado; la matriz :Ezc@;d>esté dada por
4p1p) (pltky)

EC({::O): zc ! Zc =
< ’ LeRipy  Likyliky)

S(k) 0

. © (III.70)
0 kK

el p;rimer término se obtiene de nuevo de la definicibn de Gi(k.,‘e)

y es.

<?§.?>§NGA(°) =N S(k) P (ITI.71)

.



.....

. lbs términos no diagonales se anulan debido a la propiedad expli
cada en (III.7) ¥ el Gltimo #fkmino, <L1"2\)‘Lr2-‘j>‘ , va ha sido obte-
nido en la ecuacitn (III.54}. Ya que m&s adelante utilizaremos

. .o . .
también la inversa de esta maliriz, la anotamos en seguida

;’l \ bz().}z 0
T S | . |
AAY = N (NS KAs?)
0 Sib)
- Bl
=N o o (I11.72)
o Py
- _ o
Nos resta calcular la matriz @& frecuencia i .Sle
Q= (Pi LA A (A Ay
oilgley  (Pislckiy syt o
= Z (I11.73)

CFilikyley (Bliyliky) O (N¥wY|

‘Utilizando el hecho de que g% operador 'P de proyeccién es hermi
tiano y C‘on31der«ardo la consimuccidn de t‘fic, los términos de

@ %;ﬁ&‘Ac_ resultan ser

(%th?%?} (ﬂg),@ 9 (I11.74)
<PLLL%¢}%L!’1‘J>=<€ 5 (III.75)

<?LL§§"J‘ZJ > = <é l%ﬁi‘"‘:f\[ 'F&ZU%;' ; (III.76)
o CPilikg[) = (Fph=-(elp)=-NEu? (111.77%)
En las dos primeras lineas ms:utilizd la propiedad (III.7) y e

las dos Gltimas, la propiedafl (III.53) y la expresidén (IIIL.54

Poyr lo tanto, la matriz de fsescuencia L..Q,c, &3

ik e
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& |
{A.Qc..::

(ITI.78)
~ket o '

dondeCi., la velocidad del sonido isotérmica,estd definida por

cHlk) = U/5(R) . - (I11.79)

Asi, el tercer término en (III.52) quede expresado.como . i

. 2G-S R |
LQ»(;B ,,:*C(E’B-?a N _ b {IIT.80)
-G u%u;a‘%fcﬁz"‘d

y por filtimo, el cuarto término, como

— MaGe Mﬁz(ag‘"S&\) EU{F(M” 214 M\z\)) ' |
MC(«?)"-;Q(@) =N y (TIT.81) «
| M, G+ Mez (26508 Buz(Mazd+ Meed)

substituyendo (III.69), (III.70) y las dos filtimas expresiones

en {(IITI.52), se obtiene la ecuacién matricial de movimiento

=G Bez) | 1SB) o legst Bz

e

22G-25() Buzad| | © Wazl | -GRg - Kutkctat

MG+ Mo (2G-S gc,»%a(muw-z-m,zd)']
Mm G‘\-%\ Mzz (EG“ S(b) EU"‘?(MZ\%-U'}’ Mz&\))-j

Ahora bié&n, es claro que para que tal ecuacibn se satisfaga los

.

=U. (111.82)

dos términos términos superiores de la filtima matriz deben anu-
larse, lo cual implica que Pﬂu:szco. Por lo tanto, la ecuacibn
matricial se reduce a un sistema de dos ecuaciones, pero ya que
hay una sola variable independiente, ambas ecuaciones deben ser

linealmente dependientes; estas son

!

i

;

i
R
{
.
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22Q -St2 + Gl%el + Moz (26-Sk)+MaG= 0 (III.83)

%ﬁ&l(ngii’%izE"d%*Mzaé—%“ Mm@“\.})w'*o o (III.84)

Multiplicando la ecuacibébn (III1.83) por 2 , utilizando (III.61) y

learreglando, se obtiene
2
B (ed -4 Kerada Maed oM G- S8 )) 0 ey

Ahora (III.84) y (III.85) se satisfacen sdlo si My =0. Por lo
tanto, escribiendo a Pﬁzzcomo b«can ecuacibén de movimiento para
J(!al%) resulta finalmente en

Cadlee) Lz )la) e M J(k R =0 . rras)

De manera completamenté andloga se puede resolver la ecuacién
 (III.51) para _=. ('i’:) Las modificaciones necesarias a (III.86) pa

ra obtener la ecuacidn de movimiento de JSU’E‘.%) son casi adivina

‘bles. El resultado es
2 Jg (lg,2) -1 QU}Z-E“‘JS(%‘Z) + Mg JS(%a,g) =0 . | (IIT.87)

Es deseable expresar \}(%'2,%\1 en términos de JS (,trg,%) , es decir, re
solver el sistema de ecuaciones formado por las fGltimas dos ex-
presiones , eliminando los té&rminos de memoria si es posible. Co
mo primera aproximacidn podemos, como en la seccidn anterior, i-

gualar Mc.YMs- El resultado de esta aproximacidn es

}?.U'?-g-‘?\)(kz-»)( Sfb\) (‘T’%%% i:), | (111.88)

el cual, utilizando las relaciones (III.61) y (III.62) para ex-:
A

_ presarlo en términos de (%0‘2,{) y C]s(‘t?,'h) y la expresibn (III.41),

nos da '

(z 5(’%23 G i)

(I11.89)

g(S(h)E“—Ga)C(%Z) =
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. la cual da lugar a la expresidn

’% - S ( gz)C'-]S (\QJE)
G*(ARIE )= Lo (Y (2Gsll,2) - L)

(I1T..42)
que es precisamente la aproximacifén de Kerr obtenida en la sec-

cidn anterior,

La siguiente aproximacidn consiste en considerar

Mc y Mg proporcionales,
Melle,2) = Ms(l, =) ) : (111.90)

escogiendo la constante éﬁ de tal manera que la igualdad anterior
se cumpla para %,:‘0 . Para esto, se puede emplear la expansidn de

@ Yy @5 en términos de 2 hasta la tercera regla de suma, o sea
- — 2 U . -
Glk,2) = Sz - Btz kmrawe)y -... (TI1.91)
| - 27V b pta-3 !;Z 258 2 '
y Gslha)= 27 - kwrad 4 k2 dwgd - ... (III.92)

y con la ayuda de las expresiones (III.61l) y (III.62), se pueden
obtener las correspondientes expansiones de J(Eﬁ,%} y \Js(h,%).

J(%z,z).:z“‘—-z‘%(wﬁ}-;-... (III.93)
y Jé(h,z)iz'l ‘2‘3403\32)“3'”' (TII.94)

Sustituyendo estos resultados en (III.86) y (III.87) y utilizan-

do (III.90), se obtiene el valor correcto para a/\

&

_ Swgy-kek
- we) - %220}7‘
'Resolviendo ahora el sistema (II1.86) v (III.87) para J(k,%) y
JS(‘Z,-E) utilizando la aproximacibén dada por la ecuacidn (ITI.90),

(III.95)

tenemos

) Js (k,2) |
JUZ,-Z)— [os P oz - Ropa g ddstl ¢ 0 (II1.96)



.y sustituyendo el valor derE&dado por la ecuacidbn (III.95) se ob

tiene !

(%2 %) ((ws?)—%fu;a) JS | (II1.97)
K0y =Ko ) 1Bz (o MR- (i) R JJg + ()~ )

Esta ecuacién'fué derivada por Ortoleva y Nelkin (17) de una mane
ra similar. Es un ejercicio tedioso pero sin obsticulos compro-

bar que la aproximacidn (III.97) satisface las primeras tres re-
glas de suma simult&neamente, aunque no las siguientes. El1 hecho
de que satisfaga la tercera regla de suma nos asegura que esta a
prpximaéién a incluido correctamente la conservacién de la canti
dad de movimiento longitudinal (de nuevo se refiere al lector a

las ecuaciones (IV.13) a (IV.19) y a la discusidn que las acompa

na).

4.~ Descripcidn con seis Componentes.

Siguiendo el esquema de la seccidn anterior, es
"posible ahadir automiticamente la conservacidén de momento longi-
tudinal al formalismo si ademé&s de considerar como componentes
dezzq las primeras derivadas temporales incluimos también las se

gundas derlvadas, esto es,
[?s 9&. nL?s,LLS’A,(LL) Ps, (L) Qd}
zE?s, fa, ks, ikya, ~(K) 0 - (%lz/m)@} 5 (III.98)

donde la densidad del tensor de esfuerzos mlcroscoplca esLa defi

nida por (consideramos {inicamente el componente(LL( ‘1) E))

h r"-"'f ')U P .9—3
ko iLial S (-2U ikt *‘R)
WG"-.LLJ m;%;‘l 9\1& -y < (III.99)

_ - N
aqui, Yl& Yy Eﬁh son los componentes de Yj y a‘, respectivamente
en la direccidn de h .

El vector /\ definido en (III.98) ha sido cons-

truido afiadiendo dos derivadas temporales m&s al vector utiliza-



do en la seccién anterior (III.43), por lo que no se introducen
en :sta construccién mé&s funciones de memoria. Es claro entonces
que se obtendrén los mismos resultados si consideramos, en lugar

de] vectorzA dos vectores independientes de tres componentes
As Yy ?Xc. dados por

/Z:s EEQS,LL?S,(CDZ%] (II1.100)
Y 75\1 "“[9: Lly, ("‘L)E? 7 - i (IIT.101)

Definimos la funcidn de correlacién del componen
te longitudinal del tensor de esfuerzos del sistema y de una so-

la particula, respectivamente, como

) -1 -
L_(%z L) = dwi) {0 »{%}{@a‘a\.‘:igﬂ?‘ (ITT.102)

v T (k) s Cwdd (Gt DG ) (G [0s () (I11.103)

Utilizando la ecuacidn de conservacidn del componente longitudi-

nal del momento,

L&a N L- .
PR =L

\} J (I11.104)
la expresibn para el pardmetro de frecuencia.<&u§>(ver ecuacidén

(I.60)) puede expresarse como
o 2
. I3 Y M .  \" 4 L3 I “
<t = LIS L olod s (111.105)

De las filtimas dos ecuaciones y de la definicidn de JCEQ{J (ecua

cibén (III.46)) tenemos que

2 o g, - o o et .
LIED Ll G155 = - GG eteltp(eteey

'2.

== (GC-&)\G)(GN“)‘QM}F ;—(uJL}(c&)\G}(@ )5 (II1.106)

integrando esta igualdad, efectuando una transformacidn de

i
i

i
!
!
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Laplace (de manera similar a como lo hicimos con la ecuacién
(III.58) de la seccibn anterior) y utilizando la ecuacién
(ITI1I1.102) se obtiene

J(%)‘ =zle2® 2 () (ITI.107)

De manera anéioga, se puede también encontrar que
o, ==& .
C J@y=2kR 2.2 (ITI.108)

De nuevo, nuestra intencién es resolver las ecuaciones de movi-
miento (III.51) y (III.52) pero ahora para las matrices de corre
lacién asociadas a los nuevos vectores Z% y ﬁi_, Desarrollaremos
la solucidn para la matriz de correlacidn total, y; al final de
esta, mostraremos los resultados que se obtendrian para la ma-

triz de autodifusién.'La matriz de correlacidn total es ahora

r;g,@(mg) deliLe) @ ]aLye)
Z@=f gy Hgaligy |l | naon

“m Wseled  Furee]iLey L@y |

Cuatro de los componentes de esta matriz va fueron calculados en
la seccidn anterior, a saber, los dados por las ecuaciones

(IIT.65) a (III.68). Los restantes resultaé ser
&(?&)[M)?} = LLW|e) = 'ﬂin(?&)\?) = -NRer Iz,  (rrr.110)
£ @ialp) = LEwled = LTy = -NRs (k,2) (TT1.111)
2L LTp gy = LG w]gy = (e Gl «NK2 (23ed L) | (r12.112)

R pw|LRpy= iﬁ(g%w)‘g;m) = - N KU (2dll2)-1) (IT1.113)
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é"((mly@);mwv :’Lm@w 0y)=-2 Wyi >)~--°‘f3~t COHIW

- NEu (22) (k2)-2) = szu‘zz,(ri) (ITI.114)

El tercer y cuarto componentes se obtuvieron del segundo con ayu
da de la propiedad (III.59) y la ecuacién (III.76). El dltimo se
obtuvo empleando la misma@ propiedad y las ecuaciones {ITI.112) j
(ITI1.107). Resumiendo, la expresidn (III.109) queda dada por

G Wz - Rt |

=2) =N [2G-5k) ez Ku(1-2d) (III.115)

Kozl JBert-zd) Kerl

e

Por otro lado, la matriz{ﬁiziz> tieﬁe por componentes
O Kty G iy
KWAIAD= [y 1D IR
K2R IR G

y como ya se ha visto en (III.7), todos los t&rminos de la forma

(IIT.116)

'<8\B> son cero, por lo que los términos de las diagonales de la
ecuacibn anterior se anulan. Los dem&s esté&n dados, unos por las

ecuaciones (III.76) y (IITI.77), otro por
o o0 11 )
& l?) (&) 103 =) cwey <15y = coony N R, 1117

donde se han utilizado las expresiones (III.104),(III.105) y
(I11.54), y, por Gltimo, el término restante se obtiene utilizan

do en la ecuacidn anterior la propiedad (III.53), esto es
<§.1§’>=“<§1§>="<w3;’)N\?3u§ . © (IIT.118)

R
Entonces, la matriz <LLAJA& queda expresada como

{



(LdegQ::ﬁQ\%W}

es

la matriz <EQK> '

= _lt=0)=

AN =
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<519

cuyos té&rminos ya han sido

0 o |
S0 ey
o ~wiy O |

ta es

Gl Gl 1]
Glgy 41 Gl

Gl GI9

obtenidos.

(ITI1.119)

Otra expresidn necesaria es la correspondiente a

(I11.120)

En particular, se anulan

los términos fuera de las diagonales por ser de la forma <é§§>
y los demds estén dados por {(IIX.71),(IIX.76),{III.77) y

(I11.117), por lo que

SWEEr o
AlAy=] o ;
-l o)

asf mismo,
i

CAIRY = N (wiysth)-Boz)

- 1
o 5 (II1.121)
wi)
iy o g |
O @izigg)‘g- o '(111.122)

La matriz de frecuencia tLS%¢ se obtiene entonces de las ecuacio-
nes (IXT.119) y (IIIX.122), esto es

L-Q ={L LKJ Ay (’\\

* (IT1.123)
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Por lo tanto, de las ecuaciones (IIX.123) y (III.115)

h '26-5(k) i Ko (1-2J)
Lo &)= j—%zzuzﬁ-d ~Rur{i-2d) B2 7 «(III.
| | . t2d)
-(2G-SE)wdy - Bord oy -Fup(I-20)<wd) ]

Por Gltimo,

3 Y 2 2 k
MuGﬁan@@"S&» EZWL(W\E"U"}’W(&J h(.\“?'(vM“J-{-M(g(f-EJ)

“Miskerd ~Mis(1-2J)) *Mis )
e g MG+ Ma G650 oMoz Ueta d g%%%%udfﬂaz(hi&) (ITI.
Me=d®= | SMakird ~Masl-24)) +Mesd) © 125

MGt Man (26-50)  But(Mar2 Ve Mz _ Rt d+ Maa(-22)
“Mas Wt - Maa(1-2d)) + MiasZ.}

Al sustituir en la ecuacidn de movimiento

L

(ITT.52) los términos dados por las matrices (IIT.115),(IIT.121),

© (II1.124) y (IIT.125), se obtiene una ecuacibn matricial cuya so
lucién estd dada por el sistema de nueve ecuaciones correspon-

dientes a cada uno de los términos. Las tres ecuaciones corres=-

pondientes al primer renglén son:
2G-S )~ 26 S+ MU+ M (a6-53) <M Ktz 0,
&Uﬁ-":{dﬂjé"Mu%“‘\)*MlZ JMi(-zd)]=0
Beladn (-2 )-Mod + M) T ] =0,

de las cuales es claro que Mu =M12=M13=0 . Las ecuaciones corres

.pondientes al segundo renglén son

(2G-S + KUt 1 Mai G e Mz (2G-SU)- Mo Koz ) = 0,
ZUizEZJ-lJr-(\-a-JH- MazJ+Mazd - Maa (1-2J)] = ©



- 60 -

e 7, %
lw [E(PEJ) 7 -Made+M 2.2.?3‘*23«3}4-?‘435 :;322{}

y, recordando la ecuacidén (III.61) y la (III.107), sc puede tam=-
bién mostrar . que lﬁa::M&F Mg=i>, Por Gitimo, las ecuaciones co--

rrespondientes al tercer renglén

g’?}(}}z‘("?\) -H) +{w g’_) (%Gi ‘3(&))%‘ E\ﬁi 2y {'g f‘{;ga(i%e{“'suﬁ\)) - Hfﬁ o J 0
' (IIf’lZG)

ngEz(zJ D dwyd + Mgz Je Maad - Mzs‘d zd)]=0 (III.127)

Bzl =¥ - 4w£>+<mﬁ>(\»«%¢)w s +Mga(1-2d) ¢ Maz

(III 128)
deben ser dependientes entre si, pues solamente hay una variable
independiente (por ejemplo(é yz; dependen de J(é? a Zravés de

(I1r.61) v (IIT.107)). De hecho, multiplicando la primcra ecua-
cidn por{ag/%§£§?> y utilizando {III.61l) en ella, pcdemos res-—

tarla de la segunda y obtener

3

wMa\( m%a°‘d)+M%g(J N4 Mazel-ade)=0 ,  (r11.129)

lo cual, volviendo a utilizar (III.61) y escribiendo @%;en»lugar

de r433, implica que

Ms\’“g"(i‘%‘z"}‘aﬁ Maa-’-’ MC. }) .- | (III.-130)
gue puede también denotafse;'aprovechando (IIT.79), como

M= Me B o » (III.131)
" Entonces, las ecuaciones (III.126) y {IIT.127) se reducen a
2(ad- Y+ dwdd + Me (lzcnz Head-1) +Maad=o0  (I11.132)

y la (III.128) a
(II1.133)

3‘(?:J-=l)+<w YJ + Me (Fezatdrd L)t Maa @ d- 1 2t=0
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‘De las ecuaciones anteriores es claro que !Wgzzo, y por lo tanto,

la. ecuacidbn a resolver para.J(%) es finalmente

a{;_z—dmtwf{u.»fx_)-;» Mc[{@+~ ﬁch&")d~ij =0 (IIT.134)

La solucibn de la ecuacidén de movimiento para

:E:S(g)(ecuacién (ITI.51)) se obtiene mediante un desarrollo pa-

ralelo al anterior, resultando en
* "7 N «
a(2ds-L) + Cwad g + Ml (24 Eozahs- =0 (ITI.135)

Estas dos ecuaciones {(1119134}-y {ITI.135))
constituyen el par de ecuaciones independientes a resolver para
\JC@) y\JsQ%) . Al igual que en la seccidn anterior, como una pri-

» mera aproximacibén, se pueden igualar las funciones memoria corres
pondientes ?& y§%5 a fin de eliminarlas; lo que se obtiene con
esto es précisamente la ecuacidén de Ortoleva 'y Nelkin derivada
anteriormente ] )

JUQ, %) -2 +[( (- 2)<)2 - 4UJ§>Jsj /[.(? *’gﬂ?’zﬂ") Js -1] (L11.97)
2w (e et ) (1-rds) 2 - wéy Js 1/ Buza) - 1]

- (o> ~Ku?) Jsk,2) |
Loz - Bud-dndda bad) 2+ Koz ot~ Eui) 2] Us(l,2) + Kwid - kel

La siguiente aproximacién consiste en hacer proporcionales las

funciones memoria, O sea
Mc(kE) = g Mg (l,2) (IIT.136)

echgiendoAg de tal manera que esta filtima ecuacidn se satisfaga
para‘£=0 . E1 valor de € que cumple esto se puede encontrar des-
pejando de (III.134) y (III.135) Me(k2) vy Ms(&z,a‘) respectivamen
te, sustituyendolas en (III.136) y expandiendo J{k2) y Js(k,2)

en potencias inversas de # como en (III.93) y (III.%4). Conser-

vando solamente los tres primeros t&rminos se obtiene

£ = Mcll2) _ (2- (@2 rtwd)))/(Carlieta)d-1)
Ms(k,2)  (2-(22+4wd)Js)/ ((ar BuaJs - 1)

=y
g
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<C'~*~> Ko | qot) - mis® |
WES- R2aF  {wdd ~cws e A (IIr.137)

Sustituyendo entonces (III.136) en (III.134) y
despejando\Ja%EO obtenemos

J2)= (2+EM) 224wty (s Wk & M) (111.1368)

Despejando ahora Nk de (ITI.135) y sustituyendola en (III.138)

tenemos

Jk,2) = 2+ [E2(1-2J0) - B0 JoI/L(z + Buzza) Jo- 1]
T 2R Ry + B (21 o) (202 de) ~dw@d s )/ L (ar RuRa=t g -1

(ITT.139)

Finalmente, multiplicando numerador y denominador por el factor
-Eiaégﬁgqﬁﬁﬂjﬁsz y rearreglando

J(kz)=

‘:ﬁz’(?“im)%ug:{m;)%g a]dgﬁ(zféi)z | ' (I11.140)
[Jl (5 e+ )~ (oot da B (§Lobd k-Gl Kty (D% iy - i

b
o sea

J(k,2)= [5-1) 2%+ 54wdy - B )s(hd) - (3-1)2

[-(5“92%:@;%%«%2“‘3\)5(&,%)”(‘%*‘ﬁ,}z%é -’ R
donde
A= E(Cwess ez ) - Kopys o) |
B= Q((w > Ke )~{w.=§;‘) X (ITT.142)

C =<y -gke?

Se puede comprobar facilmente que esta nueva aproximacidn
(III.141) se reduce a la aproximacidén de Ortoleva y Nelkin (ecua
cidén (II1.97)) cuando g:i.

Es claro que el procedimiento que hemos delinea-
do para obtener aproximaciones para G% puede continuarse de mane«

ra de lograr que un nlmero predeterminado de reglas de suma sean

satisfechas. Obviamente las aproximaciones sucesivas van tomando



una forma cada vez més complicada y por lo tanto mds diffcil de
mahipular{ Es claro, de las diferenteé aproximaciones obtenidas,
que ademé&s de requerir del conocimiento defgg es necesario cono-
cer informacidn adicional tal como el factor de estructura est&-
tica y los momentos <w§) y(u)é} . Mejores aproximaciones requeri
rén del conocimiento de mayor nfimero de momentos<ﬂQ§“> . Estos
iltimos son célculables en términos de las funciones de distri-
bucién estéticas de W pa‘rticulas ,%(ﬁ’.oelﬁ}} ; ¥ del potencial
intermolecularl)(ﬁ}...,:i) . En la prictica no se tienen datos
precisos de la funcién de distribucidbn de tres o més particulas,
y por lo tanto, afin la aproximacidén (III.141) es de dificil em-
pleo dado que los momentos que involucra requieren para su cél-
culo de la funcién de distribucién de tres particulas.

En el siguiente capitulo deduciremos otra serie
de aproximacionas para Cé en términos defgg ,S(§) y los momen-
tos {wf""} y<w§“> que, a semejanza de los aquil presentados, cum
plen con las primeras reglas de suma y por lo tanto dan el com-
portamiento correcto de ﬁ% a tiempos cortos. Sin embargo, tienen
una, estructura sustancialmente m&s simple con lo cual permiten

su facil manejo.
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CAPITULO IV

UN2 NUEVA JERARQUTA DE APROXIMACIONES A LA FUNCION DE VAN HOVE
EN~ TERMINOS DE LA FUNCION DE AUTODIFUSION DE VAN HOVE,

' ' , Las aproximaciones de Vineyvard y de Kerr obteni-
das en el capitulo anterior (ecuaciones (IIT.21) y (II1.42}) su-
gieren el que la funcidn de van Hove C%(.%‘Z,?:) pueda expressrze de '

la siguiente forma

fie) = - S00Gs(k2) e
G( 1- (é(éz &j NS(%‘“%‘) ’

donde
7%5(52,%)25.*3@5&%%) » _ - (TV.2)

es la transformada de Laplace de la suceptibilidad

Xs (k,'ﬁ)ﬁ‘w-@%wfﬁ”%} . (7v.3)
Es claro que si Lj(%z'z) se anula, tenemos la aproximacidén de Ving
vard v que si lé(%a,%) = PC(k} obtenemos la aproximacidén de Xerr. En
tonces, es natural pensar gue asigndndole a La%(ﬁ?-‘z:) una de¢jpenden-
cia en Ez y en & apropiada nos resulten aproximaciones para G}
superiores a las antes mencionadas; es decir, aproximaciones ta-
les que cumplan con un nUmero predeterminado de reglas de éuma.
Nuestro primer objetivo serid el determinar cual es la expansidn
de 3(@2,2) en potencias inversas de # que genera la expansidén co-

rrecta de Gg (k.%)

Suponemos gue 3(@,%) tiene la expansién

Ylk2) = yoll)+ =5 52&) (f)“-‘- e (1v.4)

donde

Yo(k)= fc(k) _ (1v.5)
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Es necesario gue la ecuacibn (IV.4) posea nicamente potencias

inﬁrersas de 2 pares dada la forma de la ecuacién (IV.1) puesto

que
- . b RN 2 0 2
Cq»(i(z’%); Sk} - b Uy, Riuy *(LL . i U‘*‘r<g:1 £3 0 (IV.6)
Z z% E z
) e ) ’
G (%2 %)x UHL- - ?.U:i‘a_g_ %?'ZU%Z<M5&> - ?;U‘%?“f.(Ué} Loess ’ (IV‘ 7)
1S i - zg 35’ %q'
/ iz ., 12 o
\‘j %S(kig): %2.2()3;12‘_, %Z‘.L‘%""{LU‘;) + &U}Q\{Lﬂ‘sq} - s E (lV,S)
X E 24

Sustituyendo estas expansiones en la ecuacifn (IV.1l) obtenemos

para los primeros términos de l.,é(\ e)

S{E&)%Z(Eé)::(wcg?'}%»%az%z%ﬁﬂz) 5 ' ‘ A , .(IV.9)
= S0) Yy () = Cwdy + Bo{dud v cwed) y, (k) Sy
7 Bt ’
"%%im)%wégx Lwdd e %‘u{»%a(&)] 5 - (1v.10)

SEY, () = <wue 3+ Fu2(wd) + Sofydwdy o CENEATY
Z
% {; Ky +dwd ) v {ws >]x[<u§>~%~‘50?—z‘éo®]

S&LUQ\ Cw? >)L<wﬁ> + B0y +€0082) Yo () -

(éé) % <®sz) ((‘J-QZ}'% o ‘jb(ta))] _o(Iv.i1)

etc donde < “‘» e’ims a} /mz“\

No es @1f1c1l, pero si tedioso, concluir por ins

peccibén que la siguiente expresidn '
[25(G-Gs) - 23(S(h)- 1)+ 20y, () Y. (S(R)-2G)] /B .
1~ [Ga-ze R e (1 g () s G026 ] [ | TV 1)

genera los té&rminos correctos de 30342') anotados arriba. Tampoco

Yk, 2) = Yolk) + (-4 )

es dificil comprobar que, de hecho, la ecuacibén (IV.1l2) es una

expresién correcta para Lj(k‘,a) puesto que al sustituirla en la
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PN

ecuacidn (IV.1l) resulta en una identidad.

' Pudiera argumentarse que poco hemos avanzado en
proponer la ecuacibén (IV.1) con Lj(%a,%‘) definida por la ecuaci®n
(Iv.12), puesto gue esta fltima es solo otra manera de expresar
la anterior. Sin embargo, véremos gque la ecuacién (IV.12) nos
provee de un método sistemdtico para aproximar sucesivamente a
G(Ez.,‘z—) . Primero reescribiremos a bj(@-z,B) de una manera mas compac
ta ayudandonos de las definiciones de los tensores de esfuerzos
ZA(\Z‘IE) r 2.(k,@) ¥ de la suceptibilidad %(k,‘@),dados por

T o2

k? ZA(%ZI;;):;2-.3@5(&,2%22(3&)»5,) ) (IV.13)
y e |

}a;r ZSUZ,E) = 23Gek,2) -2+ EU%?‘ ’ (IV.14)

+ donde

.3\ Z(%a ’é) Z( z,%B

a,m,g\

.‘j X (b, 2) S -2 G(k2) .

T

(Iv.15)

I.as expresiones anteriores para g__ﬁ! ’fl%} y 4“5(}? %%) resultan de la
consideracidn de las conservaciones de particulas y de momento
longitudinal, pues tenemos que las correlaciones de corriente -

longitudinal, de acuerdo con la conservacién de particulas, son
kw2 lke) = 2 S(R) - 22Glk,2) (1v.16)
2 \)S(\z,a) =2 - 2_26\5(}2,&) 7 (IV.17)

y que las correlaciones del tensor de esfuerzos(componente longi
tudinal) de acuerdo con la conservacidn de momento, estén rela-

cionadas a las correlaciones de corriente por medio de

T (k,2) =2 - 22)(R2)  avas
L lkz) =z -22d(kz) . (Iv.19)
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'Su_stitu_yendo (Iv.16) y (IV.:7) en las Gitimas dos ecuaciones nos
reproducen. (IV.13) y (IV.14}. Empleando las ecuaciones (IV.13) a
(IV.15) en (IV.12) obtenemos .

o Zﬁ iy 2423&(%53) %Cs% ,
. - 2 o
‘é(%z,%)« ggﬁi‘)-!' @& ‘éo@’zﬁ) i %-25 . 2 (- ‘éa(%))’ﬁ.;a 1 | (1Iv.20)
k?wz N .

Procedemos zhora a especificar aproximaciones de
Gg{k’,%) que cumplan' con las primeras tres y primeras cuatro re-
glas de suma respectivamente. La primera de ellas consiste en re

tener fnicamente.té&rminos en lé(hl%) hasta la potencia ze ; O sea

2.a - 2% (XY Cudd+ Rut Yo k)

= : ' Iv.21
2 %?_Ewrz 22 : (v )
s Z (l-é;:&)}'}”s X =0 . : ©(IV.22)
2 ‘U ‘

de manera gue Q(h,z} queda sxpresada como

G(%z 58) Gis(ky2) | — | . (IV.23)
1[G (R) 4=y, ) 272 (Kwad + o Ue(k) ] We (kD

Para la segunda aproximacifn empleamos

2.4 , 22 ,g,,,(tz) Xs % {osdy -ﬂw% e (k) <w§> w o [KwEs + ¢us2y]

z b2 22 24 (IV.24)
S, 220U KNs X <ws>+12‘z% - Yo U)
Z (Iv.25)
z " Fus® :
con las cuales Gg(}a,%) queda expresada como
b s b G (k,2)
A Sk Gs ( 2) . (IV.26)

{@a)ﬁ%‘gaw) oy + bR (GudS +(widy)

- #a 24
L 4 (l)s(1-YsL 1) [ Wiy Yolk)

Empleando las expansiones {IV.6) a (IV.8), recordando que S(E):
(j-"%(h))-l Yy que <U~3ézh> =<@J§h>-<w§"> , al expander las ecua-
ciones (IV.23) y (IV.26) obtenemos, respectivamente

Gle2)= S gﬁz%g@z%&a} —e (1v.27)
- 2 2
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o Gles 2 b Bih . Bt .

con lo cual gqueda demostrada la afirmacién acerca de las aproxi-
maciones (IV.23) y (IV.26) con respecto al nlimero de reglas de
suma que satisfacen, '

' Es posible generar nuevas aproximaciones a las
ya obtenidas 1ncluyendo un mayor nlimero de té&rminos en (IV.24) y
(IV.25) y es posible también demostrar que si en estas Giltimas
se incluyen correctamente todos los términos hasta los de orden
2y orden,g'zwhl), respectivamente, entonces la expresién co-
rrespondiente para C%U%§) satisfard las primeras (n+2) reglas de
suma. La limitacidn a este esquema estriba en que cada vez es ne
cesario incluir un mayor nlmero de momentos <EQ§W> en la expre-

. 8ibn y, como ya vimos, para calcularlos es necesario tener cono-
cimiento de las funciones de distribucifn estdticas dew particu
las, las cuales son de dificil acceso.

Si escribimos las ecuaciones generalizadas de

rangevin para G(b2) v Gslk2), es decir,

Sk)- 2 G(k,2) = M{k2)G(k2) | - (av.29)

4-2G 0k 2) = Ms(k2) Gg (,2) , | B (1v.30)

y empleamos la ecuacién (IV.1) que define a y(k,2), obtenemos
M(}z 2. lg(lz 2) Co (17313

Y] \n 2
i ls\i’(;loi

Como podemos observar,id(h%) estd Iintimamente relacionada a las
funciones de memoria de las correlaciones G ngg . Cuando ignora-
mos la dependencia en & de(ﬁﬂmz), es decir, cuando la aproxima-
mos a %bﬁﬂ ia ecuacidn (IV.31) se reduce a la ecuacién (III.40)

que corresponde, como ya hemos visto, a la aproximacién de Kerr.



La extensidn de esta tesis pudo haber sido, sin perdida
de su contenido driginal, considerablemente menor. Sin embargo,el
material original descrito en el capfitulo IV requerfa, para su me
jor apreciacién,fel ser contrastado con resultados similares repor
tados en la literatura especializada (los trabajos de Vineyard,
Kerr, Ortoleva, Kim y Nelkin). A su vez, estos desarrollos parale
‘los al nuestro tienen la caracteristica de poderse encuadrar de
una manera elegante dentro del formalismo general del movimiento
browniano (la presentacidn de Kim y Nelkin reproducida y desglosa
da en el capitulo III).

Ante la anterior situacidn decidimos estructurar esta
tesis de manera de proporcionar al lector no especializado un pa-
norama mas amplio de las propiedades din&micas de los liquidos.
Asfi, los dos primeros capitulos contienen tanto las diferentes pro
piedades de la funcidn de- correlacibén de van Hove, como los elemen
tos del formalismo generalizado del movimiento browniano que permi
tan una discusidn expedita de la derivacidn de las dos diferentes
familias de aproximaciones que se intenta comparar. Como se subra-
y® anteriormente, la ventaja de la segunda familia de aproximacio-
nes sobre la primera, consiste en su mayor simplicidad en la deduc
cién y en la facilidad con gue se obtienen las aproximaciones con-
‘secutivas. Ademés esta familia, al igual que la primera, predice
el comportamiento correcto deCﬁ a tiempos cortos.

El comportamiento especifico de las aproximaciones pre-
sentadas en el capitulo IV para un fluido real o modelo de fluido
{Argdn, esferas duras, etc.) no estéd incluido en este trabajo. Su

S u
estudio es materia de otras investigaciones.

—
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