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RESUMEN

Las familias independientes en algebras booleanas se han vuelto una herramienta im-
portante en el estudio de la teoria de conjuntos.

El proposito de la tesis es el de detallar dos resultados relacionados con familias inde-
pendientes: el Teorema de Balcar-Franék (toda algebra booleana A completa e infinita tiene
una familia independiente de tamanio |A|) y que la existencia de una familia o-independiente
maximal implica que la Hipotesis del Continuo es cierta. Exhibimos esto en tres partes: en
el primer capitulo estableceremos las definiciones fundamentales y mostraremos los resulta-
dos pertinentes. Principalmente cubriremos temas de combinatoria (por ejemplo, la prueba
de la version general del Lema del A-sistema), 6rdenes parciales (en particular la nocion
de forcing de Cohen) y algebras booleanas. Definiremos familias independientes y explo-
raremos estos objetos matematicos con ejemplos y algunos resultados. El primer resultado
(Teorema de Pospisil) nos dice que si el algebra booleana A tiene una familia independiente
S, entonces A tiene al menos 2/5 ultrafiltros. Luego, mostramos que dado x, un cardinal
infinito, se tiene que el conjunto potencia de x tiene una familia independiente de tamano
2% (Teorema de Kantorovich-Hausdorff).

El segundo capitulo estara dedicado a generalizar el Teorema de Kantorovich-Hausdorff
a algebras de Boole, es decir, el Teorema de Balcar-Franék. Para ello, estudiaremos algunas
funciones cardinales con el propdésito de mostrar que ciertas algebras booleanas admiten
una descomposiciéon que nos sera ttil para probar el teorema central del capitulo. También
abarcaremos temas relacionados con conjuntos independientes de anticadenas maximales y
conjuntos independientes de subélgebras que nos ayudaran a construir familias indepen-
dientes en distintos casos. En la ultima seccién se utilizara todo lo visto para probar el
Teorema de Balcar-Franék y como corolario, calcularemos la cardinalidad del espacio de
Stone de un éalgebra de Boole completa e infinita.

Finalmente, el tercer capitulo estd dedicado a las familias f-independientes maximales
(dado un cardinal infinito ), donde mostraremos que la existencia de una familia o-indepen-

diente maximal implica la hipotesis del continuo. El texto concluye con una discusién de la



relacion entre la existencia de este tipo de familias y la existencia de cardinales medibles.
Estos resultados se presentan originalmente en el articulo de Kunen llamado “Maximal o-
independent families” que aparece en la publicacion Fundamenta Mathematicae (ver [4]).
Se recomienda que el lector esté familiarizado con los conceptos y resultados basicos de
la teorfa de conjuntos y de algebras booleanas con la intenciéon de que nuestro trabajo pueda
ser leido de manera fluida y clara. De no ser, asi se invita a consultar los textos [2| y [5]

para cubrir los prerrequisitos necesarios.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES

En este capitulo estableceremos los conceptos que se usarén a lo largo de la tesis y
enunciaremos algunos resultados de algebras booleanas que nos seran de utilidad en el estudio
de las familias independientes.

Dados @, un cardinal, y X y Y, conjuntos, entonces:

1. [X]? representara a la familia de subconjuntos de X cuya cardinalidad es 6, es decir,

(X ={EC X :|E| =6}

2. [X]SY representara a la familia de subconjuntos de X cuya cardinalidad es menor o

igual a 0, es decir, [X]S ={EC X :|E| <0}

3. [X]<Y representara a la familia de subconjuntos de X cuya cardinalidad es menor que

0, es decir, [X]< ={EC X :|E|<6}.
4. XY representara al conjunto de todas las funciones de X en Y.
5. Denotaremos por Z(X) al conjunto potencia de X.

Si f es una funcion, dom(f) y img(f) representaran el dominio e imagen de f, respec-
tivamente. Ademés, si E es un conjunto, denotaremos a la imagen directa de FE bajo f por
fIE], y con f~1[E] al conjunto {z € dom(f) : f(x) € E}. Usaremos f~'{y} en lugar de
()}

Adicionalmente, ot(W') representaré al tipo de orden del conjunto bien ordenado W.
Para cualquier ordinal «@ denotaremos por cf « a su cofinalidad. Diremos que un cardinal s
es regular si cf kK = K. Si cf k # K, diremos que & es singular. Para cualquier cardinal &, £

denotara al sucesor de k.

Definicién 1.1. Dadas dos funciones, f y g, definimos

fog={(z,2): Ty ((z,y) €g A (y,2) € )}



En particular, la composicién de f con g se puede realizar incluso si img(g) no es un sub-

conjunto de dom(f).

Definicién 1.2. Diremos que una funciéon f es una funcién cardinal si los elementos de la

imagen son cardinales.

Definiciéon 1.3. Sean E un conjunto no vacio y {X, : e € E} una familia de conjuntos no
vacios. Definimos al producto cartesiano de {X, : e € E} (denotado por [[{X. : e € E})
como el conjunto de todas las funciones de eleccion, es decir, € [[{Xe : e € E} siy solo

siz: E — |J{Xe:e € E} satisface que x(e) € X, para cada e € E.

Todo lo que no se defina explicitamente en el presente texto debera entenderse como

en [2].
1.1 Combinatoria infinita
Proposicion 1.4. k" = 2% para cualquier k, cardinal infinito.

Demostracion. Sea k un cardinal infinito. Como 2 < k, entonces 2% < k". Por otro lado,
k < 2" por el Teorema de Cantor |2, Teorema 7.26]. Por lo que tenemos que k" < 25% = 2%,

Asi, concluimos que k" = 2%, #*

<6

Definicién 1.5. Sean « un ordinal y 6 un cardinal. Definimos a <"« como el conjunto de

todas las funciones cuyo dominio es un ordinal menor a 6 y cuya imagen esta contenida en
«. Ademas, denotaremos a la cardinalidad de <a por a<?.

Note que si @ > 0 y tomamos 8 < v < 6, entonces P y Yo son ajenos. Por esta razon,

a<? = sup{[Sa| : € < 0}.
Lema 1.6. Sean s y 0 cardinales infinitos con 0 regular. Entonces r < |[x]<?] < k<9,

Demostracion. Como k= |[{{a}:a <k} v {{a}:a <k} C [k]<?, entonces x < |[x]<?|.
Ahora, para cualquier D € [£]<¢ definamos Ap = {f € PID : f es suprayectiva}. Note
que ) # Ap C <%%. Ademas, si D, E € [k]<? fueran tales que hay f € Ap N Ag, entonces
D = imgf = FE ya que f es suprayectiva, y por ende, Ap = Ag. De esta manera, si
tomamos ¢ : [k]<Y — J{Ap : D € [k]<?}, una funcion de eleccion, entonces tenemos que ¢

es inyectiva y por lo tanto, |[x]<?| < |U{Ap : D € [k]<}] < |<| = k=Y. #



Lema 1.7. Sik > 1 y 0 > 1 son nimeros cardinales, entonces max{6,rx} < k<Y,

by g:rk — <Y dadas por

Demostracion. Es facil notar que las funciones f : 6§ —
f(&) = £€x {0} y g(n) = {(0,n)} son inyectivas. De esta manera, el resultado queda

probado. #

Lema 1.8. Sean a un ordinal mayor que 1 y 0 un cardinal infinito. Entonces, se tiene que

a<t = (a + 1)<9.
Demostracion. Cuando w < a, tenemos que |*a| = |$(a + 1)| para cualquier £ < 6 y en
consecuencia, a~? = (o + 1)<7,

Por otro lado, note que si 2 < a < w, entonces los conjuntos J{"a : n < w} y
U{"(a+1) : n < w} son infinitos numerables. Ademas, las condiciones w < < # implican
que |?a| = |#(a + 1)|. Por lo tanto también se tiene que a<? = (o +1)<?. #

Proposiciéon 1.9. Sean k y 0 cardinales. Si @ es infinito reqular y k > 2, entonces (k<9)<¢ =

k<Y,

Demostracion. Empecemos por notar que la desigualdad x<¢ < (K,<9)<0 es corolario del

lema 1.7. Para probar que (k<%)<% < k< usaremos la siguiente
Afirmacion 1. Si o € 0\ 1, entonces |*(<%x)| < k=Y.

Nuestro plan es definir una funcion inyectiva ¢ : *(<%x) — <%(k + 1), y emplearemos
el lema 1.8 para obtener nuestra desigualdad. Sea f € ®(<Yk), arbitraria, y denotemos por

W; al buen orden que resulta al equipar a

U{{¢} x (dom(f(£)) +1) : & <}

con el orden lexicografico. Hagamos é¢ := ot(Wy) y sea hy : 6y — Wy el isomorfismo de
orden correspondiente. Méas atn, 7'['(}; W = ay 7'(‘{ : Wp — sup{dom(f(§)) +1: & < a}

seran las proyecciones en las coordenadas respectivas. Definamos

h?c ::ﬂgohf y h} ::w{ohf.



Entonces, la funcién ¢(f) : 6 — s + 1 dada por

FROUEN(RL(E)),  si hL(E) € dom(f(Ro(¢
o(F)E) = (h3(€)(h}(€)) +(€) € dom(f(h3(€))

K, en otro caso

satisface que ¢(f) € <?(k + 1) (recuerde que a < 6 = cf()).
Del parrafo anterior se deduce que ¢ : “(<k) — <%(k + 1) es una funcion. Probemos

que es inyectiva. Si f, g € *(<?k) son de tal manera que f # g, entonces existe

B :=min{¢ <a: f(§) # 9(&)}-

Tenemos dos posibilidades, dom f(3) # dom g(8) 6 dom f(5) = dom g(f).
En el primer caso, sin pérdida de generalidad, supongamos que dom f(8) < dom g(53)

y hagamos g := h;l(ﬂ, dom f(3)) para obtener

©(g9)(mo) € img(g(B)) € & = ¢(f) (M)

y ast, o(f) # ¢(g)-
Para la segunda situacion, existe v € dom f(3) con f(8)(v) # g(B8)(7y) y de este modo,

m = hfl(f}/:ﬁ) = h;1(776) y ademés,
o(f)(m) = f(B)(v) # 9(B)(v) = »(g)(m);

nuevamente, o(f) # ¢(g).

Observe que la afirmacion nos garantiza que (£k<%)<? < 6- (k4 1)<? y por los lemas 1.7

y 1.8, tenemos que 0 - (5 + 1)< = (k + 1)< = k<9 es decir, (k<9)<0 < <Y, #

Definicion 1.10. Diremos que una familia de conjuntos B es un A-sistema con raiz r si

para cualesquiera x,y € B se tiene que x Ny = r siempre que x # ¥.

Proposicion 1.11. Sean p y A cardinales infinitos tales que: A < p con p = cf(u) y
cualquier o < p cumple que o~ < . Si un conjunto A satisface que |A| > p y todo v € A

cumple que |x| < X, entonces A contiene un A-sistema de cardinalidad p.



Demostracion. Como A tiene cardinalidad mayor o igual a p, entonces existe Ag € [A]H.
Luego, [|J Aol < p-X = p, yaque A < p. Sea f : | JAp — p una funcion inyectiva. Llamemos
Ay :={flz] : ® € Ap}. Dada la definicion de A;, si E C A; fuese un A-sistema con |E| = p,
entonces {f1[y] : y € E} C Ap serfa un A-sistema de cardinalidad p contenido en A. De
este modo, es suficiente con encontrar un A-sistema en A; de tamafo p para demostrar la
proposicion.

Observemos que |JA; C py |A1] = p. Como para cada x € Ag tenemos que |z| < A,
entonces | f[z]| < A, es decir, A; C [u]<*. Por ello, podemos definir g : A} — A tal que para
toda y € A1, g(y) = ot(y), donde y hereda su orden de p.

Notemos que A} = J{g71{¢} : € < A}. Dado que |A1| = py p > A es regular, entonces
existe 0 < A tal que |g71 {6} = pu. Sea Ay = g7 1{6}. De esta forma, Ay C Ay C [u]<}y
para todo x € As, el tipo de orden de x es §. Luego, para cada © € Ay existe hy : § — x,

un isomorfismo de orden. Observe que podemos escribir a cada x € Ay como el conjunto
{hs(§) : € < 6} Por lo tanto, (J Az = g 5{ha(§) 1 7 € Ao}

Afirmacion 1. ||J Az2| = p

Como |As| = p, sabemos que ||J Az| < p-[0] < - A = p. Supongamos que | |J Az| < p
para llegar a una contradiccion. Entonces ||J Az2| < p = cf(u), por lo que existe o < p
tal que (JAs C a. Luego, z € Ay implica que 2 C [JAs C a. Sea ¢ : Ay — %a tal
que ¢(x) = h, para cada x € Az. Si ¢(x) = ¢(y), entonces h, = hy lo cual implica que

x = img(h,) = img(hy) = y. Por ello, ¢ es una funcion inyectiva. Ademéas, como § < A,

entonces %a € <*a. De esto se deduce que p = |4z < [%a| < [Pal = a=* < p, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto || Az2| = p.

Ahora, tenemos que ||JAz| = py que JA2 = Ugs{ha(§) 12 € Ao} cond <A<py
u regular. Por lo tanto, existe £ < ¢ tal que |[{h,(&) : © € As}| = p. Denotemos por & al
minimo de los ordinales £ menores que ¢ tales que [{h;(&) : x € As}| = p.

Observemos que [{hy(&o) : @ € A2}| = p, es decir, el conjunto {hy(§o) : € A2} no es
acotado en p. Dada n < & tenemos que el conjunto {hy(n) : © € Az} tiene cardinalidad
menor que u, ya que & es minimo. Por ello, el conjunto {h,(n) + 1 : = € As} tiene

cardinalidad menor que p. Llamemos ¢, al cardinal del conjunto {h,(n) +1:z € As}.



Hagamos

Bi={h(n)+1:2€ Ay n <&} =U, e, {ha(n) +1:2 € Ao}

y empleemos las desigualdades £y < d < A < p y la regularidad de p para deducir que

|B| < |§O|’Sup{Cn:n<fo} < W p= p.
Tomemos p := sup{h;(n) +1: 2 € Ay y n < &} = sup B. Note que p < p.

Afirmacion 2. Existe {z, : @ < p} C As de tal modo que lo siguiente es cierto para cada

a < i

ha, (&) > max{p, sup{ha,(n): B <ayn<d}}

Empleemos recursion transfinita: supongamos que para algin a < u tenemos definido
{zg : B < a} C Az tal que hyy(§o) > max{p,sup{hs (1) : v < Byn < d}} para cada
b < a.

Definamos E := {hg,(n) : B < ayn < 6} y observemos que |[E| < |af|d] < p.
Asi, supE < py como {h;(&) : © € Az} no estd acotado en pu, existe x, € Az con
hz, (&0) > max{p,sup E}. Esto completa la recursion.

Nuestra construccion garantiza que si a < 8 < p, entonces hy,(£0) & {ha, (n) 1 1 < d}
= Tqa, porloque hy,(§o) € 15\ Ta, lo cual implica que x4 # zp.

Veamos que z, Nxg C p siempre que a < § < p. Sea y € xo Nxg. Por la definicion de
p, nos bastara con demostrar que existen n < & y x € Ay tales que y < hy(n) + 1. Fijemos
70,71 < 6 de tal manera que y = hy, (70) = hay(71). Como hy, y by, son isomorfismos de
orden de 0 en x, y xg, respectivamente, solo debemos comprobar que 7; < {y para alguna
i € 2. Si suponemos que g, 1 = &, la desigualdad o < 8 y la afirmacion 2 implican que
Y = ha, (70) < hay(€0) < hay(71) = ¥, lo cual es una contradiccion.

Tomemos R := {pNz,:a < p}y para cada z € R fijemos una biyeccion ¢, : |z| — z.
De este modo, Ry F = {¢. : z € R} son equipotentes. Més atun, si z € R, entonces
2 = o N p, para alglin « < j, y en consecuencia, |z| < |zo] = || < 6§ < A. Luego, F C <*p
y como p < p, las hipdtesis de nuestra proposicion implican que |R| = |F| < PN < .
Asi, la regularidad de p garantiza que existe r € R con la propiedad de que el conjunto

D :={a < p:xqNp=r} tiene cardinalidad p.



Si o, € D son tales que v < (3, entonces xo, Nxg C py, por ende, T, N g =
(xaNzg)Np=(xaNp)N(zgNp)=rNr=r.
En resumen, {z, : « € D} es un A-sistema con raiz r, de cardinalidad p y contenido

en A2 - Al. #
El siguiente teorema es conocido como el Lema del A-sistema.

Teorema 1.12 (Lema del A-sistema). Sean A y u cardinales tales que w < A < p = cf(p)
y o < p para cualquier o < p. Si {by : a < p} satisface que |by| < X para toda o < p,

entonces existe B € [u]* de tal modo que {by : o € B} es un A-sistema.

Demostracion. Sea A = {by : o < u}. Si|A| < pu, existe B € [u* de tal modo que
{bo : @ € B}| = 1y, naturalmente, todo conjunto unipuntual es un A-sistema. Por otro
lado, si |A| = p, aplicamos la proposicion 1.11 para hallar un A-sistema C € [A}* y hacemos

B ={a € u:b, € C} para concluir. 7#

1.2 Ordenes y la nocién de forcing de Cohen

Para las siguientes definiciones de esta seccion, tomaremos (P, <), un orden parcial fijo.

Definicién 1.13. Diremos que D C P es denso en P si para cada p € P existe un d € D de

manera que d < p.
Definicién 1.14. Sean p,q € P.

1. Diremos que p y g son compatibles en P si existe r € P tal que r < py r < q. Usaremos

la notacion p | ¢ 6 ¢ | p para abreviar la frase “p y ¢ son compatibles”.

2. Diremos que p y q son incompatibles en P si no existe r e Ptal que r < py r < q.

Usaremos la notaciéon p 1 ¢ 6 ¢ L p para abreviar la frase “p y ¢ son compatibles”.
Definicién 1.15. Sea A C P.
1. Diremos que A es una cadena en P si cualesquiera dos elementos de A son comparables.

2. Se dird que A es una anticadena en P si cualesquiera dos elementos de A son incom-

patibles.



3. Diremos que A es una anticadena mazimal en P si es anticadena y para cualquier

anticadena B en P que cumple la contencion A C B se sigue la igualdad A = B.

A continuacion presentamos una forma alternativa de describir las anticadenas maxi-

males.

Lema 1.16. Si W es una anticadena en el orden parcial P, entonces W es una anticadena

maximal si y sélo si para cada p € P existe g € W con p | q.
La demostracion de este resultado puede encontrarse en [6], proposicion 1.5.

Definicién 1.17. Sea p un cardinal. Diremos que P tiene la condicion de la p-anticadena,

la p.c.c. para abreviar, si cualquier anticadena en P tiene cardinalidad menor a pu.
Definicién 1.18. Para cualquier cardinal infinito A y cualesquiera conjuntos I y J, se define
Fn(I,J,A\):={pCIxJ :pesfunciény |p| < A}.

Note que la contencién inversa, 2, es un 6rden parcial para el conjunto definido arriba,
es decir, si p,q € Fn(I,J,\), entonces diremos que p < ¢ si y solo si ¢ C p. Siempre que
nos refiramos a Fn(Z, J, A) como nocion de forcing u orden parcial estaremos pensando en
D como el orden parcial correspondiente.

Al conjunto Fn(7, J,w) lo denotaremos simplemente por Fn(I, J).

Lema 1.19. Sean I y J conjuntos, y X\ un cardinal. Si p,q € Fn(I,J,\), entonces p | q si
y solo sipUq € Fn(I,J,\).
Demostracion. Si p,q € Fn(I,J,\) son compatibles, entonces existe r € Fu(l, J, A) de tal
manera que 7 < py r < ¢. Por la definicion de orden en Fn(/,J,\), tenemos que p C r
y ¢ € r. Luego, pUgq C r. De esta manera, pU q es funcion y [pUq| < |r] < A. Asi,
pUq € Fn(l,J,N).

Por otro lado, supongamos que p,q € Fn(1, J, \) son tales que pUq € Fn(Z, J,\). Note
que p CpUqgyqC pUgqimplicaque pUqg<pypUgq<gq. Asi, pUgq es un elemento de

Fn(1,J, \) por debajo de p y g, es decir, p | q. #

Por el lema anterior, podemos observar que la nocién de compatibilidad entre elementos
de Fn(I,J,\) equivale a la compatibilidad de funciones. De esta manera, cuando tenemos

p,r € Fn(I, J,\) tales que r < p, decimos que r extiende a p.



Teorema 1.20. Sean I y J conjuntos, donde |J| > 2, y sea X\ un cardinal infinito regular.

Entonces Fu(I, J, \) tiene la (|J]<*)T.c.c.

Demostracién. Para simplificar notacion, hagamos p := (|.J|<*)*. Para demostrar nues-
tro teorema probaremos que ninguna familia indizada con p puede ser una anticadena en
Fn(Z,J,\). Para esto, supongamos que {p¢ : £ < pu} C Fn(Z,J,\). Si a < u, entonces
la| < [J|, ast que a<* < (|J|<M)<* y por la proposicion 1.9, a<* < |J|<* < u. Luego, por
el teorema 1.12, existen B € [u|* y r de tal modo que {dom(p¢) : £ € B} es un A-sistema
con raiz r. En consecuencia, |r| < Ay asi, |"J| < p. Luego, la funcion f : B — "J dada

por f(§) = pe [ 7 debe tener una fibra de tamano p, es decir, existe o € B con

{6 eBipe[r=palr}=np

Tomemos 3 € f~Hpo | r}\ {a} y observemos que la condicién p, | r = pg | r implica que

Pa | pg (lema 1.19). #

Corolario 1.21. Sean I y J conjuntos donde J # (), y sea A un cardinal infinito singular.

Entonces Fu(I, J, \) tiene la (|J]<*)T.c.c.

Demostracion. Llamemos p = (|.J|<*)T y supongamos que existe {p¢ : € < u} C Fn(I, J,\)
de tal modo que para cualesquiera { < n < pu se tiene que p¢ L p,. Sea g : p — X la funcion
dada por g(&) = |pe|. Asi, podemos escribir a p como [J{g7'{#} : < X es cardinal}. Por
la regularidad de y, hay un cardinal § < A de tal manera que Y = {p¢ : £ € g~1{6}} tiene
tamafio u. Note que como \ es singular, entonces § < X implica que §7 < . Llamemos
k= 0T. De esta manera, <%|.J| C <*|J| lo cual implica que |J|<* < |J|<* y por lo tanto
(|J]<F)F < (JJ|MT = p. Pero entonces Y es anticadena de tamaifio mayor o igual que

(|J]<%)* en Fn(I, J, k) con k regular, lo cual contradice el teorema 1.20. #

1.3 Algebras booleanas

En cuanto a la teoria de algebras booleanas, nos estaremos basando en el libro [5]. Sin
embargo, a lo largo del trabajo se usaré notacién distinta para algunos conceptos. Los que

no sean especificados en esta seccion se deben de tomar como en [5].



Sean A un algebra de Boole, a,b € Ay E C A. Entonces usaremos las siguientes

notaciones:
e aVben lugar de a + b;
e a Aben lugar de a - b;
e \/Ey AE enlugarde > Ey []FE, respectivamente;
e a — b para el elemento a A (—b) en A.

Recordemos que las Leyes de De Morgan son validas en las algebras de Boole, es de-
cir, para cualesquiera a,b € A tenemos las siguientes igualdades: —(a vV b) = (—a) — b
y —(a Ab) = (—a) V (—b); mas ain, si E es un subconjunto de A para el cual existe
\/ E (respectivamente, A E), entonces un calculo rutinario muestra que también existen
N{—e : e € E} (respectivamente, \/{—e:e € E})y —\/ E = A{—e: e € E} (respectiva-
mente, — A E =\/{—e:e€ E}).

Sera de uso comun para nosotros el emplear la notacion A" := A\ {0}. Ademas, las
operaciones booleanas definen un orden parcial. Asi, cuando hablemos de compatibilidad,
incompatibilidad, anticadenas y anticadenas maximales en un algebra booleana A estaremos
pensando en el orden parcial AT. En particular, una anticadena en A sera un conjunto
W C A* de tal forma que a A b = 0 siempre que a,b € W satisfagan a # b. Por otro lado,
resultados clasicos de la teoria de algebras booleanas garantizan que una anticadena W C A

es maximal si y solo si \/ W existe y es igual a 1.

Lema 1.22. Sea E un subconjunto del dlgebra booleana A y sea a € A. Si \| E euiste,

entonces \[{e Na: e € E} también existe y

a/\\/E:\/{a/\e:eeE}.
Demostracion. Sean X :={aANe:e € E}yb:=aA\ E. Veamos que b es cota superior
de X. Sie € F, entonces e < \/ E,porloque aNe<aA\E=hb.
Ahora, para concluir la prueba del lema sblo tenemos que probar que si ¢ € A es una
cota superior de X, entonces b < ¢; equivalentemente, si ¢ € A satisface b € ¢, entonces

existe e € FconaAe L c.
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Sea ¢ € A de tal manera que b £ c¢. Esto implica que (\/ E) > b — ¢ # 0 y entonces,
(VE)—(b—c) <\ E. Luego, existe algin e € E, tal que e £ (\/ E) — (b — ¢), es decir,

Asi, aneLc. #

Es importante notar que cada vez que hablemos del dlgebra booleana &?(X ), para algin
conjunto X, estaremos pensando en el orden dado por la contencién directa.
A continuaciéon presentamos notaciéon que serd empleada abundantemente en el resto

de la tesis.

Definicién 1.23. Dada A, un algebra de Boole, y a € A cualquiera, definimos a° := a y

a” = —a.

En seguida definiremos algunos conceptos que nos ayudardn a tener una nocién de

“tamano" en un algebra de Boole.

Definicién 1.24. Sean A un algebra de Boole y F' C A. Diremos que F es un filtro en A si
1.0¢gFyF=#0.
2. Siu,v € F, entonces u Av € F.
3. Para cualesquiera u € F y v € A, si u < v, entonces v € F.

Definicién 1.25. Sea A un algebra de Boole y U C A un filtro en A. Diremos que U es un
ultrafiltro en A si es un filtro maximal, es decir, que para cualquier F', filtroen A, si U C F

entonces U = F.

El concepto de filtro, intuitivamente, nos sirve para determinar objetos del adlgebra que
son “grandes". Hagase notar que para cada filtro F' de un algebra booleana A, tenemos que
1 € F. Esto se deduce apartir de las condiciones 1 y 3 de la definicién 1.24. De manera

dual, definimos ideal para dar una nociéon de lo que significa que un objeto sea “pequeno".

Definicién 1.26. Sean A un algebra de Boole e I C A. Diremos que I es un ideal en A si

11



1.0elylél
2. Siu,v € I, entonces uVov € 1.
3. Para cualesquiecrau € I y v € A, si v < u entonces v € I.

Definicion 1.27. Sean A un élgebra de Boole e I un ideal en A. Diremos que [ es principal
en A si existe un elemento a € A de tal manera que I = {x € A: z < a}, donde < es el

orden parcial de A. En caso contrario, se dird que I es un ideal no principal.

Definicién 1.28. Supongamos que A es un algebra booleana. Dado a € A, sea
Ala={xecA:z<a},

donde < es el orden parcial de A.

Note que cualquier £ C A | a es un subconjunto de A. Por ello, si A es completa,
entonces A | a también es completa cuando se le equipa con el orden que hereda de A;
los ceros de A y de A | a coinciden y los elementos minimales de (A | a)™ también son
minimales en A", pero no necesariamente tienen el mismo uno (de hecho, a es el uno de
A | a). Mas atn, para cada x € A [ a, su complemento en A [ a esigual aa—z := aA(—x),
donde —z es el complemento de x en A.

Por otro lado, notemos que si estamos hablando del algebra booleana Z(X) para un

conjunto X y tomamos a € Z(X), entonces Z(X) [ a = Z(a).

Definiciéon 1.29. Sean A y B algebras boleanas. Diremos que A es isomorfa a B (A = B)

si existe una funcion ¢ : A — B con las siguientes propiedades:
L p(0) =0y (1) =1,
2. p(aNb) = ¢(a) A ¢(b) para toda a,b € A,
3. ¢(aVb)=¢(a)V () para toda a,b€ Ay
4. p(—a) = —p(a) para toda a € A.

Decimos que la funcién ¢ es un isomorfismo de A a B.
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Definicion 1.30. Sean A un algebra de Boole y a € A. Diremos que a es un dtomo de A si

es un elemento minimal de A*. Denotaremos por Atom(A) al conjunto de todos los dtomos

de A.

Es conveniente notar que para cualquier algebra de Boole A, el conjunto Atom(A) es

una anticadena en A.

Definiciéon 1.31. Se dira que un algebra de Boole A es atémica si el conjunto Atom(A) es

denso en A.

Recordemos que cuando hablamos de densidad (definicion 1.13), trabajamos en el orden
parcial en A", es decir, D es denso en A si D C A" y para cada a € AT existe d € D con

d<a.
Definicion 1.32. Sea X C A. Llamaremos subdlgebra generada por X al conjunto
(X)=({B < A:X C By B essubalgebra de A}.
Es féacil notar que (X) es subélgebra de A.
Dado X, un subconjunto de algtn algebra booleana A, haremos X* := {—z: x € X}.

Proposicion 1.33. Sea A un dlgebra booleana y X C A. Para toda a € (X) hayn € w y
{Si:i<n} C[XUX*<Y de tal manera que a = \/{\S; : i < n}.

Demostracion. Llamemos B = {\/{A\S; :i <n}:{S;:i<n} C[XUX*|<“}. Bastara
mostrar que B = (X). En primer término, la contencion X C (X)) junto con el hecho de que
(X) es una subéalgebra de A implica que B C (X). Para demostrar que (X) C B, veamos

que B es subalgebra de A, es decir, veremos que lo siguiente es cierto para cualesquiera

a,be B:
1. 0 € B,
2.avbe By

3. —a € B.
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Note primero que \/ ) = 0, por lo que 0 € B. Ahora, si tomamos a,b € B, entonces
hay n,m € w, {S; : i <n} C [XUX* ¥y {R;:j <m} C[XUX*<¥ de tal manera
que a = V{AS; 1 i <n}yb=V{AR; : j < m}. Definamos Dy = S} para k < ny

Dy = Ry_,_1 paran < k <n+ m. Asi obtenemos que

avb=VI{ASi i <n}VVIAR;:j <m}=VI{ADy:k<n+m}

con {D; :i <n+m}C[XUX*|<*y por lo tanto, a Vb € B.

Finalmente, sean a € B, n € wy {S; : i < n} C [X U X*|<¥ de tal manera que
a = V{ASi:i < n}. Entonces, por las Leyes de De Morgan, —a = A{V S : i < n}.
Ahora, tomemos E = [[{S] : i < n} y para cada e € E hagamos R, := img(e). Se sigue
que E es finito y {R. : e € E} C [X U X*]<¥. Més aun, la distributividad de A sobre V nos
da —a=\{AR.:e € E}, conlo cual, —a € B.

Asi, hemos demostrado que B es subalgebra de A. Por otro lado, para cada z € X,

x = \V{A{z}} vy, de este modo, X C B. Todo esto implica que (X) C B. 7

Definiciéon 1.34. Sea E un conjunto y {A. : e € E} una coleccion de algebras booleanas.
Entonces el producto cartesiano [[{A. : e € E'} es llamado el algebra producto considerando

las siguientes operaciones: si a,b € [[{Ae: e € E} y e € E, entonces
e 0e)=0€A, y 1(e)=1€ A,
e (aAb)(e) = ale) Nb(e),
e (aVb)(e) =ale) vble) y
e (—a)(e) = —afle).

1.4 Completez

Definicion 1.35. Si A es un algebra de Boole y 0 es un cardinal, diremos que A es 6-
completa si para cualquier S C A tal que |S| < 0 tenemos que A S y \/S existen. De

este modo, A sera llamada completa si es |A|*-completa.

Note que A es un algebra booleana completa si y solo si para cualquier ¥ C A se tiene

que tanto \/ £ como A E existen.
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Lema 1.36. Sea A un dlgebra booleana completa y X\ un ndmero cardinal. Si tenemos
E ={z¢: £ <A} C Ay definimos eg := \/{xy : 1 <&} yde :=ec — \{ey : m < &} para cada

& < A, entonces
1. £ <n < Ximplica que d¢ Nd;; =0y

2. VE =\{de: £ <A}
Demostracion. Por definicion, tenemos que si § < n < A, entonces d¢ A dy; = 0. Luego,
solo debemos verificar que \/{d¢ : £ < A} = \/ E para concluir la prueba. Haremos esto
demostrando, por induccion transfinita, que eg = \/{d,, : < £}, siempre que £ < A (observe

que \V B = \/{e, 10 < A)).
Supongamos entonces que a < A es tal que la igualdad de arriba se verifica para cada

£ < a. Seae:=\/{e: £ <a}. Como ey, e € A, sesigue que
ea = (eaNe)V (eq —€) = (eq Ne)Vdy.

Por otro lado, el que {e¢ : {£ < A} sea creciente nos da e < ey y asi, eq = eV d,. Este
es el momento de emplear la hipotesis inductiva para obtener e = \/{d¢ : £ < a} y en

consecuencia, e, = \/{d¢ : { < a}, tal y como se deseaba. 7

Lema 1.37. Sean A, un dlgebra booleana completa, y p un cardinal reqular infinito. Si A
satisface la p.c.c., entonces para cualquier X C A hay una anticadena Y € [A]<H de tal

manera que \/ X =\/Y.

Demostracion. Enumeramos a X con A := |X|, es decir, X = {z¢ : £ < A} y definamos dg¢
para cada £ < A tal y como se hizo en el lema 1.36. Ahora hagamos Y := {y¢ : £ < A} \ {0}
y empleamos el inciso 1 del lema 1.36 para deducir que Y es una anticadena en A. Como A

tiene la p.c.c., |Y| < p. Finalmente, el inciso 2 del lema 1.36 nos da \/Y =/ X. #

Ahora hablaremos del grado de completez y de saturacién de un ideal, ambas nociones

que serdn ampliamente mencionadas en el capitulo 3 de este trabajo.

Definicion 1.38. Sean A un &lgebra de Boole completa, I un ideal en A, y 8 un cardinal.

Diremos que un ideal I es §-completo si para cualquier X € [I]<? se tiene que \/ X € I.
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Definicion 1.39. Sean A un algebra de Boole, I un ideal en A, y 6 un cardinal. Diremos
que un ideal I es f-saturado si no existe {ag : { < 0} C A\ I de tal modo que ag Aa, € I

siempre que £ < n < 6.

Lema 1.40. Sean A, un dlgebra booleana completa, y k un cardinal. Si I es un ideal en A
que no es k-completo, entonces existen A < k, un numero cardinal, y {d¢ : £ < X} C I de
tal modo que \/{de : £ < A} ¢ I y siempre que & <n < A, se tiene que d¢ A dy = 0.
Demostracion. Como I no es k-completo, podemos denotar por A al minimo ndmero
cardinal para el que existe E C I con |E| =Xy \V E ¢ I. Claramente, A\ < k. Enumeremos
a E como E = {x¢ : £ < A} y para cada £ < A hagamos d¢ tal y como aparece definido en
el lema 1.36. La minimalidad de X implica que {d¢ : £ < A} C I.

Aplicando el lema 1.36 se tiene que \/{d¢ : { <A} = VE ¢ Iyquesi{ <n <A,

entonces d¢ A dy = 0. #

Proposicion 1.41. Sea A un dlgebra booleana |E|*-completa y E una anticadena mazimal

en A. Entonces A=][[{Ale:e€ E}.

Demostracion. Observemos primero que al ser E anticadena maximal, entonces \/ F = 1.

Luego, el lema 1.22 nos asegura que las igualdades siguientes son ciertas para cada a € A.
a=aANl=aNVVE=\{aNe:e€ E}

Ahora, definamos B := [[{A | e: e € E} y la funcion ¢ : A — B de manera que
paracadaa € A y e € E se tiene que ¢(a)(e) = eAa ,y mostremos que ¢ es isomorfismo,
esto es, verifiquemos que ¢ es una funcion suprayectiva tal que para cualesquiera a,b € A

se tiene lo siguiente:

L ¢=H{0} = {0},

2. p(anbd)=pa) Np(b) y

Es claro que ¢(0) = 0 € B. Para ver que ¢ {0} C {0} tomemos a € A*. Por la
observacion del principio de la prueba, existe e € E de tal modo que a A e > 0 y por ende

w(a)(e) # 0. Luego, p(a) no es el cero de B. Esto prueba el inciso 1.
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Para mostrar la suprayectividad de ¢, tomemos f € [[{A | e : e € E} y definamos
a:=\{f(e): e € E}. Recordando que para cada e € E tenemos que f(e) € A | ey que E

es anticadena, fijamos ey € E' y vemos que:

w(a)(eg) =egNa=eg AN\/{f(e):e€ E} =\{eoA fle):e€ E} =eg A fen) = f(eg).

Esto muestra que ¢(a) = f y con ello, la suprayectividad de ¢.
Finalmente, sean a,b € [[{A [ e: e € E} y eg € E. De el parrafo que sigue a la

definicién 1.28, en A [ eg sucede que

p(—a)(eg) = eg —a = —(eo N a) = —p(a)(eo).

Por otro lado,

planb)(eo) =eo A(aNb)=(egAa)A(eo Ab) = p(a)(eo) A p(b)(eo).

Por lo tanto, ¢ es isomorfismo. #

Lema 1.42. Si A es un dlgebra booleana completa y atomica, entonces A y & (Atom(A))

son isomorfas.
La demostracion de este lema se puede encontrar en el corolario 2.7 en [5].

Lema 1.43. Toda dlgebra booleana completa A es isomorfa a un producto de la forma

(A w)x (A] —w), donde
1. A w esisomorfa a P(S), para algin conjunto S, y

2. A (—w) carece de datomos.

Demostracion. Sea w = \/ Atom(A). Si w € {0,1}, entonces (A [ w) x (A | (—w)) es igual
a {0} x Ao a A x{0}; en el primer caso, la proyeccion en la segunda coordenada es un
isomorfismo de A x {0} en A, mientras que en el otro caso basta con usar la proyeccion en
la primera coordenada. Luego, por el resto de la prueba supondremos que 0 < w < 1.
Como el conjunto W = {w, —w} es anticadena maximal, la proposicion 1.41 nos afirma

que A={AJz:zeW}=(AJw)x(A] (—w)).

Afirmacion 1. A | w es atémica.
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Argumentemos primero que Atom(A) C Atom(A | w). Para esto, sean a € Atom(A)
v b € (A | w)" arbitrarios tales que b < a. Entonces a < \/ Atom(A4) = w por lo que
b<a<wybestalquebe AT asiqueb=ayae (A w)". Luego, a € Atom(A | w).

Ahora, sea z € (A | w)T. Porellema 1.22, 0 <z =z Aw=\/{zAa:aec Atom(A)},
asi que = A a > 0 para algin a € Atom(A). Por otro lado, las desigualdades 0 < z Aa < a
implican que x A a = a. De este modo, a € Atom(A | w) y a < x, con lo cual se concluye la
prueba de la afirmacion.

Note que la afirmaciéon y el lema 1.42 nos dan el inciso 1 del presente lema. Por otro
lado, si (A | (—w))T tuviera un elemento minimal a, entonces a también seria minimal en
AT, es decir, serfa un atomo de A. Esto implicaria que a serfa un elemento positivo por
debajo de w y de —w, lo cual es una contradiccion. Asi concluimos que A | (—w) carece de

Atomos. #

Asumiremos que A es un algebra booleana completa para el resto de la seccién. Con
esta hipotesis en mente, si B es una subélgebra de A, se dird que B una subalgebra completa
de A si para cualquier E C B se satisface que F tiene supremo en B y que éste coincide con
el supremo de F calculado en A. Similarmente, dado un cardinal x, diremos que B es una
subalgebra k-completa de A si para cualquier E € [B]<" se tiene que F posee supremo en
B y éste es el mismo que el supremo de E obtenido en A.

Hégase notar que hay algebras booleanas completas que poseen subalgebras no comple-
tas. Por ejemplo, tomemos al algebra booleana completa &?(w) y notemos que el conjunto
dado por B={X € Z(w): |X| <w 6 |w\ X| < w} es una subélgebra de #(w). Ademas,
para toda n € w se tiene que {n} € B, pero {2n : n € w} ¢ B. Por lo tanto B no es

completa.

Definicion 1.44. Sea X C A y sea k un cardinal. Llamaremos subdlgebra k-completa

generada por X y subdlgebra completa generada por X a los conjuntos
o (X)) =N{B C A:X C By B essubalgebra xk-completa de A} y

o (X)) =({BC A:X C By B es subalgebra completa de A},
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respectivamente. Note que (X)"“™ es una subalgebra r-completa de A y que (X)“™ es una

subéalgebra completa de A.

Cabe mencionar que no existe un resultado analogo a la proposiciéon 1.33 para las

subélgebras de la definicién anterior.

Proposicion 1.45. Sea p un cardinal reqular infinito. Si A es un dlgebra booleana completa

que satisface la p.c.c., entonces para cualquier X C A se tiene que
(X)) < max{w, [ X[}=F.

Demostracion. Hagamos A := max{w, |X|} y definamos recursivamente a la familia {X, :

a < p} de la siguiente manera:
o Xo=XU{0,1};
o Xot1 =X UXZU{VM:Me[X,]F}y
e X, =|J{Xs:08 < a}, si a es un ordinal limite menor que fx.

Mostremos que B := (J{X, : @ < pu} es una subalgebra u-completa de A. Claramente,
0 € Xo C B. Ahora, si a,b, € B, existen o, 8 < p de tal modo que a € X, y b € Xg; luego,
si v := max{«, §}, entonces {a,b} € [X,|<* y, por ende, a Vb € X,41 C B. Por otro lado,
—a€ X} C Xqt1 CB.

Con respecto a la u-completez: si E € [B]<H, sea f : E — p de tal modo que e € Xi(e)
para cada e € E. La regularidad de p y la desigualdad |E| < p implican que existe o < p
con img(f) C a. Asi, F € [X,]<* y en consecuencia, \/ E, el supremo de F en A, es un
elemento de X, 41 C B.

De todo lo anterior se infiere que si C' := (X )*“™, entonces C' C B.
Afirmacion 1. C = By |C] < A<F.

Verificaremos nuestra afirmaciéon probando por induccién transfinita que para todo 5 <
p se tiene que Xg C C'y |Xg| < A<* (note que como consecuencia de la desigualdad
previamente mencionada se obtiene que |B| < - A<# y por el lema 1.7, |B| < A<H).

Observemos, en primer término, que Xy C C, y de acuerdo con el lema 1.7,
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| Xo| < A < <K,

Supongamos que o < p satisface X, C C' y | X,| < A<H. El que C sea subalgebra de A
nos da X} C C; ademaés, la p-completez de C' produce {\/ M : M € [X,]<¢} C C. En
resumen, X,4+1 C C. Por otro lado, | X}| = | X,| y segtn el lema 1.6 y la proposicion 1.9,

[[Xa]<H] < (ASH)<H = X<F. De esto se deduce que
Xosr| <3-AH = A<k,

Finalmente, si @ < p es un ordinal limite, de tal modo que X3 C C'y |X3| < A<H para
cada B < a, entonces X, C C y por el lema 1.7, | X,| < |a] - ASF < - ASHF = <K,

Si probamos que C' es, de hecho, una subalgebra completa de A, entonces obtendremos
la contencion (X )™ C C'y por ende, la desigualdad enunciada en la proposicion.

En primer término, el que C sea una subélgebra de A implica que toda anticadena en
C también es una anticadena en A; luego, C' satisface la p.c.c. Ahora, si X C C, el lema

1.37 nos da Y € [C]<* de tal manera que \/ X =\ Y € C. #

Lema 1.46. Si W C A" es una anticadena mazimal en A, entonces (W)™ = 2(W).

Demostracion. Definamos B := {\/ E : E C W} y mostremos que B es una subalgebra
completa de A.

Como 0 = \/ (), se tiene que 0 € B. Ahora, sean a,b € B. Entonces existen Ey, E; C W
de tal forma que a = \/ Ey y b = \/ E1. Luego aV b= (\VEo)V (VE1) = V(EcUE)), y
por ende, a Vb € B. Para concluir que B es una subéalgebra de A tomemos a € B y fijemos

E CW cona=\E. El que W sea anticadena maximal implica que

L=VW=V(EUW\E)=(VE)VVW\E)

y (VE)AV(W \ E) = 0; en otras palabras, —a = —\/ E = \/(W \ E); con lo cual —a € B.
Ahora, con respecto a la completez de B: si E C B, entonces para cada e € F existe
H., C W de tal manera que e = \/ H.. Hagamos H := |J{H. : e € E} y notemos que
VE=\{VH.:e€ E}=\/H;con lo cual, \/ E € B, tal y como se requeria.
De lo anterior se deduce que (W)“™ C B. Por otro lado, el que (W)™ sea una subal-

cm

gebra completa que contiene a W implica que B C (W)“™. Asi, B = (W)
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Mostremos que Atom(B) = W. En primer lugar, si a € W y b € B satisfacen b < a,
entonces hay E C W de tal suerte que a = \/ E. Como a > 0, E # () y por esta razon
podemos fijar ¢ € E. Luego, a,c € W y ¢ < b < a; dado que W es anticadena, obtenemos
que a = b = ¢. En consecuencia, a € Atom(B).

Ahora, en la otra direcciéon: sea a € BT \ W. Existe E C W con a = \/ E y, por ende,
|E| > 2. De este modo, si b € E, se sigue que 0 < b < a, es decir, a ¢ Atom(B).

En vista de que B es completa y W es un subconjunto denso de B, podemos emplear

el lema 1.42 para concluir que (W)™ = 2(W). #

1.5 Familias Independientes

Finalmente estamos en condiciones de definir el tema central de esta tesis, las familias

indepenedientes. Para ello, consideramos conveniente introducir la notacién siguiente.

Definicion 1.47. Sean A un cardinal, A un algebra de Boole A-completa y S C A. Para
cada p € Fn(S,2,\) definimos p := A{a?® : a € dom(p)}.

Note que, con la notacién establecida en la definicién previa, se tiene que

p=N{a:aep {0} U{-a:acp'{1}})
= Nazacp {0} - \V{a:acp ' {1}})
= Ap 0y - \/p {1,

Ademés, si p = 0, entonces = A\{a®@ : a € dom(#)} = A® = 1. En particular, cuando

A= Z(X), con X un conjunto, se sigue que 0=X.

Definicion 1.48. Sea S un subconjunto de A, un élgebra de Boole, y sea 6 un cardinal.

Para cada r € Fn(S, 2, 6) definimos (recuerde la definicién 1.47)
STr={zA7:z¢e€S\dom(r)}.
Claramente, S | r es un subconjunto de A [ 7.

Definicién 1.49. Sean 6 cardinal infinito, A un &algebra de Boole completa y S C A.
Diremos que S es #-independiente en A si y sblo si para cualquier p € Fn(S,2,0) se tiene

que P # 0 (ver definicion 1.47).
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Definicién 1.50. Sean 6 cardinal infinito y X un conjunto. Diremos que S C Z(X) es
f-independiente uniforme en X siy solo si para cada p € Fn(S,2,0), [p| = | X|.
Usaremos los términos “independientes” e “independientes uniformes" para referirnos a

las familias w-independientes y w-independientes uniformes, respectivamente.

Note que si S C Z(X) es f-independiente y p € Fn(S,2,0), entonces D; := p~1{i},

para cada i € 2, es un elemento de [S]<?; ademés, Dy N D1 = 0 y se tiene que

p=MNMy:ye Do} N AN{X\y:ye€ D}

(recuerde que el simbolo (0 carece de sentido, pero A = X en £(X)). Algunos autores
definen a las familias #-independientes en términos de subconjuntos ajenos de S de cardi-

nalidad menor que 6. Por la observaciéon anterior, estas dos definiciones son equivalentes.

Ejemplo 1.51. Tomemos S = {mN : m € N y m es primo} en el dlgebra booleana & (N)
donde mN := {mn : n < w} para cade m < w. Sea p € Fn(S,2) y enumeremos a su
dominio, digamos dom(p) = {moN,mN,...,m,N}. Luego, por definicion, p contiene a las

soluctones del sistema:

x = p(mg) mod(my)

x = p(m1) mod(my)

x = p(my,) mod(my,)

Ahora, como m; y m; son primos relativos para cada i < j < n, el Teorema Chino del

Residuo nos dice que el sistema tiene solucion, y por lo tanto S es independiente en P (N).
En el siguiente resultado consideraremos el orden dado en la definicion 1.18.

Lema 1.52. Sea A un dlgebra booleana y S un conjunto 0-independiente en A. Entonces,

para cualesquiera p,q € P =Fn(S,2,6), p|q siy sdlo sipAG#0

Demostracion. Supongamos que p,q € P son tales que p | ¢. Entonces, por el lema 1.19,
r=pUqgestalquep Cr,qCryreP. Estoimplicaque <py7<qgyqueT # 0 ya que

S es f-independiente. Por lo tanto 0 #7 < P AT.
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Ahora probemos la otra implicaciéon por contrapuesta. Sean p,q € P tales que p L q.
Por la definicién del orden en P tenemos que p y ¢ son incompatibles como funciones, es decir,
existe a € dom(p) N dom(q) tal que p(a) # ¢(a). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que p(a) =0y g(a) =1. Entonces p < a 'y ¢ < —a. Esto implica que pAg < aA(—a) =0,

por lo que pAG = 0. #

Recuerde que, dada un algebra booleana A, diremos que S C A es un subconjunto
centrado (o que tiene la propiedad de la interseccion finita) si para cualquier E € [S]<% se
satisface que A\ E # 0. Méas aun, todo subconjunto centrado de A esta contenido en algin
ultrafiltro en A.

Una aplicaciéon inmediata de las familias independientes es que pueden ser usadas para

estimar por abajo el nimero total de ultrafiltros del dlgebra booleana.

Teorema 1.53. Sean A un dlgebra de Boole y S C A una familia independiente. Entonces

A tiene al menos 25! ultrafiltros.

Demostracion. Sean Ay S como en el enunciado del teorema. Para cada f € 52 definamos
Gy = {x @ .zes }. Como S es independiente, Gy tiene la propiedad de la interseccion
finita, por lo que existe Uy, un ultrafiltro en A, tal que Gy C Uy.

Ahora, si f,g € 2 son tales que f # g, entonces existe € S tal que f(z) # g(z).
Esto implica que zf(*) = —z9(@)  49(2) ¢ Gyy @ ¢ Gy. Como Uy es filtro, entonces
2@ = —29) ¢ U, es decir, 2/®) € U\ U,. Por lo tanto Uy # U,

Asi, A tiene al menos 25! ultrafiltros. #

Definiciéon 1.54. Sea U un ultrafiltro en el algebra booleana &(X) para algtn conjunto
X. Si U cumple que para todo z € U ocurre que |z| = | X|, entonces diremos que U es un

ultrafiltro uniforme.

El siguiente teorema que se demostrara es el Teorema de Kantorovich-Hausdorff, tam-
bién conocido como el Teorema de Fichtenholz, o el Teorema de Fichtenholz-Kantorovich-
Hausdorff. Kantorovich y Fichtenholz mostraron el teorema para k = 0 = w, y fue Hausdorff

quien lo generalizé. La prueba que se mostraré es la del caso general.
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Teorema 1.55. Sean k y 0 cardinales infinitos con 0 reqular. Si k<% = k, entonces el
dlgebra booleana (k) contiene una familia @-independiente uniforme de cardinalidad 2°.
En particular, para cualquier k infinito, 2(k) contiene una familia independiente uniforme
de cardinalidad 2%.

Demostracion. Por el lema 1.6, k < |[k]<?] < k<% = &, lo cual implica que |[k]<¢| = k.
Analogamente, se tiene que |[[[5]<Y]<?| = k. Definamos P = [x]<¢ x [[x]<?]<?. De esta

manera tenemos que |P| =k -k = k.

Tomemos el algebra de Boole Z(P) y definamos para cada u € Z(k),
Xo={(F,.)e P:Fnue %}y S={X,: ve Z(k)}.

Veamos que |S| = 27. Sean u,v € P (k) tales que u # v. Entonces u\v#0 o v\ u# 0.
Sin pérdida de generalidad supongamos que u \ v # 0. Sea a € u\ v, y sean F = {a}
y & = {F}. Como FNu = {a} = F € #, entonces (F,#) € X,. Por otro lado,
Fno=0¢.% yentonces (F,.#) ¢ X,. Por ello X,, # X,. Este razonamiento demuestra
que |S| > 2% y como S C & (k), concluimos que |S| = 2%.

Ahora, mostremos que S es f-independiente uniforme. Si ocurriese que k < @, entonces
se tendria que 2 (k) = [k]S" C []<Y, y en consecuencia, k < 2% < |[x]<?, lo cual contradice
la igualdad |[x]<?| = k. Por lo tanto, # < k. Sea p € Fn(S,2,0). Como |p| < 6 < k < 2%,
existen u,v € (k) distintos de tal manera que {X,, X,} N dom(p) = (). Definamos ¢ =
pU{(Xy,0),(Xy,1)} para obtener ¢ € Fn(S,2,0); ademas, § C p, por lo que sera suficiente
mostrar que |[g| = k.

Comencemos por fijar a, f € 6\ 1 y conjuntos {u; : i € a}, {v; : j € B} C P (k) de
manera que que ¢ {0} = {X,, :i < a} y ¢ Y1} = {X,, : i < B}. Asi, obtenemos que

7= Nica Xu; \U;j<p Xv;. Ahora, para cada (i,j) € a x 8 definamos B;; = u; Avj, y sea
e:axf—=U{Bij:(i,5) € axp}

una funcion de eleccion. Para cada (i,j) € o x [, hagamos «a;; := e(4,5). Tomemos

E={a;:(i,j) €ax B} =imgle) y & = {F € [s]<Y : E C F}. Sabemos que & C [x]<’

y en consecuencia, & tiene a lo mas k elementos. Ademés |E| < 6 < k, por lo cual la

funcion f:k\E — & tal que a cada v lamandaa EU{y} esinyectiva. En consecuencia,

|&] = k.
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Sean FF € & y % ={FNu;:i< a}. Entonces, por definicion de .#, tenemos que
para toda i < a, (F,.#) € X,,. Por otro lado, sii < a y j < f, entonces «;; € u; \ vj
0 wjj € v; \u;. Si iy € u;\ vj, entonces a € FNu; \ (F Nwj), lo cual implica que
FNu; # FNoj. Analogamente si ;5 € u; \ vj, se deduce que F'Nwu; # F Nvj. Entonces,
para cualquier j < B8, FNv; ¢ F, es decir, (F,#) ¢ X,,. Por lo tanto, (F,.7) € q. Este
proceso se puede hacer para cada F € & por lo que [q] = k.

Dado que |P| = &, existe ¢ : P — k biyectiva. Como S es #-independiente uniforme en
P (P) de tamano 2", el conjunto S’= {¢[D] : D € S} es #-independiente uniforme en & (k)
de tamano 2~.

<w

Note que para cualquier x infinito, siempre se tiene que k<* = k. Entonces, para

cualquier k infinito existe S C (k) independiente uniforme de cardinalidad 2. #

Con este resultado podemos demostrar el Teorema de Pospisil.

Teorema 1.56. Para cualquier k, cardinal infinito, existen exactamente 22" wultrafiltros

uniformes en P (k).

Demostracion. Denotemos por % al conjunto de todos los ultrafiltros uniformes en & (k).
Como cada ultrafiltro en & (k) es un elemento de Z(#(k)), entonces Z C P (H(k)). Por
ello, basta demostrar que al menos hay 22 ultrafiltros uniformes en 22 (k) para demostrar
nuestro resultado.

Por el teorema 1.55, el algebra booleana &?(k) posee una familia independiente uniforme

de cardinalidad 2%, digamos S. Para cada f € 92 definamos
Gr={zCr:|e\z|<r}U{z:ze fAH{o}}u{s\z:ze fF1{1}}

Observe que si x € [k]® y y es un subconjunto de x tal que |k \ y| < k, se tiene que
z=(xNy)U((k\y)Nz). Como |(k\y)Nz| <|ck\y|l < kY |z| =K, obtenemos |z Ny| = k.
Ahora, si F' € [Gf]<% y definimos D := {z € F : |x\ 2| < K}, entonces existe
p€Fn(S,2) detalmodo que pC f v F=DUp HO0}U{k\z:2€p t{1}}. Como S es
independiente uniforme, entonces [p| = k. Si es el caso que D = (), se sigue que AF =py
por ello, | A F| = |p| = k. De lo contrario, se tiene que A F'=pN (D y por lo dicho en el

parrafo anterior (mas induccion finita) deducimos que [p N[ D| = k.
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De lo hecho en el parrafo anterior se sigue que para cada f € 92, G ¢ es una familia
centrada y asi, existe Uy un ultrafiltro en  con la propiedad de que Gy C Uy. El argumento
que empleamos en la prueba del teorema 1.53 nos muestra que Uy # U, siempre que f, g € 59
sean distintas. Ademas, por la definicién de G ¢ tenemos que si y € [k]<*, entonces k\y € G

y en consecuencia, Uy € % . #
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CAPITULO 2: EL TEOREMA DE BALCAR-FRANEK

La demostracion fue publicada en 1982 en el articulo llamado “Independent families
in complete Boolean algebras” de la revista Transactions of the American Mathematical
Society. El teorema de Balcar-Franék dice que toda algebra de Boole infinita y completa
tiene una familia independiente de la misma cardinalidad del algebra. Como consecuencia,
podemos determinar el nimero total de ultrafiltros en dicha &lgebra.

Las primeras tres secciones tienen por proposito demostrar los lemas necesarios para
probar dicho resultado, introduciendo las definiciones necesarias. La demostracion del teo-

rema aparece en la tltima seccién del presente capitulo.
2.1 Conjuntos finitamente distinguidos

Definicion 2.1. Sea F' C X = [[{X, : @ < d}. Diremos que F' es finitamente distinguido

si para cualquier D € [F]<¥ existe a < § de tal manera que 7, | D es una funcion inyectiva.
Para el siguiente resultado emplearemos la notaciéon usada previamente en la definicion.

Lema 2.2. Si cada X, es infinito, entonces X tiene un subconjunto finitamente distinguido

F C X con |F|=|X]|.

Demostracion. Supondremos que {X, : a < 0} es de tal manera que si £ < 7 < d entonces
| X¢| < |X,|, y haremos la demostracion por induccion sobre 6. Para 6 = 1, F' = X funciona.
Ahora, supongamos que 6 > 0y que para toda vy < § existe F' C [[{X¢ : £ < v}, finitamente
distinguido, tal que |F| = |[[{X¢ : £ < v}|. Tenemos dos casos.

Casol. § = a+ f con 0 < o, < § (naturalmente, estamos hablando de suma de
ordinales aqui).

Sean X1 = [[{X¢: € <a}y Xo=][[{X, : a <n < d}. Note que X; y Xy son distintos
del vacio. Ademas, la funcion ¢ : X; x Xo — X que a cada pareja (f,g) le relaciona
o(f,9) = fUg, es biyectiva. Asi, se tiene que |X| = |X; x X3, por lo que |X| = |X;] o

|X| = | X2|. Sin pérdida de generalidad, supongamos que |X| = |X1].



Por hipétesis inductiva, existe F; C X; finitamente distinguido en X7, de manera que
|F1| = | X1| = |X|. Como Xa # 0, existe h € X3. Definamos F' = {gUh : g € F1}. Note
que F' C X. Veamos que F es finitamente distinguido.

Sin € wy fo,f1,-, fn € F, entonces fo | a,f1 | a,....fn | a € F;. Como Fj es
finitamente distinguido, existe v < a de tal manera que (f; [ «)(y) # (f; [ @)(y) para
cualquier i < j < m. De esta manera, si i < j < n, obtenemos que f;(vy) = (fi | @)(v) #
(fi Ta)(y) = fj(7). Por lo tanto, F es finitamanete distinguido.

Caso 2. Para toda a < ¢ el tipo de orden de § \ « es § (obsérvese que el presente caso
se da justo cando el Caso 1 falla).

En particular, si 4 = |§|, entonces toda a < ¢ cumple que |J \ a| = p. Llamemos
E = [0]<¥ \ {0}. Notemos que |E| = |§| = |u|, asi que podemos enumerar a E con pu
sin repeticiones, es decir, E = {e¢ : £ < p}, donde £ < n < p implica que ez # ey
Definamos recursivamente una funcién i : £ — & como sigue: dado n < u, tenemos que
|0 \ max(ey)| = p y que {i(eg) : £ < n} es un subconjunto de ¢ con menos de p elementos;
luego, existe i(ey,) € 6 \ (max(e,) U {i(e¢) : £ < n}).

De lo anterior se deduce que i : E — § es inyectiva y que max(e,) < i(e,), para
cualquier n < p.

Para cada e € F definamos Y, := [[{Xs : @ € i(e)}. Para cada f € e, § < i(e) y
por la hipotesis que tenemos sobre {X¢ : § < d}, podemos afirmar que |Xg| < [Xj)| Asi,
[Ye| < [Xj(elle], con Xj() infinito y e finito. Esto implica que [Ye| < [Xj(e)], y por lo tanto
existe una funcién inyectiva me : Yo — Xj().

Sea * : X — X dada por

me(g 1 e)(B), si § =i(e) para alguna e € F

9(p), en otro caso

y tomemos al conjunto F' = {¢g* : g € X }.

Afirmacion 1. La funcién * es inyectiva y, en consecuencia, F' es un subconjunto finitamente

distinguido de X.

Seann € wy go, 91, g2,---, gn € X distintos. Luego, existe o;;; < d paracadai < j <n
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de tal manera que g;(;j) # gj(aij). Hagamos e := {a;j : © < j < n} y observemos que
las funciones go [ e, g1 [ e, g2 [ €, ..., gn | € son elementos distintos de Y,. Luego, la

inyectividad de m, nos asegura que para = i(e) se tiene que

me(go re)(ﬁ)v me(gl Fe)(ﬁ)a me(QZ [e)(ﬁ)a 3% me(gn [6)(5)

son distintos dos a dos, es decir, g3, g7, 95,---, g;, son distintos y por lo tanto, nuestro lema

queda demostrado. #

Corolario 2.3. Si {A, : a < 0} es una familia de dlgebras booleanas y, para cada o < 0,
E, es un subconjunto independiente e infinito de Ay, entonces el dlgebra booleana producto

[T[{Aq : @ < 8} contiene un subconjunto independiente de cardinalidad | [[{Eq : o < 0}|.

Demostracion. Por el lema anterior, existe E C [[{Eq : @ < ¢} de tal manera que E es
finitamente distinguido y tiene la propiedad de que |E| = |[[{Eq4 : @ < 6}|. Veamos que E
es independiente en el algebra de Boole A := [[{As : o < d}.

Tomemos p € Fn(FE, 2) y probemos que p # 0 (note que el calculo de p se esta realizando
en A). En vista de que p € A, bastard ver que p(§) # 0 para algin ¢ < 4. Como
dom(p) € [E]<¥ y E es finitamente distinguido, existe n < ¢ tal que m, | dom(p) es una
funcion inyectiva, donde m, : A — A, es la proyeccion en la 7-ésima coordenada. Esto tltimo
nos permite definir ¢ : m,[dom(p)] — 2 mediante g(a(n)) = p(a), para cada a € dom(p). En
consecuencia, el diagrama de abajo conmuta

T
dom(p) CF —— E),

p

y ademas g € Fn(FE,,2). Luego, el que E; sea un subconjunto independiente de A, nos da
q # 0. Mas aun,
pn) = (A" :aedom(p)})(n)

= N{@(n) :a € dom(p)}

= Nlam® :a € dom(p)} =7 # 0.
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2.2 Familias independientes de anticadenas maximales

Definicion 2.4. Sea A un algebra booleana. Diremos que W, una familia de anticadenas

maximales de A, es independiente si para cualquier F' € [W]<¥ y cualquier f € [] F se tiene
que A img(f) > 0.

Las familias independientes de anticadenas maximales nos ayudan a analizar y construir

familias independientes en distintos casos.

Observacion 2.5. Argumentemos que si tomamos dos elementos distintos W y V' de un
conjunto independiente de anticadenas maximales W, estos dos tienen que ser ajenos. Si
no fuera ast, entonces habria x € W NV y, sin pérdida de generalidad, y € W \ V. Luego,
x ANy =0 ya que son elementos distintos de la anticadena W. Definimos F = {W,V}
y f={W,y),(V,x)}. Como W es independiente, entonces 0 < Aimg(f) = A{z,y} =

x Ay =0, lo cual es una contradiccion.

Lema 2.6. Si E es un subconjunto del dlgebra booleana A tal que {{e,—e} : e € E} es una

familia independiente de anticadenas mazimales, entonces E es independiente.

Demostracion. Basta ver que a cada ¢ € Fn(F,2) le podemos asociar el conjunto F' :=
{{e,—e} e €dom(q)} y f € []F de manera que f({e, —e}) = €4(®) para cada e € dom(q).

Asi, g = A\img(f) > 0. #

Lema 2.7. Sea A un dlgebra booleana completa. Si E es un subconjunto independiente e

infinito de A y W es una anticadena mazimal para la cual

W:={W}uU{{e,—e}:ec E}

es una familia independiente de anticadenas mazimales, entonces A tiene un subconjunto

independiente de cardinalidad |E|W!.

Demostracion. Como W es anticadena maximal, entonces A = [[{A [ w : w € W} por
la proposicion 1.41. Entonces mostraremos que [[{A [ w : w € W} tiene un subconjunto
independiente de cardinalidad |E|"!.

Primero mostremos que F y W tienen la propiedad de que

30



Hee E:{e,—e} NW #£ 0} < 1.

Supongamos que esto no sucede y tomemos ej,es € E distintos de tal manera que
{e1,—e1} NW # 0 # {ea,—ea} N W. Asi, existen i,j € 2 tales que eﬁ,eg e W. Si
fuera el caso de que €} # eg, entonces e} A eg = 0 pues ambos son elementos de la anticadena
W. Asi, p:= {(e1,1),(e2,j)} € Fn(F,2) y satisface p = 0; una contradiccion al hecho de
que E es independiente. Esto implica que e} = e%, de lo cual se deduce que e; = —ey. Luego
se tendria que e; A ea = 0, que también es una contradiccion.

Entonces podemos definir al conjunto E' := E\ {e € E : {e,—e} NW # (}. Lo
hecho en el parrafo previo muestra que E’ tiene tamano |E|, y ademéas sabemos que E’ es
independiente en A. Ahora, definamos para cada w € W al conjunto E,, := {eAw : e € E'}
y la funcion v, : '/ — E,, de manera que ¢,(e) = e A w para cada e € E’. Es facil
notar que 1), es una funcion sobreyectiva. Afirmamos que también es una funcién inyectiva.
Supongamos que no lo es para llegar a una contradiccion. Asi, hay e1,es € E’ distintos con

e1 ANw = es A w. Esto implica que

wA(eg—ex) =(wAe)A(w—e2)=(wAe)A(w—(wAez)) =(wAep)— (wAez)=0.
Por otro lado, definamos al conjunto F' := {W,{e1, —e1},{e2, —ea}} v a la funcién

f={(W,w), ({e1,—e1},e1), ({e2, —e2}, —e2)}. De esta manera, se sigue que F € [W]<¥

y f € [[F. Por hipotesis, tenemos que W es una familia independiente de anticadenas

maximales y entonces A img(f) > 0. Con lo anterior demostrado, obtenemos que

0 < Aimg(f) = N{w, e1,—e2} = (e1 —e2) Aw =0,

lo cual es la contradiccidon que buscabamos.

Ahora, veamos que E,, es una familia independiente en A | w. Sea p € Fn(E,,2).

B, Vu o

° Yuy

Note que dom(p) € [E,|<¥ implica que 1,'[dom(p)] € [E']<“. Definimos al conjunto

G = (W} U {{e,—e} : e € Y '[dom(p)]} y a la funcién g € [[G de tal manera que
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g(W) = w y para cada e € v [dom(p)] tengamos que g({e, —e}) = eP°¥»(9) De esta
manera, la condicion G € [W]<“ implica que A img(g) > 0.
Por otro lado, observemos que las igualdades siguientes son ciertas (recuerde que si

a € A | w, entonces su complemento en A [ w es w — a).

Aimglg) = A\{w}u{er?: ey [dom(p)]})
= wA N\ e € ¢! [dom(p)]}

= Nwne® e ey [dom(p)]} = p.

De lo anterior se deduce que E,, es una familia independiente en A [ w con |E,| =
|E'| = |E.
Luego, el corolario 2.3 nos asegura que [[{A | w : w € W} tiene un subconjunto

independiente de cardinalidad | [[{E., : w € W}| = |E|"WI. 7#

Este lema nos permite dar otra demostracién del Teorema de Kantorovich-Hausdorff
(teorema 1.55) para el caso de § = w usando familias independientes de anticadenas maxi-

males.

Corolario 2.8. Si X es un conjunto infinito de cardinalidad r, entonces el dlgebra booleana

P (X) tiene un subconjunto independiente de cardinalidad 2.

Demostracion. Definamos Z := {s € “2 : [s7!1{1}| < w} y notemos que Z es infinito
numerable. Ahora pongamos Y := k X Z y observemos que |Y| = k = | X|. Asi que sdlo
debemos mostrar que Z(Y') tiene una familia independiente de tamato 2°.

Definamos w, := {a} x Z, para cada o < K, y e, := {(z,s) € Y : s(n) = 1} para
cada n < w. Es facil notar que W = {w, : @ < Kk} es una anticadena maximal en Z(Y") de
tamano s (esto es, una particion de Y).

Veamos que W := {W} U {{en,Y \ en} : n < w} es una familia independiente de
anticadenas maximales. Tomemos F € [W|<¥ y f € [[F arbitrarias. Llamemos B al
conjunto {n < w: {e,,Y \e,} € F} y tomemos a la sucesion s € “2 de manera que s(n) = 1
si y solo si e, € img(f), para cada n € w.

Asi, la finitud de F' nos garantiza que s € Z y ademas, (o, s) € f({en,Y \ e,}) para
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cualesquiera n € B y a < k. De este modo, si existe § < k con wg € F', deducimos que
(B,s) € Nimg(f) y en caso contrario, (0,s) € A img(f). Por lo tanto, hemos mostrado que
W es un familia independiente de anticadenas maximales.

Luego, el lema 2.6 nos asegura que el conjunto £ = {e, : n < w} es una familia
independiente en Z(Y'). Finalmente, aplicando el lema 2.7 concluimos que Z(Y) tiene una

familia independiente de tamafio |E|W = w* = 2%, #

Para el siguiente lema conviene tener presente la proposicién 1.33.

Lema 2.9. Sea {W}UYV un conjunto independiente de anticadenas mazimales en el dlgebra
booleana A, donde para cada V € V se tiene que |V| = 2. Entonces, para cualquier a €
(WulUv)t ezisten F € [{(WHUV|<¥ y f: F — (WUUV))T de tal manera que

0 < Aimg(f) < a.

Demostracion. Sea a € ((WUJV))" y llamemos D = (W UJV)U (W UJV)*. Note que
V* =V para toda V € V y por lo tanto D = (W UJV) U W*. Por la proposicion 1.33,
hay n € wy So, 51, ..., S, € [D]<% de tal manera que a = \/{AS; : i < n}. Claramente,
A S; < a para cualquier i < n. Ademaés, A S; > 0 para alguna i < n ya que a > 0. Ahora,
si P € VU{W}, entonces P es una anticadena en A y, por ende, |[P N S;| < 1.

Observe que si S; = (), entonces \/S; = 1y, en consecuencia, a = 1, por lo que
cualesquiera F' € [{(W}UV|<¥y f: F — ((WUJV))" funcionan. Entonces, supongamos
por el resto de nuestro argumento que S; # (.

Caso 1. S; C WU V. Definimos entonces a F' = {P € {W}UV: PNS; # 0}. De este
modo, para cada P € F se tiene que P N S; consiste de exactamente un elemento, al que
denotaremos por f(P). Note que esto nos produce una funcion f € [[F y como {W} UV
es un conjunto independiente de anticadenas maximales, deducimos que 0 < Aimg(f) =
N\ Si < a.

Caso 2. S; N W* # (). Si sucediera que W* C S;, entonces tendriamos que
O<ASi<S AW =AN{~wiweW}==-\VW=-1=0,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto hay w € W de manera que —w ¢ S;. Luego, para

toda x € W que satisfaga —z € S; se tiene que x A w = 0, lo que implica que w < —x. Asi,
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w < A(S; N W*). Definamos entonces F = {WEU{V €V : 5NV #0}yafe]]F tal
que f(V) € S;NV paratoda Ve F\{W}y f(W)=w. De este modo, A\img(f) >0y

Nimg(f) = wn Amg(f)\ {w})
< ASnwHA NS\ W)
= /\Sl < a,

lo que termina la demostracion. #

Note que en el lema previo puede tenerse que V = ().

Definicién 2.10. Sea s un cardinal. Diremos que un conjunto B = {B, : a < k} de
subélgebras del algebra booleana A es independiente si para toda F € [5]<¥ y toda f :

F — U{BZ : a € F} se tiene que A\ img(f) > 0 en A.

Esta definicion y la de conjunto independiente de anticadenas maximales son similares.
De hecho, los conjuntos independientes de anticadenas maximales nos generan familias in-

dependientes de subélgebras como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.11. Sean k un cardinal y {W, : a < } U|J{Va : @ < &} un conjunto
independiente de anticadenas maximales en el dlgebra booleana A. Si para cualesquiera

a < B < K se tiene que:

o |V| =2 siempre que V€ Vy y

o Wa#Ws, (We:€<rk}NVa=0yVanVs=0,
entonces {{(Wo U JVa) 1 a < K} es una familia independiente de subdlgebras de A.

Demostracion. Para simplificar notacion, hagamos B, := (W, U |JV,) para cada a < k.
Ahora, fijemos F € [k]“y f: F — U{B : a« € F}. Dada a < &, empleemos el
lema 2.9 para obtener G, € {Wao} UUVal™ v ga : Go — BJ de tal modo que
0 < Aimg(ga) < f(a).

El inciso 2 de la proposicién y la observacion 2.5 nos garantizan que si a 'y S son

elementos distintos de F' entonces dom(g,) N dom(gg) = 0, es decir, {go : @ € F} es un
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sistema de funciones compatibles. Asi, g = (J{ga : @ € F} es una funciéon con dominio
G :=|J{Gqs : a € F}. Como G es un subconjunto finito de {Wy : a < K} U J{Va : o < K},

deducimos que
0 < Aimg(g) = A{Aimg(ga) : a € F} < A\img(f).

#

Corolario 2.12. Si k es un cardinal y {Wy : a < Kk} es un conjunto independiente de
anticadenas mazimales en el dlgebra booleana A de tal modo que W, # W3, siempre que

a < f < K, entonces {{(Wy,) : a < Kk} es una familia independiente de subdlgebras de A.

Demostracion. Basta con hacer V, := () para cada o < k y notar que todas las hipotesis

de la proposicién 2.11 son satisfechas. #

Nuestro objetivo principal es obtener familias independientes, entonces la siguiente
proposicién nos muestra como construir una utilizando una familia independiente de subal-

gebras.

Proposicion 2.13. Sean k un cardinal infinito y B = {B, : a < K} un conjunto de
subdlgebras independiente en A. Si U, es una familia independiente en B, para cada o < K,

entonces U = | J{U, : a < Kk} es una familia independiente en A.

Demostracion. Tomemos p € Fn(U,2) y mostremos que p # 0. Si dom(p) = @, no hay
nada que probar asi que supongamos que no es el caso. Siendo dom(p) un conjunto finito,
podemos numerarlo sin repeticiones como {yo,y1,...,yn} para algin n < w. Definamos
para cada ¢ < n+1: o; = min{a < k : y; € Uy}, y llamemos D = {o; : i < n+ 1}.

Notemos que |D| < n + 1 por las posibles repeticiones. Si tomamos o € D, tenemos que

p | (UyNdom(p)) € Fn(Uy,2); lo que implica que aq, := p | (U, Ndom(p)) € BY. Ademas,
la contencion dom(p) C | J{U,, : @ < n+ 1} implica que p = A{aq : a € D}.
Como B es familia independiente de subalgebras definimos F' := {B, : @« € D} y a

la funcion f : D — | J{BJ : @ € D} de tal manera que f(a) = ao. De esta manera,

Aimg(f) > 0. Luego,

p=Np I (Usndom(p)): € D} = Aaq : a € D} = \img(f) > 0.
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Esto termina la prueba de que U es independiente. #

Para el resto del capitulo estaremos usando la notacién establecida en la definiciéon 1.28
y en el parrafo que precede a la definicion 1.44.

Suponga que A es un algebra booleana y que u € A. Convengamos en denotar por
(u) al algebra generada por {u} y notemos que la proposicion 1.33 nos garantiza que (u) =
{0,u, —u, 1}. De este modo, si B es una subalgebra de A, entonces el conjunto de subélgebras
de A, {B, (u)}, es independiente si y solo si para cualquier z € BT se tiene que x Au # 0 #

r —U.

Lema 2.14 (Vladimirov). Sea B una subdlgebra completa del dlgebra booleana completa A.
Si para cada b € BT se tiene que (B | b)T no es un subconjunto denso de A | b, entonces

existe u € A de tal modo que {B,(u)} es independiente.

Demostracion. Definamos D := {d € AT : Bt N (A | d) = 0} y probemos que es denso
en A. Sea a € AT y supongamos que a ¢ D. Entonces BT N (A | a) # 0, por lo que
existe b € BT N (A | a). La hipétesis de que (B [ b)™ no es denso en A | b nos permite
elegir @’ € (A | b)™ de manera que para cualquier ¢ € (B | b)T se tiene que ¢ € a’. Asf,
0<ad <b<ayBT™n(A]d)=0,esdecir,d <ayad €D.

Ahora, definamos f : A — B de manera que f(a) = A{b € B : a < b} para cada
a € A. Note que para cualquier a € A ocurre que a < f(a). Veamos que el conjunto f[D]
es denso en B. Dada b’ € BT, tomemos d € D tal que d < b'. Luego, nuestra definicion de
f produce f(d) <¥'.

Empleemos las proposiciones 1.8 y 1.9 de [6] para fijar C', una anticadena maximal en B,
de manera que C' C f[D]. Tomemos una funcién de eleccion e : {f~H{c}ND:c€ C} — D
y llamemos E' = img(e). Luego, f [ E es inyectiva y f[E] = C. Afirmamos que u :=\/ E es
el elemento de A cuya existencia esta garantizada por nuestro lema.

Tomemos b € BY. Como C = f[FE] es anticadena maximal en B, existe ¢y € E tal que
bA f(ep) > 0. Si fuera el caso que bAwu = 0, como ey < u, entonces bA ey = 0; lo que implica
que eg < —b. Luego, nuestra definicion de f nos da f(eg) < —by por lo tanto, bA f(ep) = 0,

contradiciendo nuestra eleccion de eg. Asi, b A u > 0.
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Por otro lado, note que si v € E'y eg # v, entonces f(eg) # f(v). Recordando que f[E]

es anticadena, tenemos que

0= f(v) A fleo) Zv A fleo) = (v A f(eo)) —eo =v A (f(eo) — eo).
Trivialmente, v A (f(eg) —eg) = 0. Asi, (f(eg) —eg) A\ E = 0 (ver lema 1.22), lo que implica
que f(eg) —ep < —u. Sisuponemos que b — u = 0, obtenemos las siguientes desigualdades:

0=b—u>=bA(f(en) —eg) = (bA f(eo)) — ep.

De esto deducimos que bA f(eg) < eg. Como eg € D, por hipotesis BTN(A | eg) = 0. Luego,
la pertenencia bA f(eg) € BN (A | eg) implica que bA f(ep) = 0, nuevamente contradiciendo

nuestra eleccion de eg. Por lo tanto, b — u > 0. #

2.3 Algunas funciones cardinales

En esta seccion una funcién cardinal es una funcién ¢ de la clase de todas las algebras
booleanas en la clase de todos los numeros cardinales de tal modo que siempre que Ay B
sean un par de algebras booleanas isomorfas, se tendra que ¢(A) = ¢(B).

Un ejemplo de una funcion cardinal es la funcién densidad definida de la siguiente forma

para cada algebra booleana A:
m(A) = min{|D| : D es un subconjunto denso de A}

La funcién celularidad es otro ejemplo de una funcién cardinal. Esta funciéon esta dada

por:
c(A) = sup{|X| : X es una anticadena en A}

para cada agebra booleana A y nos ayudara como herramienta para demostrar el resultado

que le da titulo a este capitulo.
Definicién 2.15. Sea ¢ una funcién cardinal.

1. Diremos que ¢ preserva el orden si para cada algebra booleana A y para cualesquiera

a,b € A se tiene que ¢(A | a) < ¢(A | b) siempre que a < b.
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2. Un algebra booleana A sera llamada ¢-homogénea si ¢(A [ a) = ¢(A) para cualquier

a € AT,

Usaremos la notacion ¢(a) para abreviar ¢(A [ a), para cualquier a € A.

Sea A un algebra booleana y sean a,b € A con a < b. Si D es un subconjunto denso
de A | b, entonces {x Aa : x € D} \ {0} es un subconjunto denso de A | a y, por ende,
m(a) < m(b). Ahora, si W es una anticadena en A | a, se sigue que W es una anticadena en

A [ by, en consecuencia, ¢(a) < ¢(b). En resumen, tanto 7 como ¢ preservan el orden.

Definicién 2.16. Diremos que A alcanza su celularidad si ¢(A) = |W|, para alguna W,

anticadena en A.

Lema 2.17. Sean A, un dlgebra booleana, ya € A. Sipu < c(a), entonces hay una anticadena

W en A [ a de tamano u. Mds ain, si A es completa y p > w, W se puede elegir mazimal.

Demostracion. La definicion de ¢(a) junto con la condiciéon pu < c¢(a) implican que existe
V, una anticadena en A [ a, de tal manera que p < |V/|. Asi, cualquier W € [V]# es una
anticadena en A | a de tamano u.

Ahora, si A es completa y p > w, hagamos a := —\/ W. Cuando a = 0, se deduce que

W es maximal; en caso contrario, W U{a} es una anticadena maximal en A de cardinalidad

- #

Corolario 2.18. Si u™ < c(a), entonces hay una anticadena W en A | a de tamario u™.

Demostracion. Sipt < c(a), el lema anterior nos da una anticadena W en A | a de tamario
pt. Supongamos entonces que ut = c(a). Note que si A | a no posee una anticadena de
tamafio T, entonces para cada W, anticadena en A | a, se tiene que |W| < ut y, en

consecuencia, |W| < p; de aqui, ¢(a) < p, una contradiccion. #

Lema 2.19. Si A es un dlgebra booleana infinita, entonces w(A) > w.

Demostracion. Supongamos que 7(A) < w y fijemos D C A", un subconjunto denso de
A, con |D| = 7(A). Mostraremos que la funcion f : #(D) — A dada por f(E) =\ E es

suprayectiva y de este modo concluiremos que A es finita.
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Dado a € A, hagamos E := {x € D : x < a}. Claramente, £ € Z(D)y f(E) < a.
Ahora, si sucediese que \/ E < a, se seguirfa que a —\/ E € A" y por ende existirfa x € D

conz<a—\E<a Asi,z € Eyz A\ E =0; una contradiccion a z € A™. #

Proposicion 2.20. Sea A un dlgebra booleana completa, infinita, sin dtomos, c-homogénea
y m-homogénea. Sik :=c(A) y X :=m(A), entonces se cumplen las siguientes implicaciones:
o si A alcanza su celularidad, entonces |A| = \*;
e si A no alcanza su celularidad, entonces |A| = \<".
Demostracion. Tomemos un conjunto X = {x¢ : £ < A} que sea denso en A y esté indizado

sin repeticiones.

Supongamos que A alcanza su celularidad. Para cada a € AT tomemos W,, una anti-

cadena maximal en (A [ a)NX. Recuerde que la maximalidad de W, implica que \/ W, = a.
Como A es c-homogénea, entonces |W,| < ¢(A) = k. Definamos para cada a € A" a la

funcién f, : Kk — A+ 1 como la funcién recursiva dada por:

Jala) =min(({§ < A:zg € Wab\ fla]) U{A}),

para cada o < k.

Tomemos a < A\ y observemos que las siguientes equivalencias se dan:
a € [N = fala) <X = fola) e {E < A:xg € Wob\ fla] <= 24, (0) € W

Por lo tanto, W, = {zy,(a) : @ € fi A}

De los parrafos previos se deduce que la funcién 1) : AT — #(A+1) dada por ¢(a) = f,
esta bien definida. Ademas, si a,b € A% son tales que f, = f;, entonces f, [\ = £, '[N];
lo que implica que W, = W}, y por lo tanto a = \/ W, = \/ W}, = b, es decir, la funcion
¥ es inyectiva. Considerando que A es infinita, deducimos que |A| = |A™| y por lo tanto
obtenemos que |A| = |AT| < |F(A+ 1) = |FA| = A~

Para demostrar que \* < |A| consideremos W, una anticadena maximal en A, de tal
manera que |[W| = k. Como A es m-homogénea, A = w(A) = w(a) < |A | a| para cada

a € W. Luego, la proposicion 1.41 afirma que [[{A [ a:a € W} = A, lo cual implica que
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NS TH{A T a:ae AT} = |A].

Esto concluye la demostracién de la primera implicacién.

Ahora supongamos que A no alcanza su celularidad. La demostracion de que [A| < A<F

es similar al caso en que A alcanza su celularidad con algunas modificaciones. Note que
si A no alcanza su celularidad, tampoco A [ a para cualquier a € A, dado a que A es
c-homogénea.

Para cada a € AT tomemos W, una anticadena maximal en (A [ a) N X, y llamemos
ka = |Wy|. Note que W, es maximal en A [ a, es decir, \/ W, = a. Como A es c-homogénea,
entonces k, < ¢(A) = k. Definamos para cada a € A" a la funcién f, : K, — A+ 1 como

la funcién recursiva dada por:

Ja(e) = min(({§ <A :ze € Waj \ fla]) U{A})

para cada a < Kq.

Tomemos a < A y observemos que las siguientes equivalencias se dan:
a € [N = fala) < A= fal) e {E <Xz € Wab )\ fla] <= 24, (a) € Wa.

Por lo tanto, Wo = {z,(a) : @ € fy '[A]}. Asi, la funcién ¢ : AT — <%(X\ + 1) dada por
¢(a) = f, esta bien definida. El mismo argumento que empleamos en el caso previo para
probar que v era inyectiva aplica aqui para verificar que ¢ es inyectiva.

Empleemos ahora la hipotesis de que A es infinita y el corolario 1.8 para deducir que
JA] = [AF] < [<5 A+ 1)] = [<A] = A<

Mostremos que A" < |A]. Tomemos para cada o < x una anticadena maximal W, en

A de tal manera que |a| < |[W,|. Asi, sabemos por argumentos anteriores que
Aol < T{A Ta:a e W =|A4]

para cada a < k. De este modo, |A| es cota superior del conjunto {/\“"| s a < K}, lo que

implica que A<* = sup{\l°l : o < K} <|A|. #

Observacion 2.21. Suponga ¢ es una funcion cardinal que preserva el orden, que A es
un dlgebra booleana y que a € A. Si A | a es ¢p-homogénea, entonces A | = también es

¢-homogénea, para cualquier x € A | a.
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Lema 2.22. Sea ¢1,...,0n una coleccion finita de funciones cardinales que preservan el

orden y sea A un dlgebra booleana completa. Entonces existe W C AT de tal manera que
1. six e W, A x es ¢p;-homogénea para cualquier i <n y

2. A es isomorfa al producto [[{A | z:x € W}.

Demostracion. Tomemos al conjunto
D:={z € A" : A |z es ¢j-homogénea para toda j < n}

y mostremos que es denso en A. Tomemos a € AT y definamos recursivamente a la sucesion
(a;)j<n de la siguiente manera: ap = a y para cada j < n seleccionamos a1 € A [ a; de

manera que
¢jv1(aji1) = min{p;jy1(x) : v € A a;}.

Es evidente que ag esta bien definido. Ademas, si suponemos que a; esta bien definido,
entonces aj € A [ a;, por lo que el conjunto {¢;(z) : ¢ € A | a;} es no vacio. Asi, tiene
un elemento minimo, digamos A = min{¢;(x) : x € A [ a;}. Luego, a;41 también esta bien
definido seleccionando a;+1 € ¢~ {\}.

Note que la sucesion (a;);jen+1 cumple que
a=ag=a) = ... = a, > 0.

Ademas, para cada j < n, si tomamos z € (A | aj+1)", tenemos que = < aj11 < aj, por lo
que ¢;(x) < ¢jy1(ajy1). Por otro lado, como ¢j1(aj+1) es minimo y « € A [ aj, entonces
dj+1(ajr1) < ¢jp1(x), es decir, ¢pj11(x) = ¢jq1(aj+1). Con esto hemos demostrado que
A [ aj41 es ¢j1-homogénea.
Del pérrafo anterior y la observacién 2.21 deducimos que a, € D y a, < a.
Finalmente, usamos las proposiciones 1.8 y 1.9 de [6] para fijar una anticadena maximal
W en A de manera que W C D. De esta manera, queda mostrado el inciso 1 del lema. Por

otro lado, el inciso 2 de nuestro lema se cumple gracias a la proposicién 1.41. #

Las siguientes definiciones se ocuparédn para la demostracién del teorema de Balcar-

Voltjas.
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Definicion 2.23. Sea A un algebra booleana y W una anticadena W en A. Para cada

a € A definamos
Wi(a):={weW:wAa>0}.
Observacion 2.24. SiV y W anticadenas en A y a € A, entonces se satisface lo siguiente:
o VC W implica que V(a) C W(a) y
o (VAW)(a) =V(a)\ W(a).
Definicion 2.25. Sea {a, : @ < k} una sucesion en AT. Decimos que {b, : @ < K} es un

refinamiento ajeno de {a, : @ < K} si para cualesquiera o < 3 < k se tiene que 0 < b, < agq

y ba Abg = 0.

Teorema 2.26 (Balcar-Voltjas). Sea A un dlgebra booleana y sea k un cardinal infinito.
Si kt < (A | x) para cada x € AT, entonces toda sucesion {a, 1 a < k} C AT tiene un

refinamiento ajeno.

Demostracion.  Sea {a, : a < k} una sucesion en AT. Recordando la definicion 2.23,

demostraremos lo siguiente.
Afirmacion 1. Existe una familia {X, : @ < K} de anticadenas que cumple las siguientes
propiedades:

1. X, € X3 para cualesquiera a < 8 < K,

2. | Xa+1(aq)] = kT para toda a < Kk y

3. si a, B < K, entonces Xy(ag) =0 6 |Xo(ag)| =rT.

Supongamos que la afirmacion ha sido probada y hagamos X := ([J{X, : a < k}.
Note que por el inciso 1, X es anticadena, y por el inciso 2 de la afirmacién tenemos que
k1t < |X(an)| para cualquier o < k. Asi, podemos definir recursivamente la sucesion
{zq : @ < Kk} de manera que z, € X(aq) \ {zg : B < a} siempre que o < k. Para cada
a < k llamemos b, 1= 24 A an. Como z, € X(ay), sabemos que by, = x4 Aag > 0y

claramente b, < a,. Ademés, si a < § < k, entonces:

42



ba Nbg = (xa AN aa) A (g Nag) = (xa A2g) A (aa Aag) = 0A (aq Aag) = 0.

Por lo tanto, {bs : & < k} es el refinamiento ajeno que buscabamos.

Para demostrar la afirmaciéon, construiremos dicha familia de manera recursiva e induc-
tivamente iremos probando la afirmacién. Definamos Xy = (). Supongamos que para v < k
tenemos la familia de anticadenas {X¢ : £ < v} construida de manera que lo siguiente se

verifica.
1. Xo € X3 para toda a < < v,
2. | Xat1(aq)] = kT paratodaa+1 <~y
3. se da que X, (ag) =0 6 que |Xo(ag)| = 1 para toda a < vy toda 8 < k.

Buscamos definir X, de manera que la familia de anticadenas {X¢ : £ < v+ 1} también
cumpla las propiedades deseadas.

Si 7 es limite, definamos X, = [J{X¢ : £ < v}. Igual que antes, X, es una anticadena
en A y ademés, por definicién, la familia cumple los inciso 1 y 2. Fijemos f < k y note
que X, (ag) = U{Xa(ag) : &« < 7v}; de esta manera, | X, (ag)| = |y| - sup{|Xa(ag)| : @ < 7}
Recordemos que para cualquier o < - la hipotesis inductiva nos afirma que |Xq(ag)| < &7
Si para alguna o < «y sucede que | X4 (ag)| = ¥, entonces | X, (ag)| = kT, ya que v < k.
En caso contrario, se tiene la igualdad X,(ag) = () para cualquier o < vy, en consecuencia,
X, (ag) = 0. Asi, también se cumple la condicion 3.

Supongamos ahora que v = § + 1 y dividamos nuestra construccién de X, en dos casos
(recuerde la condicion 3 de nuestra hipotesis inductiva).

Caso 1. |Xj5(as)] = k. Definamos X, = X511 := X;. Por definicion, se cumple la
primera condiciéon. Ahora, tomemos a +1 < v+ 1, estoes, a +1 <7y Sia+1< 7, la

hipétesis inductiva nos da la condiciéon 2. Si a +1 =y =§ + 1, obtenemos que
[ Xa+1(aa)l = [Xs41(as)| = [Xs(as)| = K7,

y asi también se cumple la condicién 2. Finalmente, para verificar que la condicion 3 se

cumple basta verificarla para 8 < x arbitraria y a = 7. De esta manera, tenemos que

Xal(ag) = Xsr1(ag) = Xs(ap);
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como ¢ < v, entonces Xs(ag) =0 6 |Xs(ag)| = w™T.

Caso 2. Xs(as) = (). En este caso, si tomamos x € X arbitrario, tenemos que zAag = 0
0, equivalentemente, z < —ag, es decir, x € A | (—as). De este argumento se sigue que
Xs C A | (—as). Por una de las hipotesis de nuestro teorema tenemos que c(ag) = k7 vy,
segtin el corolario 2.18, existe una anticadena Y de tamano T en A | as. Como Xj es
anticadena en A | (—as), entonces X5 UY es anticadena en A.

Definamos X541 := Xs U (Y \ U{Y (a,) : p < Ky |Y(a,)| < k}). La condiciéon 1 se
cumple ya que por definicion X5 C X;511. Para ver que la condicién 2 se satisface, basta
verificarla para a +1=~v=6§ + 1.

Llamemos B := {{ < k : |[Y(a¢)| < k} y asi, Xsp1 = Xs U (Y \ U{Y(ay) : n € B}).
Observe que la definiciéon de Y implica que ag Ay = y > 0 para toda y € Y. Por lo tanto,

Y (as) =Y. Ademas, como Xs(as) = 0, utilizando la observacion 2.24 tenemos que

Xsialas) = (XU (1Y () i€ B)D)(as)
= Xs(as) U (Y \ (¥ (@) : 1 € BY) (a5)

(MUY (@) - € BY ) (a5)

= Y(an)\ (U () 10 € BY)(a5)

= Y\ (¥ (ay) 10 € BY)(as):

Luego, la definicion de B nos da que

[(U{Y (ay) : n € B})(as)| < - sup{|Y(ag)| : § € B} < k-5 =k,

que, junto con la igualdad |Y| = ™, implica que |Y \ (U{Y (ay,) : n € B})(as)| = &7

Para terminar la prueba de la afirmacion falta mostrar la condicion 3 para v = § + 1.
Tomemos B < k y dividamos nuestro argumento en dos subcasos. En ambos emplearemos
la observacion 2.24.

Subcaso 1. Si [Xj5(ag)| = kT, entonces:

Xs(ag) € Xsti(ag) = Xs(ag) U (Y \U{Y (ap) : p <Ky [Y(ap)| < k})(ag) C Xs(ag) VY,

lo cual implica que
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k1= | Xs(ag)| < [Xs11(ap)] < max{|Xs(ag)], [Y]} = wT.

Subcaso 2. Si Xj5(ag) =0y |Y(ag)| < &, entonces Y (ag) C U{Y (a,) : p <k y |Y(a,)| <

k}, lo que implica que:

YANUY () : p <k y [Y(ap)| < K})(ag) =
Y(ag) \ (H{Y (ap) : p <ry [Y(ap)| < r})(ap) =0,

y por lo tanto X;.1(ag) = 0.

Esto termina la prueba de la afirmacién y, en consecuencia, del teorema. #

Teorema 2.27 (Erdés-Tarski). Sea A un dlgebra booleana. Sic(A) es un cardinal singular,

la celularidad de A es alcanzada.

Demostracion. Sean A = ¢(A), Kk = cf(A) < Ay {A\q : @ < K} C X una sucesion cofinal
estrictamente creciente de cardinales, es decir, A = sup{\, : @ < k}. La prueba se hara
considerando tres casos.

Caso 1. Existe b € AT de tal manera que c(x) = \ para cada z € (A | b)T. Entonces
k < XA =c(b) y por el lema 2.17 se sigue que existe {b, : @ < K}, una anticadena en A [ b.
Note que para cada a < k, el que b, € A | bimplica que Ao, < A = ¢(b,) y por por lema 2.17
hay una anticadena Z, en A | b, de tamano \,. Luego, | J{Z, : @ < Kk} es una anticadena
en A de tamano .

Supongamos ahora que el caso 1 falla. Como la celularidad es una funcién cardinal que
preserva el orden, se sigue que S := {a € A" : ¢(a) < A} es un subconjunto denso de A.
Empleemos las proposiciones 1.8 y 1.9 de [6] para fijar X C D, una anticadena maximal en
A. Note que | X| < A ya que ¢(A) = A. Usaremos estos conjuntos para los casos 2 y 3.

Caso 2. sup{c(z): z € X} = \. Para cada a < k hagamos E,, := {z € X : ¢(x) > Ao}
Como {c(x) : = € E,} es cofinal en A, se sigue que |E,| > £ = cf()\). Esta observacion
nos garantiza que se puede definir recursivamente {z, : o < k} de tal modo que z, €
Eo\{zg : p < a}, para cualquier a@ < k. Asi, podemos tomar Z,, anticadena de tamafo
Ao en A [ x4, siempre que o < k. Entonces el conjunto | J{Z, : @ < k} es una anticadena

en A de tamano .
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Caso 3. sup{c(x) : * € X} < A. Mostraremos, por contradiccion, que |[X| = A.
Supongamos que |X| < A y definamos p = sup{c(z) : z € X} y p/ = (max{|X|,u})". De
esta manera, el hecho que X sea singular implica que ¢/ < A = ¢(A). El que X sea una
anticadena maximal en A implica que para cualquier y € Y existe x € X con zAy > 0 (lema
1.16), esto es (recuerde la definicion 2.23), Y = (J{Y (z) : z € X}. Por otro lado, para cada
x € X la coleccion {x Ay :y € Y(x)} es una anticadena en A [ z y asi, |Y(2)| < ¢(z) < p.

Esto implica que
W =Y = Y (2) e € XY < - X] < 1,

que es una contradicién. Por lo tanto, | X| = . 7#

2.4 Prueba del Teorema de Balcar-Franék

Lema 2.28. Sea A un dlgebra booleana completa para la cual k := c(A) no es alcanzada.

Si A es c-homogénea, entonces existe una familia independiente de anticadenas mazximales,

W, en A tal que |\W| =k y sup{|W|: W € W} = k.

Demostracion. Como la celularidad de A no es alcanzada, entonces el teorema 2.27 nos
afirma que kK = ¢(A) es regular. Ademaés, si tomamos V, un conjunto de anticadenas no
vacio, se tiene que |V| < k para toda V' € 'V, lo que implica que sup{|V|: V € V} < k. Por
ello, bastari construir W, una familia independiente de anticadenas maximales de tamafio
Ky con la propiedad de que sup{|V|: V € V} > k.

Observe que si k fuese finito, entonces ¢(A) seria alcanzada. Por ende, k > w. Mas
atn, afirmamos que existen {z, : n € w}, {y, : n € w} C A" de tal modo que z,, Ay, =
0, Tnt1 < Yn Y Yn+1 < Un, para toda n € w. En particular, {z,, : n € w} seria una
anticadena de tamafo w en A y de este modo tendriamos probado que x > w. Construyamos
recursivamente nuestras sucesiones: como 2 < k, el lema 2.17 produce una anticadena de
cardinalidad 2 en A, {z¢,y0}. Ahora, si ya tenemos {z; : i < n}y {y; : i < n}, para alguna
n € w, entonces 2 < K = ¢(y,) (recuerde que A es c-homogénea) y, por ende, podemos usar
el lema 2.17 para fijar {2, +1,Yn+1}, una anticadena de tamano 2 en A | y,. Esto concluye

la recursion.
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Afirmacion 1. Para cualquier V, familia independiente de anticadenas maximales en A, tal
que |V| < k y cualquier cardinal infinito 7 < k, hay una anticadena maximal 7' ¢ V en A de

tamano 7 de manera que VU {T'} es familia independiente de anticadenas maximales en A.

Si se demuestra la afirmacion, entonces podemos construir recursivamente a la familia

independiente de anticadenas maximales W deseada como se describe a continuacion.

e Qo= {{1}} y para cada o < k:

o Qui1 = QaU{T,}, donde T, tiene tamano |a+w| (obtenida a partir de la afirmacion),
* Qo =U{Qp: B < a} para « limite;

y de este modo, proponemos W := | J{Q, : a < k}. Por la construccion de T, para cada
a < K, tenemos que |[W| =k y sup{|W|: W € W} = k.

Para demostrar la afirmaciéon tomemos w < 7 < k y V, un conjunto de anticadenas
independiente en A con |V| < k. Note que los elementos de V tienen tamano menor que k

debido a que la celularidad de A no es alcanzada. Por ello, || JV| < k. Definamos
B:={A\F:Fel[JV|“}

Como B esta indizado con [|JV]<¥, entonces |B| < k. Hagamos p := |B\ {0}| y fijemos
{ay : v < p}, una enumeracion sin repeticiones de B\ {0}. En vista que ut < k = ¢(A),
podemos aplicar el teorema 2.26 y obtener {b, : v < p}, un refinamiento disjunto de
{ay v < p}.

Fijemos v < p. El que A | by sea completa, junto con las desigualdades w < 7 < Kk =
c(A | by), implica (lema 2.17) que A [ b, posee una anticadena maximal de tamafio 7. Sea
{cys 1 6 < 7} una enumeracion sin repeticiones de dicha anticadena.

Ahora hagamos

zo=(=V{by: v <p}) VV{cyo:v<uly

x5 = \V{cys 17 < p} paracada 0<d<T.

Llamemos T := {z5 : 6 < T} y notemos que para cualquier § < 7 se tiene que x5 <
Vicys © v < p}. Ademaés, si seleccionamos n < £ < 7y «a, < u tenemos los siguientes

Casos:
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e si o = 3, entonces capy A Cgg = Can A Cag = 0, ya que {cq5 : 6 < T} es anticadena en

AT ba;

e si a # 3, entonces cany A cge < by Abg =0, pues {b, :y < u} es anticadena.

Esto, con el lema 1.22, implica que:

xy ANxe < NMean o <ph AN{ege: B < pt = Neag Nege 1o, 8 < p} =0.

Por lo que T es anticadena en A.

Notemos las siguientes igualdades:

Vb v <ud = ViVles:d<rbiv<ut=\{es:v<pyd<r}
= Vicw:v<uv\H{ep:r<pyo<s<r}
= View:v<umv\{V{ew:y<p:0<s<r}
= View:v<upv\/{zs:0<s <7}

Asi, obtenemos que:

Vd{zs:o<r} = zov\[{zs:0<6<7}
= ((_\/{b7:7<ﬂ})\/\/{%03’Y<M}>V\/{x5:0<5<r}
= (_\/{b71’7<ﬂ})\/(\/{C»yo:’y<u}\/\/{:v§:0<5<7'})
= (Vb v <)V Vi iy <pr=1

Por ello, T' es maximal.

Para terminar la demostracion de la afirmaciéon tomemos Vy, Vi, ..., V, € V distintos,
vi € V; paracadai € n+ 1y xzs € T. Como V es independiente, entonces el elemento
p = N\{vi : i € n+ 1} es distinto del 0. Por lo tanto, p es un elemento de B\ {0}, asi que

p = a para alguna v < p. Esto nos da las siguientes desigualdedes:
VoANVLA AV AT =pATs=ay NTs 2 by NTs 2 cys N Cys = Cys > 0,

lo cual confirma que VU {T'} es una familia independiente de anticadenas maximales. #
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La proposiciéon siguiente es el dltimo resultado preliminar que necesitamos para la

prueba del Teorema de Balcar-Franck.

Proposicion 2.29. Si A es un dlgebra booleana completa, infinita, sin dtomos, c-homogénea

y w-homogénea, entonces A posee un subconjunto independiente de cardinalidad |A|.

Demostracion. Sean k = c¢(A) y A = w(A). Por el lema 2.19, A > w. Para probar que
K > w construiremos recursivamente un par de conjuntos {z, : n € w} , {yn :n € w} C AT
de tal modo que zp, Ayp = 0, Tn+1 < Yn ¥ Ynt1 < Yn, para cualquier n € w. De este
modo, {z, : n € w} serd una anticadena infinita en A. Con esta idea en mente, fijemos
a € AT. Como a no es un atomo, existen zg,yo € (A | a)™ con zg A yo = 0; ahora, si ya
hemos obtenido {x; : i < n} y {y; : i < n}, para algin n € w, entonces y, ¢ Atom(A) y en
consecuencia, hay Tn+1,Yn+1 € (A [ yn)T de tal suerte que z,, 41 A ynt1 = 0. Esto completa
la recursion.

Note que como A no tiene dtomos, entonces A | a es infinita para cualquier a € A™.
Demostraremos la proposiciéon en dos casos.

Caso 1. ¢(A) es alcanzada. En este caso se da que |A| = A" por la proposicion 2.20. Sea
el minimo cardinal tal que p® = A\*. Asi, p < A . Ademas, si existiese v < p con v > p”,

¥, contradiciendo la minimalidad de p. En resumen,

se tendria que p* < (V)F = v = v
para cada v < p se satisface que v" < p”.

Como A alcanza su celularidad, existe una anticadena en A de tamano x. Esta antica-
dena puede ser extendida a una anticadena maximal en A (proposicion 1.9 de [6]), digamos
W. Luego, |W| = k.

Si sucediese que p = 2, tomamos D := (W). Como W es anticadena, la proposicion 1.33
nos da D ={\/S:5 € [W]“} y de este modo, Atom(D) = W. Asi, el lema 1.42 produce
D= 2(W) = (k). Fijemos h : #(k) — D, un isomorfismo, y usemos el Teorema de
Hausdorff-Kantorovich (teorema 2.8) para obtener S, una familia independiente de tamafio
2% en (k). Entonces, {h(z) : € S} es una familia independiente en D C A de tamano
|Al.

Analicemos el caso p > 2. El que & sea infinito implica que 2% = n" para cualquier

n € w\ 2. Por esta razon, la condiciéon p > 2 nos garantiza que p > w.
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Queremos emplear el lema 2.7 como sigue: construiremos por recursién una familia
independiente {e¢ : £ < u} en A de tal modo que & < n < p implique que eg # e, y, ademaés,
{W}u {{ee, —ec} : £ < p} sea una familia independiente de anticadenas maximales en A.
Esto nos dara la existencia de un subconjunto independiente de A de tamario |E|W| = p# =
A=Al

Supongamos que tenemos {e¢ : & < p} construida para p < p y busquemos e, con la
propiedad de que {e¢ : & < p + 1} sea un subconjunto independiente de A y que {W} U
{{e¢, —ee} : £ < p+ 1} es una familia independiente de anticadenas maximales en A. Por
hipotesis inductiva sabemos que el conjunto V = {W} U {{e¢, —e¢} : £ < p} es una familia
independiente de anticadenas maximales. Como |V| < k para cualquier V' € V, entonces
[LUV| < |V|- k. Por otro lado, las desigualdades |V| < p < gy p > 2 implican que |[V|* < pu
y 27 < u. Luego, |V|F- 27 < p.

Ahora, la igualdad x = c(A) garantiza que A tiene la k' .c.c., asi que la proposicién

1.45 nos dice que la subalgebra D := (| JV)“™ tiene la propiedad de que
D] < max(w, [V] - )<K" = (V] - k) = [V]* - 25 < o < A = m(A).

Asi, para toda d € D7 el conjunto (D | d)* no es denso en A [ d ya que |D | d| < |D| <
m(A) = 7(d). Luego, por el lema 2.14 (Lema de Vladimirov), hay e € A que cumple que
dNe>0yd—e>0 para cualquier d € DT. De esta manera, basta con hacer e, := e.

Caso 2. A no alcanza su celularidad. En esta situcion tenemos que A tiene la propiedad
de la k.c.c. Ademas, la proposicion 2.20 nos dice que |A| = A\<F.

Por el lema 2.28 hay W, una familia independiente de anticadenas maximales en A, de
tamano x con la propiedad de que sup{|W| : W € W} = k. Digamos que W = {W,, : a < K},
donde W, # Wj siempre que a < 8 < &, y para cada a < s llamemos r, al cardinal |[W,|.

Sea p el minimo cardinal de tal manera que p<% = A<,

Si u = 2, para cada a < k consideremos a B, la subalgebra completa de A generada
por W,. De esta manera, B, = Z(kq) (lema 1.46) y por ende podemos usar el Teorema de
Hausdorff-Kantorovich (teorema 1.55) para encontrar Uy, una familia independiente en By,
de tamano 2. De acuerdo al corolario 2.12, {B, : @ < Kk} es un conjunto independiente de

subélgebras de A. De este modo, por la proposicion 2.13, el conjunto U = | J{U, : o < Kk}
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es una familia independiente en A y tiene tamano sup{2f* : o < K} = 2<% = X\<F = | A].
Para el resto de nuestra prueba supondremos que p > 2. Note que si tuviesemos que
p < 2<F entonces ASF = p<F L (257)<F = 2<% (proposicion 1.9) y, por otro lado, la
desigualdad 2 < X implica que 2<% < A<", con lo cual concluirfamos que A< = 2<%; una
contradiccion a la minimalidad de p. Por lo tanto, £ < 2<% < u (lema 1.7). Ademads, para

toda v < u se tiene que <" < u, ya que la desigualdad p < =% implica que
)\<n — M<I€ < (V<Ii)<1€ = <k < 'u</-e — )\<I€’

contradiciendo la minimalidad de pu.
Ahora, buscamos {V,, : @ < K}, una familia de conjuntos independientes de anticadenas

maximales en A, de tal manera que:
e |V,| = pu para cada a < K;
e para cualesquiera a < kK y V € V,, se tiene que |V| = 2;
e si a < f <k, entonces Vo N Vg = 0;
e para cualquier a < k, {Wy : a < K} NV, = 0;
e el conjunto {W,, : a < k}UJ{Va : @ < K} es un conjunto independiente de anticadenas

maximales.

Fijemos o < k. Emplearemos recursion sobre p para hallar {e¢ : £ < p}, un subconjunto
independiente de A, de tal modo que eg # ey, si & <n < p, y {Wa} U {{e, —ee} : £ < pu}
es un conjunto independiente de anticadenas maximales en A. Supongamos que para p <
tenemos {e¢ : £ < p} construida, donde B := {W,} U {{eg, —e¢} : £ < p} es independiente.
Tomemos B = (|JB)“". Estimemos la cardinalidad de B como sigue: en primer término,
[UB| < &k + 2|p|; ahora, el que k sea infinito implica que ||JB| < & - |p|. Finalmente,
recordemos que A satisface la k.c.c., que para cada v < p se tiene que v<F < pu y la

proposicién 1.45 para deducir lo siguiente:
1B| = (UB)™| < (k- |p])=" <p < A =m(A).

Lo anterior, junto con la m-homogeneidad de A, nos garantiza que para cualquier b € BT

el conjunto (B | b)* no es denso en A | b. Luego, el Lema de Vladimirov (lema 2.14) nos da
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un elemento u € A de tal manera que para toda b € B se tiene que bAu >0y b—u > 0.
Asi, es suficiente con poner e, := u para terminar nuestra recursion.

La construccion previa nos asegura que V = {{e,—e} : e € E} tiene cardinalidad p.
Como k < p, podemos encontrar una particion de V en x pedazos de tamafo u, es decir,
existe {V, : @ < k} de tal modo que V = J{V, : @ < k} y ademas se satisface que |V,| = p
y Vo # Vg siempre que o < 8 < K.

Para cada a < k tomemos B, = (W, U|JVa) v Da, la completacion booleana de By,
esto es, D, es un algebra booleana completa que contiene a una subélgebra densa que es
isomorfa a B, (ver secciones 4.2 y 4.3 de [5]). Sin pérdida de generalidad, supondremos que,
de hecho, B, es una subalgebra de D, y que (B,)" es un subconjunto denso de (Dg4)™.

Ahora, la funcién h, : B, — A dada por h,(z) = x, para cada = € B,, es un
homomorfismo de algebras booleanas y como A es completa, el Teorema de Extensiéon de
Sirkorski (ver Theorem 5.9 de [5]) nos da un homomorfismo booleano H, : D, — A de tal
modo que H, | By = hq. Verifiquemos que H, es inyectiva: si z,y € D, satisfacen = # y,
entonces v —y # 0 6 y —x # 0. En el primer caso, la densidad de B} en D, nos da un

elemento b € B} con b < x — y; luego
0<b= h(b) = Ha(b) < Ha(x - y) = Ha(x) - Hoc(y)

y asi, Ho(z) # Huo(y). Un razonamiento similar aplica cuando y — x # 0.

Del parrafo anterior se sigue que la subélgebra C, := H,[D,]| de A es isomorfa a D,,
y tiene a B, como subéalgebra densa. En particular, C,, vista como algebra booleana, es
completa, pero puede suceder que el supremo de un conjunto S C C, calculado en C,, difiera
del supremo de S cuando éste se calcula en A.

Dada a < k, el que C, sea completa implica que podemos aplicar el lema 2.7 a la
coleccion {W,} U JV, para hallar U,, un subconjunto independiente de C,, con |Uy| =
Wa||Wa| = p">. Observe que si & < f < k, entonces U, N Ug = (. En particular, la

cardinalidad de U := (J{U, : @ < K} es
|U| = sup{|Us| : @ < 6} = sup{p" : a < k} = p=F = X\<F = | A].

De esta forma, s6lo debemos argumentar que U es un subconjunto independiente de A.
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Segun la proposicion 2.11, {B, : @ < k} es una familia independiente de subélgebras
de A y como cada B, es denso en C, se sigue que {C, : @ < K} también es una familia in-
dependiente de subalgebras de A. Finalmente, invoquemos la proposicién 2.13 para concluir

que U es independiente. #

Teorema 2.30 (Balcar-Franék). Si A es un dlgebra booleana completa e infinita, A tiene

un subconjunto independiente de cardinalidad |A|.

Demostracion.  Sea A como en el enunciado. Por el lema 1.43, tenemos que A = (A |
w) X (A | (—w)), donde A | w = P(k) para algiun cardinal Kk y A [ (—w) carece de
atomos. Denotemos por B al dlgebra booleana A [ w y por C al algebra booleana A | (—w).
Supongamos que h : B x C' — A es un isomorfismo. Note que |A| = |B x C| = |B|-|C| =
max(|B|, |C|), y consideremos los siguientes casos.

Caso 1. |A| = |B|. Esta suposicion implica que k es un cardinal infinito, asi que por
el corolario 2.8, B posee un subconjunto independiente S de cardinalidad 2 = | A|. Luego,
h[S x {0}] es un subconjunto independiente de A de tamano |A|.

Caso 2. |A| = |C|. Como las funciones cardinales ¢ y m preservan el orden, podemos
aplicar el lema 2.22. Asi, existe W C C* de tal manera que C 2 [[{C |z :2 € W}, y
ademas, si z € W entonces C' [ x es c-homogénea y m-homogénea. Luego, para cada x € W
la proposicion 2.29 nos afirma que C' | z tiene una familia independiente de tamano |C' | z|.
Del corolario 2.3 deducimos que el algebra booleana producto [[{C [ = : x € W} tiene un
subconjunto independiente de cardinalidad |[[{C [ z : z € W}|. Como C = [[{C | = :
x € W}, entonces C' tiene una familia independiente de tamano |C|. Finalmente, de forma

analoga al caso 1, A tiene una familia independiente de tamano |A|. #

Una aplicaciéon inmediata del Teorema de Balcar-Fran€k es que podemos calcular el
tamafio del espacio de Stone de un &algebra de Boole infinita y completa. El espacio de
Stone de un algebra booleana A, usualmente denotado por S(A), est4 compuesto por todos

lo ultrafiltros de A.

Corolario 2.31. Si A es un dlgebra booleana infinita y completa, entonces A tiene 214

ultrafiltros.
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Demostracion. Por el Teorema de Balcar-Franék, existe una familia independiente S C A

de tamano |A|. Luego, el teorema 1.53 nos dice que A tiene al menos 2/4! ultrafiltros. Por

otro lado, S(A) C Z(A) y de este modo, |S(A)| = 21l ##
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CAPITULO 3: FAMILIAS INDEPENDIENTES MAXIMALES

Este capitulo estd dedicado a estudiar la relacién entre familias #-independientes ma-
ximales y propiedades de cardinales. Al final del capitulo llegaremos a hacer uso de ideales

saturados.

3.1 Preambulo

En esta secciéon, 6 serd un cardinal infinito, A un algebra booleana completa, S un

subconjunto de A y P = Fn(S,2,6).

Definicion 3.1. Diremos que S es 0-independiente maximal en A si y sbélo si S es 6-
independiente en A y para cada a € A\ S se tiene que S U {a} no es f-independiente en
A.

Lema 3.2. S es 0-independiente maximal en A si y sélo si para toda a € A existe p € P tal

quep<a 0 p< —a.

Demostracion. Mostraremos que el enunciado “S no es #-independiente maximal" es
equivalente a la existencia de x € A tal que para toda p € P se tiene que pAz # 0y
p—x #0.

Si S no es f-independiente maximal en A, entonces existe x € A\ S tal que SU{z} es
f-independiente en A. Ahora, sea p € P. Note que las funciones p U {(x,0)} y pU {(z,1)}

son ambas elementos de Fn(S U {z},2,0). Como S U {z} es #-independiente, entonces

pPAz=pU{(z,0)} #0 y p—az=pU{(z,1)} #0.

Supongamos ahora que existe x € A tal que para toda p € P se tiene que pAx # 0y
P — x # 0; note que si x fuese elemento de 5, se tendria que r = {(z,0)} e Py 7 —2 =
x —x = 0, lo cual contradiria nuestra eleccion de z. Veamos que S U {x} es #-independiente

para mostrar que S no es maximal.



Sea p € Fn(SU{z},2,6). Si z ¢ dom(p), entonces p € P, por lo que p # 0. Por otro
lado, si € dom(p), entonces ¢ = p \ {(z,p(x))} € P. Por hipotesis, Az #0y §—x # 0.

Esto implica que p # 0. #

Mostraremos a continuacién que, cuando § = w, toda algebra booleana no trivial posee

un subconjunto S como el descrito en la definicién previa.

Proposicion 3.3. Si A es un dlgebra booleana no trivial, entonces A tiene una familia

independiente mazximal.

Demostracion. Sea 8 es el conjunto de todas las familias independientes en A y ordenado
con la contencion directa, C. Si probamos que 8 # () y que toda cadena en 8 esta acotada
en 8, podemos aplicar el Lema de Zorn para terminar la prueba.

Como A es no trivial, existe © € A\ {0,1}. De esta manera, {z} € 8, es decir, 8§ # 0.
Ahora, tomemos € C 8, una cadena en 8, y veamos que | J € es una familia independiente.
Sea p € Fn(|JC,2) y para cada = € dom(p) sea S; € € de tal modo que x € S;. Como
|dom(p)| < wy € es una cadena, existe S € {S; : x € dom(p)} de tal modo que S C S
para cada z € dom(p); en particular, dom(p) C S. Luego, tenemos que p € Fn(S,2) y S es

una familia independiente en A. Por lo tanto, p # 0. #

Este argumento no se puede extender a cualquier cardinal. Por ejemplo, mas adelante
(ver corolario 3.16) probaremos que la existencia de una familia w;-independiente maximal
no numerable en algin &lgebra booleana de la forma &2 (X)) implica la hipotesis del continuo,
es decir, w1 = ¢.

Las siguientes dos secciones estan dedicadas a demostrar el resultado citado abajo.

Teorema 3.4. Sea 6§ un cardinal reqular y no numerable. Si S C (k) es una familia

0-independiente mazimal con |S| > 6, entonces:
1. 20 =9y

/

2. emisten cardinales k' y \ de tal modo que w < k' < K,

sup{(2°hT : a < 8} < X\ < min{x/, 29}
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y P(k') posee un ideal no principal 0 -saturado y \-completo.

Claramente, el teorema previo se concentra en el algebra booleana (k). Sin embargo,
en aras de ser lo mas generales posible, probaremos algunos resultados preliminares que
aplican a cualquier algebra booleana completa. De forma especifica: en la secciéon siguiente
supondremos que A es un algebra booleana completa, que 6 es un cardinal infinito y que S

es un subconjunto #-independiente maximal de A con |S| > 0.
3.2 Lema de Glazer

En esta seccién veremos algunas consecuencias importantes de la existencia de familias
f-independientes maximales que nos ayudaran a definir un ideal. Este dltimo se usaré para
demostrar el teorema 3.4.

Para el primer resultado usaremos la notacién de la definicién 1.48.

Lema 3.5. Para cada r € P definamos 1, : S\ dom(r) — S | r mediante ¥, (y) = y AT
para toda y € S\ dom(r). Entonces 1, es una biyeccion y para cada a € S | r se satisface

que a =, H(a) AT,

Demostracion.  Fijemos r € P. Claramente, img(¢,) = S [ r, asi que sélo debemos
comprobar que v, es inyectiva. Sean z,y € S \ dom(r) distintos. Hagamos ¢ := r U

{(z,0), (y,1)}. Note que ¢ € P. Ademas,
0Fg=TAzA(=y) =T A2)A((=T)V (=y)) = (TAz) A (=T AY));

por lo tanto ¥, (x) =z AT # y AT = ¥, (y).
Entonces, hemos mostrado que 1, es biyectiva y la segunda parte del lema es un argu-

mento rutinario que omitiremos. #

El siguiente resultado ocuparé la notaciéon que se utiliza en la definicién 1.28.

Proposicion 3.6. S | r es una familia 0-independiente en A [ T para toda r € P.

Demostracion. Sea r € Py tomemos su respectiva 1, (ver lema 3.5). Convengamos en
denotar por e, a la imagen de a € S\ dom(r) bajo 1., en otras palabras, e, es el tnico

elemento de S [ r que satisface e, = a AT = 9, (a).
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Para el resto de la prueba fijemos p € Fn(S [ r,2,0). Hagamos p’ = p o, (ver
definicién 1.1) para obtener que p’ € Fn(S \ dom(r),2,0) C P. Luego p = p' o9 ! y, por
ende, p = {(eq,p'(a)) : a € dom(p’)}. En particular, p(e,) = p(a A7) = p'(a) para cada

a € dom(p’) (ver diagrama de abajo).

€q a

Ahora, con la intencioén de verificar la #-independencia de S [ r en A | 7, notemos que
p=(Ap{0}) AN{T—2:2 € p'{1}}, pues T — z es el complemento de z en A | 7. En

consecuencia,

3
|

A{ett) s a € dom(p')} = A{(a AF)P'@ :a € dom(p)}
= Nanrr:ae @) HOPAA{F-a:ac ) {1}}
= 7ANa:ae @) HOPAN{—a:ae @) {1} =TAYD.

En consecuencia, p = 7 A p/. Mas atin, como dom(p’) C S\ dom(r), entonces r U p’' € P.

Entonces 0 # rUp/ = FAp’ = p. Por lo tanto, S | r es una familia #-independiente en

AlT. 4

El resultado previo puede ser resumido diciendo que la propiedad de ser f-independiente
es hereditaria, esto es, siempre que S es f-independiente, se sigue que todas sus restricciones,

S [ r conr € P, también son #-independientes.

Definicion 3.7. Una coleccion T' C A seré llamada hereditariamente 6-independiente ma-
ximal si para cualquier r € P se tiene que T' [ 7 es una familia f-independiente maximal en

AT

Héagase notar que si T es hereditariamente #-independiente maximal, entonces T  es

¢-independiente maximal en A pues T [0 =T y A | § = A.
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Teorema 3.8 (Lema de Glazer). Si S es 0-independiente maximal, existe r € P de tal modo

que S [ r es una familia hereditariamente 0-independiente maximal en A [ T.

Demostracion. Supongamos que para toda p € P tenemos que S [ p no es una familia

hereditariamente 0-independiente maximal en A [ p y definamos
D ={re€P:S|rnoes#-independiente maximal en A | 7}

Veamos que D es denso en P (definicion 1.13).
Sea p € P. Por hipo6tesis, tenemos que S | p no es hereditariamente #-independiente en
A | p, por lo que existe ¢ € Fn(S [ p,2,60) tal que (S [ p) | ¢ no es f-independiente maximal

en (A ] p) [ g Observe que como el complemento de x € A [pen A | pesp— z, se tiene

que 7= (Aq {O}) AA{p—z:2eq ' {1}}.
Para cada a € dom(q) denotemos por e, al tnico elemento en S \ dom(p) tal que

a=eq NP =1p(eq) (ver lema 3.5). Definamos r = p U (g o 1,) (ver definicion 1.1).

a €q
Sip T g \ dom(p) dom(p)
q qo ¢p p
2 2 2

Obsérvese que q o ¢, = {(eq,q(a)) : a € dom(q)}, es decir, dom(q o ) = @Z)p_l[dom q] C
S\ dom(p). Entonces, r es una funcién. Por otro lado, como tomamos ¢ € Fn(S | p,2,0)
y p € P, obtenemos las desigualdades |g o 1,| < 8 y |p| < 0; asi, |r| < 6. Luego, r € P.
Ademas, r < p, asi que bastard mostrar que r € D, es decir, que S | r no es #-independiente
maximal en A | 7. Como ya sabemos que (S [ p) | ¢ no es f-independiente maximal en
(AID)[q,sivemosque (S[p)[g=S[ry(A[D)[|qg=A]T, entonces ya tendriamos
mostrada la densidad de D.

Primero notemos que si a € dom(q), entonces a = e, AP y el complemento de a en A

es —(eq AP) = (—eq) V (—p). Porlo tanto p—a =p A ((—eq) V (=D)) =P — eq . De esto
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obtenemos que

=3I
Il

pA(goty) =pA Nea:ac ¢ {03} A N{—ea:ae ¢{1}}
= pANDPAeaae O A NADPA (=€) iae g {1})
= pAN{aae ¢ O AN{P-a:ae ¢ {1}} =DAT

Ademas, tenemos las equivalencias listadas a continuacion:

re(Alp)lge(zecAlD

Por lo tanto (A [p) [g=A | T.

Por otro lado, si x € S | r, entonces existe y € S\ dom(r) tal que x = y AT =y ADAT.
Como y € S\ dom(r) C S\ dom(p), entonces ¢,(y) =y Ap € S | p. Si fuera el caso que
p(y) € dom(q), se tendria que y € dom(q o ¢,) C dom(r), lo cual serfa una contradiccion.
Por lo tanto y Ap € (S | p) \ dom(q), lo cual implica que x € (S | p) | ¢. Entonces hemos
mostrado que S [ C (S [ p) | ¢.

Con respecto a la otra contencion, si € (S [ p) | ¢, se sigue que existe y € (S |
p) \ dom(q) tal que x = y A g. Esto implica que existe z € S\ dom(p) tal que y = z A D
y © =yANqg=2ApAG Siz € dom(r), entonces z € dom(q o ¢,) y por lo tanto
tendriamos que y = 2 AD = e, € dom(q), una contradicciéon. Entonces hemos mostrado que
(STp) g S|r. Porlotanto (S |p)|q=S]|r,locual muestra que D es denso.

Ahora empleemos las proposiciones 1.8 y 1.9 de [6] para fijar una anticadena maximal
W en P tal que W C D. Como para cada r € W C D se tiene que la familia S | r no es
f-independiente maximal en A [ 7, entonces, por el lema 3.2, existe z,. € A | T tal que para
toda ¢ € Fn(S | r,2,0) tenemos que ¢ £ 2, y ¢ £ ¥ — . El que ¢ < 7 implica, junto con
GE£T -z, que § £ z,.

Llamemos x := \/{x, : r € W} € A (recuerde que, por hipdtesis, A es completa). Dado
que S es f-independiente maximal, existe p € P tal que p < 2! para alguna i < 2 (lema 3.2).

Por otro lado, como W es anticadena maximal, el lema 1.16 nos dice que existe r € W tal

que p | r.
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Llamemos

q:={(aAT,p(a)):a € dom(p) \ dom(r)}.

Entonces ¢ € Fu(S [ r,2,0), por lo que

i
Il

Nanr:aep {0} \dom(r)} A \{F—a:aecp {1} \ dom(r)}
= 7AN{a:acp {0} \dom(r)} A A\{~a:ae€p {1} \ dom(r)}

= FAPSTAZ.

Note que si t € W\ {r}, entonces r L ¢; lo cual implica que 7 At = 0 (ver lema 1.52).
Por ello, 7 A z; = 0 (recuerde que x; € A | t). Luego, si i = 0, podemos aplicar el lema 1.22

y deducir que
G<TANe=TAV{xy:teW}=\{FAxy:t e W} =V{FAz,,0} =FAx,.

Como z, € A [ T, tenemos que ¢ € Fu(S [ r,2,0) y § < z,, lo cual contradice nuestra
eleccion de r. Por otro lado, si i = 1, entonces ¢ < 7 A (—z) < T A (—z,), lo cual es una
contradiccién.

De esta manera, obtenemos una contradicciéon que surge de suponer que no hay p € P
para el que S | p sea una familia hereditariamente 6-independiente maximal en A | p. Asi,

el teorema queda demostrado. #

Corolario 3.9. Supongamos que S es hereditariamente 0-independiente maximal. Sip € P
y x € A son arbitrarios, entonces existe r € P con r < p y de tal modo que T < D —x o

r<o.

Demostracion. Dado que S | p es f-independiente en A [y p—x € A [ D, el lema 3.2
implica que existe ¢ € Fn(S [ p,2,60) de tal suerte que g < p—z6qg<p—(p—xz) =D A=
Ahora, si 1), es como en el lema 3.2, entonces los argmentos dados en los primeros parrafos
de la prueba del Lema de Glazer muestran que r := p U (g o 1,,) satisface que r € Py

7 =pAq=7q. De este modo, r es el elemento de P mencionado en el corolario. #

Observe que si p € P, entonces |dom(p)| < 6 < |S| y asi, |S \ dom(p)| = |S|. Luego,

el lema 3.5 nos garantiza que S | p y S son equipotentes. Analicemos el caso A = P (k).

61



Segtin el teorema 3.8, existe r € P de tal modo que & (k) [ 7 = Z(T) posee una familia
hereditariamente #-independiente maximal de cardinalidad al menos 6. Hagamos k' := [F| y
notemos que w < k' < k. Asi, k" es el cardinal cuya existencia est4 garantizada por el inciso
(2) del teorema 3.4.

De este modo, en la seccion siguiente supondremos que A es un algebra booleana com-
pleta, que € es un cardinal regular infinito y que S es un subconjunto hereditariamente

f-independiente maximal de A con |S| > 6.
3.3 Familias independientes e ideales

Definamos I como el conjunto de todos los elementos del dlgebra de Boole que tienen

la propiedad de que no existe p € P para el que p esté por debajo de él, es decir
I={acA:-FpeP (p<a)l
Para el siguiente lema usaremos las definiciones 1.30 y 1.31.

Lema 3.10. [ es un ideal que contiene a todos los atomos de A. Ademds, si A es atomica,

entonces I es no principal.

Demostracion. Como S es hereditariamente 6-independiente maximal, entonces para cual-
quier p € P se tiene que p # 0, es decir, p £ 0. Por lo tanto, 0 € I. Ademas, ) € Py
@:lgl,porloquelgél.

Ahora, si tomamos x € [ y y € A tales que y < z, no puede ser que haya r € P
con 7 < y ya que esto implicaria que 7 < y < z, lo cual contradiria la pertenencia z € I.
Entonces, y € I.

Ahora veamos que si tomamos dos elementos arbitrarios z y y en I, entonces zVy € I.
Supongamos que z V y ¢ I para llegar a una contradiccion. Entonces hay p € P de tal
manera que p < z Vy. Luego, p— (z Vy) =0.

Note que como z y y estan en I, entonces para toda g € P se tiene que g—x # 0 # §—y.
Por el corolario 3.9 aplicado a p y x, existe una gg € P de tal modo que ¢y < p y que alguna

de las condiciones siguientes sucede: gg <K p—x 6 o < . Como x € I, entonces el caso

que se debe de dar es g < p — x. Analogamente, para y € Ay qo € P existe g1 € P que
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extiende a gy de manera que g1 < go —y 0 q1 < y. Siendo y un elemento de I deducimos

que q1 < ¢go — y. De esta manera, se tiene que
0# @1 < o—y<(P—-2)-y=p—(xVy) =0

lo cual es una contradicciéon. Asi, tenemos que I es un ideal.

Por otro lado, tomemos a € A un d4tomo. Supongamos que existe p € P de tal manera
que p < a. Como a es atomo y p # 0, entonces a = p. Como |S| > 6 > |p|, entonces existe
z € S\ domp. Tomando i € 2 arbitraria definimos ¢; = pU{(z,7)}. De esta manera, ¢; € P
y por lo tanto 0 £ @ = p A 2 =a Az < a. Siendo a un atomo, tenemos que a A 2= a,
lo que nos dice que a < 2. Pero i € 2 fue arbitraria y de este modo, 0 #a < z—2=0, lo
cual es una contradiccion. Asi, a esta en 1.

Si agregamos la hipdtesis de que A es atémica y suponemos que I es principal, entonces
hay b € A tal que I = {x € A : x < b}. En especial, b € I y asi, b # 1. Por ello,
—b # 0. Siendo A atomica, existe a € Atom(A) de manera que a < —b, pero como
Atom(A) C I, también se tendria que a € I lo que implicaria que a < b. Luego, a < b—b =0,

contradiciendo el que a es &tomo. Por lo tanto, I no puede ser principal. #

Proposicion 3.11. I es un ideal (21*))*-completo para cada o < 6.

Demostracion. La prueba sera por contradiccion: supongamos que I no es (2%)*-completo
para algtn cardinal o < 6.

Por el lema 1.40, existen un cardinal A < (2*)% y {a¢ : £ < A} C I de tal modo que
V{ae : £ < A} ¢ Iy ag Aay, = 0 siempre que £ < 1 < A. El que A < (2%)" implica
que A < 2% asi que podemos fijar H C “2 de tal modo que |H| = A. Empleemos a H
para reindizar nuestra familia {ag : £ < A}, esto es, tomemos {yy : f € H} C I con
V{yr: feH} ¢ 1yysAyy=0cuando f,g € H sean distintos. Definamos entonces y; = 0

para cada f € 2\ H y obtengamos lo siguiente:
o {ys:fe2tCl,
o y:=\V{yr:fe2t¢ly
e si f,g € “2 satisfacen f # g, entonces yy Ay, = 0.
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Para cualesquiera £ < « e i < 2 hagamos yf =Wy : fe*2y f(§) =i} Recursiva-
mente contruiremos una sucesion {p¢ : { < a} € Py una funcién g € *2 de tal modo que lo

siguiente sea cierto para cada £ < a:
L. po <y,
2. £ <n < a implica que p, < pg¢ (en particular p, < Dg),

3. Pe1 < yg(g)-

La condiciéon y ¢ I produce py € P de tal modo que 1 se verifica. Supongamos entonces que
para algin 3 < a hemos obtenido {p¢ : { < B} vy {9(§) : £+ 1 < B} satisfactoriamente. Si
es limite, proponemos pg = (J{p¢ : £ < B}. La regularidad de 6 y la condiciéon 2 producen
pg € P. Por otro lado, {g(&) : £ +1 < B} ={g(§) : £+ 1 < B}

En el caso en que § = v + 1 para algiin v < «, empecemos por notar que, como
consecuencia de 2, py < po y asi, py < po < y; luego, la igualdad y = yJ V y] nos da
Py — Yy =Py ANy <y]. Ahora apliquemos el corolario 3.9 a y] € Ay py € P para obtener
la existencia de py+1 € P con py1 < py y, una de dos, pyr1 < yg 0 Pyr1 < Py — Y- En
vista de la observacion hecha al principio de este parrafo, se deduce que existe g(y) € 2 de
tal suerte que p,1 < y;’(y). Esto completa nuestra recursion.

Observemos que el lema 1.22 nos da /\{yj(g) 1 ¢ < a} = yg. Ademas, el definir
Pa = U{pe : £ < a} produce p, € Py, segiin la condicion 3, g < /\{yf;(g) 1 & < a}; esto es,

Pa < Yg. Luego, yg ¢ I, que es la contradiccion buscada. ##

Considerando la definicion 1.39, mostremos la siguiente proposicion.
Proposiciéon 3.12. I es un ideal (2<%)T-saturado.

Demostracion. Supongamos que no lo es. Asi, existe un conjunto {z, : v < (2<%)*} C A\1
de tal manera que si v < § < (2<9)+, entonces x, A x5 € I. Notemos que para cada
v < (2<9)7F, como zy € A\ I, existe p, € P de tal manera que p;, < z,. Ademas,
siy <6 < (2997 son tales que Py ¥ Ps son compatibles, se sigue que py Ups € Py
Py Ups <Py ADs < 2y Axs € I; un absurdo. Asi, concluimos que p, L ps. De esta manera,
{py 17 < (2<9)"} es una anticadena en P. Esto contradice el teorema 1.20 que nos dice que

P tiene la (2<%)*.c.c. Por lo tanto, I es un ideal (2<%)*-saturado. #
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Ahora tenemos todas las herramientas para probar del teorema 3.4. Convengamos en
suponer, por el resto de la seccion, que ' es un ntimero cardinal y que S es una familia
hereditariamente 6-independiente maximal en el algebra de Boole Z(k’) con |S| > 6 (en
especial, el algebra de Boole completa A que hemos usado a lo largo de este capitulo sera
igual, a partir de este momento, a #(k’)). Recordemos que el orden del algebra es C y su

cero correspondiente es ().

Proposicién 3.13. 2</ =4

Demostracion. El lema 1.7 nos da la desigualdad 6 < 2<?. Luego, sélo debemos demostrar
que para cada « < 6 se tiene que |*2| < 6.

Sea a < 6. La desigualdad |S| > € implica que existe T € [S]?. Ahora, la igualdad
|0 x a] = 6 garantiza que podemos enumerar a T' sin repeticiones de la siguiente manera:
T={Ay:p<0y&<a}.

Para cada § € k definamos 15 : 8 — “2 de tal manera que para cada p < € obtengamos
la funcion v¥s(p) : « — 2 donde 5(p)(§) =1 siysolosi 6 € Aye. Para cada f € “2
hagamos Ry := {6 < x: f ¢ img(1)s5)}. Probemos, como corolario de la afirmacién de abajo
y de la proposicion 3.11, que hay una 6 < x que tiene la propiedad de que § ¢ Ry para
toda f € “2, es decir, 0 € k \ U{Ry : f € *2}; asi, su correspondiente 15 serfa una funcion

sobreyectiva y la proposicién quedaria demostrada.
Afirmacion 1. Ry € I para cada f € “2.

Sea f € “2 y supongamos que Ry ¢ I. Entonces existe p € IP tal que p C Ry. Como
| dom(p)| < @ = |T'| y nuestra enumeracion de T" no tiene repeticiones, podemos tomar p < 6
de manera que dom(p) N{A,y¢ : § < a} =0y definir ¢ := pU{(Ape, f(§)) : £ < a}. Asi, ges
un elemento de P de tal modo que ¢ < p. Sea & < « arbitrario. Nuestra definicién de ¢ da
q(Ape) = f(§); en particular, § C Apgf(f). Luego, para cada d € g se sigue que § € Apgf(é)
y de este modo, ¥5(p)(&) = f(&). Asi, f =s(p) € img(5) para cada § € .

Del parrafo anterior se sigue que g C s\ Ry y, en consecuencia, p = ¢Np C
(k" \ Rf) N Ry =0, lo cual es una contradicciéon a que S sea #-independiente. Por lo tanto,

RfEI.
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Como [ es (2|a|)+—completo, sucede que ([{Ry : f € 2%} € I, y por ello podemos
afirmar que xk \ ({Ry : f € 2} # 0. #

El resultado siguiente es consecuencia directa de las proposiciones 3.12 y 3.13.
Corolario 3.14. I es 0T -saturado.

Denotemos por A al minimo cardinal i de tal modo que I no es p-completo. Mostremos
que A satisface las condiciones del inciso (2) del teorema 3.4.

En primer término, si I no fuese A\-completo, existirian < Ay E € [I|* de tal manera
que |JE ¢ I. Luego, I no seria put-completo, contradiciendo la minimalidad de A. En

resumen, I es A\-completo.

Lema 3.15. sup{ (21" : a < 8} < X\ < min{x/, 2%}

Demostracion.  Si existiese o < @ de tal modo que X < (2/%1)* entonces AT < (2/*h)+
y como I no es AT-completo, I tampoco seria (2‘a|)+—completo; una contradicciéon a la
proposicién 3.11. Este argumento prueba la desigualdad de la izquierda en nuestro lema.

Para mostrar que A < 2% tomemos Sy € [S]? y para cada f € “°2 definamos

F= Ao} n(Afr{1}).

Supongamos, en busca de una contradiccion, que f ¢ I. Entonces p C f, para algtin
p € P. Ahora, si existiese a € Sy \ dom(p), se tendria que ¢ :==p U {(a,1 — f(a))} seria un
elemento de P con ¢ < p; luego,  Cp C f C af@ y g C a7 es decir, § = 0. Este
absurdo muestra que Sy C dom(p), lo cual, a su vez, implica que 6 < |dom(p)| < 6, la
contradicciéon buscada.

Por definicion, se tiene que [ J{f : f € S92} C &’. Por otro lado, si o € / entonces la
funcion f, : Sy — 2 dada por f,(a) =0 siy solo si « € a, para cualquier a € Sy, satisface
a € fq. Por lo tanto, o € J{f : f € 02} lo que implica que &' C J{f : f € *°2}. De
esta manera, concluimos que &' = |J{f : f € %2} por lo que I no es (2%)T-completo, y asi
A< 20

Finalmente, el lema 3.10 nos da {{a} : o < &'} = Atom(Z(k’)) C I y, por ende, I no

es (k') T-completo; asi, A < &/ #
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Con esto concluimos la prueba del teorema 3.4.

Corolario 3.16. Si algin dlgebra booleana de la forma P (X)) posee una familia w1 -independiente

mazimal no numerable, entonces wy = ¢.

Demostracion.  Aplicado el teorema 3.4 a § = w; obtenemos, por el primer inciso, que

wp =21 =2% =¢. #

3.4 Familias independientes maximales y cardinales grandes

En esencia, el teorema 3.4 establece que la existencia de cierta familia independiente
maximal implica que hay un ideal con caracteristicas interesantes. De este modo, tiene
sentido preguntarse por la otra implicacion, esto es, jsera que la existencia de cierto tipo de
ideales implica que hay familias independientes maximales? Una respuesta a esta pregunta
estd dada en el ultimo resultado de nuestro trabajo. En éste se menciona la completaciéon
booleana de un orden parcial y por esta razén le recomendamos al lector la lectura de las
seccion 4.2 de [5]; de manera similar, emplearemos algebras cociente asi que supondremos

familiaridad con la seccion 5.4 de [5].

Teorema 3.17. Sean A y 0 cardinales con 6 < X\, 6 regular y 2<% = 6. Denote por B a
la completacion booleana del orden parcial Fn(2*,2,0). Si existe I, un ideal 07 -saturado
A-completo en P(N), con la propiedad de que B = P (\)/I, entonces existe S, una familia

0-independiente mazimal en P (N).

Demostracion. Hagamos P := Fn(2*,2,6) y supongamos que ¢ : B — Z2(\)/I es un
isomorfismo. Sin perder generalidad supondremos que P es un suborden denso de B.

Sea § < 2* . Definamos p§ := {(4,9)}, para cada i < 2, y notemos que {p},ps} C P.
Como P es denso en B y las funciones pg y p(% son incompatibles, entonces pg A p% =0en
B, asi que ¥(pd) Ap(p}) = [0] (observe que estamos usando el simbolo [a] para denotar a la

clase de equivlencia de a C A modulo I). Fijemos Xs € ¥(p?) y Y5 € ¢(p}). Entonces

[Ys] = ¥(p5) < —¥(p§) = —[Xs].

Concentrémonos en verificar que [Y5] = —[X;].

67



Supogamos, buscando una contradiccion, que a = —[Xs] — [V5] es tal que a # [0)].
Usemos la densidad de P en B para hallar p € P con ¢(p) < a. Tenemos dos posibilidades
por analizar. Primero, si ¢ := p U pg es funcién, entonces ¢ < py q < pg, de donde
U(q) < ¥(p) < a < —[Xs] vy 9(q) < P(p§) < a < [Xs]; luego 9(q) = [0], una contradiccion
al hecho de que P no posee minimo. Por otro lado, si r := p U p% fuese funcion, se seguirfa
que $(r) <(p) < a < —[¥] y ¥(g) < $(p}) < a < [Y5); muevamente: (r) = [0], lo cual es
imposible.

En resumen, [Y;] = [~ X;], para cada § < 2}. Mas atin, si i < 2, entonces [)] # 1 (p}) =
[X5]%. En particular, se sigue que si £ <7 < 2*, entonces [X¢| # [X,).

Definamos S := {X; : £ < 2%} y mostremos que S := {[X¢] : £ < 2*} es un subconjunto
f-independiente de Z(\)/I. Con esto en mente, tomemos r € Fn(S’,2,0) y hagamos
D :={¢ <2<*: [X¢] € dom(p)}. Entonces |D| = |dom(p)| (ver pérrafo previo) y por ende,
la funcion ¢ : D — 2 dada por ¢(§) = r([X¢]), para cada £ € D, satisface ¢ € P. Ahora, si
¢ € D, se sigue que ¢ < pg(g) y de esta manera, [0] # ¥(q) < /\{[Xg]‘Y(f) :£ € D} =T, esto
es, T # [0)].

La contencion I C Z(\) nos da |I| < 2* y dado que § < A < 2%, se sigue que
podemos enumerar a I como {Cs : § < 2*} de tal forma que para cada C' € I obtenemos
{6 < 2* : C = Cs}| > 6. Ahora, para cada § < 2* definamos Z;5 := X5\ Cs y observemos
que [Zs] = [X;5]. Luego, de lo hecho en el parrafo anterior deducimos que T' = {Z; : § < 2*}
es un subconjunto #-independiente de Z?(\). Emplearemos el lema 3.2 para probar que
T es 6-independiente maximal, esto es, mostraremos que si X € Z(\), entonces existe
q € Fn(T,2,0) de tal manera que g C X 6 ¢ C A\ X.

Como I es ideal en Z(\), se deduce que X ¢ I 6 A\ X ¢ I, es decir, existe i < 2

%

con [X]* # [@]. Ahora, el que P sea denso en B, implica que existe » € P con (r) < [X]".

Hagamos F = {pg(g) : £ € dom(r)} para obtener que E C Py r = JFE. De este modo, el

infimo de ¥[F] = {[X¢]"® : ¢ € dom(r)} en B es igual a ¢(r). De esto se deduce que si

pi={(Z,r(¢)) : € € dom(r)},

entonces p € Fn(S,2,0) y [p] < ¢(r). En particular, [p] < [X]%.

Cuando ¢ = 0, obtenemos p \ X € I. Luego, nuestra enumeracion de I nos arroja
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§ € 22\ dom(r) de tal modo que C5 = p\ X. Definamos ¢ = pU {(Zs,0)} y, de este modo,
q€Fn(T,2,0)y

g = pNZs=pN(Xs\Cs5)=XsN(p\ Cs)

= X;n@E\(P\ X)) =Xsn(pnX)cX

Por otro lado, si i = 1, llegamos a que p\ (A\\ X) =pN X € I. Igual que antes, existe
n € 2%\ dom(r) de tal manera que C,, = pN X. Hagamos ¢ = pU {(Z,,0)} para obtener
q€Fn(T,2,0)y

|
Il

ﬁﬂZn:T?ﬂ(Xn\Cn):Xnm@\Cn)

= Xy n(@P\@ENX)) =X,Nn({E\X)CA\X.

Lo cual concluye la prueba. #

Concluimos el trabajo con algunos comentarios. Los teoremas 3.4 y 3.17 tienen como
hilo conductor la existencia de ideales no principales que son #T-saturados y A\-completos en
algin cardinal k. A este respecto, una revision cuidadosa del capitulo 22 de [1] le mostrara
al lector la estrecha relaciéon que guardan la existencia de ideales wj-saturados que son k-
completos en un cardinal x con qué tan grande es k; por ejemplo, si el cardinal x posee un
ideal wi-saturado y k-completo, entonces (ver [1, Corollary 22.5, p. 412]) x es débilmente
Mahlo y, una de dos, (ver lemas 10.9 y 10.14 de [1]) & es medible o x < 2%° y & es débilmente
inaccesible.

Lo anterior nos dice, entre otras cosas, que la existencia de familias f-independientes, con
0 > w, es una hipotesis de cardinales grandes. Mostrando, nuevamente (ver corolario 3.16),

la abismal diferencia que se da entre los casos § = w (proposicion 3.3) y 6 > w.
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