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Introduccion

En los dltimos afios se ha popularizado el machine learning o aprendizaje automati-
co pero, ;qué es machine learning? El machine learning es un conjunto de algoritmos
que permiten la optimizacién de modelos matematicos al realizar una tarea en especifi-
co. Por ejemplo, para un problema de regresion, la tarea seria la prediccién de la varia-
ble respuesta a partir de los valores de las variables explicativas.

Dado un modelo estadistico, bajo el enfoque estadistico frecuentista o cldsico se
busca el vector de parametros 6* del modelo a ajustar que maximice la funcién de
verosimilitud P(x|6), mientras que en los modelos bayesianos se obtiene una funcién
de densidad de probabilidad a posteriori o final, P(0|x), y el estimador bayesiano de 0
se obtiene al calcular Eq [0 \x]ﬂ

Cada modelo tiene supuestos por lo que depende del problema a resolver y de
los datos si un modelo dado serd eficiente. Cuando al ajustar los modelos propuestos,
alguno de los supuestos no se cumple o la capacidad de generalizacion de éstos es
escasa, una alternativa es el machine learning.

Para no profundizar, se tomard como ejemplo el enfoque cldsico. En el enfoque
clasico, en ocasiones es posible obtener explicitamente la estimacién de los pardme-
tros, asi como los intervalos de confianza de las predicciones, ya que se hacen supues-
tos acerca de los datos, entre los cuales se encuentran la distribucion de los datos, la
cual es conocida y conmiinmente se supone ademds que las variables aleatorias son
idénticamente distribuidas e independientes.

Existe otro enfoque: el de machine learning o aprendizaje automatico. Como su
nombre lo indica, permite que un sistema, a partir de un conjunto de datos, pueda
aprender o generalizar a casos no previstos, sin necesidad de realizar una gran cantidad
de supuestos como ocurre en muchos modelos estadisticos frecuentistas o bayesianos,
por ejemplo, no se requiere conocer la distribucién de las variables de entrada del
modelo.

A su vez, los algoritmos de entrenamiento en machine learning se pueden optimizar
y la complejidad de los modelos puede aumentar pero no precisamente por aumentar el
nimero de pardmetros a ajustar sino por incrementar la complejidad del disefio del mo-
delo. Al hablar de la complejidad de un modelo se hace referencia tanto a la estructura

Para mayor informacién acerca del enfoque bayesiano consulte [27].
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del modelo, ya sea una regresion lineal, una regresion poisson, etc., como del nimero
de pardmetros a ajustar que tiene.

Aumentar la complejidad de un modelo no implica que el modelo resultante ten-
ga un mejor desempefio. Sin embargo, al combinar al menos dos tipos de modelos
distintos entre si, de forma que uno de los modelos se encargue de realizar una tarea
en especifico y ya sea que el resto transforme los datos de forma que el modelo que
realizard la tarea pueda entrenarse de mejor forma, o que proporcionen informacién
adicional al modelo para mejorar las predicciones.

En el presente trabajo se proponen modelos compuestos por al menos dos modelos
cuyos parametros se ajustan bajo enfoques estadisticos distintos, en particular los en-
foques frecuentistas y de machine learning, y comprobar si este tipo de modelos tienen
un mayor desempefio al realizar una tarea en especifico a comparacién del que tienen
cada uno de los modelos por separado, asi como su viabilidad debido al costo compu-
tacional. A este tipo de modelos se le denominard modelo hibrido, ya que se requiere
del ajuste de dos modelos bajo al menos dos enfoque estadisticos distintos. Los mode-
los ajustados bajo el enfoque frecuentista permitiran obtener informacion, la cual serad
utilizada de forma adicional en un modelo que se ajustard bajo el enfoque de machine
learning.

Poder predecir el valor de la tasa de cambio entre dos divisas cuyo valor depende
de la oferta y la demanda permitiria la existencia de arbitraje. Si bien esto no es posible,
una alternativa es predecir su comportamiento, es decir, si aumentara o disminuird en
favor de alguna de las dos divisas en particular. Es claro que, a mayor incertidumbre,
los riesgos son mayores.

A su vez, es importante considerar el sentimiento del mercado, ya que esto permi-
tird tener un panorama mas amplio sobre si la tasa de cambio aumentard o disminuira.
Predecir momentos de altas y bajas volatilidades puede ser crucial para los inversionis-
tas.

Para valuar opciones, modelos como el de Black-Scholes consideran la volatilidad
de un activo denominado subyacente. Sin embargo, para el caso de la tasa de cambio
ddlar-peso, esta volatilidad no es observable, por lo que primero se debe estimar. Exis-
ten muchas metodologias de estimarla. Uno de los principales problemas del modelo
clasico de Black-Scholes es el supuesto de que la volatilidad es constante, lo cual no
es cierto ya que en ciertos periodos la tasa de cambio délar-peso fluctia de forma mas
agresiva y amplia que en otros. Por ello, se estim6 la volatilidad para cada tiempo,
luego se realizé un andlisis estadistico de las volatilidades estimadas, se propusieron
modelos y se prosiguid a ajustarlos, unos bajo el enfoque frecuentista y otros bajo el
de machine learning.

El primer capitulo aborda el aprendizaje supervisado, una rama del machine lear-
ning. Se da una introduccién del enfoque de machine learning. Se presentan metodo-
logias que permiten estimar la eficiencia de un modelo al realizar una tarea en especifi-
co las cuales, a su vez, pueden ser utilizadas para verificar la eficiencia de cualquier
modelo sin importar el enfoque bajo el cual fueron ajustados sus pardmetros.

En el segundo capitulo se da un bosquejo del tema de redes neuronales. La finalidad
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es brindar un panorama de los modelos de redes neuronales.

En el tercer capitulo se abarca el tema de las redes neuronales recurrentes. Se pre-
sentan los modelos LSTM y GRU, dos tipos de redes que solucionan algunos proble-
mas que presentan las redes recurrentes tradicionales.

En el cuarto capitulo se explican las series de tiempo de heterocedasticidad condi-
cional. Los modelos expuestos son los modelos GARCH y EGARCH.

En el quinto capitulo se da una breve descripcion de la tasa de cambio entre dos
divisas. Se parte de un modelo de Black-Sholes cldsico y se exponen algunos de sus
inconvenientes. Se proponen diversas soluciones partiendo del hecho de que la volatili-
dad no es observable ni es constante, por lo que se debe estimar. También se proponen
soluciones para el caso en el que la tendencia no es constante. En algunos meses, la
tendencia de la tasa de cambio es alcista y en otros es bajista.

En el sexto capitulo se realizan ajustes de modelos. Se comienza con un andlisis de
los datos histdricos de la tasa de cambio del periodo comprendido del 3 de enero de
2000 al 03 de mayo de 2019. Se estima la volatilidad para cada tiempo, se proponen
modelos y se realiza una seleccion para cada tipo de modelo y después se selecciona
aquél que realiza de forma mas eficiente las predicciones. Se verifica la eficiencia de
los modelos hibridos y se comparan con el resto de los modelos seleccionados indivi-
duales.

Posteriormente, se exponen las conclusiones. Se explica si los modelos de redes
neuronales presentan un mejor rendimiento que los de series de tiempo heterocedasti-
cos bajo el enfoque frecuentista, y si los modelos hibridos propuestos mejoran las pre-
dicciones realizadas por cada uno de los modelos de forma individual.



Capitulo 1

Aprendizaje Supervisado

1.1. Introduccion

El machine learning o aprendizaje automatico consiste en un conjunto de algorit-
mos que tienen por objetivo la optimizacidén o eficiencia de modelos matematicos al
realizar alguna tarea. A este proceso de optimizacién se le conoce como aprendiza-
je o entrenamiento. Cuando se habla de entrenar un modelo se alude al ajuste de los
pardmetros del modelo mediante algtin algoritmo de optimizacién. En otras palabras,
machine learning permite que las maquinas “aprendan”, es decir, que tengan la capa-
cidad de generalizar a partir de un conjunto de ejemplos o datos observados a casos no
previstos.

“A computer program is said to learn from experience E with respect
to some class of tasks T and performance measure P, if its performance at
tasks in T, as measured by P, improves with experience E”. [22]

La experiencia E corresponde al conjunto de los datos observados, la tarea T es lo
que se desea hacer, mientras que el rendimiento P es una medida que permite conocer
si el sistema estd aprendiendo o no.

El aprendizaje automético se divide principalmente en: supervisado, no supervisado
y por refuerzo.

En el aprendizaje supervisado, el conjunto de datos esta conformado por las pare-
jas de la forma (x,y) donde x € X corresponde a las variables explicativas (input) y
y €Y al valor asociado a x (target o label). Entre los problemas que se pueden mode-
lar mediante este tipo de aprendizaje se encuentran los problemas de regresion y los
de clasificacion, por ejemplo la clasificacion de correos electronicos como spam 0 no
spam, la deteccion de caracteres en imagenes y la prediccién de la temperatura diaria
minima en una determinada regién. Este tipo de aprendizaje se abordara en el presente
trabajo.
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En el aprendizaje no supervisado, el conjunto de datos esti conformado tinicamente
por el conjunto X . Este tipo de aprendizaje resulta ttil cuando se desea agrupar los datos
en k conjuntos, ya que se buscan patrones o similitudes entre los datos.

El aprendizaje por refuerzo estd inspirado en la psicologia conductista. Cuando
la tarea se realiza de forma correcta, el modelo recibe una recompensa. Este tipo de
apendizaje es empleado en los automéviles de conduccién auténoma.

En el aprendizaje supervisado, el conjunto E estd conformado por parejas (x,y),
donde x € X y y € Y. Al no contarse con la totalidad de elementos posibles (x,y),
el conjunto de datos o la experiencia E corresponde a una muestra de tamafio n. El
conjunto de datos utilizado para ajustar los pardmetros del modelo se conoce como
conjunto de entrenamiento. Tanto X como Y son variables aleatorias. Se denotard como
Py y (x,y) ala funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) conjunta del vector aleatorio
(X,Y) en el punto (x,y), es decir, Px y (x,y) =P[X =x,Y =y).

El presente trabajo se centrard en los problemas de regresion, siendo la tarea T la
prediccion del valor de Y dado X. Sin embargo, se hardn algunas menciones para los
problemas de clasificacién para complementar el contenido.

Sea # = {f : X — Y} un espacio de funciones y sea ® es el espacio paramétrico
de .# (los pardmetros de las funciones f € .%). Uno de los principales supuestos en el
aprendizaje supervisado es la existencia de alguna funcién f € .% tal que, para cada
pareja (x,y) € E, f(x) =y, la cual suele ser dificil de hallar, por lo que se proponen
modelos estadisticos. Los pardmetros de los modelos propuestos se deben estimar. Para
cada pareja (X,Y), a cada una de las componentes de X se les conoce como features
o atributos. En una regresion lineal multiple, los features corresponden a las variables
explicativas, mientras que el label a la variable explicada.

En la estadistica frecuentista, se busca el estimador maximo verosimil 6* de 6. En
el enfoque de machine learning, estos parametros se ajustan mediante algtn algoritmo
de aprendizaje. Se denotard como f(x) = fg(x) al modelo ajustado con el vector de
parimetros 6 € ®, de modo que y; = f(x;) es el valor estimado de y correspondiente a
Xi.

La relacidn entre los valores observados, x, y los valores estimados, f (x), se puede
establecer como § = f(x) + &, donde € recibe el nombre de residual. Cuando se hable
de pardmetros, se aludird a los parimetros del modelo a ajustar f (x), a menos que se
especifique lo contrario.

Uno de los problemas que se pueden presentar es que f se ajuste perfectamente a los
datos de la experiencia E pero ante nuevos casos pero posibles (x*,y*) no sea eficiente
al realizar la tarea T, lo cual indica que el aprendizaje fue escaso. A esta capacidad de
un modelo f de poder realizar de forma eficiente la tarea T ante casos no previstos, es
decir, no observados previamente (x*,y*) se le denominard generalizacion.
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1.2. Particion de la Muestra

Bajo el enfoque de machine learning, con el objetivo de poder comprobar que un
modelo realiza de forma eficiente la tarea T, la muestra o conjunto de datos se de-
be dividir en tres subconjuntos: conjunto de entrenamiento, conjunto de validacién y
conjunto de prueba. Considerando esta forma de particionar el conjunto de datos, el
conjunto E corresponde al conjunto de entrenamiento —el conjunto E corresponde a
la experiencia—.

El conjunto de entrenamiento se utilizard para entrenar el modelo, mientras que el
conjunto de validacién permitird comprobar la eficiencia del modelo al generalizar y,
con base en los resultados obtenidos, reajustar los pardmetros de aprendizaje como la
tasa de aprendizaje, los pardmetros del algoritmo de aprendizaje o el nimero de épocas,
ademads de poder optar por cambiar el algoritmo de aprendizaje, el empleo de algtin tipo
de regularizacidn si no se habia considerado o inclusive el redisefio del modelo, etc.

El conjunto de prueba permitira verificar si generaliza de forma eficiente ante datos
no previstos, es decir, el conjunto de prueba se emplea para la prueba “de hierro”. Una
buena eleccidn para el tamano destinado al conjunto de entrenamiento es de al menos
el 50% de la muestra y para el de validacion al menos el 25 % del total de la muestra.

1.3. Funcion de Pérdida

Como se menciond al comienzo del actual capitulo, en el aprendizaje supervisa-
do se busca aproximar f mediante algiina funcién £, lo que equivale a minimizar los
errores del modelo ajustado f al realizar la tarea T ante nuevos datos posibles (x*,y%),
los cuales no pertenecen al conjunto de datos con el cudl se ajustd el modelo, es decir,
minimizar los errores &; entre los valores predichos y los observados pero, ;cémo se
puede medir ese error?

Una funcién de pérdida ¢ : Y x f(X) — R es una funcién que mide el error de
prediccion de y asociado a f para cada valor x. Cuando el problema es de regresion,
entre las funciones mas comunes se encuentran:

(y,fx) = (—Ffx), (1.1)
Wy, f(x) = Py=F@),

siendo £(y, f(x)) = (y — f(x))? las més utilizada de las anteriores en problemas de
regresion.

En los problemas de clasificacién con k categorias, ¥ = (¥7,...,¥;) es un vector
aleatorio que sigue una distribucién multinomial (N = 1, p, ..., px), donde p; =P(y; =
1,yjxi = 0),j = 1,2,....,k. Y1,....,Y, es una muestra de variables aleatorias idéntica-
mente distribuidas de independientes. La funcién que se desea aproximar es f(x) =
(f()1,.., f(x)k) donde f(x); = pj=P(y; = Ly1<izi<k =0|X =x), j=1,2,.... k. Asi,
f debe ser tal que, para cada una de las k categorias, f (x); = pj. Luego, y; sigue una
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distribucién multinomial (N = 1,p; = f(xi)1..., px = f(xi)x). La funcién de pérdida
apropiada es:

A

k
Uy, f(x) = =Y yjlogf(x);. (1.2)
j=1

En la siguiente seccion se abordard con mayor detalle por qué, para problemas de
regresion, la funcién de pérdida (I.T)) es la mas empleada, mientras que para problemas
de clasificacion, la funcién de pérdida (T.2) es la mas apropiada.

1.4. Funcion de Riesgo

El error de aproximacién de f a f se conoce como error de generalizacion o riesgo,
el cual se define como:

R(F)i=Exy [(V.FOO)] = [ 00 By)d(x xY).

XxY

Debido a que la f.d.p del vector (X,Y) es desconocida y que E no incluye todos los
valores posibles, la funcién de riesgo se estima mediante la funcién de riesgo empirica:

Ui, f (1)),

1=

1
n;

Remp(f) =

Il
-

donde n es la cardinalidad de E. Por la ley de los grandes niimeros, R, converge a R
casi seguramente (c.s.), lo cual se puede expresar como R, — R c.s.

La funcién de riesgo empl’ric se conoce comuinmente como funcién de costos,
denotada por L = R.,. La funcién de costos mas utlizada es el error cuadratico medio
(RMSE) debido a que considera la media de los errores cuadraticos. [15] El RMSE se
define como:

MSE(Y) =

Otras funciones de costos son:

1 n
Error Absoluto Medio (MAE) : =Y yvi—yil.
n i=1
1 P
Error Porcentual Absoluto Medio (MAPE): — )" Yizdi)
il Vi

"Muchos autores se refieren a la funcién de riesgo empirica como funcién de pérdida. Para evitar confu-
siones, se respetard la nomenclatura que se ha dado.
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En los problemas de clasificacién de k categorias, se recomienda utilizar la funcién
de costos entropia cruzada (cross-entropy):

n k

Remp(f) = —ZZ)’i/logy(xi)j
i=1j=1

donde 0 < §; < 1y Y* 5 =1.

Uno de los criteriores para seleccionar la funcién de riesgo empirica se basa en
aquella que permita maximizar la funcién de verosimilitud P(E|6).

En los problemas de regresion, bajo el supuesto de que yy, ..., ¥, son variables alea-
torias idénticamente distribuidas e independientes y & ~ N(0,6?), 62 € R*:

P(E|6) = H

1 n
logP(E|0) = 510g(27t0' 2—2

f(xt))z

27w

Maximizar P(E|6) equivale a minimizar ¥, (y; — f (xi))z, lo cual es el MSE.

Otro ejemplo se encuentra en los problemas de clasificacién de k categorias. Como
se menciond en la seccién ¥; sigue una distribuciéon multinomial de pardmetros
(N=1,p1 = f(xi)1,-., Pk = f(xi)). La funcién de verosimilitud es:

n

k
BEe) = [T
n k
logP(E|0) = Y Y vijlogf(xi);,

Il
—_
)
-

J

donde y;; corresponde a la j-ésima componente de y;.

Maximizar P(E|0) equivale a minimizar — Y , Zl;’:l yijlog f(xi);, lo cual es la
entropia cruzada.

Por tanto, para problemas de regresion se recomienda emplear la funcién de costos
MSE;; para problemas de clasificacion, la entropia cruzada. En los problemas de regre-
sién no es necesario considerar como funcién de costos al MSE, ya que el aprendizaje
depende de los datos y de los algoritmos empleados para el aprendizaje del modelo,
por lo que la eleccién de alguna funcién de costos no garantiza que el modelo ajus-
tado tenga mayor capacidad de generalizacién que otro cuyos pardmetros se ajustaron
empleado una funcién de costos distinta o que el tiempo de ajuste sea menor.

1.5. Regularizacion

Al entrenar un modelo, los pardmetros del modelo pueden tender a infinito, pro-
vocando que el ajuste de los pardmetros no converja. Para evitar esto se penaliza a los
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pardmetros del modelo, lo que se conoce como regularizacién. Sea Reg(0) la funcién
que penaliza a los parametros del modelo. La funcién de costos con la regularizacién
Reg(0) es:

L() = L(9) + Reg(6). (1.3)

Entre las formas mas conocidas de regularizacién se encuentran la regularizacién
Ly y la regularizacién L,. De forma general, la regularizacion L, considera en la ecua-
cion (T.3) que el término Reg(0) es de la forma Reg(0) = A /0|2, de modo que la
funcién a minimizar es:
L($) = L(5) + Al6|I%,

donde p € ZT, 6 es el vector de pardmetros, || - ||, es la norma-p y A es la tasa de
regularizacion. L(Y') hace referencia al costo del modelo, mientras que A||6||5 penaliza
a los parametros del modelo.

La finalidad de la regularizacion L; es restar importancia a los atributos dispersos,
aproximando sus pesos (coeficientes) a cero; la regularizacion L, se utiliza para que los
pesos de los atributos atipicos sean cercanos a cero.

Cuando se considera algun tipo de regularizacién, la funcién que interesa minimizar
es (L.5). Al hablar de minimizacién de errores o de la funcién de riesgo, queda implicito
si se considera algtin tipo de regularizacion.

1.6. Algoritmos de Aprendizaje

Dependiendo de la complejidad del modelo serd o no posible hallar de forma
analitica los pardmetros * tales que se minimice la funcién de riesgo. Existen di-
versos algoritmos de optimizacién en machine learning, los cuales se conocen como
algoritmos de aprendizaje. No existe un algoritmo que sea mds eficiente al resto, ya que
cada uno cuenta con sus ventajas y sus desventajas. La eleccion del algoritmo depende
mucho de los datos, asi como el tipo de modelo. Dado un conjunto de datos, un algo-
ritmo de optimizacién puede ser computacionalmente menos costoso que otro, pero no
serlo si los datos cambian.

Dada una funcién de costos L, se busca elegir los pardmetros de manera que L al-
cance un minimo local. Uno de los problemas al ajustar los pardmetros de un modelo es
que éste podria ajustarse adecuadamente a los datos pero no realizar de forma eficiente
la tarea T. Por ello, los errores de generalizacién son mds relevantes que los de en-
trenamiento. Se referird al error de generalizacién utilizando el conjunto de validacién
como error de validacién, y al utilizar los conjuntos de entrenamiento y de prueba, se
referird como error de entrenamiento y error de prueba, respectivamente.

En esencia, se busca f tal que E [R( f)} se minimice, lo que implica minimizar
I [Remp). Por ende, se busca 8 tal que E [L(f(X))|X] se minimice. El cdlculo de esta
esperanza puede resultar relativamente sencillo como en el caso de una regresion lineal.
Sin embargo, cuando resulta muy complicado calcularla, una alternativa es emplear
métodos de aproximacién numérica.
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Cuando, por el nivel de complejidad de un modelo, resulta dificil hallar de forma
analitica 6* tal que E [L(f(X))|X] se minimice, los métodos de aproximacién numéri-
ca o iterativos son una altenativa.

Existen varios algoritmos de aprendizaje, entre los que se encuentran los algorit-
mos de primer orden y los de segundo orden, los cuales son iterativos. Los algoritmos
de primer orden emplean el vector gradiente de la funcién de costos, mientras que
los de segundo orderE] utilizan la matriz Hessiana dicha funcién. Entre los algoritmos
de primer orden mds utilizados se encuentran: Stochastic Gradient Descent (SGD) y
Adaptive Moment Estimation (Adam). Los algoritmos de aprendizaje basados en el
descenso del gradiente son los mas conocidos.

En los algoritmos de aprendizaje de primer orden es fundamental que la funcién de
costos L sea diferenciable excepto quizas en un conjunto numerable de puntos, mientras
que en los de segundo orden se requiere que la funcién de costos L sea doblemente
diferenciable excepto quizds en un conjunto numerable de puntos.

En los algoritmos de aprendizaje iterativos, se le denomina época cuando el algo-
ritmo de optimizacién ha utilizado todo el conjunto de datos con el cual se ajustan los
pardmetros del modelo. Limitar el nimero de épocas para el ajuste de un modelo es
muy importante para evitar que el algoritmo entre en un posible bucle infinito.

Al ser algoritmos iterativos, se requiere de valores iniciales para los pardmetros a
ajustar. Estos pueden inicializarse con valores predefinidos, por ejemplo, los parime-
tros iniciales pueden ser todos cero o todos uno. Existen diversos algoritmos siendo
uno de los mas simples la simulacién de variables aleatorias uniformes (0, 1).

1.6.1. Descenso de Gradiente

Los siguientes algoritmos de aprendizaje de primer orden se basan en el descenso
de gradiente de la funcién de costos hacia un minimo local.

Batch Gradient Descent

Este algoritmo utiliza todo el conjunto de datos con el que se entrena el modelo. Se
conoce como batch gradient descent. Para aproximarse hacia un valor minimo local de
{ existen varias direcciones, siendo la direccion de mayor descenso la contraria a la del
vector gradiente (Figural|l.1)).

La margnitud de los pasos y el nimero de iteraciones influyen en si se logra la
convergencia y la rapidez con que sucede. A esta margnitud se le denomina tasa de
aprendizaje, de manera que se sigue la direccién del vector —nVL, donde 7 es la tasa
de aprendizaje. Los pardmetros se actualizan de forma iterativa:

_ 9k
g

2Para mayor informacién de los algoritmos de segundo orden consulte [S].

o) — gli—1)
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Optimo

]

Figura 1.1: Descenso de gradiente. J(6) es la funcién de costos.

siendo 0¥ el vector de pardmetros iniciales.

Descenso de Gradiente Estocastico

El algoritmo de descenso de gradiente es computacionalmente costoso. Una alter-
nativa es seleccionar de forma aleatoria, para cada iteracion, un elemento (x,y) del
conjunto de datos y llevar a cabo el algoritmo de descenso de gradiente. Este algoritmo
recibe el nombre de descenso de gradiente estocdstico o stochastic gradient descent
(SGD) [23]].

Al considerarse tinicamente un elemento (x,y) del conjunto de datos seleccionado
de forma aleatoria en cada iteracidn, el algoritmo de descenso de gradiente estocéstico
puede resultar mds eficiente que el algoritmo de descenso de gradiente. Debido a que
el SGD considera un valor x de forma aleatoria del conjunto de datos en cada una de
las épocas, existe una mayor presencia de ruido en el proceso de convergencia de la
funcién de costos a comparacidn del algoritmo batch gradient descent.

Descenso de Gradiente Estocastico de Minilote

El algortimo de descenso de grandiente estocastico de minilote o mini-batch gra-
dient descent es un intermedio entre los algoritmos anteriores. En cada época, se parti-
ciona el conjunto de datos, cada subconjunto de un tamafio dado mayor que 1 y menor
que el tamafo del conjunto de entrenamiento, y se selecciona un dato de forma aleato-
ria de cada subconjunto, evitando asi disminuir el ruido excesivo del SGD y acelerando
el algoritmo del mini-batch gradient descent. En la Figura se puede apreciar de
manera gréfica el ruido que se puede presentar en la convergencia al emplear los tres
algoritmos mencionados.

1.6.2. Algoritmos de Optimizacion del Descenso de Gradiente

Con la finalidad de optimizar el proceso de aprendizaje, existen diversos algoritmos
de optimizacién basados en el descenso de gradiente. No existe un algoritmo que sea
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— Batch gradient descent
—— Mini-batch gradient Descent
— Stochastic gradient descent

Figura 1.2: Comparacién entre batch gradient descent, stochastic gradient descent y
mini-batch gradient descent.

Fuente: https://towardsdatascience.com/
gradient-descent-algorithm-and-its-variants-10£652806a3

el mas eficiente ya que depende mucho del conjunto de datos, asi como del problema
en cuestion.

A continuacion se presentan dos algoritmos de optimizacién basados en el descenso
de gradiente: Adagrad y Adam.

Adagrad

El nombre Adagrad proviene de Adaptive Gradient. Este algoritmo requiere de
gradientes de primer ordenEl El proceso iterativo es el siguiente:

& = VOL(et—l)a
t
G = Y g,
i=1
A
6 = 61—

\/ﬁ.gt’

donde € es una constante que permite evitar la divisién entre cero.

Adam

El nombre Adam proviene de Adaptive Moment Estimation. Este algoritmo requiere
de gradientes de primer ordenEl El proceso iterativo es el siguiente:

3Para mayor informacién consulte [10].
4Para mayor informacién consulte [19].


https://towardsdatascience.com/gradient-descent-algorithm-and-its-variants-10f652806a3
https://towardsdatascience.com/gradient-descent-algorithm-and-its-variants-10f652806a3
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g = VoL(6-1),
my = PBrom_1+1—-P1) g,
vi = Brvici+(1—PB2)-gog,
N ny
n = —

t 17 {7

~ Vi

P = ——

t 1_ 2{7

1y
6 = 6,_1—-A——,
t -1 Tote

donde o es el producto elemento a elemento, € es un valor muy pequefio que se utiliza
para evitar division entre cero, A es la tasa de aprendizaje, m; y v; son los vectores
correspondientes al primer y segundo momento estimados al tiempo ¢, respectivamente,
y B y B2 son tasas de decaimiento para el primer y segundo momento estimados, en
ese orden. myg, vy son vectores iniciales nulos. Otras versiones del algoritmo Adam se
pueden consultar en [26]].

1.6.3. Early Stopping

En los algoritmos de aprendizaje iterativos basados en el gradiente, para encontrar
un punto 6ptimo 0*a partir del cual el error de validacion deja de disminuir y comienza
a aumentar se puede emplear el método early stopping, mediante el cual se puede evitar
el overfitting.

Early stoppping consiste en monitorear en cada época el valor de la funcién de
costos empleando el conjunto de validacién. En los problemas de regresion, la funcién
a monitorear es la funcién de costosﬂ Dadas € > 0y d € Z, en cada época se compara
el error de validacién obtenido en la época con el error de validacién minimo obtenido
en el ajuste del modelo (el minimo de todas las épocas). Si después de d épocas no hubo
alguna mejora significativa respecto al mejor valor obtenido durante todo el ajuste, es
decir, el valor de validacion no fue inferior al registrado por al menos una cantidad
€ > 0, se detiene el ajuste del modelo.

1.6.4. Learning Rate Scheduler

Elegir un valor adecuado para la tasa de aprendizaje puede ser un problema de
ensayo y error. Dependiendo del valor de ésta, el tiempo de entrenamiento puede ser
menor e inclusive el algoritmo puede no converger, por lo que que se debe probar con
diversos valores para la tasa de aprendizaje, ya sea aumentdndola o disminuyéndola.

SEn los problemas de clasificacién, ademds, se puede monitorear una funcién de precisién, la cual repre-
senta el porcentaje de éxitos obtenidos por el modelo ajustado f.
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El decaimiento de la tasa de aprendizaje (learning rate scheduler) permite que la
tasa de aprendizaje disminuya su valor a través del tiempo, es decir, al transcurrir las
épocas, lo cual permite tener una mayor libertad en la eleccién de la tasa de aprendi-
zaje y un mejor entrenamiento del modelo. Existen muchos tipos de decaimiento para
la tasa de aprendizaje, siendo uno de los mds comunes el decaimiento exponencial
(exponential decay scheduler):

A= Mod",
donde § es la tasa de decaimiento, Ay corresponde a la tasa de aprendizaje inicial (la
tasa de aprendizaje elegida antes de comenzar el ajuste del modelo) y A, es la tasa de
aprendizaje que se utiliza en la época r — 1. Otros ejemplos de decaimiento de la tasa
de aprendizaje se pueden encontrar en [17].

1.7. Compensacion Sesgo-Varianza

El sesgo (o bias) y la varianza son otros dos problemas a tratar. Cuando se tiene
alta varianza y bajo sesgo se incurre en un sobreajuste (overfitting). En cambio, baja
varianza y alto sesgo implican bajoajuste (underfitting) [4].

Supdngase que la funcién de costos es el RMSE. Sea 6 una v.a. y sea 6 un estima-
dor de 6. Entonces:

MSE(6)

I
=
D>

|

2
N

Por otro lado,

E[(6-E[0])(0—E[8])] =E |06 +E[6]’ — 6E [8] - 6E[6]] ~ 0.

.MSE(8) = Var(8) + Bias(6,0)*. (1.4)

Sea f(x) tal que f(x) = f(x) + &, € independiente de f, E[e] =0y Var(e) = 6.
De la relacién (T-4):
MSE(f+¢€) = Var(f+¢)+Bias(f+e¢,f)?
Var(f) + Var(€) + Bias(f + ¢, f)?
= Var(f)+0? + Bias(f + ¢, f)*
- MSE(f +¢€) =Var(f) + 6%+ Bias(f + ¢, f)?

De la igualdad anterior se concluye que, si la funcién de riesgo empirica es el MSE
entonces, a mayor Bias(f), mayor riesgo de underfitting. Si f es insesgado entonces se
podria incurrir en overfitting.
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Sobreajuste

Subajuste

Validaciéon

Remp(fA)

Entrenamiento

Figura 1.3: Subajuste, sobreajuste y ajuste dptimo.

Se debe ajustar el modelo de forma equilibrada, es decir minimizar su varianza y
su sesgo hasta cierto umbral de manera que la condicién de paro sea cuando la funcién
de riesgo empirica comience a converger. Este equilibrio recibe el nombre de compen-
sacion sesgo-varianza o bias-variance tradeoff (Figura[I.3).

1.8. Preprocesamiento de los Datos

Antes de comenzar a disefiar un modelo es fundamental realizar un andlisis explo-
ratorio de los datos. ;Cuadl variable se desea predecir? ;Cudles atributos tienen relacién
con la variable a explicar? Informacién a priori como la relevancia que tiene cada va-
riable —algunas variables pueden ser mds importantes que otras y algunas podrian no
son relevantes—, el tipo de distribucidon que siguen y los valores posibles que pue-
den tomar pueden ser de gran utilidad en el ajuste del modelo. Con base en el anélisis
exploratorio, se pueden proponer los modelos que permitan realizar la tarea T.

Una vez definidas las variables que seran los features (X) y las que seran los labels
(Y), se debe identificar su tipo de dato, es decir, si son variables categéricas, continuas,
booleanas, cadenas de texto, entre otros.

Los datos deben tener alguna estructura que permita que sean procesados de una
forma mas sencilla. Es una fase muy importante porque de ésta dependen los resultados
que se puedan obtener al entrenar un modelo. Por ejemplo, si se cuenta con un atributo
llamado calle, el cual es una cadena y una variable categdrica, se debe crear un vector
cuyo nimero de entradas sea igual a la cantidad de calles que se considerardn para el
modelo. La componente del vector que corresponde a la calle serd 1 y el resto serdn
0, es decir, cada componente de la variable calle tiene una distribucién binomial cuya
esperanza es alguna p; € R,i = 1,...,k, donde k es el nimero de componentes de la va-
riable calle vectorizada, por lo que la variable calle sigue una distribucién multinomial.

Con el objetivo de evitar problemas durante el ajuste de un modelo es fundamental:

* Tratar los datos faltantes, ya sea elimindndolos o mediante algin método de
imputacién de datos.
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* Quitar los datos duplicados.

Dependiendo de la tarea T, puede ser o no conveniente realizar algunas de las
siguientes sugerencias, las cuales podrian mejorar el proceso de aprendizaje:

* Si se considera que los outliers o datos atipicos no son relevantes para la tarea T,
se deben tratar.

* Aligerar las colas pesadas. Una opcion es aplicar transformaciones como el lo-
garitmo.

* Categorizar una variable. Un variable que representa la temperatura maxima dia-
ria de un pais se puede dividir en rangos de manera que se cuente con las cate-
gorias frio, célido y caluroso.

* Escalar Las variables numéricas a un rango determinado. Segin el modelo pro-
puesto, el aprendizaje podria ser mas rapido si las variables se encuentran en
determinado rango.

* Se recomienda que los features no estén fuertemente correlacionados, es decir,
que la correlacion entre los atributos no sea cercana a 1 para evitar problemas
de multicolinealidad. Al tener variables muy correlacionadas se tendra informa-
cion duplicada puesto que la informacién de una estard contenida en algunas
de las otras variables, implicando que el modelo tenga un nivel de complejidad
innecesario.

* En el caso de las variables categércias, cada una de las posibles categorias debe
estar varias veces en el conjunto de datos con el fin de que el modelo pueda
aprender de este valor. Si alguna de las categorias aparece pocas veces (una o
dos, por ejemplo), el modelo podria no ser capaz de generalizar para esos valores.

* No mezclar datos observados con datos sin sentido. Por ejemplo, si se tiene una
variable que representa la edad de una persona, no es valido que la variable tome
el valor —1 para indicar que no se registré la edad. Una alternativa para esos
casos es crear una variable auxiliar binaria que indique si se registr6 o no la
edad.

Los datos deben cumplir los supuestos de los modelos propuestos. Si la variable
Y es secuencial, es decir, que Y; corresponda a un proceso estocdstico, un modelo de
regresion lineal no serfa adecuado.

Existen errores en los cuales resulta complicado verificar su veracidad: etiquetas
incorrectas o valores de atributos incorrectos. A mayor veracidad de los datos, mayor
eficiencia al generalizar tendra el modelo.

Respecto a la recomendacion de que las variables continuas se encuentren en un
determinado rango, de acuerdo con el algoritmo de entrenamiento y del modelo pro-
puesto, puede resultar conveniente que los datos se encuentren en un rango de (—1,1)
0 (0,1). Sean 7; : X — R funciones biyectivas, i = 1,...,p,p+ 1y p es el nimero de
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atributos, donde 7; es la transformacion aplicada al atributo i sii < p 'y Tp,4 es la trans-
formacién asociada a la variable explicada y. Si la variable explicada se utiliza como
atributo (como sucede en las series de tiempo), i = 1,...,p y Ty es la transformacién
asociada a la variable y. De esta forma, el conjunto de los datos de entrada del mo-
delo serd T(X) = (Ti,...,T,)(X) y T~'(¥) la salida. Entre las transformaciones mds
conocidas se encuentran:

T = = . 1.5
(x) ) (1.5)
B x—min{x;}
TW = il —minlal (1.6)
X

A la transformacion indicada en la ecuacion se le conoce como normalizacién.
La estandarizacién (ecuacién (I.3)) es otra de las formas de transformar los datos, la
cual permite que diferentes atributos se encuentren en la misma escala.

1.9. Seleccion del Modelo

Antes de declarar un modelo como eficiente al realizar la tarea T, se debe verificar
su capacidad de generalizacién. En ocasiones se cuenta con mds de un modelo pro-
puesto, o Unicamente con uno. Bajo el enfoque de machine learning, es recomendable
proponer uno y, con base en los resultados obtenidos en el proceso de validacién, de-
cidir si conservar el modelo, mejorar el proceso de aprendizaje o proponer algin otro
modelo, ya que entrenar un modelo bajo el enfoque de machine learning puede ser
computacionalmente costoso.

1.9.1. Validacion de Modelos

Para el proceso de validacion, cuando se cuenta con mds de un modelo, se pueden
emplear diversos criterios o metodologias tales como elegir el modelo que tenga los
menores errores de generalizacion, ya sea el de menor valor en la funcién de costos
utilizando el conjunto de validacidn o empleando otras métricas.

Si es viable obtener la verosimilitud de cada uno de los modelos propuestos, los
criterios de informacién basados en la funcién de verosimilitud como el Akaike Infor-
mation Criterion (AIC), Bayesian Information Criterion (BIC) y el Deviance Informa-
tion Criterion (DIC), de los cuales los ultimos dos a su vez consideran el nimero de
parametros del modelo, pueden ser considerados durante el proceso de validacién del
modelo. El AIC, BIC y el DIC se definen como:

AIC := —2log(P(X|0))+2p,
BIC := -—2log(P(X|0))+ plog(n),
DIC := -2log(P(X|6)),
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donde p es el nimero de parametros, n es el tamafio es la muestra y P(x|0) es la funcién
de verosimilitud bajo el pardmetro 6.

Cuando el problema es de regresion, se puede emplear el criterio de la R?, el cual
consiste en elegir aquél modelo cuya R? sea mds cercana a 1. La medida R? se define

come: MSS RSS
R*:= =1

T TSS T TSS
donde
N A 2
RSS = Y (ni—fx)’,
i=1
al 2
TSS = ) (vi—9),
i=1
N 2
Mss =Y (f(x)-3)",

Il
MR

~
I
™M=
=

—

Si se cuenta unicamente con un modelo ajustado, se puede considerar Unicamente
el valor de la funcién de costos empleando el conjunto de entrenamiento y el de va-
lidacién, tomando en mayor consideracién el de validacién. Si los puntajes obtenidos
mediante la funcién de costos o alguna otra métrica empleando el conjunto de vali-
dacion son aceptables (depende del problema y de la tarea T), entonces el modelo se
elige para posteriormente probar su eficiencia mediante el conjunto de prueba, lo cual
se explicard en la siguiente seccién.

Emplear el conjunto de validacién es una forma de estimar el riesgo R ( f ) . Al elegir
un modelo ajustado de varios basdndose en el valor de la funcién de costos emplean-
do el conjunto de validacién es equivalente a seleccionar aquél que minimiza R ( f)
Si la funcién de costos se selecciond a raiz de maximizar la funcién de verosimilitud
(como el MSE en los problemas de regresion), entonces a su vez esto equivale a ele-
gir el modelo cuya funcién de verosimilitud es la mayor respecto al total de modelos
ajustados.

Existen varios criterios de validacion, su uso es libre y no existe restriccién alguna
sobre el nimero de éstos, siempre y cuando el problema a resolver lo permita (el criterio
de 1a R? no se puede aplicar si el problema es de clasificacién).

1.9.2. Prueba del Modelo

Tras el proceso de validacién de un modelo, se prueba la capacidad de generaliza-
cion de éste mediante el conjunto de prueba. De forma opcional, se pueden considerar,
ademas de la funcion de costos, otras métricas distintas a dicha funcion. Si los resulta-
dos no son los deseados, se debe redisenar, ya sea el proceso de aprendizaje del modelo
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o al modelo en si. Emplear el conjunto de prueba es una forma mas eficiente de estimar
el riesgo R ( ! ), ya que en este conjunto no se utiliza hasta que el modelo ajustado ha
pasado el proceso de validacion.

Los conjuntos de validacion y de prueba se “desgastan” con el uso repetido ya
que, a mayor uso de estos conjuntos, el modelo se ajustard mejor, de manera que se
tendrd sobreajuste, lo cual se puede interpretar como que el modelo se aprendié bas-
tante bien el comportamiento de los datos presentados que le es dificil generalizar de
forma eficiente. Se recomienda, si es posible, recopilar més datos para reemplazarlos
en el conjunto de prueba y en el de validacién o ajustar un modelo desde cero. De aqui
la importancia de emplear el conjunto de prueba como la “prueba de hierro”.

Si bien esta metodologia para estimar el riesgo de los modelos R ( f) es muy util,
existen algunos otros métodos mas robustos de estimarlo, los cuales implementan algu-
nos cambios a la metodologia inicial. Cuando los datos no son secuenciales, uno de los
mas conocidos es la Validacion Cruzada de K-Iteraciones (K-Fold Cross-Validation),
sobre la cual se puede encontrar mayor informacién en [20]]. Al realizar este tipo de
validacién, se recomienda reservar una particién del conjunto de datos para el conjun-
to de prueba, ya que éste permite conocer si el modelo realmente es eficiente o no.
Sin embargo, cuando los datos son secuenciales, es decir, {y;} es un proceso estocdsti-
co, el modelo se puede ajustar modificando el tamafio de la particién del conjunto de
entrenamiento. A esta metolodogia se le denominara validacién en secuencia.

La metodologia es la siguiente: se particiona el conjunto de datos en tres: entre-
namiento, validacién y prueba. La proporcion del conjunto de entrenamiento respecto
al conjunto de datos es dindmica, es decir, se tienen diversos casos, cada uno con una
proporcioén distinta para el conjunto de entrenamiento, por ejemplo el 50 %, 60 %, 70 %
y el 80 % del conjunto de datos.

Sea & un conjunto de particiones del conjunto de datos E tales que el tamafo del
conjunto de entrenamiento es distinto entre cada una de las particiones y que ademas
respeten el orden o temporalidad de los datos, es decir, los conjuntos no se forman
de forma aleatoria. Los tamafios para el conjunto de entrenamiento deben ser distintos
entre cada una de las particiones & € £. Si los conjuntos de entrenamiento, validacién
y de prueba constituyen el 60%, el 30% y el 10% de los datos, los primeros 60 %
datos conforman el conjunto de entrenamiento, los siguientes 30 % datos corresponden
al conjunto de validacién y el 10 % restante al conjunto de prueba. Sean E; € & Xy Y;
el conjunto de datos, de inputs y de targets, respectivamente, cuya particion es tal que
la proporcioén del conjunto de entrenamiento correspondiente a la i-ésima proporcion
del conjunto de entrenamiento predefinida.

Al ajuste del modelo bajo los distintos tamafios del conjunto de entrenamiento se
le denominard escenario. Asi, dos escenarios implican que, dado un modelo, el ajuste
de éste se realizd dos veces para cada una de las proporciones predefinidas para el
conjunto de entrenamiento. Se selecciona el modelo que mejor desempefio obtenga, es
decir, cuya funcién de costos sea menor con el conjunto de validacidn.

Si el ajuste de un modelo dado no es reproducible, es decir, la probabilidad de obte-
ner los mismos pardmetros estimados al ajustar el modelo bajo las mismas condiciones
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(algoritmo de aprendizaje, método de asignacién de los pardmetros, entre otros) es ce-
ro, el algoritmo anterior puede no ser eficiente para estimar el riesgo asociado a dicho
modelo. Para mermar la posible variabilidad debida a la no reproducibilidad del mo-
delo ajustado, se pueden considerar m escenarios. De esta forma, la funcién de riesgo
estimada del modelo corresponde a la media de las funciones de riesgo estimadas bajo
la metodologia anterior.

En resumen, se entrenan m veces los modelos con cada uno de los conjuntos de
entrenamiento. Posteriormente, se prueba la eficiencia de cada uno de los modelos
ajustados al realizar la tarea T con su respectivo conjunto de validacion. El riesgo del
modelo se estima promediando los riesgos estimados del modelo de cada escenario.
De forma adicional, se puede estimar el riesgo del modelo empleando los conjuntos,
ya sea de entrenamiento o de prueba, en lugar del conjunto de validacién. Al emplear
el conjunto de entrenamiento, se puede realizar un andlisis sobre su eficiencia bajo los
datos de entrenamiento, mientras que al utilizar el conjunto de prueba, se prueba el
modelo bajo datos no previstos.

Cuando se emplea este método para comparar la eficiencia entre dos o mas mode-
los, (aludiendo al disefio de éstos), se elige el modelo (el disefio del modelo) que mejor
desempeifio haya obtenido bajo el conjunto de validacién.

Sea m el niimero de escenarios. Sea & un conjunto de particiones de E tales que
el tamafio del conjunto de entrenamiento es diferente entre cada una de las particiones.
Sea Dy, el conjunto de datos de validacién correspondiente a la particiéon & € £2. Sea
fgi‘” el modelo ajustado correspondiente al escenario j cuyos pardmetros fueron esti-
mados empleando el conjunto de entrenamiento segiin la particién 7. Sea f* el modelo
a ajustar. Sea REQP ( 7, ?}’) la funcién de riesgo empirica del modelo a ajustar £*, aso-
ciadaa £, del escenario j, j = 1,2, ...,m. La funcién de riesgo R (f*) se puede estimar

mediante la funcién RE{;E,, de la forma siguiente:

R 1 . .
Renp (f*,7) = %ZIR% (f*,2), (1.8)
j=
N osa 1 1 A
Rg‘irzp(f*w@) - T o Z g(éZafé )7§:(élaé2)7j:1a2a"'7m
| |71:€,@ D7r| £€Dy ST

Cuando los datos son secuenciales y los modelos ajustados no son reproducibles,
la ecuacién (T:8) permite estimar Eq [Ex y [¢ (Y, fo(X)) [0]] =Exy [£(Y,/*(X))] =
R( f* ) de forma mads eficiente, que la metodologia simple de entrenamiento-validacién-
prueba.

La validacién en secuencia puede ser computacionalmente muy costosa por lo que,
podria ser una opcién mds viable emplear la metodologia simple de entrenamiento-
validacioén-prueba.



Capitulo 2

Redes Neuronales

En el presente capitulo se presentard un bosquejo de la teoria de redes neuronales.
Se mencionaran algunos de los tipos de modelos existentes. El objetivo es proporcionar
un panorama que permita comprender las redes neuronales.

2.1. Introduccion

Las redes neuronales son modelos matemadticos que, de cierta manera, estin inspi-
rados en el funcionamiento del cerebro. Se han tenido grandes avances en las dltimas
décadas debido a la necesidad de procesar una gran cantidad de datos y al incremento
del poder computacional. Las redes neuronales estin conformadas por funciones que
pueden o no ser lineales, lo cual supone una gran ventaja ya que los datos no necesa-
riamente pueden describirse mediante alguna regresion lineal.

Entre las principales ventajas de las redes neuronales respecto a otros modelos se
encuentran:

* Suelen tener mayor capacidad de generalizacién.
* Se puede emplear computo paralelo en el entrenamiento de una red neuronal.
* Las transformaciones en el modelo pueden ser lineales o no lineales.

* El disefio de las redes es muy versatil, por lo que permiten resolver diversos
problemas.

Una de las principales desventajas de las redes neuronales es que son computacio-
nalmente mas costosas que otros modelos.

21
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2.2. Neurona, la Unidad Basica

Una neurona consiste en una funcién valuada en una combinacién lineal de los
valores de los atributos de un input x € X. El vector de pardmetros es 6 = W, donde W
es el vector de los pardmetros de la transformacion lineal.

2.2.1. Funcion de Activacion

Una funcién de activacion a : R* — R procesa los datos recibidos por la neurona.
Las funciones de activacién mds comunes son:

1
Sigmoide o Logistica: a(x) = o(x) = e
e
ReLU (Unidad Lineal Rectificada): a(x) = max{x,0}.
. . ) eX e—X
Tangente Hiperbdlica: a(x) = tanh(x) = Pyt 20(2x) — 1.

La funcién sigmoide (Figura [2.1)) cominmente se representa por ¢ (de sigmoide).
Es la més utilizada debido a que:

* Es diferenciable para cualquier x € R. Su derivada no se anula en ningtin punto:

do(x)
dx

— o(x)- (1-0(x)).

* Se encuentra entre 0 y 1, por lo que se puede asociar al cdlculo de probabilidades
y, con ello, a la prediccion de categorias en base a las probabilidades obtenidas.
Al ser una funcion no lineal, el modelo entrenado es no lineal.

1.0-

0.8-

0.6-

a()

0.2-

0.0

Figura 2.1: Funcién sigmoide.
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2.3. Red Neuronal

Una red neuronal estd conformada por una o varias neuronas, entre las cuales exis-
te alguna relacion. Existen varios modelos de redes neuronales. Los mds conocidos
son el perceptron y el perceptron multicapa. Varios modelos de redes neuronales son
variaciones del perceptrén multicapeﬂ La arquitectura de una red neuronal define las
relaciones entre las neuronas y la forma en que estdn posicionadas [30].

Debido a la posible existencia de ciclos en el grafo dirigido de la red neuronal, no
es sencillo de expresar de forma general la expresion matematica de una red neuronal.
Sin embargo, una forma de expresar la salida de la neurona i es:

n
neurona; = a; Z neurona;wj; +b; |,
=1

donde neurona; es la salida de la i-ésima neurona, a; es la funcion de activacién de la
i-€sima neurona w;; es el peso corresponde de la neurona j ala i, b; es el sesgo del input
de la neurona i y n es el nimero de neuronas de la red. w;; # 0 para algunai = 1,...,n.

2.3.1. Capas de una Red Neuronal

La capa de entrada estd conformada por nodos, donde cada nodo representa cada
uno de los features. Estos nodos no son nueronas, Unicamente corresponden a los datos
de entrada de la red. La ltima capa es la capa de salida, la cual devuelve la salida de
la red neuronal. Las capas que se encuentran entre la capa de entrada y la de salida se
denominan capas ocultas.

Cuando los datos han sido procesados, es decir que han llegado a la capa de salida,
se emplea una funcién de activacién que permite que los datos tengan la forma deseada,
por ejemplo que se obtenga un vector de valores entre O y 1 con K componentes. La
eleccién de esta funcion depende del problema que se quiere resolver. Para problemas
de regresion se suele emplear la funcién f(z) = /W, donde z corresponde al vector de
las salidas de la ultima capa de la red previa a la capa de salida.

Para los problemas de clasificacién de K categorias se suele emplear en la capa de
salida la funcién softmax a : RK — [0, 1]X, 1a cual permite asignar probabilidades para
cada una de las K categorias. Se define como:

el

k )
y e
i=1

donde z; corresponde a la i-ésima transformacion lineal de los valores de salida de la
capa anterior, mientras que a(z;) se asocia a la probabilidad estimada de la i-ésima
categoria, i =1,...,k.

a(zi) =

IExiste otros modelos de redes neuronales tales como las redes convolucionales, las recurrentes y las
generativas adversariales. Para mayor informacién consulte [31]].
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2.3.2. Redes Feedforward

Las redes neuronales feedforward (FNN) o de propagacion hacia delante constan
de una funcién compuesta de otras funciones. Los datos de entrada “viajan” hacia la
capa de salida sin formar ciclos, es decir “de forma directa”. El perceptron simple
y perceptrén multicapa son ejemplos de redes feedforward. En este tipo de redes, es
fundamental que los datos no sean secuenciales, es decir, que no exista una dependencia
respecto al tiempo. Si {y; } es un proceso estocdstico, las redes FNN no son adecuadas.

Perceptron

Una red neuronal perceptron consta de dos capas: la capa de entrada y la capa de
salida. La red perceptrén consiste en una sola neurona, siendo esta neurona la capa de
salida.

Supdngase que se tienen p features. Sea x un vector de entradas. Sea W el vector
de pesos. La neurona recibe una combinacion lineal de las entradas, x’W + b, donde b
es el vector de sesgo o bias. La finalidad del sesgo es permitir que el modelo no esté
centrado en el cero.

Dada una funcién de activacién a(x), el modelo perceptron se representa de forma
matemdatica como:

f(x) =a(xX'W +b).

Perceptron Multicapa

El perceptrén multicapa o Multi-Layer Perceptron (MLP), esta conformado por una
capa de entrada, m — 1 capas ocultas, m € Z™", y una capa de salida. Las capas ocultas
se conectan con su capa antecesora y la siguiente.

Cada capa oculta tiene su funcién de activacién que no necesariamente debe ser
la misma que el resto de las capas. La capa de salida aplica la funcién de salida y
devuelve el valor de los labels correspondientes a los datos de entrada. En la Figura[2.2]
se representa de forma grafica la arquitectura de un perceptrén multicapa.

De forma matematica, un perceptrén multicapa se representa como:

Fx)=anm (aml ( ((al (X' +b1)'W2+b2)/...)

donde:

/

!/
Wmfl +bm1> Wm +bm> )

a; es la funcién de activacion de la i-é€sima capa.
W; es el vector de pesos de la i-ésima capa.

b; es el sesgo de la i-ésima capa.
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Y1

Y2

Input Capa oculta 1 Capa oculta 2 Capa de salida Output
(Capa de entrada)

Figura 2.2: Grafo dirigido de un perceptrén multicapa. a;,a, corresponden a alguna
funcion de activacion para las capas ocultas 1 y 2, mientras que a3 es una funcién de
activacion para la capa de salida.

Gracias a que la funcién de activacioén de cada neurona puede no ser lineal y a las
conexiones entre distintas neuronas, mediante las redes neuronales es posible aproxi-
mar una infinidad de funciones.

2.4. Algoritmo de Aprendizaje

Una de las formas mas empleadas en el aprendizaje de las redes neuronales es
calculando los errores de generalizacién del modelo y, posteriormente, ajustar los pesos
con base en éstos. Este algoritmo se conoce como backpropagation.

2.4.1. Backpropagation

De forma inicial, se le asignan valores a los pardmetros de la red (pesos y sesgos).
Posteriormente, dado un conjunto de datos, se calculan los errores cometidos por la red
mediante una funcién de costos previamente seleccionada. Se elige algin algoritmo de
aprendizaje de machine learning, por ejemplo, SGD. Luego, se recalculan los errores
de prediccién y se emplea nuevamente el algoritmo de aprendizaje y asi sucesivamente
hasta cumplir algin criterio de paroE|

2E] desarrollo detallado del algoritmo de backpropagation se puede encontrar en [28].
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2.5. Optimizacion del Aprendizaje de Redes Neurona-
les

En ocasiones, el ajuste de modelos bajo el enfoque de machine learning puede ser
lento y el modelo ajustado puede no tener una eficiencia deseada. Existen diversos
algoritmos de optimizacién de los algoritmos de aprendizaje.

Debido a la gran cantidad de datos que se procesan y a la posible escalabilidad de
los modelos de redes neuronales, es decir, aumentar el nimero de neuronas y las cone-
xiones entre éstas, entrenar una red neuronal puede ser computacionalmente costoso.
Existen formas de disminuir el tiempo de entrenamiento como el cémputo paralelo
y el empleo de tarjetas graficas (GPU). Se considera que una red es de aprendizaje
profundo cuando estd constituida por varias capas, por ejemplo 100.

A diferencia de otros modelos, las redes neuronales pueden ser disefiadas de di-
versas formas, aumentando asi su complejidad en el sentido de la forma en que estan
conectadas las neuronas de la red, no en el de aumentar la cantidad de pardmetros
a ajustar. Existen otros modelos de redes neuronales, entre las que se encuentran las
redes neuronales convolucionales (CNN )

2.5.1. Técnicas de Optimizacion del Aprendizaje

Existen diversas técnicas que permiten mejorar el aprendizaje. A diferencia del en-
foque tradicional de machine learning, en el deep learning se implementan diversas
técnicas que permiten optimizar el proceso de aprendizaje, algunas de las cuales in-
crementan la complejidad del modelo. Estas técnicas de optimizacién estan destinadas
principalmente a las redes neuronales, entre las cuales se encuentra el dropout[14]].

Dropout consiste en anular, de forma aleatoria, la salida de un determinado porcen-
taje de neuronas para cada capa oculta, evitando asi el sobreajuste.

Otra de las técnicas es batch normalizatiorﬂ en el cual antes de que las salidas z
de la capa anterior ingresen a la siguiente capa, es decir, antes de ser ponderados con
el respectivo vector de pesos, se estandarizan de la forma:

Te)= sd(z)

El implementar todas las técnicas no necesariamente hard que el aprendizaje de un
modelo sea superior a si se ajusta el mismo modelo bajo tinicamenta una de las técnicas
empleadas, por lo que se recomienda emplear aquellas que, de acuerdo al problema en
cuestion, podrian mejorar el aprendizaje. Otra técnicas de optimizacion del aprendizaje
de los modelos de redes neuronales se pueden encontrar en [23]].

3Los modelos de CNN no se abordaran. Para obtener mayor informacién acerca de este tipo de redes se
recomienda consultar [31].
4Para mayor informacién consulte [18].



Capitulo 3

Redes Neuronales Recurrentes

Como se mencion6 en el capitulo 2] uno de los inconvenientes de las redes feed-
forward es que los datos no deben ser secuenciales. Cuando existe cierta dependencia
a través del tiempo, las redes FNN se vuelven obsoletas. Las redes recurrentes se uti-
lizan cuando los datos son secuenciales. La salida de la neurona de una capa puede
estar conectada a s misma o a una capa anterior. En las redes recurrentes se tienen ci-
clos, lo cual es ideal cuando {y,} es un proceso estocdstico. En el presente capitulo se
mostrard con mayor detalle el tema de las redes neuronales recurrentes y se expondran
tanto un modelo sencillo de red neuronal recurrente como algunos otros modelos mas
complejos.

3.1. Introduccion

Sea {x;} un proceso estocéstico a tiempo discreto. Una RNN se puede expresar
como:

g) =Ff (W +g(x1)U+b),
donde

f es la funcién correspondiente a la red neuronal.
x; es el input del tiempo ¢.
W y U son vectores de pesos.

g(x;) corresponde a la salida de la red al tiempo 7.
Las RNN tienen miiltiples aplicaciones:
* Prediccién de series temporales.

27
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* Reconocimiento de voz.
* Predictores de texto.

* Traductores de idiomas.

3.2. Arquitecturas

Existen tres principales tipos de arquitecturas de RNN: uno a uno, uno a muchos,
muchos a uno y muchos a muchos. La primera palabra de los nombres de las arqui-
tecturas anteriores hace referencia a la cantidad de tiempos requeridos de las varia-
bles explicativas ({x,}) mientras que el dltimo alude al nimero de tiempos de la va-
riable a explicar ({y;}). Por ejemplo, sea f el modelo correspondiente a una red re-
currente. La arquitectura uno a uno es de la forma y, = f (x); la de muchos a uno,

Yt = f(f("'f(f(xtfm)axtfm+l)7"'axtfl)vxt)

3.3. Algoritmo de Aprendizaje

Debido a la dependencia temporal, los errores deben calcularse para cada uno de
los tiempos. En el caso del algoritmo backpropagation, al calcular los errores para cada
uno de los tiempos se conoce como Backpropagation Through Time. [9]]

3.4. Modelos

Existen varios modelos de redes recurrentes, entre los que se encuentran:

* Time-Delay Neural Network (TDNN)
* Elman

* Hopfield

* Long Short-Term Memory (LSTM)

* Gated Recurrent Unit (GRU)

Los modelos Elman, Hopfield y Time-Delay Neural Network no se abordarén. Si se
desea mayor informacion acerca de estos modelos se recomienda consultar [8]] y [31].

A continuacién se presentan algunos modelos de redes neuronales recurrentes.
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w w w
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Figura 3.1: Arquitectura de una red neuronal recurrente sensilla. Cada valor de salida
se almacena en la memoria de la red y se utiliza en tiempos posteriores. A la izquierda
se muestra el modelo mientras que a la derecha se muestra el flujo con mayor detalle.

Fuente: https://doi.org/10.1371/journal .pone.0180944.g004

3.4.1. Red Neuronal Recurrente Simple

Una red neuronal recurrente simple (Figura [3.I) se puede expresar de forma ma-
temadtica como:

he = o(xU+h_ W +by), (3.1)
o = gmV+h), (3.2)

donde:

U,V,W son vectores de pesos.

x; es la entrada al tiempo ¢.

o es la salida de la red al tiempo 7.

h; es la salida de la neurona (estado) al tiempo ¢.

¢ es la funcién de activacién de un estado a otro.

g es la funcién de activacién para la capa de salida.

b1,by son vectores de sesgo (bias).

Vanishing Gradient

En las redes neuronales recurrentes sencillas se presentan dos principales proble-
mas: vanishing gradient y exploding gradient. vanishing gradient se refiere a que los
gradientes tienden a cero por lo que, conforme aumentan la longitud de las secuen-
cias, el aprendizaje tiende a ser nulo. Por otro lado, exploding gradient se refiere a que
los gradientes tienden a infinito por lo que, a medida que aumenta la longitud de las
secuencias, los parametros tienden a infinito.


https://doi.org/10.1371/journal.pone.0180944.g004
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Supdngase que se tiene una red neuronal sencilla (ecuaciones (3.1) y (3.2)) y que el
algoritmo de aprendizaje es backpropagation. Sea L una funcion de costos. Debido a la
dependencia temporal existente, la funcidn de costos del modelo se calcula para cada
tiempo, por lo que se considerard el costo asociado a la funcién al tiempo ¢, el cual se
denotard por L;. Asi,

O 9L 20, Oh O _ 0L, dor g O Ol
aW - k=1 30; aht 8hk 9W - aot 3ht k=1 (9hk aW,
ohy S

Iy

/
= diag( J ¢ (U'xi+W'h;_ 1+b1)> w. (3.3)
i=k+1 Ihi-1

Por otro lado,

oh; ‘ 0
| < iwiaiae (50 G i) )|
3.4)
De la desigualdad anterior y la igualdad (3.3):
oh ! P
H o< wyt H diag(ah' ¢(x;U+h§1W+b1))H,
i=k+1 i—1
(3.5)
Si existe ¥ € R tal que
J
e (o e | <
i
y |[W]| < 1/7, entonces
ohy ~>°° oL, .x,
3.6
|5l =o = |5 @

De la expresion (3.6) se concluye que, si el aprendizaje de una red neuronal recu-
rrente simple (ecuaciones y B:2)) es backpropagation y el algoritmo de aprendi-
zaje se basa en el descenso de gradiente, el gradiente tiende a cero, lo que implica que,
a medida que el tiempo transcurre, el ajuste de los pardmetros tiende a ser nulo. A esto
se le conoce como vanishing gradien

Para solucionar el exploding gradient basta con aplicar un umbral a los gradientes,
es decir, acotarlos tanto inferior como superiormente. El verdadero problema de las
redes neuronales recurrentes simples es el vanishing gradient. Existen algunos modelos
de redes recurrentes que no presentan el problema del vanishing gradient tales como
las redes LSTM vy las redes GRU, los cuales corresponden al deep learning.

!Para mayor informacién consulte [25]
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Figura 3.2: Arquitectura de una red LSTM.

Fuente: https://doi.org/10.1371/journal.pone.0180944.g006

3.4.2. Long Short-Term Memory

El modelo Long Short-Term Memory (LSTM) fue propuesto por Sepp Hochreiter
y Jiirgen Schmidhuber (1997).[16] Consta de una celda de memoria y tres puertas: la
puerta de entrada, la de olvido y la de salida. Este modelo se caracteriza por tener
memoria debido a que es capaz de recordar y olvidar datos histéricos. Consta de una
capa de entrada y una celda de memoria que juega el rol de las capas ocultas (Figura
B-2). A comparaci6n del perceptrén multicapa, las redes neuronales recurrentes LSTM
estian conformadas por celdas de memoria en lugar de neuronas.

La celda de memoria esta conformada por tres puertas: de entrada, de olvido y de
salida. La puerta de olvido y la de salida estdn compuestas por la funcién de activacién
sigmoide, mientras que la puerta de entrada consta de dos funciones: la funcién sig-
moide y la tangente hiperbdlica (tanh). La puerta de entrada selecciona la informacién
que ha de utilizarse, ignorando aquella que es irrelevante; la puerta de olvido decide la
informacién histdrica que ha de olvidarse; la puerta de salida se encarga de seleccionar
la informacién que se utilizard como salida. La funcién tanh es infinitamente diferen-
ciable, por lo que no se desvanece, ademds de que su rango es (—1,1), de modo que
valores cercanos a 1 indican que la informacién debe recordarse, mientras que valores
cercanos a -1 implican que se debe olvidar [2].

De forma matematica, el modelo se expresa como:

i = oUi+h_Vi+b),

fi = oWUs+h\Vi+by),

g = tanh(X,Us+h;_V,+by),

o, = G(x;U,,+h;,1Vo+bo)a

G = leclflg;ih (3.7

ht = tanh(c[)/ot,


https://doi.org/10.1371/journal.pone.0180944.g006
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Figura 3.3: Arquitectura de una red GRU.

Fuente:
www.data-blogger.com/2017/08/27/gru-implementation-tensorflow/

donde ¢, ft, i;, 0r Y hy son los vectores de la memoria de la celda, la puerta de olvido,
la puerta de entrada, la puerta de salida y de la historia al tiempo ¢, respectivamente; y
b, by, be y b, son vectores de sesgo; g; se conoce como estado de memoria candidato
o simplemente como candidato y a 4, como estado oculto.

Derivando (3.7) respecto a ¢, :

¢ T
Je =diag(f;).

De la igualdad anterior se puede ver que la arquitectura LSTM no tiene el problema
de vanishing gradient, por lo que se puede entrenar mediante backpropagation.

3.4.3. Gated Recurrent Unit

El modelo Gated Recurrent Unit (GRU) es una version simplificada del LSTM.
Fue propuesto por Kyunghyun Cho et al. (2014). Consta de una puerta de actualizacién
de la memoria almacenada y de una puerta de salida (Figura[3.3)). [6] Se representa de
forma matemadtica como:

rn = o(xWi+h_Vi+b,),

wo = oxWr+h \Vi+bu),

h, = tanh(r\W,+h_ W, +xU +by),
he = By (1—u)+ by,

donde ry, u; y h; corresponden a las puertas de reinicio, actualizacion y salida, respec-
tivamente.

No es dificil comprobar que el modelo GRU no tiene el problema de vanishing
gradient.


www.data-blogger.com/2017/08/27/gru-implementation-tensorflow/
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Como sucede en las redes recurrentes LSTM, las redes GRU estan conformadas
por celdas de memoria en lugar de neuronas.

El modelo GRU es més sencillo y computacionalmente menos costoso que el mo-
delo LSTM. Sin embargo, se tiene menos control sobre los datos. Como se comentd
en capitulos pasados, que un modelo sea mas complejo que otro no implica que sea
mejor al momento de generalizar. Para un problema dado puede resultar més eficiente
el modelo GRU y para otro el modelo LSTM.



Capitulo 4

Series de Tiempo

Existen varios modelos de series de tiempo, entre los que se encuentran los procesos
autorregresivos (AR) o los de medias mdviles (MA). Uno de los supuestos de estos mo-
delos es que los residuales {& } tienen varianza constante, es decir, Var[&|.%_] = o,
donde o es una constante, lo cual recibe el nombre de homocedasticidad. Sin embargo,
algunas series de tiempo no cumplen ese supuestos, ya que esa varianza no es constan-
te, lo cual se denomina heterocedasticidad.

En el presente capitulo se presentardn algunos modelos de series de tiempo hete-
roceddsticos. Para entrar en contexto, se recordard el concepto de estacionariedad y
algunos otros conceptos fundamentales.

Sea {X;} un proceso estocdstico. En el caso continuo, se denotard como .%;, 1 >0, a
la o-dlgebra generada por el proceso hasta tiempo ¢ sin incluir ¢, es decir,
F = 0({Xs}s<;), mientras que en el caso discreto se denotard como
Fi-1 = 0(Xo,X1,-.-,X—1). Se considerard que los procesos estocdsticos son a tiem-
po discreto.

4.1. Conceptos Basicos

Sea {X; } un proceso estocdstico adaptado a la filtracién .%;_, t > 0. A continuacién
se definen tres funciones:

Funcién de Autocovarianza: w(h) = Cov(X,Xiin)
Funcién de Autocorrelacién (ACF):  px(h) := Corr(X;, X, i) = X

Funcién de Autocorrelacion
Parcial (PACF): Ork

COVV(X;7XZ+]<‘X,+17 "'7Xl+k71)'

Definicion 4.1.1 (Estrictamente estacionario) Se dice que el proceso {X,;} es estric-

34
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. . . !/ ! . .
tamente estacionario si los vectores (X1,...,Xx) vy (Xi+7,...,Xk+7) tienen la misma
distribucion conjunta para todo k,T € Z.

Definicion 4.1.2 (Estacionariedad de segundo orden) Se dice que el proceso {X;} es
estacionario de segundo orden o débilmente estacionario si:

i) X, eL?> Ytel.
i) EX{]=m VtelZ

lll) COV(X[,Xt+h) - J/X(h) \V/t,h S Z.

Definicién 4.1.3 (Ruido blanco débil) Sea {&} un proceso estocdstico se denomina
ruido blanco débil si, para alguna constante 6> :

i) Elg]=0 VieZ
ii) Var[g] =oc* VYt

iii) Cov|e, €45 =0 Vt,heZ,h+#0.

Definicion 4.1.4 (Ruido blanco fuerte) Sea {& } un proceso estocdstico se denomina
ruido blanco fuerte si, para alguna constante 6>

i) Elg]=0 VieZ
ii) Var[g) =oc* VteL

iii) & y &, son independientes Vt,h € Z,h # 0.

Dada una serie de tiempo {X; }, el valor predicho al tiempo ¢ por un modelo se deno-
ta como %;. El residual al tiempo ¢ se define como & := x; —%;. Cuando Var(g&|.% ) = o2
es constante se conoce como homocedasticidad. El caso contrario recibe el nombre de
heterocedasticidad. En ocasiones, se supone que los residuales son un proceso de ruido
blanco.

Las gréficas o correlogramas del ACF y del PACF son de gran ayuda para identificar
el tipo de modelo de serie de tiempo correspondiente a una serie de tiempo dada. El
correlograma del ACF permite ver si existe correlacién respecto a tiempos pasados o
lags, mientras que el correlograma el PACF muestra la correlacion que existe respecto
a tiempos pasados dada la informacién entre ambos tiempos.

Se denotara por B” al operador de retraso de grado p, es decir, B”X; = X;_,.
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4.2. Procesos Heterocedasticos

En las series de tiempo se pueden presentar diversos problemas como la heteroce-
dasticidad y la presencia de colas pesadas en la distribucién. Ademads, factores positivos
podrian afectar de forma distinta a la serie de tiempo que los negativos, ya sea en mayor
o menor medida.

A continuacidn se presentan algunos modelos de series de tiempo heterocedasticos.

4.2.1. Procesos ARCH

Los modelos de heterocedasticidad condicional autorregresivos (ARCH) fueron
presentados por Engle (1982) [11]].

Definicion 4.2.1 (Proceso ARCH(q)) Un proceso estocdstico {&} es un proceso
ARCH(q) si &|.F,—1 € L?y satisface:

l) ]E[gt|yt_1]:0 VtEZ

ii) Existen constantes @ > 0,0; > 0,i=1,...,q, tales que

q
of =Var[e|F_1]| =0+ Y o’ VtEL (4.1)

i=1

Definicion 4.2.2 (Proceso ARCH(q) fuerte) Sea {1n,} un proceso de ruido blanco tal
que Var 1] = 1. Un proceso estocdstico {&} es un proceso ARCH(q) fuerte si:

l) 8,2(5;1]; \V/tEZ

ii) Existen constantes ® > 0,0; > 0,i=1,...,q tales que

q
ol =w+)Y o, VtEL
i=1

L

Sea {&} un proceso ARCH(g) débil. Para hallar la condicién que debe cumplir el
proceso para ser débilmente estacionario se utilizara la siguiente observacion:

E[e’] =E[E [¢}|F,s <t]] =E[o}],

lo cual no depende del tiempo.

Es inmediato ver que Cov (&, &) = 0si A > 0. Cuando h =0,

Var[g?] ~E[ef] =0+ Y aE[s] —0+E[e] ). a
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q
w=E|[¢] (1 —Zoc,) :
i=1
Por lo tanto, un proceso ARCH(q) es débilmente estacionario si

q
ZO!,' < 1.
i=1

La ecuacién (@) se puede expresar como
o} = w+a(B)e’,
donde .
a(B)=Y aB'.
i=1

Los pardmetros se pueden ajustar por mdxima verosimilitud. En la siguiente seccion
se ejemplificard, ya que los procesos mostrados a continuacién son mas generales que
los ARCH.

4.2.2. Procesos GARCH

El proceso GARCH(p, q) fue propuesto por Bollerslev (1986). Es una generaliza-
cién del proceso ARCH(q) [5].

Definicion 4.2.3 (Proceso GARCH(p, q)) Un proceso estocdstico {&} es un proceso
GARCH(p,q) si &|.%,_ € L*y satisface:

i) Ele|F_1]=0 Viel

ii) Existen constantes ® >0y og,i=1,...,q,B; >0,j=1,..., p, tales que

q
of =Varlg|Zi] =0+ we i+
i=1

l

)4
Bic%, VielZ. (4.2)
=1

1

Definicion 4.2.4 (Proceso GARCH(p, ) fuerte) Sea {1} un proceso de ruido blan-
co tal que Var [n,] = 1. Un proceso estocdstico {&} es un proceso GARCH(p, q) fuerte
Si:

l) 6;20',1% VIEZ
ii) Existen constantes ® >0y og,i=1,...,q,B; >0,j=1,..., p, tales que

p
Y Bio?, viel.

q
ol =0+ ag +
i= i=1
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Sea {&} un proceso GARCH(p, ¢) débil. La condicién que debe cumplir el proceso
para ser débilmente estacionario se obtienen de forma andloga al caso del proceso
ARCH. Es inmediato ver que Cov [, &) = 0si h > 0. Cuando & =0,

Var [8,2] = ]E[&ﬂ

P
o+ Z ﬁ,’E [Gtz,i] + o, B [Stzfl-]
i=1

q

i=1

[
S
_|_
=
)
o
yamN
(&
2
+
(g
=
N——

El proceso ARCH(p) se obtiene cuando g = 0. Si Z?:l o;+Yr  Bi=1, se deno-
mina proceso GARCH Integrado o IGARCH(p, q)E]

La ecuacion (4.2) se puede expresar como
o} = o+ a(B)g +B(B)o;, 4.3)

donde
q . P .
a(B)=) oB'y B(B)=Y BB
i=1 i=1

La innovacién del proceso {€?} es el proceso estocéstico {V; }, donde v, = £* — 7.

Sustituyendo v, en la ecuacion {@.2)) se obtiene

m )4
g=0+Y (a+B)e +vi— Y BV

i=1 i=1

la cual es la estructura de un proceso ARMA (m, q), donde m = max{p,q}. Si las raices
de 1 — B(B) se encuentran fuera del circulo unitario, de la ecuacién (@.3) se obtiene:

o’ = o+B(B)c?+a(B)e?
w(1—B(B))" +(1-B(B) " a(B)e?
— w(1-BB) " +Y b, (44
i=1

'Para mayor informacion se recomienda consultar [[13].
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donde ,
8 = ol(i)i<g+ Y, B;6j i,
j=1

y r=min{p,i— 1}. La ecuacién (4.4) es la representacién de un AR(ee), por lo que un
proceso GARCH se puede ver como un ARCH(eo).

Estimacion de Parametros

Existen diversas formas de estimar los pardmetros. Las mds conocidas son por mo-
mentos y por maxima verosimilitud. La funcién de verosimilitud es:

f(&]F1) =

1 < 1 82>
exp| —=—5¢ ).
V2ro? 207"

Por otro lado,

~

f(gt7'~-7£l|80) = Hf(gilf%—l)a

i=1

entonces,
t
10gf(£la"'781|80) = Zlogf(8i78i717"'781|80)
i=1
t 1¢ 1 L e
= ——log2n—=Y logo?— =Y =L 45
5 log 2i=ZIOgl 21_:216[2 (4.5)

Los estimadores méximo verosimiles de o, B; son aquellos que maximizan (4.3)).

4.2.3. Procesos EGARCH

En los procesos anteriores no existe asimetria en la varianza a causa de efectos tanto
positivos como negativos. El proceso EGARCH (Exponential GARCH) fue propuesto
por Nelson (1991).

Definicion 4.2.5 (Proceso EGARCH(p,q)) Sea {1} un proceso de ruido blanco tal
que Var [n;] = 1. Un proceso estocdstico {&} es un proceso EGARCH(p,q) si satisfa-
ce:

l) 8[ - Glnl Vt S Z
ii) Existen constantes @ >0, 0, yeRyo;,i=1,...,q, B; >0,j=1,..., p, tales que

q P
log G,z =0+ Z o;g(Mi—i)+ ) PBilog G,{i VteZ, (4.6)
i=1 i=1

donde
g(M—i) = 0N +y(Ii—il —E[Im—il])- 4.7
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g permite cambios asimétricos dependiendo del signo de {7n,_;};>0, por lo que la
presencia de efectos negativos tiene efectos distintos a la de los positivos. Si g # 0 casi
seguramente y los polinomios de retraso o(B) = Y7, 0;B' y B(B) = Y./, BiB’ no tie-
nen raices comunes, entonces un proceso EGARCH(p, ¢) es estrictamente estacionario
si y sélo si las raices de (B) se encuentran fuera del circulo unitario

De las ecuaciones [.6) y se obtiene:

p q
log(o7) = o+Y ologo’;+ Y Big(mi—)
i=1 i=1

) q
o+ Y ailogo? i+ Y Bi (0m—i+y(In—i| —E[|m—il)))
i=1

efe)

de manera que, cuando 0 < 1), < oo, g(1;,) es lineal en 71, con pendiente (6 + ¥); cuando
—oo < 1y < 0, g(7n;) es lineal en 7, con pendiente (6 — 7).
/2
<

La estimacién de los pardmetros puede ser por maxima verosimilitud.

2 o el & &
a)—l-'E Ot,-logo,,,»-l-.zlﬁi 0 +v o
- =

i1 Or—i 1—1

Sin, ~ N(0,1), entonces

E—i
Or—1

log(crtz) = a)+2ailog6,2,i+Zﬁi (961[ l. +}'<
i=1 i=1 -

1

2L a demostracién se puede encontrar en [[13].
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Tasa de Cambio

La tasa de cambio o paridad establece la equivalencia de unidades de una moneda
con respecto a otra. En otras palabras, expresa la cantidad de unidades de una mone-
da que se requieren para comprar otra. Supéngase que la tasa de cambio ddlar-peso
(USD/MXN) es de 10.00, por lo que se requieren 10 pesos (10 MXN) para comprar 1
délar (1 USD).

5.1. Régimen Cambiario

La tasa de cambio de cada pais estd determinada por el régimen cambiario, que es
la forma en que se administra el valor de una moneda respecto a otras. Los tres tipos de
regimenes cambiarios mds conocidos son: fijo, de libre flotacién o flexible y de bandas
cambiarias [[1].

En el régimen de libre flotacion, la tasa de cambio se determina a través de la oferta
y la demanda. La tasa de cambio ddlar-peso se calcula bajo este régimen.

En el régimen fijo, se establece un nivel de la tasa de cambio, y la autoridad mo-
netaria se compromete, interviniendo en el mercado comprando o vendiendo divisas,
para garantizar que esta tasa de cambio se mantenga en ese nivel.

El régimen de bandas cambiarias es un intermedio entre los anteriores. La autoridad
monetaria fija una banda en la cual deja que la tasa de cambio se mueva libremente.
Cuando la tasa de cambio alcanza los extremos de la banda, la autoridad interviene
vendiendo o comprando divisas para mantenerlo en la banda.
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5.2. Tipos de Cambio

Debido a que la tasa de cambio ddlar-peso cambia a través el tiempo, es necesario
contar con alguna referencia cuyo valor sea fijo durante cierto periodo de tiempo, ya
que de otro modo, las obligaciones pagaderas en México denotadas en ddlares podrian
liquidarse en un instante de tiempo que beneficie al deudor, dentro de un periodo pac-
tado. Por ello, existe dos tipos de cambio: el tipo de cambio FIX y el tipo de cambio
spot.

El tipo de cambio FIX es calculado por la Oficina de Cambios Nacionales del Ban-
co de México con base al promedio de las cotizaciones del mercado de cambios al
mayoreo y que son obtenidas de medios electrénicos con representatividad en el mer-
cado de cambios. Estas cotizaciones se obtienen tres veces al dia, entre las 9:00 am y
las 12:00 pm. Es publicado en la pagina electrénica del Banco de México a partir de las
12:00 pm y el dia hébil siguiente en el Diario Oficial de la Federacion (DOF) y es uti-
lizado para solventar obligaciones denominadas en ddlares liquidables en la Republica
Mexicana al dia siguiente de la publicacién en el DOFF_-]

Por otro lado, el tipo de cambio spot alude al tipo de cambio actual por lo que, bajo
un régimen cuya tasa de cambio se ve afectada por la oferta y la demanda, su valor
cambia a través del tiempo. Eventos imprevistos pueden provocar que el mercado se
mueva en cuestién de segundos de forma “brusca”, afectando a la tasa de cambio, entre
otras variables econdémicas.

5.3. Modelo de Black-Scholes

Antes de continuar es imprescindible definir algunos conceptos. Un derivado es
un activo cuyo valor depende de otro activo denominado subyacente. Entre los deriva-
dos més consolidados en el mercado se encuentran los forwards y las opciones, éstas
dltimas pueden ser del tipo call o put.

Un forward es un contrato entre dos partes: la parte corta y la parte larga. La parte
corta tiene la obligacion de comprar cierta cantidad (o cierto nimero) de unidades de
subyacente a un precio pactado o strike K en la fecha de maduracion 7', mientras que la
parte larga tiene la obligacidn de vender la cantidad (o ndmero) pactada de subyacente
al precio K en el tiempo T. Las opciones se pueden clasificar de acuerdo al momento
en que pueden ser ejercidas.

Una opcién europea de tipo call con precio de ejercicio K fecha de maduracion T
es un contrato que le otorga a su poseedor llamado parte larga el derecho mas no la
obligacién de comprar una unidad de subyacente al tiempo y precio pactados, T y K,
respectivamente. En el caso de una opcidn de tipo put, se le otorga el derecho mas no
la obligacién a la parte larga de vender una unidad de subyacente al tiempo y precio
pactados. La parte que tiene la obligacién de vender o comprar la unidad de subyacente
recibe el nombre de parte corta.

'Para mayor informacion acerca de la tasa de cambio FIX consulte [12].
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Una opcién americana puede ser ejercida en cualquier momento ¢, donde 0 <t <T.

Debido a la existencia de incertidumbre en el valor de la tasa de cambio v, al ser
desconocida la medida de probabilidad del mundo real, suena tentador apostar por una
subida en la tasa de cambio entre las dos divisas que estdn involucradas a favor de
alguna de éstas.

El rendimiento de un activo se obtiene dividiendo su payoff, X;+1, por su precio, p,
por lo que el rendimiento estd dado por:

X
Rt+1 _ l+1.
Pt

Los rendimientos expresados de esta forma reflejan la proporcién del valor a tiempo
t + 1 con respecto a su precio en ¢, por lo que es comun considerar la tasa r;41 =
R,+1 — 1, la cual representa la proporcion de la diferencia entre el payoff de un activo
al tiempo ¢ + 1 y su precio al tiempo ¢ con respecto a su precio al tiempo ¢.

Considérese una composicién continua lognormal en la tasa de interés y un creci-

miento lognormal. El proceso de los rendimientos logaritmicos {r;} se define como

ry :=log(Ry).

Se denotard como P a la medida de probabilidad del mundo real. Dados W; un P-
movimiento Browniano, y [l y ¢ variables deterministicas, el modelo de Black-Scholes
(basico) esta conformado por las ecuaciones:

S: = Soexp(ut+ow),
B, exp(rt),

donde 7 es la tasa de interés libre de riesgo, B; es el precio del bono a tasa r del tiempo
0 al tiempo ¢ y S; es el precio del stock al tiempo ¢. i y o representan la tendencia
y la volatilidad del stock, respectivamente. El crecimiento del valor del subyacente
a tasa r puede complicar los cédlculos, por lo que es conveniente considerar el proceso
Z, = B;"'S,. Para simplificar los calculos, se supondré r = 0. Es facil ver que S, satisface
la ecuacion diferencial estocastica (SDE):

dlogS; = udt + cdWw,. G.D
Para resolver la ecuacion diferencial estocastica (5.1)) se utilizara el siguiente lema:

Lema 5.3.1 (Lema de It6) Sea {X;} un proceso estocdstico que satisface la ecuacion
diferencial estocdstica dX; = W, dt + 6;dW;, y [ una funcion deterministica cuya se-
gunda derivada es continua, entonces Y; := f(X;) satisface la ecuacion diferencial
estocdstica:

ar= (s 00) + 3020 (%) ) dr -+ o (),
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Considérese f(x) = ¢*. De la SDE (5.1)) y por el lema de Ito:
1
df(logS,) =dS, = (u + 202) S,dt + GS,dW, (5.2)
1 o
= W+ EG[ dt + o;dW;
= [dt + o, dW;,

2
donde w;, = uS;, 0, =08y iy = iy + %’ Se busca una medida Q tal que la tendencia
de S; sea v;. La ecuacién (5.2) se puede reescribir como:

dS,:v,+o,(<”fc >dt+dW,) (5.3)

t

Cuando se calcula el precio de un derivado, trabajar con alguna medida tal que el
proceso Z; = B, ! S, sea Q—martingala facilita los célculos. El teorema de Girsanov[21]]
garantiza la existencia de esta medida bajo ciertas condiciones

Teorema 5.3.2 (Teorema de Girsanov) Sean W; un P—movimiento Browniano y %,
la informacion hasta tiempo t. Dado un proceso {y;} adaptado a la filtracion %, que

satisface la condicion
1 T
Ep [exp{—Z/ yfdtH < oo (5.4)
0

i) Q es equivalente a P.

ii) —exp{ /y,dW, /OTy,Zdt}.

i) Wy =W, + fé Ysds es un Q-movimiento Browniano.

Entonces:

_IJr Vi

Sea y =

. Por el teorema de Girsanov, la ecuacion ( es equivalente a

dS[ = V[dt + Glﬁ//h

donde W, = W, + fo Y%ds es un Q-movimiento Browniano. Es fécil verificar que

1 -
S, = Soexp{<v—262)t+GWz}a

y que ademds, si v; = 0, S; es martingala bajo Q. De forma inmediata, si & > 0, se
tienen los siguientes resultados:

S;
D) r_py = logS = uh+oWw.

t—h

2L a demostracién del teorema se puede encontrar en [7].
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2
i) Siy = fi,/o, iy = 1 + % satisface la condicién (5.4), entonces:

B S 1, ~
ri—ny = log S, (v 50 )h+aWh.

iii) Bajo P: r,_;, ~ N(uh,c?h).

iv) Bajo Q: r,_j; ~ N((v—102)h,62h).

Si se desea profundizar en los temas expuestos hasta el momento de la actual sec-
cion, se recomienda consultar [3]].

Supéngase que el subyacente es la tasa de cambio entre dos divisas. Sea {C;} el
proceso estocdstico del valor de la tasa de cambio entre las dos divisas a tiempo ¢. El
modelo de Black-Scholes para el mercado cambiario se obtiene considerando como el
subyacente a tiempo ¢, a la tasa de cambio a tiempo ¢, C;, y se consideran los bonos
tanto de moneda extranjera como de moneda local con sus correspondientes tasas de
interés libres de riesgo:

Ct = C() eXp([Jl‘ + G‘/Vt)7
B, = exp(n),
D = explur),

donde B;, D; son los precios de los bonos para la moneda local y extranjera, y r y u sus
respectivas tasas de interés libres de riesgo.

En la vida real, la tendencia y la volatilidad de la paridad entre dos divisas no es
constante, ya que en un mes del afio esta paridad puede haber fluctuado en rangos mas
amplios y de forma mas agresiva que en otro, lo cual es un problema del modelo de
Black-Scholes. Considérese al subyacente como el valor de la tasa de cambio en un
momento especifico del dia entre dos divisas cuyo régimen cambiario es el flotante, el
cual se denotard como {C; }. El momento puede ser el cierre o la apertura, por ejemplo,
y la temporalidad puede ser diaria, semanal, mensual, etc. Sean {1, } y {0o;} los proce-
sos del valor de la tendencia y la volatilidad. Se propone que C; satisface la ecuacion:

C, =C_et—1791M=1 o N(0, 1). (5.5)

El problema de este modelo radica en el desconocimiento de la distribucién de
los procesos de tendencia {u, } y volatilidad {o; }. Una solucién seria emplear el en-
foque bayesiano, proponiendo distribuciones a priori para l; y Oy y, posteriormen-
te, obtener una funcién de distribucién a posteriori para el proceso C; denotada co-
mo P(Cy|t—1,Ci—1,C;). El estimador mdximo bayesiano de o;_; corresponderia a
E[o;1|p-1,Ci—1,C).

Otra opcién es deshacerse de la tendencia, por ejemplo, mediante un cambio de
medida tal que la tendencia sea cero. Asi,

Cf :C[_leo-’_lm_l. (56)
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Sin embargo, 1, no necesariamente sigue una distribucién N (0, 1) debido a que se
pueden presentar colas pesadas en la distribucién de los rendimientos logaritmicos, por
lo que no se puede utilizar el teorema de Girsanov para deshacerse de la tendencia,
por lo que se propone que 1, corresponde a alguna otra distribucién del error como la
t-Student o la distribucién del error generalizada (normal generalizada o power expo-
nential), entre otras, la cual a su vez puede incluir a la tendencia (I, como una constante
paratodo t > 0.

Desarrollando (5.3):
Ttb1 = M+ Oy
= n+W+0MN — -1 —0r—1M—1
= n+..+rpr+ W+ — ... — ti—p — Or—pNi—p.

Se puede apreciar una similitud con un proceso ARMA. Tiene sentido suponer
que la tendencia no cambia ya que en la vida real, para periodos de tiempo cortos, la
tendencia es constante. Generalizando, se obtiene que los rendimientos satisfacen la
dindmica:

0p(B)ri41 = 64(B)orm; 5.7

Asi, otra propuesta para el proceso {r, } es que corresponde a un proceso ARMA (p1,¢)
y & = 6,1, un GARCH(p2,¢2):

Op (B)r: = 64 (B)&,
& = Oy,
5 9 ) P2 )
o = w+2aist,i+2ﬁidt,i.
i=1 i=1

El proceso GARCH puede ser reemplazado por algin otro proceso heterocedastico.



Capitulo 6

Prediccion de la Volatilidad de
la Paridad USD/MXN

En el presente capitulo se analizardn los datos histdricos de la tasa de cambio ddlar-
peso y, posteriormente, se ajustardn diversos modelos empleando tanto el enfoque clési-
co como el de machine learning. Asi mismo, se propondrdn modelos que utilizaran la
informacién proporcionada por alguno de los modelos ajustados bajo el enfoque clési-
co como entrada adicional a uno ajustado bajo el enfoque de machine learning. Se
seleccionard un modelo para uno de los tipos de modelo ajustados para luego ser com-
parados. A este tipo de modelos que requieren de dos modelos ajustados bajo enfoques
estadisticos distintos se les denominard modelos hibridos.

6.1. Planteamiento del Problema

Como el mercado siempre estd en movimiento, existe incertidumbre asociada al
valor de la tasa de cambio entre dos divisas cuyo valor depende de la oferta y la de-
manda, ya sea de forma favorable o negativa, y debido a la sensibilidad del mercado, el
valor de la tasa de cambio puede sufrir cambios mds agresivos en un periodo de tiempo
determinado que en otro. Para casos en los que la tasa de cambio tiene o se prevé que
tenga mucha volatilidad se recomienda comprar un derivado, por ejemplo, una opcién
sobre el tipo de cambio. Puede ser un buen momento para obtener cierta ganancia si se
realizan buenas estimaciones y se estd consciente del riesgo que ello conlleva.

Es de suma importancia considerar el sentimiento que se tiene en los mercados
ya que, si se tienen expectativas favorables, habrd menos incertidumbre, por lo que la
variable a predecir serd mis estable.

Si se pudiera predecir el comportamiento de la tasa de cambio entre dos divisas
cuyo valor depende del mercado, por ejemplo, la tasa de cambio USD/MXN, se podria
evitar tener grandes pérdidas, por lo que tener cierto nivel de confianza de su volatili-
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dad es de gran utilidad. Debido a la volatilidad que existe en los mercados no es posible
predecir el valor de los indicadores econémicos con exactitud. Sin embargo, es posible
realizar prondsticos mediante modelos matemaéticos, teniendo en cuenta la incertidum-
bre que existe en el mundo. Debido a que el valor de la tasa de cambio USD/MXN no
se puede predecir, los derivados se vuelven una opcidn atractiva para las situaciones en
las que el valor de dicha tasa de cambio estd involucrado. Sin embargo, modelos como
el de Black-Scholes requieren de la volatilidad del subyacente, en este caso de la tasa
de cambio USD/MXN, la cual no es observable. Por ello, debe ser estimada.

Supdngase que se cuenta con valores de la tasa de cambio en tiempos discretos.
El valor o momento puede ser cualquiera como el de apertura, cierre, FIX, maximo y
minimo diarios. Se consider6 el valor al cierre debido a que permite tener un panorama
de las ganancias o pérdidas de un dia respecto a otro.

Es importante notar que, en cierto periodo, el valor de la tasa de cambio puede fluc-
tuar de forma mas agresiva en un periodo de tiempo, ya sea un mes o un trimestre, que
en otro. Se propuso que la tasa de cambio sigue una dindmica estocdstica sin tendencia
como la expresada en la ecuacién (5.6):

C = Ct_leﬁz—lnz—l ,

donde 1a distribucién de {7, } no necesariamente es normal y {o;} es un proceso aso-
ciado a la volatilidad de la tasa de cambio USD/MXN al tiempo ¢. De la ecuacién
anterior se obtiene el proceso a tiempo discreto de los rendimientos, {r, }, al tiempo ¢:

G
ry=log : =Or—1Ms—1- 6.1
C-1

El modelo clasico de Black-Scholes cldsico supone que 0; = ¢ es constante. Exis-
ten diversas formas de estimar dicha volatilidad. La forma tradicional mds simple de
estimar la volatilidad es tomar el conjunto total de las observaciones de rendimientos y
mediante la siguiente expresion:

6:

donde 7 es el tamafio de la muestra de los rendimientos logaritmicos y 7 = % Y, ri.Es-
ta forma de estimar la volatilidad no es adecuada por lo que se comenté anteriormente
(no es constante).

Los modelos heterosceddsticos de series de tiempo son adecuados para {r; }, por lo
que se consideraron los modelos GARCH y EGARCH bajo el enfoque clasico. A su
vez, se considero el enfoque de machine learning. Al ser el proceso {r,} una serie de
tiempo, se optd por los modelos de redes neuronales recurrentes LSTM y GRU.

Los modelos propuestos bajo ambos enfoques no cuentan con los mismos supues-
tos, ademas de que la forma en la que estan constituidos es diferente. En el caso de
los modelos de series de tiempo anteriormente propuestos, se supone que los residua-
les siguen cierta distribucién, mientras que en los modelos de redes neuronales, no es
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necesario suponer que los residuales siguen una distribucién en especifico. Por otro
lado, en el enfoque de machine learning, es fundamental contar con una gran cantidad
de datos, mientras que en enfoque clésico, si bien ello mejora las estimaciones de los
pardmetros, no es fundamental.

Por ello, se propuso un modelo que combina ambos enfoques. Al obtener informa-
cién de un modelo bajo uno de los enfoques y emplearla como entrada adicional para
otro modelo bajo otro enfoque, la eficiencia de la tarea T podria mejorar. Al modelo
conformado por dos modelos cuya estimacion de sus respectivos pardmetros es bajo
enfoques diferentes se les denominé modelos hibridos. A los modelos que unicamen-
te constan de uno solo se les denominé modelos individuales. Cuando se mencione la
eficiencia de un modelo, se referira a la eficiencia del modelo al generalizar, es decir,
al realizar la tarea T.

Asi, se propusieron los modelos hibridos tales que la informacién de los modelos
de series de tiempo, bajo el enfoque clasico, se utilice como entrada adicional a los
modelos de redes neuronales. Dicho de otra forma, los modelos de series de tiempo
bajo el enfoque cldsico alimentan una red neuronal.

Se propuso un modelo individual para cada uno de los modelos GARCH, EGARCH,
LSTM y GRU; y uno hibrido conformado por un modelo de serie temporal y una red
neuronal recurrente, para cada tipo de red neuronal, de modo que los pardmetros de la
serie temporal corresponden a la entrada de una red neuronal, por lo que se compararon
6 modelos en total. Los modelos hibridos propuestos se conformaron por las combina-
ciones posibles entre los modelos de series de tiempo GARCH y EGARCH vy los de
redes neuronales LSTM y GRU, asi como uno que combina ambos modelos de series
temporales con ambos tipos de redes.

El conjunto de datos E se conformé por las volatilidades estimadas de un cierto
periodo, para cada tiempo ¢. La tarea T corresponde a la prediccién de la volatilidad al
tiempo ¢ + 1. Como la volatilidad tiende a estabilizarse, las predicciones que se consi-
deraron fueron a un dia.

Para la estimacion de las volatilidades, se consideraron ventanas de 5, 10 y 22 dias.
Se denotard como 6, a la volatilidad estimada considerando una ventana de d dias a
tiempo ¢, la cual se calculé como:

1 d
d—1

(rf—i_fd,t)za
0

Odr =

donde 7y ; = é Z;I;OI r,—i. Se referird a la volatilidad estimada con una ventana de d dias
como volatilidad de d dias con el fin de simplificar nombres. Ademads, se aludira a la
volatilidad estimada mediante la ecuacién (6.1) como volatilidad observada (aunque
no es observable).

Debido a que, a mayor tamafio de las ventanas, mayor estabilidad de la volatilidad,
se considero la ventana de 5 dias como la de referencia, con la cual se ajustaron los
parametros de los modelos. Para considerar el valor estimado de la volatilidad, es mas
adecuado tomar en cuenta la ventana de 22 dias, la cual corresponde a 28 dias (aproxi-
madamente un mes). Sin embargo, se ajustaron los modelos considerando la volatilidad
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estimada bajo una ventana de 5 dias, ya que es la menos estable que la estimada bajo
el resto de las ventanas propuestas.

El intervalo de confianza al 100(1 — o) % para un pardmetro 6 se construyé como

~ _ aN . . _ (VAN
(-7 (1-3) 60,00+~ (1-3) 66). 6.2)
donde fly y 6 son la media estimada y la desviacion estindar estimada de 0 y
@ '(1—a/2) es el cuantil al 100(1 — ¢¢/2) % de una distribucién N(0,1). Se suele
considerar que ®~!(1 —0.05/2) = 1.96.

La significancia de los coeficientes de los modelos de series de tiempo fue con base
en la creacién de intervalos de confianza al 100(1 — a) %, es decir, para el estimador
6 del pardmetro 0, si el cero estd contenido en el intervalo de confianza al 100(1 —
o) % de 6 entonces 6 es estadisticamente no significativo. El nivel de significancia
considerado por defecto fue de 5 %, a menos que se especifique lo opuesto.

De forma aproximada, el intervalo que contiene el 1008 % de los datos de un con-
junto X se calculé mediante el intervalo de confianza al 1008 %, mientras que, de

forma exacta, el intervalo se construyé de la forma (ql B ,q,;), donde g, Y dp
—777 2 z

representan los cuantiles al 100 (l — %) % y lOO% %, respectivamente. Cuando no se

especifique si el 1008 % de los datos se encuentran de forma exacta o aproximada,
quedara implicito que es de forma exacta.

Uno de los conceptos que se utilizard es el del Value at Risk (VaR). El VaR de una
variable aleatoria X al o % es el cuantil que acumula el & % de la probabilidad de X.

Se utiliz6 el lenguaje de programacién R. Existen diversas librerias para desarrollar
y ajustar modelos bajo el enfoque de machine learning. Se eligié emplear Tensorflow,
desarrollada por Google®, y la API Keras. Keras es una API de alto nivel de redes
neuronales que permiten utilizar librerias como Tensorflow, CNTK, o Theano. Estas
librerias estan desarrolladas en Python. La API Keras esta desarrollada tanto en Python
como en R. Esta AP/ facilita el desarrollo y entrenamiento de redes neuronales.

Debido a la cantidad de recursos computacionales y el tiempo requerido en el en-
trenamiento de las redes neuronales, las librerias de machine learning aprovechan los
recursos disponibles como el nimero de nicleos o GPU si es que ésta lo permite. Por
tanto, se optd por no fijar la semilla en las tareas relacionadas a machine learning ya
que se aprovecharan todos los nicleos de la CPU. En el resto de los procesos ajenos al
entrenamiento de los modelos de machine learning se fij6 la semilla. Tensorflow per-
mite guardar los modelos ajustados en un archivo .h5, lo cual permite recuperarlos en
tiempos posteriores.

Para ajustar los pardmetros de los modelos heteroceddsticos mediante el enfoque
clasico se utiliz6 la librerfa rugarch.

Debido a la extensién del codigo empleado para el presente capitulo, se decidié pu-
blicarlo, al igual que los modelos entrenados y el entorno de las variables de R, en un re-
positorio de GitHub®, el cual se encuentra ubicado en
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"https://github. com/Yizuzhub/F_-]

6.2. Analisis Exploratorio

El histérico de las tasas de cambio USD/MXN diarias al cierre fue obtenido de
Investing.com. El periodo de los datos es del 3 de enero de 2000 al 2 de mayo de
2019, siendo un total de 5091 registros correspondientes a los dias hébiles bancarios
incluyendo los sdbados. La base no cont6é con datos faltantes. Sin embargo, existie-
ron registros de algunos domingos, los cuales fueron duplicados del dltimo dia habil.
Se descartaron aquellos registros cuya diferencia respecto al dia anterior fuese cero,
dejando un total de 5066 registros (Figura [6.1)).

USD/MXN diario al cierre

20

USD/MXN
S N

11

2002 2005 2008 2011 2014 2017 2020
Tiempo

Figura 6.1: Tasa de cambio délar-peso al cierre. Periodo: 3 de enero de 2000 al 2 de
mayo de 2019.

Los rendimientos diarios se calcularon de acuerdo a la ecuacién es decir, se
consideraron los rendimientos logaritmicos (Figura[6.2)). Al hablar de los rendimientos,
queda implicito que se alude a los rendimientos logaritmicos. El nimero de rendimien-
tos que conformaron el conjunto de datos fue de 5065.

Se observo la presencia de datos atipicos. El VaR de los valores absolutos de los
rendimientos al 99.75 % fue de 0.0381. El VaR de los valores absolutos de los rendi-
mientos al 97.50 % fue de 0.0172. Se conservaron los rendimientos atipicos porque los
valores atipicos son de gran importancia.

En la Tabla[6.1]se puede apreciar que la volatilidad histérica calculada como la des-
viacién estdndar de los rendimientos fue de 0.007136. La tendencia de los rendimientos
fue, en promedio, del 0.0140 %. El maximo de los valores absolutos de los rendimien-
tos fue de 0.0876. La distribucién de los rendimientos fue leptocurtica y asimétrica
positiva. Mdas del 50 % de los rendimientos fueron negativos.

A la fecha de la realizacién del presente trabajo, la url del repositorio es https://github.com/
Yizuzhub/USDMXNVolatilityPrediction,
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Rendimientos diarios del USD/MXN al cierre
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Figura 6.2: Rendimientos logaritmos de la tasa de cambio d6lar-peso al cierre. Periodo:
3 de enero de 2000 al 2 de mayo de 2019.

Media 0.000140
Desviacion estandar 0.007136
Coeficiente de asimetria 0.992558
Coeficiente de curtosis 17.476850
Minimo —0.063353
Maéximo 0.087590
Mediana —9.272997 x 107

Tabla 6.1: Caracteristicas de los rendimientos.

De la Figura[6.3]se aprecia que los rendimientos no siguen una distribucién normal.
De la prueba de Anderson-Darling se rechaza la hipétesis de normalidad, por lo que se
concluye que los rendimientos no siguen una distribucién normal. Se presentan colas
pesadas y asimetria en la distribucién de los rendimientos.

De forma aproximada, el 95 % de los rendimientos se encontraron en el intervalo
(—0.0127663,0.01394141); el 99 %, en el intervalo (—0.02157559,0.02273389)El En
la Tablal@ se muestra que, de forma exacta, el 95 % de los rendimientos se encontraron
entre —0.002766 y 0.013941, mientras que el 95% de los rendimientos absolutos se
encontraron entre 0.000163 y 0.017186. El VaR al 95 % de los rendimientos absolutos
fue de 0.013418.

De la prueba de Dickey-Fuller aumentadeﬂ se obtuvo un p-value menor que 0.01,
por lo que se rechaza la existencia de raices unitarias, concluyendo que los rendimien-
tos son estacionarios.

2Los intervalos de confianza al 100(1 — &) % se constuyeron como se menciond al principio del capitulo
(expresién (6:2)).

3La prueba de Dickey-Fuller aumentada se utiliza para probar que los datos son estacionarios. Para mayor
informacién consulte [33] y [24].
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Figura 6.3: A la izquierda: histograma de los rendimientos y curva de la densidad de
una distribucion normal con media y desviacion estandar correspondientes a las de los
rendimientos. A la derecha: cuantiles de los rendimientos vs cuantiles de una distribu-
cién normal con media y desviacién estandar correspondientes a las de los rendimien-
tos.

a% qa%(rt) qa(|r|)

250 —1.2766305x 1072 1.630007 x 10~*
500  —9.882951x 103  2.818895x 10~*
95.00 1.1317616 x 1072 1.341822x 1072
97.50  1.3941412x 1072 1.718566 x 1072
99.50  2.2733893 x 1072 2.739927 x 102
99.75  3.0991548 x 1072 3.813015x 1072

Tabla 6.2: Cuantiles a diversos niveles de los rendimientos y rendimientos absolutos.
qa%(rt) ¥ qaa(|r:]) corresponden a los cuantiles al & % de los rendimientos y del valor
absoluto de los rendimientos, respectivamente.

Los correlogramas del ACF y el PACF (Figural6.4) indicaron la existencia de cierta
dependencia entre los rendimientos. Mediante la prueba de Ljung—Bo se rechazd la
hipétesis de no correlacién entre los rendimientos. Se puede inferir que, posiblemen-
te, los rendimientos correspondan a un ARMA y los residuales a algin un proceso
de heterocedasticidad condicional como un GARCH o un EGARCH. Para verificar
que los rendimientos no corresponden a un proceso puramente heteroceddstico (ya sea
GARCH, EGARCH, etc.), los correlogramas del ACF y el PACF del valor absoluto
de los rendimientos (Figura[6.3) y los del cuadrado de los rendimientos (Figura [6.6)
mostraron que los rendimientos no corresponden a ruido blanco.

Para comprobar la efectividad de las predicciones, las volatilidades fueron estima-

4La prueba de Ljung-Box se utiliza para probar la no correlacién entre los datos. Para mayor informacién
consulte [13] y [29].
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Rendimientos Diarios
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Figura 6.4: Rendimientos a un dia de la tasa de cambio délar-peso al cierre. Periodo:
3 de enero de 2000 al 2 de mayo de 2019. Inferior izquerda: ACF. Inferior derecha:
PACF.
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Figura 6.5: Valor absoluto de los rendimientos a un dia de la tasa de cambio ddlar-peso
al cierre. Periodo: 3 de enero de 2000 al 2 de mayo de 2019. Inferior izquerda: ACF.
Inferior derecha: PACF.

das considerando ventanas de 5, 10 y 22 dias, periodos correspondientes a 1 semana,
2 semanas y un mes, respectivamente. Se compararon las predicciones de cada mode-
lo con dichas ventanas, teniendo asi una referencia de qué tan cercanos a la realidad
fueron los modelos.

En la Figura se puede apreciar que, a medida que aumenta la ventana de dias,
mads estable es la estimacion de la volatlidad. Los periodos de alta volatilidad del 2017
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Figura 6.6: Rendimientos al cuadrado a un dia de la tasa de cambio délar-peso al cierre.
Periodo: 3 de enero de 2000 al 2 de mayo de 2019. Inferior izquerda: ACF. Inferior
derecha: PACF.

corresponden en parte a la toma de posesion de la presidencia de Estados Unidos por
parte de Donald Trump, mientras que en el 2018 corresponden a las elecciones pre-
sidenciales en México (1 de julio) y fechas cercanas a la cancelacion por parte de
AMLO del NAIM (29 de octubre), asi como otros acontecimientos cercanos a estas
fechas. Uno de los periodos de menor volatilidad corresponde a la toma de posesion
de la presidencia de la repiblica mexicana por parte de Andrés Manuel L6pez Obrador
(12 de diciembre) y diversos eventos que acontecieron en fechas cercanas.

En la Tabla[6.3] se muestran algunas caracteristicas de la volatilidad estimada bajo
ventanas de 5 (Figura[6.8), 10 y 22 dias. Las volatilidades siguen una distribucién lep-
tocurtica y asimétrica positiva. Aproximadamente el 95 % de las volatilidades histéricas
calculadas bajo una ventana de 5 dias se encontraron entre 0.001602354 y 0.01465665;
el 99 %, entre 0.0009931323 y 0.02774118. Esto implica que 2.5 % de las volatilida-
des de 5 dias se encuentran entre 0.0147 y 0.0656, lo que refleja la presencia de datos
atipicos en las volatilidades de 5 dias.

En la Tabla se concluye que el 95% de las volatilidades de 5, 10 y 22 dias
se encontraron entre 0.001602 y 0.014657, 0.002225 y 0.147195, y entre 0.002521 y
0.014725, respectivamente. El VaR al 95 % de las volatilidades de 5, 10 y 22 dias fue
de 0.012242, 0.011777 y 0.011660, en ese orden.

6.3. Ajuste de los Modelos

Con base en a los resultados obtenidos del andlisis exploratorio, se concluyé que el
proceso {r;} presenta heteroscedasticidad. Asi, para los modelos individuales, bajo el
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Volatilidad Histérica del USD/MXN
(2017-2018)
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Figura 6.7: Volatilidad histérica de la tasa de cambio délar-peso al cierre considerando
ventanas de tiempo de 5, 10 y 22 dias. Periodo: 01 de enero de 2017 al 01 de enero de
2019.

65, 610, 622,
Media 0.005902 0.006115 0.006266
Desviacion estandar 0.004173  0.003789 0.003472

Coeficiente de asimetria | 4.260108  4.048218 3.552347
Coeficiente de curtosis 39.29260  32.95068 24.65556

Minimo 0.0004384 0.001106  0.001827
Maximo 0.0656062 0.048940 0.037812
Mediana 0.0050124  0.005300  0.005498

Tabla 6.3: Caracteristicas de las volatilidades estimadas con ventanas de 5, 10 y 22
dias. 65, 610, y 622, representan las volatilidades estimadas bajo una ventana de 5,
10 y 22 dias, respectivamente.

a% 9a.%(65.4) qa%(610;) Ga%(62;)

250 1.602354 x 1073 2.225202x 10~3  2.521447 x 1073
5.00 1.896656x 1073 2.507223x 1073 2.899396 x 103
95.00 1.224154x 1072 1.177695x 1072 1.166005 x 1072
97.50 1.465665x 1072  1.471952x 1072 1.472534 x 1072
99.50 2.774118 x 1072 2.680349 x 10~2  2.304035 x 1072
99.75 3.568205x 1072 3.173275x 102  3.377680 x 102

Tabla 6.4: Cuantiles a diversos niveles de las volatilidades estimadas bajo las ventanas
de 5, 10y 22 dias. gg % (@l,t) es el cuantil al & % de las volatilidades de d dias al tiempo
t.
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Volatilidad Historica del USD/MXN
(10/01/2000 - 03/05/2019)

Volatilidad estimada mediante la desviacion estandar
de los rendimientos de los Ultimos 5 dias
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Figura 6.8: Volatilidad histérica de la tasa de cambio ddlar-peso al cierre considerando
una ventana de tiempo de 5 dias. Periodo: 10 de enero de 2000 al 03 de mayo de 2019.

enfoque frecuentista, se elegieron los procesos ARMA-GARCH y ARMA-EGARCH,
siendo {r;} un proceso ARMA y los residuales del proceso ARMA corresponden a un
proceso heterocedastico, ya sea GARCH o EGARCH, donde el proceso de volatilidad
para el proceso heteroceddstico es {o,,}. Bajo el enfoque de machine learning, se
eligieron los modelos de redes neuronales LSTM y GRU. Los modelos ajustados bajo
el enfoque frecuentista fueron, a su vez, utilizados en los modelos hibridos. Al final, se
realiz6 una comparacion entre los modelos seleccionados de cada uno de los tipos.

6.3.1. Particion de la Muestra

Para el entrenamiento de las redes neuronales se eligi6 el optimizador Adagrad por
lo que, con el objetivo de tener comodidad al momento de programar, el nimero de
ejemplos de cada una de las particiones del conjunto de datos debe ser multiplo del
tamaiio de los minilotes considerados. Se eligi6 un tamafio de 84 para los minilotes.

Considerar volatilidades de los tltimos dias para predecir la del dia siguiente per-
mite que la red aprenda mejor, pero la cantidad de dias debe ser razonable, ya que si
el periodo es muy extenso, se podrian tener dificultades al entrenar la red. Por ello, se
consider6 una dependencia temporal de los dltimos 3 dias, es decir, time steps de 3
dias. La eleccién tanto del tamaifio de los minilotes como de los time steps es libre.

Como el objetivo es comprobar si los modelos hibridos pueden mejorar la eficiencia
al realizar la tarea T de los modelos ajustados bajo un dnico enfoque, es conveniente
contar con una cantidad de datos que pueda ser suficiente para que el ajuste de las redes
neuronales permita ajustar los pardmetros de los modelos de redes neuronales de tal
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forma que su eficiencia sea aceptable, pero no tan grande ya que una de las cuestiones
que se desea comprobar es si los modelos hibridos pueden mejorar las predicciones atin
cuando los datos sean escasos. Debido a que a partir del 2008 la volatilidad fue mas
inestable (Figura[6.8), la particién de la muestra se conformé de la siguiente manera:
40 % para el conjunto de entrenamiento, 30 % para el conjunto de validacién y el 30 %
restante para el conjunto de prueba.

Para el ajuste de los modelos de series de tiempo se consideré como conjunto de
entrenamiento el mismo de la red neuronal més los primeros rendimientos con los que
se estimo la primera volatilidad histérica para cada una de las ventanas. Asi, los perio-
dos que conformaron cada una de las particiones del conjunto de datos se muestran en
la Tabla[6.5] Para la ventana de 5 dias, el conjunto de entrenamiento estuvo integrado
por 2016 ejemplos; y los conjuntos de validacién y de prueba, por 1512 cada uno.

V((ill};zr)la Conjunto Periodo
Entrenamiento | 2000—01—-03 al 2007 —-10—-29
5 Validacion 2007 —-10—-30 al 2013-08—-20
Prueba 2013 —-08—21 al 2019—04—10
Entrenamiento | 2000—01—-03 al 2007 —11-05
10 Validacion 2007 —-11-06 al 2013—-08—-27
Prueba 2013 —-08—28 al 2019—-04—16
Entrenamiento | 2000—01—-03 al 2007 —11-21
22 Validacién 2007 —11—-22 al 2013—-09-12
Prueba 2013—-09—-13 al 2019—-04-30

Tabla 6.5: Particiones del conjunto de datos. El formato de las fechas es aaaa-mm-dd.

6.3.2. Ajuste de Modelos Bajo un Enfoque Clasico

Como primer acercamiento, se ajusté un modelo ARMA con el fin de verificar si
los rendimientos podrian tratarse de un proceso ARMA y los respectivos residuales
corresponder a un proceso heterocedastico. Posteriormente, se ajustaron los modelos
ARMA heterocedasticos donde los érdenes del proceso ARMA se obtuvieron a partir
del primer acercamiento.

Ajustes Preliminares

De forma inicial, se ajusté un modelo ARMA(2, 3) para los rendimientos, obtenido
como sugerencia mediante la funcion auto.arima del paquete forecast, ya que ésta
sugiere un modelo ARIMA con base en los menores puntajes del AIC, BIC o DIC.
En el ajuste del modelo se utilizé el conjunto de datos en su totalidad. El modelo
ajustado se muestra en la Tabla Los pardametros, con excepcion de la tendencia,
fueron significativos. La tendencia en principio deberia ser cero ya que, de lo contrario,
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implicaria una especie de arbitraje. Sin embargo, para poder analizar mejor los datos
se opt6 por no eliminarla. En los modelos ajustados de la presente seccién se empled
el conjunto total de datos, ya que se buscan modelos de series de tiempo que describan
las volatilidades estimadas, en particular, las volatilidades estimadas de 5 dias.

Coeficiente ar 1 ar?2 ma 1 ma 2 ma 3 Drift
Valor —1.4818 —0.6312 1.4403 0.5389 —0.0753 0.0001
Desv. Estandar ~ 0.0998 0.0935  0.1000 0.0962 0.0149  0.0001

Tabla 6.6: Modelo obtenido mediante la funcién auto.arima.

Los correlogramas del ACF y el PACF sugieren que los residuales del modelo
ARMA(2,3) se tratan de ruido blanco (Figura . Sin embargo, los correlogramas
del ACF y el PACF del valor absoluto y de los residuales cuadréticos (Figura[6.9) dan
indicios de que los residuales no corresponden a ruido blanco.

Mediante la prueba de Ljung-Box, se concluye que no existen pruebas suficientes
para rechazar la hipdtesis nula de independencia entre los residuales, de modo que los
residuales no estdn correlacionados.

Con la prueba de Anderson-Darling para normalidad se rechaza la hip6tesis nula
de normalidad, por lo que los residuales no siguen una distribucién normal.

Mediante la prueba ARCH de Engle se rechaza la hip6tesis nula de que los residua-
les cuadraticos no son autorregresivos, por lo que se confirma la existencia de efectos
ARCH.

Con base en los resultados obtenidos, se decidié asumir que la tasa de cambio sigue
una dindmica ARMA y los residuales corresponden a algtin proceso heterocedastico y
sin considerar una tendencia en los rendimientos. Se propone utilizar la distribucién
del error generalizada sesgada (SGEDf] debido a que se puede notar claramente la
presencia de asimetria y de colas pesadas.

Debido a que la tendencia no era significativa, se ajustaron modelos cuyos coefi-
cientes fueran significativos, obteniendo los modelos AR(1), MA(1) y ARMA(I,1),
cuyos coeficientes se muestran en la Tabla[6.7]

Para cada uno de los modelos ajustados AR(1), MA(1) y ARMA(1, 1), mediante
la prueba de Ljung-Box y con un lag maximo de 4 se concluye que no existen prue-
bas suficientes para rechazar la hipétesis nula de independencia entre los residuales,

3Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién SGED. La funcién de densidad de X est4 dada

por:
Kt 1) "
10="35 (1) |~ samtanre )

donde u = x —m, m es la moda de X, ¢ es un pardmetro de escala, A es un pardmetro de localizacion, k es
un pardmetro de kurtosis, sign es la funcién signo que toma el valorde —1siu <0y 1siu>0,yI'(a)esla
funcién gamma:

F(a):/ e dr.
Jo

Para mayor informacién consulte [32].
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a) Residuales del proceso ARMA(2,3) con tendencia.
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a) Residuales absolutos del proceso ARMA(2,3) con tendencia.
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b) Residuales cuadraticos del proceso ARMA(2,3) con tendencia.
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Figura 6.9: Residuales absolutos y cuadréticos de los rendimientos de la paridad
USD/MXN bajo el modelo ARMA(2,3) propuesto.
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AR(1) MA(1) ARMA(1,1)
Coeficiente ar ma ar ma
Valor —0.0456 —0.0478 0.4698 —0.5182

Desv. Estandar ~ 0.0140 0.0144  0.1815 0.1770

Tabla 6.7: Modelos iniciales.

de modo que los residuales no estan correlacionados; para un lag superior a 4, se re-
chaza la no correlacion entre residuales. Por ende, se concluye que los residuales estan
correlacionados.

Estos modelos fueron ajustados bajo el supuesto de que la varianza de los residuales
es constante pero, como se vié en la seccion[6.2]y en los ajustes preliminares, se presen-
taron efectos ARCH en los rendimientos, por lo que se prosiguid a ajustar los modelos
ARMA para los rendimientos y los modelos heterocedasticos para los residuales.

Ajuste de los Modelos Heterocedasticos

Con base en los resultados obtenidos en los ajustes preliminares, el orden maxi-
mo considerado para el proceso ARMA, tanto para la parte autorregresiva como la de
promedio mévil, fue 1 y para el proceso heterocedastico fue 2, ademas de las combi-
naciones posibles entre un ARMA(2,3) y un proceso heteroceddstico de hasta orden 2.
Los procesos heterocedésticos considerados fueron GARCH y EGARCH. A partir de
esta seccion, se respetd la particién de la muestra como en la Tabla[6.5]

La tendencia no se agregé en el proceso ARMA porque eso implicaria la existencia
de arbitraje, obligando al mercado a disminuir esa tendencia a cero. En el caso del
proceso GARCH, no se quité la tendencia para asegurar que la volatilidad no se anule.
Esta tendencia se puede interpretar como el nivel hacia el cual tiende la volatilidad al
estabilizarse.

Se propusieron modelos candidatos entre el total de modelos ajustados. Los mo-
delos candidatos fueron seleccionados por ser los que se consideraron mds eficientes
de los modelos ajustados. Para la seleccion de modelos candidatos, bajo el enfoque
clasico, se tomaron en consideracién varios criterios: aquellos que tuvieran los meno-
res criterios de informacién AIC, BIC, y los errores de ajuste con las métricas MAE,
RMSE y MAPE, teniendo mayor preferencia el BIC sobre el AIC ya que el primero
penaliza de acuerdo al nimero de pardmetros estimados y al tamafio de muestra (Tabla
[6-8).

Los errores porcentuales de prediccién se midieron con la métrica MAPE por lo
que un MAPE de 0.10 indicaria un error porcentual relativo del 10%. También se

tomé en consideracion, pero no necesariamente, aquellos cuyos coeficientes fuesen
estadisticamente significativos al nivel de confianza del 95 %.

Del total de modelos ajustados, se seleccionaron 3 modelos ARMA-GARCH y
ARMA-EGARCH. Los coeficientes de los modelos ARMA-EGARCH de orden (0,1) —



6.3. AJUSTE DE LOS MODELOS 62

(1,1) y (1,0) — (1, 1) fueron significativos.

Modelo Orden AIC BIC MAE MAPE (%)
ARMA. | O-D-(LD —7.91448* | —7.89782* | 0.00132403 42.3004
GARCH (1,0)-(1,1) | —7.91429 | —7.89764 | 0.00132286 42.2620

1,D)-(1,1) | —=7.91362 | —7.89419 | 0.00131751* | 42.1964*

ARMA.- O0,D)-(1,1) | —=7.91997 | —7.90054* | 0.0013232 41.5454
EGARCH (L,0)-(1,1) | —7.91991 | —7.90048 | 0.0013219* | 41.5030*
(0,1)-(1,2) | —7.92531* | —7.90033 | 0.0013587 42.0787

Tabla 6.8: Modelos de series de tiempo candidatos. Errores de prediccién calculados
con el conjunto de entrenamiento y la volatilidad de 5 dfas. Los puntajes con el simbolo
* fueron los mejores de acuerdo a cada tipo de proceso heterocedastico.

Modelo Orden MAE RMSE MAPE (%)
ARMA- (0,1)-(1,1) | 0.00345497 | 0.00617685 46.9491*
GARCH (1,0)-(1,1) | 0.00345427* | 0.00617584* 46.9591

(1,1)-(1,1) | 0.00345823 | 0.00617880 47.0651
ARMA- (0,1)-(1,1) | 0.00353454* | 0.00628460* 45.9182
EGARCH (1,0)-(1,1) | 0.00353491 | 0.00628492 45.9242
(0,1)-(1,2) | 0.00353547 | 0.00629916 45.1791*

Tabla 6.9: Modelos de series de tiempo candidatos. Errores de prediccién calculados
con el conjunto de validacion y la volatilidad de 5 dias. Los puntajes con el simbolo *
fueron los mejores de acuerdo a cada tipo de proceso heteroceddstico.

Antes de continuar con el analisis, se haran unas observaciones:

Observacion 1 Sean X,Y conjuntos. Sean fi y f» dos modelos ajustados (1 y 2, res-
pectivamente) que aproximan una funcion f : X — Y. Sean yAEl) y yAEZ) las variables
predichas f1 y fr. Considérese una muestra de tamaiio m del conjunto X. Supongase

que MAPE| < MAPE,, donde MAPE; corresponde al MAPE del modelo i. Entonces,

1; A(l) 1o A(Z)
Z <y -2
mt—l
Caso 1: y; >y<)>0yl>0]71 2.

(1 R
iyf) S iy,
i=1 i i=1

m o) _ 4(2)
Zy’ i S o,
i=1 Yi

o > ()

lo cual se asegura si 9;
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Caso 2: 0 <y; <ﬁ(j>,j: 1,2.

i

(1)

i

@

De forma andloga al caso 1 se concluye que ;" < ¥,

De los casos anteriores se concluye que:

Siy; > ﬁf»” z('1> 52)

M _ 52

i i

> 0, entonces y
()

i

>3

Si0<y; <3y, entonces y.’ <73

De la observacién 1| se puede apreciar que, dados dos modelos ajustados fi y f»,
si MAPE|, < MAPE, y ademds MAE| = MAE,, para los dos casos expuestos en la
observacion, entonces en momentos de alta volatilidad fz subestimas mas la volatilidad
que /) o, en periodos de baja volatilidad, f, sobreestima més la volatilidad que f;. La
condicion MAE| = MAE, se agregd ya que ello permite conocer de forma adicional si

los dos modelos ajustados realizan las predicciones de forma aparentemente igual.

Asi, de acuerdo a la Tabla@l, los modelos MA-EGARCH de 6rdenes (1)-(1,1) y
(1)-(1,2) tienen un MAE muy similar, ya que el MAE del modelo MA(1)-EGARCH(1,2)
es mayor al del MA(1)-EGARCH(1,1) por menos del 0.0263 %. Asi, por la obser-
vacion 1| se puede deducir que, en promedio, el modelo MA(1)-EGARCH(1,1) sub-
estima mds la volatilidad en periodos de alta incertidumbre que el modelo MA(1)-
EGARCH(1,2) o la sobreestima mds en tiempos de baja incertidumbre que el modelo
MA(1)-EGARCH(1,2).

La eleccién de un modelo para cada tipo de modelo heteroceddstico se realizé con
base en los resultados obtenidos y los errores de prediccién utilizando el conjunto de
validacién (Tabla[6.9). Los modelos GARCH y EGARCH seleccionados fueron:

* Proceso MA(1)—GARCH(1, 1):

Yy = &— 0.088481_1
62 = 6.4195x1077 +0.0602¢> | +0.912107

con parametros de asimetria skew= 1.1221 y de forma shape= 1.4037 para la
distribucién del error.

* Proceso MA(1)—EGARCH(1,1):

Yy = &— 0.078581_1
logo? = —0.3482+0.0535g1(n,—1) +0.9677logc? |
g(M—1) = M1 +0.1179(|n—1 | —E[|mi—1]])

con pardmetros de asimetria skew= 1.1157 y de forma shape= 1.4108 para la
distribucién del error.

En la Tabla[6.10|se muestra que los coeficientes de cada modelo son significativos
con excepcion de dos del modelo MA-GARCH. El nivel de confianza considerado es
del 0.05.
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Modelo Coeficiente Estimado Desv. estandar | p-value
mal —8.839112x 1072 | 2.265748 x 102 | 0.0001
® 6.419495 x 1077 | 6.211317x 1077 | 0.3014
MA(1)— o 6.024317 x 1072 | 1.326640 x 1073 | 0.0000
GARCH(1,1) Bi 9.120909 x 10~ | 1.584011 x 10~2 | 0.0000
5esgo 1.122077 x 10° | 2.829553 x 10-2 | 0.0000
forma 1.403666 x 10° | 4.790416 x 10~2 | 0.0000
mal —7.8508 x 10~2 | 2.053966 x 10~2 | 0.0001
® —3.48239x 10! | 7.526730 x 1073 | 0.0000
MA(1)— o 5.3490 x 102 1.356224 x 1072 | 0.0001
EGARCH(1,1) Bi 9.67710x 10~ | 7.447588 x 10~* | 0.0000
’ o 1.17918 x 107! 1.224662 x 10-2 | 0.0000
sesgo 1.115688 x 10° | 2.954330 x 102 | 0.0000
forma 1.410827 x 10° | 6.154464 x 1072 | 0.0000

Tabla 6.10: Coeficientes de los modelos seleccionados, MA(1)—~GARCH(1,1) y

MA (1)—~EGARCH(

1,1).

Para verificar su eficiencia al momento de predecir la volatilidad estimada, se reali-
zaron predicciones con el conjunto de prueba. Los errores de prediccién con el conjunto
de prueba se muestran en la Tabla[6.11]

En el caso de la volatilidad de 5 dias, el MAE del MA(1)-GARCH(1,1) fue me-
nor al del modelo MA(1)-EGARCH(1,1) pero el MAPE del MA(1)-GARCH(1,1) fue
mayor, lo cual sugiere que el MA(1)-GARCH(1,1) fue menos eficiente que el MA-
EGARCH para pronosticar bajas volatilidades, o fue mds eficiente para pronosticar

altas volatilidades.

El modelo MA(1)-GARCH(1,1) fue mas eficiente que el MA-EGARCH bajo todas
las ventanas de tiempo y las métricas MAE, RMSE y MAPE, con excepcién del MAPE
de la ventana de 5 dias, en donde ocurrio lo contrario.

Modelo Ventana MAE RMSE | MAPE (%)
(dias)

MA(T)— 5 0.00272721% | 0.00413057" | 43.8616
GARCH(L 1) 10 | 0.00250435* | 0.00374312* | 33.2177*
’ 22 | 0.00243653* | 0.00345121* | 30.6031*
MA(1)— 5 0.00282370 | 0.00424953 | 43.3410%
EGARCH(L, 1) 10 0.00264514 | 0.00389107 | 34.1908
) 2 0.00263187 | 0.00362985 | 32.8126

Tabla 6.11: Comparacién de los errores de prediccion entre los distintos modelos de
series de tiempo heterocedasticos con el conjunto de prueba mediante diversas métricas
y bajo las diferentes ventanas de tiempo.

Uno de los inconvenientes de calcular los errores de prediccién mostrados en la
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Tabla[6.11]es que los errores de prediccion se acumulan, ademds de que la volatilidad
tiende a ser estable. Con la finalidad de comparar la eficiencia entre los distintos mo-
delos de series de tiempo y los de machine learning se realizaron predicciones a un
dia. Con prediccién a un dia se refiere a que las volatilidades se predicen, dada la in-
formacidn hasta ¢, a un dia después, es decir, 6,1 se predice con la informacion hasta
tiempo ¢. Las volatilidades pronosticadas ;41 no forman parte de la o-dlgebra %, .
En otras palabras, las predicciones se realizan con los datos observados. Los errores de
prediccion a un dia con el conjunto de prueba se encuentran en la Tabla|6.12

En la Figura se muestran las predicciones con el conjunto de prueba me-
diante ambos modelos seleccionados. Bajo la ventana de 5 dias, el modelo MA(1)-
EGARCH(1,1) predijo mejor las bajas volatilidades, mientras que en el resto de los
casos, el modelo MA(1)-GARCH(1,1) fue mads eficiente. Por otro lado, bajo la ven-
tana de 22 dias, el modelo MA(1)-GARCH(1,1) fue mds eficiente que el MA(1)-
EGARCH(1,1), ademds de que éste ultimo sobreestima mds las altas volatilidades que
el modelo MA(1)-GARCH(1,1).

Las predicciones a un dia mejoraron para ambos modelos con excepcién del MAPE
de la ventana de 5 dias. Ademads, los errores de prediccion bajo las métricas MAE, RM-
SE y MAPE del MA(1)-EGARCH(1,1) fueron menores a los del MA(1)-GARCH(1,1),
lo cual podria deberse a las asimetrias existentes en el modelo EGARCH, ya que el
mercado no se mueve con la misma intensidad y magnitud ante momentos de relativa
calma que en momentos donde la incertidmubre es muy alta o muy baja. Ademas, se
puede deducir que, a corto plazo, el modelo MA(1)-EGARCH(1,1) es mas eficiente
que el modelo MA(1)-GARCH(1,1) (Tabla [6.12)), mientras que a largo plazo, sucede
lo contrario, es decir, el modelo MA(1)-GARCH(1,1) es mas eficiente (Tabla[6.11).

Modelo Ventana MAE RMSE | MAPE (%)
(dias)
MA()— 5 0.00192988* | 0.00280228" | 38.4362
GARCH(L1) 10 | 0.00122053* | 0.00180848* | 18.6487*
) 22 | 0.00082251* | 0.00123695* | 11.0704*
*
MA(D)— 5 0.00193410 | 0.00290142 | 37.0404

10 0.00134949 | 0.00210754 19.4122

EGARCH(LL) | 55 | 0.00115935 | 0.00181964 | 14.8799

Tabla 6.12: Comparacién de los errores de prediccion a un dia de los distintos mode-
los de series de tiempo heteroceddsticos con el conjunto de prueba mediante diversas
métricas y bajo las diferentes ventanas de tiempo.

6.3.3. Modelos de Redes Neuronales

Para el entrenamiento de las redes se empled una tasa de aprendizaje de 0.01. La
funcidén de costos empleada, es decir, la medida P que se utiliz6 para saber si la red estd
aprendiendo o no, fue el MSE; el algoritmo de aprendizaje, Adagrad con € = 0, 200
épocas y Early Stopping de 10 épocas.
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a) Volatilidad de 5 dias.
Volatilidad USD/MXN de 5 dias
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b) Volatilidad de 22 dias.
Volatilidad USD/MXN de 22 dias
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— Observada
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— MA(1)-EGARCH(1,1)
— MA(1)-GARCH(1,1)
— Observada

Figura 6.10: Prediccién de la volatilidad de 5 (a) y 22 (b) dias mediante los modelos
MA(1)-GARCH(1,1) y MA(1)-EGARCH(1,1) con el conjunto de prueba.
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Debido a que se requiri6 utilizar informacién de varios dias para predecir un va-
lor, se puede emplear una arquitectura muchos a uno. Otra alternativa es emplear la
arquitectura uno a uno, ingresando las volatilidades de los dias inmediatos anteriores
de acuerdo al niimero de time steps seleccionado, en este caso, 3, a la red como entrada
unica, por lo que cada input es un vector de dimension 3.

La arquitectura elegida consistid, tanto para la red LSTM como la GRU, en seis
unidades en la capa oculta, siendo 2 unidades por cada time step. La capa de salida
consisti6 en una neurona cuya funcién de activacién fue la funcién identidad f(x) = x,
ya que se requiere que la salida de la red sea un ndmero, el cual corresponde a la
volatilidad predicha del tiempo ¢ + 1. Con la finalidad de evitar overfitting, se utilizé un
dropout de 0.3.

Para definir el conjunto de datos E, se crearon subconjuntos de k valores corres-
pondientes a los & tiempos previos (time steps) para cada tiempo. Para el tiempo ¢, los
elementos del conjunto X (inputs) estuvieron conformados por los vectores de la for-
ma (6s54—pt1,05—p+t2,-..,05,), mientras que los elementos del conjunto Y (outputs)
correspondieron a 65,4 1. En este caso, h = 3.

Los tiempos de entrenamiento pueden servir para tener una idea del tiempo que
llevaria entrenar cada uno de los modelos bajo las mismas condiciones si los tiempos
de entrenamiento son extensos, por ejemplo, 1 hora, mas no un indicador absoluto
para realizar comparaciones acerca del modelo que sea mas rapido de entrenar. Por
esta razon, no se tomaron en cuenta. En su lugar, se debe considerar el nimero de
pardmetros a estimar, la rapidez de convergencia y la complejidad del modelo, ya que
los tiempos de entrenamiento no siempre son los mismos debido a que depende de
varios factores relacionados con el uso de la CPU, como la ejecucién de procesos en
primer y segundo plano.

Una de las recomendaciones es que los datos se encuentren reescalados entre —1 'y
1. Las volatilidades estimadas son positivas e inferiores a 0.07. Sin embargo, es facil
notar que el entrenamiento de las redes podria mejorar si los datos se encuentran entre
—1 y 1 (las redes estdn conformadas por las funciones sigmoide y tanh). Por ende,
se decidi6 escalar los datos para cada uno de los modelos. Los errores de prediccién
considerardn los datos reescalados. Las volatilidades estimadas se multiplicaron por

{max{a;,‘ }J = 15.
En la Tabla se muestra una comparacion entre los modelos LSTM y GRU. Los
errores de prediccidn, tanto con el conjunto de entrenamiento como con el conjunto de

validacion, bajo las métricas MAE, RMSE y MAPE, fueron inferiores en la red GRU
a los de la red LSTM.

Los errores de prediccion con el conjunto de validacién fueron superiores a los
errores de prediccion con el conjunto de entrenamiento, con un incremento del 52 % y
del 37 % en el RMSE de las redes LSTM y GRU, respectivamente, lo cual se debi6 en
parte a que la red fue entrenada con el 40 % de los datos, mientras que el conjunto de
validacién correspondi6 al 30 % de los datos.

Los errores de prediccion de la red GRU tanto con el conjunto de entrenamiento
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LSTM GRU
No. Parametros 511 385
Entrenamiento
MAE 0.00100433 | 0.00096102*
RMSE 0.00138220 | 0.00133549*
MAPE 0.28520156 | 0.27227582*
Validacion
MAE 0.00138393 | 0.00113435*
RMSE 0.00210093 | 0.00182446*
MAPE 0.19810129 | 0.11773579*

Tabla 6.13: Comparacién de los modelos ajustados de redes neuronales recurrentes
LSTM y GRU, y sus respectivos errores de prediccién con los conjuntos de entrena-

miento y de validaciéon mediante diversas métricas.

ventana | 1o delo MAE RMSE MAPE
(dias)
S LSTM | 0.00123212 | 0.00174199% | 0.18914312
GRU | 0.00117131* | 0.00176236 | 0.18472534*
0| LSTM [ 000107248 | 0.00142675 | 0.14137734
GRU | 0.00092980* | 0.00134893* | 0.12158502*
o, | LSTM | 0.00106698 | 0.00134379 | 0.13634354
GRU | 0.00087706* | 0.00119204* | 0.10927173*

Tabla 6.14: Comparacién de los errores de prediccion de los modelos de redes neuro-
nales recurrentes propuestos con el conjunto de prueba mediante diversas métricas.

como con el conjunto de validacién fueron inferiores a los de la red LSTM, lo cual
en parte puede deberse a que el tamafio de muestra para el conjunto de entranmiento
puede no ser suficiente para aprovechar la mayor complejidad de la red LSTM sobre
la red GRU, tanto por el disefio como por el nimero de pardmetros a ajustar (una red
LSTM permite tener un mejor control sobre los datos que una red GRU, mas no por
eso el rendimiento sera siempre superior). La cantidad de pardmetros a ajustar de la red
GRU fue inferior a la de la red LSTM (126 pardmetros menos), lo cual a su vez afecta
el proceso de entrenamiento de ambas las redes.

Debido a que el objetivo principal del presente trabajo no es ajustar un modelo
para predecir la volatilidad sino comprobar si los modelos hibridos pueden mejorar la
eficiencia de los modelos que los conforman, cuyos pardmetros fueron ajustados bajo
enfoques estadisticos distintos, no se optimiz6 el proceso de aprendizaje.

En la Tabla se pueden apreciar los errores de prediccién con el conjunto de
prueba. Para las ventanas de 10 y 22 dias, la red GRU tuvo menores errores de predic-
cion que la red LSTM bajo las métricas MAE, RMSE y MAPE. Para la ventana de 5
dias, la red GRU fue mas eficiente que la red LSTM bajo las métricas MAE y MAPE,
aunque fue menos eficiente segiin la métrica RMSE. En la Figura [6.11| se muestran
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las predicciones realizadas con el conjunto de prueba mediante los modelos LSTM y
GRU, respectivamente. De forma grafica se puede apreciar que la red GRU es menos
eficiente, en promedio, para momentos de donde la volatilidad es alta o es baja.

Volatilidad USD/MXN de 5 dias

0.041
0.031 Volatilidad

— GRU
0.021 — LSTM

— Observada
0.011
0.001

01/2015 01/2016 01/2017 01/2018 01/2019

Figura 6.11: Predicciones realizadas mediante las redes LSTM y GRU con el conjunto
de prueba.

6.3.4. Modelos Hibridos

Si bien, los modelos de redes neuronales ajustados bajo el enfoque de machine lear-
ning fueron mas eficientes que los de series de tiempo heterocedasticos MA-GARCH
y MA-EGARCH ajustados bajo el enfoque clésico, al aumentar la cantidad de datos a
predecir que, en este caso corresponde al transcurso del tiempo, los errores de predic-
cion no son los deseados. Al aumentar el tamafio del conjunto de datos, el ajuste de los
pardmetros deberia mejorar ya que se tiene mayor informacion.

Cuando la cantidad de datos es escasa, los modelos ajustados podrian no ser ca-
paces de generalizar de la forma que se desea. Al ajustar modelos bajo los enfoques
clasico y de machine learning, se hacen supuestos que no necesariamente seran los
mismos como se puede notar en los ajustes realizados anteriormente. Por ello, se pro-
pone aprovechar la informacién que porporcione un modelo ajustado bajo un enfoque
y agregarlo como entrada a otro modelo ajustado bajo un enfoque de machine lear-
ning. Se eligio utilizar, como entrada de una red neuronal, modelos de series de tiempo
ajustados bajo el enfoque clasico, ademds de la volatilidad estimada. A este tipo de
modelos se les denominard modelos hibridos.

Debido a que cada uno de los modelos GARCH y EGARCH puede aportar infor-
macion diferente, se considerardn ambos en lugar de seleccionar uno de ellos.

La nomenclatura de los modelos hibridos sera de la forma 7S-RNN, donde TS re-
presenta un modelo de series de tiempo (queda implicito que los modelos de series de
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tiempo estan compuestos por un modelo ARMA y uno heterocedéstico condicional) y
RNN uno de los modelos de red recurrente, ya sea LSTM o GRU.

Sean Xg1, Xery Y Xgery vectores de entradas al tiempo ¢ de los modelo hibridos
GARCH-RNN, EGARCH-RNN y GARCH-EGARCH-RNN, respectivamente. En el
modelo GARCH-EGARCH-RNN, se obtiene informacién de los modelos GARCH y
EGARCH para alimentar de forma adicional a una red neuronal recurrente, en este
caso, las redes LSTM y GRU. Los vectores de entrada de las redes neuronales se con-
formaron de la forma siguiente:

Xgrp = Ki* (xg,ta 6t)
Xery — Kpx (xe,t» 6[)

Xgery = K3* (xg.ta Xeyts Gl)

donde

X1 = Ke 8 Gy,
Xet = Keét 6t6e,t’

6;, 6,4,y 6., representan las volatilidades estimadas con la ventana de referencia
y mediante los modelos GARCH y EGARCH, respectivamente,

Ke = Lma’lx{|5fl |}J
K = [max{l(v+16D&1 "},
& =yr —yi—1, {y:} rendimientos observados del USD/MXN,
K = Lméx{ég,l}J,
K = Lméx{é‘e}I}J,
K3 = min{k, Ky, K> },
k= |mdx{6; '},
& =(0—7)l5 <0+ (0+7)Ls ,~=0. 7. 6 corresponden a los coeficientes respec-
tivos del modelo MA(1)-EGARCH(1,1).
La informacién proporcionada por los modelos GARCH y EGARCH corresponde

aXg; Y Xey, Fespectivamente.

Se consider¢ la diferencia entre los rendimientos al tiempo ¢ y r — 1 ajustados por-
que ello permite tener una idea sobre qué tanto cambiaron los rendimientos del tiempo
t — 1 al tiempo t y en qué sentido (positivo o negativo) y, al multiplicarla por la vo-
latilidad estimada por el modelo heterocedéstico, se le da un nivel de relevancia a la
estimacion realizada por el modelo heterocedastico respecto al tiempo ¢.

La finalidad de los escalares k; es mantener los datos dentro de un rango similar al
de las volatilidades estimadas.
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Se puede observar que la informacién proporcionada por el modelo EGARCH per-
mite aprovechar los cambios asimétricos dependiendo de si el rendimiento al tiempo ¢
respecto al dia anterior fue positivo o negativo.

Para ajustar los modelos hibridos, se emplearon los modelos ajustados bajo el en-
foque clasico, mientras que los de redes neuronales correspondientes a los modelos
hibridos se entrenardn bajo los mismos parametros de entrenamiento de los modelos
individuales de redes neuronales, es decir, bajo la misma arquitectura, nimero de épo-
cas, métodos de optimizacién de aprendizaje (dropout), tasa de aprendizaje, etc.

En la Tabla[6.13] se muestra la matriz de correlacién entre las variables de entrada
de los modelos hibridos GARCH-EGARCH-RNN. Debido a que las entradas de los
modelos hibridos 7S-RNN son a su vez entradas de los modelos GARCH-EGARCH-
RNN, la matriz de correlacién de las variables de entrada de los modelos 7'S-RNN se
puede obtener a partir de la matriz mostrada en la Tabla[6.13]

‘ {xg,,} {er} {657,}
{xes} | 1.0000 —0.1806 0.6129
{xe;} | —0.1806  1.0000  0.0229
{65,} | 0.6129  0.0229  1.0000

Tabla 6.15: Matriz de correlacién entre las variables de entrada de los modelos hibridos
GARCH-EGARCH-RNN. Los procesos {xg;} y {xc,} corresponden a la informacion
proporcionada por los modelos GARCH y EGARCH, respectivamente.

Se presentd una baja correlacion entre las variables de entrada correspondientes a la
informacién proporcionada por el modelo GARCH y por el EGARCH, la cual fue del
—18.06 %. La correlacion entre la informacién proporcionada por el modelo GARCH y
la volatilidad estimada fue del 61.29 %, lo cual indica que ambas variables comparten
mads de la mitad de la informacién. Por otra parte, la correlacion entre la volatilidad
estimada y la informacién obtenida a partir del modelo EGARCH fue del 2.29 %, por
lo que ambas variables estdn escasamente correlacionadas. Debido a que conocer qué
tan correlacionadas estdn las variables es mds relevante para la tarea T que si lo estén,
no se realiz6 alguna prueba de hipdtesis para probar la no correlacion.

Los errores de prediccion con los conjuntos de entrenamiento y de validacién em-
pleando cada una de las redes (LSTM y GRU) se muestran en las Tablas [6.16] y
respectivamente.

Referente a los modelos integrados por una red LSTM, el modelo que obtuvo los
menores errores de prediccion bajo las métricas MAE y RMSE con el conjunto de
entrenamiento fue el GARCH-EGARCH-LSTM, mientras que bajo la métrica MAPE
fue el modelo EGARCH-LSTM. Con el conjunto de validacién, el modelo GARCH-
LSTM obtuvo los menores puntajes bajo las métricas MAE, RMSE y MAPE.

Para el caso de los hibridos compuestos por la red GRU, el modelo GARCH-GRU
obtuvo los menores errores de prediccion bajo las métricas MAE y RMSE con el con-
junto de entrenamiento, mientras que la red EGARCH-GRU obtuvo el menor MAPE.
Con el conjunto de validacién, el modelo GARCH-GRU obtuvo los menores puntajes
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bajo las métricas MAE, RMSE y MAPE.

GARCH-
GARCH-LSTM | EGARCH-LSTM EGARCH.LSTM
No. Parametros 535 535 559
Entrenamiento
MAE 0.00098265* 0.00101452 0.00099032
RMSE 0.00134905* 0.00139056 0.00135183
MAPE 0.28137042* 0.28929473 0.28272251
Validacion

MAE 0.00116101* 0.00131933 0.00131109
RMSE 0.00178295* 0.00208559 0.00203163
MAPE 0.17886567* 0.18832722 0.19852505

Tabla 6.16: Comparacidon entre los modelos de hibridos propuestos conformados por la
red LSTM y sus respectivos errores de prediccién con los conjuntos de entrenamiento
y de validacion mediante diversas métricas.

GARCH-
GARCH-GRU | EGARCH-GRU EGARCH-GRU
No. Parametros 403 403 421
Entrenamiento
MAE 0.00093050* 0.00096173 0.00098108
RMSE 0.00129388* 0.00132962 0.00135332
MAPE 0.26481139* 0.27366709 0.27996571
Validacion

MAE 0.00122539 0.00131879 0.00122085*
RMSE 0.00202128* 0.00226779 0.00204777
MAPE 0.18189514 0.18763855 0.17968622*

Tabla 6.17: Comparacion entre los modelos de hibridos propuestos conformados por la
red GRU y sus respectivos errores de prediccidon con los conjuntos de entrenamiento y
de validacién mediante diversas métricas.

Con relacién a los modelos hibridos conformados por una red LSTM, en la Figura
se aprecia que, con el conjunto de validacion, el modelo EGARCH-LSTM fue
el mas eficiente al predecir bajas volatilidades, mientras que el GARCH-EGARCH-
LSTM Ilo fue para periodos de alta volatilidad. En periodos donde la volatilidad se
encuentra en niveles relativamente normales, el modelo GARCH-LSTM fue mas efi-
ciente. El desempefio del modelo GARCH-EGARCH-LSTM fue un equilibrio entre la
eficiencia de los otros dos modelos.

Sobre los modelos hibridos conformados por una red GRU, en la Figura [6.13] se
aprecia que, con el conjunto de validacion, el modelo GARCH-EGARCH-GRU fue el
que modela mejor, en promedio, la volatilidad. Para los periodos de baja volatilidad, el
mads eficiente fue el modelo EGARCH-GRU. Por otra parte, la eficiencia del modelo
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Volatilidad USD/MXN de 5 dias

0.031
Volatilidad
0.021
= E-LSTM
== G-E-LSTM
== G-LSTM
0.014 = QObservada
0.00+

01/2010 01/2011 01/2012 01/2013 01/2014

Figura 6.12: Comparacion entre las predicciones de los modelos hibridos de la red
LSTM propuestos con el conjunto de validacion.

GARCH-GRU fue un intermedio de la eficiencia de los otros dos modelos, ademas de
que fue el més eficiente para periodos de alta volatilidad.

Los errores de prediccion con el conjunto de prueba se muestran en la Tabla [6.18]
El modelo GARCH-LSTM obtuvo el mejor desempefio de los modelos hibridos con-
formados por una red LSTM bajo todas las métricas y ventanas de tiempo analizadas.
En el caso de los modelos hibridos conformados por una red GRU, el més eficiente
fue el modelo GARCH-EGARCH-GRU bajo todas las métricas y ventanas de tiempo
analizadas.

El modelo GARCH-EGARCH-GRU tuvo menores errores de prediccién que el
GARCH-LSTM bajo todas las ventanas de tiempo. Ademads, se puede apreciar que, al
aumentar la ventana de tiempo para estimar la volatilidad, el desempefio del modelo
GARCH-EGARCH-GRU mejora de forma mds notoria que el del modelo GARCH-
LSTM.

Respecto a los modelos compuestos por la red LSTM, en la Figura[6.14] se aprecia
que, con el conjunto de prueba, se obtuvieron resultados similares a los obtenidos con
el conjunto de validacién respecto a cudl modelo fue el més eficiente para predecir la
volatilidad, es decir, el modelo GARCH-LSTM fue el que modelé mejor la volatilidad
en periodos donde ésta se encuentra en niveles relativamente normales, mientras que
para los periodos de baja volatilidad, el mas eficiente fue el modelo EGARCH-LSTM.
Por otra parte, el modelo GARCH-EGARCH-LSTM es un intermedio el cual, a su vez,
fue mds eficiente para periodos de alta volatilidad.

Respecto a los modelos hibridos conformados por una red GRU, en la Figura[6.13]
se aprecia que, con el conjunto de prueba, se obtuvieron resultados similares a los
obtenidos con el conjunto de validacién respecto a cudl modelo fue el mas eficiente para
predecir la volatilidad, es decir, el modelo GARCH-GRU fue el que modelé mejor las
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Figura 6.13: Comparacion entre las predicciones de los modelos hibridos de la red
GRU propuestos con el conjunto de validacién.

altas volatilidades, mientras que para los periodos de baja volatilidad, el mas eficiente
fue el modelo EGARCH-GRU. Por otra parte, el modelo GARCH-EGARCH-GRU fue
un intermedio el cual, en promedio, fue el mas eficiente al predecir la volatilidad.

0.044

0.034

0.024

0.014

0.004

Volatilidad USD/MXN de 5 dias

01/2015 01/2016 01/2017 01/2018 01/2019

Volatilidad

= E-LSTM
== G-E-LSTM
= G-LSTM
== QObservada

Figura 6.14: Comparacidn entre las predicciones con el conjunto de prueba de los mo-
delos hibridos conformados por una red LSTM ajustados.
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Ventana
. Modelo MAE RMSE MAPE
(dias)

G-LSTM 0.00110159* | 0.00158615* | 0.17884573*

E-LSTM 0.00117365 0.00168212 | 0.18379739

5 G-E-LSTM | 0.00115254 | 0.00164210 | 0.18571388

G-GRU 0.00113511 0.00170096 0.18534835

E-GRU 0.00116033 0.00176323 0.18686244

G-E-GRU | 0.00110034* | 0.00163630* | 0.18096477*

G-LSTM 0.00088551* | 0.00122397* | 0.11840780*

E-LSTM 0.00098983 0.00135169 0.13034863

10 G-E-LSTM | 0.00095929 | 0.00131065 0.12946612

G-GRU 0.00085694 | 0.00124529 0.11475372

E-GRU 0.00089879 | 0.00132493 0.11863983

G-E-GRU | 0.00083862* | 0.00122111* | 0.11259320*

G-LSTM 0.00085586* | 0.00113225* | 0.10851621*

E-LSTM 0.00097137 0.00125554 | 0.12325415

) G-E-LSTM | 0.00094556 | 0.00123912 | 0.12199673

G-GRU 0.00078783 0.00109191 0.09888778

E-GRU 0.00083642 | 0.00115826 0.10450653

G-E-GRU | 0.00076677* | 0.00106457* | 0.09599342*

Tabla 6.18: Comparacién entre los errores de prediccion de los modelos hibridos pro-
puestos con el conjunto de prueba mediante diversas métricas. En la nomenclatura
de los modelos, “G-" indica que el modelo estd conformado por un modelo MA-
GARCH, mientras que “E-" indica que el modelo estd conformado por un modelo
MA-EGARCH.

Volatilidad USD/MXN de 5 dias
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Volatilidad

— E-GRU
-— G-E-GRU
— G-GRU
— Observada

0.034

0.024

0.014

0.001

01/2015 01/2016 01/2017 01/2018 01/2019

Figura 6.15: Comparacidn entre las predicciones con el conjunto de prueba de los mo-
delos hibridos conformados por una red GRU ajustados.
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6.3.5. Validacion en Secuencia

Debido a la aleatoriedad involucrada tanto en la asignacién de los pardmetros ini-
ciales de los modelos de redes neuronales como en el entrenamiento de la misma (se
utilizaron minilotes en lugar del conjunto total de datos de entrenamiento) los pardme-
tros ajustados de las redes neuronales no son replicables, por lo que se realizard un
proceso de validacién en secuencia.

Por un lado, la validacién en secuencia permitird estimar de mejor forma el riesgo
asociado al modelo ajustado f. Sin embargo, debido a la no replicabilidad de los mo-
delos ajustados, se tomaron cinco escenarios posibles para cada uno de los casos. De
esta forma, para cada escenario, se toma el promedio del valor de la funcién de costos
obtenida en cado de los ajustes realizados en la validacion en secuencia. Se eligieron
los tamaifios del conjunto de entrenamiento de 0.1,0.2,0.3 y 0.4 respecto al conjunto de
datos y 5 escenarios, resultando un total de 160 modelos a ajustar (8 tipos de modelos,
4 tamanos para el conjunto de entrenamiento y 5 escenarios).

La asignacion de los tamafos para los conjuntos de validacién y de prueba fue
dindmica, estando ambos conformados por la misma proporcién respecto del total de
conjunto de datos, para cada una de las proporciones del conjunto de entrenamiento
respecto al conjunto de datos, por ejemplo, para 0.2, los conjuntos de validacién y de
prueba se conformaron, cada uno, por el 40 % de los datos. Si bien una opcién es re-
servar un subconjunto de tamafio fijo para el conjunto de prueba, se consideré mas
eficiente la asignacién dindmica de los tamafios de los conjuntos de validacién y de
prueba porque, a menor cantidad de datos, se esperaria que la capacidad de generaliza-
cién de los modelos disminuya. Con el objetivo de minimizar estos efectos y debido a
la estocasticidad de la volatilidad estimada se realizé este tipo de asignacién dindmica.
Los resultados, por subconjunto del conjunto de datos, se muestran en la Tabla[6.19]

Respecto a los modelos conformados por una red LSTM, el modelo GARCH-
EGARCH-LSTM fue el mas eficiente bajo la métrica MAPE. Bajo la métrica MAE, la
red GARCH-LSTM fue la mds eficiente segin el riesgo estimado empleando el con-
junto de prueba, mientras que, bajo los conjuntos de entrenamiento y de validacidn, el
mas eficiente fue el GARCH-EGARCH-LSTM.

De los modelos que involucran una red GRU, el mds eficiente fue el modelo GARCH-
EGARCH-GRU con excepcidn del riesgo estimado empleando el conjunto de entrena-
miento, en el cual el més eficiente fue el modelo GARCH bajo las métricas MAE y
MAPE.

Considerando los modelos propuestos tanto individuales de redes neuronales co-
mo hibridos, el modelo GARCH-EGARCH-GRU fue el mas eficiente. Por otro lado,
los modelos EGARCH-RNN mostraron, en algunos casos, un peor desempefio que la
respectiva red neuronal (modelo individual de red neuronal) considerando todas las
ventanas de tiempo y las tres métricas. De aqui se puede concluir que agregar infor-
macién no necesariamente permitira que, al ajustar un modelo, mejore la eficiencia del
modelo al realizar una tarea especifica.
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Conjunto Modelo MAE RMSE MAPE
LSTM 0.001141658 | 0.001541104 | 0.3154625
G-LSTM 0.001097996 | 0.001479185* | 0.3062223
E-LSTM 0.001121536 | 0.001516692 | 0.3096171
Entrenamiento G-E-LSTM | 0.001097903* | 0.001481170 | 0.3044605*
GRU 0.001061631 | 0.001451078 | 0.2941724
G-GRU 0.001029733* | 0.001405180 | 0.2862084*
E-GRU 0.001071919 | 0.001457666 | 0.2994306
G-E-GRU | 0.001030305 | 0.001403957* | 0.2875209
LSTM 0.001301489 | 0.002050408 | 0.2418799
G-LSTM 0.001197624 | 0.001823556 | 0.2341170
E-LSTM 0.001278936 | 0.002019684 | 0.2363595
o G-E-LSTM | 0.001195335* | 0.001788601* | 0.2322128*
Validacién
GRU 0.001207093 | 0.002128992 | 0.2169989
G-GRU 0.001129067 | 0.001835566 | 0.2159457
E-GRU 0.001209842 | 0.002116977 | 0.2212154
G-E-GRU | 0.001110439* | 0.001821866* | 0.2131208*
LSTM 0.001324580 | 0.001875609 | 0.2055447
G-LSTM | 0.001239302* | 0.001732033* | 0.1991014
E-LSTM 0.001292701 | 0.001844759 | 0.1998437
Prucha G-E-LSTM | 0.001240734 | 0.001740998 | 0.1969695*
GRU 0.001195419 | 0.001793496 | 0.1903550
G-GRU 0.001170343 | 0.001723186 | 0.1909078
E-GRU 0.001187755 | 0.001780560 | 0.1909019
G-E-GRU | 0.001146756* | 0.001704371* | 0.1889916*

Tabla 6.19: Riesgo estimado de cada una de los modelos hibridos propuestos para cada
uno de los subconjuntos de datos (entrenamiento, validacién y prueba) (R( f )) bajo la
ventana de 5 dias, diversas funciones de costos y mediante validacién en secuencia. En
la nomenclatura de los modelos, “G-" indica que el modelo estd conformado por un
modelo MA-GARCH, mientras que “E-" indica que el modelo estd conformado por un
modelo MA-EGARCH.
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6.4. Resultados

Los modelos mateméticos no suelen ajustarse a los datos reales, por lo que se deben
realizar ciertas pruebas para verificar que se cumplen los supuestos de los modelos
propuestos. Bajo el enfoque clasico, si los modelos requieren ajustarse constantemente,
supéngase de forma diaria, se vuelve una tarea poco eficiente ya que se debe verificar,
cada vez que se ajustan los pardmetros del modelo, que se cumplen los supuestos del
modelo, ademds de que no necesariamente se cumplirdn todos los supuestos en todo al
contar con mayor informacion, es decir, al aumentar el tamafio del conjunto de datos,
por lo que podria ser necesario proponer algin otro tipo de modelo.

Una alternativa es el enfoque de machine learning, ya que los modelos requieren
de menos supuestos que en los modelos ajustados bajo los enfoques frecuentista o ba-
yesiano. Basta con un poco de programacion para ajustar un modelo las veces que sean
necesarias y que a su vez podria ser mas eficiente, aunque computacionalmente podria
ser costoso y los resultados podrian no ser favorables, es decir, la capacidad de gene-
ralizacién de los modelos ajustados mediante el enfoque de machine learning podrian
ser menos eficientes al realizar una tarea predefinida T que los ajustados mediante el
enfoque clésico.

Ambos ofrecen ventajas y desventajas, por lo que ajustar modelos considerando
ambos enfoques y compararlos seria una buena idea. Sin embargo, contar con un mo-
delo conformado por modelos ajustados bajo diferentes enfoques estadisticos podria
mejorar los resultados obtenidos por los modelos de forma individual.

Con base en los resultados obtenidos en la seccién [6.3] el modelo
MA(1)-GARCH(1,1) fue mds eficiente al predecir la volatilidad al tiempo 7 + 1, es
decir, a un dia, que el MA(1)-EGARCH(1,1) ya que tuvo, en promedio, menores erro-
res de prediccion a un dia. En cuanto a predicciones a largo plazo (a tiempo s dada la
informacién hasta tiempo ¢, s > f), el modelo MA(1)-GARCH(1,1) también fue mas
eficiente. Sin embargo, en ambos modelos, los errores relativos de prediccion (MAPE)
con respecto a la volatilidad de 5 dias fueron jmayores al 37 %! Considerando la vola-
tilidad de los dltimos 22 dias la cual es mds estable, los errores relativos de prediccion
d elos modelos MA(1)-GARCH(1,1) y MA(1)-EGARCH(1,1) fueron del 11.07% % y
14.88 %, respectivamente.

Las redes neuronales recurrentes, por su parte, mostraron un mejor desempefio. A
pesar de no ser profundas, puesto que ambas estuvieron constituidas de seis celdas,
ya sea de LSTM o GRU segtin corresponda, en una capa oculta, y no se tomé mucha
importancia a la optimizacién del entrenamiento de las redes neuronales, los errores de
prediccion fueron inferiores. De haber sido entrenadas las redes de mejor forma, las
diferencias en la eficiencia de los modelos podrian ser mas dificiles de detectar.

Los errores de prediccion con el conjunto de prueba de las redes neuronales fueron
inferiores a los de los modelos MA(1)-GARCH(1,1) y MA(1)-EGARCH(1,1) respecto
alas métricas MAE, RMSE y MAPE para las ventanas de 5 y 10 dias; para la ventana de
22 dias, el error de las redes fue inferior bajo las métricas RMSE y MAPE, mientras que
bajo la métrica MAE, el més eficiente fue el MA(1)-GARCH(1,1), seguido por la red
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a) Volatilidad de 5 dias.
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Figura 6.16: Prediccion de la volatilidad de 5 (a), 10 (b), y 22 dias (c) mediante los
modelos MA-EGARCH EGARCH-LSTM y GARCH-EGARCH-GRU con el conjunto
de prueba.



6.4. RESULTADOS 80

GRU, lared LSTM y el MA(1)-EGARCH(1,1). Para momentos de alta incertidumbre,
el modelo elegido fue la red LSTM, mientras que para periodos de baja incertidumbre
se eligi6 la red GRU. De forma general, se escogi6 a la red GRU como el mejor modelo
de los ajustados tanto bajo el enfoque cldsico como del enfoque de machine learning
(modelos individuales).

Para comparar los modelos hibridos con los modelos individuales de redes neurona-
les se tomaron en consideracion los resultados obtenidos en la validacion en secuencia.

De los modelos conformados por una red LSTM, los més eficientes fueron el
GARCH-LSTM y GARCH-EGARCH-LSTM, de los cuales se seleccion6 el GARCH-
EGARCH-LSTM ya que el RMSE bajo el conjunto de entrenamiento fue superior lo
cual en parte se debi6 a que el GARCH-LSTM esta conformado por una menor can-
tidad de pardmetros a ajustar que el GARCH-EGARCH-LSTM. Esto, a su vez, indica
que, al mejorar el ajuste de ambos modelos, GARCH-LSTM y GARCH-EGARCH-
LSTM, de tal forma que se obtenga un RMSE muy similar entre ambos modelos, el
GARCH-EGARCH-LSTM podria ser mas eficiente, y cabe la posibilidad de que su
eficiencia supere a la del GARCH-LSTM. Sin embargo, se puede optar por el GARCH-
LSTM ya que éste tiene menor cantidad de pardmetros a ajustar.

Respecto a los modelos conformados por una red GRU, el modelo
GARCH-EGARCH-GRU fue el mas eficiente. El modelo GARCH-GRU fue mas efi-
ciente que el modelo GRU bajo las ventanas con los conjuntos de entrenamiento y de
validacién segtn las métricas MAE y RMSE, mientras que con el conjunto de prueba
ocurri6 lo opuesto.

Los modelos hibridos GARCH-EGARCH-RNN fueron més eficientes que los mo-
delos LSTM y GRU bajo los tres conjuntos (entrenamiento, validacién y prueba) y las
métricas MAE, RMSE y MAPE.

Considerando el total de modelos ajustados, el modelo més eficiente fue el GARCH-
EGARCH-GRU.

En la Figura[6.16] se muestran las predicciones de los modelos seleccionados con
el conjunto de prueba con las ventanas de 5, 10 y 22 dias, respectivamente, de la cual
se puede deducir que, al aumentar la ventana de tiempo para estimar la volatilidad,
incrementa la eficiencia de los modelos MA-GARCH y MA-EGARCH.

De igual forma, para la ventana de 5 dias, el modelo GARCH-EGARCH-LSTM
mostré ser el mds adecuado para momentos de alta volatilidad, mientras que para nive-
les normales y bajos de la volatilidad, el modelo GARCH-EGARCH-GRU fue el mas
eficiente. La red LSTM fue la menos eficiente de los modelos conformados por alguna
red neuronal.

Para las ventanas de 10 y 22 dias, la red GARCH-EGARCH-LSTM fue la més
eficiente para momentos de baja volatilidad y de relativa calma, mientras que para
momentos de alta incertidumbre, la red GARCH-EGARCH-LSTM vy el modelo MA-
GARCH resultaron ser los mas eficientes bajo las ventanas de 10 y 22 dias, respectiva-
mente.

Asi, para periodos donde la volatilidad se encuentra en niveles normales, el modelo
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GARCH-EGARCH-LSTM es el més eficiente. En cambio, en periodos ya sea de baja
o alta volatilidad, la red GARCH-EGARCH-GRU tiene un mejor desempefio.
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Conclusiones

Debido a que los modelos raramente representan la realidad, es de gran ayuda con-
siderar los posibles estados de la naturaleza del problema, lo que conlleva a emplear
mas de un modelo para elegir aquél que sea mas eficiente al realizar la tarea deseada.

Cuando los modelos usualmente propuestos de acuerdo a la tarea T y a los datosF_’-]
no se ajustan de forma adecuada a los datos, se deben ampliar los horizontes. Las redes
neuronales permiten modelar el comportamiento de los datos (aproximar una infinidad
de funciones) bajo pocos supuestos pero pagando con recursos computacionales.

Contar con mas de dos modelos y elegir el que mejor desempefio tenga es una
opcién recomendable porque no existe un modelo que sea el mejor para resolver todos
los problemas.

Cuando los datos con los que se cuenta son insuficientes, o se busca ampliar el
conjunto de datos, existen varias opciones entre las que se encuentra la simulacién de
datos.

Al combinar al menos dos modelos diferentes entre si, cada uno con sus ventajas
y desventajas, el modelo resultante podria ser mds eficiente al realizar una tarea es-
pecifica T. Ya sea que alguno de los modelos permitar transformar los datos de forma
que el ajuste de los pardmetros de otro modelo sea més sencillo, o para obtener mayor
informacidn con los datos con los que se cuenta. El modelo hibrido resultante aumen-
ta de complejidad y no por ello ser mas eficiente que los modelos individuales que lo
conforman. Sin embargo, si se desea mejorar la eficiencia de los modelos atin contando
con escasos datos, es buena idea ajustar modelos hibridos.

Como en todos los modelos, a mayor informacidn relevante, el ajuste puede mejo-
rar. Si se agrega informacion irrelevante a un modelo, la eficiencia del modelo ajustado
podria no ser la deseada y empeorar en comparacion de si no se agregase dicha infor-
macién. Al ingresar informacion preprocesada de los modelos de series de tiempo bajo
el enfoque frecuentista a los modelos de redes neuronales cabe la posibilidad de que
la red pueda realizar mejores predicciones. Si bien, los modelos individuales de redes
recurrentes fueron més eficientes que los de series de tiempo, los modelos hibridos lo
fueron atn mas.

6 Al hablar de modelos usuales se alude a los modelos que cominmente se proponen para problemas de
cierta indole. Por ejemplo, en las series de tiempo, los modelos homocedésticos usuales son los autorregre-
sivos - medias mdviles 0 ARMA, mientras que los modelos heteroceddsticos usuales son los GARCH.
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Con relacién a los modelos ajustados, cuando existe un ambiente donde la incer-
tidumbre se considera alta, el modelo GARCH-EGARCH-LSTM seria el mas conve-
niente de emplear, mientras que cuando la volatilidad se encuentra en niveles relati-
vamente normales o bajos, el modelo mas eficiente result6 ser el GARCH-EGARCH-
GRU. Es importante destacar que las redes neuronales no fueron entrenadas para cada
una de las ventajas de tiempo, ni se puso énfasis en la optimizacién del proceso de
aprendizaje, por lo que su eficiencia puede mejorar ain mas.

Si bien el ajuste de los modelos hibridos propuestos son computacionalmente cos-
tosos, se puede optar por considerarlos o no. Ademas, el disefio de las redes puede ha-
cerse mas complejo, asi como optimizar los algoritmos de aprendizaje, lo cual podria
mejorar la eficiencia de los modelos ajustados mediante un enfoque de machine lear-
ning.

Los modelos hibridos GARCH-EGARCH-GRU fueron maés eficientes al prede-
cir la volatilidad estimada de la paridad ddlar-peso mediante ventanas de 5, 10 y 22
dias que los modelos MA-GARCH, MA-EGARCH y GRU (por separado). Lo mismo
ocurri6 con los modelos GARCH-EGARCH-LSTM. Los modelos EGARCH-LSTM y
EGARCH-GRU fue menos eficientes que las redes LSTM y GRU, respectivamente, en
algunos casos (algunas ventanas de tiempo y algunas métricas) lo cual es un ejemplo
de que, al agregar informacidn, no necesariamente el modelo ajustado tendrd mayor
capacidad de generalizacion.

Cuando se requiere reajustar los parametros del modelo con frecuencia, por ejem-
plo cada dia, el modelo hibrido parece ser el menos factible de entrenar a comparacién
de los modelos individuales. En el modelo ajustado GARCH-EGARCH-LSTM se re-
querirfa ajustar los modelos MA-GARCH y MA-EGARCH, y verificar supuestos de
dichos modelos. Esto no es necesario, ya que la red neuronal es el modelo que devuel-
ve el valor de la prediccidn, por lo que bastaria con ajustar los modelos MA-GARCH
y MA-EGARCH cada cierto tiempo, ya sea cada mes o cada trimestre, mientras que la
red LSTM reajustarse inicamente si se considera pertinente.

Los modelos hibridos fueron mas recomendables pero es importante destacar que
los costos computacionales de su ajuste son mucho mayores a los del ajuste de cada
uno de los modelos que los conforman. Si la mejora en la eficiente (reduccién de los
errores de generalizacién) son convincentes a criterio propio y el costo computacional
es aceptable, entonces el ajuste de modelos hibridos es una buena idea, de lo contrario,
los modelos de redes neuronales pueden ser suficientes.

Al mejorar la eficiencia de los modelos empleados para predecir la volatilidad, se
pueden tomar mejores decisiones ya que, si se predice que la volatilidad aumentara
en los préximos dias, podria ser un momento adecuado para comprar opciones sobre
tipo de cambio o, considerando diversas variables macroecondmicas y el sentimiento
del mercado, optar por adquirir cierta cantidad de alguna de las divisas, ya sea ddlares
0 pesos. A su vez, el proceso de valuacion de derivados sobre tipo de cambio podria
mejorar en el sentido de que, al estimar mejor la volatilidad, el cdlculo del precio del
derivado serd mas acertado lo cual, a su vez, ayudara a construir y administrar de forma
mas eficiente el portafolio para quien vende la opcién (En el caso de una opcidn, gene-
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ralmente recibe una cantidad de dinero. El vendedor de la opcién tiene que constuir un
portafolio para poder hacer frente a la posibilidad de que el cliente le ejerza la opcién).

Emplear méds de un modelo en la toma de decisiones proporcionard mejores resul-
tados que utilizar uno solo, pero antes de declarar un modelo como el més eficiente
de todos se debe tener un sustento. En el caso de las redes neuronales, se recomienda
emplear algtn tipo de validacion y optimizar el proceso de aprendizaje.
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