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Introduccién

Los procesos estocésticos son una herramienta muy ttil en el estudio de fenémenos
aleatorios que se desarrollan a través del tiempo. Dado que existe una gran cantidad de
situaciones en las que es necesario tomar decisiones que involucran este tipo de fenéme-
nos, el espectro de aplicaciones de la teoria de procesos estocasticos es muy extenso, con
ejemplos que van desde la fisica [6], biologia [I], climatologia [5], ingenieria [25] y medicina
[2], entre muchas otras.

Una de las clases de procesos estocasticos mas importantes son los procesos de Mar-
kov, los cuales tienen la propiedad de que dado el estado actual, el pasado y el futuro
son independientes. En esta tesis se estudiardn procesos de Markov a tiempo discreto
con espacio de estados discreto E, conocidos como cadenas de Markov, particularmente
aquellas cuyo espacio de estados es numerable y en las cuales el proceso solo puede ir del
estado i al estado j en un paso cuando |i — j| < 1. A dichas cadenas de Markov se les
conoce como caminatas aleatorias, y su estudio gira en torno a la matriz de transicion P.
Esta dltima esta formada por las probabilidades de transicion entre los posibles estados,
es decir, (P)ijer = P(X,41 = j|X, = i) es la probabilidad de transiciéon a un paso del
estado ¢ al estado j, por lo que P;; = 0si |[i —j| > 1. La literatura existente sobre la teoria
de caminatas aleatorias es extensa, con monografias clasicas tales como [18] 20], 22] don-
de en general se pueden encontrar buenas introducciones a la teoria de cadenas de Markov.

Si el espacio de estados de una caminata aleatoria es Ng = {0,1,2,...}, la matriz
de transicion P, denominada matriz de Jacobi en teoria de operadores, es una matriz
tridiagonal semi-infinita (con entradas P;; tales que 7,5 € Ny) que se puede ver como un
operador acotado y autoadjunto en el espacio ¢2(Ny) para cierta sucesion m = (7,)n>0-
Por lo tanto se puede aplicar el Teorema Espectral y encontrar la correspondiente medida
espectral asociada. Esta fue la herramienta principal que usaron S. Karlin y J. McGregor



en una serie de articulos escritos en los afios cincuenta (véase [15] [16, [I7]), donde inicial-
mente estudiaron cadenas de nacimiento y muerte y posteriormente el caso de caminatas
aleatorias con espacio de estados en Ny. En sus articulos, los autores encontraron una
representacion integral para las probabilidades de transiciéon a m pasos en términos de
polinomios ortogonales, conocida como formula de representacion de Karlin-McGregor y
mostraron su utilidad para estudiar propiedades probabilisticas de los procesos tales como
recurrencia y absorcion. Desde entonces, muchos otros autores como M. E. H. Ismail, D.
Masson, G. Valent, E. van Doorn, H. Dette o P. Flajolet por mencionar unos pocos, han
contribuido a ampliar esta conexion (véase [14] para un resumen de estos resultados).

En este trabajo se analiza una factorizacion estocéstica del tipo UL (LU), la cual
consiste en descomponer a la matriz P en el producto de dos matrices estocésticas: una
matriz bidiagonal superior y una matriz bidiagonal inferior (y viceversa). Al realizar una
transformacion de Darboux discreta, es decir, invertir el orden de multiplicaciéon de los
factores, se obtiene una nueva matriz tridiagonal cuya medida espectral esta relacionada
con la medida espectral original mediante una transformacion de Geronimus (UL) o una
transformacion de Christoffel (LU). El estudio de la transformacion de Geronimus y de
la transformacion de Christoffel para familias de polinomios ortogonales se remonta a los
anos cuarenta, pero no fue hasta 1997 cuando Alexei Zhedanov en [20] estudio las rela-
ciones entre las medidas espectrales las cuales se conocen con los mismos nombres y se
definen en el Teorema [1.3 de esta tesis.

La idea de descomponer a la matriz de transicién asociada a un proceso estocastico no
es nueva. Un ejemplo es el estudio de W. K. Grassman en [7] quien consideré una cadena
de Markov con estados finitos y propuso la factorizacion I — P = (A—1)(B—S), donde A
es una matriz triangular superior, B es triangular inferior y S es diagonal. Posteriormente
D. P. Heyman en [I2] extendi6 la factorizacion a procesos en los que P tiene infinitos es-
tados y es positivo recurrente. Mas tarde V. Vigon en [23] estudio la factorizacion UL de
una cadena de Markov considerando una factorizacion de la forma [ — P = (I —L)({ — K),
donde L es una matriz triangular superior y K es triangular inferior, y su relaciéon con la
factorizacion de Wiener-Hopf.

Las factorizaciones consideradas en [7, 12}, 23] son diferentes a las desarrolladas por F.
A. Griinbaum y M. Dominguez de la Iglesia en [10] donde estudiaron la factorizaciéon UL
(LU) de la matriz de transicion de una caminata aleatoria con espacio de estados en Ny
irreducible de la forma P = Py Py, donde Py es una matriz bidiagonal superior y Py, es
bidiagonal inferior anadiendo la condiciéon de que ambas matrices sean estocdsticas. En el
Capitulo 1 de este trabajo se presentan los resultados de [10] en donde se muestra que,
de hecho, la factorizaciéon UL depende de un parametro libre, mientras que la factoriza-
cion LU (P = PpPy) es tnica. Ademés los autores presentan una condicion necesaria y
suficiente para que la factorizacion estocastica exista. Para el caso LU, dicha condicion



resulta ser una cota superior para el parametro libre, mientras que para el caso UL la
cota superior es para una entrada de P. Es aqui donde se presenta la relacion con teoria
de fracciones continuas, ya que las cotas anteriores son fracciones continuas que se cons-
truyen alternando los coeficientes de la matriz P. Se analiza también la transformacion
de Darboux discreta (la matriz resultante al intercambiar el orden de multiplicacion) de
ambas factorizaciones y se muestra la relacion de las medidas espectrales asociadas.

En la tltima seccion de [17], S. Karlin y J. McGregor analizaron el caso de caminatas
aleatorias con espacio de estados en Z = {...,—1,0,1,...}. La matriz de transicion P,
que en este caso es una matriz doblemente infinita (el nimero de filas y renglones va
de menos infinito a infinito), genera dos familias de polinomios ortogonales linealmente
independientes. Como P se puede ver como un operador tridiagonal acotado y autoad-
junto en el espacio de Hilbert ¢2(Z), aplicando ahora el Teorema Espectral tres veces se
obtienen tres medidas que se acomodan en una matriz de dimension 2 x 2 llamada matriz
espectral que se denota como W(x) y también se obtiene una representacion integral para
las probabilidades de transicion a m pasos. Posteriormente W. E. Pruitt en [2I] hizo un
analisis similar con procesos de nacimiento y muerte con espacio de estados en Z. Desde
una perspectiva méas teorica, D. R. Masson y J. Repka en [19] estudiaron la conexion
que existe entre polinomios ortogonales, fracciones continuas, ecuaciones diferenciales y
los operadores de Jacobi autoadjuntos en ?(Z) y mas recientemente D. Dai, M. E. H.
Ismail y X. Wang en [3] estudiaron matrices de Jacobi doblemente infinitas con ayuda de
fracciones continuas.

Las caminatas aleatorias con espacio de estados en Z pueden verse como un caso par-
ticular de los denominados procesos quasi-birth-and-death (QBD) que son procesos donde
el espacio de estados es de dimension 2 de la forma Ny x {1,..., N} para N € N. La
primera componente (discreta) se denomina nivel, mientras que la segunda componente
(discreta y finita) se denomina fase. Las transiciones sélo son posibles entre niveles adya-
centes, pero es posible moverse entre cualesquiera de las fases. En este caso la matriz de
transicion, en vez de ser tridiagonal, es una matriz tridiagonal por bloques semi-infinita y
la herramienta adecuada para el analisis espectral es la teoria de polinomios ortogonales
a valores matriciales. En [4 8] se establece esta relacion y se hace un analisis espectral
de procesos QBD. Recientemente F. A. Griinbaum y M. Dominguez de la Iglesia en [11]
estudiaron la factorizacion estocéstica por bloques UL y LU para procesos QBD tal como
hicieron en [10] para caminatas aleatorias simples pero no profundizaron la relacion exis-
tente entre las matrices espectrales asociadas a las transformaciones de Darboux discretas.

En el Capitulo 2 se extienden los resultados contenidos en el trabajo de F. A. Griin-
baum y M. Dominguez de la Iglesia en [I0]. Se estudia la factorizacion estocéstica UL
(LU) de una caminata aleatoria con espacio de estados en Z, con la excepcion de que ahora
la matriz de transicion P asociada al proceso es una matriz doblemente infinita. En este



caso tanto la factorizacion UL como la factorizacion LU dependen de un parametro libre
(a diferencia de lo que ocurre con la factorizacion LU en Ny, que es tnica). En este caso,
como las matrices son doblemente infinitas, la condicién necesaria y suficiente para que
la factorizacion sea estocastica va a ser que el parametro libre (en ambas factorizaciones)
esté acotado superior e inferiormente por ciertas fracciones continuas.

En la segunda seccion del Capitulo 2 se analiza la transformacion de Darboux discreta
de la matriz de transicion P. Las nuevas matrices P = P, Py para la factorizacion UL y
P=P,P para la factorizacion LU también son doblemente infinitas y, dado que ambas
dependen de un parametro libre, representan nuevas familias de caminatas aleatorias que
estan relacionadas con la caminata aleatoria original. Se muestra que la relacién entre la
matriz espectral asociada a P y las matrices espectrales asociadas a sus transformaciones
de Darboux P y P estan dadas por

U(z) = So(2)Us(x)S5(x) vy W(2) = To(a)Ur()Ty (x),

respectivamente, donde Ug(z) y ¥ (x) son transformaciones de Geronimus de la matriz
espectral original W(z), Sy(z) y To(z) son polinomios matriciales de grado uno y Sg(z) y
T (x) sus correspondientes matrices traspuestas conjugadas.

Finalmente, en la tltima seccion del Capitulo 2, se aplican los resultados obtenidos
en esta tesis a dos ejemplos. El primero es la caminata aleatoria con probabilidades de
transicion constantes y el segundo también tiene probabilidades de transicion constantes,
pero el estado cero puede ser atractor o repulsor. Resulta interesante ver que bajo ciertas
condiciones la transformacion de Darboux discreta, en ambos casos, resulta invariante, es
decir, después de invertir el orden de los factores la caminata aleatoria resulta igual a la
original. Este fenémeno no se da en el caso de caminatas aleatorias con espacio de estados
en Ny. Todos los resultados del Capitulo 2 son originales y se pueden consultar en [13].



CAPITULO 1

Transformacién de Darboux para caminatas aleatorias en Ny

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos por M. Dominguez de la Iglesia
y F. A. Griinbaum en [I0] en donde se considera la matriz de transicion P de una cami-
nata aleatoria con espacio de estados en Ng = {0,1,2,...}. El objetivo principal es ver
bajo qué condiciones se puede factorizar a P como producto de una matriz bidiagonal
superior y una matriz bidiagonal inferior (y viceversa) con la condicién de que ambas sean
estocasticas.

En [10] se analizan dos maneras de factorizar a P: la primera es la factorizacion UL, es
decir, expresar a P como Py Pr, que va a depender de un parametro libre. La segunda es la
factorizacion LU, es decir, expresar a P como ]5L15U que resulta ser tnica. A continuacion
se estudia la transformacién de Darboux que consiste en invertir el orden de multiplica-
cion de los factores de P y se analiza la relacion entre la medida espectral asociada a la
matriz de transicion P y la medida espectral asociada a la matriz estocéastica resultante
de la transformacion de Darboux. Para el caso de la factorizacion UL dicha relacion estéa
dada por una transformacion de Geronimus, mientras que para el caso de la factorizacion
LU la relaciéon estara dada por una transformacion de Christoffel.

1.1. Factorizaciones UL y LU estocasticas

En esta seccion se obtienen las factorizaciones UL y LU de la matriz de transicion
P asociada a una caminata aleatoria. Dichas factorizaciones resultan tutiles ya que si es
posible asociar a P con un modelo de urnas, en ese contexto, la factorizacion representaria



la descomposicion de un experimento en la realizacion de dos experimentos consecutivos
mas simples.

Sea {X,;n =0,1,...} una caminata aleatoria irreducible con espacio de estados Ng y

matriz de transicion
b() Qo 0 0 0
C1 b1 aq 0 0 ce
P= 0 c bg as 0o -1 (11)

Para la factorizacion UL descompone a P de la siguiente forma

Yo To 0 0 So 0 0 0
O y» = O .- rn s 0 0 .-
P = 0 ry sy 0 -..|=7TvPrL (1.2)

0 0 o z

o equivalentemente

(p = TpSpit, n >0, (1.3)
bn = TnTn+1 + YnSn, n > 07 (14)
Cn = YnTn, n>1. (1.5)

Como se busca que Py y Pp sean estocasticas, entonces se tiene que
Tp+Yn =1, n >0, (1.6)

so=1, r,+s,=1, n > 1. (1.7)

Como P es irreducible y estocastica, es decir 0 < a,,c,4+1 < 1, n > 0, automaticamente se
tiene que z, 8,11 > 0,1 > 0y y,r, > 0,n > 1. Es importante notar que el sistema de ecua-
ciones — tiene un parametro libre 0 < yo < 1, a partir del cual es posible obtener
las entradas de Py y P, como sigue: se fija yy y por las ecuaciones y se cumple
que sp = 1y xg = 1 — yo. Entonces para n > 1 se obtiene s,, 7, Yn, Tn, Snt1s Mnits - - -

usando las ecuaciones (1.3)), (1.7), (L.5) y (1.6) en ese orden.

Por otro lado, para la factorizacion LU, la descomposicion es



o equivalentemente

ap = Spn, n >0, (1.9)
b = Fnfon1 + Sniin, n>0, (1.10)
Cn = Fubina, n>1, (1.11)

como se busca que Py y ]5U sean estocasticas, se tienen las condiciones
So=1, 71,+35,=1, n>1, (1.12)

o+ i = 1, n>0. (1.13)

Como antes, por la irreducibilidad de P, se tiene que 5,%, > 0, n > 0y 79,1 > 0,
n > 1, pero con la diferencia de que en este caso no hay pardmetro libre, es decir, la
factorizacion serd tnica ya que a partir de §o = 1 se pueden generar las sucesiones 7,

Uns Tnt1 ¥ Snt1, con n > 0, de manera tnica usando las ecuaciones ([1.9)), (1.13), (1.11]) y
(1.12)) en ese orden.

Los sistemas de ecuaciones ([1.3)-(1.7) y (1.9)-(1.13) consideran condiciones para que

la suma por renglones de las matrices Py y P, o P, y Py sea uno, sin embargo no se
considera la condiciéon de que los coeficientes estén dentro del intervalo [0, 1], de manera
que podria ocurrir que algunos coeficientes sean negativos. Es por eso que es necesario
analizar bajo qué condiciones la factorizacion UL (LU) es estocéstica, es decir, ambos fac-
tores son realmente matrices estocasticas. Para ello se necesitan los siguientes resultados
que aparecen en [10].

Lema 1.1. Sean Py y P, como en la ecuacion (1.2) y so = 1. Entonces Py es una matriz
estocdstica st y solamente si Py es una matriz estocdstica. El mismo resultado ocurre para
la factorizacion LU en la ecuacion (|1.8)).

Demostracion. Suponiendo que Py es matriz estocastica, por inducciéon se tiene que si

xo + Yo = 1 usando las ecuaciones (|1.3)), (1.4)), (1.7)) y la hipotesis de que P es estocastica

@_i_bo—yo:ao—i-bo—yo:1—?/0:@:1
Zo ) ) o) Zo Zo To '

Ahora, si s, + 7, = 1, de nuevo por las ecuaciones ((1.3)-(1.5) y (1.7) se tiene que

an+bn_yn3n an+bn_yn(1_rn) an+bn+cn_yn 1_yn
Sn+1 + Tn+l = - = - = . = . =1.

@+bo—?/080 .

S51+711 =

Como por hipotesis Py Py son estocasticas, tienen coeficientes no negativos. Entonces
por las ecuaciones (1.3]), (1.4) y (1.5] se tiene que los coeficientes de Pj, son no negativos.



Por lo tanto P, es matriz estocéstica.

Suponiendo ahora que Py, es estocastica, usando las ecuaciones (|1.3)), (1.4) y (1.5)) los

coeficientes de P son positivos y se tiene que para n > 0

Ty + Yn = xn(sn—i-l + Tn+1> + yn<5n + Tn)
= TpSpt1 + TuTnt1 + YnSn + YnTn
=a,+b,+c, =1

Por lo tanto P es estocéastica. ]

Lema 1.2. Sean s,, 7., Tn, Yo las sucesiones que se obtienen a partir de la ecuacion
(1.2). Con 0 < yy <1 pardmetro libre, se cumple que

Cn+1

Ynt1 = ——q.—> n=0,
L= yn
mientras que
S1 il y Sp+1 = an—i—cl s n>1
L —wo 1— n

Demostracion. Usando las mismas ecuaciones que antes se tiene que

y _Cn+1 _ Cpy1  Cpy1 Cn+1
ntl = - - an — an
Tptr l—8ppn 2 g _Tn
Tn 1- Yn

y que

an an an an

Ty l1—y, -7 1__™

Tn 1—s,

]

Es importante notar que el lema anterior involucra tnicamente a la factorizacion UL
que hay que tratar con especial cuidado ya que gy es parametro libre. Méas atn, el Lema
1.2 no garantiza que al elegir 0 < yo < 1, Py y Pp resulten ser matrices estocésticas. Es
por eso que es necesario hacer un andlisis mas profundo para encontrar condiciones sobre
dicho parametro libre que garanticen que las sucesiones s, 7., T,, Yy, generen matrices
estocasticas. Para ello, sera necesario hacer uso de notaciéon y algunos resultados de teoria
de fracciones continuas (ver [24]).

Sea H la fraccion generada por la alternancia de los coeficientes {ay, }n>0 ¥ {¢n}n>1, €8

decir,

H=1- l




A expresiones como la anterior se les conoce como fracciones continuas y la notacion que
se usaréd para representarlas es la siguiente

a|_al_ a]

Se define a los convergentes de H como las fracciones truncadas, es decir,
o w] el af e
hon =1 ’1 ’1 ’1 1 n >0,
‘ . ‘ . ‘ . (1.15)
h2n+1:1—’alo —’11 —’11 - 1n, n > 0.

Usando teoria de fracciones continuas (ver [24] pp.15), se sabe que es posible expresar
a los convergentes como el cociente

(1.16)

donde las sucesiones { A, },,>0 ¥ {Bn}n>0 satisfacen las siguientes relaciones

An = An—l + gnAn—Qv A—l =1, AO =1 n=>1,
B, =B, + ganf27 B, = 0, By = I, n>1

para alguna sucesion {&,},>o que se determinara a continuacion.

Obsérvese que

Ao
1l=hy=—
0 BO7
A Ao+ &AL
o ' By By+&Bo +é
1—01—a0:h:é:A1+52A0:1+f1+52
I—c "B, Bi+&B, 1+&
de manera que & = —ag, & = —cq, entonces para hg se tiene que
1 ) _h Ay A+ 8GA
T T wEg = a T a
1— By By+ 8B

1— ay
simplificando la fraccion de la izquierda y sustituyendo los valores de &; y & se tiene que

1—&0—01—&1(1—&0) :1—a0—61+§3(1—a0)
l—c—a 1—c+&

Y



por lo que &5 = —a;. Continuando con el mismo procedimiento se tiene que

- o _gy = A Ast Gds
1_L 4 B4 B3+€4B2’

R

B 1-— Co

simplificando la fraccion de la izquierda y sustituyendo los valores de &, & v &3 a la

derecha se tiene que

1—ag—c1 —ai(l1—ag)—c2(l —ag—cy) _ 1—ag—c1—ai(l—ag)+& (1 —ag—c)
1—al—C1—C2(1—C1) 1—a1—C1+£4(1—C1> ’

por lo que £ = —co y en general se tiene que &, = —¢, v &ont1 = —a,. Entonces las
ecuaciones que satisfacen {A,}n>0 v {Bn}n>0 son las siguientes

A2n = A2n71 - CnA2n727 n > 17
BQn = Banl - CnB2n727 n > 1

(1.17)
A2n+1 = AZn - anAanb n > 07
B2n+1 = BZn - anB2n717 n

Por otro lado, se tiene que

AlBO — AOBl = (1 — Clo) —1= —Qg,
AgBl — A1B2 =1- ag — C1 — (]_ — ao)(l — Cl) = —AapCy,

suponiendo que para n € N se cumple que

Aogp—oBop_3 — Agy_3Ban_9 = —apcia1ca - *Ap—2Cn—1,

Agy—1Bop_9 — Agp_9Bo, 1 = —apcy - *Cp—10n—1,
entonces, usando las relaciones ([1.17)) para n + 1 se tiene que
AopBop—1 — Agp_1Ba, = [Aanl - CnA2n72]B2nfl - A2n71[B2n71 - CnBanQ]
= Agn_1Boy—1 — cnAon—2Ban_1 — Aspn_1Boyp_1 + ¢ Aop_1Ban_2

= Cn[AQn—lB2n—2 - A2n—232n—1] = —QapC1 " Cp—1Qp—1Cp,
y con esto se cumple que
A2n+1BZn - A2n82n+1 = [AQn - anAanl]BZn - A2n[32n - anBanl]
- AZnBQn - anAQn—lBQn + A2nB2n + anA2nBZn—1

= An [AQnBQn—l - A2n—lBQn] = —agC1 " Ap—1CpQp.



Por lo tanto

AopBaop—1 — Agp—1Boy, = —apciaicy - - - p—1Cn, N 2> 1,

A2n+1B2n - A2nB2n+1 = —apC1 - Cply, n >0,

y usando la ecuacion ([1.16)) se tiene que

h h . Agpio Aonya N AgnyoBoni1 — Aony1Banyo _QpC1- - Gp_1Cy 118
2n+42 2n+1 2n+42P2n+1 2n+2P2n41
h B — Agpy1 Agp . Aopi1Ban — A2nBania _ 0pC1G1C2 "+ Cplp 119
e T Bonir Ban Boni1B BB (1.19)
2n+1 2n 2n+1L2n 2n+1L2n

Con la notaciéon de fracciones continuas anterior es posible presentar uno de los teo-
remas mas importantes que aparecen en [10] y que establece una condicién necesaria y
suficiente sobre g, para obtener una factorizaciéon UL en la que se obtengan dos matrices
estocasticas.

Teorema 1.3. Sea {X,;n = 0,1,...} una caminata aleatoria con matriz de transicion
P en la ecuacion (1.1)), y sean Py y Py las matrices resultantes de la factorizacion UL
generadas a partir del sistema (1.3)-(1.7) con 0 < yo < 1 pardmetro libre. Sea H definida
en la ecuacion (1.14) y sus convergentes h,, = g—: definidos en las ecuaciones ([1.15)). Si

0<A,<B, n>1l,
entonces H es convergente. Ademds Py y Pr, son estocdsticas si y sélamente si
0<wyo <H.

Demostracion. Por hipotesis 0 < A,, < B, entonces como h,, = % para n > 1, se tiene

que 0 < h,, < 1. Ademas 0 < a,, ¢,41 < 1y usando las ecuaciones (1.18) y (T.19) se tiene
que

honyo — hopy1 <0y hopiq — hay <0,

de lo que se sigue que
0<"‘<h2n+2<h2n+1<h2n<"'<h1<h0:1.

Por lo tanto {h, },>0 es una sucesion decreciente y acotada. Ademas, h,, > H, por lo tanto
{hyn}n>0 converge a H.

Suponiendo ahora que Py y Pj, son estocasticas, se cumple que 0 <y < 1 = hg y se
satisfacen las ecuaciones del Lema [I.2] Entonces para los subindices pares se tiene que

Cn
1—s,

Yn = <1 siysolosi s,<1—c,,



sustituyendo el valor de s,, y despejando se obtiene que

Ap—1
1—¢,’

Yn—1 < 1-

repitiendo el mismo procedimiento hasta llegar a 1y se tiene que
Qo C1 Cn

Mientras que para los impares se tiene que

es decir, yo < hop.

an

Spi1 = <1 siysolosi y,<1—ay,

n

sustituyendo el valor de ¥, y despejando se obtiene que

Sp < 1— si y solo si e S I ,
1—a, 1 —yna 1—a,
es decir,
Yn—1 < 1— anicln )
11— an

repitiendo el mismo procedimiento hasta llegar a yy se tiene que
ag 1 An

Entonces para toda n € Ny se cumple que yg < h,. Como {h,},>0 es una sucesion
acotada y decreciente con limite H, se concluye que 0 < yy < H. La prueba de que Py y
P;, son estocasticas si se cumple que 0 < ¢y < H sigue los mismos pasos con un argumento
de induccion fuerte sobre n para demostrar que s, € [0, 1].

es decir, yy < hopi1.

[]

Teorema 1.4. Para la factorizacion LU se tiene que las matrices resultantes son esto-
cdsticas si y solo si

0<ao<H,
ol ol
H=1— G| ai| G| CL27
R

stempre que 0 < fln < Bn, n > 1, donde l~1n = fln/Bn son los convergentes de H.



La demostracion de este teorema es similar a la del Teorema [1.3] usando ahora las

relaciones c c

~ n+1 n+1

Tn—‘,—l — an - 1 _ j 5 n 2 O,
i n

1— 7y

Ap41 o An41
Cn+1
1-2x,

in—i—l — - ~ )
]. — Tn+1

1.2. Transformaciéon de Darboux y relaciéon entre las
medidas espectrales

En esta seccién se analizara la relacion entre la matriz P y su transformacion de Dar-
boux. La transformacion de Darboux es la matriz resultante de intercambiar los elementos
de la factorizacion estocastica de P y, de hecho, también seréd una matriz estocastica ya
que la multiplicaciéon de matrices estocasticas sigue siendo estocéastica.

En el contexto de los modelos de urnas, con la factorizacion estocastica de P es posible
reinterpretar un experimento como la realizacion de dos experimentos consecutivos mas
simples, A y B. La transformacion de Darboux se puede interpretar como intercambiar el
orden de los dos experimentos, es decir, realizar primero el experimento B y después el
experimento A.

Para el caso de la factorizacion UL, se tiene que la transformacion de Darboux discreta
esta dada por

so 00 0 -\ (y 2o O 0 -- by @ 0 0

~ ™ S1 0 0 0 Y1 I1 0 61 b1 (Nll 0

P=PPy=1| O R 0 0 v = - o & b a
(1.20)

Desarrollando el producto, los coeficientes de P estan dados por

C~Ln = SpTp, N > Oa

bn =TpTp_1+ SpYn, N 2 O, (121)
6n = TnYn—1, n 2 1.
La matriz P es estocastica por ser producto de matrices estocésticas y depende del

parémetro libre yo, por lo que P genera una familia de caminatas aleatorias con probabi-
lidades de transicion {a, }n>0, {bn}tn>0 ¥ {Cn}n>1.-



Ahora, sea P la matriz de transiciéon de una caminata aleatoria con espacio de estados
en Ny como en la ecuacion . Se consideran los polinomios generados a partir de la
ecuacion de autovalores 2Q = PQ, con Q = (Qo(),Q1(z),...)T un vector semi-infinito
traspuesto de polinomios en z tales que deg(Q,) = n, de donde se obtiene la familia que
satisface la siguiente ecuaciéon de recurrencia a tres términos:

Q-1(r) =0, Qo(x)=1,
2Qo(x) = apQ1(x) + boQo(7), (1.22)
2Qn (%) = 4,Qrni1(2) + 0, Qn(2) + ¢, Qn_1(x), n>1.

De acuerdo con Karlin y McGregor en [17], definiendo a 7 = (7,,),>0 como la solucion
a las ecuaciones de simetria mP = 7 con la condicién inicial my = 1, se tiene que
ag - Qp_q
mo=1, =01, 5 (1.23)

Cl.--cn

y visto como operador en el espacio de Hilbert £2(Ng) = {(cn)n>0 : D oeg lan|*m, < 00}, P
es un operador de Jacobi autoadjunto, lineal y acotado (de norma menor o igual a 1) y por
lo tanto se puede aplicar el Teorema Espectral (o Teorema de Favard) de donde se obtiene
que la familia de polinomios {@,},>0 es ortogonal con respecto a una tnica medida w
soportada en el intervalo |[-1,1] en el espacio L2([-1,1]) = {f : f_ll |f(z)Pdw(z) < oo}
Esta medida se conoce como medida espectral y satisface que

/1 Qn(2)Qm(x)dw(z) = %571,7%: (1.24)

n

donde 0y, ,,, es la delta de Kronecker.

Como @ satisface la ecuacion x@Q) = P(Q), multiplicando Py, por la izquierda y usando la
factorizacion UL de P se tiene que xPLQ) = PPy PL(Q), y por la ecuacion 0) zPLQ =
PPLQ Definiendo Q = P.Q se tiene que Q satisface la ecuacion zQ = PQ es decir,
{Qn}n>0 es la familia de polinomios ortogonales asociada a Py, por definicién, satisface

Qo(x) = 50Qo() =1

Qn() = 10Qn_1(x) + $,Qn(z), n>1. (1.25)

Otra relaciéon importante entre () y Q que surge de la factorizacion de P es la siguiente:
tomando z() = PQ), entonces () = PyPLQ), y por la definicion de @ se cumple que
xQ = PyQ), es decir,

2Qn (%) = 20 Qnit (%) + YaQu(z), n>0. (1.26)



Lo mismo se puede hacer para la factorizacion LU en la que la transformacion de
Darboux esta dada por

Yo To O o .- S5 0 O o --- bo @0 0 0
N . 0 1 77 O .- rn S 0 o --- &, by a; O
P=FPL=10 0 g & -—-||0 & &% 0 |0 & b a

donde los coeficientes de P estan dados por
dn = §n+1i‘n7 n Z O,
[;n = fn—&-ljjn + gn@na n > O, (127)
Cn = Tnln, n > 1.
Como @ satisface la ecuacion z@Q) = P(), usando la factorizacion de Py multiplicando
Py por la izquierda se obtiene que zPyQ = PPUQ de manera que definiendo a Q = Py Q,
se cumple que zQ = PQ y la familia {Q, }n>0 se puede obtener a partir de {Q,, },>0 como
sigue B
UnQn () + TpQni1(x) = Qu(x), n>0. (1.28)
Ademas, si zQ = P, PyQ, también se tiene la relacion 2Q = P.Q, es decir
Qo () = 30Qo(x),
2Qn() = TQp_1(x) + §,Qn(z), n>1.

Lema 1.5. Sea {Q,(2)}n>0 la familia de polinomios definida en la ecuacion (1.28). En-
tonces

(1.29)

Qn(7) = 2Qn(2), (1.30)
donde {Qn}n>0 es una familia de polinomios con Qo(x) =1y deg(@n) =n.
Demostracion. Como 3 = 1, por la ecuacion (1.29) Qo(z) = 2Qo(z) = , de manera que

Qo(x) = 1. Suponiendo que se cumple que Q,_1(z) = £Q,_1(x) con deg(Qn_1) = n — 1.
Entonces para n, de nuevo por la ecuacion (|1.29)) se tiene que

- T Tn = T Try, 1 Ty A

Qn(x) = TQn@) - Tanl(SO =—Qn ( )— —Qn 1( ) <~—Qn(37) - Tin(l’)> )
Sn, Sn Sn Sn Sn

donde la segunda igualdad se da por hipotesis de induccién. Considerando ahora

Qule) = —Qula) = Qo (o),

donde deg(Q,_1) =n—1y deg(Qn) = n, entonces deg(Q,) = n. Por lo tanto para todo

n € N se cumple que Qu(x) = 20, (x), con Qolz) = 1y deg(Q) = n.
]



Ahora que se cuenta con las familias de polinomios asociadas a cada una de las trans-
formaciones de Darboux de P se puede presentar el teorema que relaciona las medidas
espectrales.

Teorema 1.6. Sean {X,;n =0,1,...} una caminata aleatoria con matriz de transicion
P como en la ecuacion . ), {@n}n>o la familia de polinomios generada por P a partir
del sistema @ y w su medida espectral. Sean {Qn}n>0 la familia de polinomios dada
por la ecuacion @D asociada a la transformacion de Darboux de la factorizacion UL,
P, y la transformacion de Geronimus de w

Ow(ac)

w(x) = (), M=1-yopu_, (1.31)

donde do(z) es la delta de Dirac y p_q = f_llx’ldw(x) estd bien definida. Entonces se

cumple que X
[ @u@nte)iate) = = b

Tn
donde 0, es la delta de Kronecker y m, son los coeficientes potenciales de P definidos
como

Fo=1, Fp=——"1 p>1. (1.32)
Cl...cn

Para el caso de la factorizacion estocastica LU se tiene que la familia {Qn}nZO definida
en la ecuacion (1.30) asociada a la transformacion de Darbouxr P, y considerando la
transformacion de Christoffel de w

o(x) = , (1.33)

cumple que

/_ Qul)Qu(a)dita) = L5

n

donde 0, es la delta de Kronecker y m, son los coeficientes potenciales de P definidos
como

Fo=1 fp=—"""1 p>1 (1.34)
cl...cn

Demostracion. Empezando con la prueba para la factorizacion UL, para probar la or-
togonalidad de la familia {Q,},>0 basta con que se cumpla para los monomios. Por las

ecuaciones m m y 7 > 1 se tiene que
[ @i =u [ Q@i

—yo?"n/ Qn_1(2)2? tdw(z )—l—yosn/ Qn(z)2? tdw(x).



Por la ortogonalidad de {Q,}n>0, la primera integral se anula para j € {1,...,n — 1}y
la segunda integral se anula para j € {1,...,n}, por lo que la integral completa se anula

para j € {1,...,n— 1}. Para j = 0 se tiene que por la ecuacion ([1.26]) y la ortogonalidad
de {Qn}nZO

/_11 Qn(x)dd(x) = /_11 <xj_1Qn_1(x) — i:j Qn—1($)) do(z)

= [ gu@ie) - 22 [ Qi

-t (o Quato) = 220, 4(0) ) o)

_ tatths / R ' Gu(@)din()

:<1>H / ( @d)—i—i@d@id%@}
— (- | / Qulr)do( / Qulo)di (o)
— (i) / (o) - / 1 d@(@] 0

ya que
1
- dw(z
/dw(f):?/o/ i)JrM—?JoM 1+1—yop— =1
- 1

1

Por lo tanto, la familia {Qn}nzo es ortogonal con respecto a w. Las normas se pueden
calcular a partir de las relaciones ((1.26)) y (1.25) como sigue

/1 Q% (x)da(z) = /1 (yﬁQn(az) - z—"QnH( )) Qn(z)da(z)

:% | Qu@)Qn()dte) = [ Quia(2)Qu(w)di(x)
=2 [ (@) Qs (0) + 50 Q)] )
rnyO

/ Qu()Qu 1 () duof) + 220 / Q) Q) ()

snyo 1 1

Y

donde la ultima igualdad se da porque sustituyendo la ecuaciéon (1.21)) en la ecuacion



(1.32) y usando el sistema ([1.3))-(|1.5)) para obtener la expresion en ((1.23)) se llega a que

s~ Ao "Qp-1 _ 50T """ Sp—1Lp—-1 _ S0Q0 """ Upn—2Tp—1 SOrnﬂ_ T -
n -~ ~ - - - n — n-
Cl " Cp Yo" TnlYn—1 Yol Cp—1Tp YoSn YoSn

Para la factorizacion LU también se puede probar la ortogonalidad de {Qn}nZO inte-
grando con respecto a los monomios. Usando las ecuaciones (1.28)), (1.30)), (1.33)) y que
So = 1 se tiene que

1 Qn(x)xjddj(x) = 1 Qn(x)xj_ldd)(x)
-1 -1
1

1
= GoTn Qn(x)xjdw(m) + gjofn/ Qn+1(x)xjdw(x),
1 1

que por la ortogonalidad de {Q,},>0 se anula para j € {0,...,n — 1}. Para calcular las
normas se usan las mismas relaciones y la ecuacion (|1.29)) y se tiene que

/ 11@2<x> / Q2 (a)o2dis(a / Q2 (x)a do()

- (%@m)—;—z@n (o ))Qn() ()
- _lQn(x)Qn(a: )dw(z s / Qn-1(2)Qn ()™ dw (),
donde
[ @@ s =5 [ Gu i@
=50 [ Q@ @ot) =0
v entonces

7)Qn(7)dw(z)

S Q) 10 Qul@) + Qi (¢) dis(z)

yos

/ Qu()Qu(w)dulz) + 2

) Qn 1 () dw(z)

yosn

/@n Qu(@)duo() = 2L = L

yOSn



La tultima igualdad se da ya que al sustituir la ecuacion ((1.27)) en la ecuacion (1.34) y
usando el sistema ((1.9)-(|1.11]) para obtener la expresion en ([1.23)) se llega a

A ~ ~ o~

PO g Gp-1  S1T9" " SpTn-1 _ Ao " An-15nY0 _ YoSn
N =

A ~ - ~ o~ o~ ~ ~ - ~ o~ - ~ mn-
C1-Cp YoT1Y1** * Tnln C1 - CplYnSo Yn

]

Una de las principales ventajas de tener la medida espectral es que con ella es posible
encontrar las probabilidades de transicion a m pasos. Dado que la matriz P de la ecuacion
(1.1) es la matriz de transicion, se tiene que

a, =P(X; =n+1|Xo=n), n>0,
b, =P(X1 =n|Xo = n), n >0,
¢ =P(X1=n-1Xg=n), n>1,

y se definen las probabilidades de transicion a m pasos como
PIY = P(Xpim = j| X0 =), 4,5,n,m > 0.

Entonces, es posible usar la férmula de representacion de Karlin-McGregor de [17] que
establece que para todo ¢, j, m >0

1
P = [ a"Qua)Qy(wdatz). (1.35)
-1
con
1
" TE

donde ||@Q,]|2 denota la norma del n-ésimo polinomio, que por la ecuaciéon ((1.24) esté
dada por

1Qul2 = / Qila)del)

De la misma forma, teniendo las medidas espectrales de P y ]3, es posible obtener las
respectivas probabilidades de transicién a m pasos.
1.3. Ejemplo

A continuacion se analizarda un ejemplo (estudiado en [10]) en el que se aplican los
resultados de las secciones anteriores.



Sea {X,;n =0,1,...} una caminata aleatoria con espacio de estados en Ny y matriz
de transicion
bo Qo 0 0 0
c b a 0 0 --
0O ¢ b a 0 -]

con ag+by =1y a+b+c=1. Primero habra que analizar las condiciones bajo las cuales
existe una factorizacion estocastica UL usando el Teorema [I.3

Sea H definida en la ecuacion (1.14]), que en este caso viene dada por

R
T

Entonces, se tiene que F satisface la ecuacién cuadratica

donde

F°—(1—a—c¢)F+a=0,

cuyas soluciones son

l4a—ct\/(1+a—c)?—4a

5 .
Para que F. sean reales se tiene que asumir que (1 +a — ¢)? — 4a > 0, o despejando se
obtiene que (1 — \/5)2 > c. De hecho, el valor de F' es la solucién positiva, pues como

0 < H < 1, entonces ag/F < 1, es decir, 0 < a9 < F'. Por lo tanto, por el Teorema ,
existirad una factorizacion estocastica UL de P si

Fy =

2@0
0<y<1- -
l4+a—c++/(1+a—c)?—4a
El caso de la factorizacion LU es més sencillo, ya que H=1 —’%‘—’%‘— o= F

Entonces la factorizacion estocastica existira si

l+a—c++/(1+a—c)?—4a

0<a0 9

Para poder encontrar las medidas espectrales asociadas a las transformaciones de
Darboux P y P el primer paso es encontrar la medida espectral w asociada a P. Una



manera conocida es comparando P con la matriz que se obtiene de eliminar el primer
renglon y la primera fila P, es decir, si P es como en (1.1} y

bl aq 0 0 0
o Co bQ a9 0 0
P= 0 C3 b3 as 0

Sea w la medida espectral asociada a P. Entonces se tiene la siguiente relaciéon que
aparece en [17] y es consecuencia de la formula de representacion de Karlin-McGregor

1+ B(z;w)[z — by + apcr B(z;0)] = 0, (1.36)

donde B(z;v) es la transformacion de Stieltjes de la medida 1 con soporte en el intervalo

[-1,1] definida como
O I

11‘_2

se puede encontrar méas informacion en [I0]. Una vez que se obtiene B(z;w), es posible
obtener w usando la formula de inversion de Perron-Stieltjes

’ 1 1 1
/ do(zr) + 55&({@}) + 5&)({()}) = — lim ImB(z +ie;w)de, —1<a<b<1.

T e—0t

Lo anterior resulta muy ttil para este caso en particular, ya que

b a 0 0 0
o c b a 0 0
P=10¢ b a 0 |

que no cambia al eliminar el primer rengléon y la primera fila. Por la ecuacion ((1.36)), la
transformacion de Stieltjes de w satisface que

acB(z;0)* 4+ (z — b)B(z;w) + 1 =0,

entonces

B(zw) = b—zi\/(z—mr)(z—a_), or =1—(VaF Ve),

2ac

de la cual se escoge la solucion positiva para que B(z; @) esté acotada cuando z — oo. De
nuevo, por la ecuacion ((1.36)) y racionalizando se tiene que

2a — aag — ag + agc + (ag — 2a)z + ag\/(z — 04 )(2 —0-)
2(1 — 2)[(ap — a)z + a — apa + apc + a2 — ay

B(z;w) =

I



y usando la féormula de inversion de Perron-Stieltjes se tiene que (ver detalles en la Seccion
4 de [10])

ag — a+ aga — agc — a3

w(z) = we() + w({1})d1(2) + w({7})d,(2), con 7= ,

ag — a

donde w,. denota a la parte continua de w y viene dada por

ap\/T — 0_\Jor — @
2m(ag —a)(1 — z)(z — )’

con or =1 — (v/aF )% w({-}) denota a la parte discreta de w y viene dada por

we(w) = velo, o] C[=11],

—a (ag — a)* — ac

w({1}) = —X{m}, w({7}) =

ag + ¢ —

( a)2 —ac + aOCX{(agfa)2>ac}7

donde x4 es la funcién indicadora.

Una vez que se tiene w, por el Teorema [1.6, es posible obtener @ y @ haciendo una
transformacion de Geronimus (teniendo cuidado con las deltas para no tener problemas
al integrar) y una transformacion de Christoffel respectivamente. Usando la féormula de
representacion de Karlin-McGregor en la ecuacion , también es posible obtener las
probabilidades de transicion a m pasos para las cammatas aleatorias generadas por P,
Py P. Para més detalles véase la Seccion 4 de [10] donde se analiza el ejemplo anterior
para el caso de a = ¢ = 1/4 y se asocia al proceso con un modelo de urnas.

En la Secciéon 5 de [10] se hace el mismo anélisis para la caminata aleatoria generada
por los polinomios de Jacobi, donde ahora las probabilidades de transicién son funciones
racionales que dependen de n en general. En este caso se da una versiéon mas simple del
modelo de urnas asociado a los polinomios de Jacobi y que fue estudiado en [9].



CAPITULO 2

Transformacién de Darboux para caminatas aleatorias en Z

En este capitulo, de la misma forma que en el Capitulo 1, se busca obtener una facto-
rizacion UL (LU) de la matriz de transicién P de una caminata aleatoria con la diferencia
de que se consideraréa el espacio de estados en Z por lo que P serd una matriz doblemente
infinita. Al igual que en el capitulo anterior, al buscar condiciones para que los factores
Py y P (P y Py) sean matrices estocasticas seré necesario usar resultados conocidos en
teoria de fracciones continuas.

Una diferencia fundamental con el caso en el que el espacio de estados es Ny es que,
para el caso LU con espacio de estados en Z, la factorizaciéon también depende de un
parametro libre de manera que no sera tnica. Esto implicaré que también habra una con-
dicién necesaria y suficiente para encontrar una factorizacién en matrices estocasticas.

En la segunda parte de este capitulo se busca la relaciéon entre las medidas que hacen
ortogonales a los polinomios generados por P y las medidas que hacen ortogonales a los
polinomios generados por su transformacion de Darboux P en el caso de la factorizacion
ULy P en el caso de la factorizacion LU. La primera diferencia fundamental con respecto
al Capitulo 1 es que para este caso, dado que las matrices son doblemente infinitas, no se
genera una familia de polinomios, sino dos linealmente independientes. Por esta razon, es
necesario aplicar el teorema espectral tres veces a partir del cual surgen tres medidas que
se agrupan en una matriz positiva definida de dimensiéon 2 x 2 llamada matriz espectral
y lo mismo se hace con las dos familias de polinomios, de manera que la ortogonalidad se
presenta en forma matricial.

La segunda diferencia importante es que al considerar una caminata aleatoria con es-

23



pacio de estados en Ny con su factorizaciéon LU y hacer la transformacion de Darboux, la
relacion entre las medidas espectrales estda dada por la transformacion de Christoffel que
no depende de ningin parametro. En este caso, la relacion estaréd dada por una transfor-
macion de Geronimus (como para la factorizacion UL) y la razén para que esto ocurra es
que al considerar el espacio de estados en Z también existe un pardmetro libre del cual
dependera la nueva medida.

Los resultados contenidos en este capitulo dieron origen al articulo [13].

2.1. Factorizaciones UL y LU estocasticas

En esta seccién se buscara la factorizacion de la matriz de transicion P de una ca-
minata aleatoria con espacio de estados en Z en dos matrices bidiagonales y se buscaran
condiciones bajo las cuales sea posible asegurar que ambas resulten ser matrices estocés-
ticas.

Antes de iniciar el anélisis correspondiente es necesario presentar la notacion que se
usard y que, de hecho, es una extension de la notacion presentada en el Capitulo 1.

Sea {X,;n =0,1,...} una caminata aleatoria irreducible con espacio de estados en Z
y matriz de transicion

C_1 b_l a_q

Para la factorizacion UL se busca descomponer a P de la siguiente manera

Y-1|T-1 r_1 S-1

y T S

o equivalentemente

bn = YnSn T T'n+1Tn, (22)

(p = TpSpit, nelz, (2.3)



Cn = YnTn, (2.4)

como se busca que Py y Pp sean estocésticas, se tienen las condiciones,
Tn + Yo = 1, (2.5)

Tn+ Sp =1, neZ. (2.6)

Por la condiciéon de irreducibilidad, es decir, 0 < a,,c,i1 < 1, n > 0, se tiene que
TpSp+1 > 0y ypry > 0, n € Z. Es importante notar que el sistema de ecuaciones —
tiene un parametro libre ya que al elegir alguno de los coeficientes de Py o P, entre
cero y uno, es posible obtener todos los demas coeficientes. Eligiendo 0 < yo < 1 como
parametro libre, es posible obtener Py y P, como sigue:

1) Con yo fija y para n > 0, obtener z,, S,11, i1, Yni1 usando las ecuaciones (12.5)),

, y en ese orden.

2) Con g fija y para n < 0, obtener 7, Sy, T,_1,Yn_1 usando las ecuaciones ([2.4),

, y en ese orden.

Por otro lado, para la factorizaciéon LU se busca descomponer a P como sigue

r S1 Yy T

En este caso se tiene que

bp = "ZTn_1 + SnUn, 2.8
Qp, = TpSp, neZz, 2.9)
en = Fufint, (2.10)
con las condiciones
Trn + Sp =1, (2.11)
Un + Tp =1, neZ. (2.12)

Por la condicion de irreducibilidad, en este caso también se tiene que §,7, > 0y
Faln_1 > 0y a partir de uno de los coeficientes de P, o Py se pueden obtener todos
los demaés coeficientes. Eligiendo el parametro libre 0 < §5 < 1, es posible obtener a las
matrices Py, y Py como sigue:



1) Con 3§ fija y para n > 0, obtener Z,, ¥, Tnt1, Snr1 usando las ecuaciones ([2.9)),
(2.12)), (2.10) y (2.11)) en ese orden.

2) Con 3§ fija y para n < 0, obtener 7, Jn_1, Tn_1, $n—1 usando las ecuaciones ([2.11]),

E10), 12 y (.9) en eso orden.
Es importante notar que los sistemas de ecuaciones ([2.2))-(2.6)) y (2.8)-(2.12) no garan-

tizan que los coeficientes de las matrices resultantes estén entre cero y uno. De manera que
es posible obtener una descomposiciéon de P en la que los factores no sean estocésticos.
Sin embargo se tiene el siguiente resultado que, al igual que en el Capitulo 1, establece
que si una de las matrices es estocéstica, la otra también lo sera.

Teorema 2.1. Sea {X,;n = 0,1,...} una caminata aleatoria con matriz de transicion
P como en la ecuacion y sean Py y Pr, las matrices resultantes de la factorizacion
UL wusando el sistema — con el pardmetro libre 0 < yg < 1. Entonces Py es
una matriz estocdstica st y solamente si Pr, es una matriz estocdstica. El mismo resultado
se tiene para Py, y Py generadas a partir del sistema — con el pardmetro libre
0<sy<1.

Demostracion. Sea Py la matriz bidiagonal superior resultante de la factorizacion tal que

para todo n € Z se cumple que x,, +y, = 1.

Para los subindices positivos se demostré en el Lema (1.1l que s, +7, = 1, n > 1. Para
los subindices negativos se usa de nuevo induccién. Para n = —1 usando las ecuaciones

(2.2)-(2.4), sirg+s0=1

b,1 — Tol-1 + C1 1— a_1 — ToT_-1 1— a_1 — .%',1(1 — 80>

S1+r4i=——-—4—= =
Y Y-1 Y-1 Y-1
_1—a_1—|—x_180—x_1_1—a_1—|—a_1—x_1_1—x_1_1
Y1 Y1 Y1 '
Suponiendo que s_,, +r_, = 1 para n > 0, entonces para —n — 1
b1 — Ty Cp l—a_p1 —7r_px_p_
S—n—1+T—n—1: n—1 n n1+ n1: n—1 n n—1
Y—n-1 Y—n-1 Y—n-1
o 1- a_pn-1— x—n—l(l - S—n) . 1- Aep-1 +Top-15—n —Tpn-1
Y—n—1 Y—n—1
e 1,
Y—n—1

y €omo a,, ¢, > 0y x,,y, > 0 por irreducibilidad, entonces r,, s,+1 > 0. Por lo tanto P,
es una matriz estocastica.



Ahora, sea Pp, la matriz bidiagonal inferior resultante de la factorizacion tal que para
todo n € Z se cumple que s, + r, = 1. Usando las ecuaciones (2.2))-([2.4)

bn = YnSn + 'n4+1Tp = yn(l - rn) + (1 - Sn—l—l)xn
=Yn — YnTn + T — Sp41%n = Yn — Cp + Ty — Qp,
de manera que
an+bn+cn:yn+xna

y usando que P es matriz estocastica, se obtiene que 1 = x,, + y,. Como s,1,7, > 0y
ay, ¢, > 0 por irreducibilidad, entonces x,,, 4, > 0. Por lo tanto P, es una matriz estocas-
tica.

La prueba para la factorizacion LU es similar.

]
Es importante notar que por las ecuaciones (2.3) y (2.4]) se tiene que
c c Ay Ay
L 219

p—y g y
Tn 1- Sn Tn- 1 - Yn—1

con lo cual es posible obtener las sucesiones de coeficientes {y, }nez v {Sn}nez y después
las sucesiones de coeficientes {x, }nez v {70 }nez usando las ecuaciones (2.5) y (2.6).

Para el caso LU, por las ecuaciones (2.9) y (2.10]), se tienen las relaciones

Cn Cn - G, Qn,
’["n = = — xn = — = ~ 214
Yn—1 1— Tn—1 Y Sn 1— 'n ( )

con lo cual es posible obtener las sucesiones de coeficientes {Z,, tnez ¥ {7n}nez v después
las sucesiones de coeficientes {J, }nez ¥ {Sn tnez usando las ecuaciones (2.11)) y (2.12]).

Ahora usando la notacién de fracciones continuas vista en el Capitulo 1, se define

o] aa] e

/ f— —_— —_— . s .
H' = ’ 1 ’ i ’ 1 (2.15)
que involucra a los coeficientes con subindice negativo y se toma a
_q_ W] al a
o1l ol e (2.16)

como en la ecuacion ([1.14)), que involucra a los coeficientes con subindice positivo.



Para H' y n > 0, los convergentes, definidos como la fraccién truncada, son
Co a-1|
1 1 1
(2.17)
H % _ H
—2n 1

y usando teoria de fracciones continuas (ver [24] pp.15), se sabe que es posible expresar a
los convergentes como

W, =52 n=0,
—n

donde las sucesiones {A” , },>0 vy {B’,, }n>0 satisfacen

A/—n = A—n—H + C— —n+27 n Z 1’
B _B/ n+1+c— Bln+27 TLZ ]-7
con condiciones iniciales
Al =-1, A6 =0,
B{ =0, 36 =1.

Entonces
!/
=20
hl_l _ Al—l _ A6 + CflAll — _C—lv
B, B{+(aB]
9  _ B, = AL, _ ALy + (a4 _ —(1
1l—a, B', B ,—(By 1+(5’
de manera que (1 = —c¢g y (s = —a_;. Continuando con el mismo procedimiento para
h'_5 se tiene que
Co .= ALy _ ALy +(3A,
1— 7 afcl - By Bly+ (3Bl
—C

simplificando la fraccion de la izquierda y sustituyendo los valores de (_; v (_o se tiene
que

Co(l — Cfl) _ Co(l + Cfg)
l—a_1—c_ 1—a_;+(3’
por lo que (_3 = —c_;. Para A’ , se tiene que
Co = Ay _ Al g+ (4A,
1 — 4 B, B3+(uBy




simplificando la fraccion de la izquierda y sustituyendo los valores de (_1, (_o y (_3 se
tiene que

Co(l — C_1) — CpQ—2 _ 00(1 — C_1) + C—4CO
1—CL_1 — C_q —CL_2(1 —CL_1) 1—a_ —C_1+C_4(1—CL_1)7

por lo que (_4 = —a_5. En general se tiene que (_5, = —a_, vy (_2,_1 = —¢_, de manera
que la relaciéon de recurrencia estéd dada por

/ _ ! !
ALy, = A—2n+1 - aan—2n+2

! . ! !
By, =Blg 1 —anBly,

! _ / /
A—Qn—l - A—2n - C*nA—2n+1

! _ / !
By, 1 =By, — C—anan

Usando las relaciones anteriores se tiene que
! ! / I
A" B, —A B [ =c(l—a_1) —cy=—coa
suponiendo que para n € N se cumple que
/ / / / o
Al gpoBgni1 — Agp 1 Bonio = — 001 A pp1Conga,
/ / / / o
A g1 Blyy — ALgnBlop 1 = — C00-1+ Cong1 G,
entonces para n + 1 se cumple que
/ / / / o / / / / / /
ALy, By — ALy, Bly, = ALy [BLy, — con By ] — [ALy, — ALy 0] Bl
o / / !/ / !/ !/ / !/
= ALy, By, —cn ALy, Bly 1 — ALy, Bly, +cn ALy, 1By,
o / / / /
= cn[ALy, 1By, — ALy, Bly, ]
= —Col_1 " U_pCn,
y con esto
!/ ! ! ! _ !/ / !/ !/ !/ /
Al Bloy g = ALy, 3Bl = ALy, [Blo, g —an 1Bl = [ALy,  —an 1AL, 1By,

_ ! / ! ! ! / ! !
= Ay, By, 1 —an A, By, — A, By, tan, 1A ,,

—2n—1
=ana[A,,By, = Ay, By,
= —Col_1 " C_pQ—_p_1.
Por lo tanto
AI_Q /_2 -1 AI_Q _1B/_2 = —Chl_1" " Q_pC_p, N Z 0,
S " " (2.18)

/ / / / o
Al 1By s = A gy 9B gy 1 == Co0-1- Coplopn_1, N2



De la misma forma, para H con n > 0, se tienen los convergentes definidos en la igual-
dad (|1.15]) expresados como fraccion en la ecuacion (|1.16]), donde las sucesiones {4, },>0
v {Bn}n>0 satisfacen las ecuaciones de recurrencia (|1.17)).

Con la notaciéon y resultados sobre fracciones continuas usada en esta seccidn, es po-
sible presentar el siguiente teorema que finalmente establece las condiciones necesarias
y suficientes para obtener como resultado de la factorizacion UL dos matrices que sean
estocasticas.

Teorema 2.2. Sea {X,;n = 0,1,...} una caminata aleatoria con matriz de transicion
P como en la ecuacion (2.1)), y sea Py y Pr las matrices resultantes de la factorizacion
UL generadas por el sistema (2.2)-(2.6) con el pardmetro libre 0 < yo < 1. Sean H y

H' definidas en las ecuaciones (2.15)) y (2.16|) respectivamente, h,, = g—z y b, = g,—:z
definidas en las ecuaciones (1.15)) y (2.17) respectivamente y se asume que H' < H. Si

0<A,<B, 0<A, <B., n>0,
entonces H y H' son convergentes y Py y Pr, son matrices estocdsticas si y solamente si
H <y, < H. (2.19)

Demostracion. La convergencia de H se probo en el Teoremal[l.3|del Capitulo 1. Para H’,

. A ) -
suponiendo que 0 < A", < B’ entonces h', = o< 1. Ademas por la definicion de

k', y por la ecuacion (2.18|) se tiene que

!/ / / / !/ !
A—Qn—l A 2 A—Qn—lB—2n - A—QnB—Qn—l

h/ hl _ —zn
—2n—1 "~ 't—2n — T i - / /
B—2n—1 B—Qn B—Qn—lB—Qn
Coll—1...0_pC_p
= >0
B’ B’ ’
—2n—1+~"—-2n
y
/ / / / !/ /
B B _ A—Qn—2 A—2n—1 _ A—2n—2B—2n—1 B A—Qn—lB—2n—2
—2n—2 = ''—2n-1 — / - / - ’ /
B—Zn—Q B—Qn—l B—Qn—ZB—Zn—l
Co—1...C_pnQ_p_1
= > 0.
B’ B’
—2n—2"+~-2n—1

Entonces h' 5, < h' o, 1 v h o, 1 <h'y, oy asi

/ / / !/ /
0:h0<h_1<"'<h_2n<h_2n_1<h_2n_2<<].,



por lo que la sucesion {h’_, },,>¢ es estrictamente creciente y acotada, por lo tanto converge
a H'

Para la segunda parte de la demostracion, suponiendo que Py y P; son matrices
estocasticas, se cumple que 0 < yy < 1 y se satisfacen las ecuaciones (2.13)), entonces
despejando se obtiene que

c
sozl—y—o>0 siysolosi  h'; <y
0

y de la misma manera

a. c
y,=1——>0 siysolosi h ,=—"

— < Yo
So 1-— a_q

Siguiendo el mismo procedimiento,

—n

Yoy =1 — >0 siysolosi a_,<S_pi1,

S_n41
sustituyendo el valor de s_,,.1 y despejando se tiene que

C_n+1

T < Y-nt1,
l1—a_,

y repitiendo los pasos anteriores hasta llegar a 1, se llega a que

CTO_’CLII ‘_’011 ‘_’ai2‘_.._’a_?l‘<yo siysolosi  h, <o

Para h’_,,  se procede de la misma forma. Por lo tanto para todan > 0, h’,, < h',, | <
yo. Como la sucesion {h’_, },>o converge a H' se concluye que

O:h6<h/_n<H,§yo

Para los coeficientes con subindice positivo y la fraccion continua H ya se probd en el
Teorema que yo < H. Por lo tanto se obtiene la desigualdad ([2.19)).

Finalmente, suponiendo que H' < yo < H, como se mostro antes 0 < H' y H < 1.
Entonces 0 < 4y < 1, y por inducciéon se concluye que Py y Pj, son matrices estocasticas.
O

El teorema anterior muestra como descomponer una caminata aleatoria descrita por
P, cuyo esquema se puede ver como sigue



S, S, S,
” X/ y
r_g r_2 r-l 0
Al igual que para la factorizacion UL, para el caso LU se tiene el siguiente teorema
que establece las condiciones para las cuales la factorizacion sera estocastica.

Teorema 2.3. Sea {X,;n = 0,1,...} una caminata aleatoria con matriz de transicion
P dada en la ecuacion , y sean Py y Py, las matrices resultantes de la factorizacion
LU generadas por el sistema - con el parametro libre 0 < 59 < 1. Sean H y H’
como en las ecuaciones y respectivamente y se asume que H' < H. Bajo las
condiciones del Teoremal2.4 se tiene que Py y P;, son matrices estocdsticas si y sélamente
st

1-H<3<1-H. (2.20)

Demostracion. Por el Teorema H y H' son convergentes. Suponiendo que P; y Py
son matrices estocasticas, se satisfacen las ecuaciones ([2.14]) y entonces

S_p = <1 siysolosi 1—a_,>9y_,,

sustituyendo el valor de y_,, y despejando se tiene que

C_n+1 . , . -
l—a_, > = nt siysblosi §5_,41<1-—

T —nt1 1_'a—n

Cn+1

Y



de nuevo reemplazando el valor de s_,,;; y despejando

A_nt1 ‘ C_n+1 ‘ a_n ‘

Goni1 | Cong1] acn|
11 |1

I

<1—=9y_,11 siysolosi 1 > Yontls

repitiendo los pasos anteriores hasta llegar a sy se obtiene que

CO‘_ a—l‘ C_l‘_..._ Gn :1_hl—2n'

S I R A ]

Por la prueba del Teorema se sabe que la sucesion {1 — b’ },>0 es estrictamente
decreciente y converge a 1 — H', por lo que se tiene que 5o < 1—h’,, <1—h",, ., para
toda n > 0, entonces

S$o<1—-H <1-h,<1-hj=1

Por otro lado, por las ecuaciones (2.14]) también se tiene que

Cn

Ty = <1 siysolosi z,.1<1—c,,

Yn—1

sustituyendo el valor de x,,_; y despejando

oy _
= 1<1—cn si y solo si : < Sp-1,
Sn—1 —Cp
repitiendo los mismos hasta llegar a sq se tiene que
~ Qo ‘ C1 ‘ aq ‘ Cn
— — — = =1— hop,.
0T [ [ I 20

De nuevo, por la prueba del Teorema se sabe que la sucesion {1 — h, },>0 es estricta-
mente creciente y converge a 1 — H, por lo que se cumple que 1 — ho,,_ 1 < 1 —ha, < S0y
entonces

0=1—hog<1—hy,<1—H <35

Por lo tanto se obtiene la desigualdad (2.20)).

Finalmente suponiendo que 1 — H < 8y < 1 — H’, como 0 < H' y H < 1, entonces
0 < §p < 1y por inducciéon se prueba que Py y Pp son matrices estocéasticas.

O

Obsérvese que en el teorema anterior se ha elegido a Sy como parametro libre, sin
embargo es posible elegir a 7y, en cuyo caso, la condiciéon para que exista la factorizacion
estocastica LU resulta ser la misma que para la factorizacion estocastica UL con su res-
pectivo parametro libre, es decir, como 79 = 1 — 5y la condicién del teorema anterior es
equivalente a

H <7y < H.



2.2. Transformacién de Darboux y relacién entre las
matrices espectrales

En esta seccion se busca la relacion entre las medidas que hacen ortogonales a los po-
linomios generados por P y las medidas que hacen ortogonales a los polinomios generados
por su transformacion de Darboux la cual consiste en invertir el orden de los multiplican-
dos obtenidos de la factorizacion estocastica estudiada en la seccién anterior.

Dado que se cuenta con dos factorizaciones de P, se estudiaré a la transformacion de
Darboux en cada uno de ellos. Se denotaran como P en el caso de la factorizacion UL y
P en el caso de la factorizacion LU.

El objetivo de esta seccion es encontrar la relacion que existe entre Py su transforma-
cion de Darboux a través de su espectro. Naturalmente, hay que comenzar explicando qué
se entendera como espectro (o matriz espectral de acuerdo con S. Karlin y J. McGregor en
la Seccion 4 de [17]) de P. Considerando a P como en la ecuacion (2.1]), para encontrar la
familia de polinomios ortogonales asociada se tiene que resolver el sistema Pg = xq don-
de ¢ = (...,Q_1(x),Qo(x),Q1(x),...) es un vector doblemente infinito de polinomios.
Existen, de hecho, dos familias ¢“, o = 1,2, que satisfacen las siguientes relaciones de
recurrencia

Qo) =1 Qf(x)=0
Q1—1($> =0 Q2—1($) =1 (2.21)
ng@;) = aan-i-l(x) + anﬁ(flf) + Can—l(x)7 ac {17 2}7

donde

deg(@) =n, n=0, deg(Q;,) =

- 17 n > L
deg(Ql—n—l) =n-—- 17 n 2 ]-7 deg(an_l) =n, n 2 0

(2.22)

De la relacion de recurrencia a tres términos (2.21)), se tienen las ecuaciones

-, . b,
@) = Q) — Q@) Y Q@) =T

n Cn

Qs(x) = 2 Qui(a).

Con lo que, considerando los grados de los polinomios, es facil ver que si R! y L! | son
los coeficientes lideres de QL (x) y Q. (), respectivamente, se tiene que para n > 1

1 1 1
Rl =1 Rl _ RO Rl _ Rl _ 1 Rl _ Rnfl _ 1
0 — 4 1= 2 — T gy Ay T - )
Qg ay apay Ap—1 ag - Ap-1
1 1
b0, [l— _Roa_l . aa I Lg a4 [ a_q
-1 = 0 - ’ 1 - o Hn—1 T

c_1 c_1 C_o C_1C_g’ C1- C_p



De la misma forma, si R2_; y L2 son los coeficientes lideres de Q?(x) y Q*,_;(x), res-
pectivamente, se tiene que paran > 1

2 2
12 —1 L2_ﬂ_i L2—£— 1 2 = 1
05 1 — - ) 2 - R N
C_1 C_1 C_9o C_1C_9 C_1-""C_p
2 2 2
R2. —0. R2— _LOCO R? — Rj _ % R . — R, L Co
-1 0 — ’ 1 - A el T - .
Qo 3] Qpay Ap—1 Qg -+ Qp—1

Entonces, para n > 1, es posible expresar a los polinomios con sus coeficientes lideres
como sigue

Rla"+ 0@, QXx) = 22" + O@"?),
L™+ 0a"?), Q% () = L2a" + 0" ).

—n—1

Qn(x)
Ql—n— 1(2)

Definiendo a los coeficientes potenciales de P como las soluciones a las ecuaciones
7P = 7 con la condicién inicial 7y = 0 se tiene que

(2.23)

ag...QAp—1 CoC-1...C_p+1
=1 m,=—7>"=  T7_,= o> 1. (2.24)
Ci...Cp a_1_9...0_p

Como en el Capitulo 1, por la Seccion 4 de [I7], se sabe que P es un operador lineal
autoadjunto de norma < 1 en (2(Z) y aplicando el teorema espectral se obtienen tres
medidas 111, Y12 ¥ g (pues 12 = 1h91) con soporte en el [—1, 1] tales que 117 ¥ 129 son
medidas positivas, 115 es una medida signada con fjl 12 = 0 y por la simetria de P

=N 5
> [ @wei@msw =" ijez

a,f=1"" J

vor- (3 1t)

se le conoce como matriz espectral de P y es una matriz positiva definida. Ademas se
tiene la formula de representacion de Karlin-McGregor para calcular las probabilidades
de transicion a m pasos como sigue

A la matriz

1 2
P =m [ a3 Q@@ @diusle). idcz

a76:1

En forma vectorial, la formula de representacion de Karlin-McGregor se puede expresar
como sigue

P =, /_lxm(Qi(a:),Qf(a:))\p(x) (Qggg) dv, i,j€Z, (2.25)

J



y la ortogonalidad como

1
diﬂu(I) d¢12($)) (Ql(ﬂﬁ)> 0ij .
(1), Q2 JON % ez
/_1 (Qz (r),Q; (@) (d¢12(x) Ao () g(x) T, 4]
Por simplicidad se asume que todas las medidas son diferenciables con respecto a la me-

dida de Lebesgue y se denota, abusando de la notacién, a ¥ como su matriz de densidades.

A continuacion se da un resultado de equivalencia para la ortogonalidad vectorial en
términos de monomios.

Lema 2.4. Sean (Q%)nez, a = 1,2 definidas el sistema (2.21)). Entonces

/1 (@n(x), Qn(2))¥(x) (g%”zgg) dr="0m0 nmez, (2.26)

1 Tn

sty solo si
/ (QL(2), Q2 () ¥(x) di = {
o (2.27)

[ @ ). @2 ) - {

gonde Zézs integrales se resuelven entrada por entrada, cg = 1, oy = 1 Cp Y B =
L a

——" paran > 0.
Co

Demostracion. Sea

Q"(gf):(cz%_(?x) ng_(i)x))’ n=b

de manera que la ecuacion ([2.26]) es equivalente a

! U  (\dp — 1/m, 0 5 >0
| @u@v@an@ir= (Y7 0 Yo nm=o

donde * representa a la matriz traspuesta conjugada, 6, ,, es la delta de Kronecker y la
integral se resuelve entrada a entrada. Como @, (x) es un polinomio matricial de grado n
cuyo coeficiente lider es no singular (por la ecuacion (2.23))), la ortogonalidad anterior es
equivalente a

! : 0 i =0,...,n—1
/ Q. (2)V(2)2/dx = {DM’ SRt : (2.28)
—1 n j =n



donde 0,45 denota a la matriz nula de dimension 2 x 2 y D,, es una matriz diagonal
no singular. Los renglones de la integral anterior son las ecuaciones (2.27)), por lo que lo
unico que falta es calcular los valores de v, y 3,. Pero por la ecuacion anterior, la ecuacion

(2.23) y la ortogonalidad de (Q%),cz, la integral en la ecuacion (2.26|) se puede ver como

]/ 1(@;@),@2@))@(@ (82;) o
= / Q) Q)Y (a) (Rff }ﬁﬁ f ggwi)%) "

Qi G () e

1

-1
X

L @@ () w2 [ @ () e

1

|
=y

7 [ @@ () i

1
De manera que usando la ecuacion (2.24), se tiene que
1 1
" R,
(Qn(2), Qn(2)) ¥ () dv = —"=ci-cp.
-1 0 Tn
Por lo tanto, y ya que D,, en la ecuacion ([2.28) es diagonal, se tiene que
1
[ Q) Q) = (a1 .0,
-1
donde la integral se resuelve entrada por entrada. De la misma forma se prueba que
1 n a_ DY a_n_
[ @@ (e wande = (0,5,
-1

Co

Transformacién de Darboux para la factorizacién UL

Para la factorizacion UL, la transformacion de Darboux esta dada por

p: 60 bg &Q :PLPU




es una matriz tridiagonal estocastica que describe a una familia de caminatas aleatorias en
Z que dependen del parametro libre yq y cuyos coeficientes satisfacen las nuevas relaciones

bn ::ynsn'+'rnxn—lv

(y, = TpSn, neZz. (2.29)

Cn = Yn-1Tn, (2.30)

Las familias de polinomios (Q%),cz se obtienen resolviendo la ecuacion Pq® = xq®,
usando la factorizacion de P y multiplicando Pj, por la izquierda, se tiene que PPpg™ =
xPrg®, de manera que s* = Prg® con s* = (...,5%(z),S§(x), S¢(z),...) satisface la
ecuacion Ps® = xs®. A esta nueva familia, se le denotard como (S%),cz y se define a
través de (Q%),ez como sigue

SH(z) = $,Q0(x) + Q0 _(x), neZ «ed{l,2}. (2.31)

Por otro lado, usando la factorizacion P = Py Py, y la ecuacion Pg® = xq®, entonces
PyPrq® = zq®, de manera que Pys® = xq“. Desarrollando esta ecuacion se obtiene
(Q%)nez en términos de (S%),ez como sigue

2Q2(x) = 2082 (1) + yS2(x), nEZ, a€ {12}, (2.32)
relacion que resulta muy util ya que al evaluar en x = 0 se llega a que

Yo - - - Yn—1
S*0) = (—1)"=————=55(0 >1
n( ) ( ) To ... Tn 0( )7 n-=1,
X1

Y-1---Y-n-1

(2.33)
S5(0), n >0,

donde

1 =1
S&(0>={SO -

o Si a=2

La ecuacion (2.33) establece una relaciéon directa entre las familias de polinomios
(S ez v (S2)nez en x = 0, ya que evaluando para a« = 1y a = 2 es claro que

5052(0) = 1oSL(0), neZ (2.34)

Otra relaciéon interesante surge al buscar una forma de expresar a los polinomios

(S¥)nez en términos de (Q%)necz, pues usando las ecuaciones (2.31) y (2.33]) de forma



recursiva se tiene que

n Qo « Sg @ n— o
Stiale) = 2Q(a) - L253(0) = ZQa(a) + 2220 | L0110 - Lt (0
_ Zz a S’g 1(0) x o S;ié(O) [e7
— Zqzto) + ) |0 )+ g st (o)
- Qn(x) Sg+1( ) Q. 1(55)] Srof+1( ) o
-o [ B T e g G
Spi1(0) Q5 (2)
S — +.5% .(0).
m; 3+1(0) T n+1()
Por lo tanto
— Q)
S =S520) |1 J , > 1, .
o (2) = 57(0) +x]_0 5,005 " (2.35)
y de manera similar se tiene que
S, (x) = S°, 1+x ZS% j 1y - 1], n>0. (2.36)

Dado que se conocen las condiciones iniciales de (Q%),cz, sustituyendo en la ecuacion

(2.31)) se obtiene que
Si(x) =s0, S3(x) = 1o,

St (x) = — =0 % (x) =

r —T_1To
Y-1 Y-1

Es importante notar que esta familia no satisface las mismas condiciones iniciales que
(Q%)nez- De hecho tampoco respeta los grados de los polinomios pues se tiene que

deg(S}) =
deg(sin 1)

n, n>0, deg(S?)=n, n>0,
n, n>0, deg(S*, )=n+1 n>0.

—n—1

(2.37)

Sin embargo es posible hacer una transformacion de este sistema tomando la matriz

Sn<¢”>:(sf_(f<)x> si%fi)x))’ =t

Entonces
S0 To
So(x) = T_180 T—T_1To |, (2.38)

Y- Y-




y como
ISo

Saf@)] = 22 £ 0
si x # 0, se puede definir un nuevo sistema con ayuda de la siguiente proposicion.
Proposicion 2.5. Six # 0, la expresion

Q.. (z) = S, (x)S; (z), n >0, (2.39)

es un polinomio matricial de grado n, es decir, su coeficiente lider es una matriz no
singular. Six =0, Q%(0), a = 1,2, estan bien definidos y se pueden calcular en términos

de 52(0) y Q2(0), a = 1,2.
Demostracion. Por la ecuacion ([2.38), se tiene que
1 r — T_1To _?ﬂ
SO_I(‘I) = S0 S0 3
& T Y-
y desarrollando la igualdad (2.39)) se obtiene que para n € Z

=S (g i)

v Qi) =72 <—Z—js,£<x> T si<x>) | (2:40)

Por otro lado, usando las ecuaciones (2.34)), (2.35) y (2.36)), se cumple que

08 (@) + S2(x) = 0,

S0

70 A1 2 1 (l’) Q]l('r)
A 2; S (Fm )

Jj+1

70 o1 2 _ 52,100 Q%j—l(x) 17j71<x)
_s_osﬁhl(x) + 5%, (z)= xzo -~ (53]-_1(0) — Slj_l(o) > ., n>0.

j=

Por lo tanto las familias (Q%(2))nez, @ = 1,2 son multiplos de z, es decir, son familias de
polinomios y por lo tanto también estan bien definidos para x = 0.

Ahora, por las igualdades (2.37)) se tiene que para n > 1

deg (i (-Z—Zs;(x) + sg<x>>> a1,y deg @ (—Z—gsln_l(x) 4 s%n_1<x>>) —n



Entonces, por las ecuaciones ([2.40)) se tiene que

deg(@,ll) =n, n>0, deg(@i) =n—1, n>1,

deg(QL, 1) =n—1, n>1, deg(Q*, ) =n, n>0,

donde hay que poner especial atenciéon al deg(@l_n_l) ya que resulta ser de grado n.

Sin embargo, si denotamos por A,, al coeficiente de z™ del polinomio Qinfl(a:), por las
ecuaciones (2.40), (2.31) y (2.23) se tiene que

1 1 a_1r r
A, Z—(T—n—an) + 2 (T—n—1Ln+1) =—\|\-——— |t | ———m
S0 S0 C_1°""Cp-1 C_1"Cp-1
T—n—1
= - (a_1 — 1'_180) = 0,
S0C—1 """ Cn-1

donde la tltima igualdad se da por la ecuacion ([2.3)). Por lo tanto deg(Q,n,l) =n—1
Finalmente, por definicion se cumple que Qo(x) = Irx2, la matriz identidad de dimension
2 x 2.

m
Definiendo ahora los coeficientes potenciales para P como
Fo=1, fp=—o Tl g ST, 5 (2.41)
C1"Cp A_1-++Q_p
M_| = f_ll %(z) siempre que la integral esté bien definida y a la matriz de medidas
Yo V() 1/sp 0 Yo
U == — =M 1| dp(x), 2.42
R = | (SN B P 242

es posible presentar el siguiente teorema que presenta la relacion entre la familia de poli-
nomios ortogonales asociada a P y la asociada a P y, de hecho, muestra que la familia de

polinomios (Q%),ez es ortogonal.

Teorema 2.6. Sea {X,;n = 0,1,...} una caminata aleatoria irreducible con espacio
de estados en Z y matriz de transicion P como en la ecuacion (2.1). Sean Py y Py las
matrices estocdsticas resultantes de la factorizacion UL de P y P su transformacion de

Darbouz. Sean (S¥)nez y (QY)nez las familias de polinomios definidas en las ecuaciones

(2.31) y (2.39) respectivamente. Entonces si

U(x) = So(z)Vg(x)S;(x), (2.43)



con Vg (z) definida en la ecuacion (2.42)), se tiene que

[ @@= (M 0 Y,
—1 mn 0 1/7T—n—1 '
donde (T )nez estd definida en la ecuacion (2.41]).

Demostracion. Dado que la familia (Q%),cz satisface las mismas condiciones iniciales que
(Q%)nez, por el Lema es suficiente que la ortogonalidad se pruebe integrando con
respecto a los monomios.

Para los subindices positivos se tiene que si n > 1,

/ (Qu(@), Q5 (@) ¥(w)a’dx = / (QL(x), Q2 ())a ()2~ da

- / (QL(x), Q2(2)) So ()W (2) S ()7

1

0 [ (82 a), $2(2)Sy™ (@)So(a) ¥(w) ) ()29 da

S0 J-1
1

=2 [ (Sh(@), S2(@)) ¥(2)S; (x)a’ da.
0J-1

donde la segunda igualdad se da por la ecuacion (2.43) y la tercera por las ecuaciones
(2.39) v (2.42)). Utilizando la relacion ([2.31])

| (@) Ganbwar =222 [ (@), Qo wSie i

1 S0

=0 (@ (0).Q2 @) V@) Sj)e!

S0

Notando ahora que

T_180 T-150
S0  — S0 —
Sp () = T — z“__llro = —x%_l%“o + 1 (2.44)
"o "o Y-

Y Y

se tiene que Sj(z) = A*+axB* donde A* y B* son matrices constantes. Entonces, siguiendo



con la integral

/_t(@i(@,@i(az))\i(m)xid;c _ Sndo [/_11( L), Q% (2))W(2) A9~ dar

+ /_ 1 (QL(x), Q% ()W (z) B ! dx}

1

2] (@l @y )W) e

S0

1
+ [ Q@) B,
-1
Por la ecuacion (2.27) el primer término de la suma se anula para j € {1,...,n}, el
segundo y tercer términos se anulan para j € {0,...,n — 1} y el cuarto término se anula
para j € {0,...,n — 2}, por lo que la integral completa se anula para j € {1,...,n — 2}.
Para j = n — 1 se anulan los primeros tres términos y se obtiene que

| (@@, @)@t =2 [ QL (@), Qi) V@B s

1 S0

= i V?(Qi_l(w%Qi_l(w))‘lf(x)wn_ldx B

S0

_ TnYo (Qtn1,0) (8 il) = (0,0).

S0 Yy

Para 57 = 0, se tiene que

1

[ (@)@ ani@ = [ (Si@), S@)S; @S0 s(0) (e

-1

_ /_ (83(2), 83()) W ()83 (2)

_ [ /_ l(s;(x),sg(x))\ys(x)dx} A [ / (S (@), S2(2)) Vs (z)dz | B,

1 -1

donde la primera igualdad se da por las ecuaciones (2.39), (2.43) y la tercera por la
descomposicion de Sf(z) que se uso en la igualdad (2.44). El segundo término de la suma

se puede extender usando las ecuaciones ([2.42)) y (2.31))

1

[ (i) si@nevsis =2 [ (sia), sia) s

1 So J-1

_ S0 /_ (Q(x), Q2(x))¥(z)dx + =2 /_ 1( no1(2), @y (2)) ¥ (2)da

50 1 S0

:(07 0)7



pues como n > 1, entonces n — 1 > 0 y por la ecuacion ([2.27)) las integrales se anulan.
Volviendo a la integral de interés, por la ecuacion (2.35)) se tiene que

(5 () 221(51)]@> ()¢<0+wmmﬁ@>

Z g+1 52+1( )

y por la ecuacion ([2.42)) se tiene que

[@(W%»um{fwuy@)@ﬂm

| ()2 s

1 SQ( ) 2 *
yH 9M>Q(0 W (2)de A

%w%> S2(0)) M_, A",

Es importante notar que como
Su(0) _ S3(0)
Sia(0) 5714(0)

y es constante, todos los elementos del segundo término de la suma se anulan excepto
cuando j = 0. Entonces

/ (Q}L(x)aéi(x))q/(x)dx = (S}L(O),SZ(O)) (1/030 0 )A*

1 1/ro
n %2}283 / (Q4(0). Q3(w) WA

Como f r),Q3(x))V(z)dr = (1,0) y S{(0) = —M, y sustituyendo el valor de A*
Zo
que aparece en la ecuacion (2.44)), se tiene que

| @ @eniwa = [sio.sion (40 ) ) - (0750 4

1

T_150
(1) 50 S0 [T
= 5o so | 1o o —Z_1T0
Y-



., . 7 1 _ 2
Por la ecuacion (2.34) se tiene que 225,(0) = S7(0), por lo tanto

/ (QL(x), G2 () F(x)dx = (0,0).

1

Para los subindices negativos la prueba es analoga, pues si n > 1, usando las ecuaciones
(2.31)), (2.39), (2.42), (2.43) y la descomposicion de Sj(x) se tiene que

[ (@ @)@ @) aeids =2 [ (S0 (), 5%, (@) @) () o

S_n—1Y0
S0

[/Z(Ql—n—ﬂf% Q%,_1(2))¥(2)A*2 da

o f 11<czl_n_1<a:>,Qin-1<$>>‘1’<x>3*xjd4

QL) Q) U A

S0

+f 11<@1_n_2<x>, @%n-z<w>>‘1’<x>3*xjd4’

donde, por la ecuacion (2.27)) el primer término de la suma se anula para j € {1,...,n},
el segundo se anula para j € {0,...,n — 1}, el tercero para j € {1,...,n+ 1} y el cuar-
to término se anula para j € {0,...,n}, por lo que la integral completa se anula para
jed{l,....,n—1}

Para j = 0, se tiene que por las ecuaciones (12.39)), (2.43)) y la descomposicion de Sg(z)

1

/ (@ s(0) @ (@) W) = / (11 (2), 82,y (2)) U (1) S ()

-1

- [ / (S (@), szn_1<x>>ws<x>dx] At { / (%), 5% ()0 ()| B

1 -1

donde el segundo término de la suma se puede extender usando las ecuaciones (2.42) y
(2.31)), y por la ortogonalidad de (Q%),cz se tiene que

1
1 S0 1

/_ (" 2(2), S (2))2Ws(a)de = S=nm180 / QL (@), Q% (@)U (2)de

T—n—1Y0

| Tt / (@ (1), @ () ¥ (x)dz = (0,0).

1
S0 1



Entonces usando las ecuaciones y se tiene que
I 1
[ @@ @) = [ [ (80,82 () Ws(a)e] 4
~sta st [ (0 4) - ) 4

2y [ (A0 FG @) v

—]1

+ S—O(Sln_l( ), 5% (0))M_, A"

De la misma forma que antes, por la ecuacion (2.27) como
Sln 1(0) SQn 1(0)
Slj 1(0) Sz] 1( )

es constante, las integrales de la suma se anulan excepto cuando j = 0, de manera que

[ @@ i = s o s on (500 )

+ Yo Szn 1( )
SoY-1 571( )

1
[ (@12 (@) ez
Por la ecuaciéon se sabe que

1
/ (QLy(2), Q21 (2))¥(x)dx = (0,a-1/co) = (0, 2-150/yor0)

T_qTr

y ademas S%,(0) = — 0. Sustituyendo el valor de A* que aparece en la expresion

Y-
(2.44) se tiene que el resultado de la integral anterior es

|

T_150
S JE—

_ Sln 1(0) Szn—l(O) 1_l ° Y-1

So ’ To To ro —*-1To

Y-1
s xT_

= (st = 2820, (<5 L0+ 22,,0) )

To y_

1
Por la ecuacion (2.34) se tiene que ST, ,(0) = —2252, _,(0), por lo tanto



Para calcular las normas se tiene que usando las ecuaciones ([2.39)) y (2.43) y para todo
ne’z

/ (QL(2),02 (1)) ¥ () (O (), G2 ()" d = / (Sh(x), S2(2)) Ws ()(S (), S2(x))*da

-/ [i@;(wwi(w))—%(Sim),smx»] W) (S (2), 52 (x))" da
- L [ Qi) @) s (S3a). Si0) ds
2 [ (b (), 8210 () Us() (3 0) 8300

donde para la segunda igualdad se usa la ecuacion (2.32)). Como el segundo término del
lado derecho de la ultima igualdad se anula, usando la ecuacion (2.42)) y la relacion (2.31))

se tiene que

0 ), 02 ) O (), O () = S P (a0 a@) U () (Sh(w), Siw))dx
/_1<Qn<x>’Qn(‘T))\I](x)<Qn<(E>,Qn(x)) dp — -

=2 [ Q1) Q3N V(o) [50(Qh(), Q2La))” + 7ol @b (), Q24 ()]

YnSo J-1

= = /1(@11(50),Qi(m))\l/(x)(Q;(x),Qi(x))*dl, _ Sl 1

YnSo YnSo T, T

La ultima igualdad, para n > 0, se cumple ya que al sustituir las ecuaciones (2.29) y

(2.30) en (2.41]) y usando (2.3) y (2.4)) para obtener ([2.24])

~ ag...-0p—1  20S0---Tp—-1Sp—1  Q0.-.-0n—150Yn T S0Yn

= = n
C1...Cp Yo7 - - - Yn—1Tn C1..-Cn YoSn YoSn

Para los indices negativos se tiene que

= o Co-..Cp o Y-1ro.--Y-—n-1"—n o C---C-n S0Y-n-1 - S0Y-—n—1
—n—1 — < ~ - — — N—n-1 .
a-1...0-p1 T_15-1...-T—pn-15-—n-1 a—1...0_pn-1YoS—n-1 YoS—n—1
]

Transformacién de Darboux para la factorizacién LU

En este caso, al igual que en la seccién anterior se busca la relacion entre la familia
de polinomios ortogonales generada por P y la generada por P. En este caso la matriz
P es la transformacion de Darboux de la factorizacion LU de P, es decir P = PPy y



P=PyB.

Sea P como en la ecuacion la matriz de transicion de una caminata aleatoria
irreducible con espacio de estados en Z. Como se mostro antes, P genera a las familias
de polinomios (Q%),ez, @ € {1,2} que satisfacen las ecuaciones y son ortogonales
con respecto a U(x).

Si P = PPy como en la ecuacion (2.7)), la transformacion de Darboux es

&t b

que es una matriz tridiagonal estocastica y sus coeficientes satisfacen las nuevas relaciones

~

bn = gngn + fn—l—ljnu

A

ap = TpSpit, neZ, (2.45)
& = G (2.46)

A partir de aqui s6lo se mantendra la notacion para la familia (Q%),cz de la seccion
anterior. Dicha familia se obtiene de resolver el sistema Pg® = x¢®, entonces Py Prq® =
xq®, multiplicando Py por la izquierda se tiene que PPUqa — 2 Pyq®, por lo tanto & =
I5Uqa satisface que Pt* = 2t . A esta nueva familia de polinomios se le denotara como
(T*)nez v se define a partir de (Q%),ez como

T () = 7,Q0 (%) + 2,Qn 1 (x), neZ, ac{l,2}, (2.47)

como PpPyq® = z¢® y t* = Pyq¢® , entonces Ppt® = xq® de donde se obtiene a los
polinomios (Q%)nez en términos de (T.%)ez

zQo(x) =7, T () + 5,7 (x), neZ «oc{l 2} (2.48)
Evaluando en x = 0 se obtiene

T3(0) = (~1)" 2T (o),
0 (2.49)



con

o T, si a=1
T—1(0)2{~ .

Y1 sl a=2

Al evaluar las expresiones en (2.49) en @ = 1 y o = 2, se encuentra la relacion entre
las sucesiones (T1(0))nez v (T2(0))nez

§1TH0) =7 _,T2(0), n€Z (2.50)

Otra de las relaciones importantes entre (7.%),ez v (Q%)nez, sera la siguiente que se
obtiene de usar las ecuaciones (2.48) y (2.49) recursivamente

Ti(e) = = Qhle) = 2T ()
Ty DO [ T (0,
- S0 + 7 [0+ g T
L [@w | 0@, 10 .
A o R R
N TR ey
- > T &)+ O,
es decir,
To(z) = Z ?é;] n >0, (2.51)

De manera similar se tiene que

Tfn 1( ) T—n 1

1 G > 1. 2.52
+£L‘jZTa (0),J 1]7 n = ( 5)

_]2

Como se conocen las condiciones iniciales de la familia (Q%),cz, es posible encontrar las
condiciones iniciales para (T7)%),cz que son las siguientes

X =TT ToY—
To 17 T()Q(x):_()yl

y es posible comprobar que

deg(TH)=n+1 n>0, deg(T?)=n, n>0,

2.53
deg(T! VY=n—-1 n>1, deg(T> )=n, n>0. (2:53)
n—1 n—1



Como en la seccion anterior, esta familia no satisface las condiciones iniciales de la
familia (Q%),ecz pero es posible hacer la siguiente transformacion para obtener una familia
que si lo haga. Tomando

L) = (7 i) neZ

se tiene que

Ty(z) = 30 5 | (2.54)
T Y-1
Ty_
v |To(x)| = Z;o ! #0si x # 0, con lo que se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.7. Si x # 0, la expresion
Quie) = T(@) Ty (@), 0 >0, (2.55)

es un polinomio matricial de grado n, es decir, su coeficiente lider es una matriz singular.
Sixz =0, Q%0), a=1,2, estin bien definidos y se pueden calcular en términos de T (0)
y Q¥(0), a=1,2.

Demostracion. Por la ecuacion (2.54)) se tiene que

So To
To_l(aj) = — SoT—1 T —ToT-1 |,
X — = o
Y-1 Y-1

y desarrollando la expresion (2.55)) se tiene que paran € Z
A S T A T(z) 7 T
Ao =2 (i) - 21w) v Qo =22 -2 () - P,

Y Y1 Y- T Y-
(2.56)

Por otro lado, para n > 0, usando las ecuaciones (2.50)), (2.51)) y (2.52)) se tiene que

n

i, T Q) @)
T, (x) — —T (.r)—xz (le(O)_TjZ(O))’

Tij—zm) sz—zm)

o . Tln_1(0)< L) 2_]._1(3;))’



por lo que (Qg)nez, a = 1,2 son miultiplos de x, es decir, son polinomios y por lo tanto
Q%(0) estan bien definidos.

Finalmente, por definicién se tiene que Qo(x) = Isxo y por las ecuaciones (2.53) y

(2.56)) se tiene que
deg(Q))=n n>0, deg(@)=n—1, n>0

n

deg(Q )=n—-1 n>1, deg(QQ_n_l) =n, n>0.

]
Considerando a los coeficientes potenciales de P, definidos como
. . ap- - ln-1 . Co "+ Coptl
=1 @€,=—F "q_p=— n>1, (2.57)
C]_ DY CTL a—]_ DY a_n

M = f_ll d(z) siempre que la integral esté bien definida y a la matriz de medidas

W) = 0¥ | [&:1 (? ! ) - @Mll bo (), (2.58)

Y Co

en este caso también se tiene el teorema que presenta la relacion entre la familia de
polinomios generada por P y la generada por P.

Teorema 2.8. Sea {X,;n = 0,1,...} una caminata aleatoria irreducz’ble con. espacio
de estados en Z y matriz de transicion P como en la ecuacion . Sean P, y Py las
matrices resultantes de la factorizacion LU de Py P su tmnsformaczon de Darboux Sean

(T nez vy (Qn)nez las familias de polinomios definidas en las ecuaciones ) v (2-55)
respectivamente. Entonces para

U(z) = Ty(z) Uy (z)Ty (), (2.59)

con VUr(x) definida en la ecuacion (2.58)), se tiene que

. (17,0
Qn \IJ Qm(l‘)dl‘ - ( O 1/7%_71_1) 5n,ma

donde (T )nez estd definida en la ecuacion (2.57)).

Demostracion. Dado que la familia (Q%),cz satisface las mismas condiciones iniciales que
(Q%)nez, por el Lema es suficiente probar la ortogonalidad integrando con respecto a
los monomios.

Para los subindices positivos, si n > 1 se tiene que



[ @) Gt = [ (@) G

- /_ (L), T Ty (@) To(@)r e ()T (2)a ' do

=20 [T @), T2(2)) 0 ()T ()2

R
=150 [ (1), @3 e T @
Yo J-1
S|
+ 7220 [ (Qh (o), @ (@) W@ Ty o

donde la segunda igualdad se da por las ecuaciones (2.55)), (2.59) y (2.58]) y la cuarta
igualdad se da por la ecuacion (2.47)). Como

xr — foi‘_l - foi’_l - 1
§— Tr_1 —5— T_1 — 0
T (x) = >0 = - 20 x| s
0 (7) ToYy-1 - ToY—1 T2 | S ’
I Y- ——= Y-1 0 0
S0 S0

se tiene que T (z) = A* + xB* donde A* y B* son matrices constantes. Volviendo a la

integral, se tiene que

[ @ @entwra =22 [ Qi) Qieyuin i

Yo

+/_1 (Qi(ﬂf),Qi(x))\If(:c)B*xjdm}

1

2 0. @l ) U A

+ [ @) Qb e )

Por la ecuacion (2.27)), el primer término se anula para j € {1,...,n}, el segundo para
j€40,...,n—1}, el tercero para j € {1,...,n+ 1} y el cuarto para j € {0,...,n}. Por

lo tanto

/1 (QL(x), Q*(x))¥(x)alde =0, si j=1,...n—1.

1



Para j = 0, por las ecuaciones ([2.59)) y (2.55))
1

[ (@) @ eyiays = [ (1) T Ty @) T )T (o)

- [ (B0 T @)@ T (@)

Usando la descomposicion T (x) = A* 4+ xB* es posible desarrollar la integral anterior

como
1

1
[ (@) Qb = [ (T Tie)¥rl) Ao
1
+ [ (T, 1) e @B o,
-1
y por las ecuaciones (2.58)) y (2.47)), el segundo término de la suma se puede desarrollar

Ccomo

/_ (T (&), T2(2)) Ur (2)e B dr = P20 / (Qh). Qi) V(@) B

1 Yo

i fgo /1< nt1(2); Qi (2))¥(z) B dz,

que por la ecuaciéon (2.27)) se anula. Para desarrollar el primer término de la suma se
utilizara la ecuacion (2.51)) y por la expresion ([2.58)) se tiene que

1

| (@@ = [ (@) 1)) Ads

-1

- [ |@monmzop+ oy £ (LEEE SO v
N : Ly
= 20(710), T2(0) M A" + (TX0), T2(0)) | =2 [ T —?Ml A"
Co 0 - 0

Yo _
Y-1

) Q5(x)T7(0)
U(x)A*dx.
ZSJ/ (e S ) v
Por la ecuacion (2.50)), se tiene que




usando la ecuacion (2.27) las integrales de la suma se anulan para j > 0, entonces

1
1 a7 0
[ (@) Q@) ia)ds = (@) T2HO) " [T |
-1 Co 0 g]_
Té(O) ! 1 2 *
+ Gl 0) /_1 (Qo(2), Q3 (x)) ¥ (z)A*da.
Finalmente, como Tj (0) = —fONj_l, dfl _ Tk y fjl (Qi(z), Q3(x)) ¥(x)dx = (1,0),

S0 Co ToYo
sustituyendo A*

/ (G ), 2 () () = [ (Tﬁl O L “”) LHOPY 0>] &

1 ToYo T_1 Y- YoTol -1
5 1\ 7_157T2(0) el
= {(%T;(O) (1 - ) ) il ~0 — )] foyp—l ~
ToYo T ToYolY—-1 - Y-1
S0
1 .. S - N
= (3 70 - 27200 22 [T 0) + 21730)]
Yo ToYo
= (070)

donde la tltima igualdad se da por la relacion (2.50)).

Siguiendo los mismos pasos para los subindices negativos, si n > 1 se tiene que por
las ecuaciones (2.47)), (2.55)), (2.58)), (2.59) y la descomposicion de Ty (x)

/1(@1—%1(@’ Q@) ¥(o)ride = = [ (T, 1 (0), T2, (2)¥(2)T; (x)a? ' da

+ [ (@) @) ]

Por la ecuacion ([2.27)), el primer término se anula para j € {1,...,n}, el segundo para
j €40,...,n— 1}, el tercero para j € {1,...,n — 1} y el cuarto para j € {0,...,n — 2}.



Por lo tanto la integral completa se anula para j € {1,...,n —2}. Para j = n — 1 se
anulan los tres primeros términos y se tiene que

/1(621—71 1(2), Q—n 1 ()W ( )" de =—"= 150 /I(Ql_n@),QQ_n(x))\I/(x)x"_deB*

Yo
T S ! 0
= 200, Bue) | B0 | = (0,0).
Yo 0 0

Para j = 0, por las ecuaciones (2.59)), (2.55) y la descomposicion de T (z), se tiene
que

1

/ (@ s(0). @2 ) o) = / (T (2), T2, (1) V() Ty (1)

-1

/ (T, (2). T2, () V() A%d + / (T, (1), T2y (2) U (x)2 B do.

1 1

Por las ecuaciones (2.58)), (2.47)) y (2.27)), el segundo término de la suma se puede desa-
rrollar como

/_ (T8, (@), T2,y (2))Yr(v)e B de = T/_I(Ql_n_l(l‘),QQ_n_l(x))‘I’(w)B*dx

1
T _n-180
Yo

/_ Q1 (@), Q2 () ¥() B*dr = (0,0)

Entonces, usando ahora las ecuaciones (2.52)) y (12.58)) se tiene que

/_ Qi) @2 ) (o) = / (T (). T2, (2)Ur (2) A*da

50

= —(T2,.,(0),72,_,(0))M_, A*
Yo
iy (75 O 30 )
+ (Tinfl(O)JTznfl(O)) [ 2 ( 0 i) - %M—l A
-1

So X 1 ! Ql—] ()T 1n—1(0) QQ—j—l(x)TEn—l(O)) %

20 W(x)A*d
- Yo ‘=g T—i—1 /1 < T, 5(0) ’ T2, ,(0) (z)A%dz

donde por la ecuacion (2.50)), se tiene que




Usando nuevamente la ecuacion (2.27)) las integrales de la suma se anulan excepto para
j =0, entonces

Finalmente, como T?,(0) = —S_~1y_1, g = x~_1~50 y f_ll (QY1(z), Q% (2)) ¥(2)dz =
r-1 Co ToYo
(0,a_1/co) = (0,2_15_1/Toy_1) y sustituyendo A*

L ) ) a_y (TS, ,(0) T2, ,(0)\ a_ 72,.,(0)
v (2),Q%, (x \I/mdx:[aAl(_Tﬁ_l uisis )— Al(oa_ni;l)}A*
/1(Q n 1( ) Q n 1( )) ( ) o T_1 Y_1 Co yzl
ToT_1 .
_ [(al T, 1(0) ay T?,,(0) (1 B L))} I
So
= (—‘113”“ [Tin [(0) = =2 1(o>} , =L {Tin [(0) - QTEH_A(DD = (0,0),
CoSo -1 o Y1

donde la dltima igualdad se da por la igualdad (2.50)).

Para calcular las normas, para n € Z, se tiene que por las ecuaciones (2.59)) y ([2.55))

/_ (QL(2).02 (2) ¥(2) QL (), Q2 () dx = / (T @), T2@)) U (a) (T2 (), T2()) d

-1

~ [ 2@ @) - 0. 7)) | 0 T2, ) o

n

- i / £(QL(x), Q2 (1) U () (T2 (x), T2 (x))"da
- T ). T (@) V(@) (T (@), T2 @) o

donde la segunda igualdad se da por la expresion (2.48]) y en la tltima igualdad el segundo



término se anula. Entonces usando las ecuaciones ([2.47)) y (2.58))

1 . . . . " 3(QL(x), Q2 (2))Vp(2) (T (x), T(2)) da
[ (@) Q)b @1, @iy = T N BN ) )

= 22 [ (@) Qi) W) [ @A), Q2(e)) + 30 Qhes(0), Qs ()]

_gngo ' 1 2 1 2 *

=220 [ (Q0). Q) V@)(Qhla). Q)

kel 1

SnYo Tn T,

La ultima igualdad, para n > 0, se cumple porque sustituyendo las ecuaciones ([2.45) y

(2.46)) en (2.57) y usando las ecuaciones (2.9)) y (2.10]) para obtener la expresion ([2.24)) se

llega a que

~ ~

N ag...Ap—1 ToS1...-Tp—-15n ag...an—1 SnYo SnYo
ﬂ'n = —= = = 7Tn —.

Cl...Cp Y1T1 .- . YnTn C1...Cqh UYnSo YnSo

Para los indices negativos se tiene que

Tn-1= 7 = = =
Q_q...0_p_1 T_189.-.

Co...Cn YoTro---Y-nl—n Co.--C—n S—n-1Y0 o S_n—1Y0
T_n-15—n a-1..-0_pn-1Y-n-150 Y-n-150

En este capitulo se ha mostrado como, a través de la medida espectral asociada a
P, se encuentran las medidas espectrales asociadas a P y P y con ellas es posible cal-
cular las probabilidades de transicion de probabilidades a m pasos usando la férmula de
representacion de Karlin-McGregor en la ecuacion ([2.25).

2.3. Ejemplos

Ejemplo 1

Sea {X,;n = 0,1,...} una caminata aleatoria con matriz de transicion como en la

ecuacion (2.1)) donde

a,=a, b,=b, c,=c, neZL,

tales que a+b+c=1,a,c > 0y b > 0. Entonces, las fracciones continuas en las ecuaciones
(2.15) v (2.16]) se pueden calcular de manera explicita ya que

. _CL_ C r_



Por lo tanto
H>+ H(a—c—1)+c=0.

Como H' = ¢/H, se puede comprobar que

1 1
H:§(1+c—a+\/(1+c—a)2—4c) y H’:§(1+c—a—\/(1—|—c—a)2—4c),

donde a < (1 — /c)? para asegurar la convergencia. Entonces, por el Teorema si se
elige al parametro libre en el rango H' < yy < H, existe la factorizacion UL estocastica.
Es importante notar que si se elige a yy en los extremos del rango las matrices Py y Pp,
seran constantes. En efecto,

c c

ﬁ7 rn = — neZ.

n:Ha nZl_H7 nzl_ >
Y x s Vi

Lo mismo ocurre cuando yo = H’. Por otro lado, por el Teorema [2.3] la factorizacion
LU estocéstica existira si H' < 7y < H. En ambos casos ocurre que si se elige a 7y en
los extremos del rango, la transformacion de Darboux es invariante, es decir, P = P (o

A

P=r).

Usando la Proposicion 4.3 de [I0] y el método de la transformacion de Stieltjes del
ejemplo en el Capitulo 1 se encuentra que la matriz espectral de P estéa dada por

x—b
1 1

U(x)= 2c , Tr€lo_,0u], or=1—(Va c)?,
(z) o )= ) x2—cb /e € ] 1 - (VaF Vo)

(2.60)
y también es posible obtener M_;

1 1 (1 b )
M, = N/ 2c fo o

1 b a

— (1= -

2c ( \ /00+) c\/o_oy
Para que M_; esté bien definido se requiere que o_ > 0, o equivalentemente, a < (1—+/¢)
que es la misma condicion para la convergencia de H y H'.

2

Para la factorizacion UL se tiene que por la ecuacion (2.38))

Yo — ¢ c
— Yo Yo
So(w) = alyo—c)  x(yo—c) —ac |

_yo(l—a)—c yo(l—a) —c



y por la ecuacion (2.42))

Us(z) = yoyi c (yo \ij) +

1 0
<O Yo — C) - y0M1] 50($)> ;

y después de algunos calculos se obtiene que por la ecuacion ([2.43))

- 1 - - - -
U(z) = A+ B + Ca2?| + Méy(x),
@ m\/(x—a—)(0+—$)[ o O] + Moo
donde
A= (Hl_yo)(H_?JO) < 1 —$—1/y—1>
So¥Yo —T_1/Y1 (il?fl/yfl)2 ’
1 _Qbyo
n_ CY—1
B = by (yob — c(1 —¢))a?, |
2cy_q acy%l

~ v (0 1 -~ (yo— H")(H —yo) 1 —Z_1/y-1
C . M= )
2cy_1 \1 0 S0Yo\/T—0+ —21/y-1 (T-1/y-1)

de donde se puede ver que si se elige yo = H' 6 yo = H, M = 022, A= 022 ¥

. I = - 1/0 1
_ 2c -
B ) e 26(1 O),

de manera que ¥(z) = ¥(z).

Para la factorizacion LU se tiene que

b(x) = - Ul>(0+ — [121 + Br + C’xQ] + Mo(),
con
b
A= FolH = 7o) H = 7o) < t fgof%) = Jobo : 2007
7183 —30/T0 (50/70)*) "’ FE R

2@0 fO gﬂ fO

omgi (1), MBI ().




De nuevo, si yo = H' 6 4o = H se obtiene la matriz espectral original, es decir ¥ () = ¥(z).

Finalmente, usando la férmula de representacion de Karlin-McGregor en la ecuacién
(2.25)) es posible obtener las probabilidades de transicion a m pasos.

Ejemplo 2

El segundo caso que es posible analizar y aplicar los resultados que se obtienen es una
caminata aleatoria en la que hay probabilidades que atraen o repelen el proceso al estado
cero. Sea {X,;n =0,1,2,...} una caminata aleatoria con matriz de transiciéon como en

la ecuacion (2.1)) donde
a,=a, c¢,=c¢ n>0, c,=a a,=c¢ n>1, b,=n nel’,

cona+b+c=1,a,c>0yb>0. En esta caminata aleatoria las probabilidades a y
¢ para los estados positivos se intercambian para los estados negativos de manera que si
a < cy el proceso estda en un estado positivo, éste decrecera con mayor probabilidad y
si el proceso esta en un estado negativo, éste crecera con mayor probabilidad, es decir, el
estado cero es atractor. Si a > c¢ el estado cero es repulsor.

La fraccion continua en la expresion ([2.15)) satisface la misma ecuacion cuadratica que
en el ejemplo anterior, entonces

1
H:§(1+c—a+\/(1—|—c—a)2—4c),

mientras que la fraccién continua en la expresion ([2.16|) es
c

1— —
H

H =

Racionalizando se tiene que

H’:i(l—c—i-a—\/(1+c—a)2—4c).

En este caso, evidencia computacional indica que H' < H si
0<a<(l—+0c)? si 0<c<1/4,

0<a< 7 si 1/4<ce<1.

Entonces, por el Teorema 2.2, si H < y, < H existe la factorizacion UL estocés-
tica. En este caso hay que notar que si yo = H, sélamente los estados positivos de la



transformacion de Darboux permanecen invariantes, mientras que si yo = H' s6lamente
los estados negativos permanecen invariantes. Por otro lado, por el Teorema [2.3] la fac-
torizacion LU estocastica existe si H' < 7y < H y también se tiene invarianza para los
estados negativos o para los estados positivos de la transformacion de Darboux si 7y toca
los extremos del rango.

Como en el ejemplo anterior, usando la Proposicion 4.3 de [10] y el método de la
transformacion de Stieltjes es posible calcular la matriz espectral asociada a P pero en
este caso se tiene una parte absolutamente continua y una parte discreta, es decir, U(x) =

U.(x) + Vy(x) donde

r—20b

(atoVE—o)o -2 [ ' Tia

ore(l—z)(x—2b+1) (z=b | |’
a—+c

\ch(x) = S [U_,U+],

con o4 definidas en la ecuacion (2.60) y

W)= " [(_11 ‘11> o1 (1) + G }) 51@;)1 Niea),

donde x4 es la funcién indicadora.

Aqui el calculo de M_; es mas complicado ya que hay que considerar la parte discreta
de la matriz espectral, por lo que es posible que al final exista una delta de Dirac en x = 0
si 2b — 1 = 0. Sin embargo, se tiene que

v —buy

H—1 c—a b —(a+c)
_ a—+c
M_4 v — b,u—l + C(2b — 1) (—((l + C) b X{c>a}s

donde

M—lzm((a—i—c)\/ﬁ—bM—cD, 7:{

1 si c<a,

Y
aje, st c¢>a.

Para que M_; esté bien definido es necesario que a < (1—+/c)?, que es la misma condicién
para que H y H' sean convergentes. En este caso se tiene que si b =1/2 (¢ = 1/2 — a),
M _; se simplifica y resulta ser

4a 5 2a
S — fy_ S —
_ da—1| da—1]) |, 1-4a (1 1
M_, = ) B 2 4a + 1—92a\1 1 X{a<1/4}-
T da— 1 da — 1]




Para la factorizacion UL se tiene que por las ecuaciones (2.42) y ([2.43))

@(w) _ \/([E—O'_)(O'+—ZL‘)

= A+ Bx + Cz%| + M, Mor 5o T
27TC.I‘(]_ — ,I)(aj _ 2b+ 1) + :U-i- Cl‘ i| + 0(5()(:(2)—1— 2b 152b 1(x)+ 1(51(37)7

donde las matrices A, B, C, My, Mo, y M, estan dadas por

T
1 ity
A (a+c)(ay — yo)(a— — W) Y-1,
- 5090 _Ea (E) |
Y-1 Y-1
90 (c(1 —2¢) — byg)r_4
B = CY—1
(c(1—2¢) —byo)z_1 2(byo — c(1 —¢))a?, |-
CY—1 Cy%l
~ Sox 1
C:yo 0l—1 (a—c)a |,
CY-1 1
CY-1
1 e
wr. — W = H)(yo — H')(H — yo) y-1,
’ ¢(2b — 1)soyo _T (E) |
Y-1 Y-1
Y c—a (s0 —70)? —(s0 = 10)(s-1 —7-1)
M —1 = =~ 5 o~ c>ag
2t 2¢(2b—1) (—(So —7o)(s-1 —7-1) (521 —71-1)° Xeza)

~ c—a (1 1
M1:2—c(1 1) X{c>a}s

con ar = < (1 +/1—2a— 2¢).
+ a+c( )

Si b= 1/2, los términos Mo y Mgb,l de la la transformacion de Geronimus no estan
bien definidos, pero es posible definir a la matriz espectral es términos de la derivada de
la delta de Dirac en z = 0 como sigue

Ul — V(e —o)(os —2)
V() = 2rex?(1 — x)

[21 + B + Ca?| + Mydy(x) — M5, (x) + M6y (),



donde A, B,C'y M son las mismas que antes y

M} = lim (20— 1)My,_,,

b—1/2
y (vo — H')(H — yo) ( 1 —T_1 /Y- )
M, = ,
o S0Yo —r 1 /y1 (1Y)’
! i a<l1/4
S1
p=120-20)1—4a) 7 ’
a .
sioa>1/4.

4a — 1’

Sib=1/2y a=1/4, entonces M_; no esta bien definido, pero en ese caso se tiene que
¢ = 1/4 por lo que se vuelve al Ejemplo 1.

Para la factorizacion LU se tiene que

donde
L (a+0)<ﬂ+—§0>(ﬁ_—§o) 1 _§O/f0 . G+C\/2b—].
A= — < s oz gsNe )y Br=——————,
SoYo —80/7‘0 (50/7‘0) a-+c
27 ) _
B L gLOO(C(l —c)—pro) (a—c)Tg— (1 —2c) e it agjlc 1 7
Yoo \ (a — )7y — (1 — 2¢) 25074 Yo 1 0

-~ a(H — H)(Fo — H')(H — 7) 1 —50/ 70 ~ c—a(l 1
M, = ~ g~ ~ M, = —— c>alsy

0 ¢(2b — 1)3070 —50/To  (S0/T0)?) " ! 2¢ \1 1)Xte>a

’ __¢t—a (Zo — Po)? —(Zo — Yo)(T-1 — 1)
May1 = 2¢(2b—1) (—(fo —90)(T-1 — 1) (o1 —g-1)? ) Ke>a}

Si a = ¢, se tiene el Ejemplo 1 en el que la transformacion de Darboux, en los dos casos,
es invariante si yo = H y yo = H'. En este caso ocurre ademéas que si 0 < a < 1/2y
a+c=1/2yb=1/2, los valores de las fracciones continuas dependen solamente de a a
y hay dos casos.

El primer caso es 0 < a < 1/4, en donde H = H' = 1 — 2a. Entonces yo = 1 — 2a y se
tiene que

Yyop=1—2a, n=>0, y_.,=2a n>1,
Sp=rn=1/2, z,=1—y,, necZz



Las probabilidades de transicion resultan ser iguales al caso original excepto en el estado
cero (la transformacion resulta “casi” invariante) en el que se tiene que

Go=a, dag=a, by=1-—2a.
La matriz espectral estd dada por

Y. s I

¥(z) = [B+éx] + Msi(z), o4 =1/2+/2a(l - 2a),
2rcx(1 — x)
donde
1—2a

1 — 0 1

. ~ 1—2a

_ 2a _ _

B— (1—20,) 1 —2a (1—2CL)2 y C— 2a (1 _1 4&) y

2a 4a? 2a

~ 1—4a (1 1
M, =2 .
YT 901~ 2q) (1 1)
El segundo caso es 1/4 < a < 1/2,donde H =1/2y H' = (1 — 2a)/4a. Entonces
(1—2a)/4a < yo < 1/2.

Aqui, si yo = 1 — 2a se obtiene el caso anterior, es decir, las probabilidades de transicion
permanecen invariantes excepto en el estado 0. Si yo = 1/2, s6lo los estados positivos de la
transformacion permanecen invariantes, mientras que si yo = (1 —2a)/4a, solo los estados
negativos permanecen invariantes.

Finalmente, una vez que se tienen las matrices espectrales, usando la formula de re-
presentacion de Karlin-McGregor es posible calcular las probabilidades de transicion a m
pasos.



Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta tesis estan relacionados con caminatas aleatorias cuyo
espacio de estados esta contenido o es igual a los ntimeros esteros Z. El tema principal se
centra en la factorizacion UL (LU) estocéstica de la matriz de transicion P y la relacion
entre las correspondientes medidas espectrales una vez que se aplica la transformacion de
Darboux discreta, que consiste en invertir el orden de multiplicacién de los factores.

En el Capitulo 1 se presentaron resultados obtenidos por M. Dominguez de la Iglesia
y F. A. Griilnbaum en [10] quienes consideran el espacio de estados Ng = {0,1,2,...},
de manera que la matriz de transicion P asociada a la caminata aleatoria es una matriz
tridiagonal semi-infinita. Los autores obtienen una condicién para la existencia de la
factorizacion estocéstica: en el caso UL debe ocurrir que 0 < yy < H, donde yp es un
parametro libre; mientras que en el caso LU debe ocurrir que ag < H donde aqg es la
probabilidad de ir del estado 0 al estado 1. Si la factorizacion existe, entonces sera tnica.
En ambos casos H es una fraccion continua que se construye alternando las entradas fuera
de la diagonal principal de P. Posteriormente se analiza la relacion que existe entre P y su
transformacion de Darboux discreta a través de sus correspondientes medidas espectrales
cuya existencia y unicidad esta garantizada por el Teorema Espectral. Si w es la medida
espectral asociada a P = Py P, v @ es la medida espectral asociada a la transformacion
de Darboux P = Pr Py, entonces ocurre que @ es una transformacion de Geronimus de
w, es decir

w(z) '

o(z) = yo . + Méy(z), con le—yo/ r dw(z).
-1

Por otro lado, considerando la factorizacion P = PpPy, si @ es la medida espectral
asociada a la transformacion de Darboux P = Py P, entonces ocurre que @ es una
transformacion de Christoffel de w, es decir




A partir de los resultados obtenidos en [10] surge el interés por obtener resultados si-
milares considerando ahora una caminata aleatoria cuyo espacio de estados es Z, es decir,
la matriz de transiciéon P es una matriz tridiagonal doblemente infinita. Es en el Capitulo
2 donde se desarrollan las ideas anteriores y cuyos resultados principales aparecen en [13].
La primera parte del capitulo se centra en obtener la factorizacion del tipo UL (LU) y
se busca la condicién para que dicha factorizacion sea estocastica. Una diferencia con
respecto al caso semi-infinito es que en este caso ninguna de las factorizaciones resulta ser
unica pues los sistemas de ecuaciones resultantes dependen siempre de un parametro libre.
Mas aun, la condiciéon que garantiza la existencia de la factorizacion estocastica es una
extension del caso semi-infinito: para la factorizacion UL la condicion es H' < yg < H,
mientras que para la factorizacion LU la condicion es H' < 7y < H. En ambos casos
H' es la fraccion continua que se construye alternando las entradas negativas fuera de la
diagonal principal de P y H es la misma que para el caso semi-infinito.

La segunda parte del Capitulo 2 trata la relacion entre P y su transformacion de
Darboux. En este caso se habla de matrices espectrales en vez de medidas espectrales ya
que, al ser P doblemente infinita, van a existir dos familias linealmente independientes
de polinomios asociadas. El Teorema Espectral en este caso garantiza la existencia y
unicidad de tres medidas que se acomodan en una matriz conocida como matriz espectral
asociada a P. Considerando las similitudes entre las factorizaciones estocasticas UL y LU,
no resulta sorprendente encontrar que la relacion entre las medidas espectrales sea muy
similar. Si U(z) es la matriz espectral asociada a P = Py P, y U(z) es la matriz espectral
asociada a la transformacion de Darboux P = Py Py, ocurre que

U (x) = So(x)Ws(x)S5(w),

con

m5<x)=@q’(””)+{(1/50 0 )—@M_l] 5o(x), con M_lz/l 20 (),

S0 T 0 1/ro So 1

donde Sy(x) es cierto polinomio matricial de grado 1. Para la factorizacion LU el resul-
tado es similar, pero cambiando el polinomio matricial Sy(z). Obsérvese que en este caso
la matriz espectral ¥ es una transformacion de Christoffel (multiplicando por la izquier-
da Sp(z) y por la derecha Si(z)) de una transformacion de Geronimus ¥y de la matriz
espectral original.

Por tltimo se estudiaron dos ejemplos. El primero es el caso en el que todas las pro-
babilidades de transicion son constantes y el segundo es el caso en el que se intercambian
las probabilidades de crecimiento y decrecimiento para los estados positivos y negativos.

Finalmente, cabe mencionar algunos problemas abiertos que han surgido de la elabo-
racion de esta tesis:



= En este caso, dado que P es estocéstica, se tiene que el soporte de la medida o
matriz espectral estd contenido en el intervalo [—1,1]. Por otro lado se encontr6
que la condiciéon necesaria para la existencia de una factorizacion estocastica es
H' < yy < H. Elegir al parametro libre dentro de ese rango parece estar relacionado
con el hecho de que el soporte de la medida o matriz espectral resultante esté
contenido en el intervalo [0, 1], como lo muestran los ejemplos estudiados en esta
tesis. La demostracion general de este hecho es un problema abierto.

= En general, se puede estudiar la factorizacion P = PyPp + A, A € C. En esta
tesis se estudia el caso A = 0, pero se podria estudiar el caso en el que A = 1 en
donde se agrega una delta de Dirac a la medida espectral en x = 1. En ese caso,
la matriz P podria describir un proceso recurrente positivo, sin embargo, al hacer
la factorizacion en general no se tiene que Py y Pr, son estocasticas. Este estudio
estaria relacionado con los trabajos en [12] 23].

= Las cadenas de nacimiento y muerte son la extensiéon a tiempo continuo de las
caminatas aleatorias. En ese caso también se cuenta con una matriz tridiagonal
() asociada al proceso conocida como generador infinitesimal por lo que podria
considerarse una factorizacion ) = Qu); de manera que Qy y () tengan una
interpretacion probabilistica. Lo anterior se podria estudiar para los casos Ny y Z,
asi como los correspondientes estudios de sus transformaciones de Darboux.
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