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Introduccion

Crear un trabajo original es realmente complicado sobre todo cuando se
trata de una disciplina tan estudiada como es la mecanica estadistica fuera
de equilibrio y la mecanica de fluidos newtonianos y no newtonianos, y atin
asi siempre hay ideas que atin no han sido exploradas y resultados que se
desconocen.

En la presente tesis partimos una teoria mesoscoépica de medio continuo
para describir las fluctuaciones de las variables termodindamicas de un fluido
o un sélido viscoelastico, asi como diversas propiedades de transporte. La
teoria consiste en tres ecuaciones fundamentales, la ecuacién de continui-
dad, la ecuacién de movimiento de un fluido viscoelastico y la ecuacién de la
energia o en su defecto, una ecuacion para la anistropia de la polarizabilidad
llamada ecuacién cinética. Dicha teoria fue desarrollada inicialmente por C.
H. Wang y sus colaboradores y nuestro punto de partida son precisamen-
te sus formulaciones y sus resultados experimentales. Siguiendo las pautas
que nos da en varios de sus articulos sobre fluidos vicoelasticos y liquidos
super-enfriados, resolvemos las ecuaciones mencionadas anteriormente en un
espacio dual dado por la transformada de Fourier-Laplace. El propdsito es
conocer el factor de estructura y en ultima instancia el espectro de dispersion
de luz de un fluido viscoelastico para asi compararlo con los resultados expe-
rimentales que él mide para sustancias como el salol u el o-therfenil. Ademas
presentamos una reformulacion de su teoria en términos de una ecuacién es-
tocéstica, a saber, la ecuacion de Langevin generalizada. Mostramos que esta
reformulaciéon da, por una parte, los mismos resultados tedricos obtenidos
siguiendo la formulacion no estocastica de Wang; por otra parte, nuestro
método permite el calculo de otras cantidades esenciales, como la funcién
de correlacion de densidades o velocidades para dos tiempos distintos y sus
desviaciones estandar.

El analisis detallado del método de Wang nos permitio, entre otras cosas:

= Constatar que el factor de estructura de un fluido viscoelastico tiene
una forma funcional que se repite en varios limites termodinamicos.

» Encontrar una forma para construir el espectro de dispersion de luz
de un fluido viscoelastico a partir del factor de estructura de un fluido
puramente viscoso.

= Construir el espectro de un fluido viscoelastico con acoplamiento rota-
cién- traslacién (acoplamiento R-T) a partir del factor de estructura
de un fluido puramente viscoelastico.

I1I
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= Comprobar que nuestra generalizacién estocastica conduce al mismo
espectro para un fluido viscoeldstico sin acoplamiento R-T.

» Comparar de manera cualitativa y cuantitativa los espectros de dis-
persion de luz tedricos con los resultados experimentales para el caso
viscoelastico con acoplamiento R-T.

Podemos decir que la concordancia entre la teoria y el experimento es muy
buena. De manera cualitativa, las funciones que expresan el espectro de
dispersién de luz exhiben el mismo comportamiento que se encuentra en el
experimento. De manera cuantitativa, dichas funciones se usan para ajustar
los datos experimentales y se puede comprobar minimizan drasticamente el
error de la regresion. Cabe mencionar que los datos experimentales de C. H.
Wang son cruciales para poder verificar su formalismo y el nuestro.

En resumen, nuestra teoria nos ha permitido calcular el espectro de luz
de un fluido viscoelastico de manera estocéastica, en un experimento de dis-
persion de luz. Las ecuaciones son contrastadas con los datos experimentales
y se elaboran las conclusiones pertinentes. Se verifica la teoria de Wang y se
proponen modelos tedricos mas sofisticados que permiten encontrar formas
funcionales del espectro de luz mas generales.

Para exponer las ideas anteriores de manera detallada se dedican varios
capitulos para construir y entender todo el aparato tedrico que nos permite
calcular el espectro de un fluido viscoeldstico. La estructura general de la
tesis es la siguiente:

= Capitulo 1: Viscoelasticidad. Pretende dar una breve introduccién a
la naturaleza del comportamiento viscoeldstico, aqui se plantean las
ecuaciones fundamentales de la teoria viscoelastica lineal.

= Capitulo 2: Dispersion de luz. Se discute, a partir de la teoria electro-
magnética, la teoria de dispersién de luz y se deducen las ecuaciones
que son el puente entre la ecuaciones hidrodinamicas y las cantidades
medibles en el laboratorio; ademas se describe a grandes rasgos como
se lleva a cabo un experimento de dispersion de luz en el laboratorio.

= Capitulo 3: Teoria de Wang y Fisher. Este capitulo es fundamental
ya que se discute el articulo de Wang y Fisher, ver [35], en el cudl
se expone el método seguido por los autores para dar solucién a las
ecuaciones de la teoria viscoeldstica lineal. Dicho método se aplica
para encontrar el factor de estructura de un fluido puramente viscoso
y luego se muestra como se puede generalizar al caso viscoelastico.

= Capitulo 4: Teoria estocastica. Se da una breve introduccion a la na-
turaleza estocastica de los fluidos, se explica el movimiento browniano
y la ecuacién de Langevin. Se demuestra que el factor de estructura
puede ser obtenido de las ecuacion de Langevin y se compara con el
resultado obtenido en capitulo anterior.
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= Capitulo 5: Acoplamiento Rotacién-Traslacién. Cuando se estudia un
fluido cuyo movimiento intramolecular involucra la traslacién o la tor-
siéon de grupos grandes de moléculas anisotropicas, su espectro de dis-
persién de luz difiere al calculado para un fluido viscoelastico. Una de
las generalizaciones que hace C. H. Wang es introducir en las ecua-
ciones hidrodindmicas moédulos que consideran el acoplamiento rota-
cién-traslacion de las moléculas en el fluido, para predecir de manera
correcta su espectro de luz. Se da una muy breve justificacién de tales
ecuaciones y se usa el método de Wang y Fisher para resolver el nuevo
sistema de ecuaciones.

= Capitulo 6: Datos experimentales. Se usan los datos experimentales
que mide Wang para sustancias como el salol y el o-terphenyl, se com-
paran con las férmulas tedricas obtenidas para distintos modelos vis-
coelasticos. Dichas sustancias son liquidos sobre-enfriados y en ellas el
acoplamiento R-T es esencial, porque sus moléculas no son isotrépicas.

» Conclusiones y apéndices.
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Capitulo 1

Viscoelasticidad

Las lenguas mueren,
pero las ideas matemdticas no.

G. H. Hardy

1.1. Introducciéon

El estudio que se lleva a cabo en el presente trabajo tiene que ver con
el comportamiento viscoelastico de los fluidos. Entender que es la viscoe-
lasticidad es intuitivamente sencillo, la misma palabra nos dice de manera
inmediata: es la propiedad de un material que exhibe tanto viscosidad como
elasticidad. Un sustancia viscosa, como la miel, opone cierta resistencia a un
flujo de corte cuando un esfuerzo (fuerza por unidad de area) es aplicado.
Un material elastico, como el caucho, se deforma cuando es estirado y casi
inmediatamente regresa a su forma original cuando el esfuerzo es removido.
Una sustancia viscoeléstica es aquella que exhibe un comportamiento inter-
medio entre un material puramente viscoso y uno completamente elastico.
Para estudiar la viscoelasticidad es necesario conjugar dos ramas de la fisica,
la teoria clasica de la elasticidad, que estudia las propiedades de los sélidos
elasticos; y la teoria clasica de la hidrodinamica, que estudia las propiedades
de los fluidos viscosos. Mientras que la elasticidad establece que la tension en
un cuerpo es proporcional a la deformacion (en la aproximacién de deforma-
ciones pequenas); la hidrodindmica nos dice que la tensién es directamente
proporcional a la tasa temporal de cambio en la deformacién, pero inde-
pendiente de la deformacion en si misma. Es decir, el comportamiento de
muchos sélidos se aproxima muy bien por la ley de Hooke, y para la ma-
yoria de los liquidos se aproxima muy bien por la ley de Navier-Newton. La
cuestion es si podemos encontrar relaciones entre la tensién y la deformacion
que nos permitan modelar casos intermedios. En el libro de Ferry, [15], se
deducen y discuten tales relaciones y muchas otras que permiten describir
las propiedades fisicas de de un fluido o sdlido viscoelastico.
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1.2. Ecuaciones de conservacion

Para entender la teoria de la viscoelasticidad primero es necesario hacer
un repaso sobre las ecuaciones de conservacion de masa, de momento y
de energia, las cuales son fundamentales en la teoria de la hidrodinamica.
Comencemos con la ecuacion de continuidad que expresa la conservacion de
masa,
% 4% (i) =0, (1.1)
ot
donde p(7,t) es la densidad local de masa y v(7,t) es la velocidad local de
una particula material del fluido. También tenemos la ecuacién de movi-
miento, que expresa la conservacion del momento en ausencia de un campo

gravitacional,
6% 8vi 8O'Z‘j
-t ) = ) 1.2
p ( 815 +U] 3@) 8xj ( )

Notemos que se usa el convenio de suma de Einstein sobre indices repetidos,
ademas, dado que estamos en coordenadas cartesianas entonces x; = =z,
Ty =Y, v3 = 2. Aqui 0,5 es un tensor de rango dos conocido como tensor de
esfuerzos, el cudl suele representarse en forma matricial:

R 011 O12 013
o = 091 0922 093 . (13)
031 032 033

Los elementos de la matriz anterior tienen un significado muy preciso, o;;
es la componente de la tensién (fuerza) por unidad de area, paralela al eje
i-ésimo, que actia sobre la cara de un elemento cibico perpendicular al eje
j-ésimo, tal como se muestra en la Figura (1.1). El tensor de esfuerzos para

033
@—’ 023
013 O3
031
T 022
012
021
3
011
2

1
Figura 1.1: Componentes del tensor de esfuerzos.

un fluido newtoniano ideal es simplemente 0;; = —p d;;, donde p es la presién
externa que se ejerce sobre el fluido. Por otro lado, el tensor de esfuerzos de
un fluido newtoniano viscoso es

avi 8Uj 2 6vk (%k
~ 5 Ly
0z + oxr; 3 ) +¢ T 0xy,

0ij = —Poij +1 ( E (1.4)
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donde 7 es el coeficiente de viscosidad de corte y ( es el coeficiente de vis-
cosidad volumétrico o de compresion, ambos son positivos

n>0, ¢>0. (1.5)

La ecuacién (1.4) recibe el nombre de ecuacion constitutiva, al sustituirla en
la ecuacién de Euler, ecuacién (1.2), se obtiene la ecuacién de Navier-Stokes
que se escribe por comodidad en forma vectorial

a_) - = 1 - =
p (a—? 4 (7 V)U) = —Vp+ Vi + (C+ V(YD) (16)

Finalmente tenemos la ecuacién de la energia,

de 0 ov;
5= _a_%(evj + pv; —vz-ogj%—Qj) —Ogja—xj (1.7)
donde se ha definido .
e= 5,01)2 + pe, (1.8)
O'Z/-j = 04 +p51] (19)

El término pv?/2 es la energia cinética y pe es la energfa interna, ambas
por unidad de volumen. La cantidad (); representa una fuente de energia
externa, es el flujo de calor por unidad de area y de tiempo. Consideremos
el caso en el cual el fluido esta en contacto térmico con una fuente de calor,
entonces por la ley de conduccién de calor de Fourier, ver [10], se tiene que

ar
= —A— 1.10
Q=g (1.10)
donde A es una constante caracteristica del material denominada conducti-
vidad térmica y T es la temperatura absoluta del sistema. Usando la ley de
Fourier, la ecuacién de la energia, ecuacion (1.7), toma la siguiente forma

vectorial

e > > .
5= (eT+pt— o - 0) + A\V*T — o' : V7. (1.11)

Notemos que para un fluido newtoniano ideal el tensor agj es idénticamente
cero y la ecuacion anterior se simplifica de tal manera que adquiere la misma
forma que la ecuacién de continuidad. Para un fluido newtoniano viscoso, la
ecuaciones (1.4) y (1.5) implican que o7, es no nulo y por lo tanto el término

-

R /avi

o Vu=oy
3xj

debe representar la disipacion de energia debido al rozamiento interno entre
las partes del fluido, ya que dicho término no se puede escribir como la
divergencia de un vector.

Para hacer la conexién con la teoria de la elasticidad, hablemos ahora
del tensor de deformacién. De acuerdo con [23] la deformacién de un sélido
se describe de la siguiente manera. La posicion de cualquier punto del sélido
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esta dada por una radio vector con componentes cartesianas r; = x, xo = v,
x3 = z. En general cuando el cuerpo se deforma cada punto se desplaza.
Consideremos un punto en particular localizado por 7 antes de la deforma-
cién y por 7’ después de la misma. El desplazamiento de éste punto después
de la deformacion es el vector de desplazamiento:

@=7r—7"0bien u; = x; — . (1.12)

Si se da el vector de desplazamiento en cada punto del espacio entonces la de-
formacion queda totalmente determinada. En la teoria de las deformaciones
pequenas se introduce el tensor de deformacion, el cual se define como

1 8Ul (9uj

este tensor aparece de manera natural en el calculo de distancias entre dos
puntos infinitesimalmente cercanos después de que el cuerpo se deforma. Por
definicién el tensor de deformacién es simétrico y entonces puede ser dia-
gonalizado. Esto significa que en cualquier punto del sélido, pueden elegirse
un sistema de ejes coordenados (los ejes principales) de tal manera que solo
las componentes diagonales del tensor w1, = 71, Uss = To, u3zz3 = 73 sean di-
ferentes de cero, estas componentes son llamadas los valores principales del
tensor de deformacién. Se puede demostrar que 7; es una medida de las dila-
taciones (contracciones) relativas, a lo largo del i-ésimo eje principal; usando
este hecho, el cambio relativo en un volumen Vj después de una deformacion
pequena es

V-V
Vo

:7'1—|—7'2—|—7'3 (114)

donde V es el volumen después de la deformacién. Todas las variables termo-
hidrodindmicas de estado, ¥(7,t) = (p,p,T, v, u) son variables locales, es
decir

p=p(T,t)
p=p(71)
T = T(7 1)
U =u(r,t)
u = u(7,t)

Nuestro propdsito es conocer su evolucion espacio-temporal, ya que las va-
riables anteriores describen de manera completa el estado ¥ del sistema.

Bruscamente hemos pasado de hablar de fluidos a sélidos, tal como hemos
dicho, ambas categorias son idealizaciones, lo que se observa en la natura-
leza es un comportamiento intermedio. En la siguiente seccion se generaliza
la ecuacién constitutiva (1.4) para que nos permita describir los fluidos (o
sélidos) viscoelasticos.
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1.3. Ecuacion constitutiva

Una ecuacion constitutiva es una relacion entre variables termodinamicas
o mecénicas de un sistema fisico, ver [26]. En particular, para la teoria de
la viscoelasticidad, una ecuacién constitutiva relaciona las tensiones con las
deformaciones. Si definimos

ou,; )
— = U 1.1
ot (1.15)

U;
y sustituimos v; en la ecuacién (1.4) se tiene que
. 1o . .
O'ij = —péij =+ QT](uij — géwukk) + §5Z]ukk (116)

y por lo tanto tal ecuacién es efectivamente una ecuacién constitutiva al
relacionar el tensor de esfuerzos con el tensor de deformacion. Ademas v;
pasa a ser la velocidad de la deformacién. La ecuacion anterior es adecuada
para describir un fluido viscoso, pero no incorpora la ley de Hooke que
es necesaria para describir un sélido. La ecuacién constitutiva mas general
encontrada en la literatura, ver [35], es

t
O35 = —p(Sij + / Fijkl(t — t/)dkl<t/) dt/ (117)
—00

donde I';j5 (7, t) es una funcién conocida como médulo del tensor de esfuer-
zos. La ecuacion anterior no es de utilidad pues es muy general, pero cuando
se trata de un fluido viscoeldstico espacialmente homogéneo, I';;; no de-
pende de la posicion y se puede descomponer en componentes escalares, es
cuando resulta “manejable”. En principio se suponen dos componentes in-
dependientes, el médulo G(t) conocido conocido como mdédulo de corte y el
modulo K (t) conocido como médulo de compresion, de tal manera que la
ecuacion general pasa a ser

t
/ - / 1 g /
0ij = —poij +/ {12G(t —t)[u; (1) — §5ia‘ukk(t )+

K(t — )03t (1)} dt’.

(1.18)

Al igual que la ecuacién constitutiva para un fluido newtoniano viscoso,
podemos sustituir la ecuacion anterior en la ecuacion de Euler para obtener
una ecuacion analoga a la ecuacién de Navier-Stokes,

— t
p (? + (U~ 6)6) = —Vp +/ {G(t -t V*i+
t —oo (1.19)

(K (t—t) + %G(t _ (S - 0} dr.

Se puede ver que la ecuacién (1.18) y la ecuacién constitutiva de un fluido
viscoso son similares, es mas, si hacemos que los médulos viscoelasticos sean

G(t) = nd(t)
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K(t) = ¢o(t)

entonces la ecuacion (1.18) se reduce exactamente a la ecuaciéon (1.16). Lo
anterior no es ninguna coincidencia, se requiere de una ecuacién que en
ciertos limites nos permita reproducir las ecuaciones de Navier-Stokes las
cuales son consecuencia de la segunda ley de Newton. Para ver que la ley de
Hooke también estd implicita en la ecuacién constitutiva (1.18) basta hacer

G(t) = o

K(t) — o

donde 79 y (o son dos constantes para todo t' € (—o0, t]. De esta manera se
obtiene que

1
05 = 2m0(uij — F0itne) + Co ditun, (1.20)

es decir, la tensién es proporcional a la deformacién. Los médulos G(t) y
K (t) estan relacionados con la viscosidad de corte y de compresién, res-
pectivamente; son fundamentales ya que nos permiten modelar con mucha
precisién el comportamiento viscoelastico. Para entender su significado fisi-
co, dedicamos las siguientes secciones.

1.4. Modbdulo de relajacion de corte

Consideremos un flujo de corte simple sobre un elemento ctibico de un
material viscoeldstico, (un esfuerzo de corte, como se dirfa en el caso de
un sélido). En un corte simple dos caras opuestas del elemento ctibico son
desplazadas por deslizamiento tal como se muestra en la Figura (1.2). De
manera convencional el plano 1-3 se desliza en la direccién 1, hasta que
las aristas del cubo formen un édngulo a con la vertical. En este caso la

1

Figura 1.2: Tlustracion de un corte simple en un elemento ctibico.

deformacion queda descrita por el siguiente tensor de deformacion

0 U12 0
U= un 0 0|. (1.21)
0 0 0
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La mayoria de las componentes son cero, esto es porque el vector de despla-
zamiento es un vector constante, excepto la componente u; que cambia a lo
largo del eje 2 y por lo tanto

1 8U,1 1
=22 L 1.22
e T o, 2 (122)

Podemos usar la ecuacion (1.18) que nos permite conocer el comportamiento
de la tensién para la deformacion aplicada, como se trata de un corte puro,
la traza del tensor de deformacion es cero y el médulo K (¢) ya no interviene
en la ecuacién constitutiva la cual queda de la siguiente forma (con p = 0)

0 012 0
o= on 0 0 (1.23)
0 0 O
donde .
0'12(75) = 091 (t) = 2/ G(t - t/)ulz(t,) dt/ (124)

Supongamos que se aplica un corte simple instantaneo a un tiempo tg, es de-
cir, un corte que produce una deformacién en un tiempo infinitesimalmente
pequeno. Tal deformacion se puede expresar como

Ulg(t) = Ugl(t) =U, H(t — to), ty € (—OO,t] (125)

donde 6(t) es la funcién escalén de Heaviside. De esta manera la ecuacién
(1.24) se convierte en
Ugl(t) = 2U0 G(t — to). (126)

Para llegar a lo anterior se usé que 6(t) = (), en donde 4(t) es la delta
de Dirac. Podemos pensar que el sistema esta en equilibrio termodinami-
co y al tiempo g se aplica bruscamente una corte simple sobre el sistema,
la ecuacién anterior nos dice que la tension del sistema relaja de manera
proporcional al médulo de corte; es decir, el moédulo de corte modela la rela-
jacion de la tension ante un corte puro. Para que el médulo G(t) represente
una cantidad fisica consistente con las observaciones experimentales, debe
cumplir varias condiciones, debe ser una funcién continua y diferenciable, y
tiene que satisfacer

lm G(t) = G, (1.27)
G(t —ty) >0 VYt > t. (1.28)

Cuando la constante de equilibrio G, es igual a cero, se dice que el sistema
se comporta como un fluido viscoelastico; mientras que cuando es distinta
de cero, el sistema se comporta como un sélido viscoeléstico. Dado que nos
concentraremos en el estudio de fluidos viscoelésticos en estados de equilibrio
entonces la siguiente desigualdad es valida:

G(t —to) =0 Vi < to. (1.29)
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La desigualdad anterior se entiende de la siguiente manera: el fluido vis-
coelastico ha alcanzado el equilibrio antes de que se se aplique una per-
turbacion en t = ty. Para terminar esta seccién, reescribiremos la ecuacion
(1.24) suponiendo la ecuacién (1.29) y usando una integracién por partes

t
0921 (t) = / m(t — t/) U21 (t/)dt/ (130)
donde m(t) = —dG(t)/dt y es conocida como la funcién de memoria. Para
hacer la in El médulo G(t) es una cantidad medible experimentalmente, se
pueden consultar la referencia [15] en donde se explica a detalle como se mide
dicha cantidad y en donde se exploran numerosos resultados experimentales.

1.5. Modbdulo de relajacion de compresion

Consideremos nuevamente un elemento ciibico de un material viscoelasti-
co, pero esta vez aplicaremos una presion externa uniforme sobre las caras
del cuerpo, tal como se muestra en la Figura (1.3). Se tiene que para una

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

3

Figura 1.3: Ilustracion de una compresién uniforme de un elemento ctibico.

compresion hidrostatica uniforme, el tensor de deformacién satisface que

1

El resultado anterior se deduce facilmente, primero nos situamos en el siste-
ma de ejes principales del cuerpo y de la ecuacién (1.14) se sigue que

Tr(<1—L>> = Ukl — V‘;‘/O,
0

dado que la compresion es uniforme entonces wu;; = ugs = uzz y por lo
tanto se cumple la igualdad. Sustituyendo el resultado anterior en la ecua-
ci6én (1.18) se encuentra que el comportamiento de la diagonal del tensor de
esfuerzos para una compresion uniforme es

(1.32)

o (t) = oas(t) = 35(t) = /_ K(t — t )iy (t) dt’, (1.33)
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Glt), K(t) G(t), K{t)

— dit) — Constante

0 t . t

ty f
(a) Liquido (b) Sélido

G(t). K(f)

—— Decaimiento exponencial

fy

(c) Viscoeldstico

Figura 1.4: Comportamiento de los médulos G(t) y K (t) para distintas sus-
tancias.

esta vez, no interviene el médulo G(t). De manera andloga, vamos a suponer
que la compresion hidrostatica es sibita, es decir, comprimimos el cuerpo
para que pase de un volumen V; a un volumen V' de manera instantanea al
tiempo ty. En este caso, la deformacion se puede expresar como

AV
Ull(t) = UQQ(t) = U33(t) = 70(t - to) (134)
0
Y asi se obtiene que
AV
o11(t) = TK(t — to). (1.35)
0

El significado fisico de K (t) se encuentra en la ecuacién anterior, al des-
pejar el médulo, se encuentra que es el cociente entre la tension aplicada y
los cambios relativos en el volumen. En otras palabras, el médulo de com-
presion modela la relajacién de la tensién ante una compresion pura. Para
que K(t) tenga un significado fisico debe cumplir condiciones andlogas a
G(t). Por otro lado, sabemos que cualquier deformacién se puede modelar
mediante la superposiciéon de un corte puro y de un compresién pura, es
por eso que la ecuacién constitutiva (1.18) es general ya que involucra dos
funciones independientes que modelan las relajaciones en cada caso. Pero,
Lqué pasa si el sistema tiene mas grados de libertad internos?, en esta si-
tuacion es posible introducir més moédulos viscoeldsticos que nos permitan
modelar otras propiedades del sistema, tal como el acoplamiento rotaciéon-
traslacion que veremos en capitulos posteriores. Hasta este punto hemos
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visto que dos mddulos son suficientes para modelar liquidos, sélidos y sus-
tancias viscoeldsticas (lineales, homogéneas e isotrépicas), dependiendo de
la forma funcional de los médulos G(t) y K (t), tal como se muestra en la Fi-
gura (1.4). Se puede observar en dicha figura que para un fluido viscoelastico
los modulos muestran un decaimiento exponencial para tiempos posteriores
a tg. En esta regién temporal, llamada zona terminal, el médulo G(t) (y
posiblemente el médulo K (t)) son proporcionales a

et (1.36)

donde 7 se conoce como tiempo de relajacién terminal.

En la siguiente seccion hablaremos sobre un moédulo que aparece como
una combinacion lineal de G(t) y K(t), pero que tiene importancia por si
mismo.

1.6. Mobdulo de compresion longitudinal

Una version alternativa de la compresion descrita anteriormente ocurre
cuando las dimensiones cambian en una direccién y se mantienen constan-
tes en la direcciones mutuamente perpendiculares. Dicha situacién se puede

2

\

\

Vv vy X
L R

YA

A
Y Y
\

\

2

SrN N

3

Figura 1.5: Ilustracién de una compresion longitudinal de una sustancia
confinada.

lograr sujetando las caras laterales del cuerpo por las paredes rigidas de un
recipiente, como se muestra en la Figura (1.5), es decir, por la compresién
axial de la sustancia confinada en un recipiente rigido. Bajo estas condicio-
nes una compresion (o extensién) de las caras libres del cuerpo conllevan a
una deformacion, pero a diferencia del caso anterior, el tensor de esfuerzos
toma la forma

o U1l

u = 0
0

(1.37)

o O O
o O O
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Efectivamente, las componentes ugs v u33 se anulan debido a las constric-
ciones del sistema. Para p = 0 el tensor de esfuerzos se puede escribir de la
forma
O'T(t> 0 0
o= 0  on) 0 . (1.38)
0 0 033 (t)

Las componentes 092(t) v 033(t) no se conocen a priori ya que dependen de
los procesos de relajaciéon internos del cuerpo que actiian sobre las paredes
rigidas del recipiente; la pared no ejerce una fuerza constante sobre las caras
laterales, ejerce una fuerza dada por la tercera ley de Newton, de tal manera
que la sustancia siempre se mantenga confinada. Para evitar este problema,
podemos suponer que la longitud del cuerpo en las direcciones perpendi-
culares a la direccién de compresion es infinitamente grande. En este caso
limite, cualquier proceso de relajacién interno tardaria un tiempo infinita-
mente grande en alcanzar las paredes rigidas. Asi podemos considerar que
099(t) = 033(t) = 0 y la dnica componente de la ecuacién (1.18) que nos
ofrece informacién no trivial es oy4(t):

t
4
or(t) = / [gG(t — )+ Kt —t)| 4y, (¢)dt’. (1.39)
Tal como lo hemos hecho anteriormente, consideramos un compresion stibita

del cuerpo

(1) = 226t~ to) (1.40)

donde AL/Lg es el cambio en la longitud relativa del cuerpo debido a la
compresion axial en la direccién 1. De esta manera

or(t) = % M(t —to) (1.41)
donde 1
M(t —ty) = gG(75—1t0) + K(t — to). (1.42)

La funcién M (t) escrita anteriormente recibe el nombre de médulo de com-
presion longitudinal y se interpreta como el cociente entre la tensiéon y los
cambios relativos en la longitud cuando dos dimensiones del cuerpo son gran-
des comparadas con la tercera. Existe un médulo conocido como el médulo
de Young, E(t), el cudl se define como el cociente entre la tensién y los
cambios relativos en la longitud. La diferencia con el médulo M (t) es que
el modulo de Young se mide cuando el cuerpo esta libre de constricciones
perpendiculares en la direccion a la que aplica la fuerza. Ademas, se puede
demostrar que no depende del modulo de relajacion de compresion:

¢
E(t—ty) =Gt —ty) + / G(t—t")D(t")dt’ (1.43)
to
donde D(t) es el conocido como el cociente de Poisson:
p(t) = 2l (1.44)

un(t)
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El médulo M (t) nos permite modelar la relajacién de la tensién cuando
en el cuerpo se propaga una onda eldstica longitudinal cuya longitud de on-
da sea despreciable comparada con las dimensiones del medio. En algunos
materiales se encuentra que K >> G entonces el médulo de compresion lon-
gitudinal y el médulo de compresién son casi idénticos. M (t) es de especial
importancia, la mayor parte de nuestra teoria se basa en modelarlo adecua-
damente para hacer predicciones sobre el espectro de luz que se deduce del
modulo.

1.7. Mobdulos complejos

Para terminar con la introduccién a la viscoelasticidad es necesario tratar
con experimentos dinamicos, es decir, experimentos en donde se consideren
deformaciones arbitrarias en el tiempo, no deformaciones instantaneas del
tipo u;(t) = U;; 6(t — to) tratadas en el capitulo anterior. Para ser mds
precisos, definiremos un experimento dinamico como aquel que involucre de-
formaciones periédicas en el tiempo. En este caso, gracias a las aportaciones
de Fourier (el mismo personaje de la ecuacién de calor), podemos escribir la
deformacién como una superposicion de funciones senoidales:

Uy g (t) = h lALZ‘j<CU)€th dw
/gg (1.45)
_ / i () [cos(wt) + i sin(wt)] dov.

oo

Por lo tanto basta ver cual es el comportamiento de la tension cuando se
aplica una deformacién proporcional a e“!. Empecemos considerando una
deformaciéon de corte en un elemento cibico, como hemos visto, el tensor de
esfuerzos tiene componentes

t
o1a(t) = o (t) = 2 / Gt — t'yis(t') dt, (1.46)
pero esta vez la deformacién esta dada por
Ulg(t) = U921 (t) = eriwt. (147)
Siempre es posible tomar la parte real o la parte imaginaria de la funcién
anterior para obtener una resultado real, sin embargo, introducir funcio-

nes complejas facilita los cdlculos. Al sustituir ujo(t) y hacer el cambio de
variable s =t — t' se obtiene que

o12(t) = 2u12(t)iw/ G(s)e ™ ds. (1.48)
0
Definimos el médulo de corte complejo como

G"(w) = iw /000 G(s)e ™ ds, (1.49)
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més adelante mostraremos que el médulo G*(w) estéd dado por la transfor-
mada de Laplace de G(t). Usando las dos ecuaciones anteriores se tiene que

Ulg(t)

G*(w) = Dunalt)

(1.50)

Por la naturaleza del comportamiento viscoelastico, la tension va a cambiar
de manera periédica al igual que la deformacion, pero existira un desfa-
samiento entre ambas cantidades tal como se muestra en la Figura (1.6),

entonces .
o1a(t) = 200 ¢TI, (1.51)

por lo tanto, se sigue que el médulo complejo se puede expresar como

0" _is
_Oe
U

G (w) =

Definimos el médulo de almacenamiento de corte G'(w) y el médulo de pérdi-
da de corte G”(w) como:

G'(w) = Re|G*(w)] = w /000 G(s)sin(ws) ds = % cos 0 (1.52)
G"(w) = Im|G*(w)] = w/ooo G(s) cos(ws) ds = —% sin 4, (1.53)

de esta manera

G// (CL))
G'(w)

G*(w) =G (w)+iG"(w) ¥ = —tand. (1.54)

Los médulos K (t) y M(t) también tienen su contraparte compleja y se

- 7 7 7 - e
- - - 1 Y’ /
et Rl / \ / /
- I / \ / / .
v vl | l/\ / /\ / \ / — Deformacidn
\ 1 \ ! 1
N VI ! \ \ / — Tension
V[ V[ / \
|/ [ \ / \ / \ /
I \i A N N

Figura 1.6: Experimento en donde se aplica un corte simple que varia de
manera sinusoidal.

llaman moédulo complejo de compresién K*(w) y médulo complejo de com-
presién longitudinal M*(w), basta reemplazar G por K é M en las ecuaciones
(1.49), (1.52) y (1.53) para obtener las definiciones pertinentes. Los médulos
complejos son de gran utilidad porque se pueden medir con mayor facilidad.
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Capitulo 2

Dispersion de luz

Si quieres encontrar los secretos
del universo, piensa en
términos de energia,

frecuencia y vibracion.

Nikola Tesla

2.1. Introduccion

En este capitulo introduciremos varios conceptos, tanto teéricos como
experimentales, que estan relacionados con la dispersion dinamica de la luz.
Entender un experimento de dispersién dindamica de luz es fundamental, ya
que nuestra teoria trata de predecir el comportamiento de las cantidades
fisicas que se miden en el laboratorio, en nuestro caso, el espectro de disper-
sién de luz de un fluido viscoelastico, su constante de difusion traslacional o
rotacional, su campo de velocidades longitudinal, entre otras variables.

Primero plantearemos la teoria de la dispersién de luz haciendo uso de
la teoria electromagnética, esto a fin de que sirva como un repaso para el
autor (no para el lector). También describiremos como se lleva a cabo un
experimento de dispersion de luz en el laboratorio; para un tratamiento
mucho mas detallado sobre las técnicas experimentales se puede consultar
en [29].

Las técnicas de dispersion dinamica de luz estan, por lo general, dividi-
das en dos grandes clases, aquellas que usan correlacion foton-fotén también
conocidas como técnicas “en el dominio temporal” y aquellas que miden
directamente la distribucién de frecuencias en el espectro de luz conocidas
como técnicas “en el dominio de frecuencia”. Existe un espacio reciproco, pa-
ra una variable temporal ¢, su espacio reciproco corresponde a la frecuencia
w, mientras que para una variable espacial 77 su espacio reciproco correspon-
de a los vectores de onda k. En nuestro contexto, los espacios (t,w) estan
relacionados por la transformada de Fourier temporal y la transformada de
Laplace, mientras que los espacios (7, l;) estan relacionados por la transfor-
mada de Fourier espacial. Para terminar esta introduccion, se especifica la
notacion que usara para denotar las transformadas anteriores, ademas en el

19
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Apéndice (A) se explica cual es la relacién entre la transformada de Fourier
temporal y la transformada de Laplace.

Consideremos una funcién compleja f(7,t), denotamos la transformada
de Fourier espacial de f como sigue

Firwo) = [ e P = £(G0). (2.1)

Notemos el abuso de la notacién en la igualdad anterior, estamos designan-
do por f(7,t) como la funcién original y f(q,t) como su transformada de
Fourier, es decir, los argumentos de la funcién definen si estamos o no en
el espacio reciproco. La transformada de Fourier temporal se define forma
analoga,

e = [ e 29)

Para distinguir la transformada de Fourier temporal de la espacial hemos
agregado el subindice w. Finalmente definimos la transformada de Laplace,

LU 1) = / T RE et dt = £(7 5) (2.3)

Notemos que nuevamente se esta abusando de la notacion, el parametro s en
la funcién f(7, s) nos indica que estamos en el espacio reciproco del tiempo.
Entonces en los cédlculos se debe de ser muy cuidadoso y poner siempre
que sea necesario los argumentos de la funcién. Si la funcién se escribe sin
argumentos se entenderd que f = f(7,t), a menos que se diga otra cosa.

2.2. Teoria de dispersion

La dispersion de la luz es un fenémeno muy estudiando que nos permite,
por ejemplo, explicar porque el cielo es azul o entender la opalescencia critica.
La dispersion de la luz puede ser entendida como la emisién de radiacién por
los momentos dipolares inducidos por una onda electromagnética incidente.
La oscilacion de los momentos dipolares genera radiacién de baja intensidad
que tiene frecuencias y direcciones diferentes a las de la onda incidente.
Considerando la teoria corpuscular de la luz, tenemos un fotén incidente con
una frecuencia w; y un fotén dispersado con una frecuencia w,. Para w, < w;
el medio gana energia del campo incidente en la cantidad A(w; — w;). Este
proceso es llamado dispersion Stokes. De otra manera, si w, > w; el medio
pierde energia en la cantidad h(ws—w;), y el proceso se llama dispersién anti-
Stokes. En el caso en el que el fotéon dispersado tiene aproximadamente la
misma frecuencia que el fotén incidente, tenemos la dispersién de Rayleigh.

Si el medio por el cual se propaga la onda electromagnética es uniforme
en sus propiedades, la onda se propaga sin perturbaciones ni deflexiones. Si,
sin embargo, existen variaciones espaciales o temporales en las propiedades
electromagnéticas del medio entonces la onda es dispersada, y parte de la
energia es desviada de su curso original. Si las variaciones en la magnitud
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de las propiedades del medio son pequenas, entonces la teoria de perturba-
ciones puede ser usada. Es decir, estamos asumiendo que el medio presenta
pequenos camblos en su respuesta a los campos aplicados, y, por lo tan-
to, D =+ eoF y B =+ ,uoH en ciertas regiones del espacio. Desarrollemos la
teoria de dispersion empezando con las ecuaciones de Maxwell en ausencia
de fuentes y escritas en unidades del SI (este desarrollo es obtenido de [19]
y [37]),

V-D=0 (2.4)
V-B=0 (2.5)
. 0B
E=-=—" 2.
V x T (2.6)
- 89D

donde D y B son el campo de desplazamiento y la induccién magnética,
respectivamente. Mediante un procedimiento usual, es posible partir de las
ecuaciones de Mawell para encontrar una ecuaciéon de onda no homogénea
para D,

9*D - = = - 0= ~ ~

9z —V xV x (D -¢kFE)+ EOEV X (B—puoH). (2.8)
El lado derecho de la ecuac1on anterior debe ser pequeno en cierto sentido, ya
que D— egE ~0y B-— ,uoH ~ 0 en nuestra aproximacion de perturbaciones
pequenas. Si suponemos que las ondas electromagnéticas involucradas tienen
una dependencia temporal de la forma e~**  entonces la ecuacién (2.8) pasa
a ser

VQE — CMo 7,5

(V2+ kD = -V x V x (D — E) —ieqwV x (B — juoH) (2.9)

donde k? = eguow?, v € v po pueden tomar valores especificos para la
frecuencia w. Una solucién particular de la ecuacién (2.9) puede ser obtenida
usando las funciones de Green de la ecuaciéon de Helmholtz, cuando el lado
derecho es conocido, entonces

1kr 7!
/ | "X V' x (D —eyE) +ieqwV' x (B — puoH)| d”’. (2.10)
T 4r |7 — 7

En general el lado derecho de la ecuacién (2.9) es desconocido ya que aparece
el campo de desplazamiento D que precisamente queremos conocer. Asi que
la ecuacién (2.10) debe ser relegada a una relacién integral mas que una so-
lucién de la ecuacién (2.9). Para obtener informacién de la relacién integral
podemos hacer aproximaciones, primero supongamos que el medio en el que
incide la onda es no magnético y se cumple que B= ,uoH Segundo, supon-
gamos que el campo de desplazamiento tiene dos contribuciones, el campo
eléctrico de la onda dispersada aproximado por coF y el campo producido
por la polarizacion de las moléculas del medio 47r15, entonces

D = eE + 4nP. (2.11)
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El vector P da cuenta de la polarizaciéon inducida y esto implica que es
fun(non de los campos incidente y dispersado. En la teoria hneal el vector
P depende tinicamente y de manera lineal del campo incidente El, mediante
la siguiente relacién

P=u-Ej, (2.12)
el tensor o se conoce como tensor de densidad de polarizabilidad, sus com-
ponentes dependen de la posicion y del tiempo. Usando las aproximaciones
descritas, tenemos a partir de la ecuacién (2.10) que

r

B ) = / T (5 B x i (2.13)

Para llegar a la ecuacion anterior, hemos hecho varias integraciones por
partes y se ha supuesto que el vector 7" es un punto de observacién alejado
del sistema (limite de radiacién) y entonces

7= = (2 =2 ) e —

Si la onda electromagnética incidente es una onda plana

—

(7, 1) = B (irret) (2.14)

entonces la ecuacién (2.13) se puede escribir de una manera mas compacta,

ei(kr—i—wit)
i) xF, (215)

donde 8((7, t) es la transformada de Fourier espacial del tensor de densidad
de polarizabilidad, pero en este caso el ¢ esta dado por

Tenemos que Es es el vector de onda dispersado y es el mismo que aparece
en la ecuacién (2.13), es decir, k, = k. Agregar el subindice s hace mas
sugestivas la ecuaciones anteriores, nos dicen que el campo de desplazamiento
dispersado 5, depende explicitamente de la diferencia de los vectores de
onda dispersada e incidente. Resumiendo, la ecuacién (2.11) es una primera
aproximacién al campo de desplazamiento dispersado, cuando sustituimos
tal aproximacién, llamemosla de orden cero, en la relacién integral (2.10)
obtenemos una nueva forma para el campo de desplazamiento dispersado,
ecuacién (2.15) que llamaremos aproximacion de primer orden. Por supuesto,
podemos sustituir la aproximacién de primer orden en la ecuacién (2.10) y
seguir el procedimiento de manera iterativa, sin embargo, el resultado ya no
seria consistente con la teoria de respuesta lineal. Para manipular con mayor
facilidad nuestra aproximacion a primer orden, obtengamos la transformada
de Fourier temporal del campo de desplazamiento

eiksr .

Ky % (B - 6(7,9)) x k (2.17)

D(F,wy) =

r
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donde . .
D(7 ws) = Fo, [D(7, )] (2.18)
(7, Q) = Fola(d,1)] = FolFla(#, 1)) (2.19)
0 =ws —w. (2.20)

Cabe mencionar que el vector ¢ = k, — k; esta relacionado con la frecuencia
) = ws—w;. En la siguiente seccién usaremos la ecuacién (2.17) para conectar
el campo de desplazamiento con cantidades medibles en el laboratorio.

2.3. Funciones de correlacion

La teoria electromagnética nos ha permitido conocer el campo de des-
plazamiento D para una onda dispersada por un medio con pemitividad ¢
(distinta a la del vacio) y permeabilidad pg (igual a la del vacio), el campo
eléctrico dispersado asociado a D es

iksr
— — L, —

Ky % (Eyi - 0(7,9Q)) % k. (2.21)

Es(Fa ws) = ‘

T€p

Lo que se mide en un laboratorio no es el campo eléctrico, sino la energia que
deposita en una superficie. La radiacion electromagnética en la que estamos
interesados es la luz visible, y queremos saber cuanta energia deposita en la
superficie de un detector de luz. La energia que transporta un haz de luz
y que interactia con un area de un metro cuadrado durante un segundo es
conocida como la intensidad de la luz o irrandiancia, I, y se mide en watts
por metro cuadrado, W/m?, en el sistema internacional de unidades (SI). La
intensidad de la luz instantédnea esta relacionada con la magnitud del campo
eléctrico al tiempo t de la siguiente forma

1 -
CHo

donde ¢ y p son la velocidad de la luz y la permeabilidad del vacio, res-

pectivamente. Los experimentos de dispersion de luz que consideramos mas

adelante estan en el dominio de la frecuencia, entonces es necesario introdu-

cir la definicién de intensidad de potencia espectral

1 =
I(7w) = | B ) (2.23)

donde E (7,w) es la transformada de Fourier temporal del campo eléctrico.
Notemos que las unidades de la intensidad espectral son iguales a las de la
intensidad de luz por unidad de cuadrado de frecuencia, W/(m*Hz?). Ambas
cantidades estén relacionadas entre si por la relacién de Parseval, [2], la cual
nos permite escribir

/OO I(F,t)dt = /_Oo 1(7,w) dw. (2.24)

—00 oo
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Para calcular la irradiancia espectral necesitamos calcular la magnitud del
campo eléctrico, y para hacerlo, basta multiplicar la ecuacién (2.21) por un
vector unitario ng perpendicular direccion del campo eléctrico dispersado,
ver Figura (5.1) en el Capitulo 5, entonces

. 6iksr )
Ey(rw) = Ey(T,w) - ng = s kiEons -

AR

al(q,Q) - n; (2.25)

donde n; es un vector unitario perpendicular a la direccién de campo eléctrico
incidente, tal que Fy; = Egn;. Definimos el escalar

i (7.9Q) = hg - (7, Q) - 7, (2.26)

cuando los vectores unitarios n, y n; coinciden con los vectores unitarios

1,29 0 I3 del sistema de coordenadas cartesianas, entonces el escalar a; (¢, §2)

es precisamente una de las componentes «;;(q,€2) del tensor de polarizabi-

lidad. Sustituyendo la magnitud del campo eléctrico en la ecuacién de la
irradiancia espectral, obtenemos que
ck?

I(F,w) = —2 E3|ag(q, Q). (2.27)

€or?

Analizando la ecuacién anterior nos damos cuenta de que la intensidad de
la luz dispersada depende de k? (o w?), tal dependencia implica que la luz
azul es dispersada mas que la luz roja. También tenemos que la ecuacion
relaciona la irradiancia espectral, que es medible en el laboratorio, con las
propiedades moleculares del medio que se encuentran codificadas en la den-
sidad de polarizabilidad a,;. Para hacer la conexién con nuestra teoria nos
auxiliamos del teorema de Wiener-Kinchin, [11], el cual nos permite escribir
que

(T, w)

Iy

El lado derecho de la ecuacién anterior involucra la transformada de Fourier
temporal de una funcién de correlacién y en el lado izquierdo tenemos la
irradiancia espectral I(7,w) normalizada por el factor

— Jau(@ Q) = / (s, 1) (3, 0))e " di (2.28)

[e.e]

ck?*
I, = —= E2. 2.29
0 €0T2 0 ( )

La ecuacién (2.28) es fundamental ya que relaciona la teorfa con el experi-
mento, las funciones de correlacién puede ser calculadas de nuestro analisis
tedrico y la irradiancia espectral (o espectro de dispersién de luz, como lo
hemos llamado anteriormente) puede ser obtenida directamente de las medi-
ciones experimentales. Basicamente, todos los calculos posteriores estan de-
dicados a conocer las funciones de correlacion del fluido a partir de la teoria
viscoelastica y el espectro resultante puede ser comparado con el medido en
el laboratorio. A partir de la ecuacién (2.28) también se puede demostrar
que la irradiancia espectral es proporcional al factor de estructura dinamico
del medio que dispersa la luz. El factor de estructura dindmico S(q,t) es una
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funcién que aparece de manera natural en la fisica de materia condensada y
cristalografia, describe la dispersién por la materia de una haz incidente de
radiacién. La definicién del factor de estructura! es

S(q.t) = (6p(q, 1) p"(, 0)) (2.30)

donde dp es la fluctuacién de la densidad a partir de un valor promedio py,
es decir, dp(7,t) = p(7,t) — po. Demostremos que el factor de estructura es
proporcional a la irradiancia espectral para un medio localmente homogéneo.
Para hacerlo desarrollemos un caso considerado por Wang en [37] en el que
el tensor de polarizabilidad puede ser escrito en la forma

Gt =Y al 67— Fu(t) (2.31)

<>
donde I es el tensor de polarizabilidad de la molécula m en la posicion 7,.
Para que el medio sea localmente homogéneo entonces o no depende de la

<~
posicion, solo del tiempo e I es el tensor identidad. Usando la simplificacién
anterior se obtiene que

(@si(G,1) a%(7,0)) = P(Ry - 7y)> Y (e T m =m0 (2.32)

m,n

Por otro lado se tiene que

. L 1 -
Z e*“]”"m(t) — /elq'T Z (5(7_"— Fm(t)) dF: ﬁ / eilq.rp(f), t) dF (233)
m m 0

donde M, es la masa molecular. De las ecuaciones (2.28), (2.30), (2.32) y
(2.33) se sigue que
I 2 As : Ai —
1(7,w) = 1007 A roa ), (2.34)
M
Como se verd en el proximo capitulo, es més conveniente escribir la trans-
formada de Fourier temporal como la transformada de Laplace evaluada
s = 1w, de esta manera

S(7, ) |smin- (2.35)

Para una funcién f(¢) arbitraria no siempre se cumple que F,[f(t)] =
L[f(t)]|s=iw, pero para el factor de estructura el cual se supone cero en
t < 0, la igualdad es valida. Para completar nuestro esquema nos permiti-
remos discutir en la siguiente seccién como se elabora un experimento de
dispersién dinamica de luz.

'l factor de estructura dindmico tiene una definicién mas general, sea ¢(7,t) una
funcién escalar que representa la distribucion espacial de una propiedad fisica del medio al
tiempo ¢, entonces el factor de estructura asociado a dicha cantidad es S(q,t) = F[p(7, t)].
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2.4. El experimento de dispersion de luz

Hasta ahora hemos hablado de los aspectos tedricos de la dispersion de
la luz, falta decir cémo se lleva a cabo un experimento de dispersion. Los
principales componentes del experimento, ilustrados en la Figura (2.1), son
la fuente de luz (la mayoria de las veces un ldser, pero no es necesario que lo
sea); el espectrémetro, el cudl contiene un sistema 6ptico que define el angulo
de dispersion y también limita el nimero de areas coherentes; el detector,
tal como un fotomultiplicador; y el analizador de senal, el cual puede ser
un analizador espectral o un correlador. Es usual que una computadora sea
usada para abstraer la informacion del espectro o de la funcion de correlacion
obtenida por el analizador de frecuencias. A grandes rasgos el procedimiento,
descrito en [29], consiste en hacer pasar un haz de luz monocromatico a través
de un polarizador y luego a través de una solucion altamente concentrada.
Por ejemplo, un fluido complejo de polimeros. La luz dispersada pasa por
un segundo polarizador (analizador) y es colectada por un fotomultiplicador.
La posicion del detector define el angulo de dispersién 6 con respecto al haz
incidente. En adicién, la interseccion entre el haz incidente y el haz captado
por el detector define el volumen de dispersién. Esto se ilustra en la Figura
(2.2). En seguida describimos algunos detalles de los componentes usados en
el experimento de dispersion de luz.

Fuente de luz Espectrometro ——  Detector
Computadora —— Analiza~dor
de sefial

Figura 2.1: Diagrama de bloques de un experimento de dispersion de luz

= Fuente de luz. La fuente de luz usada en un experimento de correla-
cién fotdnica puede ser una laser o una lampara de arco voltaico que
emite luz producida por un arco eléctrico. Las lineas espectrales de los
elementos puros son por lo general mas estrechas y por esta razén las
lamparas de arco cumplen con el requerimiento de pureza espectral,
por ejemplo, se han hecho experimentos en donde se usan lamparas de
arco de mercurio para medir las fluctuaciones. En el caso de elegir un
laser para el experimento es necesario tomar en cuenta ciertas aspec-
tos como su longitud de onda, potencia, polarizacién y fluctuaciones
intrinsecas al laser.

» Espectrometro. Un espectrometro también llamado espectroscopio
o espectrégrafo es un instrumento Optico que se usa para medir las
propiedades de la luz sobre una porcién especifica del espectro elec-
tromagnético. La variable medida es generalmente la intensidad de la
luz, pero también podria ser, por ejemplo, el estado de polarizacion.
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Volumen de
R dispersiéon - o
s I‘” = /\—
LASER | - —

Polarizadot/de/ \

entrada / / \

4 .
— 3 Polarizador de
= sin —
i Ao 2 salida

Figura 2.2: Representacién de un experimento de dispersion dinamica de luz.

= Polarizador lineal. Un polarizador lineal es un material que trans-
mite de forma selectiva una determinada direccion de oscilacién del
campo eléctrico de una onda electromagnética como la luz, bloquean-
do el resto de los planos de polarizacion. Por lo general se trata de
una pelicula polimérica a base de yodo estirada y emparedada entre
dos vidrios, [4]. En la Figura (2.2) se muestra un polarizador de entra-
da que define el plano de polarizacién del haz de luz incidente, dado
por n;; y también esta el polarizador de salida que define el plano de
polarizacion de la luz dispersada, dado por 7.

= Detector El fotomultiplicador es un tipo de detector optico de vacio
que aprovecha el efecto de emision secundaria de electrones para res-
ponder a niveles muy bajos de iluminaciéon, manteniendo un nivel de
ruido aceptable, [21]. En la actualidad estos dispositivos han sido re-
emplazado por circuitos méas modernos de estado sélido tal como los
CCD (en inglés charge-coupled device), los fotodiodos de avalancha (el
equivalente semiconductor de los fotomultiplicadores) y los dispositi-
vos CMOS (del inglés complementary metal oxide semiconductor); la
mayoria de éstas nuevas tecnologias tienen mayor eficiencia cuantica

= Analizadores de senal. Para analizar las senal que proviene del de-
tector se tienen disponibles dos aparatos en el mercado, los analizado-
res de espectro y los correladores. Un analizador de espectro es béasi-
camente un dispositivo analdgico-digital que calcula en tiempo real la
transformada de Fourier de la senal de entrada, es decir, nos muestra
el espectro de potencias de la senal. Un correlador es un aparato que
permite el cémputo en tiempo real de autocorrelaciones y correlaciones
cruzadas de la senal de entrada.
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En la Figura (2.2) también se escribe una ecuaciéon muy importante, la mag-

nitud de ¢ esta dada por
4 0
;\Tzn sin 3 (2.36)

La relacion se obtiene tomando el cuadrado de la ecuacién (2.16),

q:

@ =k>+k; — 2k, k; cos0, (2.37)

dado que el cambio en la frecuencia de la luz dispersada es pequeno, se
cumple en buena aproximacién que

2mn 27

N ks = k; = N (2.38)
donde n es el indice de refraccién del medio dispersor. La dos ecuaciones
anteriores, junto con la identidad trigonométrica sin?6 = (1 — cos(26))/2
nos conducen a la forma dada para q.

En la Figura (2.3) se muestra una imagen de como se ve montado un
experimento de dispersién (dindmica) de la luz. Notemos que en la figura,
por simplicidad, no se muestra el espectrémetro el cudl nos permite fijar la
posicion angular del detector y seleccionar una banda precisa del espectro
del laser. Los polarizadores de entrada y de salida se colocarian exactamente
en las posiciones de las lentes.

Detector de
fotones

_—.

Correlador | o

v

L Sirsfruments

Figura 2.3: Representacion de un experimento de dispersién de luz, imagen

editada de [3].



Capitulo 3

Teoria de Wang y Fischer

Si un hombre nunca se contradice,
serd porque nunca dice nada.

Miguel de Unamuno

3.1. Introduccion

En el primer capitulo del presente trabajo se han formulado las ecuacio-
nes hidrodinamicas que describen un fluido viscoeléstico lineal. Resolver las
ecuaciones integro-diferenciales asi obtenidas bajo ciertas condiciones ini-
ciales nos permitiria conocer toda la dinamica del fluido y en consecuencia
cualquiera de sus propiedades fisicas, en particular su espectro de disper-
sion de luz. Sin embargo, las ecuaciones hidrodinamicas planteadas hasta el
momento son ecuaciones deterministas, es decir, para una misma condicién
inicial la evolucion del sistema es siempre la misma. Sabemos que los siste-
mas fisicos no son deterministas, son aleatorios, estocdasticos. Por ejemplo,
imaginemos el lanzamiento de una particula muy pequena y poco masiva,
cualquier leve fluctuacién en el medio cambiara el momento de la particula
y se desviara de la trayectoria predicha por la segunda ley de Newton. Si
repetimos el lanzamiento de la pequena particula bajo las mismas condicio-
nes iniciales, la trayectoria siempre serd distinta, y sera tan aleatoria como
las fluctuaciones del medio que atraviesa el proyectil. Si tales fluctuaciones
son pequenas podremos realizar el experimento varias veces con las mismas
condiciones iniciales y podremos encontrar que en promedio la trayectorias
se acercan a la trayectoria ideal, dada por Newton.

Las ideas anteriores son esenciales para entender el método que emplea-
remos en este trabajo, un método estocastico que nos permita describir la
dindmica de las fluctuaciones de las cantidades p, vy p. Existen varios méto-
dos que nos conducen a los mismos resultados, tales métodos difieren entre
si por la manera en como se calcula el promedio de una cantidad fisica. Dada
una cantidad fisica descrita por una variable aleatoria X (¢), podemos calcu-
lar su promedio en dos formas distintas. Primero consideremos el promedio

29
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sobre las realizaciones de X (t), dada una condicién inicial z,
1
(X0 = Jim > ) 3.)

En matematicas, la definicion anterior es llamada promedio temporal, en
fisica se denomina promedio sobre ensemble, ya que cada valor del indice
i implica un realizacién de X (t) diferente. Por otro lado, si conocemos la
funcién de densidad de probabilidad p(x,t), es decir, la probabilidad de que
X (t) tome un valor en el intervalo (x,z + dx) al tiempo ¢, podemos definir
su promedio como o
(X(t)) :/ zp(z,t)de, (3.2)
—00
tal definicion, es conocida en las matematicas como promedio sobre el con-
junto de realizaciones. Cuando consideramos un sistema en equilibrio ter-
modinamico se espera que el promedio en el tiempo sea igual al promedio
sobre el conjunto de realizaciones. Una version matemética que muestra la
igualdad de ambos promedios es el teorema ergddico de George David Birk-
hoff, [8], sin embargo, no se ha conseguido hallar una prueba para un sistema
fisico arbitrario en equilibrio termodinamico.

Si la variable X () es determinista en lugar de aleatoria, para una misma
condicién inicial, se tiene que todas sus realizaciones son idénticas: z;(t) =
X(t) Vi. Por lo tanto, de la definicién de promedio sobre ensemble, se sigue
que

(X(1)) = X(1), (3-3)

si ademas el sistema cumple con el teorema ergddico, se sigue de la definicion
de promedio sobre el conjunto de realizaciones que la funcion de distribucion
de probabilidad de la variable determinista X (¢) es

p(x,t) =0(x — X(¢)). (3.4)

Bésicamente, la teorfa de Wang y Fisher (W-F) es una teorfa determinis-
ta y por lo tanto las funciones de distribucién de las variables hidrodinamicas
son deltas de Dirac. Sin embargo, en su teoria, el cdlculo de los promedios y
funciones de correlacién asociadas al espectro de dispersion de luz se realiza
sobre un ensemble de condiciones iniciales xy tomadas en estados de equi-
librio termodinamico. Apelando al teorema ergddico podemos decir que el
promedio temporal sobre las realizaciones de X (¢), ecuacién (3.1), es igual
al promedio sobre todas las condiciones iniciales en equilibrio termodinami-
co, y que, estadisticamente hablando, el sistema que evoluciona durante un
largo tiempo “olvida” su estado inicial. Entonces, esencialmente, la teoria
de Wang y Fisher esta basada en el célculo de promedios sobre ensembles de
condiciones iniciales en estados de equilibrio. Uno de los propositos del pre-
sente trabajo es plantear un marco teérico mas adecuado fisica y matemati-
camente para modelar el sistema “determinista” como uno estocastico, y
asi obtener —en principio— nuevas funciones de distribucién de probabilidad,
como p(x1,ty,xe,ts) y otras propiedades de las variables hidrodindmicas.
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3.2. Espectro de luz de un fluido viscoso

El método desarrollado por Wang y Fischer en su articulo [35] nos per-
mite calcular el espectro de luz de un fluido viscoelastico, resolviendo las
ecuaciones hidrodinamicas que lo describen. Para ilustrar el método de so-
lucion que siguen dichos autores, consideraremos en detalle la aplicaciéon del
método para calcular el espectro de dispersiéon de luz en el caso mas sencillo,
a saber, el de un fluido newtoniano viscoso y denso, cuya dindmica queda
dada por la ecuaciones (1.1), (1.6) y (1.11). Para que el método quede claro
seremos lo mas explicitos al realizar los calculos. Posteriormente usaremos el
mismo método para conocer el espectro en dos sistemas més complejos: i) el
de un fluido viscoeldstico y ii) el de un fluido viscoeldstico cuando existe aco-
plamiento en los grados de libertad rotacional y traslacional (acoplamiento
R-T). Para mantener el formalismo matematico los mas sencillo posible, en
estos casos solo se escribiran explicitamente los resultados importantes.

Dado que el espectro de luz esta relacionado con la dindamica de las
fluctuaciones de la densidad de masa del fluido, escribiremos las variables
hidrodinamicas como sigue

= 53(7,t) (3.5)

en donde se ha utilizado la invarianza de Galileo para identificar (7, t) con
0U(7,t). Las § representan las desviaciones aleatorias respecto a un estado
de equilibrio termodinamico denotado por el subindice cero. Tales desvia-
ciones se pueden identificar con las fluctuaciones si y solo si son variables
aleatorias. Sin embargo, en la formulacion esencialmente determinista de la
teoria W-F', es inconsistente llamarlas asi. No obstante, es posible transfor-
mar las ecuaciones integro-diferenciales en ecuaciones integro-diferenciales
estocasticas, y dicha generalizacion sera discutida en un capitulo posterior
en la presente tesis. Por el momento mostraremos el método de solucion
tal como lo presentaron Wang y Fisher. Para empezar, escribimos todas las
variables que aparecen en la ecuaciones (1.1), (1.6) y (1.11) en la forma
Xo + 60X y suponemos que las fluctuaciones 6 X son pequenas comparadas
con el valor en equilibrio, |6 X | << |Xy|. Es decir, sélo consideramos estados
cercanos al equilibrio, en el sentido que la dinamica de las fluctuaciones se
puede describir en el régimen de respuesta lineal. Para ser consistentes con
la teoria de respuesta lineal debemos eliminar términos de orden superior
en las ecuaciones hidrodindmicas, por ejemplo, dpdv y de dv. Al linealizar
las ecuaciones respecto a las fluctuaciones, obtenemos un sistema lineal de
ecuaciones diferenciales acopladas:

9(dp) 5 o
W‘FPQV'U—O (36)
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ov

Poa =

d(de)

ot

Para resolver este sistema, primero se descompone el campo vectorial de
velocidades es sus componentes transversal y longitudinal,

—N(6p) + V2 + (C + %nmﬁ ) (3.7)

+ (eo +po)V - @ = AV(OT). (3.8)

U =0+ 7 (3.9)
en donde, por definicién

V-ur=0 (3.10)

V x 7, =0. (3.11)

Entonces se pueden escribir tres ecuaciones que sélo contienen la parte lon-
gitudinal de la velocidad,

a(o -
000) | %5, = 0 (3.12)
ot
ou - 4 .
o ==V () + (¢ + 5m VL (3.13)
(0 -
0) 1 (eo+ p0)¥ - 51 = AV(0T) (3.14)
y una ecuacién que sélo contiene la parte transversal,
o -
'Ooé?_tT = nV2r. (3.15)

Lo ingenioso de la sustitucién v = ¢, + vr es que la ecuacién resultante
para la parte transversal no estd acoplada y se puede resolver directamente
aplicando la transformada de Fourier-Laplace. Primero apliquemos la trans-
formada de Fourier en la variable 7

ovr(q,t oL
po% = —¢’nir(q,t) (3.16)

y tras aplicar la transformada de Laplace en la variable ¢,
spoUr(q, $) — potir(q,0) = —¢*nir(q, s), (3.17)

donde s = 1w es la variable de Laplace. La ecuacion anterior es una ecuacion
algebraica para v, y despejandola se obtiene

. Ur(q)
Vr = pel
8+77p—0

(3.18)

Para conocer la velocidad transversal en las variables (7, t) basta aplicar la
transformada de Fourier-Laplace inversa a la ecuacién anterior. Para nues-
tros propédsitos no es necesario hacerlo ya que la variables naturales para
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describir la dispersiéon de la luz son los vectores de onda ¢ y las frecuen-
cias s. Para obtener informacién de la parte longitudinal podemos aplicar
la transformada de Fourier-Laplace a las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14);
transformando el sistema en uno algebraico. Antes de hacerlo, modificare-
mos la ecuaciéon de Navier-Stokes linealizada y la ecuacién de la energia
linealizada, ecuaciones (3.13) y (3.14), reemplazando la variables e y p en
favor de las variables p y T'. Para reescribir la ecuacién (3.13) definiremos la
constante

4

y ciertos coeficientes, a saber, xr la compresibilidad isotérmica, a, el coefi-
ciente de expansién isobdrica y ¢y la capacidad calorifica a volumen cons-
tante por unidad de volumen, definidos como sigue

_ 1oV
XT = V\0p),
1 /oV
O =37 (8_T)p (3.20)
_Cv_1(%
Ym v o vier),

También usaremos la siguiente igualdad, obtenida de las relaciones termo-
dinamicas usuales

1
dp = dp — 22 ar. (3.21)
PoXT XT
De lo anterior se sigue que la ecuaciéon de Navier-Stokes linealizada es
o Mg ) 1 = a, =
— ==V )0+ V(ép) — —2-V(8T) = 0. 3.22
(81& Po " e (%) poXxr (6T) (3:22)

Para reescribir la ecuacién (3.14), el camino es més tortuoso. Nos auxilia-
mos de la ecuacién de continuidad linealizada, ecuacién (3.12), con la cual
podemos escribir la divergencia de la velocidad longitudinal en términos de
las fluctuaciones de la densidad,

= . 10(p)
V-7, = P (3.23)

Usando la primera ley de la termodindmica se encuentra que

Tds = de — <6 —|—p) dp (3.24)
p

donde ds es la entropia por unidad de volumen. De las dos igualdades ante-
riores se sigue que la ecuacion de la energia toma una forma muy sencilla

0(65)

T,
0ot

= AV2(6T). (3.25)
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Pero la entropia per se no es una cantidad medible en el laboratorio, por lo
cual usamos las relaciones de Maxwell para llegar a la identidad

Y dp+ L dr (3.26)

ds = —
PoXT 1o

y asi poder escribir la ecuacion de la energia linealizada como

LT d0p) | OGT) Ly
ot T AVZ(6T) = 0. (3.27)

De esta manera las ecuaciones (3.12), (3.22) y (3.27) quedan expresadas en
términos de p, v, T y otras cantidades susceptibles de ser medidas. Ahora
ya podemos proceder a aplicar la transformada de Fourier-Laplace al sistema
de ecuaciones; el resultado se puede expresar en forma matricial:

s iqpo 0 Y 6p(q)
iq 7 _iqap - _
PExT 5+ P_OML POXT ULz | = ULZ(q_)
a1 2 a apTo
—anlh_g 0 s+LA] [T — e =-0p(q) +0T(q)

(3.28)
Para llegar a lo anterior se hicieron dos suposiciones importantes. Primero
que el vector ¢ solo tiene una componente en la direccién z, es decir, ¢ =
(0,0, q); segundo, que solo se considera la componente z de la ecuacién de
Navier-Stokes linealizada, en su forma dada por la ecuacién (3.22). De no
hacerlo asf se tendria que resolver un sistema algebraico de cinco ecuaciones.
La soluciéon de un sistema algebraico como el anterior es facil de obtener
mediante el método del determinante, el cual nos da como soluciones

I | q 2 q2a127T0
0p(q,8) = X { {(s + %ML)(S +¢*Dr) ey p(q)
¢
—igpo(s + ¢°Dr) vr.(q) + pr 5T@}
(3.20)
Lz\4, - A 00 4 T P\q (330)
s(s + ¢*Dr) v2() + igay,vs 0T(q)}
. 1 20, T,
0T (q,s) = — _q2 5 L 6p(q)
AL pxrev (3.31)
_z'qapTo 2 '

smA®+F@+iMm+fﬂ5ﬂ®}
cvXT Po

donde vy = 1/, /poxt es la velocidad del sonido isotérmica y Dy = \/cy es
el coeficiente de difusién térmica. La cantidad A es el determinante de la
matriz cuadrada del lado izquierdo de la ecuacién (3.28), dado por

2.2
’ ]_1%53

A= (s+¢*Dy) [s(s + q—ML) + ¢*v? 5 (3.32)
Po PoXTCv
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Ahora que tenemos una expresién analitica para las fluctuaciones de la den-
sidad, en seguida podemos calcular la trasformada de Laplace del factor de
estructura dindmico, cuya definicién dada en la ecuacién (2.30) nos dice que
hay que calcular la transformada de Laplace de la funciéon de correlacion de
densidad,

= (0p(q, 8)0p"(q))

s+ LM (s) (3.33)
— S(q PO

s (s + Z—ZML(S)> + q*v?
en donde hemos definido la funcion

f O[%T()

=M, - —— =L 3.34
M) =M= D = e 331

De acuerdo con la teoria de W-F, es razonable suponer que (vr.(q) p*(q)) =
0y (67(q) 0p*(q)) = 0, es decir, la correlacién inicial entre la densidad y la
velocidad longitudinal es nula; y que lo mismo ocurre para la densidad y la
temperatura iniciales, pues siempre se puede preparar experimentalmente al
sistema de manera que esto ocurra. La tnica correlacion inicial no nula es
(0p(q) 0p*(q)) = S(q) y es conocida como el factor de estructura estatico.

Tal como hemos demostrado el factor de estructura dindmico y el es-
pectro de dispersion de luz son cantidades proporcionales entre si para una
sustancia espacialmente homogénea. La hipdtesis de homogeneidad local es
muy restrictiva, ningun fluido es estrictamente homogéneo; sin embargo,
cuando las moléculas del fluido tienen simetria esférica se sigue cumpliendo
que el espectro y el factor de estructura son cantidades proporcionales:

[(Fv jw) ~ g((f, S)|s:z’w (335)

La constante de proporcionalidad, tal como se muestra en uno de los articulos
de Wang, [38], es kT/m donde k es la constante de Boltzman y de esta
manera:

ET -

1(q,w) = —Re[S(7; 5)s=ic]- (3.36)

En necesario tomar la parte real, Re]..], del factor de estructura para que el
espectro de dispersiéon de luz sea una funcién real. Por supuesto, si se toma la
parte imaginaria, Im/[..], el resultado tendria la misma informacién fisica en
virtud de las relaciones de Kramers-Kronig, [12]. Al evaluar s = iw y tomar
la parte real de la ecuacién (3.33) obtenemos que el espectro de dispersién
de luz de un fluido newtoniano, viscoso y denso es

™

2 2 2D f
. kTS(Cj) Z_OOJT (ML o (quDT)g-i-wQ)

m 2 w2 2 2 2 2p 2
(w8~ — & i)+ (Gw) (Me - Gh5ez)
(3.37)




36 CAPITULO 3. TEORIA DE WANG Y FISCHER
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Figura 3.1: Gréfica del espectro de dispersién de luz para el agua a tempe-
ratura ambiente.

donde w? = ¢*v2. Con el resultado anterior se concluye el método plan-
teado por Wang y Fisher. Si uno conoce los valores experimentales de los
parametros que aparecen en la expresion anterior se puede graficar I como
funcion de w para algun ¢ fijo. Dado que el agua es una sustancia muy estu-
diada facilmente se pueden consultar, por ejemplo en [18], su densidad, su
capacidad calorifica, su coeficiente de difusion térmica, etc. Introduciendo
los parametros experimentales para el agua en la ecuacién (3.37) se obtiene
la grafica de la Figura (3.1), notemos que la forma del espectro consiste en
un solo pico central el cudl esta centrado justo en la frecuencia del laser.
En la seccion de analisis de resultados experimentales se observara como el
pico central tiene una estructura mas complicada para liquidos altamente
viscoelasticos.

3.3. Espectro de luz de un fluido viscoelasti-
co

Ahora, aplicaremos la teoria W-F para un fluido con propiedades vis-
coelasticas y solo sera necesario reproducir las féormulas mas importantes.
Debido al teorema de convolucion para la transformada de Laplace, el fac-
tor de estructura de un fluido viscoelastico tiene la misma forma funcional
que el de uno puramente viscoso, por lo tanto, bastaria hacer la siguiente
sustitucion en la ecuacién (3.33):

My — M(s) = L[M(t)] (3.38)

donde M (t) es el médulo de compresién longitudinal ya introducido en el
primer capitulo. Lo que debiamos esperar es que el espectro de luz de un
fluido viscoelastico se reduzca al de uno viscoso, al hacer las sustituciones

~

G(s) = (3.39)
K(s)—¢ (3.40)
M(s) = ¢+ én = My, (3.41)

3
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Veamos por qué basta hacer las sustituciones My, <—s M(s) para pasar de
un factor de estructura a otro. Apliquemos el método de W-F y resolvamos
las ecuaciones (1.1), (1.2) y (1.11) que describen a un fluido viscoeldstico.
La versién linealizada de dichas ecuaciones es

S VT =0 (3.42)

ﬁ(aT)+i / t M(t —tV25(t') dt' (3.43)

Ty d0p) | AOT)
PoXT ot v ot

Cabe mencionar que las ecuacién de continuidad y la ecuacién de la energia
no sufren ningin cambio, las hemos escrito tal como aparecen en la seccion
anterior, s6lo la ecuacién de Navier-Stokes es reemplazada por la ecuacién de
movimiento para un fluido viscoelastico. En esta seccién y en los desarrollos
siguientes ¢ representa la componente longitudinal de la velocidad (es mas
comodo omitir el subindice L), descartamos la componente transversal ya
que no acopla con ninguna de las fluctuaciones y por lo tanto carece de
relevancia para nuestro estudio. Siguiendo con el método, debemos aplicar
la transformada de Fourier-Laplace a las ecuaciones (3.42), (3.43) y (3.44),
el inico término que no se ha calculado previamente es

— AV2(8T) = 0. (3.44)

1 t
— M(t —t)V*5(t') dt'. (3.45)
£0 J -

Al aplicar la transformada de Fourier se obtiene

q2 t
—= Mt —t")v(q,t") dt’, (3.46)

Po J—oo

la dificultad aparece cuando se trata de obtener la transformada de Laplace.
Tal dificultad aparece porque el limite inferior de la integral es —oco en lugar
de 0. Si el limite inferior fuera cero obtenemos directamente la definicion de
convolucién, [1], y por lo tanto el calculo serfa directo. Sin embargo, debido a
las propiedades fisicas que cumplen M (t) y (g, t) el teorema de convolucién
sigue siendo valido y la transformada de Laplace de la ecuacién anterior da
como resultado )
L NI(s)H(G, 5). (3.47)
Po
En todos los articulos de C. H. Wang el limite inferior de las ecuaciones
constitutivas es idénticamente cero, nosotros hemos elegido cambiar el limite
a —oo para que las definiciones de los moédulos complejos sean consistentes
con las dadas por Ferry, [15, pdg. 12-31], tomando en cuenta que desde el
punto de vista fisico, siempre podemos preparar experimentalmente al fluido
de modo que esté en equilibrio termodinamico a un tiempo inicial igual a
cero, sin pérdida de generalidad.
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De lo anterior se sigue que el sistema algebraico a resolver es

s iqpo 0 §p 5p(q)
i 2 3 iqa N
A STRME) —pr | || = v=(Q)
apTi 2 7 apTy
s 0 se D or] [EERes@ + oT@

(3.48)
y es casi idéntico al que se muestra en la ecuacion (3.28). Por lo tanto, en
las fluctuaciones de la densidad y en la ecuacién para el factor de estructura
basta cambiar M}, por la transformada de Laplace de M (¢), para obtener

s+ Z_EM(S)

S(q,s) = S( - (3.49)
s (s + Z—EM(S)) + q?v?
donde
M(s) = M(s) — MLQDT' (3.50)

Encontrar el espectro de dispersion de luz es mas complicado, ya que al
hacer la evaluacién s = iw se tiene que

iwM (iw) = iw /OOO M(t)e ™' dt = M'(w) +iM" (w). (3.51)

Recordemos que iwM (iw) define, como se vié en el primer capitulo, el médu-
lo de compresion longitudinal complejo M*(w); donde M'(w) y M"(w) son
su parte real y su parte imaginaria, respectivamente. Asi, el espectro de dis-
persién de luz para un fluido viscoelastico y denso, debe quedar en términos
de los moédulos primados:

. ETS(q
rgw) =20
7,2 (M“(w) _ _¢*Drf )
po T w (¢*Dr)?+w?
2 2 L C )\ a fw? 2 a 2 M"(w) ¢?Dr f 2
<WT —wit (w) — p_o(qQDT)2+w2> + <p_0w> < w (qQDT)QerQ)
(3.52)

Deducir el espectro de un fluido puramente viscoso, ecuacion (3.37) a partir
de la ecuacion (3.52) es sencillo, solo necesitamos hacer las sustituciones

M'(w) = 0 (3.53)

M"(w) = wMp, (3.54)

las cuales son consecuencia de (3.41). En la siguiente seccién se discutiréd a
grandes rasgos por qué no es necesario considerar la ecuacion de la energia
para encontrar el espectro de luz de un fluido.
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3.4. Efectos de la temperatura

De acuerdo a un estudio realizado por K. F. Herzfeld, [14], el término
de difusién térmica contribuye a la fluctuaciones de la densidad, y por lo
tanto al espectro de dispersion de luz, sélo en el intervalo de frecuencias
de 10 a 100 MHz. Esto es fuera del rango dindmico que puede monitorearse
por la técnica correlacion fotén-fotén, la cual es usada por C. H. Wang
para obtener sus resultados experimentales. En otras palabras los efectos
de la temperatura no son apreciables en el espectro de dispersion de luz,
excepto en un rango muy estrecho de frecuencias en los cuales las técnicas
experimentales proporcionan informacién con mucha incertidumbre. Por esta
razon, se omite la ecuaciéon de la energia para encontrar el efecto de las
fluctuaciones de la temperatura en el espectro de dispersion de luz. No es
necesario repetir los cédlculos, basta anular las constantes oy, A y hacer la
condicién inicial §7°(¢) = 0 en el sistema de ecuaciones (3.48), de esta manera
la ecuacién de la energia nos dice que las fluctuaciones de la temperatura
son nulas: 67(q,s) = 0. Hacer cero el coeficiente de expansién isobérica o,
y la conductividad térmica A implica que las constantes f y Dr también
son nulas y, por lo tanto, el factor de estructura de un fluido viscoeldstico,
ecuacién (3.49), se reduce a

s+ -M(s)

5(7.5) = S(q) - : (3.55)
s (s + Z—OM(S)) + q?0?
mientras que su espectro de dispersion de luz toma la forma
2 M”(w)
) KTS(q Twi ==
(G w) = WW Y L (3.56)
(w3 — w2+ L0(w) + (£M7(w))

La diferencia entre considerar las fluctuaciones de la temperatura y no con-
siderarlas se encuentra en el término

f
ST @D (3.57)
De hecho la funcién M(s) se define como la diferencia entre el médulo de
compresién longitudinal M (s) y el término anterior, ver ecuacién (3.50).
Podemos llamar a M(s) modulo de compresién longitudinal efectivo, pues
incorpora los efectos de las fluctuaciones en la temperatura en los parametros
f v Dr. Entonces el efecto de las fluctuaciones de la temperatura es reducir

los médulos M'(w) y M"(w).
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Capitulo 4

Teoria estocastica

Intenta hasta el final,

y no te detengas ante la duda.
Nada es tan dificil,

la busqueda lo demostrard.

Robert Herrick

4.1. Introduccion

Como se decia en la introduccién del capitulo anterior, la teoria de Wang
y Fischer es una teoria determinista, pero para hacer una descripcién mas
cercana al comportamiento aleatorio de la naturaleza es necesario replantear
las ecuaciones hidrodindmicas en términos de una teoria estocastica. En este
capitulo se explica lo que es un proceso estocédstico y se describe una de
las formas mas usuales para transformar una ecuacion integro-diferencial
determinista con memoria, en una ecuacién diferencial no local en el tiempo
y estocastica: la ecuacion de Langevin Generalizada.

Para definir lo que es un proceso estocastico primero se debe entender el
concepto de variable aleatoria. Recordemos que una variable aleatoria es un
objeto Y definido por

= Un conjunto de posibles valores,llamado “rango” o “espacio muestral”,
denotado usualmente por €2.

» Una funcion de distribucion de probabilidad sobre este conjunto, deno-
tada por p(Y = y) que se lee como “la probabilidad de que la variable
aleatoria Y tome el valor de y € 2”.

Una vez que una variable aleatoria Y ha sido definida, una infinidad de
variables aleatorias derivan de ella, llamemos a todas estas cantidades X.
Estas cantidades X pueden ser funcién de un parametro ¢, entonces

Xy (t) = F(Y2). (4.1)

La cantidad X (¢) es llamada funcién aleatoria, pero dado que en la mayoria
de los casos t se reserva para el tiempo, X (t) se conoce como proceso es-
tocastico. Entonces un proceso estocastico es simplemente una funcién de

41
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dos variables, una que es el tiempo t y otra que es la variable aleatoria Y.
Sea y uno de los posibles valores que puede tomar Y entonces la funcién

Xy(t) = f(y,1) (4.2)

se denomina una realizacién del proceso estocéstico. En el lenguaje de la
fisica un proceso estocastico es un ensemble de realizaciones de la varia-
ble aleatoria. El propdsito de la siguiente seccién es ver como una ecuacion
diferencial de variables reales puede ser transformada a una ecuacién dife-
rencial de variables aleatorias (procesos estocédsticos mejor dicho), dentro del
contexto de la ecuacion de Langevin. Las definicion de variable aleatoria y
proceso estocdstico son obtenidas del libro de van Kampen, ver [34], el cual
es un tratado sumamente completo sobre la teoria de procesos estocasticos
en fisica y quimica. En dicho libro se describen muchas formas de plantear
una ecuacion diferencial estocastica y de resolverla, por ejemplo, se descri-
be el enfoque general dado por la ecuaciéon de Chapman-Kolomogorov, la
ecuacion Maestra, la ecuacion de Fokker-Planck, por supuesto el enfoque
de Langevin e incluso se discute el formalismo de Ito y Stratonovich. Se
ha elegido el enfoque de Langevin ya que es ampliamente usado cuando el
propésito es encontrar el efecto de las fluctuaciones en sistemas macroscépi-
cos conocidos, lo cual es nuestro caso. Nuestro sistema fisico macroscopico
es un fluido viscoelastico y gracias a la teoria de Wang y Fishcer conocemos
su dindmica, sin embargo, las ecuaciones estudiadas no incorporan el efecto
de la fluctuaciones intrinsecas de las variables termo-hidrodindmicas. El en-
foque de Langevin es muy popular porque da un esquema mas concreto que
la ecuacién de Fokker-Planck, pero matematicamente son equivalentes.

4.2. Ecuacion de Langevin

Histéricamente, la ecuacién de Langevin surge de manera natural al des-
cribir la velocidad de una particula browniana. El movimiento browniano
recibe su nombre en honor al escocés Robert Brown, bidlogo y botanico
que descubrié este fenémeno en 1827 y observo que particulas pequenas de
polen se desplazaban en la superficie del agua con movimientos aleatorios
y sin dejar de moverse, ver [24]. Ahora sabemos que el movimiento brow-
niano es una consecuencia de la teoria atomica de la materia. Cuando una
particula es sumergida en cualquier medio fluido, los atomo o las moléculas
que componen el fluido golpean a la particula desde diferentes direcciones y
en numeros desiguales, durante un intervalo de tiempo. El ojo humano no
puede distinguir el efecto de impactos moleculares individuales pero puede
observar el movimiento neto resultante de muchos impactos sobre un pe-
riodo de tiempo. Intentemos describir el movimiento de la particula usando
la segunda ley de Newton. Sea v(t) la velocidad de una particula, por la
segunda ley de Newton se tiene que

dU(t) _ Ftotal(t)
dt m

(4.3)
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donde Fiyq(t) es la fuerza total instantédnea que actia sobre la particula al
tiempo t y m es su masa considerada constante. Supongamos que la fuerza
total se puede escribir de la siguiente manera

Eotal (t)

= —~u(t). (4.4)

El término —yv(t) nos resulta familiar, ya que si v > 0 entonces la razén de
cambio en la velocidad va decreciendo con el tiempo, es decir, es un término
de disipacion que representa la fuerza de arrastre que siente la particula al
desplazarse en el fluido. La ecuacion de movimiento de la particula brownia-
na es

dv
I 4.
cuya solucion es
v(t) = v(0)e ", (4.6)

De acuerdo a la solucién, la velocidad de la particula decae a cero para
tiempos largos, sin embargo, se puede encontrar el promedio del cuadrado
de la velocidad de la particula en equilibrio térmico es

(W (1))eg = L (47)

m

donde k es la constante de Boltzman. La modificaciéon apropiada, sugerida
por la aleatoriedad de la trayectoria de la particula, es anadir una fuerza
fluctuante F'(t), asi la ecuacién de movimiento es

dv(t)
dt

= —yu(t) + F(1). (4.8)

La ecuacién anterior se llama ecuacion de Langevin para una particula brow-
niana. La fuerza total ha sido dividida en dos partes, una parte sistematica
(la friccién) y una parte fluctuante (el ruido). Decimos que la friccién es
sistematica porque actia de manera regular sobre la particula en cada inter-
valo de tiempo. El origen de la friccion y el ruido es el mismo, los incesantes
impactos moleculares sobre la particula browniana que ocurren de manera
aleatoria. Por esta razon, uno no debe sorprenderse al encontrar que existe
una relacion fundamental entre la friccién y el ruido, tal como se demestra en
el libro de Zwanzig, [41]. La fuerza fluctuante F'(t) es un proceso estocastico
llamado ruido blanco, el cual queda definido dando su primer y su segundo
momento

(F(t)) =0 (4.9)
(F()E()) = 6(t — t'). (4.10)

Para resolver la ecuacién de Langevin, ecuacién (4.8), en el libro de van
Kampen (y también en el de Zwanzig) se encuentra un método muy ingenioso
que nos permite conocer el valor medio y la varianza del proceso estocastico
v(t) cuando una condicién inicial es dada, digamos v(0) = vo. El método
involucra varios pasos, ver [34, pag. 219-221], pero la idea del método es
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sencilla. Consiste en obtener una solucién explicita de la ecuacion (4.8) como
si se tratara de una ecuacion diferencial ordinaria y luego tomar el promedio
de la solucion encontrada sobre un sub-ensemble de particulas brownianas
todas ellas con la misma condicién inicial vq. El método nos da como solucién
lo siguiente

(0(t))yy = voe " (4.11)
(V2())y = vEe " + g(l —e P, (4.12)

El método anterior es muy 1til y también se puede aplicar para encontrar
una solucién de la ecuacion de Langevin Generalizada que discutiremos en
la siguiente seccion.

4.3. Ecuacion de Langevin Generalizada

Con los desarrollos anteriores estamos en condiciones de construir la ecua-
cion de Lagevin en el contexto de las ecuaciones hidrodinamicas que modelan
a un fluido viscoelastico. Como ya hemos visto, podemos ignorar las fluctua-
ciones de la temperatura ya que su efecto es despreciable en el espectro de
dispersion de luz. Asi que partimos de la ecuacién de continuidad y la ecua-
ci6n de Euler sin fluctuaciones de la temperatura (ecuacién de movimiento)
en su version lineal y tras aplicar sélo la transformada de Fourier,

+ igpov.(q,t) =0 (4.13)

8/02 q7 / /
Mt —t')v, dt” + o 0. 4.14
2o+ L ) @) =0, (1)

De la ecuacién de continuidad se sigue que la componente z de la velocidad
longitudinal esta dada por

1 9(0p(q;t))
igpo Ot

0.(3,t) = — (4.15)

y al sustituir la velocidad en términos de las fluctuaciones de la densidad, la
ecuacion de movimiento toma la forma

P (0p(q, 1)) / 9(0p(q: 1)) ¢ ..
M(t—t) dt’ + Sp(7,t) = 0. (4.16
oz o o W) (4.16)

Introduciendo las abreviaturas

/
o0 (4.17)
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la ecuacién (4.16) se puede reescribir como
t
X(t) + / Yt =X dt +wiX(t) = 0. (4.18)

Asi como la ecuacién que describe la velocidad de una particula se convierte
en la ecuacién de Langevin al agregar un término fluctuante, de la misma
manera al agregar un término fluctuante a la ecuacién anterior:

t
X(t) + / y(t — t’)X(t/) dt' + w3 X (t) = F(t), (4.19)
la ecuacién se convierte en la ecuacion de Langevin Generalizada, en donde
~(t) es el término de memoria disipativo, es decir, el kernel de memoria,
y la fuerza fluctuante F'(t) la supondremos como un proceso estocastico
Gaussiano, estacionario, con promedio nulo, (f(¢)) = 0, y correlacién finita
pero arbitraria!,

(f) (1) =Ct—1). (4.20)
Cuando el sistema descrito por la ecuacién (4.19) esta en estado de equilibrio,

las funciones (t) y C(t) estén relacionadas entre si por medio del teorema
de fluctuacién-disipacién, que abreviamos como TFD, [22],

Ot —t') = KTy(t — 1), (4.21)

en donde k es la constante de Boltzman y T es la temperatura absoluta del
fluido. En este caso la fuerza fluctuante F(t) se denomina “ruido interno”.
Notemos que desde el punto de vista fisico, uno de los efectos del ruido in-
terno es que el tiempo de relajacion del sistema es —esencialmente— el mismo
que el tiempo de correlacién del ruido. Sin embargo, para estados fuera de
equilibrio el ruido, la disipacién pueden tener origenes fisicos diferentes y
entonces no existe un TFD. En este caso F(t) se denomina “ruido externo”.

4.4. Analisis general

Para obtener la soluciéon de la ecuacion de Langevin Generalizada se
usara el método de solucion explicita que se vié anteriormente. Para obtener
la solucién formal de la ecuacién (4.19) le aplicamos la transformada de
Laplace y despejamos X (s) = L[ X (¢)], obteniendo

X(S) _ F(‘S) + (S + &(3)))(0 + Vo
s2 + s9(s) + wk

, (4.22)

donde se han usado las condiciones iniciales X (0) = Xy y X (0) = V. Enfa-
tizamos el hecho de que X y V) no son constantes sino variables aleatorias,
cada una definida por un rango y una distribucién de probabilidad, la ecua-
cién anterior es la solucién formal de la ecuacién de Langevin Generalizada,

ILa funcién de correlacién que estamos considerando también debe ser una funcién
par, es decir, C(t —t') = C(t' —¢).
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en el espacio reciproco s. Existe una problema con la solucién anterior, ya
que estamos considerando la transformada de Laplace de una variable alea-
toria F'(s) = L[F(t)]. La solucién del problema consiste en considerar que
F(t) es una realizacién de la variable aleatoria F'y luego tomar un ensemble
de realizaciones de F(t). Ademds para cada realizacién se debe de cumplir
que

o0

/ F(1)] dt < oo,

—0o0
lo cual es una condicién suficiente para exista la transformada de Laplace.
Dado que las relaciones que definen F' estan en el espacio t entonces es
necesario aplicar la transformada de Laplace inversa a la ecuacién (4.22).
Primero definimos la funcién de relajacién H(t) que es la transformada de

Laplace inversa de
-~ 1

H(s) = 4.23
(5) s? + s9(s) + wk (4.23)
y la funcién ¢(t) dada por la transformada de Laplace inversa de
i(5) = — (4.2
s) = . .
g s+4(s)
Es fécil verificar que la ecuacion (4.22) se puede reescribir como
. C H(s) .
Pero de las ecuaciones (4.23) y (4.24) se sigue que
H(s) 1 ( 2 7
28 _ 2 quHs), 4.26
sor =5 (1wt (1.26)
por lo tanto
N N ~ 1 w,% N ~
X(s) = H(s)F(s) + o ?H(s) Xo + H(s)Vj. (4.27)

El propésito de introducir la funciones H(t) y g(t) es facilitar el calculo de
la transformada de Laplace inversa, lo cual nos da como resultado

t t
X (t) :/ H(t—t)F({')dt'+ X, (1 — w?p/ H(t) dt’) + VoH(t) (4.28)
0 0
Tomando el promedio de la ecuacién anterior se obtiene que
t
K =X (1= [ HEO@) im0, @29)
0

Por lo tanto la solucién formal de la ecuacion de Langevin Generalizada se
puede escribir de una manera muy compacta como:

X() = (X)) xovp + /Ot H(t—t)F(t')dt. (4.30)
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De la solucion dada también se puede obtener de manera inmediata la
dindmica del proceso estocastico V (t) = X (t),

V() xovo = —w%XO /t h(t") dt' + Voh(t), (4.31)
V()= V() xow + /th(t —tF(t')dt, (4.32)

donde JH(;
h(t) = # (4.33)

Usando las ecuaciones (4.30), (4.32) y la simetria de la funciéon C(t — t') =
C(t' —t), se encuentra que las varianzas de los proceso estocésticos X y V
son

U?cx = <[X(t) - <X<t)>X0,V0]2>X07Vo

_ / e | / " H)C —tg)dtz] dt, (4.34)
Ugv = <[V(t> - <‘/_(t)>Xo,Vo]2>X0,V0
— 2/ h(ty) / 1 h(ty)C(t, — to) dtQ} dt, (4.35)
Uiv = <[X(t) - <X(t)>Xo,V0HV(t) - <V(t)>Xo7Vo]>Xo,Vo
(4.36)

- Q/OtH(tl) Uot h(ts)C(tr —t2)dt2} dt,

De hecho, esta expresion es valida tanto para ruido interno como para ruido
externo, pero en el caso de ruido interno se reduce a (ver [20])

o2 () = kT {2 /0 CHOE — ) — o [ /O t H(t’)dt’} 2} (4.37)

En seguida discutiremos cudl es la relacion entre los resultados que aqui
obtuvimos y la teoria W-F.

4.5. Relacién con la teoria de Wang

La solucién de la ecuacién de Langevin Generalizada, ecuacién (4.16),
ha sido estudiada en la literatura, [16], [17]. Es una ecuacién en donde X (t)
es un proceso estocastico abstracto que puede tener relacién o no con un
proceso fisico. Por ejemplo, con ella se puede modelar el ruido electrénico
en un circuito o las fluctuaciones en el mercado del precio de una divisa. En
nuestro caso, la ecuacién de Langevin surge al encontrar una ecuacion de
cerrada para las fluctuaciones de la densidad, dp(q,t). El propdsito de los
siguientes parrafos es mostrar al lector que la solucién encontrada, X (t), nos
permite encontrar el mismo factor de estructura que el encontrado para un
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fluido viscoelastico. Primero recordemos las abreviaturas introducidas en la
ecuacién (4.17), la primera abreviatura nos dice que

X(t) = 6p(q,1). (4.38)

Debemos de tener mucho cuidado con la abreviatura anterior, ya que queda
implicito que dp(q,t) es ahora un proceso estocastico. En la teoria W-F
dp(q,t) tiene una significado diferente, se trata de una funcién (no aleatoria)
de valores complejos. Para remarcar dicha diferencia escribiremos en este
capitulo dpw (q,t) para hacer referencia a la funcién determinista que aparece
en la teoria de Wang. Nuestro propdsito es demostrar que

(X(8) x010 = (00(q, 1)) 0o = Spw (G, 1), (4.39)

es decir, el promedio del proceso estocastico dp coincide con el valor de dpy,
de la teorfa de Wang. De la ecuacién para el promedio de X (¢), ecuacién
(4.29), e invirtiendo las abreviaturas, ecuacién (4.17), se tiene que

wm@wnozamao>(r—w%[fﬂ@vﬁ)-+&mzmﬂw> (1.40)

donde el médulo de relajacién H(t) ahora es la transformada inversa de

A 1
H(s) = — ) (4.41)
52 4+ SZ—OM (s) + w2

Es importante mencionar que el médulo de relajacién H(t), desde el punto de
vista de la ecuacién de Langevin, esta relacionado con el kernel de memoria
disipativo v(t); pero desde el punto de vista de las ecuaciones viscoeldsticas,
H(t) esta relacionado con el médulo de compresion longitudinal M (t) tal
como se ve en la ecuacion anterior. Como es mas facil comparar los resultados
en el espacio reciproco, tomaremos la transformada de Laplace de la ecuacion
(4.40), obtenemos

(s + L M(5))3p(@) + 6p(q)
s <s - %M(s)) + w2

(0p(d. 8))po = (4.42)

De la ecuacién de continuidad se tiene que dp(q) = —igpov.(q), por lo tanto

_ (s £ M(5))0p() — igpov-(d)
s(s+Z—ZM(s))+w% '

(4.43)

Comparando la ecuacién anterior con la ecuacién (3.29) del capitulo ante-
rior (haciendo nulos los efectos de la temperatura) podemos observar que la
ecuaciones json exactamente iguales!. Este hecho implica de manera inme-
diata que el factor de estructura calculado con la teoria de W-F o por la
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teoria estocdstica es el mismo:
S(q.s) = (0pw(q, s) opiy(Q))
= ((05( 8)) 0 (0P(@)) 1y )
= S(q) -
s (s + Z—OM(S)> + w2

En la ecuacién anterior queda clara la diferencia entre el promedio (-),, ¥y
(-). El primero se refiere a un promedio sobre un ensemble de realizaciones
de la variable estocastica, cada realizacion sujeta a la condicion inicial pg. El
segundo se refiere a un promedio sobre un ensemble de condiciones iniciales
po tomadas en estados de equilibrio del fluido.

Para concluir esta seccion, enfatizamos el hecho de que hemos generaliza-
do la teoria de W-F al considerar las fluctuaciones de la densidad del fluido
como una funcién estocastica, tal como lo demanda su naturaleza aleatoria.

4.6. Teorema de fluctuacion-disipacion

Otra razon para considerar una teoria estocédstica es que nos proporcio-
na mas informacién sobre el sistema cuando las caracteristicas del ruido son
conocidas. Por ejemplo, nos permite calcular la funcién de densidad de pro-
babilidad (de primer orden), f.d.p., del proceso estocéastico X (t). La f.d.p.
se puede encontrar “transformando” la ecuaciéon de Langevin Generaliza-
da en una ecuacion de Fokker-Planck y por supuesto resolviéndola para las
condiciones iniciales dadas. En la presente seccién indicamos como llegar
a la ecuacién de Fokker-Planck pero no damos una solucién de la misma,
mas bien, usamos los resultados que existen en la literatura para deducir el
TFD a partir de la ecuacion de Fokker-Planck. Partimos de la ecuacion de
Langevin Generalizada escrita en la forma abstracta, ecuacién (4.19), donde
X (t) representa un proceso estocdstico cualquiera; posteriormente usaremos
la ecuacién (4.38) para regresar a nuestro caso de estudio. Como se puede
ver en [31], debido a que el ruido F(t) es gaussiano y por la linealidad de la
ecuacién (4.19), la funcién caracteristica conjunta asociada con la densidad
de probabilidad p(z,v,t) es también gaussiana,

¢4z qu, 1) = exp{i(X (1)) gz + i(V (1)) qu

1
- §(azz(t)2q§ + 20,0 (1)?quo + 00 (t)2¢%)}.

Como solo estamos interesados en la funcién de densidad marginal p(v,t),
hacemos ¢, = 0 en la ecuacion anterior

(4.45)

Has 1) = exp V(D) + 307 (a2 (1.46)

Después de varios pasos algebraicos, como se pueden ver en [27], la ecuacién
anterior nos conduce a la ecuaciéon de Fokker-Planck

817(;5’ t) — —5(75)%(11]9(0,75)) + Dv(t)%

(4.47)
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donde

(1) = w (4.48)
Dy(t) = 0uu(t)Guu(t) — E(t)oy, (1). (4.49)
La ecuacién (4.47) es de la forma general
9 (1) =~ PO+ a0 g P D). (450)
ot X 1 e X X 2 B2 X5 1) .

En la referencia [32] se muestra que si un sistema cuya f.d.p. es descrita por
la ecuacién diferencial (4.50) y ademds su comportamiento tipico cerca de
equilibrio estd dado por ruido Gaussinano, entonces la funciones ¢; y ¢, se
relacionan mediante el TFD de la forma

P2(t) = KTy (1). (4.51)

En nuestro caso identificamos ¢1(t) = §(t) y ¢2(t) = D,(t) y por lo tanto el
TFD nos permite escribir la siguiente ecuacién para la el promedio de X (),

b Lln(o2,(t'))]
kT
2 (1 + —asva/))

Finalmente, de la ecuacién de continuidad y la ecuacién (4.38) se sigue que

(V(t)) =exp /o dt’ 5 . (4.52)

1 b /twdt’ . (4.53)

2 (1 + —o—%))



Capitulo 5

Acoplamiento R-T

El mundo no fue hecho en el tiempo,
stno con el tiempo.

San Agustin de Hipona

5.1. Introducciéon

En el tercer capitulo de la presente tesis se encontro el espectro de dis-
persion de luz tanto de un fluido viscoso como de un fluido viscoelastico. En
tal capitulo siempre se tuvo en mente un hecho importante, las particulas del
fluido tienen simetria esférica, lo cual implica que la dispersion de la luz por
el fluido es una dispersién isotrépica. También esta la hipdtesis implicita de
que todas las particulas que conforman el fluido son del mismo tamano, es
decir, se trata de una muestra monodispersa. Aqui iremos mas lejos y con el
apoyo de la teoria W-F encontraremos el espectro de dispersién de luz de un
fluido cuyas particulas son macromoléculas rigidas alargadas y cuya muestra
es polidispersa, es decir, la muestra del fluido incluye moléculas alargadas
de diversos tamanos. Tal como se anticipa, la ecuacién (3.35) deja de ser
valida, la irradiancia espectral ya no es proporcional al factor de estructura.
Sin embargo, por la ecuacién (2.27), que es mas general, sabemos que la
irradiancia espectral se obtiene a partir del promedio de las fluctuaciones
del tensor dieléctrico del medio. Utilizando los desarrollos tedricos de Ber-
ne y Pecora en su libro [7], sabemos que la irradiancia espectral tiene dos
componentes, una isotrépica y una anisotrépica. Llegar a dicha conclusion
involucra cédlculos mas sofisticados con base en la teoria electromagnética,
analogos a los realizados en el segundo capitulo. La componente isotrépi-
ca tiene un comportamiento similar al espectro de un fluido con particulas
simétricamente esféricas y monodispersas, mientras que la componente an-
isotrépica contiene informacién dinamica sobre la rotacion y la traslacién de
las moléculas. En la siguiente seccién decimos cémo calcular tedricamente la
componente isotrépica y anisotropica del espectro de luz y ademas el lector
notara por qué el uso de polarizadores es estrictamente necesario en un ex-
perimento de dispersién de luz para conocer la componente anisotropica en
un fluido polidisperso de particulas asimétricas.

o1
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Figura 5.1: Geometria de dispersién.

5.2. Configuraciones de dispersion

En un experimento de dispersion dinamica de luz se definen geometrias
de dispersién, las cuales estan relacionadas con las direcciones de polariza-
cion inicial y final del haz de luz proveniente de la fuente. Para definir las
geometrias de dispersién consideremos un sistema de referencia ortogonal y
supongamos que la direccién de propagacion del haz incidente, dada por /;Z-,
se encuentra en el plano zz (el plano de dispersién); y la direccién de propa-
gacion de la radiacién dispersada, dada por Es, se encuentra sobre el eje z.
Los estados de polarizacién de los haces incidente y dispersado se denotan
por n; y ns respectivamente. En la Figura (5.1) se muestra el sistema de re-
ferencia usado, cuyo origen coincide con el centro geométrico del volumen de
dispersién. Experimentalmente, los estados de polarizacién quedan definidos
por los ejes de los filtros polarizadores que ademés atentian la intensidad de
los haces incidente y dispersado. Los angulos ¢; v ¢, que se muestran en la
Figura (5.1) denotan el d4ngulo minimo entre los vectores unitarios 7; y 7
con respecto al eje y, respectivamente, y por lo tanto se cumple que

N - J = COS ¢; (5.1)
g+ §J = COS Ps. (5.2)
Las geometrias de dispersion mas comunes para realizar observaciones son:

= Dispersion polarizada. Los ejes de los filtros polarizadores se fijan de
tal manera que ¢; = 0y ¢s = 0. El espectro del luz obtenido en
esta configuracién es denotado por el simbolo Iy (para polarizacién
vertical-vertical del haz de luz incidente y dispersado).

» Dispersion depolarizada. Los ejes de los filtros polarizadores se fijan
de tal manera que ¢; = 0y ¢s = 90°. El espectro de luz en esta con-
figuracién es denotado usualmente como Iy g, este espectro depende
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solamente de la anisotropia 6ptica de los centros dispersores (particu-
las, moléculas o partes de moléculas) del medio dispersor y no de la
polarizabilidad molecular promedio.

» Dipersion horizontal-horizontal. Los ejes de los filtros polarizadores se
fijan de tal manera que ¢; = 90° y ¢, = 90°. El espectro asociado
a esta configuracion se denota por Iygy. Es 1til cuando se trata de
estructuras muy largas y en la medicién de radios de depolarizacion.
Aunque en esta tesis no serd usado, el radio de depolarizacién se define
como

Ivg , Ivu
Pratio =— 7 - - (53>
Iyv — Ium
En la mayoria de los experimentos de dispersiéon de luz que no usan polari-
zadores los resultados deben de ser interpretados en términos de dispersion
isétropica, que corresponde a Iy, pues la dispersion polarizada depende de
manera fundamental de la polarizabilidad promedio de los centros disperso-
res del medio. Es mas, cuando se trata de estructuras que no son més grandes
que ¢!, la contribucién de las anisotropias épticas son despreciables en el
espectro Iyy. Sin embargo, la componente Iy gy “aisla” de manera efectiva
las anisotropia de la polarizabilidad, es decir, da cuenta de la ansiotropia
optica de los centros dispersores. En nuestro caso, tenemos a la mano re-
sultados experimentales que se llevan a cabo con moléculas alargadas cuyos
tamanos son tales que el espectro Iy tiene esencialmente las componentes
isotrépica I, y anisotropica I,,; en las siguientes proporciones,

4

Iyy(qiw) = Liso(qiw) + 3

—Ioni(qw), (5.4)
y como ya dijimos, el espectro Iy y contiene solo la parte anisotrépica,

Iy (@, w) = Luni(q,w). (5.5)

Usando los resultados en [29], se encuentra que

Lyv(q,t) = I Z i =T (O]) (5.6)

E 7|7, P 0
IVH - IO < yz g(/z —iFrm(®) n(O)]> COS2 §+
(5.7)

yr —yr

(M) (1) =i (- Ol g2 I
2

donde I es una constante de proporcionalidad y agﬁ) es la componente 17, j

del tensor de densidad de polarizabilidad de la molécula en la posicion 77,
en el sistema de referencia mostrado en la Figura (5.1). Se puede verificar
facilmente que las ecuaciones anteriores son similares a la ecuacién (2.32)
del segundo capitulo. Tras una serie de aproximaciones, de las cuales, la
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mas relevante es que la moléculas observan simetria cilindrica y por lo tanto
existe un sistema de referencia molecular para el cual

A
am=1 o0 o™ o0 (5.8)
0o 0 a™

se llega a las ecuaciones (5.4) y (5.5), y se encuentra que

. KT o .
L’so(Qa W) = ?Re[s<q7 3)‘3:2’&)] (59)
B B 5 0 . . o0
Iam‘(Qa W) = [yz(Q> CU) COS 5 + Iyx(‘]a OJ) sin § (510)
en donde
. kT N .
I5(d2) = "L Rellony (7 ), () ] (.11

Notemos que la ecuacién (5.9) es exactamente igual a (3.36) discutida en el
tercer capitulo. Con esto se pone en manifiesto que los espectros obtenidos en
los capitulos anteriores corresponden a la parte isotropica, las anisotropias
Opticas son nulas en moléculas simétricamente esféricas. En las siguientes
secciones usaremos las ecuaciones (5.9) y (5.10) para encontrar el espectro
isotrépico y anisotréopico en un fluido que exhibe acoplamiento rotacional y
traslacional entre las particulas que lo componen.

5.3. Espectro isotrépico de un fluido con aco-
plamiento

Por el simple hecho de que las moléculas dentro de un fluido interactian
térmicamente entre si, la nube electrénica que rodea a las moléculas no pue-
de tener simetria esférica y por lo tanto siempre existe una anisotropia éptica
cuando se mide el espectro de dispersion de luz de una sustancia. La aniso-
tropia se puede cuantificar a partir del tensor de densidad de polarizabilidad
de la siguiente manera

ﬁz’j(Fu t) = Oél‘j(f; t) — é&kk(f; t) (512)
El tensor 3;; es llamado simplemente la anisotropia de la polarizabilidad.
Las componentes de la anisotropia son mas grandes entre mayor asimetria
presente la molécula. En nuestro caso, estudiaremos moléculas alargadas,
pequenos cilindros polidispersos dentro de una soluciéon. La forma de las
moléculas afecta la descripcién dindmica que hemos hecho hasta el momen-
to. Para una molécula esférica, una rotacion la deja invariante. Una rotacion
en una molécula cilindrica no implica invariancia, a menos que el eje de la
rotacién coincida con el eje axial de simetria de la molécula. De hecho existe
un acoplamiento entre los grados de libertad rotacional y traslacional de la
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molécula. Cuando una molécula cilindrica se traslada de un punto a otro,
las interacciones adyacentes son distintas en cada extremo de la molécula,
eventualmente se imprime una torca y la molécula tiende a rotar. Por otro
lado, si un molécula rota, ésta mueve a las moléculas vecinas y tienden a
trasladarse o rotar. Es decir, existe un acoplamiento intrinseco entre la ro-
tacién y la traslacion de las particulas dentro del fluido. Introducir en la
descripcion hidrodindmica el acoplamiento rotacion-traslacion (R-T) no es
una tarea sencilla. Wang desarrollé el conjunto minimo de ecuaciones que
permiten modelar el acoplamiento R-T en un medio continuo, [38]. Las ecua-
ciones son la ecuacién de continuidad (1.1), que siempre ha estado presente;
la ecuacién de movimiento, pero la ecuacion constitutiva se ve modificada
de la siguiente manera

(1) = =phy + | {2G(E = i (¢) — hsinn(t)}+

K(t — t/)(swukk (t/)} dtl + /t M(t — t/)ﬁw (t/) dt/,
- (5.13)

y por lo tanto la ecuacién de movimiento toma la forma

ov; dv;\  Op t , 1 o 0=

(5.14)

La ecuacion constitutiva viscoelastica no sufre grandes cambios, salvo que
se ha anadido el término

t
/ u(t —t) B, (t) dt’ (5.15)
—0oQ

donde p(t) es conocido como médulo de acoplamiento R-T cuya interpre-
tacion fisica se ve de la ecuacién anterior: u(t) modela la relajacién de la
tensién ante un cambio en la anisotropia de la polarizabilidad. Cuando una
onda electromagnética incide sobre una parte del fluido el efecto es que se
modifica la polarizabilidad por la reconfiguracion de la nube electréonica de
las moléculas. La anisotropia de la polarizabilidad cambia en el tiempo y en
el espacio, y la relacion constitutiva modificada da cuenta de las pequenas
deformaciones en el medio. La ultima ecuacién que se usa para modelar el
acoplamiento R-T se denomina ecuacién cinética para la anisotropia de la
polarizabilidad y es

Bz](t) - - / F(t - t/)ﬁi]’(t/) dt/
. (5.16)

t
! ! - / ]' . / !
+/ 24 (¢~ )i () — Sine()3]
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La funcién escalar I'(t) se denomina médulo de relajacion de la anisotropia
y el nombre da indicios de su papel en la ecuacién. La funcién p/'(t) también
recibe el nombre de modulo de acoplamiento R-T y estd relacionado con
el médulo p(t) tal como lo establece formalmente Wang, [37]. Uno podria
incluso considerar la ecuacién de la energia, pero en el caso del acoplamiento
R-T también se espera que los efectos de las fluctuaciones de la tempera-
tura sean pequenos para ser despreciados en el espectro. De esta manera la
ecuacion de continuidad (1.1), la ecuacién de movimiento modificada (5.14)
y la ecuacién cinética (5.16) forman nuestro nuevo conjunto completo de
ecuaciones a resolver. Siguiendo el procedimiento del tercer capitulo prime-
ro tenemos que linealizar dichas ecuaciones. La ecuacion de continuidad y
la ecuacién de movimiento aparecen de manera reiterada en su forma lineal
y es mds, el término extra que hemos anadido, ecuacién (5.15), es lineal,
por lo tanto la forma lineal de las ecuaciones es facil de obtener del tercer
capitulo. Incluso la ecuacion cinética para la anisotropia también es lineal y
no hay que modificarla en lo absoluto. En seguida escribimos la ecuaciones
lienalizadas, considerando solo la parte longitudinal de la velocidad y sin
fluctuaciones de la temperatura:

(6 -
—(atp) +poV-17=0 (5.17)
; 1 1 [t
9 _ _ 5 90) + —/ M(t —t")V2u;(t) dt'+
ot poxr Ori  po J -
o . (5.18)
. t
Bi;(t) = —/ Lt —1')By(t") dt’
e (5.19)

¢
+/ 20/ (t — ") [0 (') — 1ukk(t’)@j] dt'.
oo 3
De acuerdo con el procedimiento planteado en el capitulo 3, el siguiente pa-
so es aplicar la transformada de Fourier-Laplace para tranformar el sistema
de ecuaciones en uno algebraico. Dado que la ecuacion de movimiento es
vectorial y la ecuacién cinética es tensorial, es muy dificil resolver de ma-
nera general el sistema anterior, pero podemos seleccionar las componentes
apropiadas para resolver de manera parcial el sistema. Al fin de cuentas solo
necesitamos conocer dp para encontrar el espectro isotrépico. Las compo-
nentes que escogemos es la componente v, en la ecuaciéon de movimiento
(1 = z) y la componente (., de la ecuacién de cinética (i = z,j = z). De
esta manera el sistema algebraico es una matriz de 3 x 3:

s iqpo 0 op op(q)
s LN(s) —s(s)| | b | = |0a(@) — Za(s)Ba(@) | - (5:20)

0 —glq,&,(S) s+ f<3) Bzz 52z(®
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Si comparamos el sistema algebraico anterior con el que se obtiene en el caso
de un fluido viscoeldstico sin acoplamiento RT, ecuacién (3.48), se pueden
notar que varias componentes son iguales ya que basicamente hemos reem-
plazado la ecuacion de la energia por la ecuacion cinética. La solucién para
dp que encontramos con el método del determinante es

= _l s+ T(s)(s q—2As éq—zsAs”s
o) = g { (o Bt + LA+ Sai o
tigpo(s + (5)) v=(@) — *(s)(s) Bee(@)
donde
A q2 ~ 4q2 N A1 q2 r
A=s {(s +T'(s))(s + %M(s)) + gp—os,u(s)u (s)} + poXT(s—l—F(s)). (5.22)

Con lo anterior podemos calcular el factor de estructura de un fluido vis-
coelastico con acoplamiento RT), tiene exactamente la misma forma funcional
que el de un fluido viscoelastico sin acoplamiento:

. s+ T M(s
S(q,s) = S(q) ( +‘;—/gl( )(>)+ " (5.23)
s{s+LM(s q?v?
donde o
M(s) = M(s) + ésM (5.24)

3 s+I(s)

Notemos que el médulo longitudinal efectivo es el médulo M (s) més una con-
tribucién adicional, esta vez la contribucién no proviene de la fluctuaciones
en la temperatura, sino del hecho de que existe un acoplamiento rotacional
y traslacional entre las partes del fluido. El acoplamiento RT es modelado
mediante el producto de los médulos ji(s) y '(s), mientras que el médulo
['(s) por lo general se considera como un médulo que regula la velocidad
de relajacion del tensor de esfuerzos. Con el resultado anterior solo apli-
quemos la ecuacién (5.9) para conocer el espectro isotropico. El resultado
nuevamente tiene un parecido al de un fluido viscoeldastico sin acoplamiento:

L TS@
Iisa(Qaw): T X
2 (M@ 4 sw?
T £0 w 3F0(w2+rg)
5 2
) ; s o P M) 4o
(68 — w2+ EM() + 385 ) +u? (5209 — i)

(5.25)

Para llegar al resultado anterior se han introducido dos constantes experi-
mentales, a saber, § y I'g. En el laboratorio se encuentra que los médulos
i, [y I’ no cambian mucho pese a grandes cambios en la frecuencia, son
aproximadamente constantes:

[(s) =T >0 (5.26)
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_pPo b 1T, >0
~ ~ — Ty S11yg 597
it = { ot S0 (5.27)
donde § > 0. Las ecuaciones anteriores definen a las constantes experimenta-
les 0 y I'y. Para verificar que la ecuacién (5.25) es correcta podemos intentar
ver si reduce a la ecuacion (3.56) del capitulo 3, cuando quitamos el acopla-
miento R-T. Quitar el acoplamiento R-T significa hacer

fi(s) =0 (5.28)
ji'(s) =0 (5.29)
I'(s) =0 (5.30)

y considerar la condicién inicial 5;;(0) = 0Vi, j. Las condiciones anteriores
implican que los pardmetros 0 y 'y son idénticamente cero y por lo tanto
el espectro isotropico efectivamente se reduce al espectro vicoeldstico sin
fluctuaciones de la temperatura. De hecho basta hacer 6 = 0 para lograr tal
reduccién, por lo tanto d es un parametro especial llamado parametro de
acoplamiento R-T.

5.4. Espectro anisotrépico de un fluido con
acoplamiento

Calcular el espectro anistrépico de un fluido con acoplamiento R-T es
relativamente mds sencillo (aunque en un principio se esperaba todo lo con-
trario) ya que al aplicar ciertas propiedades de simetria el trabajo se reduce
enormemente. Partimos de la ecuacién (5.10), la férmula nos dice que es ne-
cesario conocer [, e I, entonces necesitamos ¢, y o,,. Primero hagamos
el calculo de o, que es el mas complicado. En la ecuacién de movimiento
(5.18) hacemos ¢ = y y en la ecuacién cinética (5.19) hacemos i = y,j = 2
y tomamos la transformada de Fourier con ¢ = (0,0, q), de esta manera
obtenemos las siguientes ecuaciones

- 2 gt i t
Qo) _ 0 M(t—t")v,(q,t) at' + 4 p(t —t") e (g, t") dt" (5.31)
ot o Jo po Jo

t t
Q. (g, t) = —/O Dt =ty (g, t) dt" + z’q/o Wt —th,(q,t')dt’  (5.32)

Las ecuaciones anteriores pueden desacoplarse, una de las razones por la
que esto sucede es porque el sistema es lineal y porque se considera un
sistema de referencia adecuado, ver Figura (5.1). El resultado de aplicar la
transformada de Laplace a las dos ecuaciones anteriores se escribe como el
siguiente sistema algebraico

s+ SN () —jLsis) [@y@ s) ] B [vy@ L (8)ye()

] (5.33)
vy ()

—igf/'(s)  s+T(s) | Ly=(q:5)
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Al resolver el sistema anterior se obtiene 0,(q,t) v &y.(¢,t) con lo cual se
encuentran de manera inmediata las siguientes funciones de correlacién

2
(00,90 (@) = —— DD (5:34
o+ £ () + 122800}
Po s+I'(s)
2 ~ 2 R

5+ LI(s) + L(s)il(s)
(s +T(s)) (5+ LN(s)) + Lsj(s)it (5)
Observamos que en la ecuacién (5.34), en el denominador aparece una fun-

cién similar a M(s), sin embargo, falta el factor 4/3. Por otro lado de la
ecuacién (5.35) se tiene que

1@, ) = " Rel(@,:(0,) 0 (@) ]

] (B8 [ (Gor—<) - frore]

(Gy=(q. 5) 0. (7)) = (5.35)

w

donde
Xa(q) = {lay(DI?), (5.37)

¢ ¢ 5w21?
A= [Fo (—M'(w) — wz) — —wM"(w) + F—} +
Po Po 0 (5.38)

q / 2 q 1" ?
{w <—M (W) —w ) + —IyM (w)] :
Po Po
Al deducir la ecuacién para [,, también se han usado los parametros experi-
mentales 'y y 0 definidos en las ecuaciones (5.26) y (5.27), respectivamente.
Para que el calculo esté completo necesitamos conocer I,,, pero de la ecua-
cién (5.19) y reconociendo que ay, no acopla con ninguna componente de la
velocidad, se obtiene

L . ETxa(@) 1
<ayI(Q7 S) Oéyx((j» = T s+ F() . (539)
Directamente de la ecuacion dada se obtiene
. kT L . ETxa(q) To

Por lo tanto el espectro anisotrépico de de un fluido viscoelastico con aco-
plamiento R-T es

™

- % KZ—?M’(w) - w2) (Fo (Z—ZM’(W) - w?) _ Z_ZMM//(W) N 51%2)

+ (Z—ZM”(w) - %) (w (Z—ZM’(w) - wz) + Z—zFOM"(w))} cos? g}
(5.41)
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Las expresiones para el espectro isotropico, ecuacién (5.25), y el espectro
anisotrépico, ecuacién (5.41), son bastantes generales ya que aparecen los
modulos de almacenamiento y de pérdida de compresiéon longitudinal en la
forma M’(w) y M"(w), no hemos especificado ninguna forma funcional de los
modulos. En el préximo capitulo daremos expresiones explicitas para dichos
modulos con el fin de que las ecuaciones encontradas sirvan para ajustar los
datos experimentales de los espectros isotrépicos y anisotropicos de distintas
sustancias.



Capitulo 6

Analisis de resultados

Lo que experimentamos de la naturaleza es
con modelos, y todos los modelos de la
naturaleza son muy hermosos.

Richard Buckminster Fuller

6.1. Introduccidon

En un principio se pensaba hacer una comparacién teorico-experimental
a través de los espectros de dispersion de luz I, e I,,; basandonos en los
resultados experimentales de Wang para dos sustancias, salol (phenyl salicy-
late) y o-therphenyl. Es decir, se pensaba que las expresiones tedricas calcu-
ladas para el espectro permitieran reproducir los resultados experimentales.
Sin embargo, dicha comparaciéon no se llevé cabo por varias razones: las
graficas de los espectros mostradas por Wang carecen de una escala vertical,
la escala horizontal no es una escala convencional, ver Figura (6.1), el espec-
tro presenta dos picos laterales muy pequenios’ que son dificiles de ajustar
usando una regresion no lineal aplicada a los datos en bruto y ademas la
resolucion de sus graficas no permite obtener con una incertidumbre acep-
table los datos experimentales. Por lo tanto se optd por analizar en primera
instancia el médulo de compresién longitudinal (y posteriormete el espectro
de dispersién de luz). Afortunadamente se encontré un articulo en donde se
mide para el salol (la misma sustancia caracterizada por Wang a través del
espectro depolarizado) el médulo M”(w) para distintas temperaturas, en una
configuracién de dispersién depolarizada (VH) a un dngulo de dispersién fijo
de 90°. Dichos resultados experimentales fueron encontrados en el articulo
[40]. Recordemos que el médulo de almacenamiento de corte M'(w) estd rela-
cionado con el médulo de pérdida M”(w) a través del médulo de compresion
longitudinal complejo M*(w) = M'(w) +iM"(w), donde M*(w) = iwM (iw).

El siguiente paso es modelar de manera adecuada el médulo M(t) pa-
ra reproducir las mediciones para M”"(w). Por supuesto, al modelar M (t)
podemos introducir tantos pardametros como uno desee, con una cantidad

'En la seccién 6.8 se cuantifica que tan pequenas son las componentes laterales del
espectro comparadas con la componente central.
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wileg

6=60°

Figura 6.1: Espectro anisotrépico del salol a una temperatura de 254.65
K y un angulo de dispersién 6 = 60°. La baja resolucién de la imagen,
la ausencia de una escala vertical y la escala horizontal del pico central 100
veces mas grande que las bandas laterales, dificulta la obtencién de los datos
experimentales a partir de la grafica.

suficiente de ellos es muy facil hacer que cualquier funciéon M (t) ajuste los
datos experimentales. Por lo tanto, los modelos que analizamos a conti-
nuacion contienen a lo mucho 4 parametros libres, lo cual es una cantidad
razonable. Ademsds, el éxito de la teoria recae en el significado fisico y en el
comportamiento de los parametros.

6.2. Modelo de Voigt

Tal como se puede leer en [6], el comportamiento viscoeldstico lineal pue-
de ser concebido como una combinacién de resortes (la componente eléstica)
y amortiguadores (la componente viscosa), ver Figura (6.2). La componente
elastica es descrita por la ley de Hooke

0= Ku (6.1)
o bien p 14
U o
o _ - 2
dt Kk dt (6:2)

donde o es la tension, u es la deformacion y x es la constante elastica del
material con unidades N/m?. La componente viscosa es modelada por

du
o =1 (6.3)

donde 7 es la viscosidad dindmica del material con unidades de N - s/m?. El
modelo de Kelvin-Voigt, también conocido como el modelo de Voigt, consiste
en un amortiguador viscoso Newtoniano y un resorte Hookeano conectados
en paralelo, como se muestra en la Figura (6.3).

Dado que los dos elementos estan sujetos a la misma deformacion, el
modelo es también conocido como modelo de iso-deformacién. La tension
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Figura 6.2: Representacién esquemética del resorte Hookeano (arriba) y del
elemento resistivo Newtoniano (abajo).
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Figura 6.3: Representacion esquemética del modelo de Voigt.

total es la suma de la tension en el resorte y la tension en el amortiguador
viscoso, asi que

o(t) = ku(t) + ”dz—f)' (6.4)

Transformemos la ecuacion anterior en una ecuacién integral con la ayuda
de la delta de Dirac,

o(t) = /0 (k +16(t — t))a(t)) dt’. (6.5)

Por comparacién directa entre la ecuacién anterior y la ecuacién (1.39) del
primer capitulo, se sigue que el médulo de compresion longitudinal es

M(t) = k+nd(t). (6.6)

Sin duda alguna el modelo de Voigt es muy sencillo y es el que usa Wang
para derivar sus expresiones para el espectro isotrépico y anisotrépico. En
el formalismo de Wang, el modelo de Voigt se reescribe como

M(t) = % (Q?V + %5@)) (6.7)

donde Qy y wy son las constantes del modelo (el subindice V' hace refe-
rencia al nombre de Voigt) y sus unidades son de frecuencia. Notemos que
para pasar de la ecuacién (6.6) a la ecuacién (6.7) basicamente se hacen la
sustituciones

K — % Q%,
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2
Po Wy

q* To
donde I'y es un parametro introducido en el capitulo anterior. A partir de la
ecuacion (6.7) podemos obtener los médulos primados y las ecuaciones de
los espectros isotrépico y anisotropico. Primero apliquemos la transformada
de Laplace al modelo de Voigt,

y po (QF | wi
M(s)==|—+ =~ 6.8
o= (5, (69
entonces el médulo de compresién longitudinal complejo es
2
* Po (2 | Wy,
M =—1Q — . 6.9
@) =22 (9% + i) (6:9)
Dado que M*(w) = M'(w) +iM"(w), se obtiene sin mucho esfuerzo que
e
—M'(w) =03, (6.10)
Po
C]2 7 2
—ToM"(w) = wyjw. (6.11)
Po

Sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en la ecuacion para el espectro
isotrépico, ecuacién (5.25), se tiene que

coS(q) "

™

Iiso(q_; w) =

2 2 4 _duw?
W2 (wv - gwﬁFg) o (6.12)
r 2 02 2 4 dw? 2 w? 2 4 dw? 2
o\wr +iky —w +§w2+rg T T, Wy T 33

mientras que para el espectro anisotrépico, ecuacién (5.41), se tiene

- COXOc(q_) F0 : 2 0
Loni(qyw) = [ sin® —+
s w? + 173 2
Do(23 — w?)? 4+ w?wiw, cod? 0
Lo(QF — w?) — W2w,]? + w?[QF — w? + wi]? 2
(6.13)
donde ) s
Wy = “VFO_ (6.14)

Las ecuaciones (6.12) y (6.13) son exactamente iguales a las que aparecen en
el articulo [38] de Wang. De acuerdo con Wang la ecuacién (6.13) permite
ajustar las mediciones experimentales para el salol a distintas temperaturas.
La pregunta es, ;cémo es posible es una médulo de memoria de ultra-corto
alcance, dado por la ecuaciéon (6.27), permite reproducir de manera satisfac-
toria los resultados experimentales. En la seccién de analisis de resultados
intentaremos dar respuesta a dicha cuestién. Por el momento hemos logra-
do reproducir las férmulas de Wang, lo cual indica que nuestras ecuaciones
generales (5.25) y (5.41) son correctas.
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Figura 6.4: Representacion esquematica del modelo de Maxwell.
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6.3. Modelo de Maxwell

El modelo de Maxwell es representado por un amortiguador viscoso puro
y un resorte elastico puro conectados en serie como se ilustra en la Figura
(6.4). Como el resorte y el amortiguador viscoso estdan sujetos a la misma
tension, el modelo es también conocido como iso-tensién. La velocidad de
deformaciéon es la suma de las velocidad de de deformacion elastica y la

vicosa, asi que
du _o, ldo (6.15)
dt  n kdt
Queremos transformar la ecuacién diferencial anterior en una ecuacion inte-
gral. Si suponemos que la velocidad de deformacién () es conocida, enton-
ces la ecuacién anterior es una ecuacién diferencial de primer orden en o(t),

cuya solucién se conoce

t
o(t) = / ke S dt (6.16)
0

considerando o(0) = 0. Nuevamente, por comparacién directa con la ecua-
cién (1.39) se sigue que

M(t) =re n". (6.17)
Por lo general la ecuacién anterior se reescribe considerando el tiempo de
relajacién de Maxwell, Tp; = n/k, entonces

M(t) = % e . (6.18)

Dentro del formalismo de Wang, el modelo de Maxwell se plantea como:

Wi, ot
M(t) = % (Q?M + FofMe TM) (6.19)
donde Qy, wir, Tar v o son los pardmetros libres del modelo (notemos la
clara analogia con el modelo de Voigt). Es de esperase que este modelo ajus-
te mejor los datos experimentales, por tener cuatro parametros de ajuste,
en lugar de tres como en el modelo anterior, y ser consistente con el de-
camiento exponencial que se observa en la zona terminal (ver Capitulo 1,
Figura 1.4). Sin embargo, el modelo de Maxwell nos conduce a expresiones
mas complicadas para el espectro isotrépico y anisotropico, como veremos a
continuacion. Primero tomemos la transformada de Laplace de la ecuacion
(6.19), obtenemos

- po [y Wiy
M(s) = — 6.20
(s) = = < s TTot Dy ) (6.20)

™
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entonces el médulo longitudinal complejo es

_ L3, + iw(LomarQ3, + wi))

M* 6.21
() q> Co(1 +itpyw) (6:21)
Tomando la parte real y la parte imaginaria se tiene que
2 .02 2(T 72,02 2
q—M’(w) _ 0 M+w ( OTM2 M—FTMLUM)’ (6_22)
Po Lo(1 4 73,w?)
2 2
q " Wy
—M"(w) = ——F—. 6.23
/)0 ( ) 1—\0(1 + 7']%40.)2> ( )

Sustituyendo los médulos primados en la ecuacién general (5.25) se llega a
que

. kTS(q)
Iiso(Q7 CU) = X
m
Wi (_wh 4w
To 1+T§4w2 3 w24T3 ’
2 2
w2+ Lo, +w?(Cory O +rmwiy) 2 44 _dw? 4 Wi 4 _dw?
T To(1+73,w?) 3w2+T32 Iz \ 1+73w? 3 w2+T3

(6.24)

y cuando sustituimos los médulos primados en la ecuacién general (5.41)
obtenemos

[ani ((77 w)

_ ]{?TXQ(CT) { FO . 92 9

sm® —+
m w?+T73 2

w2 - T22.02 (Q2 Wi 2\’ T2(02. — w22 (6.25)
wiwyy + LTy w Mt T, W) Tt o(§2 — w?) 5 0
To(1 + 72,0%) A (@) 3

donde
Fg(l + T]%4W2)2AM(M) =
(FOTMW2W%/[ + w2(5 + 57']%4w2 — w?w) + Fg(l + Tﬁuﬂ)((ﬁw — w2))

+ (rmw’wy; + Dow(Q3, + wiy — Thw' — w?(1 — TJ@Q?W))V :

2

(6.26)

Efectivamente, las ecuaciones resultantes para el espectro isotrépico y an-
isotrépico resultan bastante complicadas. Es facil demostrar que cuando se
toma el limite 7; — 0 las ecuaciones anteriores se reducen al caso de Voigt.
Es decir, si el tiempo de relajacién de Maxwell es muy pequeno entonces
nos aproximamos al modelo de memoria ultra-corta dado por Voigt. Dicho
limite se calcula en el Apéndice (B) para el caso anisotrépico.

6.4. Modelo Ley de Potencias

En muchas publicaciones recientes se han usando modelos de funciones
de memoria que consisten un término de ley de potencias de la forma ¢~ el
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cual representa un proceso de relajacién rapido, pero mas lento comparado
con el modelo de Maxwell (ver, por ejemplo, [9] y [33]). El modelo ley de
potencias se usa principalmente para modelar cadenas grandes de polimeros,
particulas esféricas disueltas en suspensiones coloidales e incluso se ha usado
para analizar la dindmica de los fluidos asociada al flujo de sangre, [30]. El
modelo ley de potencias para el moédulo longitudinal se escribe en nuestro
contexto como,

M(t) = % (9% + wi(Tot) ™) (6.27)

donde Qg, wgr y b son las constantes del modelo. El parametro b es adimen-
sional y b > 0. Como en las secciones anteriores, tomemos la transformada
de Laplace de la ecuacién (6.27), obtenemos

2
M(s) = % (% + s PwR (1 — b)) : (6.28)
En la ecuacién anterior I' representa la funcién gamma, no confundir con la
funcién de relajacion que aparece en la ecuacion cinética. Dado que la fun-
cién I'(1 — b) tiene discontinuidades asintéticas para valores de b enteros po-
sitivos, entonces debemos considerar valores de b en el conjunto semiabierto
[0, 1). Tomar valores de b en conjuntos abiertos de la forma (1,2), (2, 3),(3,4)
.,(n,n+1),... conduce a comportamientos similares de los médulos prima-
dos. El moédulo complejo se obtiene facilmente de la ecuacién anterior

M*(w) = %(Qg + D5 (iw) wiD(1 — b)), (6.29)

Al tomar la parte real e imaginaria se tiene

Q_QM'(W) = Q%+ (Fio)wa cos (62 ) I'(1-9b), (6.30)

Po

Después de sustituir los modulos primados en la ecuacion general para el
espectro isotrépico (5.25) se llega a

Liso(q,w) = @ X
“i (Aig S i (5%2)) |
(w% + 0%+ Ay (w) — §w§ir2> ot <A2 - §Fo<5§irﬁ>>2
(6.32)
donde

A(w) = (E)b“’% cos (%T) (1), (6.33)

Ay(w) = <—>bw§% sin (%) L(1-0). (6.34)
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Y al sustituir los moédulos primados en la ecuacion general para el espectro
anisotrépico (5.41) se llega a

]anz<Q7 ) - T {wg 4 F2 S 2
L 02 — 2 b
+ AR(w) Po( R 2y Ty RF 1 — ) (6.35)

b
br br
w 211 _ 2 2 om . om v
+ (Fo wrl'(1 —0b) (QFO(QR w*) cos 5 dw sin 5 )] Cos 2}

0

b w0 br b\
—— +To(Q% —w?) + (—) wil(1 —b) (FO cos - — w sin —>]

b 2
b b
w(Qf —w?) + (%) wil'(1 —b) (w cos g + Iy sin ;)]

T'o 2
(6.36)

Los médulos primados M’ (w) y M"(w) que surgen modelo de ley de potencias
exhiben un comportamiento proporcional w®, tal como se observa en las
ecuaciones (6.30) y (6.31). Este comportamlento es quizds adecuado para
modelar polimeros alargados como se discute en [28], sin embargo, como
veremos en el andlisis de resultados experimentales, no es el comportamiento
que se observa en el salol. Ademas, el modelo de ley de potencias no exhibe
un comportamiento como el de Maxwell, en el cual al considerar tiempos de
relajacion pequenos, el espectro se reduce al de Voigt. En éste caso podemos
tomar el limite b — 1 y después de algunas simplificaciones algebraicas en
donde se considera que

ImI'(1—-0) =0 (6.37)

b—1

se tiene que el espectro anisotropico se reduce a una Lorentziana centrada
en el origen
Lo

_ 6.38
2 + w? ( )

LGi(w) =

6.5. Modelos modificados

En la literatura existen una gran cantidad de modelos viscoeldsticos que
se plantean a través de analogias mecdnicas (como los modelos de Voigt y
Maxwell), a través del principio de superposicién de Boltzman o partir de
principios semi-empiricos. En esta seccién analizaremos dos modelos que se
derivan del modelo ley de potencias. El problema con el modelo de ley de
potencias es que muchas sustancias no exhiben comportamientos proporcio-
nales a w® en los médulos primados, entonces para evitar dicho término se
usan varias aproximaciones.
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La primera aproximacién nos conduce a un modelo simple llamado mo-
delo lineal, el cudl es muy poco usado debido a que no permite reproducir los
resultados experimentales para M'(w) y M"(w), pero permite obtener expre-
siones quasi-racionales? para los espectros isotrépico y anisotrépico (no més
sencillas que las del modelo de Voigt). El modelo se plantea de la siguiente
forma, en el contexto de la teoria de Wang

Aﬂa:396&+2ﬁwn—wm%—w) (6.39)

CI2 FOTCQ

donde 0(t) es la funcién escalén de Heaviside introducida en el primer capitu-
lo, definida por

0 si t<0
e(t):{ ! 150 (6.40)

La ecuacién (6.39) se puede considerar como un caso particular del modelo
Ley de potencias, dado que cuando b = —1 entonces M(t) ~ t. Para ser
precisos, la ecuacién (6.39) proviene de la siguiente expresion

b+

M(t) = — (e = t)’0(t. — ). (6.41)

La ecuacion anterior es un intento de generalizar el modelo de Ley de po-
tencias al caso de potencias positivas, ver [9]. Nosotros por simplicidad con-
sideramos el caso en el que b = 1 y por lo tanto tenemos una funcién lineal.
Precisamente, la funcién lineal que aparece en la ecuacién (6.39) toma valo-
res negativos para tiempos t mayores al tiempo de corte 7., sin embargo, la
funcion escalén de Heaviside se anula cuando esto sucede. La transformada
de Laplace de la ecuacion (6.39) es

. Q2 2 2 —$Te _ 1
JW@)ZEQ(—£+~Jﬁ;(1+9————>) (6.42)

q s st.1g

Lo anterior nos permite obtener el modulo longiudinal complejo

i p0 (g 2iwi(l —e T + Tw)
M w) =2 (0 | 6.43
@) =2 (o + 20 (6.43)

Al tomar la parte real e imaginaria se llega a

2 2 2 2

q  Tw(2wi + 7.0827) — 2wi sin(Tw)

%M'(w) = o : (6.44)
ﬁM”(w) _ 2w? (1 — cos(Tw)) (6.15)

Po Tgrow

2Una funcién racional es una funcién que se puede expresar de la forma % donde
P y @ son polinomios.



70 CAPITULO 6. ANALISIS DE RESULTADOS

Introduciendo la expresiones anteriores en las ecuacion general (5.41) obte-
nemos

[ani((j? w)

S1n
™

_ ETXa(q) L'y . 29
w? + T2 2

1
(8wt =25 (1 — ;
b oy (8 — 20872067) (1~ cos(r) .16

+ 72w (2w? 4 7.To(QF — w?)?

0
— 4w Tow(2wi + 7.T0(93 — w?)) sin(T.w)] cos® 5}

donde

T2 AL (w) =
[T2Tow* — Tw?(2wi + 7.T0203) — 2T gw3 (1 — cos(Tew) )+
2ww? sin(T.w)]*+
(720w — 2ww? (1 — cos(Tow)) + DoTew(2w? + 7.1 (3 — w?))

— 2T w3 sin(T.w)]?.

(6.47)

La mayoria de los términos de la ecuacién (6.46) son potencias en w excepto
por la presencia de la funciones cos(7.w) y sin(7.w). Al tomar el limite 7. — 0,
la ecuacién (6.46) jse reduce al modelo de Voigt!, tal como se demuestra en el
Apéndice (B). Ahora tenemos dos modelos cuyos casos limite se reducen al
modelo de Voigt. Tal comportamiento es inesperado pero a la vez conveniente
ya que permite verificar que nuestros calculos son correctos.

Otra forma de evitar que en el modelo Ley de potencias aparezcan térmi-
nos de la forma w’ es introducir un término de “amortiguamiento expo-
nencial”, de tal manera que el decaimiento lento representado por t° sea
modulado por un decaimiento més rapido dado por e~!. De esta manera se
propone una funcién de memoria hibrida dada por M(t) ~ t=%e~t. En el
contexto de la teoria de Wang, el modelo hibrido se plantea de la siguiente

forma
2

M(t) = % (Q%, + ﬁ(ﬂ)t)ber“t) (6.48)

Notemos que nuestro modelo hibrido se reduce al modelo de Maxwell cuando
b = 0. Los parametros libres del modelo son Qy, wy, 'y y b. Tal como en el
modelo Ley de potencias, b es adimensional y se considera que toma valores
en el intervalo [0, 1). La transformada de Laplace del modelo hibrido es

A 02
M(s) = % <?H + Fab(s + Fo)blw?q> , (6.49)

por lo que el médulo longitudinal complejo es

M*(w) = %(Qz +iwDy b (iw + o)t w?). (6.50)
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Los médulos primados que se deducen de la ecuacién anterior son

2
q—M’(w) =03 — Iy w2+ wQ)%(b_l)w?{ sin {(b — 1) arctan Fi] , (6.51)
Po 0

2
q—M”(w) =T w(T2 + w2 Vw cos {(b — 1) arctan Fi} : (6.52)
Po 0

Al sustituir los médulo primados en la ecuacion general (5.41) se llega a una
expresion relativamente compacta

o _KTxa(@) [ Lo 50
Ianz(Qa (A}) - n w2 i F(2) Sin 5
It i1
Ty WS)AH(W) [—ww%(l‘g +w’) 2 (wAp(w) + 200(Qp — w*)Bu(w))
0

0
+T5 " w?(Tf + w?)’ wp + T (T + w?) (Qp — w?)?] cos? ‘}

2
(6.53)
donde
Apg(w) = cos ((b — 1) arctan Fio) , (6.54)
By (w) = sin ((b — 1) arctan Fio) : (6.55)

(§F_u;2 — Fabww%(rg + wz)%(wAH(w) +ToBy(w)) + FO(Q?D _ w2)> n
(T w13 + %) T (ToAn (@) — wBi (w)) + w(9 - w2)>2 |
(6.56)

Las expresiones para el espectro isotrépico no se obtienen en esta seccién
puesto que solo analizaremos el caso anisétropico en las siguientes secciones.
En el modelo Ley de potencias al tomar el limite b — 1 se obtiene una
distribucién de Cauchy o Lorentziana. En nuestro modelo hibrido también
podemos tomar dicho limite y se encuentra una jreduccion al modelo de
Voigt!, tal como se demuestra en el Apéndice (B). Ademads, al principio se
observo que para b = 0 nos encontramos en el régimen de Maxwell. Entonces
el parametro b nos permite situarnos decaimientos de memoria intermedios
entre el caso abrupto (b = 1, modelo de Voigt) y el caso lento (b = 0, modelo
de Maxwell).

6.6. Analisis preliminar

En esta seccion analizaremos de manera cualitativa los modelos que he-
mos planteado en las secciones anteriores. Hemos graficado los médulos pri-
mados para cada modelo, considerando parametros representativos, asi ob-
tendremos una representacion visual de cada uno y sus diferencias seran
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evidentes. En la Figura (6.5) se pueden observar las graficas que se obtienen
con el conjunto de pardmetros mostrados en la Tabla (6.1).

Al inspeccionar las gréficas es posible ver que el modelo de Voigt y el
modelo ley de potencias predicen que el médulo primado M”(w) es una
funcién mondtona creciente. De hecho se tiene que en el modelo de Voigt
M"(w) ~ w y en el modelo ley de potencias M”(w) ~ w®. En cuanto al
modulo al médulo primado M'(w) en el modelo de Voigt es constante y en
el modelo de ley de potencias sigue teniendo una dependencia w®.

El modelo de Maxwell no predice un comportamiento monétono creciente
para el médulo M"(w), todo lo contrario, se observa que decae a cero, tal

como lo demuestra el limite

2
Wwiy

7
lim —M"(w) = lim =0.

- 6.57
Ademds M"(w) alcanza su valor méximo en w = 1/7),. Por otro lado, el
moédulo primado M’(w) tiende a una constante para frecuencias grandes, tal
como se demuestra al tomar el limite

2 .02 2772 ()2 2 2

lfm q—M’(w) — Hm -0 W ( OTM2 M2+7'MWM) — 02, + WM

w—00 g w—00 Fo(l + Ty w ) F077\(/[ )
6.58

El modelo lineal predice oscilaciones en los médulos primados ya que
M'(w) ~ (1 = cos(w))/w y M"(w) ~ sin(w)/w, sin embargo, no existe evi-
dencia experimental de que los médulos primados presenten oscilaciones pe-
riddicas, por lo tanto el modelo lineal no es usado en la préactica. Aun asi,
presenta limites parecidos al modelo de Maxwell:

2 22 (1 — cos(r.
lim LM (w) = 1 2L cose)

6.59
w—00 O w—r00 TEFOW ( )
lim Q_2M/(w) _ m Tew (2w + TCFO?%) — 2w? sin(T.w) _o QW%.
w—00 O w—00 T Fow FOTC
(6.60)

Las similitudes que existen entre el modelo de Maxwell y el modelo lineal no
deben sorprendernos, el modelo lineal es una aproximacion a primer orden

Etiqueta Qx wx Iy Tx
V00 Qy =5 wy =025 TIy=0.006
MO0 Q=5 wy =025 T'1=0.001 7 =1.125
P00 Qp=5 wp=025 Ty,=0.001 b=0.695
L00 Q=5 wr,=025 Ty=0.001 7,=2615
HO00 Qp=5 wg=643 Ty=059 b=0.019
HO1 Qp=5 wyg=643 Ty=1.170 b=0.376

Tabla 6.1: Pardmetros usados para graficar los médulos primados M'(w) y

M"(w).
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Figura 6.5: Graficas de los médulos primados M'(w) y M"(w).
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del modelo de Maxwell, ya que la aproximacién a primer orden de et es

1—t.

Finalmente tenemos al modelo de hibrido, el cual serda nuestro modelo
“estrella”. En la Figura (6.5) se puede observar que el modelo hibrido ex-
hibe dos clases de comportamientos, dependiendo si se toma el conjunto de
pardmetros HOO 6 HO1 de la Tabla (6.1). Para los pardmetros HOO la gréfica
exhibe un comportamiento similar al modelo de Maxwell, mientras que para
los parametros HO1 se observa un comportamiento mas parecido al de ley
de potencias. Al calcular el limite para frecuencias grandes, se obtiene lo
siguiente

2
Iim %M”(w) = lim T3 %w(I2 + w?) 2w cos {(b — 1) arctan Fio}
0 si b=0
B { oo si 0<b<1’
(6.61)

2
I %M’(w) = lim 02 — T5lw(T? + w?) 20D sin {(b — 1) arctan FKJ
B { wh+ Q4 si b=0
00 si 0<b<1
(6.62)

El limite w — oo para b = 0 es consistente con el limite encontrado para el
modelo de Maxwell. De hecho, basta hacer 7,; = 1/I"g para obtener el mismo
resultado. El limite w — oo para 0 < b < 1 es divergente tal como en el
modelo ley de potencias, sin embargo, se puede demostrar que la divergencia
del médulo M”(w) es muy lenta con respecto al modelo ley de potencias.
Para finalizar esta secciéon analicemos de manera cualitativa los espectros
que mide C. H. Wang y veamos con se comparan sus resultados experimen-
tales con las ecuaciones del espectro anisotréopico obtenidas. De acuerdo con
Wang en [39], el espectro anisotrépico exhibe tres clases de comportamiento
de acuerdo con la temperatura del fluido, tal como se muestra en la Figura
(6.6). Para temperaturas menores a una temperatura critica T el espectro
anisotrépico exhibe un pico central y dos picos laterales “pequenos” (més
adelante cuantificamos que tan pequenos son los picos laterales). Alrededor
de la temperatura T los picos laterales empiezan a desaparecer, se vuelven
tan pequenos que solo es posible apreciar un pico central. Finalmente, a una
temperatura mayor a T, el pico central se ensancha y aparece una depresion
(deep) central, es decir, una pequena concavidad en el centro del espectro.
Nuestra pregunta es jexisten pardmetros para el modelo de Voigt, de Max-
well, ley de potencias, lineal y el modelo hibrido que nos permitan reproducir
(cualitativamente) las gréaficas de la Figura (6.6)7. La respuesta es si. En la
Tabla (6.2) se han encontrado pardmetros que nos permiten reproducir el
comportamiento de picos laterales, pico central inico y deep en el espectro
depolarizado para cada modelo. Las graficas de los espectros se muestran en
las Figura (6.7), usando sus parametros respectivos. Para todas las gréficas
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Figura 6.6: Espectro de dispersién de un fluido superenfriado (o-therphenyl)
para tres temperaturas distintas. La escala del pico central es 50 veces la de
las bandas laterales.

mostradas se usdé # = 90°. Al revisar las graficas para los diferentes mode-
los, podemos notar que cada uno de ellos reproduce de manera cualitativa
el comportamiento del espectro anisotropico observado experimentalmente.
En la Tabla (6.2) podemos ver que se han elegido valores de pardmetros
parecidos y las graficas resultantes también son muy parecidas entre si.

Etiqueta Qx wx Iy Tx )

Vo1 Oy =153 wy =069 I'i=05 - 0 =0.355
V02 Oy =153 wy =069 I'i=05 - 0=0
V03 Qv =0 wy =069 TI'hp=0.5 - 0 =0.355
MO1 Qu =153 wy =069 I'h=05 7y =027 §=0.355
MO02 Qu =153 wy =069 I'h=05 7m,=027 6=0
MO03 Q=0 wy =069 I'h=08 71, =0275 6=0.355
P01 Qp=153 wp=069 TI'y=0.5 b=0.554 §=0.355
P02 Qp=153 wp=069 I'y=05 b=0554 6=0
P03 Qp=0 wp=02 Tyg=112 b=067 6=0.174
L01 Q=153 wr,=069 I'y=05 7.=0275 §=0.355
L02 Q=153 wr=069 I'iy=05 7.=0275 6=0
L03 Qr,=0 wr, =069 I'y=08 7.=0275 6=0.355
HO1 Q=153 wg=069 TI'i=0.5 b=0.811 §=0.355
HO02 Q=153 wg=069 Iy=0.5 b=0.811 6=0
HO03 Qp =0 wpy =069 I'h=0.8 b=0434 §=0.355

Tabla 6.2: Parametros usados para graficar el espectro depolarizado Iy .

Después de varios experimentos numeéricos, en los que se fueron cambian-
do los valores de los parametros, llegamos a las siguientes conclusiones:

= El parametro de relajacion de la anisotropia de la polarizabilidad, Iy,
controla la altura del pico central, lo cual puede ser demostrado ha-
ciendo w = 0. Para los cinco modelos el pico central tiene una altura
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Figura 6.7: Gréficas del espectro depolarizado I,,;(w).
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dada por
ETX o
Lona(,0) = "Xl (6.63)
Lo
Unicamente el modelo lineal presenta una divergencia de la forma 1/0
cuando w = 0, sin embargo, al tomar el limite w — 0 se recupera la

igualdad anterior.

= El pardmetro de acoplamiento R-T, §, controla la aparicion de los
picos laterales. Cuando 0 = 0 los picos se funden con la estructura del
pico central, tal como se espera fisicamente, es decir, sin acoplamiento
rotacion-traslacion se debe observar un pico central como en el espectro
isotropico.

= Las constantes Qy, Qu, Qp, O v Qg controlan la distancia entre el
pico central y los picos laterales. En general se observé que entre mayor
era el valor de las constantes, mayor era la separacion entre los picos.

= Las constantes wy, wy, Wp, Wy y wy controlan las alturas de los picos
laterales con respecto al pico central.

» La concavidad central (deep) solo ocurre cuando se anulan las constan-
tes Qv, Qur, Qp, Qr v Qg. Sin embargo, en el modelo ley de potencias,
a pesar de hacer 2p = 0 queda un pequeno remanente del pico cen-
tral dentro del deep, como se observa en (i) de la Figura (6.7). Algo
parecido ocurre con el modelo lineal tal como se observa en (1) de la
misma figura, en este caso la linea que se aprecia dentro del deep se
trata de pequenas oscilaciones alrededor de w = 0.

= La constante 73; en el modelo de Maxwell o la constante b en el modelo
ley de potencias y en el modelo hibrido, permiten obtener espectros
mas “afilados”, es decir, picos laterales més agudos; conforme se incre-
menta o disminuye su valor.

» El dngulo para el que se observan con mayor claridad los picos laterales
es 0 =0°.

Al analizar las graficas anteriores surgieron las siguientes preguntas ;como
una funciéon de memoria de ultra-corto alcance, dada por Voigt, permite des-
cribir de manera adecuada el espectro anisotréopico de una sustancia con aco-
plamiento R-T7?, otra pregunta con la misma intencién es jcémo un memoria
lineal, la cudl introduce oscilaciones extranas en los modulos primados, per-
mite describir el espectro anisotropico tan bien como lo hace el modelo de
Maxwell (excepto en w = 0) con pardmetros muy parecidos entre si? La res-
puesta a estas preguntas se sugiere a continuacion: el espectro anisotrépico
Loni(w) = Lypi(M*(w),w) no es una funcién sensible de M*(w), dicho de otra
forma, la forma funcional en que el espectro anisotrépico I,,;(w) aparece
es tal que permite reproducir los resultados experimentales para una rango
amplio de funciones M’'(w) y M"(w). Por ejemplo, podemos pensar que la
forma funcional de I,,;(w) compensa las oscilaciones espurias que introduce
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el modelo lineal. Otra razén es porque el espectro anisotrépico tiene un grado
de libertad extra, el parametro de acoplamiento R-T, . Es decir, mientras
el modulo M*(w) dependa de n pardmetros libres, el espectro anisotrépico
depende de n + 1 parametros libres.

Por otro lado, con el espectro isotrépico [;s(w), se tiene una relacion
directa con M"(w) tal como lo demuestra Wang:

E[iso(w)
M"(w) _ XL i (kﬂ)—' f(q_) ; ( ) 5 (664)
(“zTT 5@ ) *(k:_T 5@ )
donde
o) = T Re [$(7 )] (6.65)
o) = o [$(7.9) ] (6.66)

una relacién andloga se puede encontrar para M'(w) e I;s,(w).

Por lo tanto, se concluye que el espectro anisotrépico no contiene sufi-
ciente informacién sobre el médulo de compresién longitudinal, y se procede
a analizar directamente M (t) en en la siguiente seccion.

6.7. Analisis del modulo longitudinal

En la literatura existen muchas formas de encontrar una funcién conti-
nua que ajuste o interpole los datos experimentales. Por ejemplo, tenemos
los polinomios de interpolacién de Lagrange o los splines de grado m. En
el caso de los moédulos primados existen funciones empiricas, semi-empiri-
cas o que surgen de la teoria molecular, que permiten ajustar los datos
experimentales con el menor nimero de pardmetros posibles, ver por ejem-
plo la funciones de Cole-Davidson, [13]. Con la teoria desarrollada hasta el
momento hemos encontrado varias expresiones analiticas para M"(w), las
cuales tienen 3 pardmetros libres (2 pardmetros libres para el modelo de
Voigt). El médulo primado M'(w) tiene 4 pardametros libres (3 para el mo-
delo de Voigt). Y el espectro anisotrépico I,,;(w) depende de 5 pardmetros
libres (4 para el modelo de Voigt). Entonces es mas facil hacer una regre-
sién por minimos cuadrados usando el médulo primado M”(w) para el cuél,
ademas, se encontraron numerosas mediciones experimentales. En el articu-
lo [40], proporcionado de manera gratuita por H. C. Barshilia a través de
la plataforma Research Gate, se mide experimentalmente el médulo M"(w)
para el salol. Los datos que aparecen en las Figuras (6) y (9) del articulo
citado se recuperaron con la ayuda del programa DataThieft 111, ver [5], el
cual permite obtener las coordenadas de un punto dentro de una grafica ya
sean coordenadas cartesianas, semi-logaritmicas, logaritmicas, polares, etc.
En las Figuras (6.9) y (6.8) se reproducen las graficas usando los datos arro-
jados por DataThieft III. El paso siguiente es considerar las ecuaciones para
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M"(w) y determinar que modelo reproduce mejor los resultados. En esta
seccion no consideramos el modelo de Voigt ni el modelo ley de potencias,
pues los datos experimentales no presentan un comportamiento mondotono
creciente. Mds bien, se observa que el médulo M”(w) crece y decrece en
ciertos intervalos de frecuencias. Tampoco se considera el modelo lineal ya
que en las graficas no se observan oscilaciones periddicas.

Solo se calculan los parametros de ajuste, dados por la regresiéon por mini-
mos cuadrados para el modelo de Maxwell y el modelo hibrido, los resultados
se encuentran en las Tablas (6.3) y (6.4) , respectivamente. La columna E,,s
representa el error RMS (del inglés, root mean squared), definido como sigue

n

Bone = || = S (i = (X)) (6.67)

i=1

donde Y; es el valor de la medicién y f(X;) es la estimaciéon dada por el
modelo. Basta ver el error RMS reportado en las tablas para darnos cuenta
que el modelo que mejor ajusta los datos experimentales es el modelo hibri-
do; cuyos errores estan entre 0.0648 y 1.0313, mientras que para el modelo
de Maxwell los errores se encuentran entre 0.0648 y 6.6525. Efectivamente
el modelo hibrido ajusta muy bien los datos experimentales, tal como se
puede observar en las Figuras (6.10) y (6.11), donde se superponen los datos
experimentales con la curva de ajuste.

En las tablas de pardmetros (6.3) y (6.4) podemos notar que para tem-
peraturas bajas (inferiores a 255K) el valor de 7, es cercano o igual a cero,
y el valor de b es cercano o igual a uno. Tal como se demostré en la seccion
anterior, estos son precisamente los limites en los que ambos modelos se
reducen al modelo de Voigt. Entonces, estamos demostrando que para tem-
peratura inferiores a 255K basta usar el modelo de Voigt para reproducir
los resultados experimentales, ya que, como se puede observar en la Figura
(6.8) el comportamiento de M"(w) es casi una linea recta.
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Figura 6.8: Mediciones de M"(w) para el salol a temperaturas entre 210K y

380 K.
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Figura 6.9: Mediciones de
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M"(w) para el salol a temperaturas T

320, 330, 340, 350, 360, 370 y 380 K (de izquierda a derecha).



6.7. ANALISIS DEL MODULO LONGITUDINAL 81

T (X) wp (GHz) Tg(GHz) 7ar(ns) Epps(u.a.)

380 2.6024 0.1609  0.27676 6.2625
370 3.4753 0.2315  0.33556 6.1656
360 2.7391 0.1178  0.41064 6.3345
350 3.6628 0.1676  0.50942 6.2156
340 3.5859 0.1264  0.64516 5.9005
330 3.6226 0.0986  0.84607 5.8241
320 4.8447 0.1359  1.13150 5.1496
295 9.4863 0.2964  2.44421 4.9012
285 13.7588 0.7590  3.02962 3.8930
275 13.7122 20711  2.60964 3.3874
270 9.3561 2.0883 1.97121 3.0424
265 5.5776 1.3656  1.86729 2.6570
260 9.6255 9.8750  1.36406 2.3007
255 1.5311 69.1495  0.00399 0.8413
240 1.1248 93.6636  0.00256 0.3194
230 1.6426  181.6970 0.00121 0.1129
220 1.4978  207.9230 0.00000 0.0619
210 1.6883  305.5610 0.00000 0.0648

Tabla 6.3: Pardmetros de ajuste obtenidos de una regresion no lineal, usando
el modelo de Maxwell.

T (X) wpg(GHz) T4 (GHz) b(adim.) FE,.ps(u.a.)

380  11.7984  2.9557 0.0426 1.0313
370 11.9397  2.4585 0.0404 0.9521
360  11.9834  2.0167 0.0376 1.0345
350  12.1103  1.6167 0.0366 1.0460
340 12.1418  1.2642 0.0349 1.0092
330 12,1756  0.9537 0.0352 1.0205
320  12.1272  0.6795 0.0338 0.8781
295  11.3655  0.2940 0.0268 0.8623
285 9.5811 0.2092 0.0306 0.7309
275 7.1049 0.1276 0.0438 0.6243
270 5.1725 0.1540 0.0657 0.6237
265 3.4351 0.1867 0.1022 0.6953
260 2.2121 0.2283 0.1612 0.5921
255 1.0082 0.7641 0.3458 0.2941
240 0.3569 0.5892 0.6012 0.1138
230 0.1508 0.4578 0.7953 0.0880
220 0.0289 0.0690 0.9863 0.0613
210 0.0414 0.1836 1.0000 0.0648

Tabla 6.4: Parametros de ajuste obtenidos de una regresién no lineal, usando
el modelo de hibrido.
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6.8. Analisis del espectro anisotrépico

En esta seccién usaremos exclusivamente la ecuacién (6.13) del espec-
tro depolarizado, que se obtuvo usando la aproximacién de Voigt. La ecua-
cion serd usada para reproducir los espectros depolarizados de dos liquidos
superenfriados, el salol (phenyl-salicylate) y el o-terphenyl; los resultados
experimentales se encuentran en los articulos [36] y [39] de C. H. Wang y
sus colaboradores. Para el caso del salol, el espectro VH fue tomado con
un interferometro de Fabry-Perot de cinco pasos marca Burleigh, la fuente
de luz fue un laser de iones de argén de monomodo oscilando alrededor de
4880 A. Los rangos espectrales libres que se usaron fueron de 15.03 y 25.19
GHz dependiendo de la situacion. El espectro del salol consiste de 1000 datos
cada uno, fueron obtenidos directamente del sistema contador de fotones a
la memoria de la computadora y ajustados por una regresion no lineal por
convolucién y un algoritmo de comparacion. Se usé una funcién de respuesta
instrumental determinada por el espectro de una pieza de vidrio de matraz.
Los pardametros de la regresién no lineal se resumen en la Tabla (6.5) cuando
el salol alcanza una temperatura de 254.65 K (-18.5 °C), las graficas obtenidas
se muestran en la Figura (6.12).

Para el o-terphenyl se sigue un procedimiento analogo, se usa el mismo
interferometro de Fabry-Perot, pero la fuente luminosa es reemplazada por
un laser monomodo de argén con una potencia de aproximadamente 300 mW a
5145 A. El rango espectral empleado fue de 14.49 a 31.29 GHz, dependiendo
de los valores de la frecuencia de los picos laterales y el ancho del pico
central observados. Los datos del espectro anisotréopico consisten también
de 1000 puntos cada uno, los cuales son enviados directamente del contador
de fotones a la memoria de la computadora. Como se menciond, se usa una
regresion no lineal por convolucion y un algoritmo de comparacion, ya que
se necesita un algoritmo que minimice el error en los parametros y otro que
algoritmo que compare el ajuste encontrado con los datos experimentales
para asegurar que se reproduzcan correctamente los pequenos picos laterales.
También se us6 una respuesta instrumental determinada por el espectro de
una pieza de vidrio de matraz. La funcién de respuesta instrumental se
usa para descartar los efectos introducidos en el espectro por el contenedor
del fluido (el vidrio Pyrex también dispersa la luz y deja su “huella” en el
espectro medido). Los parametros que resultan de la regresion no lineal para
el o-terphenyl a una temperatura de 0.9 °C se muestran en la Tabla (6.6) y
las gréficas correspondientes en la Figura (6.13). Notemos que la Tabla (6.6)
tiene una columna extra en la que Wang nos proporciona el error de ajuste,
el error mas grande es de apenas 4.6 % por lo que es de esperarse que su
teoria sea consistente con las observaciones experimentales.

En el espectro depolarizado, Iy g = I.,;, aparece un pico central el cual
aparece por la fluctuaciones de la anisotropia de la polarizabilidad asociada
con los procesos de reorientacion moleculares, por otro lado, los picos en
las bandas laterales aparecen por la dispersion de ondas acusticas de corte,
ver [25], y por el acoplamiento rotacién-traslaciéon molecular. La intensidad
de los picos laterales es muy débil comparada con la componente central,
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0 § (GHz)?  w, (GHz) €y (GHz)

30°  0.04+0.01 0.55+0.01 1.27£0.06
60°  0.52+0.05 0.98+0.01 2.36=£0.06
90° 1.40+0.14 2.04+0.02 3.31£0.06
120°  2.13£0.21 2.60£0.02 4.1440.06

Tabla 6.5: Parametros usados para ajustar los datos experimentales del es-
pectro anisotrépico del salol a -18.5 °C.

8=30° 8=60°

lanilw) (unidad arb.)
lanilw) (unidad arb.)

o ” -2 0 2 4 8 -6 -4 -2 0 2 4 o
w [GHz) w [GHz)

§=90° g=120°

fani () (unidad arb.)
fani () (unidad arb.)

-6 -4 -2 0 2 4 8 -6 -4 -2 0 2 4 8
w (GHz) w (GHz)

Figura 6.12: Espectro anisotropico del salol a -18.5 °C para cuatro angulos
de dispersion distintos.

como contamos con las mediciones experimentales, podemos cuantificar el
cociente entre las componentes:

~ Iyu(q,0)

= Ton(q.o0) (6.68)

T

donde w; y w_ es la frecuencia a la que se observa el pico lateral derecho
e izquierdo, respectivamente. Por la simetria del espectro wy = w_. En la
Tabla (6.7) y (6.8) se resumen los resultados.

Finalmente podemos comparar las areas entre los picos laterales y el pico
central:

J2o Tvn (4 w) dw I Tyu(q,w) dw

= =% — 6.69
f__;c Iy (q,w) dw+fwoco Ivg (¢ w) dw 2fwc Ivg (G w) dw (6.69)

Pr =



6.8. ANALISIS DEL ESPECTRO ANISOTROPICO 85

0 § (GHz)?  w, (GHz) Qy (GHz) Error de ajuste

30°  0.15+0.01 0.10£0.01 1.61£0.05 4.6 %
60° 0.57x0.05 0.15£0.01 3.07%=0.05 3.9%
90° 0.93+0.10 0.18+0.02 4.46+0.05 2.1%
120° 1.49+0.02 0.21£0.02 5.51£0.05 2.9%

Tabla 6.6: Parametros usados para ajustar los datos experimentales del es-
pectro anisotrépico del o-terphenyl 99 % puro a 0.9 °C.

8=30° 8=60°
g g
= =
= =
= =
= =
= =
= =
E k FAN E
-6 -4 2 0 2 4 8 -6 -4 -2 0 z e 8
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= =
= =
= =
= =
g g
= =
3 3
N . . /W R N . . LA
-6 -4 -2 0 2 4 [ -6 -4 -2 0 2 4 [
w (GHz) w (GHz)

Figura 6.13: Espectro anisotropico del o-terphenyl a 0.9 °C para cuatro angu-
los de dispersion distintos.

donde w, (conocida como frecuencia de corte) es el semi-ancho del pico
central. En la Tabla (6.9) y (6.10) se muestran los cocientes entre el drea
de los picos. Para obtener dicha tabla se usé un método de integracion
numérica llamado algoritmo adaptativo basado en las reglas de Newton-
Cotes. Las graficas que se obtienen del cociente entre las areas estan en la
Figura (6.14).

Después de un analisis cuidadoso de los resultados experimentales, llega-
mos a las siguientes conclusiones:

= [Los parametro 9, wg y €2y tienen una fuerte dependencia angular. En
particular, para el parametro €y se encontré que

0
QV ~ sin 5 (670)
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6  wy(GHz) o, (x10%)

30° 1.225 10.071
60° 2.368 6.387
90° 3.205 14.328
120 3.985 37.274

Tabla 6.7: Raz6n entre las alturas de las componentes del espectro, (salol a
0.9 °C)

6  ws(GHz) o, (x10%)

30° 1.654 4.893
60° 3.160 8.762
90° 4.561 20.142
120°  5.641 44.873

Tabla 6.8: Razén entre las alturas de las componentes del espectro, (o-
terphenyl a -18.5 °C).

= La intensidad de la componente central del espectro es aproximada-
mente 10° veces mayor que la intensidad de los picos laterales, por lo
que es muy dificil detectarlos.

= Se encontré que tanto la cociente entre las alturas o,(6) y el cociente
entre las dreas p,.(6) tiene una dependencia angular de la forma

0r(0) ~ py(0) ~ a1 + azsin (g + ¢1> : (6.71)

s El area tedrica de los espectros de dispersion de luz depolarizados es

/_00 Iy (q,w) = coxa(q), (6.72)

o0

O-terphenyl Salol

oo, (8)
oo, (8)

. L L . 1 . L L . L
40 60 20 100 120 40 60 20 100 120
[ [

Figura 6.14: Cociente entre las dreas de la componente central y las bandas
laterales, como funcién del angulo.
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0  w.(GHz) Dr

30° 0.194  18.828
60° 0.231  22.660
90° 0.268  44.444
120° 0.305  91.454

Tabla 6.9: Razén entre las dreas de las componentes del espectro, (o-
terphenyl a -18.5 °C).

0  w.(GHz) Dr

30° 0.381  46.672
60° 0.491  15.515
90° 0.625  18.244
120° 0.889  40.092

Tabla 6.10: Razén entre las areas de las componentes del espectro, (salol a
0.9 °C)

sin embargo, con nuestro método de integraciéon numérica se encontro
que el area promedio de los espectros es

m
COX&(‘D

lo cual es consistente con el resultado tedrico.
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Conclusiones

Lo que sabemos es una gota de agua
lo que ignoramos es el océano.

Isaac Newton

Para finalizar la presente tesis haremos un recuento de los resultados
importantes que obtuvimos a lo largo del documento. En el Capitulo 1,
empezamos con el estudio de la teoria de la viscoelasticidad en donde intro-
ducimos la ecuacién de continuidad, la ecuacién conservacién de momento
o ecuacion de Euler y la ecuacién de la energia. Estudiamos como a partir
de la ecuacion de Euler se deduce la ecuacién de Navier-Stokes y una ecua-
cién analoga que introduce los efectos viscoeldsticos, la cual reproducimos a
continuacion:

- t
p (? + (7 ﬁ)ﬁ) — _Vp +/ (G(t — t)V20+
t ~o0 (6.74)

(K(t— 1)+ %G(t V(Y -0} dE.

Estudiamos los médulos G(t), K(t) y M(t) en el contexto de deformaciones
mecanicas e introducimos la notacion que es usada en capitulos posteriores.
En el Capitulo 2, se escribié la teoria de dispersion de luz, en donde a
partir de la teoria electromagnética se encontré una relacién fundamental
que relaciona el espectro de dispersion de luz con el tensor de polarizabilidad

del medio:
> cky o = )2
I(Taw) = EO‘Qsi(Q:Q)’ : (675)

607”2

De la ecuacién anterior se deduce la relacion del espectro isotrépico con el
factor de estructura y por lo tanto con las fluctuaciones en la densidad. En el
Capitulo 3 se discute la teoria de Wang y Fischer la cual se usa para deducir
el espectro isotrépico de un fluido puramente viscoso con fluctuaciones de la
temperatura, ecuacién (3.37). Ademds se demostré que que para pasar del
espectro de un fluido viscoso al de un fluido viscoelastico, basta reemplazar
en el factor de estructura la constante M, = (+ %77 por el médulo de compre-
sién longitudinal M (s), con lo que se obtiene la ecuacién (3.52). Al final del
capitulo se muestra que es posible despreciar los efectos de la temperatura
en el calculo del espectro de dispersion. En el Capitulo 4 se plantea la teoria
estocéstica y se demuestra que es posible escribir una ecuacién de Langevin
Generalizada para las fluctuaciones de la densidad, se resuelve la ecuacién

89



90 CAPITULO 6. ANALISIS DE RESULTADOS

y se demuestra que nuestra solucién coincide con la encontrada por Wang,
cuando se toma el promedio, en la notaciéon del Capitulo 4 se tiene que

(0p(q, 1)) po = Spw (4. 1). (6.76)

En el mismo capitulo se usan resultados existentes en la literatura para plan-
tear la ecuacién de Fokker-Planck y el teorema de fluctuacion-disipacién. En
el Capitulo 5 se introduce el acoplamiento rotacion-traslacién que da origen
al espectro anisotrépico, para su deduccion se usa de nuevo la teoria deter-
minista de Wang y Fischer ya que su generalizacion estocastica es mas com-
plicada. Dicho capitulo culmina con ecuaciones totalmente generales para el
espectro isotrépico y anisotrépico, ecuaciones (5.25) y (5.41) respectivamen-
te. Finalmente, con dichas expresiones generales, en el presente capitulo, es
posible llegar de forma rapida a las ecuaciones (6.12) y (6.13) que son exac-
tamente las que obtiene Wang mediante métodos algebraicos mas tediosos.
Es mas, las ecuaciones generales nos permiten cambiar facilmente el modelo
de M (t) con lo que obtenemos ecuaciones nuevas que no se encuentran en
la literatura (excepto posiblemente para el modelo de Maxwell). Para ter-
minar, se usan los resultados experimentales para verificar su formalismo
y el nuestro, se concluye que las férmulas encontradas concuerdan con las
observaciones experimentales.

También a lo largo del documentos se verificé6 una premisa que ya habia
sido enunciada por Wang, el factor de estructura de un fluido viscoelastico
siempre tiene la forma:

2 A
s+ T Mes(s)
s (s + %Mef(s)> + ¢?v?

S(d,s) = 5() (6.77)

donde M,;(s) es un médulo longitudinal efectivo.

Para trabajos futuros se puede intentar resolver la ecuacion de Fokker-
Planck para encontrar el comportamiento de la funcién de densidad de pro-
babilidad asociada con las fluctuaciones de la densidad. Ademads se puede
tratar de llegar a una ecuacion de Fokker-Planck matricial cuando se intro-
duce el acoplamiento R-T.



Apéndice A

Relacion entre la transformada
de Fourier y Laplace

En este apéndice deducimos la relacion entre la transformada de Fourier
temporal y la transformada de Laplace. Recordemos que si f(7,t) es una
funcién de valores complejos, entonces su transformada de Fourier temporal
es

Folf ()] = /_Oo f(Ft)e ™t dt (A1)

y su transformada de Laplace es

LI 8] = /0 TR et (A.2)

Primero notemos que la transformada de Fourier temporal es la forma uni-
dimensional de la transformada de Fourier espacial, usamos el subindice w
para hacer la distincién. Por otro lado la transformada de Laplace es mas
general que la transformada de Fourier temporal en el sentido de que el
parametro s puede ser cualquier nimero complejo,

s=a+1b, a,beR. (A.3)
Si hacemos s = 1w, se tiene que

Lf(70)]]smiw = /OOO f(7t) e ™ dt; (A.4)

casi obtenemos la transformada de Fourier temporal, excepto porque el indi-
ce inferior es 0 en lugar de —oo. Para ver cual es la relacion exacta entre las
dos transformadas procedemos a descomponer la transformada de Fourier
temporal de la siguiente manera

0 00
]-"w[f(F,t)]:/_ f(F,t)e_thdt—l—/o f(7t) e ™ dt. (A.5)

La integral del lado izquierdo se puede reescribir usado el cambio de variable
t = —t', y como tales variables son mudas se tiene que

0 00
/ f(Ft) e ™t dt = / f(7, —t) ™" dt. (A.6)
—00 0
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Usando las tres ecuaciones anteriores se concluye que
Fol (7 0)] = LLF(F, =)][s=—iw + LI (7, 1)]]s=ico- (A7)

La expresion anterior es la relacion exacta entre ambas transformadas, siem-
pre y cuando cada una de ellas exista y la suma sea convergente. Si ademas
se sabe que la funcién f es par en el variable ¢ entonces

Fu [f(ﬁ t)] = ﬁ[f(ﬁ t)”szfiw + E[f(f" t)”s:iw

— 2/OO f(7r,t) cos(wt) dt, (A4.8)
0
y si la funcién f es impar entonces
Fw[f(f; t)] = _‘C[f(Fa t)”s:—iw + ‘C[fo?a t)]ls:iw
(A.9)

= %/000 f(7,t) sin(wt) dt.

Finalmente, si la funcién f es idénticamente cero para tiempos menores a
cero (tal como el factor de estructura) entonces

FF 0] = LI D)oz (A.10)



Apéndice B

Casos limite

B.1. Limite 7y — 0

En este apéndice demostramos que al tomar el limite 73, — 0 en la expre-
sion del espectro anisotrépico dado por Maxwell, éste se reduce al espectro
dado por Voigt. Comencemos tomado la expresion general

_ kTXa((D { F0 Sin2 Q‘i‘
v

[ani _;

) 2
—dw?w?, + T373w? (Q?M + —Ifs%” — w2> + T2(03, — w?)? , 0 (B.1)
To(1 + 72,0%) A (w) )

donde
F%(l + T]%/IWQ)ZAM(LU) =
(FOTMwaﬁj + w2(5 + 5T§4w2 — wjzw) + Fg(l + 7']%4002)((2?\4 — w2))

+ (Tngw?\/[ + Fow(Q?w + w?w — 7']%4(,04 — w2(1 — T]%/[Q?V[)))z )

2

(B.2)

Tomar el limite 73y — 0 es facil, basta sustituir directamente 7, por cero
en la mayoria de los términos que aparecen en las expresiones anteriores:

Iani(Qv w) = T w2 T Fg Sln2 §—|—
UJ2 2
—dw?w?, + T3w? (F—Jgf) +T3(03%, — w?)? g Q
FOAM(W) 2
(B.3)
donde

IiAM(w) = (W6 — wiy) + T (2, — w2))2 + (Tow(Q7, + wiy — w2))2 .

(B.4)
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Simplicando se tiene que

B kT xa(q r 50
Loni(qhw) = - 7) {uﬂ ff‘% sin? §—|—
B.5
oyl — o)+ T3@, —wtp L0y O
CoAn(w) 2

Ap(w) = (w2 (5 _Fz%) + (03, — wz))2 + W (3 + wiy — w?)? (B.6)

Introduciendo la notacion

2
. = B.7
o = A (B.7)
se llega a que
— kTXa(Cj) FO ) 0
[ani<Q7w) = T 2 T ]_—% S1n §—|—

w2w? w, + To(Q3, — w?)? o2
(Cetor + To(B — ) WPy Ty~ 2
(B.8)

Comparando la ecuacién anterior con la ecuacién (6.13) podemos ver que al
cambiar la M por la V, las expresiones son jexactamente iguales!.

B.2. Limite 7. — 0

El modelo lineal se obtiene como un caso particular del modelo ley de
potencias para una potencia positiva e igual a uno. Tiene un parametro 7.
que puede ser considerado como un tiempo de relajaciéon analogo al tiempo
de relajacién de Maxwell, por lo tanto también pretendemos tomar el limite
T. — 0 en la expresion del espectro anisotropico dado por el modelo Lineal.
La expresién general que encontramos se reproduce a continuacion

[ani((j’? w)

_ kTon((j) FO . 9 ‘9
T
4 2_25 2
+ T AL ) [(8w] — 2wiTsow?)(1 — cos(Tw)) (B.9)
+ 72w (2w? + 7.To(QF — w?)?
0

— 403 Tow(2wi + 7.T0(9 — w?)) sin(T.w)] cos® 5}
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donde

AT AL (w) =
[T2Tow* — Tw?(2wi + 7.T0823) — 2T w3 (1 — cos(Tew) )+
2ww? sin(T.w)]*+
(720w — 2ww? (1 — cos(Tow)) + DoTew(2w? + 7L (3 — w?))
— 2T w3 sin(T.w)]?.

(B.10)

En las expresiones anteriores tomar el limite 7. — 0 no es tan sencillo como
sustituir 7. = 0 dado que al hacerlo se obtiene un cociente 0/0:

Iani((j; w)

ETxo(@ [ To . ,0 0 L0
= wQ—i—ngm §+600s 3 (B.11)

Una forma féacil de encontrar un limite indeterminado de la forma 0/0 es
aplicar la regla de L’Hopital, pero hacer los calculos a mano puede resultar
tedioso y se pueden cometer muchos errores en el proceso, ademas la ecuacién
(B.9) es larga y habria que derivar varias veces. Gracias a la existencia de
software de calculo simbdlico es posible encontrar el limite con facilidad.
Para hacerlo se usé el programa Mathematica, cuya instruccion

Limit [f[x],{x->a}]

permite calcular el limite

lim f(z). (B.12)

Si el lector dispone del sofware Mathematica (versién 11.0 o anterior) puede

copiar y ejecutar el siguiente cédigo, que corresponde al limite de la funcién
(B.9) sin el factor kT'x.(q)/m:

Limit [(GammaO Cos[theta/2]"2 (omega”2 tc~2 (2 omegal.~2+GammaO
(-omega~2+0megal."2) tc) "2+

2 (-4 omegal"4+delta omega”2 omegal”2 tc"2)

(-1+Cos [omega tc])

+4 omega omegal”2 tc (-2 omegal”~2+Gamma0 (omega~2-Omegal~2) tc)
Sin[omega tcl))/

((GammaO omega”4 tc~2-omega”2 tc (2 omegal”~2+Gammal Omegal"2 tc)+
2 GammaO omegal"2 (-1+Cos[omega tc])+2 omega omegal"2
Sin[omega tc]) 2+(delta omega”3 tc~2+2 omega omegal."2
(-1+Cos[omega tc])-GammaO (omega tc (-2 omegal”2+GammaO
(omega~2-Omegal"2) tc)+2 omegal"2 Sin[omega tc])) 2)+

(GammaO Sin[theta/2]"2)/(Gammal~2+omega~2),{tc-> 0}]
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donde se han hecho las siguiente identificaciones

GammaO <> 'y
theta <+ 0
omega > w

omegal <+ wy, (B.13)
Omegal < )},
delta <> o
tc < 7.

De la respuesta que nos arroja el software se sigue que

kT
= Xa(9) 5 Lo sin? Q—i—
7r G+ w? 2

Po(w?w (w? — 8) + T3(Q3 — w?)?) cos?(6/2)

Iani(Q_: (,U)

whw? — 0)2 4+ T2 — w?)? + T3w?(—20w? + w* + Wi + 2602 — 2w2Q02 + Q1)
(B.14)
Wolfram Mathematica nos ha evitado una nimero grande de célculos, sin
embargo, no hace todo el trabajo por nosotros, debemos de simplificar atin
expresion anterior, para hacerlo usamos la siguientes igualdades
(w(wi, — 8) = T(Q] —w?))* =
whwl = 0)? + T(Q] — w?)* — 2w(wf — O)IP(], — w?)
DR2( — w? )" =
[2w?(—20w? 4+ w* 4+ w] + 2007 — 2w Q2 + QF) + 2w (w? — §TE(Q — w?)
(B.16)
Notemos que el término 2w?(w? — §)'3(Q2 — w?) aparece con signo negativo
en la ecuacién (B.15) y con signo positivo en la ecuacién (B.16), de esta
manera se llega a que

:kTXa(d) FO . 92 9

(B.15)

el &10) r Brw 2t (B.17)
Lo(w?w? (w2 — 6) + T3(0Q%2 — w?)?) cos?(6/2) '
(27— 8) — T30, — ) + T3PS — o + W)
Reordenando los términos anteriores e introduciendo la notacion
wi =9 (B.18)
Wy, = )
Ly
se llega a una ecuaciéon ya conocida
kTxq r 50
Loni(q,w) = Xa(9) F2+0 5 sin? 54—
T w
0 (B.19)

[o(Q2 — w?)? + Wi, 9
cos” —
(T3 = o?) — PP+ (B — P P 2
Con esto hemos demostrado que el modelo lineal también tiene comporta-
miento similar al modelo de Voigt para tiempos de relajacion pequenos.
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B.3. Limite b — 1

En el modelo hibrido que planteamos en el capitulo 6 se observa direc-
tamente de la ecuacién (6.48) que se reduce al modelo de Maxwell cuando
b = 0. Aqui mostraremos que el espectro anisotrépico se reduce al de Voigt
cuando se toma el limite b — 1. A diferencia de los modelos anteriores el
pardmetro b no representa un tiempo de relajacion (b es adimensional) pero
modula que tan rapido o lento es decaimiento de la funcién de memoria.
Partimos de la expresién general encontrada

— o kTXa(d) 1—‘0 ) (9
Lonil @) = m w2 +T73 Y
-t b1
R vEmrY |y (T3 + )5 (0w A (w) + 200(%; — w?) Bir(w))
0
+I " W (T + w?)P wiy + D5 (g + w?) (2 — w?)?] cos® g}
(B.20)
donde
Ap(w) = cos ((b — 1) arctan (%)) : (B.21)
0
By (w) = sin ((b — 1) arctan (Fi)) , (B.22)
0
Ap(w) =

<5_u)2 — ngww%(f’g + MQ)%(wAH(w) +ToBr(w)) + To(Q3 — wz)) +
(T3 by (T3 + %)% (o Ap () — wBir () + w(S — w2)>2 |
(B.23)

Tomar el limite b — 1 es realmente facil puesto que basta sustituir por b = 1
en las expresiones anteriores, por ejemplo

%in%AH(w) =cos(0) =1, (B.24)
lim By (w) = sin(0) = 0. (B.25)
b—1

De esta manera se tiene que

_ kTXa((j) { L'y . 29

S1n
s

[ani(q_; W)
w? + T2 2

F—l
+ 0
(I + w?)Ap (w)

0
+w? (T + w?) wiy + To(0g + w?) (QF, — w®)?] cos® —}

[—dwwi (TF 4 w?) (B.26)

2
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donde
Apg(w) =
<5F_a;2 - wiﬁ:?{ + To(QF, — w2))2 + (wwi; + w(QF — w2))2 : (B.27)
Simplificado la expresiones anteriores se tiene que
L) = 2D T e
1 2 2 2 02 2 2)2 2 0 (B:28)
+FOA—H(w) [w?wi(wh — 6) + g3 — w?)?] cos 5},
Ap(w) =
T

Finalmente, al introducir la notacién (la cual surge de manera natural para
este modelo)
Wi 0

= ) B.
w T (B.30)

se tiene que

- _ kTXa(Qj { L'y 2 4

Iani ) I a
(@) r e at

w2wiw, + To(Q% — w?)? o2
(—w?w, + T (% — w?))? + w2 (0% — w? + w})? 2
(B.31)

Con esto hemos demostrado que el espectro dado por modelo de hibrido
tiene un comportamiento similar al dado por Voigt para b cercano a uno. El
unico modelo que no se reduce al de Voigt al tomar el limite con ninguno de
sus parametros es el modelo de ley de potencias.
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