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Proélogo

Cuando se me propuso la idea de trabajar en este tema, supe que seria muy complicado
y eso fue precisamente lo que me atrajo, saber que invertiria tiempo en sumergirme en temas
que llamaban mi atencion, provocé en mi, un rotundo si.

Es por ello que tengo el enorme privilegio de presentar este trabajo, que consiste en la de-
mostracion de algunos teoremas en donde los puntos de Fermat son mostrados y utilizados
para el desarrollo y obtencién de otros resultados, que en definitiva son muy interesantes.

En el primer capitulo se demuestra de manera muy completa, el Teorema de Fermat, que
es la piedra angular de este trabajo; posteriormente, encontraremos un apartado de lemas
importantes, en donde se exponen las herramientas que necesitaremos para ir de la mano en
los capitulos posteriores.

Estas demostraciones tienen una redaccién muy amigable con el lector, de tal manera que un
alumno con conocimientos basicos de Geometria moderna pueda entenderlas y que un docente
en el aula pueda exponerlas sin inconveniente alguno.

Es por esta razon que, los resultados de Lester y La academia Olimpia, tuvieron que ser ex-
plicados y desarrollados paso a paso, buscando hacerlos, lo més explicitos posibles.

La parte mas compleja de este trabajo son las demostraciones de la enciclopedia de Geometria
Fuclidiana de Deko Dekov, ya que esta enciclopedia contiene teoremas generados por com-
putadora, es decir, a diferencia de los resultados de La academia Olimpia, en donde hay cierto
camino trazado, las demostraciones de Deko Dekov se hicieron sin ningtin material previo.

Este trabajo sin duda alguna es el que mas me ha costado, pero fue la mejor eleccién que
pude hacer, ya que gracias a este trabajo comencé a sentir que tal vez podia hacer realidad
mi sueno: ser algiun dia, Geémetra.
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1. Introduccion

Este trabajo tiene como principal objetivo hablar de los puntos de Fermat y su enlace con
otros resultados; a lo largo de los 4 capitulos notaremos el uso de una notaciéon enfocada a la
comprension del lector,y tal vez alguna simbologia convencional sea sustituida por un par de
palabras, sin embargo, esto se hace con el fin ya mencionado.

En el capitulo inicial, demostramos el teorema de Fermat en si, de las dos formas posibles, es
decir, con triangulos hacia adentro y hacia afuera, de aqui en adelante les diremos triangulos
internos y externos respectivamente.

Continuando en el trabajo, analizamos la conexién con el Teorema de Napoleén y hacemos un
estudio también con triangulos internos y externos.

Antes de empezar el siguiente capitulo, se estudian ciertos lemas que se ocuparan en los dos
capitulos posteriores, ya que luego, solo se hacen mencion de estos lemas sélo como referencias.

Proseguimos con el desarrollo de los resultados de la academia Olimpia: si bien algunos de
estos teoremas ya tenian la demostracion total o parcial, el trabajo que se realizo fue desarrollar
estas demostraciones con la finalidad de hacerlos muy explicitos al lector, siendo éste 1ltimo
docente o alumno.

En este apartado introducimos el término de fermatiana, término propiamente empleado por
La academia Olimpia, que mas adelante estudiaremos a detalle.

Por ultimo encontraremos las demostraciones de la enciclopedia de Deko Dekov, esta iltima
muestra teoremas formulados por una computadora. La labor del Dr. Rodolfo San Aguntin
Chi en esta seccién, fue seleccionar de entre la inmensa gama de Teoremas, los adecuados a
este trabajo, es decir, los Teoremas mas relevantes respecto a los puntos de Fermat.

En esta seccion, a diferencia del capitulo anterior, no tenemos algiin material de apoyo o
referencia, por lo que las demostraciones son auténticas y propias de esta tesis. Vemos términos
como half-cevian triangle cuya traduccién no la encontramos en literatura en espanol, por lo
que lo sustituiremos por el término Triangulo medio-Ceviano.

Espero que el contenido de este trabajo, sea un aporte y pueda ser usado en un futuro como
referencia o recurso en el aula, en una clase de geometria moderna.






2. Teoremas de Fermat y Napoledn

En éste capitulo encontraremos las demostraciones que son el punto de partida de todo el
trabajo. Veremos las demostraciones con Triangulos externos e internos, llamados también
primer y segundo punto de Fermat respectivamente, incluso encontraremos el teorema de

Fermat y Napoleén para el caso de un triangulo degenerado.

2.1 Teorema de Fermat

2.1.1 Triangulos Internos

Si en un triangulo cualquiera ABC', se trazan hacia adentro los equilateros
ABCY, BCA; y ACBy; entonces los segmentos AA;, BB, y C'C}, son iguales
y las lineas que determinan son concurrentes en F, formando seis angulos
iguales. A F se le llama Punto de Fermat.




Demostracion:

Concurrencia

Sean ABCY, BC A, y AC B, triangulos equilateros internos, F' la interseccion de la
circunferencia €4pc, con el segmento BB .

m Y @ son suplementarios, ya que sus arcos completan la circunferencia, entonces
=180°y B/A\Cl = 60° por lo que

la suma de estos, seria

BFC, = 120°
Por otro lado, la cuerda ACY, es subtendida por los angulos m y m por lo que
ABC, = AFC,

pero m = 60° y entonces
AFCy = 60°

Como BFA + m = m = 120°, tenemos que
BFA =60° = AFC,
Como B/F\C’l = 120° entonces, @1 = 60° y ademas m + @1 = 1@ por lo que
AFB, = 120°

tomando en cuenta que AC B; = 60, tenemos que el cuadrilatero AF B;C' es ciclico, entonces
la circunferencia €4cp, pasa por F.

—

Por otro lado, veamos que AFC = AB,C = 60° por ser angulos que subtienden la cuerda
AC', tomando en cuenta que AFCy = 60° = AFC tenemos que

C' y C] son colineales y pasan por F
ademas, como m = 120° entonces
BFC = 120°

Asumiendo este ultimo hecho y que BA/l\C’ = 60°, el cuadrilatero A; BF'C' es ciclico, entonces
la circunferencia ¢pa,c pasa por F.



Ahora, si nos fijamos en la cuerda A;C' de la circunferencia €pca, es subtendida por los
angulos A1 FC'y AiBC , ademas, como A; BC = 60°, tenemos

A, FC = 60°

Entonces hemos mostrado que

AFC, = 60° = A, FC

de donde A y A; comparten a F'C' que contiene a F'Cy por ser colineales y tienen el mismo
angulo de 60° por lo que concluimos que

A y A; son colineales y pasan por F
Como B y Bj pasan por F', por construccion, entonces

AA{, BB, y CC] concurren en F'y forman angulos iguales de 60°.



Igualdad

Como @ + @ = 60° y los angulos f@ + 1@ = 60°
A,BA = C,BC
Ademas
BA, = BC

BA = B(C,

por criterio L.A.L
ANABA, = ACBC

entonces

AAl - 001

Andlogamente, el angulo A{CA + ACB =60° y BiCB + ACB = 60°, los angulos
ACA=B,CB

Adems3s
BC = A,C

AC = B,C

por criterio L.A.L
ABB,C =2 NAAC

entonces

AA, = BB

y por ultimo
AAl == BBl == CCl



2.1.2 Triangulos externos

Si en un triangulo cualquiera ABC', se trazan hacia afuera los equilateros
ABCY, BCA; y ACBy; entonces los segmentos AA;, BBy, y C'(CY, son iguales
y las lineas que determinan son concurrentes en F, formando seis dngulos
iguales.

Demostracion:

Concurrencia

Sean ABC,, BCA; Y ACB; triangulos equildteros hacia afuera y F' = BBy N6, pa.
AC1B y BF A son suplementarios, ya que sus arcos completan la circunferencia y entonces

= 1807, pero A/C’I\B = 60° por lo que

la suma de estos, seria

BFA = 120°



Por otro lado, la cuerda AC}, es subtendida por los dngulos A/Ba y m por lo que
ABC, = AFC,

pero m = 60° y entonces
AFCy = 60°

Como @ + m = B/Eél = 120°, tenemos que
BFCy = 60° = AFC,
Tomando en cuenta que por construccién B, F'y B; son colineales, como BFA = 120°,
AF By = 60°

Ahora veamos al cuadrildltero AFC By, llamemos P a la interseccién de las diagonales AC' y
FBy; de donde FPA = C'PB; por ser opuestos por el vértice y AFP = 60° = BCP
entonces por criterio de semejanza A.A.

AFPA~ ABPC

en particular, los lados F'/P y PC' son proporcionales, como también AP y PB;, de modo que

FP AP

PC  PB;
y luego

PB, AP

PC  FB

y estas son las razones de semejanza de los triangulos AAPB; y ACPF' y entonces
ANAPB, =~ ACPF

en particular CFP = BTED, pero B/lﬂj = 607, por ser angulo interno de un triangulo
equilatero, de aqui C'F'P = 60°; dada la colinealidad de P, con F, tenemos

CFP = CFB; = 60°

—

Ahora observemos al cuadrilatero AFC By, en donde CFA+ AB,C = 180°, es decir, son
suplementarios, ademés, si vemos al triangulo AAFC,

CAF + FCA = 60°
viendo estos angulos como parte de los angulos B/lﬁf y F/C’E tenemos
BLAC + CAF + FCA + ACB,

esto es - /\
60° + CAF + FCA + 60°



y por la suma de CAF y @, tenemos
60? 4+ 60 4 60°

por lo que los angulos BTE? y F/C’E son suplementarios, por lo que el cuadrilaltero AFC B,
es ciclico y lo podemos inscribir en la circunferencia €acp,

Ahora veamos la suma de los angulos
C1FA + AFB, + B,FC = 180°

por lo que C'y ] son colineales, ademas C'C; pasa por F

Ahora observemos que, como B, F'y Bj son colineales y
B,FC + CFB = 180°

entonces .
CFB = 120°

Como BA;C = 60° CFB Y m son suplementarios y por otro lado FBC + BCF = 60°
ya que CF'B = 120°, fijandonos en los dangulos FBA; y A;CF, vemos que estos angulos
estan formados por dos angulos de 60° y entonces

FBA, + A,CF = FBC + CBA, + A,CB + BCF = FBC + 60° + 60° + BCF
pero ya habiamos visto que F/B?—i—B/C? = 60° por lo que
FBC + CBA, + A,CB + BCF = 180°

es decir, FBA; y A;CF son suplementarios, por lo que cuadrilatero BA;C'F es ciclico y
podemos inscribirlo en la circunferencia €54, c

Tomando este tltimo resultado, veamos a la cuerda C'A; que es subtendida por los angulos
CFA; y CBA; y como CBA; = 60° entonces

CFA;, = 60°
y ahora observemos que AFC = 120° y Cﬂ = 60°, es decir,
AFC + CFA; = 180°
por lo que A y A; son colineales, ademéas AA; pasa por F

De este modo hemos probado que AA;, BB, y CC; concurren en F'.



Igualdad

Tengamos en cuenta primero que en el cuadrildleto AFCB;, dada la semejanza de los
triangulos ACPF y AB1PA, tenemos
PB,A = PCF

teniendo este resultado, veamos que P, por construccién es colineal con AC' y con F By, a su
vez F' es colineal con B y By, asi como con C'y (] estas afirmaciones sustentan que
PB,A = BB A
PCF = ACC;
y de aqui
BBA = ACC,
enfocados en los trlangulos ABBAy ANACCY, AB = C1 A por ser lados de un tridngulo

equilatero, BBIA AC’C’1 y AC = B A por ser también lados de un triangulo equildtero,
entonces, por el criterio L.A.L

ABB1A = NACC,
en particular
BBl == OCl

Ahora observemos al cuadrilaleto BA;C'F, llamemos @ a la interseccién de las diagonales
F A, y BC; dada la semejanza de los triangulos AQBA; y AQCF, tenemos

QAB = QCF
teniendo este resultado, veamos que (), por construccion es colineal con BC'y con FA; y a
su vez F' es colineal con A y A;, estas afirmaciones sustentan que

QA B = AAB

QCF = BCC,
y de aqui

AAB = BCC,
enfocados en los tridangulos AAA;B y ABCC,, BA; = BC por ser lados de un triangulo
equilatero, BCCy; = AA1B y C1B = BA por ser también lados de un triangulo equilatero,

entonces por el criterio L.A.L
NAAB = ABCC,
en particular
AAI - CCl
y, reuniendo resultados,
AAI = BBl == COl

De aqui en adelante, llamaremos a estos segementos: AA;, BB, y CC}, fermatianas del
tridngulo; y entonces hemos probado que las fermatianas tienen igual longitud y concurren
en F', punto de Fermat, tanto en triangulos internos como externos y esto concluye la
demostracion.
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2.2 Teorema de Napoleon

Si se construyen triangulos equilateros externos 6 internos, en los lados de un
triangulo cualquiera, sus centros forman un triangulo equilatero.

Demostracion

Triangulos externos

Sea ABC' un triangulo cualquiera, AGB, BHC', C K A, tridangulos equilateros externos, D, E
y J sus centros de gravedad.

Tenemos que ACK = BOH por ser angulos internos de triangulos equilateros, de este modo
BCK = ACH, ademas AC' = KC asi como C'H = CB por ser lados de tridngulos
equilateros y entonces por criterio L.A.L

ABKC = NAHC

En particular
AH = BK

11



Por otro lado, sea M la extension del segmento BE al lado C'H y L la extensién del
segmento BD al lado AG. Como D yE, E; son centros de gravedad de los triangulos ABG y
C BH respectivamente, sabemos que ABL = CBM = 1ABG 1C’BH = 30°

Ademas, tomemos en cuenta que el baricentro, ortocentro y mrcuncentro de un triangulo

equilatero es el mismo punto, por lo que BL y BM son medianas y usando este hecho,
BD =:2BLy BE = 2BM y entonces

ABCM ~ NABL

CB BM BH BM
por lo que 15~ BL pero CB = BH entonces 1B~ BL y luego
BH AB
BM  BL

por otro lado como BD = %BL y BE = %BM tenemos que BL = %BD y BM = %BE
respectivamente, entonces

BH AB BH AB

—— e S —— = ——
BM  BL SBE 2BD

2 2
por lo que
BH AB
BE BD

Ahora veamos que CBE + ABD = 60° = CBH por lo que DBE = ABC +60° y
ABH = ABC + 60° y luego
DBE = ABH

y de esta forma concluimos que

ADBE ~ NABH
en particular AH es proporcional a DFE.

De la misma manera podemos mostrar que

AK AB
AJ  AD
y posteriormente ver que
DAJ = BAK

y concluir que
NAKB =~ NAJD

y en particular BK es proporcional a D.J, pero ya teniamos que AH = BK y tomando en
cuenta la igualdad de las proporciones de los baricentros, concluimos que

DE=DJ
y anadlogmente podemos ver que DJ = JE' y de aqui
ADEJ es equilatero

12



2.3 El teorema de Fermat implica el teorema de Napoleén

2.3.1 Triangulos internos

Demostracion

Dado el teorema de Fermat, con equilateros hacia adentro tenemos que:

AA2 = BBQ = CCQ Yy AAQQBBQQCCQ =F

y F' con seis dangulos de 60°

Primero observemos a las circunferencias €acp, y €4,5c que tienen por cuerda comun a F'C'
de donde O,4 es equidistante a 'y a C' por ser radios de la circunferencia 4,50 v Op
también es a equidistante F'y C por ser radios de la circunferencia €4cp,; por lo que la
recta que define O40p es mediatriz de F'C. Si llamamos @) a la interseccién de O,Op con
FC tenemos que

FQOp = 90°

13



Si de la misma manera vemos a la cuerda AF que es comun en las circunferencias €acp, vy
G aBc,, podemos ver que la recta que define OpO¢ es mediatriz de FA y si llamamos P a la
interseccién de OgO¢ con F'A tenemos que

OpPF = 90°

Ahora observemos al cuadrilatero PFQOpg, donde tenemos que @U’ y O/B@U’ son

suplementarios y % = 120° por estar P y () en las fermatianas AA; y C'Csy
respectivamente y de esta manera, teniendo en cuenta que la suma de los angulos internos de
los cuadrilateros es 360° y usandolo en PFQOpg tenemos

OpPF + PFQ + FQOp» + QOzP = 360°
sustituyendo los resultados obtenidos anteriormente
90° + 120° + 90° + QORP = 360°

y de aqui tenemos
QOBP = 60°

pero este angulo es opuesto por el vértice al angulo OA/OB\OC y entonces

04050¢ = 60°

Ahora llamemos R a la interseccion de O40¢ con FB y S a la interseccion de O40¢ con
FA.

Podemos ver que F'B es cuerda comun en las circunferencias €apc, ¥ €a,5c en donde Oy es
equidistante a F'y a B por ser radios de la circunferencia €4,5¢ , ademas O¢ también es a
equidistante F''y B por ser radios de la circunferencia €apc,; por lo que la recta que define

0O 40¢ es mediatriz de F'B. En particular FRS = 90°
Ahora veamos que RFEF'S = 60° por ser angulo formado por fermatianas y FRS = 90° de aqui
RSF = 30°, que por la colinealidad de R con O¢ podemos decir también que

OcSP = 30°
ademds como P es colineal con F'y As, 57350 = 90° y como O/CS\P = 30° tenemos
POGS = 60°
y por ser O¢, O4 y S colinelaes, asi como P, Og y O¢ en particular tenemos
050004 = 60°

Ya habiamos mostrado anteriormente que OA/OB\OC = 60°, entonces, fijandonos en el
triangulo AO,OpO¢ tenemos

04050¢ = 60° y 050c04 = 60°

de aqui, AO,OgO¢ es equilatero.

14



2.3.2 Triangulos externos

Demostracion

Dado el teorema de Fermat, con equilateros hacia afuera tenemos que:

AA1 == BB1 == CCl Yy AAlﬂBBlﬂC'Cl =F

y F' con seis dangulos de 60°

A

-
N N

A
T

Sea P la interseccién de OcO4 con BF', si observamos a los tridngulos ABPO¢ y AFPO¢
tenemos lo siguiente: O¢ P es lado compartido, OcB = O¢F por ser radios de la
circunferencia 6¢, pa, esto hace a ABFO¢ isésceles por lo que OcBP = OcF P y de aqui

ABPOqs =2 ANFPO¢
dada la colinealidad de B, P y F tenemos que m =90° = m en particular
FPO¢ = 90°

este resultado lo ocuparemos porteriormente.
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Llamemos ahora R a la interseccion de OcOpg con AF, si observamos a los tridangulos
AFROc y ANARO¢ tenemos lo siguiente: OcR es lado compartido, OcF = O¢A por ser
radios de la circunferencia 6¢, ga, esto hace a AO¢F A isésceles por lo que O/Cﬁ% = O/CE%
y de aqui

AFRO- = ANARO:

dada la colinealidad de A, Ry F' tenemos que m =90° = ]m en particular

FROy = 90°

Ahora nos fijamos en el cuadrllatero OCPF A en donde F' POC + F ROC = 180°, es decir, son
suplementarios, entonces PFR + ROCP = 1807, esto por la suma de angulos internos de un

cuadrilatero, pero PFR = 120° por ser angulo formado por dos angulos de 60° de las
fermatianas AA; y BB, y entonces
ROcP = 60°

como R estd en OgO¢ v P en OO 4, entonces ]@ = OB/OZ)A y de aqui

050c0 4 = 60°

De manera analoga llamemos ahora @) a la interseccién de O4Op con FC| si observamos a
los tridngulos AFQO 4 y ACQO 4 tenemos lo siguiente: O4(Q es lado compartido,
OaF = O4C por ser radios de la circunferencia €pa,c, esto hace a AFO4C isosceles por lo

que O/AF\Q = m y de aqui
AFQO, = ACQO4

dada la colinealidad de C, ) y F' tenemos que F/Qa4 =90° = @4 en particular
FQO, = 90°

pero O4, @ y Op también son colineales, por lo que m =90° = Zm y de esta
igualdad usaremos en particular

FQOp = 90°
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Ahora nos fijamos en el cuadrilatero FQOgR de donde ya habiamos mostrado anteriormente
que FRO¢ = 90° por lo que usando la colinealidad de O¢, R y Op tenemos que

OpRE = 90°

y entonces
OpRF + FQOp = 180°

es decir, son suplementarios, por lo que

RFQ + QOgR = 180°

esto porque la suma de los angulos internos de un cuadrilatero es 360°, pero ﬁ) = 120°
por ser angulo formado por dos angulos de 60° de las fermatianas AA; y CC} y entonces

QOpR = 60°
como @ estd en 040 v R en Og0O¢, @ = OA/OB\OC y de aqui

04050¢ = 60°

como ya teniamos que

050004 = 60°

entonces .
Oc040p = 60°

y luego el triangulo AO4OO¢ tiene tres angulos internos iguales de 60°, es decir
AOA0p0¢ es equilatero.
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Teorema 2.4 El teorema de Fermat para un triangulo degenerado
con B = 180°

Demostracion

Sean A/B\C’ = 180%; ABC,, BCA,, ACB; equilateros y BBy N AA; = F

Veamos los trangulos AACA, y AB;CB, BC' = C'A; por ser ABCA;
equilatero, A;CB = 60° = B;C'A por ser angulos internos de triangulos equildteros ,
AC = CBy, por ser AC B; equilatero, de este modo por criterio L.A.L.

ANACA, = AB,CB

AA, = BB
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Observemos ahora a los triangulos ACAC, y AB1AB en donde tenemos que, AC' = AB;

por ser ANAC' By equilatero, C’T/@ = BAB; por ser angulos internos de triangulos
equilateros, AB = AC por ser AABC| equilatero, de este modo por criterio L.A.L.

ACAC, = ABAB

de esta manera

BBl == CCl

y entonces
AAI - BBl - COl

Por otro lado, hemos mostrado antes que AACA; =2 AB;CB y como F', es punto de
interseccién de AA; y BB; por construccién, F' se encuentra en AA;, asi como B se
encuentra en AC, también por construccion, de modo que

CAA, = 60° = BAF
Ademés ABF = B/lB\C por ser opuestos por el vértice, de manera que por criterio A.A.

NABF ~ AB,BC

y de este resultado tenemos que @ — AFB = 60° por ser angulo interno de un triangulo
equilatero, en particular usaremos que

AFB = 60°
y luego, F' se encuentra en AA;, por lo que
BFA, = 120°

Ahora, analizaremos al cuadrilatero ABF'C1, llamaremos P a la interseccién de sus
dlagonales y anahcemos los triangulos ABPF y ANAPC de donde

FPB + PBF + BFP = 180° pero ya habiamos mostrado que BFP = 60° por lo que
FPB + PBF + 60° = 180°

fijandonos en el otro tridngulo @ + P/Aa + A/Cl\P = 180°, pero A/C’l\P = 60° por ser
angulo interno de un triangulo equildtero, entonces

CyPA + PAC, +60° = 180°

ademés FPB = @ por ser opuestos por el vértice y analizando las dos igualdades
FPB + PBF +60° = 180°
CrPA + PAC) +60° = 180°
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y por lo mencionado anteriormente concluimos que
PBF = PAC,

Como P interseccién de BC y AF, P/B\F = CTB\F y m = m de esta manera
C1BF = FAC,

y como estos angulos estan formados por los lados opuestos, BE' y AC, del cuadrilatero
ABF (Y, entonces, ABF (] es cuadrilltero ciclico y la circunferencia €apc, pasa por F.

Ahora, si observamos la cuerda ACY, es subtendida por los angulos ABC; y C1F A, por lo que

ABC, = 60° = CLFA

Ahora veamos al cuadrildtero BFA;C cuya suma de sus angulos internos es 360° por lo que
tenemos que

BFA, + FA,C + A,CB + CBF = 360°

pero ya teniamos que B/F\Al =120y @ = 60°, luego, como la suma de angulos internos
de un cuadrilatero es 360° entonces

FA,C +CBF = 180°

Es decir, son suplementarios, por lo que el cuadrilatero BF A;C es ciclico y la circunferencia
©Bca, pasa por F

Ahora observemos la cuerda BC', la cual es subtendida por los angulos C’/Al\B y @, por lo
que

CAB=60°=CFB

posteriormente
C1FA+ AFB+ BFC = 180°

por lo que C7, F'y C, son colineales y entonces C'C; pasa por F.
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Teorema 2.5 El teorema de Napoleén para un triangulo degenerado
con B = 180°

Demostracion

o

Sea (@ la interseccién de AF con H K, veamos que AF cuerda comun de las circunferencias
Cacp, Y Cacyp y luego, H es equidistante a F'y a A por ser radios de la circunferencia €ac, g
y K también es a equidistante F'y A por ser radios de la circunferencia €scp,; por lo que la
recta que define HK es mediatriz de AF y en particular

HK 1 AF

Anélogamente llamemos R a la interseccién de F'C' con KJ, veamos que F'C' cuerda comun
de las circunferencias €acp, y €pa,c v luego, K es equidistante a F'y a C' por ser radios de la
circunferencia €4cp, v J también es a equidistante F' y C' por ser radios de la circunferencia
©EBa,c; por lo que la recta que define H K es mediatriz de F'C' y en particular

KJ1FC
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De la misma forma, llamando O a la interseccion de BF' con HJ y asumiendo que BF es
cuerda comun de las circunferencias €ac,p v €pa,c podemos mostrar que

BF 1 HJ

Por otro lado, sea T interseccién de BF'con K. como TFR = 60° y FRT = 90°,
RTF =30° = JTO

Pero TOJ = 90° por lo que el tridngulo AOJT tiene un dngulo interno de 90° y otro de 30°,
por lo que

OJT = 60°

Ahora Hamemos V mterseccnon de HJ vy Al AF, observando al trlangulo AQVH y teniendo

en cuenta que VOF = 90° y VFO = 60°, OVF = 30°, pero como QVH y OVF son opuestos
por el vértice

QVH = 30°
ademas HK | AF, por lo que H/QT/ = 90° de aqui

VHQ = 60°

Por tltimo veamos que OJT y V/PEQ son angulos internos del tridangulo AHJK, ambos de
60° es decir

HJK = JKH = 60°

por lo que

AHJK es equilatero.
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2.6 Algunos lemas importantes

Lema 2.6.1: Si dos vértices de un triangulo equilatero estan sobre
dos fermatianas, el tercero esta sobre la tercera fermatiana.

Demostracion

Sea Aen L1y Ben Ly, C' el punto de interseccion de L3 y la circunferencia que pasa por A,
ByF.

Vedmos que la cuerda AC' es subtendida por los angulos AFC y ABC , pero AFC = 60°, por
ser angulo formado por fermatianas, de aqui
ABC = 60°

Analogamente, si nos fijamos en la cuerda BC', esta es subtendida por los angulos CFB y
CAB, pero C'FB = 60°, por ser angulo formado por fermatianas y de aqui

CAB = 60°
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Por ultimo nos fijamos en el tridngulo AABC, en donde tenemos que
CAB =60° y ABC = 60°

y como
ABC + BCA+ CAB = 180°
BCA = 60°
y entonces AABC tiene tres angulos internos de 60° por lo que AABC' es equilatero.

Entonces concluimos que la tercera fermatiana L3 pasa por un punto C, que es vértice de un
tridngulo equilatero y por la unicidad de este punto, se trata del tridngulo equildtero AABC
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Lema 2.6.2: Para un triangulo cualquiera AABC) la longitud de las
fermatianas es igual a la suma de los segmentos que van de los
vértices al punto de Fermat.

AA, =BB, =CC,=AF+ BF +CF

Demostracion

Tomando en cuenta resultados mostrados anteriormente tenemos que el cuadrilatero FC A, B
es ciclico. Entonces, usando el teorema de Ptolomeo tenemos lo siguiente:
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Pero BC = CA; = BA, por ser BC'A; equilatero, entonces
FA,-BC=BF -CA+FC-BA, — FA, = BF + FC
Pero AF + FA; = AA; y luego
AF + BF + FC = AA
como se ha mostrado anteriormente la igualdad de las fermatianas A;, B; y C; tenemos

AF +BF +FC =AA, =BB, =CC,

y esto concluye la demostracion.
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Lema 2.6.3: La fermatiana que pasa por el lado desigual del
triangulo isdsceles, es mediatriz de ese lado.

Y
B

Tomando en cuenta a la mediatriz como lugar geométrico cuyos puntos son equidistantes a
los extremos del segmento, tenemos lo siguiente:

AC = BC por ser ABC isosceles, por lo que C' se encuentra en la mediatriz de AB, por otro
lado, AC, = BC por ser ABC' equilatero, por lo que C; también se encuentra en la
mediatriz de AB, pero C'C es fermatiana por construccion y entonces la recta que pasa por
por C' y C; es mediatriz de AB, lado desigual del triangulo isésceles ABC' y esto tltimo era
lo que queriamos mostrar.
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Lema 2.6.4: El punto de Fermat de un triangulo equilatero es
también su ortocentro y su circuncentro.

Analogo al lema anterior, podemos mostrar que AA; es mediatriz de C'B, si llamamos P a la
interseccién de C'B con AAl y 1nos ﬁJamos en los triangulos ACPA; y ABPA; tenemos que
PA; es lado comun, C’PA1 =90° = BPA1 y C'P = BP por ser P punto medio de CB y por
criterio L.A.L.

ACPA; =2 ABPA,

Como C'y B son colineales, Cﬂ =90° = B/PTéll por lo que PA; es altura.

Como P es interseccién de BC' y AA; por construccién, P es colineal a A y Aj.

De este modo, al ser PA; perpendicular a BC', AA; también lo es; asi como también PA;
pasa por el punto medio de BC, de la misma forma que AA; De lo anterior concluimos que
la fermatiana AA; contiene a altura que pasa por A y es mediatriz de BC.

Analogamente, llamando @), a la intersecciéon de AB con F'Cy y a R intersecciéon de C'A con
F' By, tenemos que BB; contiene a altura que pasa por B y es mediatriz de AC; asi como
C'C contiene a altura que pasa por C'y es mediatriz de AB.

Sabemos que las fermatianas AA;, BB; y C'C concurren en F’; por lo que estas alturas y
mediatrices mencionadas anteriormente, también concurren en F', pero por definicion el
ortocentro es la interseccion de las alturas del triangulo y el circuncentro la interseccion de
sus mediatrices, de aqui, concluimos que el punto de Fermat de un triangulo equilatero es
también su ortocentro y su circuncentro.
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Lema 2.6.5: Para un triangulo cualquiera ABC; ABC,, ACB; y
BCA; equilateros; se tiene:

1) Los tridangulos ABC y A;B;C}, tienen el mismo punto de Fermat
Iy sus fermatianas son colineales.

2) A1A2 = 2AA1, BlB2 = QBBl, 0102 = 2001

Demostracion

1) Por el lema 2.5.1, tenemos que el equilatero AA; B;Cy, tiene en sus vértices A; y By, las
fermatianas AA; y BB, respectivamente y de esta manera por Cs pasa la tercera, pero esa
fermatiana es C'C'y y entonces mostramos la colinealidad de C, C4 y Cs.

De manera Anédloga podemos mostrar la colinealidad de B, By y By asi como de A, A; y A,.

Por lo que concluimos que la interseccién de las fermatianas AA;, BB; y CC} del tridangulo
AABC es la misma que la interseccién de Ay Ay, B1 By y C1Cy, fermatianas de AA;B,C} ;
pero F' es dicho punto de interseccién por lo que los tridngulos ABC'y A, B,C, tienen el
mismo punto de Fermat.
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2) Una vez probando que los tridngulos AABC y AA;B;CY, tienen el mismo punto de
Fermat, en la demostraciéon de este apartado, cuando hablemos de F', en los diferentes
triangulos, estaremos hablando del mismo punto.

Veamos que, por Teorema de Fermat y el lema 2.5.2 tenemos

Ademas si observamos al tridngulo A, B;C} y a los equilateros formados en sus lados,
ANA1BCy, AB1C1 Ay y ACY1 A1 B> tenemos la igualdad de sus fermatianas

A1As = B1By = C1Cy = A1 F + B F + C F
Usando estos resultados tenemos
A1As+ AA = (ALF + BiF + CF) + (AF + BF + CF)
en donde ordenando tenemos
A1 Ay + AA = (A F + AF) + (B1F + BF) + (C1F + CF)

pero

en donde ya sabemos que AA; = BBy = CC} y de aqui
A1A2 -+ AA1 - AAl + BBl + CCl - 3AA1

luego
A1Ay = 3AA, — AA

y entonces
A1Ay = 2AA,

y de manera analoga podemos mostrar que B1By; = 2BB; y C1Cy = 2C (] y esto iltimo
completa la demostracion.
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Definicion. Dos puntos P, () en un triangulo ABC tal que

BAP = QAC,
CBP = QBA,
ACP =QCB

Son isogonales conjugados respecto al tridngulo.

A

4\

Cc

B

Lema 2.6.6: Para cualesquiera dos puntos isogonales conjugados F'
y J tenemos

BFC + BJC = 180° + A
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Demostracion

Como J y F son isogonales conjugados, tenemos que FBC = JBA y FCB = JCA. Veamos
que
BFC+ BJC = (180° — FBC — FCB) + (180° — JBC — JCB)

Por las igualdades mostradas al inicio tenemos
BFC + BJC = (180° — JBA — JCA) + (180° — JBC — JCB)

= 360° — (JBC + JBA) — (JCA+ JCB)
=360° — (B+C)
= 360° — (180 — A)
=180° + A

Por lo tanto o R
BFC+BJC =180°+ A

y esto ultimo, es lo que queriamos mostrar.
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3. Desarrollo de resultados de Lester y Academia
Olimpia

En este capitulo, trabajaremos sobre el material de Academia Olimpia, que es un grupo de
Gedmetras entusiastas que han hecho sus aportaciones, de manera anénima; sin embargo, el
trabajo que se ha realizado, consistié en desarrollar todos estos resultados, en la medida de
hacerlos muy accesibles al lector, es decir, en este material encontramos demostraciones muy
reducidas, entre "paso y paso”, por ello, se desarrollaron detalladamente e incluso se mostraron
partes relevantes con ayuda de otros lemas y teoremas que encontramos en el apartado de lemas
importantes de este mismo trabajo.

Teorema de Lester

En todo triangulo escaleno, los dos puntos de Fermat, el circuncentro

y el centro de la circunferencia de los nueve puntos son conciclicos.
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La demostracion del teorema de Lester podemos encontrarla en alguna referencia
( http://jcgeometry.org/Articles/Volumel/JCG2012V1pp53-56.pdf), sin embargo, el objetivo de este apartado,
es extenderlo a triangulos Isésceles y Equilateros.

3.1.1 Extension para un Triangulo Isésceles

Sea NABC isésceles, ANABC,, ABCA; y ACAB;, equilateros externos;
NABCYT, ABCA| y ACAB], equiléteros internos.

Ya hemos mostrado anteriormente en el lema 2.5.3 que la fermatiana que pasa por la base
del triangulo isdsceles, en este caso C'C1, es mediana y altura del triangulo, asi como
mediatriz del lado AB, de esta manera, en la fermatiana esta el circuncentro N y ortocentro
L de ANABC, en particular F', punto de Fermat, se encuentra en C'Cy; por otro lado,
asumiendo que una propiedad de la circunferencia de los nueve puntos es que su centro, es el
punto medio del segmento que une al circuncentro con el ortoncentro, entonces el centro de
la circunferencia Cly, se encuentra en C'CY, porque N y L también lo estan.

Por el lema 2.5.1 el equilatero ABC' tiene los vértices A y B sobre dos fermatianas por lo
que C7 estd en la tercera fermatiana, pero también mostramos anteriormente que las
fermatianas en tridangulos equilateros son mediatrices y alturas, en particular C] es mediatriz
de AB pero también C'C lo es, y por la unicidad de esta recta, C', C; y C] son colineales.
Asumiendo el hecho que C'C] es fermatiana, el segundo punto de Fermat (Punto de Fermat
de Tridngulos internos) Fy, se encuentra sobre C'C, que es colineal con C, tenemos
entonces que, Fy esta también en C'CY.

De esta manera, los dos Puntos de Fermat F'y F5, el circuncentro N de AABC'y el centro
de la circunferencia de los nueve puntos Cy estan en C'Cy y son conciclicos.
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3.1.2 Extension para un Triangulo Equilatero

Sea NABC Equilatero, AABC,, ABCA; y ACAB;, equilateros externos;
NABCY, ABCA| y ACAB], equilateros internos.

|
! clc,

Para este caso llamemos al punto K al circuncentro de AABC, que por ser equilatero, K
también es ortocentro y baricentro. Como el centro de la circunferencia de los nueve puntos
es el punto medio del segmento que une al circuncentro con el ortoncentro y estos dos
ultimos son el mismo punto, entonces K tambien es el centro de la circunferencia de los
nueve puntos

Hemos mostrado anteriormente en el lema 2.5.4, que el circuncentro y el punto de Fermat en
un triangulo equildtero, son el mismo punto. Por lo que K entonces, también es el punto de
Fermat del triangulo AABC.

Si vemos los tridngulos internos A}, B} y C] coinciden con A, B y C respectivamente y de
esta manera las fermatianas son puntos y estos no pueden ser el segundo punto de Fermat,
sin embargo las circunferencias €ap;c, €pcja y 6cayp pasan por Fy, segundo punto de
Fermat, que en este caso, las tres circunferencias, son una sola, que es la circunferencia € spc
con centro en K y de aqui, el tinico punto en comin de estas circunferencias es su centro, es
decir, K es el segundo punto de Fermat del triangulo equilatero AABC.

De este modo, el primer y segundo punto de Fermat, el circuncentro y el centro de la
circunferencia de los nueve puntos de AABC', coinciden, son un mismo punto y por ello son
conciclicos.
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Teorema de las nueve alturas

Teorema 3.2. Sean ABC un triangulo cualquiera, AABC), ABCA; y
AACB; equilateros hacia afuera de centros O., O, y O, (Tridngulo
de Napoleén); A, A}, B1B;, C1C7; AA. por O., AA, por O,, BB, por
O., BB, por O,, CC, por O, y CC, por O,, diAmetros. Entonces:

1. Las alturas de AA; A}, AA1 Ay y AALA., desde A}, Ay v A., se encuentran en una misma
recta; asi las de BB1By, BB1B, y BB1B,, desde B}, B, y B.; y las de CC,C7, CCiCy y
CC,C,, desde Cf, Cy vy C,, respectivamente.

2. Estas alturas son concurrentes en F', punto de Fermat de ABC' y bisecan los seis angulos
iguales formados por las fermatianas.

3. (A,B.,C1,A.,,By C}); (B},C, Ay, B1,Cp y A); (B,C,, A1, B, C y A}); son los vértices
de los hexdgonos regulares inscritos en las circunferencias €apc,, Gacn, ¥ €ca,,
respectivamente.




3.2.1 Triangulos Externos

Demostracion

1. Las alturas de los triangulos AA; A}, AA1 Ay y AA A, desde A}, Ay y A, se
encuentran en una misma recta; asi las de BB, B}, BB1B, y BB, B,, desde B, B, y
B y las de CC,CY, CC1Cy y CC1C,, desde C7, Cy, y C,, respectivamente.

Como A y F son puntos de la circunferencia €4pc, v AA. es didmetro de esta, por
construccién, podemos trazar el tridngulo inscrito AAF A., asumiendo este hecho,

AFA, = 90°
por subtender el didmetro AA..

Del mismo modo como A y F' son puntos de la circunferencia €4cp, v A4, es didmetro de
esta, por construccién, podemos trazar el tridngulo inscrito AAF Ay, asumiendo este hecho,

AF A, = 90°
por subtender el didmetro AA,.

Si nos fijamos en AF' como base de los triangulos AAFA. y AAF Ay, FA. y F A, son sus
respectivas alturas y al compartir AF' como lado, tenemos

AFA+AFA = 180°

por lo que A. y Ay son colineales y ademas pasan por F'.

Utilizando el hecho que A, A; y F son colineales por ser AA; fermatiana del triangulo
ANABC' y que AF A, = 90°, tenemos su complemento A, F A, = 90°.

Por otro lado, F' 'y A; son puntos de la circunferencia €p4,c, ademés y AjA; es didmetro de
©Ba,c por construccién, por lo que podemos trazar el tridngulo inscrito AFA; A}, de donde

A FA, = 90°

por subtender el didmetro A; A} y como mb = 907, tenemos que A} y A, son colineales y
ademads pasan por F. de este modo A. , A] y A, son colineales y pasan por F.

Veamos ahora que B y F' son puntos de la circunferencia €4pc, v BB, es didmetro de esta,
por construccion, podemos trazar el tridngulo inscrito ABF B,., asumiendo este hecho,

BFB, = 90°

por subtender el diametro BB..
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Del mismo modo como B y F son puntos de la circunferencia €54,c y BB, es diametro de
esta, por construccién, podemos trazar el triangulo inscrito ABF B,, asumiendo este hecho,

BFB, = 90°

por subtender el didmetro BB,.

Si nos fijamos en BF' como base de los triangulos ABF B,y ABFB,, FB.y FB, son sus
respectivas alturas y al compartir BF' como lado, tenemos

B.FB + B,FB = 180°
por lo que B, y B, son colineales y ademés pasan por F.

Utilizando el hecho que B, By y F son colineales por ser BB, fermatiana del triangulo

AABC y que B/FEI = 90°, tenemos su complemento By F'B, = 90°.
Por otro lado, F' y B; son puntos de la circunferencia €4cp,, ademéas y BjB; es didmetro de
@ acp, por construccion, por lo que podemos trazar el tridngulo inscrito AF' B| By, de donde

B FB| = 90°

por subtender el didmetro B} B; y como @a = 90° tenemos que B y B, son colineales y
ademads pasan por F. de este modo B., B} y B, son colineales y pasan por F.

Pasemos a analizar las otras tres alturas, esta vez veamos a los puntos C' y F' son puntos de
la circunferencia €pc,1 v C,C es didmetro de esta, por construccion, podemos trazar el
triangulo inscrito AC, FC', asumiendo este hecho,

C.FC = 90°

por subtender el didmetro C,C.

Del mismo modo como C'y F' son puntos de la circunferencia €4cp, y CpC' es didmetro de
esta, por construcciéon, podemos trazar el triangulo inscrito ACFCy,, asumiendo este hecho,

CFC, = 90°

por subtender el didmetro C,C'.

Si nos fijamos en C'F' como base de los triangulos ACFC, y ACFCy, FC, y FCy son sus
respectivas alturas y al compartir C'F' como lado, tenemos

CFC, + CFC, = 180°

por lo que C, y Cjy son colineales y ademas pasan por F.

Utilizando el hecho que C, C; y F son colineales por ser CC fermatiana del tridngulo
AABC y que CFC, = 90°, tenemos su complemento C,F'C; = 90°.
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Por otro lado, F' y C} son puntos de la circunferencia €pac,, ademés y CC es didmetro de
©Bac, por construccién, por lo que podemos trazar el tridngulo inscrito AC, F'CY, de donde

CLFC) = 90°

por subtender el didmetro C;C] y como Cﬁ’\C’a = 90° tenemos que C] y C, son colineales y
ademads pasan por F'. de este modo Cj, C] y C, son colineales y pasan por F.

2. Estas alturas son concurrentes en F, punto de Fermat de ABC'y
bisecan los seis angulos iguales formados por las fermatianas.

Como vimos en la demostracién anterior, las alturas son colineales y las 9 pasan por F,
ahora probemos que bisecan a los seis angulos formados por las fermatianas.

Veamos que
A FC+ CFA, =90°

pero m = 60° por ser F' punto de Fermat por lo que
CFA, = 30°
Anéalogamente
AF B, + B1FA, =90°

pero ﬁ = 60° por lo que
B F A, = 30°

de este modo -
CFA, = B FA,

y entonces F'A, es bisectriz de Bl/F\C'

De la misma forma o
Achl —|— ClFA = 900

pero @ = 60° por ser F' punto de Fermat por lo que
AFC, = 30°
Ademas o
A.FB+ BFA; =90°

pero Zﬁ = 60° por lo que
A.FB = 30°

de este modo -
AFC, = AFB

y entonces A F es bisectriz de Cﬁ
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Por otro lado o
BFC, + CiFB, = 90°

pero B/F\C’l = 60° por ser F' punto de Fermat por lo que
C1FB. = 30°
Anéalogamente
BiFA+ AFB, = 90°

pero m = 60° por lo que
AFB, = 30°

de este modo o
CiFB, = AFB,

y entonces F'B, es bisectriz de CTF\A

Mismo caso tenemos con la suma de los angulos
BFA, + A,FB, = 90°
pero B/F\Al = 60° por ser F' punto de Fermat por lo que
A FB, = 30°

Ademés -
B FC + CFB, = 90°

pero m = 60° por lo que
CFB, = 30°

de este modo o
AlFBa = CFBa

y entonces F'B, es bisectriz de z@

Por ultimo veamos que
C\FB+ BFC, =90°

pero C'/lF\B = 60° por ser F' punto de Fermat por lo que

BEC, = 30°
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Analogamente

CFA, + A, FC, = 90°

pero C'/FE = 60° por lo que
A FC, = 30°

de este modo

BFC, = A,FC,
y entonces F'C, es bisectriz de B/F\Al

De la misma forma

CLFA + AFC), = 90°
pero @ = 60° por ser F' punto de Fermat por lo que
AFC, = 30°
Ademés o
CFBy + B FCy, =90°

pero C'/FE = 60° por lo que
B FCy, = 30°

de este modo

AFC, = B,FC,
y entonces F'Cj, es bisectriz de zm
Hemos probado entonces que AF, C F B.F, AbF CyF' y B.F son bisectrices de los

angulos C’lFB BFAl, AlFC C’FBl, BlFA y AF01 respectivamente, angulos formados por
las fermatianas.
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3. (4, B.,C1, A, By C1) 5 (By,C, Ay, B1, Cy y A); (B, Co, A1, By, C y Al
son los vértices de los hexagonos regulares inscritos en las
circunferencias Gapc,, €acB, Y €Bc4,, respectivamente.

Tomemos en cuenta el hecho que la medida de un angulo central es el doble de la medida del
mismo angulo con vértice en la circunferencia. y entoces

CFA, = 30° — CO,A, = 60°

A,FB; = 30° — A,0,B, = 60°

B1FCy = 30° — B,0,C = 60°
€omo @b\C’b, @ y @i son angulos opuestos por el vértice de mb, Ab/Ob\B1 y
B10,C}, respectivamente, son todos iguales a 60°. Fijandonos en el hexdgono inscrito en la
circunferencia €4cp,, este se encuentra formado con seis triangulos, que al tener por lados

radios de la circunferencia y un angulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en
particular

AB] = B|C = CA, = Ay,B, = B|Cy, = (A
entonces el Hexagono AB|CA,B,C}, es regular.

Anélogamente, - -
AFB, = 30° —s AO,B, = 60°
B.FC, = 30° — B.O,C\ = 60°
CiFA, = 30° — CL0,A, = 60°

— —
como A.O.B, BO.C| y C10.A son angulos opuestos por el vértice de AO.B,, B.O.C} y

C’Y)?AC respectivamente, son todos iguales a 60°. Fijandonos en el hexdgono inscrito en la
circunferencia 6¢, g4, este se encuentra formado con seis tridngulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un angulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en

particular
C1A. = A.B=BC|=C{A= AB,. = B.Cy

entonces el Hexagono A.BC]AB.C es regular.

Por ultimo, veamos que - -
C.FA, =30° — C,0.A, = 60°
AFB, = 30° — A,0,B, = 60°
B,FC = 30° — B,0,C = 60°

—

como CO,A}, A10,B y BO,C, son angulos opuestos por el vértice de Ca/Oa\Al, Al/Oa\Ba y
BQ/OTC respectivamente, son todos iguales a 60°. Fijandonos en el hexdgono inscrito en la
circunferencia €54, ¢, este se encuentra formado con seis tridangulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un angulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en
particular

BC,=C,A, = AiB, = B,C =CA| = A|B

entonces el Hexdgono BC, A, B,C A} es regular.
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3.2.2 Triangulos internos

Demostracion

1. Las alturas de los triangulos AA; A, AA1 Ay, y AA A, desde A, Ay y A, se
encuentran en una misma recta; asi las de BB, B], BB,B, y BB, B,., desde B}, B, y
B y las de CC,CY, CCCy y CCC,, desde C7, Cy, y C,, respectivamente.

Como A y F son puntos de la circunferencia €4pc, v AA. es didmetro de esta, por
construccién, podemos trazar el tridngulo inscrito AAF A., asumiendo este hecho,

AFA, = 90°

por subtender el diametro AA., de modo que F' A, es altura del triangulo.
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Del mismo modo Como A y F' son puntos de la circunferencia €acp, v AA, es didmetro de
esta, por construccién, podemos trazar el tridngulo inscrito AAF Ay, asumiendo este hecho,

AF A, = 90°

por subtender el diametro AA,, de modo que F'A, es altura del triangulo.

Si tomamos AF como base de los tridngulos AAF A,y NAF Ay, como F'A, y FA. son sus
alturas, tenemos que A,y A, son colineales y ademéas F', también lo es.

Utilizando el hecho que A, A; y I son colineales por ser AA; fermatiana del triangulo
AABC y que m = 90°, tenemos su complemento A;F A, = 90°.

Por otro lado, F' y A; son puntos de la circunferencia ¢p4,c, ademés y A} A; es didmetro de
©Ba,c Por construccion, por lo que podemos trazar el tridngulo inscrito AFA; A}, de donde

A FA, = 90°

por subtender el didmetro A; A} y como @b = 90 tenemos que A} y A son colineales y
ademds F' también lo es, de este modo A. , A}, A, y F son colineales.

Veamos ahora que B y F son puntos de la circunferencia €apc, y BB, es diametro de esta,
por construccién, podemos trazar el tridngulo inscrito ABF B,., asumiendo este hecho,

BFB, = 90°
por subtender el didametro BB,, de modo que F'B,. es altura del triangulo.

Del mismo modo Como B y F son puntos de la circunferencia €s4,c v BB, es didmetro de
esta, por construccién, podemos trazar el triangulo inscrito ABF B,, asumiendo este hecho,

BFB, = 90°
por subtender el didametro BB,, de modo que F'B, es altura del triangulo.

Si tomamos BF como base de los triangulos ABFB. y ABFB,, como FB.y FB, son sus
alturas, tenemos que B. y B, son colineales y ademas F', también lo es.

Tomando ahora el didmetro B; B, es subtendido por el angulo @1 = 90°. Asumiendo la
colinealidad de B, By y F, por ser BB; fermatiana, el angulo que forman BF con F B, y
F'B., es el mismo formado con By F, es decir

B1FB, =90° = B, FB,

y como By FB] = 90° entonces B,, B} y B. son colineales, ademas F', también lo es.
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Pasemos a analizar las otras tres alturas, esta vez veamos a los puntos C' y F' son puntos de
la circunferencia €pca, v CoC es didmetro de esta, por construccion, podemos trazar el
triangulo inscrito AC, FC', asumiendo este hecho,

C.FC = 90°

por subtender el diametro C,C', de modo que C,F' es altura del tridngulo.

Del mismo modo Como C'y F son puntos de la circunferencia €acp, y CpC' es diametro de
esta, por construccion, podemos trazar el triangulo inscrito AC FCy, asumiendo este hecho,

CFC), = 90°
por subtender el diametro C,C', de modo que F'C} es altura del tridangulo.

Si nos fijamos en C'F' como base de los triangulos ACFC, y ACFC,, FC, y FC} son sus
respectivas alturas y al compartir C'F' como lado, tenemos

CFC, + CFC, = 180°

por lo que C, y Cj son colineales y ademds pasan por F'.

Tomando ahora el didmetro C]C}, es subtendido por el dangulo @1 = 90°. Asumiendo la
colinealidad de F', C'y (4, por ser C'Cy fermatiana, el angulo que forman C'F' con F'C, y
FCy, es el mismo formado con F'C1, es decir

CoF'Cy =90° = C, FC

y como C1F'C = 90° entonces C,, C] y C, son colineales, ademés F, también lo es.
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2. Estas alturas son concurrentes en F, punto de Fermat de ABC'y
bisecan los seis angulos iguales formados por las fermatianas.

Como vimos en la demostracién anterior, las alturas son colineales, cada terna de alturas es
colineal con F', siendo este ltimo el punto en comun, es decir, son concurrentes en F'; ahora
probemos que bisecan a los seis angulos formados por las fermatianas.

Como los dngulos opuestos por el vértice comparten la misma bisectriz, probaremos que
C.F, A.F v B.F son bisectrices de A1F'B, BF'C; y C1F A respectivamente.

Veamos que
C,FB+ BFC; =90°

pero B/F\CI = 60° por ser F' punto de Fermat por lo que
C.FB = 30°
y por otro lado
A FC, + C,FB = 60°

yva que A; F' B es uno de los seis angulos de 60° formados por las fermatianas y de aqui,
A FC, = 30° por lo que
A FC, =C,FB

y entonces C, F' es bisectriz de @

Por otro lado o
AFB+ BFAq =90°

pero 1@ = 60° por ser uno de los seis angulos formados por las fermatianas, por lo que
BFA, = 30°
Analogamente
AFCL+ CiFA =90°

pero C'/lﬁTél = 60° por lo que
AFCy = 30°

de este modo - -
BFA.=AFC,

y entonces A.F es bisectriz de B/F\Cl
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Por ltimo veamos que
BFC, + CiFB, =90°

pero B/F\C'l = 60° por ser angulo formados entre fermatianas, por lo que
CLFB. = 30°
De la misma forma o
CiFA+ AFCy, =90°

pero C’/lﬁél = 60, por lo que
AFCy, = 30°

pero
CiFB.+ B.FA+ AFCy, = 90°

sustituyendo tenemos
30° 4+ B.F A+ 30° =90°

de aqui

B.FA = 30°

luego
C1FB.= B.FA

y entonces B.F' es bisectriz de CTF\A
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3. (4, B.,C1, A, By C1) 5 (By,C, Ay, B1, Cy y A); (B, Co, A1, By, C y Al
son los vértices de los hexagonos regulares inscritos en las
circunferencias Gapc,, €acB, Y €Bc4,, respectivamente.

Tomemos en cuenta el hecho que la medida de un angulo central es el doble de la medida del
mismo angulo con vértice en la circunferencia. y entoces

C.FB = 30° — C,0,B = 60°
BFAL = 30° —s BO, A, = 60°
A FC = 30° — A10,C = 60°

— _— —
como CO,B,, B,O,A; y A10,C, son angulos opuestos por el vértice de C,0,B, BO,A] v
/@,I\C respectivamente, son todos iguales a 60°. Fijandonos en el hexagono inscrito en la
circunferencia €4, pc, este se encuentra formado con seis triangulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un angulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en

particular

C,B=BA, = A|C =CB, = B,A; = A,C,
entonces el Hexagono C,BA|CB,A; es regular.

Anélogamente,
BFA, =30° — BO.A. = 60°
AFC, = 30° — A,0.C, = 60°
C1FB. = 30° — (10,B. = 60°

— —

como @, @C\C{ y C10.B son angulos opuestos por el vértice de BO.A., A.O.Cy y

C’l/OC\Bc respectivamente, son todos iguales a 60°. Fijandonos en el hexdgono inscrito en la
circunferencia €4p¢,, este se encuentra formado con seis triangulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un angulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en

particular
BA.=A.Cy = C,B.= B.A= AC]; =(C|B

entonces el Hexdgono BA.CyB.ACY es regular.

Por dltimo, podemos ver de forma analoga que
B1Ay, = A,C = CB] = BjA = AC, = C,B;

lo que implica que el Hexagono By A,C' B AC), es regular y esto termina la demostracién
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Teorema sobre alturas y circuncentro

Teorema 3.3. Sean ABC un triangulo cualquiera, ABC;, BCA, y
C'AB; equilateros, los didmetros A; A}, B1B] y C1C] de los
circuncirculos de los triangulos equilateros, concurren en el
circuncentro de ABC' y las alturas desde A}, B} y C] de los
tridngulos AA, A}, BB By y CC,C] concurren en F, el punto de
Fermat de ABC', ademas bisecan los angulos de 60°.
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Demostracion

Llamemos P, a la interseccion de BC' con A; A}, veamos que el cuadrilatero BA;C' A} que
por tener sus vertices en una circunferencia es ciclico, tomemos en cuenta también que
—_— —_— , . .7

AJCA; = A{BA; = 90°, esto por ser angulos subtendidos por un diametro, entonces

A,CP + PCA, = 90° = 4,BP + PBA,
pero m =60° = ffB\P por lo que
PCA; = 90° = PBA,
esto hace al tridngulo ABCA] isésceles y de aqui
BA| = CA]

entonces A} es equidistante a B y C' por lo que A} se encuentra en la mediatriz de BC, de
igual forma, A; equidista de B y C por ser ABA,C equilatero, de esta forma la recta que
definen A} A; es mediatriz de BC.

Anélogamente si llamamos @), a la interseccién de AC' con B;Bj, fijandonos en el
cuadrilatero AB]C B, podemos mostrar que B] es equidistante a A y C' al igual que B; y de
esta forma la recta que definen B]B; es mediatriz de AC.

Y por ultimo si llamamos R, a la interseccién de AB con CC', andlogo al caso anterior,
fijandonos en el cuadrildtero AC} BC| podemos mostrar que C} es equidistante a A y B al
igual que C] y de esta forma la recta que definen C;C] es mediatriz de AB.

Entonces, al tener A; A}, BB}, C;C] mediatrices de los lados, BC', AC'y AB
respectivamente, estas concurren en K, cincuncentro del triangulo AABC.

Prosiguiendo con la demostracion, tomamos en cuenta a la fermatiana AA; y apoyandonos
del hecho que A| Ay, es por construccién didmetro de la circunferencia €ga,c y F, también es
punto de esta circunferencia, podemos construir al tridngulo inscrito AA; F'A) y tenemos que
A F A, =90°
por ser subtender al didmetro A; A}, pero por otro lado, al ser A, F'y A; colineales, tenemos
A FA, + AF A, = 180°

por lo que
AF A} =90°
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Como zm + C'/FE =90°y @ = 60° entonces
CFA, = 30°

de la misma forma que ﬁ + @’1 =90%y ﬁ = 60° entonces
B F A, = 30°

de este modo F'A) biseca al dangulo ER’ y también al angulo B/F\C’l ya que @ y B/F\Cl
son opuestos por el vértice y comparten esta bisectriz.

Posteriormente observamos a la fermatiana BB, y apoyandonos del hecho que B{ By, es por
construccién didmetro de la circunferencia €4cp, v F, también es punto de ésta, podemos
—_—

construir al tridngulo inscrito AB; F' B} y tenemos que By F'B] = 90° por ser subtender al
didmetro By B}, pero por otro lado, al ser B, F''y B; colineales, tenemos

B.FB, + BFB, = 180°

por lo que
BF By =90°

Como B, FC + C’/FE =90y B1FC = 60° entonces
CFB; = 30°

de la misma forma que lﬁ + @1 =90°y Zﬁ = 60° entonces
A FB] = 30°

de este modo F'Bj biseca al angulo 1@ y también al dngulo m ya que m y m
son opuestos por el vértice y comparten bisectriz.

De forma analoga podemos mostrar que F'C] biseca al angulo 1@ y también al dngulo
BF A, ya que AF B, y A1 F'B son opuestos por el vértice y comparten bisectriz.

Y de esta manera hemos mostrado que estas alturas bisecan a los seis angulos formados por
las fermatianas AA;, BBy, y C'C} y esto completa la demostracion.
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Teorema 3.4 Las fermatianas de todo triangulo miden
V3¢, con ¢, lado de su tridngulo de Napoleén.

Demostracion:

Fijémonos en los trangulos BO,0.y OcO,F, como 0.0, es lado compartido y O.B = O.F
por ser radios de €4pc, y andlogamente, BO, = FO, por ser radios de €pca,, por criterio
L.L.L., tenemos que

ABO,O. = NO.OF

que implica que
B0O.O, = FO.0, y BO,0.=F0,0.

Si llamamos D a la intersecciéon de BF' con O.0,, tenemos que B/OC\D = B/OC\Oa, por ser O¢,
D y O, colineales, de la misma forma mostramos que FO.D = FO.0, y de aqui tenemos

BO.D = FO.D y BO,D = FO,D.

52



Si nos fijamos en los tridngulos BDO,. y F DO,, tenemos que O.D es lado compartido, ya
tenfamos que O.B = O .F ademés BO.D = FO_.D y por lo tanto

ABDO.= AFDO,
que implica que B/D\Oc = ]ﬁ?a pero estos angulos se encuentran sobre BF', por lo que
BDO. = 90° = FDO,

y ademas
BD =FD

Veamos ahora los triangulos BDO, y FDO,, tenemos que DO, es lado compartido, ya
teniamos que BO4 = FO, y que BO,D = FO,D y por lo tanto

ABOsD = ANFO4D
que implica que m = m pero estos angulos se encuentran sobre BF', por lo que
BDO, = 90° = FDO,

De esta manera tenemos cuatro angulos iguales de 90° con D en comin y como D es punto
medio de BF/,

0.0, es mediatriz de BF'.

Tracemos el radio O, N de €ap,c perpendicular a F'B; con interseccién en F y fijémonos en
el tridngulo F'O,B; que es isésceles, por tener por lados los radios FO, y OpB; v de aqui
tenemos que

O.FF = O,B.E

Ademas como F/Ea, = BT@I, por ser NO, perpendicular, tenemos:

O,FE + FEO, + EO,F = 180°

OyB1E + BLEO, + EO, B, = 180°

por lo que
EOyF = EO,B;

Usando que FO, = O,B; por ser radios tenemos que
AFEO, = ABEO,
De aqui tenemos que F'E = EB; y de esta manera

OpN es mediatriz de F'B;.
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Veamos ahora la altura a O, del tridngulo AO,0,O. y con G pie de la misma. Y sabemos
que DFE es paralela a GO, por ser ambas perpendiculares a O.0,, ademéas NO, es
perpendicular a F'B; con con interseccién en E, de aqui formamos cuatro angtlos internos
iguales de 90°, formando al rectangulo DGO, FE por lo que

DE = GO,
Si llamamos h a la longitud de GO, tenemos que

DE =h

Tomando en cuenta que DE = DF + FE, BD = DF y EB, = F'E tenemos
BB, =BD+ DF + FE + EB;

ordenando
BB, =DF+ FE+ BD + EB,

sustituyendo BD y E B; tenemos
BB, =DF+FE+DF+ FE
luego
BBy =DE+ DE =2DFE

como DE = h obtenemos
BB, =2h

Continuando, llamemos ¢ a la longitud de los lados del tridngulo de Napoleén, como
ANO,0,0, es equilatero, la altura GO, es también mediatriz de O.O, por lo que G es punto

medio de 0.0, y GO, = %E.

Fijandonos ahora, en el triangulo AGO,O, y tomando en cuenta que h es la longitud de
GOy, por teorema de Pitdgoras tenemos

h:1/£2—<%€)2:\/§:§€

BB, = 2h = /3¢

Pero ya hemos mostrado la igualdad de fermatianas anteriormente, esto es

Por lo que

AA, = BB, = CC, = V3¢

y esto completa la demostracion.
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Teorema 3.5 El baricentro de todo triangulo, es centro
de sus dos triangulos de Napoledn.

3.5.1 Triangulos externos

Demostracion

Sean ABC, un tridngulo cualquiera; ABC,, ACBy y BC Ay, equilateros; N,M y L puntos
medios de AB, AC'y BC, respectivamente; TyTgT tridngulo de Napoleéon de ABC'; O
circuncentro de ABC, F' su punto de Fermat y E su centro de gravedad.

Usando el hecho que, en un tridngulo equilatero el circuncentro también es baricentro y
ortocentro, T4 es en particular baricentro del triangulo BC' Ay por lo que A1T4 y T4L estan
en proporcion % y % de A;L respectivamente, misma proporcién a la que estan los segmentos
AE y EL de AL, por ser E baricentro del tridangulo ABC
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Entonces, por construccion, fijindonos en los triangulos AA;L y ETsL, tenemos dos lados
correspondientes de medidas proporcionales y el angulo ALA; es angulo en comtin y por
criterio L.A.L

NAA L ~ ANET,L

y en particular
1
ETA = gAAl

Por otro lado, T es en particular baricentro del triangulo AC' By por lo que B1Tg y TgM
estan en proporcién % y % de B1 M respectivamente, misma proporcion a la que estan los
segmentos BE y EM por ser E baricentro del triangulo ABC' y entonces, por construccion,
fijandonos en los triangulos BByM y ETgM tenemos dos lados correspondientes de medidas
proporcionales y el angulo BM By es angulo en comun y por criterio L.A.L

ABBIM ~ ANETgM

y en particular tenemos

1
ETB == gBBl

Analogamente podemos mostrar, por criterio L.A.L
ACCN ~ AETcN

en particular
1
ETe = gCC’l

Entonces, reuniendo nuestros resultados tenemos que
1 1 1
ETA = gAAl, ETB = gBBl Yy ETC = gCCl
Pero AA,, BB, y CC son fermatianas, por lo que
AAI == BB1 - CCl

y de aqui
ETy= FETg = ET¢

de esta manera mostramos que F es equidistante de Ty, Ts y T¢, es decir, es centro del
Tridngulo de Napoledn.
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3.5.2 Triangulos Internos

Demostracion

Sean ABC', un triangulo cualquiera; ABCs, AC By y BC A,, equilateros hacia adentro; L, M
y N puntos medios de BC', AC'y AB, respectivamente; T4TgT¢ tridngulo de Napoleon
interno y E baricentro del tridngulo ABC'y F' su punto de Fermat.

Similar al caso anterior, usaremos el hecho de que, en un tridangulo equilatero el circuncentro
también es baricentro y ortocentro, T4 es en particular Baricentro del triangulo BC' A, por lo
que ATy y Ty L estan en proporcion % y % de A, L respectivamente, misma proporcién a la
que estan los segmentos AE y EL por ser E baricentro del triangulo ABC' y entonces, por
construccioén, fijandonos en los triangulos AAs L y ET 4L tenemos dos lados correspondientes

de medidas proporcionales y el angulo ALAs es angulo en comun y por criterio L.A.L
NAAL ~ ANET L
en particular tenemos que

1
ETA = §AA2
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Por otro lado, Ty es en particular baricentro del triangulo AC' B, por lo que BTy TgM
estdn en proporcion % y % de By M respectivamente, misma proporcion a la que est an los
segmentos BE y EM por ser E baricentro del triangulo ABC' y entonces, por construccion,
fijandonos en los tridngulos BBoM y ETpM tenemos dos lados correspondientes de medidas
proporcionales y el angulo BM B, es angulo en comun y por criterio L.A.L

ABBsM ~ ANETgM

y en particular

1
ETB == gBBQ

Analogamente podemos mostrar, por criterio L.A.L
ACCyN ~ AETcN

y en particular
1
ETe = §CCQ

Entonces, reuniendo nuestros resultados tenemos que
1 1 1
ETA = gAAQ, ETB = gBBQ Yy ETC == 5002
Pero AA,;, BBy y CCy son fermatianas, por lo que
AAQ == BBQ == CCQ

y de aqui
ETy= FETg = ET¢

de esta manera mostramos que F es equidistante de Ty, Ts y T¢, es decir, es centro del
Tridangulo de Napoleén interno.
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4. Desarrollo de Resultados de la enciclopedia
de Geometria Euclidiana de Deko Dekov

En este capitulo se demuestran algunos de los teoremas de la encicopledia de Deko Dekov:
Computer Discovered Encyclopedia of Euclidean Geometry, los teoremas que se seleccionaron
son todos, referentes al Primer Punto de Fermat; esta enciclopedia de matemaéticas es la
primera en el mundo de su tipo, como su nombre lo dice: generada por computadora.

Es importante mencionar que los teoremas generados no contienen errores, no hay detalles
faltantes por lo que el conocimiento generado es ”Completo”.

Esta enciclopedia tiene como objetivo que los universitarios se familiaricen con la habilidad de
la computadora de producir nuevo conocimiento y posteriormente usar la enciclopedia misma.

En su primera parte, de Geometria Euclideana, contiene més de tres mil teoremas, lo que la
hace el recurso mas completo en Geometria Euclidiana.

Como mencionamos anteriormente los teoremas son generados por computadora, por lo que
algunos, ya son teoremas conocidos y otros en cambio, son nuevos, recién descubiertos por
la computadora; por lo que no hay material o referencias previas, y es lo que hace a las de-
mostraciones de este trabajo, auténticas.

Es por esto ultimo que los editores de este gran aporte (Sava Grozdev, Hiroshi Okumura y
Deko Dekov), invitan a enviar a su sitio web las demostraciones de los teoremas recién gener-
ados por el ordenador, ya que como mencionamos, algunas demostraciones aun no existen.
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Definicion: Los puntos S y S’ en los cuales las tres circunferencias de Apolonio se inter-
sectan, son el primer y segundo punto isodinamico respectivamente.

Estos puntos se pueden construir trazando las bisectrices de los angulos internos y externos
del tridngulo. Cada par de bisectrices intersectan a un lado del tridngulo o su extensiéon en
dos puntos D;; v D;s, con ¢ = 1,2,3. Las tres cincunferencias que tienen a Dq1 D19, Doy Dos
y D31 D35 como diametros, son las circunferencias de Apolonio Cy, Cy y C5, ademas, como
anteriormente mencionamos, los puntos S y S’ son el primer y segundo punto isodinamico,
respectivamente.

&L
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Teorema 4.1: El primer punto isodinamico y el primer punto de
Fermat son conjugados isogonales.

C

Demostracion

Sea J el primer punto isodindmico de AABC; ALMN el tridngulo pedal de J y los
cuadrilateros ciclicos JMAN, JNBLy JLCM.

Sabemos que F}, primer punto de Fermat, es el iinico punto que satisface que

—

AF,B = BF,.C = CFLA = 120°

Asi que serd suficiente probar que el isogonal conjugado de J, llamémosle F'; cumple con
estas medidas angulares.
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Tenemos que
NJM + NJB+ BJL+ LJC+ CJM = 360°

—

ademas, NJM = 180° — A por ser angulos opuestos del cuadrilatero ciclico; NJB = BLN
por ser subtendidos por la misma cuerda; BLN = 90° — JLN , ademas BJL + LIC = B/\JC,
también CJM = MLC por ser subtendidos por la misma cuerda y a su vez

MLC = 90° — MLJ.

Entonces en la igualdad
NJM + NJB+ BJL + LJC + CJM = 360°
sustituyendo tenemos
180° — A +90° — JLN + BJC +90° — MLJ = 360°

luego
BJC =360° —180°+ A —90°+ JLN —90° + M LJ

y de aqui
BJC =JLN+ A+ MLJ

pero JLN + MLJ = 60° ya que ALMN es equildtero, por lo que

BJC =60°+ A

Adem &as como F'y J son isogonales conjugados, por el lema 2.5.6 tenemos que
BFC + BJC = 180° 4+ A y entonces BFC' = 180° + A — BJC, sustituyendo tenemos

-~

BFC = 180° + A — (60° + A)

entonces -
BFC = 120°

Analogamente podemos mostrar que
AFB=120° y CFA=120°

Entonces F' cumple que
AFB = BFC =CFA = 120°

Y el punto que tiene estas medidas angulares es el punto de Fermat, por lo que
F=F

y entonces F) es el isogonal conjugado de J, el primer punto isodinamico del tridngulo
AABC' y esto concluye la demostracion.
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Definicion: El triangulo cuyos vértices son los pies de las alturas de un triangulo es llamado
el tridngulo pedal del tridngulo dado. En la siguiente figura, DEF es el triangulo pedal de
ABC.

Teorema 4.2: El primer punto de Fermat es igual al primer punto
isodinamico del triangulo pedal del primer punto de Fermat.

Primero mostraremos el resultado de un teorema que nos servira de apoyo para realizar la
demostracion.

Definicion: Si Py P’ son dos puntos colineales con el centro O de una circunferencia, cuyo
radio es r > 0 de tal forma que OP - OP’ = 12, cada uno de los puntos P y P’ es inverso del
otro con respecto a la circunferencia. El puinto O es el centro de inversion, la circunferencia
O es la circunferencia de inversién y su radio es el radio de inversién.

Teorema 4.2.1. Si A’, B, (' son los inversos de los puntos A, B, C'y
O es el centro de inversion entonces

LABC + LA'B'C' = £AOC
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Demostracion

Cabe mencionar que en esta demostracion ocuparemos angulos dirigidos, veamos entonces
que
KLABO = LOA'B' = LA'OB' + LOB'A’

ademas

LOBC = AB'C'O = LC'B'O + £B'OC’

teniendo en cuenta que

£LABC = LABO + £LOBC
sustituyendo tenemos
LABC = (LA'OB"+ LOB'A") + (LC'B'O + £B'OC")
luego
LABC = (LA'OB"+ 4B'OC") + (LC'B'O + £LOB'A")

se sigue que
LABC = LA'OC" + LC'B' A’

por lo tanto

LABC = LA'OC" — LA'B'C'

y finalmente

LABC + LA'B'C" = LA'OC’

que es lo que se queria mostrar.
Este ultimo resultado lo ocuparemos posteriormente con A’B'C’ equilatero.
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Una vez mostrado lo anterior, prosigamos a mostrar que el primer punto de Fermat es el
primer punto isodindmico del triangulo pedal del primer punto de Fermat.

Sea F', primer punto isodindmico de AABC', analizaremos las medidas angulares de F,
respecto al triangulo, para ver que se trata del punto de Fermat de este tltimo.

Como el tridangulo AA’'B'C’ es pedal, tenemos que

C'A'F = ABF
FB'C' = FAB

Utilzando el resultado del teorema 4.2.1 tenemos que C'FA = OB A + 60°, ya que F' es
punto isodindmico y sus inversos transforman a AABC en un triangulo equilatero, por ello
la medida angular de 60°.
A suvez C'"FA'+ A/C'F + FA'C' = 180° y sustituyendo tenemos

C'BA' +60° + A'C'F + FA'C' = 180°

y luego
FA'C"=180°—-C'B'A" — 60° — A'C'F
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Por otro lado B'FC' = B/A'CY + 60°, a su vez B'FC + FB'C + B'C'F = 180° y
sustituyendo tenemos

B'A'C"+60°+ FB'C' + B'C'F = 180°
y luego

FB'C'=180°— B’A'C' — 60° — B'C'F
Fijandonos en el triangulo AAF' B tenemos que FAB + ABF + AFB = 180°, pero por las
igualdades del triangulo pedal mencionadas al principio de esta demostracién tenemos:

FAC' + FB'C' + AFB = 180°
Sustituyendo resultados anteriores tenemos
180° — C"B'A’ — 60° — AIC'F + 180° — B'A'C' — 60° — B'C'F + AFB = 180°
y luego
—C'B'"A"+60° — A/C'"F — BA'C' — B'C'F + AFB =0

Esto es - - .
—(C'"B'A"+ B'A'C") 4+ 60° — (A/C'"F + B'C'F)+ AFB =0

Observando al triangulo AC’A’B’ tenemos que
C'BA' + BA'C' = 180 — B'C' A’

ademés s

B'C'F + AC'F = B'C'A
por lo que

—(C'"B'A’+ B'A'C") + 60° — (A'C'F + B'C'F)+ AFB =0
y sustituyendo tenemos
—(180 — B'C"A") + 60° — (B'C"A") + AFB = 0
esto es . o
—180 + B'C'A’ +60° — B'C'A'+ AFB =0
y luego
AFB = 120°

analogamente podemos mostrar que
AFB =120° y COFA = 120°

Pero el tnico punto que cumple esta igualdad es el primer punto de Fermat, por lo que F,
primer punto isodindmico de AA’'B'C’ es el primer punto de Fermat de AABC'y esto
concluye la demostracion.
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Definicion: Una ceviana es un segmento que une al vértice de un triangulo con un punto
del lado opuesto.

Definicion: Dado un punto P y un tridngulo ABC, el tridngulo Ceviano A’B'C" de P, esté
definido como el triangulo formado por los extremos de las cevianas que pasan por P.

Teorema 4.3: El primer punto de Fermat F' de AABC es igual al
primer punto de Fermat del tridngulo ceviano AA'B’C’ de F.
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Demostracion

Primero veamos a la fermatiana AA; en donde observamos que A, F'y A; son colineales, si
llamamos A’ a la interseccién de BC' con AA;, en donde AA’ es ceviana del tridngulo
ANABC' y entonces

A, F, A" y A, son colineales

Del mismo modo, llamando B’ a la interseccién de AC con BBy y C’ a la interseccién de AB
con C'Cq, podemos ver que

B, F, B'" y B; son colineales

C, F, C" y C, son colineales

Ahora veamos al triangulo AC"B’ A} que es equlatero por construccién y por sus vértices B’
y C’ pasan las fermatianas BB; y C'C respectivamente. Esto porque B’ es interseccién de
BBy con AC, y C" es interseccién de CC; con AB

Por otro lado, en el lema 2.5.1, mostramos que, si dos vértices de un triangulo equilatero
estan sobre dos fermatianas, el tercero esta sobre la tercera fermatiana, por lo que
aseguramos, que la tercera fermatiana pasa por el vertice A].

Como F, es punto de interseccién de las fermatianas y estas intersectan al triangulo AABC
en A', B y C', podemos construir el tridngulo AA’B’C’, tridngulo ceviano de AABC'
respecto a F.

Veamos que A} se encuentra en la fermatiana AA; por lo que
AL, A F, Ay Ay son colineales
De la misma forma podemos ver que

B, By, F, B' y B; son colineales

Cy, C', F, C] y C son colineales

Por dltimo notemos que las tres fermatianas AA;, BBy y C'Cy, del triangulo AABC'
contienen a las fermatianas A’A}, B'B] y C'C del tridangulo ceviano AA'B'C’ y estas se
intersectan en F, punto de Fermat de AABC.

Por lo tanto, el punto de Fermat del tridngulo ceviano AA’B'C” es el mismo que el del
triangulo AABC' y esto ultimo es lo que queriamos mostrar.
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Definicion: FEl tridngulo circunceviano de un punto P respecto al tridngulo ABC' es el
formado por las intersecciones de las cevianas AP, BP y C'P con la circunferencia
circunscrita.

Teorema 4.4: El primer punto de Fermat F, de AABC es igual al
primer punto de Fermat del tridangulo circunceviano AA'B'C’ de F.

Demostracion
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Primero veamos a la fermatiana AA; en donde observamos que A, F' y A; son colineales, si
llamamos A’ a la interseccion de la circunferencia circunscrita del tridngulo AABC con AAq,
en donde AA’ es la extension de la ceviana AA” del tridngulo AABC y entonces

A, F, A" y A, son colineales
Del mismo modo podemos ver que

B, F, B'" y B; son colineales

C, F, C'" y C, son colineales

Ahora veamos al triangulo AC"B’ A} que es equilatero por construccion; como B’ y C” son
las intersecciones de BB; y C'C} con la circunferencia circunscrita del tridangulo AABC,
ademads, BB’ es la extensién de la ceviana BB”, y C'C’ es la extensién de la ceviana C'C”,
entonces, el tridngulo AA’B’C" es circunceviano respecto a F'.

Ademés, por los vértices B’ y C’ del tridngulo AC’ B’ A pasan las fermatianas BBy y C'CY,
entonces, usando el lema 2.5.1, sabemos que la tercera fermatiana pasa por el vertice Aj.
Pero esta fermatiana es AA; por lo que

Al A F, Ay Ay son colineales
Andlogamente

B, By, F, B' y By son colineales

Cy, C', F, C] y C son colineales

De esta forma, aseguramos que las tres fermatianas AA;, BB, y CCY, del triangulo AABC
se encuentran sobre las mismas rectas donde se encuentran respectivamente, las fermatianas
A'A, B'B] y C'CY del triangulo circunceviano AA’B'C’ y estas se intersectan en F', punto

de Fermat de AABC.

Por lo tanto, el punto de Fermat del tridngulo circunceviano AA’B’C” es el mismo que el del
triangulo AABC, que es lo que queriamos mostrar.
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Definicion: FEl tridangulo medio-ceviano de un punto P respecto al triangulo ABC' es el que
tiene por vértices a los puntos medios de las cevianas de P.

A

B

Teorema 4.5: El primer punto de Fermat F' de AABC es igual al
primer punto de Fermat del triangulo medio-ceviano AA,, B,,C,, de
F.




Demostracion

En el teorema 4.3, mostramos que el punto de Fermat del triangulo AABC' es el mismo que
el del triangulo ceviano respecto a F'. Por otro lado lado, por definicion de tridangulo
medio-ceviano y llamando A,,, B,, y C,, los puntos medios de las cevianas AA’, BBy CC’
respectivamente, tenemos que

A, A, F A y A, son colineales,

B, B,,, F, B" y B; son colineales

C, C,, F, C"y C, son colineales,

Usando este hecho, trazando los tridngulos externos del triangulo AA,, B,,C,, y utilizando el
resultado del lema 2.5.1, tenemos que por A”, B” y C" pasan respectivamente, las
fermatianas AA;, BBy y CC; del tridngulo AABC, es decir, AA;, BB; y CC}, contienen
respectivamente a A,,A”, B,,B" y C,,C", fermatianas del tridngulo medio-ceviano
AA,,B,,C,, v estas se intersectan en F', punto de Fermat de AABC.

Por lo tanto, el punto de Fermat del tridngulo medio ceviano AA,, B,,C,, es el mismo que el
del triangulo AABC' y esto concluye la demostracién.
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