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Prólogo

Cuando se me propuso la idea de trabajar en este tema, supe que seŕıa muy complicado
y eso fue precisamente lo que me atrajo, saber que invertiŕıa tiempo en sumergirme en temas
que llamaban mi atención, provocó en mı́, un rotundo śı.

Es por ello que tengo el enorme privilegio de presentar este trabajo, que consiste en la de-
mostración de algunos teoremas en donde los puntos de Fermat son mostrados y utilizados
para el desarrollo y obtención de otros resultados, que en definitiva son muy interesantes.

En el primer caṕıtulo se demuestra de manera muy completa, el Teorema de Fermat, que
es la piedra angular de este trabajo; posteriormente, encontraremos un apartado de lemas
importantes, en donde se exponen las herramientas que necesitaremos para ir de la mano en
los capitulos posteriores.

Estas demostraciones tienen una redacción muy amigable con el lector, de tal manera que un
alumno con conocimientos básicos de Geometŕıa moderna pueda entenderlas y que un docente
en el aula pueda exponerlas sin inconveniente alguno.

Es por esta razón que, los resultados de Lester y La academia Olimpia, tuvieron que ser ex-
plicados y desarrollados paso a paso, buscando hacerlos, lo más explicitos posibles.

La parte más compleja de este trabajo son las demostraciones de la enciclopedia de Geometŕıa
Euclidiana de Deko Dekov, ya que esta enciclopedia contiene teoremas generados por com-
putadora, es decir, a diferencia de los resultados de La academia Olimpia, en donde hay cierto
camino trazado, las demostraciones de Deko Dekov se hicieron sin ningún material previo.

Este trabajo sin duda alguna es el que más me ha costado, pero fue la mejor elección que
pude hacer, ya que gracias a este trabajo comencé a sentir que tal vez pod́ıa hacer realidad
mi sueño: ser algún d́ıa, Geómetra.
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1. Introducción

Este trabajo tiene como principal objetivo hablar de los puntos de Fermat y su enlace con
otros resultados; a lo largo de los 4 caṕıtulos notaremos el uso de una notación enfocada a la
comprensión del lector,y tal vez alguna simboloǵıa convencional sea sustituida por un par de
palabras, sin embargo, esto se hace con el fin ya mencionado.

En el caṕıtulo inicial, demostramos el teorema de Fermat en śı, de las dos formas posibles, es
decir, con triángulos hacia adentro y hacia afuera, de aqúı en adelante les diremos triángulos
internos y externos respectivamente.

Continuando en el trabajo, analizamos la conexión con el Teorema de Napoleón y hacemos un
estudio también con triangulos internos y externos.

Antes de empezar el siguiente caṕıtulo, se estudian ciertos lemas que se ocuparán en los dos
caṕıtulos posteriores, ya que luego, solo se hacen mención de estos lemas sólo como referencias.

Proseguimos con el desarrollo de los resultados de la academia Olimpia: si bien algunos de
estos teoremas ya tenian la demostración total o parcial, el trabajo que se realizó fue desarrollar
estas demostraciones con la finalidad de hacerlos muy expĺıcitos al lector, siendo éste último
docente o alumno.

En este apartado introducimos el término de fermatiana, término propiamente empleado por
La academia Olimpia, que más adelante estudiaremos a detalle.

Por último encontraremos las demostraciones de la enciclopedia de Deko Dekov, esta última
muestra teoremas formulados por una computadora. La labor del Dr. Rodolfo San Aguntin
Chi en esta sección, fue seleccionar de entre la inmensa gama de Teoremas, los adecuados a
este trabajo, es decir, los Teoremas mas relevantes respecto a los puntos de Fermat.

En esta sección, a diferencia del caṕıtulo anterior, no tenemos algún material de apoyo o
referencia, por lo que las demostraciones son auténticas y propias de esta tesis. Vemos términos
como half-cevian triangle cuya traducción no la encontramos en literatura en español, por lo
que lo sustituiremos por el término Triángulo medio-Ceviano.

Espero que el contenido de este trabajo, sea un aporte y pueda ser usado en un futuro como
referencia o recurso en el aula, en una clase de geometŕıa moderna.

1



2



2. Teoremas de Fermat y Napoleón

En éste caṕıtulo encontraremos las demostraciones que son el punto de partida de todo el

trabajo. Veremos las demostraciones con Triángulos externos e internos, llamados también

primer y segundo punto de Fermat respectivamente, incluso encontraremos el teorema de

Fermat y Napoleón para el caso de un triángulo degenerado.

2.1 Teorema de Fermat

2.1.1 Triángulos Internos

Si en un triángulo cualquiera ABC, se trazan hacia adentro los equiláteros
ABC1, BCA1 y ACB1; entonces los segmentos AA1, BB1 y CC1, son iguales
y las lineas que determinan son concurrentes en F, formando seis ángulos
iguales. A F se le llama Punto de Fermat.

3



Demostración:

Concurrencia

Sean ABC1, BCA1 y ACB1 triángulos equiláteros internos, F la intersección de la
circunferencia CABC1 con el segmento BB1 .

B̂AC1 y Ĉ1FB son suplementarios, ya que sus arcos completan la circunferencia, entonces

la suma de estos, seŕıa
360o

2
= 180o y B̂AC1 = 60o por lo que

B̂FC1 = 120o

Por otro lado, la cuerda AC1, es subtendida por los ángulos ÂBC1 y ÂFC1 por lo que

ÂBC1 = ÂFC1

pero ÂBC1 = 60o y entonces

ÂFC1 = 60o

Como B̂FA + ÂFC1 = B̂FC1 = 120o, tenemos que

B̂FA = 60o = ÂFC1

Como B̂FC1 = 120o entonces, Ĉ1FB1 = 60o y además ÂFC1 + Ĉ1FB1 = ÂFB1 por lo que

ÂFB1 = 120o

tomando en cuenta que ÂCB1 = 60, tenemos que el cuadrilátero AFB1C es ćıclico, entonces
la circunferencia CACB1 pasa por F .

Por otro lado, veamos que ÂFC = ÂB1C = 60o por ser ángulos que subtienden la cuerda

AC, tomando en cuenta que ÂFC1 = 60o = ÂFC tenemos que

C y C1 son colineales y pasan por F

además, como B̂FC1 = 120o entonces

B̂FC = 120o

Asumiendo este último hecho y que B̂A1C = 60o, el cuadrilátero A1BFC es ćıclico, entonces
la circunferencia CBA1C pasa por F .

4
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Ahora, si nos fijamos en la cuerda A1C de la circunferencia CBCA1 es subtendida por los

ángulos Â1FC y Â1BC , además, como Â1BC = 60o, tenemos

Â1FC = 60o

Entonces hemos mostrado que

ÂFC1 = 60o = Â1FC

de donde A y A1 comparten a FC que contiene a FC1 por ser colineales y tienen el mismo
ángulo de 60o por lo que concluimos que

A y A1 son colineales y pasan por F

Como B y B1 pasan por F , por construcción, entonces

AA1, BB1 y CC1 concurren en F y forman ángulos iguales de 60o.

5



Igualdad

Como Ĉ1BC + ÂBC = 60o y los ángulos Â1BA + ÂBC = 60o

Â1BA = Ĉ1BC

Además
BA1 = BC

y
BA = BC1

por criterio L.A.L
4ABA1

∼= 4C1BC

entonces
AA1 = CC1

Análogamente, el ángulo A1CA + ACB = 60o y B1CB + ACB = 60o, los ángulos

Â1CA = B̂1CB

Además
BC = A1C

y
AC = B1C

por criterio L.A.L
4BB1C ∼= 4A1AC

entonces
AA1 = BB1

y por último
AA1 = BB1 = CC1

6



2.1.2 Triángulos externos

Si en un triángulo cualquiera ABC, se trazan hacia afuera los equilateros
ABC1, BCA1 y ACB1; entonces los segmentos AA1, BB1 y CC1, son iguales
y las lineas que determinan son concurrentes en F, formando seis ángulos
iguales.

Demostración:

Concurrencia

Sean ABC1, BCA1 Y ACB1 triángulos equiláteros hacia afuera y F = BB1 ∩ CC1BA.

ÂC1B y B̂FA son suplementarios, ya que sus arcos completan la circunferencia y entonces

la suma de estos, seŕıa
360o

2
= 180o, pero ÂC1B = 60o por lo que

B̂FA = 120o

7
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Por otro lado, la cuerda AC1, es subtendida por los ángulos ÂBC1 y ÂFC1 por lo que

ÂBC1 = ÂFC1

pero ÂBC1 = 60o y entonces

ÂFC1 = 60o

Como B̂FC1 + ÂFC1 = B̂FA = 120o, tenemos que

B̂FC1 = 60o = ÂFC1

Tomando en cuenta que por construcción B, F y B1 son colineales, como B̂FA = 120o,

AFB1 = 60o

Ahora veamos al cuadriláltero AFCB1, llamemos P a la intersección de las diagonales AC y

FB1; de donde F̂PA = ĈPB1 por ser opuestos por el vértice y ÂFP = 60o = B̂1CP
entonces por criterio de semejanza A.A.

4FPA ≈ 4B1PC

en particular, los lados FP y PC son proporcionales, como también AP y PB1, de modo que

FP

PC
=

AP

PB1

y luego
PB1

PC
=

AP

FB

y estas son las razones de semejanza de los triángulos 4APB1 y 4CPF y entonces

4APB1 ≈ 4CPF

en particular ĈFP = B̂1AP , pero B̂1AP = 60o, por ser ángulo interno de un triángulo

equilátero, de aqui ĈFP = 60o; dada la colinealidad de P , con F , tenemos

ĈFP = ĈFB1 = 60o

Ahora observemos al cuadrilátero AFCB1, en donde ĈFA + ÂB1C = 180o, es decir, son
suplementarios, además, si vemos al triángulo 4AFC,

ĈAF + F̂CA = 60o

viendo estos ángulos como parte de los ángulos B̂1AF y F̂CB1 tenemos

B̂1AC + ĈAF + F̂CA + ÂCB1

esto es
60o + ĈAF + F̂CA + 60o

8



y por la suma de ĈAF y F̂CA, tenemos

60o + 60o + 60o

por lo que los ángulos B̂1AF y F̂CB1 son suplementarios, por lo que el cuadriláltero AFCB1

es ćıclico y lo podemos inscribir en la circunferencia CACB1

Ahora veamos la suma de los ángulos

Ĉ1FA + ÂFB1 + B̂1FC = 180o

por lo que C y C1 son colineales, además CC1 pasa por F

Ahora observemos que, como B, F y B1 son colineales y

B̂1FC + ĈFB = 180o

entonces
ĈFB = 120o

Como BA1C = 60o ĈFB y B̂A1C son suplementarios y por otro lado F̂BC + B̂CF = 60o

ya que ĈFB = 120o, fijándonos en los ángulos F̂BA1 y Â1CF , vemos que estos ángulos
estan formados por dos ángulos de 60o y entonces

F̂BA1 + Â1CF = F̂BC + ĈBA1 + Â1CB + B̂CF = F̂BC + 60o + 60o + B̂CF

pero ya hab́ıamos visto que F̂BC + B̂CF = 60o por lo que

F̂BC + ĈBA1 + Â1CB + B̂CF = 180o

es decir, F̂BA1 y Â1CF son suplementarios, por lo que cuadrilátero BA1CF es ćıclico y
podemos inscribirlo en la circunferencia CBA1C

Tomando este último resultado, veamos a la cuerda CA1 que es subtendida por los ángulos

ĈFA1 y ĈBA1 y como ĈBA1 = 60o entonces

ĈFA1 = 60o

y ahora observemos que ÂFC = 120o y ĈFA1 = 60o, es decir,

ÂFC + ĈFA1 = 180o

por lo que A y A1 son colineales, además AA1 pasa por F

De este modo hemos probado que AA1, BB1 y CC1 concurren en F .

9



Igualdad

Tengamos en cuenta primero que en el cuadriláleto AFCB1, dada la semejanza de los
triángulos 4CPF y 4B1PA, tenemos

P̂B1A = P̂CF

teniendo este resultado, veamos que P , por construcción es colineal con AC y con FB1, a su
vez F es colineal con B y B1, asi como con C y C1 estas afirmaciones sustentan que

P̂B1A = B̂B1A

P̂CF = ÂCC1

y de aqúı

B̂B1A = ÂCC1

enfocados en los triángulos 4BB1A y 4ACC1, AB = C1A por ser lados de un triángulo

equilátero, B̂B1A = ÂCC1 y AC = B1A por ser también lados de un triángulo equilátero,
entonces, por el criterio L.A.L

4BB1A ∼= 4ACC1

en particular
BB1 = CC1

Ahora observemos al cuadriláleto BA1CF , llamemos Q a la intersección de las diagonales
FA1 y BC; dada la semejanza de los triángulos 4QBA1 y 4QCF , tenemos

Q̂A1B = Q̂CF

teniendo este resultado, veamos que Q, por construcción es colineal con BC y con FA1 y a
su vez F es colineal con A y A1, estas afirmaciones sustentan que

Q̂A1B = ÂA1B

Q̂CF = B̂CC1

y de aqúı

ÂA1B = B̂CC1

enfocados en los triángulos 4AA1B y 4BCC1, BA1 = BC por ser lados de un triángulo

equilátero, B̂CC1 = ÂA1B y C1B = BA por ser también lados de un triángulo equilátero,
entonces por el criterio L.A.L

4AA1B ∼= 4BCC1

en particular
AA1 = CC1

y, reuniendo resultados,
AA1 = BB1 = CC1

De aqúı en adelante, llamaremos a estos segementos: AA1, BB1 y CC1, fermatianas del
triángulo; y entonces hemos probado que las fermatianas tienen igual longitud y concurren
en F , punto de Fermat, tanto en triángulos internos como externos y esto concluye la
demostración.

10



2.2 Teorema de Napoleón

Si se construyen triángulos equilateros externos ó internos, en los lados de un
triángulo cualquiera, sus centros forman un triángulo equilátero.

Demostración

Triángulos externos

Sea ABC un triángulo cualquiera, AGB, BHC, CKA, triángulos equiláteros externos, D, E
y J sus centros de gravedad.

Tenemos que ÂCK = B̂CH por ser ángulos internos de triángulos equiláteros, de este modo

B̂CK = ÂCH, además AC = KC aśı como CH = CB por ser lados de triángulos
equiláteros y entonces por criterio L.A.L

4BKC ∼= 4AHC

En particular
AH = BK

11
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Por otro lado, sea M la extensión del segmento BE al lado CH y L la extensión del
segmento BD al lado AG. Como D y E, son centros de gravedad de los triángulos ABG y

CBH respectivamente, sabemos que ÂBL = ĈBM = 1
2
ÂBG = 1

2
ĈBH = 30o

Además, tomemos en cuenta que el baricentro, ortocentro y circuncentro de un triángulo
equilátero es el mismo punto, por lo que BL y BM son medianas y usando este hecho,
BD = 2

3
BL y BE = 2

3
BM y entonces

4BCM ≈ 4ABL

por lo que
CB

AB
=

BM

BL
pero CB = BH entonces

BH

AB
=

BM

BL
y luego

BH

BM
=

AB

BL

por otro lado como BD = 2
3
BL y BE = 2

3
BM tenemos que BL = 3

2
BD y BM = 3

2
BE

respectivamente, entonces
BH

BM
=

AB

BL
−→ BH

3
2
BE

=
AB
3
2
BD

por lo que
BH

BE
=

AB

BD

Ahora veamos que ĈBE + ÂBD = 60o = ĈBH por lo que D̂BE = ÂBC + 60o y

ÂBH = ÂBC + 60o y luego

D̂BE = ÂBH

y de esta forma concluimos que
4DBE ≈ 4ABH

en particular AH es proporcional a DE.

De la misma manera podemos mostrar que

AK

AJ
=

AB

AD

y posteriormente ver que

D̂AJ = B̂AK

y concluir que
4AKB ≈ 4AJD

y en particular BK es proporcional a DJ , pero ya teńıamos que AH = BK y tomando en
cuenta la igualdad de las proporciones de los baricentros, concluimos que

DE = DJ

y análogmente podemos ver que DJ = JE y de aqúı

4DEJ es equilátero

12



2.3 El teorema de Fermat implica el teorema de Napoleón

2.3.1 Triángulos internos

Demostración

Dado el teorema de Fermat, con equiláteros hacia adentro tenemos que:

AA2 = BB2 = CC2 y AA2 ∩BB2 ∩ CC2 = F

y F con seis ángulos de 60o

Primero observemos a las circunferencias CACB2 y CA2BC que tienen por cuerda común a FC
de donde OA es equidistante a F y a C por ser radios de la circunferencia CA2BC y OB

también es a equidistante F y C por ser radios de la circunferencia CACB2 ; por lo que la
recta que define OAOB es mediatriz de FC. Si llamamos Q a la intersección de OAOB con
FC tenemos que

F̂QOB = 90o

13



Si de la misma manera vemos a la cuerda AF que es común en las circunferencias CACB2 y
CABC2 , podemos ver que la recta que define OBOC es mediatriz de FA y si llamamos P a la
intersección de OBOC con FA tenemos que

ÔBPF = 90o

Ahora observemos al cuadrilátero PFQOB, donde tenemos que ÔBPF y ÔBQF son

suplementarios y P̂FQ = 120o por estar P y Q en las fermatianas AA2 y CC2

respectivamente y de esta manera, teniendo en cuenta que la suma de los ángulos internos de
los cuadriláteros es 360o y usándolo en PFQOB tenemos

ÔBPF + P̂FQ + F̂QOB + Q̂OBP = 360o

sustituyendo los resultados obtenidos anteriormente

90o + 120o + 90o + Q̂OBP = 360o

y de aqúı tenemos

Q̂OBP = 60o

pero este ángulo es opuesto por el vértice al ángulo ̂OAOBOC y entonces

̂OAOBOC = 60o

Ahora llamemos R a la intersección de OAOC con FB y S a la intersección de OAOC con
FA.

Podemos ver que FB es cuerda común en las circunferencias CABC2 y CA2BC en donde OA es
equidistante a F y a B por ser radios de la circunferencia CA2BC , además OC también es a
equidistante F y B por ser radios de la circunferencia CABC2 ; por lo que la recta que define

OAOC es mediatriz de FB. En particular F̂RS = 90o

Ahora veamos que R̂FS = 60o por ser ángulo formado por fermatianas y F̂RS = 90o de aqúı

R̂SF = 30o, que por la colinealidad de R con OC podemos decir también que

ÔCSP = 30o

además como P es colineal con F y A2, ŜPOC = 90o y como ÔCSP = 30o tenemos

P̂OCS = 60o

y por ser OC , OA y S colinelaes, asi como P , OB y OC en particular tenemos

̂OBOCOA = 60o

Ya hab́ıamos mostrado anteriormente que ̂OAOBOC = 60o, entonces, fijándonos en el
triángulo 4OAOBOC tenemos

̂OAOBOC = 60o y ̂OBOCOA = 60o

de aqúı, 4OAOBOC es equilátero.
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2.3.2 Triángulos externos

Demostración

Dado el teorema de Fermat, con equiláteros hacia afuera tenemos que:

AA1 = BB1 = CC1 y AA1 ∩BB1 ∩ CC1 = F

y F con seis ángulos de 60o

Sea P la intersección de OCOA con BF , si observamos a los triángulos 4BPOC y 4FPOC

tenemos lo siguiente: OCP es lado compartido, OCB = OCF por ser radios de la

circunferencia CC1BA, esto hace a 4BFOC isósceles por lo que ÔCBP = ÔCFP y de aqúı

4BPOC
∼= 4FPOC

dada la colinealidad de B, P y F tenemos que B̂POC = 90o = F̂POC en particular

F̂POC = 90o

este resultado lo ocuparemos porteriormente.

15



Llamemos ahora R a la intersección de OCOB con AF , si observamos a los triángulos
4FROC y 4AROC tenemos lo siguiente: OCR es lado compartido, OCF = OCA por ser

radios de la circunferencia CC1BA, esto hace a 4OCFA isósceles por lo que ÔCFR = ÔCAR
y de aqúı

4FROC
∼= 4AROC

dada la colinealidad de A, R y F tenemos que ÂROC = 90o = F̂ROC en particular

F̂ROC = 90o

Ahora nos fijamos en el cuadrilatero OCPFA en donde F̂POC + F̂ROC = 180o, es decir, son

suplementarios, entonces P̂FR + R̂OCP = 180o, esto por la suma de ángulos internos de un

cuadrilátero, pero P̂FR = 120o por ser ángulo formado por dos ángulos de 60o de las
fermatianas AA1 y BB1 y entonces

R̂OCP = 60o

como R está en OBOC y P en OCOA, entonces R̂OCP = ̂OBOCOA y de aqúı

̂OBOCOA = 60o

De manera análoga llamemos ahora Q a la intersección de OAOB con FC, si observamos a
los triángulos 4FQOA y 4CQOA tenemos lo siguiente: OAQ es lado compartido,
OAF = OAC por ser radios de la circunferencia CBA1C , esto hace a 4FOAC isósceles por lo

que ÔAFQ = ÔACQ y de aqúı
4FQOA

∼= 4CQOA

dada la colinealidad de C, Q y F tenemos que F̂QOA = 90o = ĈQOA en particular

F̂QOA = 90o

pero OA, Q y OB también son colineales, por lo que F̂QOA = 90o = F̂QOB y de esta
igualdad usaremos en particular

F̂QOB = 90o

16



Ahora nos fijamos en el cuadrilatero FQOBR de donde ya hab́ıamos mostrado anteriormente

que F̂ROC = 90o por lo que usando la colinealidad de OC , R y OB tenemos que

ÔBRF = 90o

y entonces

ÔBRF + F̂QOB = 180o

es decir, son suplementarios, por lo que

R̂FQ + Q̂OBR = 180o

esto porque la suma de los ángulos internos de un cuadrilatero es 360o, pero R̂FQ = 120o

por ser ángulo formado por dos ángulos de 60o de las fermatianas AA1 y CC1 y entonces

Q̂OBR = 60o

como Q está en OAOB y R en OBOC , Q̂OBR = ̂OAOBOC y de aqúı

̂OAOBOC = 60o

como ya teniamos que
̂OBOCOA = 60o

entonces
̂OCOAOB = 60o

y luego el triángulo 4OAOBOC tiene tres ángulos internos iguales de 60o, es decir
4OAOBOC es equilátero.
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Teorema 2.4 El teorema de Fermat para un triángulo degenerado
con B = 180o

Demostración

Sean ÂBC = 180o; ABC1, BCA1, ACB1 equiláteros y BB1 ∩ AA1 = F

Veamos los trángulos 4ACA1 y 4B1CB, BC = CA1 por ser 4BCA1

equilátero, Â1CB = 60o = B̂1CA por ser ángulos internos de triángulos equiláteros ,
AC = CB1, por ser ACB1 equilátero, de este modo por criterio L.A.L.

4ACA1
∼= 4B1CB

y
AA1 = BB1
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Observemos ahora a los triángulos 4CAC1 y 4B1AB en donde tenemos que, AC = AB1

por ser 4ACB1 equilátero, Ĉ1AB = B̂AB1 por ser ángulos internos de triangulos
equiláteros, AB = AC1 por ser 4ABC1 equilátero, de este modo por criterio L.A.L.

4CAC1
∼= 4B1AB

de esta manera
BB1 = CC1

y entonces
AA1 = BB1 = CC1

Por otro lado, hemos mostrado antes que 4ACA1
∼= 4B1CB y como F , es punto de

intersección de AA1 y BB1 por construcción, F se encuentra en AA1, asi como B se
encuentra en AC, también por construcción, de modo que

ĈAA1 = 60o = B̂AF

Además ÂBF = B̂1BC por ser opuestos por el vértice, de manera que por criterio A.A.

4ABF ≈ 4B1BC

y de este resultado tenemos que B̂1CB = ÂFB = 60o por ser ángulo interno de un triángulo
equilátero, en particular usaremos que

ÂFB = 60o

y luego, F se encuentra en AA1, por lo que

B̂FA1 = 120o

Ahora, analizaremos al cuadrilatero ABFC1, llamaremos P a la intersección de sus
diagonales y analicemos los triángulos 4BPF y 4APC1 de donde

F̂PB + P̂BF + B̂FP = 180o pero ya hab́ıamos mostrado que B̂FP = 60o por lo que

F̂PB + P̂BF + 60o = 180o

fijándonos en el otro triángulo Ĉ1PA + P̂AC1 + ÂC1P = 180o, pero ÂC1P = 60o por ser
ángulo interno de un triángulo equilátero, entonces

Ĉ1PA + P̂AC1 + 60o = 180o

además F̂PB = Ĉ1PA por ser opuestos por el vértice y analizando las dos igualdades

F̂PB + P̂BF + 60o = 180o

Ĉ1PA + P̂AC1 + 60o = 180o
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y por lo mencionado anteriormente concluimos que

P̂BF = P̂AC1

Como P intersección de BC1 y AF , P̂BF = Ĉ1BF y P̂AC1 = F̂AC1 de esta manera

Ĉ1BF = F̂AC1

y como estos ángulos estan formados por los lados opuestos, BF y AC1, del cuadrilátero
ABFC1, entonces, ABFC1 es cuadriláltero ćıclico y la circunferencia CABC1 pasa por F .

Ahora, si observamos la cuerda AC1, es subtendida por los ángulos ÂBC1 y Ĉ1FA, por lo que

ÂBC1 = 60o = Ĉ1FA

Ahora veamos al cuadrilátero BFA1C cuya suma de sus ángulos internos es 360o por lo que
tenemos que

B̂FA1 + F̂A1C + Â1CB + ĈBF = 360o

pero ya teńıamos que B̂FA1 = 120o y Â1CB = 60o, luego, como la suma de ángulos internos
de un cuadrilátero es 360o entonces

F̂A1C + ĈBF = 180o

Es decir, son suplementarios, por lo que el cuadrilátero BFA1C es ćıclico y la circunferencia
CBCA1 pasa por F

Ahora observemos la cuerda BC, la cual es subtendida por los ángulos ĈA1B y ĈFB, por lo
que

ĈA1B = 60o = ĈFB

posteriormente

Ĉ1FA + ÂFB + B̂FC = 180o

por lo que C1, F y C, son colineales y entonces CC1 pasa por F .
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Teorema 2.5 El teorema de Napoleón para un triángulo degenerado
con B = 180o

Demostración

Sea Q la intersección de AF con HK, veamos que AF cuerda común de las circunferencias
CACB1 y CAC1B y luego, H es equidistante a F y a A por ser radios de la circunferencia CAC1B

y K también es a equidistante F y A por ser radios de la circunferencia CACB1 ; por lo que la
recta que define HK es mediatriz de AF y en particular

HK ⊥ AF

Análogamente llamemos R a la intersección de FC con KJ , veamos que FC cuerda común
de las circunferencias CACB1 y CBA1C y luego, K es equidistante a F y a C por ser radios de la
circunferencia CACB1 y J también es a equidistante F y C por ser radios de la circunferencia
CBA1C ; por lo que la recta que define HK es mediatriz de FC y en particular

KJ ⊥ FC
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De la misma forma, llamando O a la intersección de BF con HJ y asumiendo que BF es
cuerda común de las circunferencias CAC1B y CBA1C podemos mostrar que

BF ⊥ HJ

Por otro lado, sea T intersección de BF con KJ como T̂FR = 60o y F̂RT = 90o,

R̂TF = 30o = ĴTO

Pero T̂OJ = 90o por lo que el triángulo 4OJT tiene un ángulo interno de 90o y otro de 30o,
por lo que

ÔJT = 600

Ahora llamemos V intersección de HJ y AF , observando al triángulo 4QVH y teniendo

en cuenta que V̂ OF = 90o y V̂ FO = 60o, ÔV F = 30o, pero como Q̂V H y ÔV F son opuestos
por el vértice

Q̂V H = 30o

además HK ⊥ AF , por lo que ĤQV = 90o de aqúı

V̂ HQ = 60o

Por último veamos que ÔJT y V̂ HQ son ángulos internos del triángulo 4HJK, ambos de
60o es decir

ĤJK = ĴKH = 60o

por lo que

4HJK es equilátero.
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2.6 Algunos lemas importantes

Lema 2.6.1: Si dos vértices de un triángulo equilátero están sobre
dos fermatianas, el tercero está sobre la tercera fermatiana.

Demostración

Sea A en L1 y B en L2, C el punto de intersección de L3 y la circunferencia que pasa por A,
B y F .

Veámos que la cuerda AC es subtendida por los ángulos ÂFC y ÂBC, pero ÂFC = 60o, por
ser ángulo formado por fermatianas, de aqúı

ÂBC = 60o

Análogamente, si nos fijamos en la cuerda BC, esta es subtendida por los ángulos ĈFB y

ĈAB, pero ĈFB = 60o, por ser ángulo formado por fermatianas y de aqúı

ĈAB = 60o
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Por último nos fijamos en el triángulo 4ABC, en donde tenemos que

ĈAB = 60o y ÂBC = 60o

y como

ÂBC + B̂CA + ĈAB = 180o

B̂CA = 60o

y entonces 4ABC tiene tres ángulos internos de 60o por lo que 4ABC es equilátero.

Entonces concluimos que la tercera fermatiana L3 pasa por un punto C, que es vértice de un
triángulo equilátero y por la unicidad de este punto, se trata del triángulo equilátero 4ABC
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Lema 2.6.2: Para un triángulo cualquiera 4ABC; la longitud de las
fermatianas es igual a la suma de los segmentos que van de los
vértices al punto de Fermat.

AA1 = BB1 = CC1 = AF + BF + CF

Demostración

Tomando en cuenta resultados mostrados anteriormente tenemos que el cuadrilátero FCA1B
es ćıclico. Entonces, usando el teorema de Ptolomeo tenemos lo siguiente:

FA1 ·BC = BF · CA1 + FC ·BA1
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Pero BC = CA1 = BA1 por ser BCA1 equilátero, entonces

FA1 ·BC = BF · CA1 + FC ·BA1 −→ FA1 = BF + FC

Pero AF + FA1 = AA1 y luego

AF + BF + FC = AA1

como se ha mostrado anteriormente la igualdad de las fermatianas A1, B1 y C1 tenemos

AF + BF + FC = AA1 = BB1 = CC1

y esto concluye la demostración.
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Lema 2.6.3: La fermatiana que pasa por el lado desigual del
triángulo isósceles, es mediatriz de ese lado.

Tomando en cuenta a la mediatriz como lugar geométrico cuyos puntos son equidistantes a
los extremos del segmento, tenemos lo siguiente:

AC = BC por ser ABC isósceles, por lo que C se encuentra en la mediatriz de AB, por otro
lado, AC1 = BC1 por ser ABC1 equilátero, por lo que C1 también se encuentra en la
mediatriz de AB, pero CC1 es fermatiana por construcción y entonces la recta que pasa por
por C y C1 es mediatriz de AB, lado desigual del triángulo isósceles ABC y esto último era
lo que queŕıamos mostrar.
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Lema 2.6.4: El punto de Fermat de un triángulo equilátero es
también su ortocentro y su circuncentro.

Análogo al lema anterior, podemos mostrar que AA1 es mediatriz de CB, si llamamos P a la
intersección de CB con AA1 y nos fijamos en los triángulos 4CPA1 y 4BPA1 tenemos que

PA1 es lado común, ĈPA1 = 90o = B̂PA1 y CP = BP por ser P punto medio de CB y por
criterio L.A.L.

4CPA1
∼= 4BPA1

Como C y B son colineales, ĈPA1 = 90o = B̂PA1 por lo que PA1 es altura.

Como P es intersección de BC y AA1 por construcción, P es colineal a A y A1.
De este modo, al ser PA1 perpendicular a BC, AA1 también lo es; aśı como también PA1

pasa por el punto medio de BC, de la misma forma que AA1 De lo anterior concluimos que
la fermatiana AA1 contiene a altura que pasa por A y es mediatriz de BC.

Análogamente, llamando Q, a la intersección de AB con FC1 y a R intersección de CA con
FB1, tenemos que BB1 contiene a altura que pasa por B y es mediatriz de AC; aśı como
CC1 contiene a altura que pasa por C y es mediatriz de AB.

Sabemos que las fermatianas AA1, BB1 y CC1 concurren en F ; por lo que estas alturas y
mediatrices mencionadas anteriormente, también concurren en F , pero por definición el
ortocentro es la intersección de las alturas del triángulo y el circuncentro la intersección de
sus mediatrices, de aqúı, concluimos que el punto de Fermat de un triángulo equilátero es
también su ortocentro y su circuncentro.
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Lema 2.6.5: Para un triángulo cualquiera ABC; ABC1, ACB1 y
BCA1 equiláteros; se tiene:

1) Los triángulos ABC y A1B1C1, tienen el mismo punto de Fermat
F y sus fermatianas son colineales.

2) A1A2 = 2AA1, B1B2 = 2BB1, C1C2 = 2CC1.

Demostración

1) Por el lema 2.5.1, tenemos que el equilátero 4A1B1C2, tiene en sus vértices A1 y B1, las
fermatianas AA1 y BB1 respectivamente y de esta manera por C2 pasa la tercera, pero esa
fermatiana es CC1 y entonces mostramos la colinealidad de C, C1 y C2.

De manera Análoga podemos mostrar la colinealidad de B, B1 y B2 asi como de A, A1 y A2.

Por lo que concluimos que la intersección de las fermatianas AA1, BB1 y CC1 del triángulo
4ABC es la misma que la intersección de A1A2, B1B2 y C1C2, fermatianas de 4A1B1C1 ;
pero F es dicho punto de intersección por lo que los triángulos ABC y A1B1C1, tienen el
mismo punto de Fermat.
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2) Una vez probando que los triángulos 4ABC y 4A1B1C1, tienen el mismo punto de
Fermat, en la demostración de este apartado, cuando hablemos de F , en los diferentes
triángulos, estaremos hablando del mismo punto.

Veamos que, por Teorema de Fermat y el lema 2.5.2 tenemos

AA1 = BB1 = CC1 = AF + BF + CF

Además si observamos al triángulo A1B1C1 y a los equiláteros formados en sus lados,
4A1B1C2, 4B1C1A2 y 4C1A1B2 tenemos la igualdad de sus fermatianas

A1A2 = B1B2 = C1C2 = A1F + B1F + C1F

Usando estos resultados tenemos

A1A2 + AA1 = (A1F + B1F + C1F ) + (AF + BF + CF )

en donde ordenando tenemos

A1A2 + AA1 = (A1F + AF ) + (B1F + BF ) + (C1F + CF )

pero
(A1F + AF ) + (B1F + BF ) + (C1F + CF ) = AA1 + BB1 + CC1

en donde ya sabemos que AA1 = BB1 = CC1 y de aqúı

A1A2 + AA1 = AA1 + BB1 + CC1 = 3AA1

luego
A1A2 = 3AA1 − AA1

y entonces
A1A2 = 2AA1

y de manera análoga podemos mostrar que B1B2 = 2BB1 y C1C2 = 2CC1 y esto último
completa la demostración.
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Definición. Dos puntos P , Q en un tŕıangulo ABC, tal que

B̂AP = Q̂AC,

ĈBP = Q̂BA,

ÂCP = Q̂CB

Son isogonales conjugados respecto al triángulo.

Lema 2.6.6: Para cualesquiera dos puntos isogonales conjugados F

y J tenemos
B̂FC + B̂JC = 180o + Â
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Demostración

Como J y F son isogonales conjugados, tenemos que F̂BC = ĴBA y F̂CB = ĴCA. Veamos
que

B̂FC + B̂JC = (180o − F̂BC − F̂CB) + (180o − ĴBC − ĴCB)

Por las igualdades mostradas al inicio tenemos

B̂FC + B̂JC = (180o − ĴBA− ĴCA) + (180o − ĴBC − ĴCB)

= 360o − (ĴBC + ĴBA)− (ĴCA + ĴCB)

= 360o − (B̂ + Ĉ)

= 360o − (180− Â)

= 180o + Â

Por lo tanto
B̂FC + B̂JC = 180o + Â

y esto último, es lo que queŕıamos mostrar.
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3. Desarrollo de resultados de Lester y Academia
Olimpia

En este caṕıtulo, trabajaremos sobre el material de Academia Olimpia, que es un grupo de
Geómetras entusiastas que han hecho sus aportaciones, de manera anónima; sin embargo, el
trabajo que se ha realizado, consistió en desarrollar todos estos resultados, en la medida de
hacerlos muy accesibles al lector, es decir, en este material encontramos demostraciones muy
reducidas, entre ”paso y paso”, por ello, se desarrollaron detalladamente e incluso se mostraron
partes relevantes con ayuda de otros lemas y teoremas que encontramos en el apartado de lemas
importantes de este mismo trabajo.

Teorema de Lester

En todo triángulo escaleno, los dos puntos de Fermat, el circuncentro

y el centro de la circunferencia de los nueve puntos son conćıclicos.
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La demostración del teorema de Lester podemos encontrarla en alguna referencia
( http://jcgeometry.org/Articles/Volume1/JCG2012V1pp53-56.pdf), sin embargo, el objetivo de este apartado,
es extenderlo a triángulos Isósceles y Equiláteros.

3.1.1 Extensión para un Triángulo Isósceles

Sea 4ABC isósceles, 4ABC1, 4BCA1 y 4CAB1, equiláteros externos;
4ABC ′1, 4BCA′1 y 4CAB′1, equiláteros internos.

Ya hemos mostrado anteriormente en el lema 2.5.3 que la fermatiana que pasa por la base
del triángulo isósceles, en este caso CC1, es mediana y altura del triángulo, asi como
mediatriz del lado AB, de esta manera, en la fermatiana esta el circuncentro N y ortocentro
L de 4ABC, en particular F , punto de Fermat, se encuentra en CC1; por otro lado,
asumiendo que una propiedad de la circunferencia de los nueve puntos es que su centro, es el
punto medio del segmento que une al circuncentro con el ortoncentro, entonces el centro de
la circunferencia C9, se encuentra en CC1, porque N y L también lo están.

Por el lema 2.5.1 el equilátero ABC1 tiene los vértices A y B sobre dos fermatianas por lo
que C ′

1 está en la tercera fermatiana, pero también mostramos anteriormente que las
fermatianas en triángulos equilateros son mediatrices y alturas, en particular C ′

1 es mediatriz
de AB pero también CC1 lo es, y por la unicidad de esta recta, C, C1 y C ′

1 son colineales.
Asumiendo el hecho que CC ′

1 es fermatiana, el segundo punto de Fermat (Punto de Fermat
de Triángulos internos) F2, se encuentra sobre CC ′

1, que es colineal con C1, tenemos
entonces que, F2 está también en CC1.

De esta manera, los dos Puntos de Fermat F y F2, el circuncentro N de 4ABC y el centro
de la circunferencia de los nueve puntos C9 están en CC1 y son conćıclicos.
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3.1.2 Extension para un Triángulo Equilátero

Sea 4ABC Equilátero, 4ABC1, 4BCA1 y 4CAB1, equiláteros externos;
4ABC ′1, 4BCA′1 y 4CAB′1, equiláteros internos.

Para este caso llamemos al punto K al circuncentro de 4ABC, que por ser equilátero, K
también es ortocentro y baricentro. Como el centro de la circunferencia de los nueve puntos
es el punto medio del segmento que une al circuncentro con el ortoncentro y estos dos
últimos son el mismo punto, entonces K tamb́ıen es el centro de la circunferencia de los
nueve puntos

Hemos mostrado anteriormente en el lema 2.5.4, que el circuncentro y el punto de Fermat en
un triángulo equilátero, son el mismo punto. Por lo que K entonces, también es el punto de
Fermat del triángulo 4ABC.

Si vemos los triángulos internos A′
1, B

′
1 y C ′

1 coinciden con A, B y C respectivamente y de
esta manera las fermatianas son puntos y estos no pueden ser el segundo punto de Fermat,
sin embargo las circunferencias CAB′

1C
, CBC′

1A
y CCA′

1B
pasan por F2, segundo punto de

Fermat, que en este caso, las tres circunferencias, son una sola, que es la circunferencia CABC

con centro en K y de aqúı, el único punto en común de estas circunferencias es su centro, es
decir, K es el segundo punto de Fermat del triángulo equilátero 4ABC.
De este modo, el primer y segundo punto de Fermat, el circuncentro y el centro de la
circunferencia de los nueve puntos de 4ABC, coinciden, son un mismo punto y por ello son
conćıclicos.
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Teorema de las nueve alturas

Teorema 3.2. Sean ABC un triángulo cualquiera, 4ABC1, 4BCA1 y
4ACB1 equiláteros hacia afuera de centros Oc, Oa y Ob (Triángulo
de Napoleón); A1A

′
1, B1B

′
1, C1C

′
1; AAc por Oc, AAb por Ob, BBc por

Oc, BBa por Oa, CCa por Oa y CCb por Ob, diámetros. Entonces:

1. Las alturas de AA1A
′
1, AA1Ab y AA1Ac, desde A′

1, Ab y Ac, se encuentran en una misma
recta; aśı las de BB1B

′
1, BB1Ba y BB1Bc, desde B′

1, Ba y Bc; y las de CC1C
′
1, CC1Cb y

CC1Ca, desde C ′
1, Cb y Ca, respectivamente.

2. Estas alturas son concurrentes en F , punto de Fermat de ABC y bisecan los seis ángulos
iguales formados por las fermatianas.

3. (A,Bc, C1, Ac, B y C ′
1) ; (B′

1, C, Ab, B1, Cb y A); (B,Ca, A1, Ba, C y A′
1); son los vértices

de los hexágonos regulares inscritos en las circunferencias CABC1 , CACB1 y CBCA1 ,
respectivamente.
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3.2.1 Triángulos Externos

Demostración

1. Las alturas de los triángulos AA1A
′
1, AA1Ab y AA1Ac, desde A′

1, Ab y Ac, se
encuentran en una misma recta; aśı las de BB1B

′
1, BB1Ba y BB1Bc, desde B′

1, Ba y
Bc; y las de CC1C

′
1, CC1Cb y CC1Ca, desde C ′

1, Cb y Ca, respectivamente.

Como A y F son puntos de la circunferencia CABC1 y AAc es diámetro de esta, por
construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4AFAc, asumiendo este hecho,

ÂFAc = 90o

por subtender el diámetro AAc.

Del mismo modo como A y F son puntos de la circunferencia CACB1 y AAb es diámetro de
esta, por construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4AFAb, asumiendo este hecho,

ÂFAb = 90o

por subtender el diámetro AAb.

Si nos fijamos en AF como base de los triángulos 4AFAc y 4AFAb, FAc y FAb son sus
respectivas alturas y al compartir AF como lado, tenemos

ÂcFA + ÂbFA = 180o

por lo que Ac y Ab son colineales y además pasan por F .

Utilizando el hecho que A, A1 y F son colineales por ser AA1 fermatiana del triángulo

4ABC y que ÂFAb = 90o, tenemos su complemento A1FAb = 90o.

Por otro lado, F y A1 son puntos de la circunferencia CBA1C , además y A′
1A1 es diámetro de

CBA1C por construcción, por lo que podemos trazar el triángulo inscrito 4FA1A
′
1, de donde

Â1FA′
1 = 90o

por subtender el diámetro A1A
′
1 y como Â1FAb = 90o, tenemos que A′

1 y Ab son colineales y
además pasan por F . de este modo Ac , A′

1 y Ab son colineales y pasan por F .

Veamos ahora que B y F son puntos de la circunferencia CABC1 y BBc es diámetro de esta,
por construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4BFBc, asumiendo este hecho,

B̂FBc = 90o

por subtender el diámetro BBc.
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Del mismo modo como B y F son puntos de la circunferencia CBA1C y BBa es diámetro de
esta, por construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4BFBa, asumiendo este hecho,

B̂FBa = 90o

por subtender el diámetro BBa.

Si nos fijamos en BF como base de los triángulos 4BFBc y 4BFBa, FBc y FBa son sus
respectivas alturas y al compartir BF como lado, tenemos

B̂cFB + B̂aFB = 180o

por lo que Bc y Ba son colineales y además pasan por F .

Utilizando el hecho que B, B1 y F son colineales por ser BB1 fermatiana del triángulo

4ABC y que B̂FBa = 90o, tenemos su complemento B̂1FBa = 90o.
Por otro lado, F y B1 son puntos de la circunferencia CACB1 , además y B′

1B1 es diámetro de
CACB1 por construcción, por lo que podemos trazar el triángulo inscrito 4FB′

1B1, de donde

B̂1FB′
1 = 90o

por subtender el diámetro B′
1B1 y como B̂1FBa = 90o tenemos que B′

1 y Ba son colineales y
además pasan por F . de este modo Bc, B

′
1 y Ba son colineales y pasan por F .

Pasemos a analizar las otras tres alturas, esta vez veamos a los puntos C y F son puntos de
la circunferencia CBCA1 y CaC es diámetro de esta, por construcción, podemos trazar el
triángulo inscrito 4CaFC, asumiendo este hecho,

ĈaFC = 90o

por subtender el diámetro CaC.

Del mismo modo como C y F son puntos de la circunferencia CACB1 y CbC es diámetro de
esta, por construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4CFCb, asumiendo este hecho,

ĈFCb = 90o

por subtender el diámetro CbC.

Si nos fijamos en CF como base de los triángulos 4CFCa y 4CFCb, FCa y FCb son sus
respectivas alturas y al compartir CF como lado, tenemos

ĈFCa + ĈFCb = 180o

por lo que Ca y Cb son colineales y además pasan por F .

Utilizando el hecho que C, C1 y F son colineales por ser CC1 fermatiana del triángulo

4ABC y que ĈFCa = 90o, tenemos su complemento ĈaFC1 = 90o.
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Por otro lado, F y C1 son puntos de la circunferencia CBAC1 , además y C ′
1C1 es diámetro de

CBAC1 por construcción, por lo que podemos trazar el triángulo inscrito 4C1FC ′
1, de donde

Ĉ1FC ′
1 = 90o

por subtender el diámetro C1C
′
1 y como Ĉ1FCa = 90o tenemos que C ′

1 y Ca son colineales y
además pasan por F . de este modo Cb, C

′
1 y Ca son colineales y pasan por F .

2. Estas alturas son concurrentes en F , punto de Fermat de ABC y
bisecan los seis ángulos iguales formados por las fermatianas.

Como vimos en la demostración anterior, las alturas son colineales y las 9 pasan por F ,
ahora probemos que bisecan a los seis angulos formados por las fermatianas.

Veamos que

Â1FC + ĈFAb = 90o

pero Â1FC = 60o por ser F punto de Fermat por lo que

ĈFAb = 30o

Análogamente

ÂFB1 + B̂1FAb = 90o

pero ÂFB1 = 60o por lo que

B̂1FAb = 30o

de este modo
ĈFAb = B̂1FAb

y entonces FAb es bisectriz de B̂1FC

De la misma forma
ÂcFC1 + Ĉ1FA = 90o

pero Ĉ1FA = 60o por ser F punto de Fermat por lo que

ÂcFC1 = 30o

Además
ÂcFB + B̂FA1 = 90o

pero B̂FA1 = 60o por lo que

ÂcFB = 30o

de este modo
ÂcFC1 = ÂcFB

y entonces AcF es bisectriz de Ĉ1FB
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Por otro lado
B̂FC1 + Ĉ1FBc = 90o

pero B̂FC1 = 60o por ser F punto de Fermat por lo que

Ĉ1FBc = 30o

Análogamente

B̂1FA + ÂFBc = 90o

pero B̂1FA = 60o por lo que

ÂFBc = 30o

de este modo
Ĉ1FBc = ÂFBc

y entonces FBc es bisectriz de Ĉ1FA

Mismo caso tenemos con la suma de los ángulos

B̂FA1 + Â1FBa = 90o

pero B̂FA1 = 60o por ser F punto de Fermat por lo que

Â1FBa = 30o

Además
B̂1FC + ĈFBa = 90o

pero B̂1FC = 60o por lo que

ĈFBa = 30o

de este modo
Â1FBa = ĈFBa

y entonces FBa es bisectriz de Â1FC

Por ultimo veamos que

Ĉ1FB + B̂FCa = 90o

pero Ĉ1FB = 60o por ser F punto de Fermat por lo que

B̂FCa = 30o
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Análogamente

ĈFA1 + Â1FCa = 90o

pero ĈFA1 = 60o por lo que

Â1FCa = 30o

de este modo
B̂FCa = Â1FCa

y entonces FCa es bisectriz de B̂FA1

De la misma forma
Ĉ1FA + ÂFCb = 90o

pero Ĉ1FA = 60o por ser F punto de Fermat por lo que

ÂFCb = 30o

Además
ĈFB1 + B̂1FCb = 90o

pero ĈFB1 = 60o por lo que

B̂1FCb = 30o

de este modo
ÂFCb = B̂1FCb

y entonces FCb es bisectriz de ÂFB1

Hemos probado entonces que AcF , CaF , BaF , AbF , CbF y BcF son bisectrices de los

ángulos Ĉ1FB, B̂FA1, Â1FC, ĈFB1, B̂1FA y ÂFC1 respectivamente, ángulos formados por
las fermatianas.
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3. (A,Bc, C1, Ac, B y C ′1) ; (B′1, C, Ab, B1, Cb y A); (B,Ca, A1, Ba, C y A′1);
son los vértices de los hexágonos regulares inscritos en las
circunferencias CABC1

, CACB1
y CBCA1

, respectivamente.

Tomemos en cuenta el hecho que la medida de un ángulo central es el doble de la medida del
mismo ángulo con vértice en la circunferencia. y entoces

ĈFAb = 30o −→ ĈObAb = 60o

ÂbFB1 = 30o −→ ÂbObB1 = 60o

B̂1FCb = 30o −→ B̂1ObCb = 60o

como ÂObCb, B̂′
1ObA y ĈObB′

1 son ángulos opuestos por el vértice de ĈObAb, ÂbObB1 y

B̂1ObCb respectivamente, son todos iguales a 60o. Fijándonos en el hexágono inscrito en la
circunferencia CACB1 , este se encuentra formado con seis triángulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un ángulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en
particular

AB′
1 = B′

1C = CAb = AbB1 = B1Cb = CbA

entonces el Hexágono AB′
1CAbB1Cb es regular.

Análogamente,

ÂFBc = 30o −→ ÂOcBc = 60o

B̂cFC1 = 30o −→ B̂cOcC1 = 60o

Ĉ1FAc = 30o −→ Ĉ1OcAc = 60o

como ÂcOcB, B̂OcC ′
1 y Ĉ ′

1OcA son ángulos opuestos por el vértice de ÂOcBc, B̂cOcC1 y

Ĉ1OcAc respectivamente, son todos iguales a 60o. Fijándonos en el hexágono inscrito en la
circunferencia CC1BA, este se encuentra formado con seis triángulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un ángulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en
particular

C1Ac = AcB = BC ′
1 = C ′

1A = ABc = BcC1

entonces el Hexágono AcBC ′
1ABcC1 es regular.

Por ultimo, veamos que

ĈaFA1 = 30o −→ ĈaOaA1 = 60o

Â1FBa = 30o −→ Â1OaBa = 60o

B̂aFC = 30o −→ B̂aOaC = 60o

como ĈOaA′
1, Â

′
1OaB y B̂OaCa son ángulos opuestos por el vértice de ĈaOaA1, Â1OaBa y

B̂aOaC respectivamente, son todos iguales a 60o. Fijándonos en el hexágono inscrito en la
circunferencia CBA1C , este se encuentra formado con seis triángulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un ángulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en
particular

BCa = CaA1 = A1Ba = BaC = CA′
1 = A′

1B

entonces el Hexágono BCaA1BaCA′
1 es regular.
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3.2.2 Triángulos internos

Demostración

1. Las alturas de los triángulos AA1A
′
1, AA1Ab y AA1Ac, desde A′

1, Ab y Ac, se
encuentran en una misma recta; aśı las de BB1B

′
1, BB1Ba y BB1Bc, desde B′

1, Ba y
Bc; y las de CC1C

′
1, CC1Cb y CC1Ca, desde C ′

1, Cb y Ca, respectivamente.

Como A y F son puntos de la circunferencia CABC1 y AAc es diámetro de esta, por
construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4AFAc, asumiendo este hecho,

ÂFAc = 90o

por subtender el diámetro AAc, de modo que FAc es altura del triángulo.
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Del mismo modo Como A y F son puntos de la circunferencia CACB1 y AAb es diámetro de
esta, por construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4AFAb, asumiendo este hecho,

ÂFAb = 90o

por subtender el diámetro AAb, de modo que FAb es altura del triángulo.

Si tomamos AF como base de los triángulos 4AFAc y 4AFAb, como FAb y FAc son sus
alturas, tenemos que Ac y Ab son colineales y además F , también lo es.
Utilizando el hecho que A, A1 y F son colineales por ser AA1 fermatiana del triángulo

4ABC y que ÂFAb = 90o, tenemos su complemento A1FAb = 90o.
Por otro lado, F y A1 son puntos de la circunferencia CBA1C , además y A′

1A1 es diámetro de
CBA1C por construcción, por lo que podemos trazar el triángulo inscrito 4FA1A

′
1, de donde

Â1FA′
1 = 90o

por subtender el diámetro A1A
′
1 y como Â1FAb = 90o tenemos que A′

1 y Ab son colineales y
además F también lo es, de este modo Ac , A′

1, Ab y F son colineales.

Veamos ahora que B y F son puntos de la circunferencia CABC1 y BBc es diámetro de esta,
por construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4BFBc, asumiendo este hecho,

B̂FBc = 90o

por subtender el diámetro BBc, de modo que FBc es altura del triángulo.

Del mismo modo Como B y F son puntos de la circunferencia CBA1C y BBa es diámetro de
esta, por construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4BFBa, asumiendo este hecho,

B̂FBa = 90o

por subtender el diámetro BBa, de modo que FBa es altura del triángulo.

Si tomamos BF como base de los triángulos 4BFBc y 4BFBa, como FBc y FBa son sus
alturas, tenemos que Bc y Ba son colineales y además F , también lo es.

Tomando ahora el diámetro B1B
′
1, es subtendido por el ángulo B̂1FB′

1 = 90o. Asumiendo la
colinealidad de B, B1 y F , por ser BB1 fermatiana, el ángulo que forman BF con FBa y
FBc, es el mismo formado con B1F , es decir

B1FBa = 90o = B1FBc

y como B1FB′
1 = 90o entonces Ba, B

′
1 y Bc son colineales, además F , también lo es.
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Pasemos a analizar las otras tres alturas, esta vez veamos a los puntos C y F son puntos de
la circunferencia CBCA1 y CaC es diámetro de esta, por construcción, podemos trazar el
triángulo inscrito 4CaFC, asumiendo este hecho,

ĈaFC = 90o

por subtender el diámetro CaC, de modo que CaF es altura del triángulo.

Del mismo modo Como C y F son puntos de la circunferencia CACB1 y CbC es diámetro de
esta, por construcción, podemos trazar el triángulo inscrito 4CFCb, asumiendo este hecho,

ĈFCb = 90o

por subtender el diámetro CbC, de modo que FCb es altura del triángulo.

Si nos fijamos en CF como base de los triángulos 4CFCa y 4CFCb, FCa y FCb son sus
respectivas alturas y al compartir CF como lado, tenemos

ĈFCa + ĈFCb = 180o

por lo que Ca y Cb son colineales y además pasan por F .

Tomando ahora el diámetro C ′
1C1, es subtendido por el ángulo Ĉ ′

1FC1 = 90o. Asumiendo la
colinealidad de F , C y C1, por ser CC1 fermatiana, el ángulo que forman CF con FCa y
FCb, es el mismo formado con FC1, es decir

CaFC1 = 90o = CaFC

y como C ′
1FC = 90o entonces Ca, C

′
1 y Cb son colineales, además F , también lo es.
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2. Estas alturas son concurrentes en F , punto de Fermat de ABC y
bisecan los seis ángulos iguales formados por las fermatianas.

Como vimos en la demostración anterior, las alturas son colineales, cada terna de alturas es
colineal con F , siendo este último el punto en común, es decir, son concurrentes en F ; ahora
probemos que bisecan a los seis angulos formados por las fermatianas.

Como los ángulos opuestos por el vértice comparten la misma bisectriz, probaremos que

CaF , AcF y BcF son bisectrices de Â1FB, B̂FC1 y Ĉ1FA respectivamente.

Veamos que

ĈaFB + B̂FC1 = 90o

pero B̂FC1 = 60o por ser F punto de Fermat por lo que

ĈaFB = 30o

y por otro lado

Â1FCa + ĈaFB = 60o

ya que A1FB es uno de los seis ángulos de 60o formados por las fermatianas y de aqúı,

Â1FCa = 30o por lo que

Â1FCa = ĈaFB

y entonces CaF es bisectriz de Â1FB

Por otro lado
Â1FB + B̂FAC = 90o

pero Â1FB = 60o por ser uno de los seis ángulos formados por las fermatianas, por lo que

B̂FAc = 30o

Análogamente

ÂcFC1 + Ĉ1FA = 90o

pero Ĉ1FA = 60o por lo que

ÂcFC1 = 30o

de este modo
B̂FAc = ÂcFC1

y entonces AcF es bisectriz de B̂FC1
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Por último veamos que

B̂FC1 + Ĉ1FBc = 90o

pero B̂FC1 = 60o por ser ángulo formados entre fermatianas, por lo que

Ĉ1FBc = 30o

De la misma forma
Ĉ1FA + ÂFCb = 90o

pero Ĉ1FA = 60o, por lo que

ÂFCb = 30o

pero

Ĉ1FBc + B̂cFA + ÂFCb = 90o

sustituyendo tenemos

30o + B̂cFA + 30o = 90o

de aqúı

B̂cFA = 30o

luego

Ĉ1FBc = B̂cFA

y entonces BcF es bisectriz de Ĉ1FA
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3. (A,Bc, C1, Ac, B y C ′1) ; (B′1, C, Ab, B1, Cb y A); (B,Ca, A1, Ba, C y A′1);
son los vértices de los hexágonos regulares inscritos en las
circunferencias CABC1

, CACB1
y CBCA1

, respectivamente.

Tomemos en cuenta el hecho que la medida de un ángulo central es el doble de la medida del
mismo ángulo con vértice en la circunferencia. y entoces

ĈaFB = 30o −→ ĈaOaB = 60o

B̂FA′
1 = 30o −→ B̂OaA′

1 = 60o

Â′
1FC = 30o −→ Â′

1OaC = 60o

como ĈOaBa, B̂aOaA1 y Â1OaCa son ángulos opuestos por el vértice de ĈaOaB, B̂OaA′
1 y

Â′
1OaC respectivamente, son todos iguales a 60o. Fijándonos en el hexágono inscrito en la

circunferencia CA1BC , este se encuentra formado con seis triángulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un ángulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en
particular

CaB = BA′
1 = A′

1C = CBa = BaA1 = A1Ca

entonces el Hexágono CaBA′
1CBaA1 es regular.

Análogamente,

B̂FAc = 30o −→ B̂OcAc = 60o

ÂcFC1 = 30o −→ ÂcOcC1 = 60o

Ĉ1FBc = 30o −→ Ĉ1OcBc = 60o

como B̂cOcA, ÂOcC ′
1 y Ĉ ′

1OcB son ángulos opuestos por el vértice de B̂OcAc, ÂcOcC1 y

Ĉ1OcBc respectivamente, son todos iguales a 60o. Fijándonos en el hexágono inscrito en la
circunferencia CABC1 , este se encuentra formado con seis triángulos, que al tener por lados
radios de la circunferencia y un ángulo igual, por criterio L.A.L. estos son congruentes, en
particular

BAc = AcC1 = C1Bc = BcA = AC ′
1 = C ′

1B

entonces el Hexágono BAcC1BcAC
′
1 es regular.

Por último, podemos ver de forma análoga que

B1Ab = AbC = CB′
1 = B′

1A = ACb = CbB1

lo que implica que el Hexágono B1AbCB′
1ACb es regular y esto termina la demostración
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Teorema sobre alturas y circuncentro

Teorema 3.3. Sean ABC un triángulo cualquiera, ABC1, BCA1 y
CAB1 equiláteros, los diámetros A1A

′
1, B1B

′
1 y C1C

′
1 de los

circunćırculos de los triángulos equiláteros, concurren en el
circuncentro de ABC y las alturas desde A′1, B

′
1 y C ′1 de los

triángulos AA1A
′
1, BB1B

′
1 y CC1C

′
1 concurren en F, el punto de

Fermat de ABC, además bisecan los ángulos de 60o.
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Demostración

Llamemos P , a la intersección de BC con A1A
′
1, veamos que el cuadrilátero BA1CA′

1 que
por tener sus veŕtices en una circunferencia es ćıclico, tomemos en cuenta también que

Â′
1CA1 = Â′

1BA1 = 90o, esto por ser ángulos subtendidos por un diámetro, entonces

Â1CP + P̂CA′
1 = 90o = Â1BP + P̂BA′

1

pero Â1CP = 60o = Â1BP por lo que

P̂CA′
1 = 90o = P̂BA′

1

esto hace al triángulo 4BCA′
1 isósceles y de aqúı

BA′
1 = CA′

1

entonces A′
1 es equidistante a B y C por lo que A′

1 se encuentra en la mediatriz de BC, de
igual forma, A1 equidista de B y C por ser 4BA1C equilátero, de esta forma la recta que
definen A′

1A1 es mediatriz de BC.

Análogamente si llamamos Q, a la intersección de AC con B1B
′
1, fijándonos en el

cuadrilátero AB′
1CB1 podemos mostrar que B′

1 es equidistante a A y C al igual que B1 y de
esta forma la recta que definen B′

1B1 es mediatriz de AC.

Y por último si llamamos R, a la intersección de AB con C1C
′
1, análogo al caso anterior,

fijándonos en el cuadrilátero AC1BC ′
1 podemos mostrar que C1 es equidistante a A y B al

igual que C ′
1 y de esta forma la recta que definen C1C

′
1 es mediatriz de AB.

Entonces, al tener A1A
′
1, B1B

′
1, C1C

′
1 mediatrices de los lados, BC, AC y AB

respectivamente, estas concurren en K, cincuncentro del triángulo 4ABC.

Prosiguiendo con la demostracion, tomamos en cuenta a la fermatiana AA1 y apoyándonos
del hecho que A′

1A1, es por construcción diámetro de la circunferencia CBA1C y F , también es
punto de esta circunferencia, podemos construir al triángulo inscrito 4A1FA′

1 y tenemos que

Â1FA′
1 = 90o

por ser subtender al diámetro A1A
′
1, pero por otro lado, al ser A, F y A1 colineales, tenemos

Â1FA′
1 + ÂFA′

1 = 180o

por lo que

ÂFA′
1 = 90o
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Como Â1FC + ĈFA′
1 = 90o y Â1FC = 60o entonces

ĈFA′
1 = 30o

de la misma forma que ÂFB1 + B̂1FA′
1 = 90o y ÂFB1 = 60o entonces

B̂1FA′
1 = 30o

de este modo FA′
1 biseca al ángulo B̂1FC y también al ángulo B̂FC1 ya que B̂1FC y B̂FC1

son opuestos por el vértice y comparten esta bisectriz.

Posteriormente observamos a la fermatiana BB1 y apoyándonos del hecho que B′
1B1, es por

construcción diámetro de la circunferencia CACB1 y F , también es punto de ésta, podemos

construir al triángulo inscrito 4B1FB′
1 y tenemos que B̂1FB′

1 = 90o por ser subtender al
diámetro B1B

′
1, pero por otro lado, al ser B, F y B1 colineales, tenemos

B̂1FB′
1 + B̂FB′

1 = 180o

por lo que

B̂FB′
1 = 90o

Como B̂1FC + ĈFB′
1 = 90o y B̂1FC = 60o entonces

CFB′
1 = 30o

de la misma forma que B̂FA1 + Â1FB′
1 = 90o y B̂FA1 = 60o entonces

Â1FB′
1 = 30o

de este modo FB′
1 biseca al ángulo Â1FC y también al ángulo ÂFC1 ya que Â1FC y ÂFC1

son opuestos por el vértice y comparten bisectriz.

De forma análoga podemos mostrar que FC ′
1 biseca al ángulo ÂFB1 y también al ángulo

B̂FA1 ya que ÂFB1 y Â1FB son opuestos por el vértice y comparten bisectriz.

Y de esta manera hemos mostrado que estas alturas bisecan a los seis ángulos formados por
las fermatianas AA1, BB1 y CC1 y esto completa la demostración.
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Teorema 3.4 Las fermatianas de todo triángulo miden√
3`, con `, lado de su triángulo de Napoleón.

Demostración:

Fijémonos en los trángulos BOaOc y OCOaF , como OcOa es lado compartido y OcB = OcF
por ser radios de CABC1 y análogamente, BOa = FOa por ser radios de CBCA1 , por criterio
L.L.L., tenemos que

4BOaOc
∼= 4OcOaF

que implica que

B̂OcOa = F̂OcOa y B̂OaOc = F̂OaOc

Si llamamos D a la intersección de BF con OcOa, tenemos que B̂OcD = B̂OcOa, por ser OC ,

D y Oa colineales, de la misma forma mostramos que F̂OcD = F̂OcOa y de aqui tenemos

BOcD = FOcD y BOaD = FOaD.
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Si nos fijamos en los triángulos BDOc y FDOc, tenemos que OcD es lado compartido, ya

teńıamos que OcB = OcF además B̂OcD = F̂OcD y por lo tanto

4BDOc
∼= 4FDOc

que implica que B̂DOc = F̂DOc pero estos ángulos se encuentran sobre BF , por lo que

B̂DOc = 90o = F̂DOc

y además
BD = FD

Veámos ahora los triángulos BDOa y FDOa, tenemos que DOa es lado compartido, ya

teniamos que BOA = FOA y que B̂OaD = F̂OaD y por lo tanto

4BOAD ∼= 4FOAD

que implica que B̂DOa = F̂DOa pero estos ángulos se encuentran sobre BF , por lo que

B̂DOa = 90o = F̂DOa

De esta manera tenemos cuatro ángulos iguales de 90o con D en común y como D es punto
medio de BF ,

OcOa es mediatriz de BF .

Tracemos el radio ObN de CAB1C perpendicular a FB1 con intersección en E y fijémonos en
el triángulo FObB1 que es isósceles, por tener por lados los radios FOb y ObB1 y de aqúı
tenemos que

ÔbFE = ÔbB1E

Además como F̂EOb = B̂1EOb por ser NOb perpendicular, tenemos:

ÔbFE + F̂EOb + ÊObF = 180o

y

ÔbB1E + B̂1EOb + ÊObB1 = 180o

por lo que

ÊObF = ÊObB1

Usando que FOb = ObB1 por ser radios tenemos que

4FEOb
∼= 4B1EOb

De aqúı tenemos que FE = EB1 y de esta manera

ObN es mediatriz de FB1.
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Veamos ahora la altura a Ob del triángulo 4OaObOc y con G pie de la misma. Y sabemos
que DE es paralela a GOb por ser ambas perpendiculares a OcOa, además NOb es
perpendicular a FB1 con con intersección en E, de aqui formamos cuatro angúlos internos
iguales de 90o, formando al rectángulo DGObE por lo que

DE = GOb

Si llamamos h a la longitud de GOb, tenemos que

DE = h

Tomando en cuenta que DE = DF + FE, BD = DF y EB1 = FE tenemos

BB1 = BD + DF + FE + EB1

ordenando
BB1 = DF + FE + BD + EB1

sustituyendo BD y EB1 tenemos

BB1 = DF + FE + DF + FE

luego
BB1 = DE + DE = 2DE

como DE = h obtenemos
BB1 = 2h

Continuando, llamemos ` a la longitud de los lados del triángulo de Napoleón, como
4OaObOc es equilátero, la altura GOb es también mediatriz de OcOa por lo que G es punto

medio de OcOa y GOa =
1

2
`.

Fijándonos ahora, en el triángulo 4GOaOb y tomando en cuenta que h es la longitud de
GOb, por teorema de Pitágoras tenemos

h =

√
`2 −

(
1

2
`

)2

=

√
3

4
`2 =

√
3

2
`

Por lo que
BB1 = 2h =

√
3`

Pero ya hemos mostrado la igualdad de fermatianas anteriormente, esto es

AA1 = BB1 = CC1 =
√

3`

y esto completa la demostración.
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Teorema 3.5 El baricentro de todo triángulo, es centro

de sus dos triángulos de Napoleón.

3.5.1 Triángulos externos

Demostración

Sean ABC, un triángulo cualquiera; ABC1, ACB1 y BCA1, equiláteros; N ,M y L puntos
medios de AB, AC y BC, respectivamente; TATBTC triángulo de Napoleón de ABC; O
circuncentro de ABC, F su punto de Fermat y E su centro de gravedad.

Usando el hecho que, en un triángulo equilátero el circuncentro también es baricentro y
ortocentro, TA es en particular baricentro del triángulo BCA1 por lo que A1TA y TAL están
en proporción 2

3
y 1

3
de A1L respectivamente, misma proporción a la que están los segmentos

AE y EL de AL, por ser E baricentro del triángulo ABC
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Entonces, por construcción, fijándonos en los triángulos AA1L y ETAL, tenemos dos lados
correspondientes de medidas proporcionales y el ángulo ALA1 es ángulo en común y por
criterio L.A.L

4AA1L ≈ 4ETAL

y en particular

ETA =
1

3
AA1

Por otro lado, TB es en particular baricentro del triángulo ACB1 por lo que B1TB y TBM
están en proporción 2

3
y 1

3
de B1M respectivamente, misma proporción a la que están los

segmentos BE y EM por ser E baricentro del triángulo ABC y entonces, por construcción,
fijándonos en los triángulos BB1M y ETBM tenemos dos lados correspondientes de medidas
proporcionales y el ángulo BMB1 es ángulo en común y por criterio L.A.L

4BB1M ≈ 4ETBM

y en particular tenemos

ETB =
1

3
BB1

Análogamente podemos mostrar, por criterio L.A.L

4CC1N ≈ 4ETCN

en particular

ETC =
1

3
CC1

Entonces, reuniendo nuestros resultados tenemos que

ETA =
1

3
AA1, ETB =

1

3
BB1 y ETC =

1

3
CC1

Pero AA1, BB1 y CC1 son fermatianas, por lo que

AA1 = BB1 = CC1

y de aqúı
ETA = ETB = ETC

de esta manera mostramos que E es equidistante de TA, TB y TC , es decir, es centro del
Triángulo de Napoleón.
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3.5.2 Triángulos Internos

Demostración

Sean ABC, un triángulo cualquiera; ABC2, ACB2 y BCA2, equiláteros hacia adentro; L,M
y N puntos medios de BC, AC y AB, respectivamente; TATBTC triángulo de Napoleón
interno y E baricentro del triángulo ABC y F su punto de Fermat.

Similar al caso anterior, usaremos el hecho de que, en un triángulo equilátero el circuncentro
también es baricentro y ortocentro, TA es en particular Baricentro del triángulo BCA2 por lo
que A2TA y TAL están en proporción 2

3
y 1

3
de A2L respectivamente, misma proporción a la

que están los segmentos AE y EL por ser E baricentro del triángulo ABC y entonces, por
construcción, fijándonos en los triángulos AA2L y ETAL tenemos dos lados correspondientes
de medidas proporcionales y el ángulo ALA2 es ángulo en común y por criterio L.A.L

4AA2L ≈ 4ETAL

en particular tenemos que

ETA =
1

3
AA2
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Por otro lado, TB es en particular baricentro del triángulo ACB2 por lo que B2TB y TBM
están en proporción 2

3
y 1

3
de B2M respectivamente, misma proporción a la que est án los

segmentos BE y EM por ser E baricentro del triángulo ABC y entonces, por construcción,
fijándonos en los triángulos BB2M y ETBM tenemos dos lados correspondientes de medidas
proporcionales y el ángulo BMB2 es ángulo en común y por criterio L.A.L

4BB2M ≈ 4ETBM

y en particular

ETB =
1

3
BB2

Análogamente podemos mostrar, por criterio L.A.L

4CC2N ≈ 4ETCN

y en particular

ETC =
1

3
CC2

Entonces, reuniendo nuestros resultados tenemos que

ETA =
1

3
AA2, ETB =

1

3
BB2 y ETC =

1

3
CC2

Pero AA2, BB2 y CC2 son fermatianas, por lo que

AA2 = BB2 = CC2

y de aqúı
ETA = ETB = ETC

de esta manera mostramos que E es equidistante de TA, TB y TC , es decir, es centro del
Triángulo de Napoleón interno.
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4. Desarrollo de Resultados de la enciclopedia
de Geometŕıa Euclidiana de Deko Dekov

En este caṕıtulo se demuestran algunos de los teoremas de la encicopledia de Deko Dekov:
Computer Discovered Encyclopedia of Euclidean Geometry , los teoremas que se seleccionaron
son todos, referentes al Primer Punto de Fermat; esta enciclopedia de matemáticas es la
primera en el mundo de su tipo, como su nombre lo dice: generada por computadora.

Es importante mencionar que los teoremas generados no contienen errores, no hay detalles
faltantes por lo que el conocimiento generado es ”Completo”.

Esta enciclopedia tiene como objetivo que los universitarios se familiaricen con la habilidad de
la computadora de producir nuevo conocimiento y posteriormente usar la enciclopedia misma.

En su primera parte, de Geometŕıa Euclideana, contiene más de tres mil teoremas, lo que la
hace el recurso más completo en Geometŕıa Euclidiana.

Como mencionamos anteriormente los teoremas son generados por computadora, por lo que
algunos, ya son teoremas conocidos y otros en cambio, son nuevos, recién descubiertos por
la computadora; por lo que no hay material o referencias previas, y es lo que hace a las de-
mostraciones de este trabajo, auténticas.

Es por esto último que los editores de este gran aporte (Sava Grozdev, Hiroshi Okumura y
Deko Dekov), invitan a enviar a su sitio web las demostraciones de los teoremas recién gener-
ados por el ordenador, ya que como mencionamos, algunas demostraciones aún no existen.
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Definición: Los puntos S y S ′ en los cuales las tres circunferencias de Apolonio se inter-
sectan, son el primer y segundo punto isodinámico respectivamente.

Estos puntos se pueden construir trazando las bisectrices de los ángulos internos y externos
del triángulo. Cada par de bisectrices intersectan a un lado del triángulo o su extensión en
dos puntos Di1 y Di2, con i = 1, 2, 3. Las tres cincunferencias que tienen a D11D12, D21D22

y D31D32 como diámetros, son las circunferencias de Apolonio C1, C2 y C3, además, como
anteriormente mencionamos, los puntos S y S ′ son el primer y segundo punto isodinámico,
respectivamente.
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Teorema 4.1: El primer punto isodinámico y el primer punto de
Fermat son conjugados isogonales.

Demostración

Sea J el primer punto isodinámico de 4ABC; 4LMN el triángulo pedal de J y los
cuadriláteros ćıclicos JMAN , JNBL y JLCM .

Sabemos que F1, primer punto de Fermat, es el único punto que satisface que

ÂF1B = B̂F1C = ĈF1A = 120o

Aśı que será suficiente probar que el isogonal conjugado de J , llamémosle F , cumple con
estas medidas angulares.
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Tenemos que

N̂JM + N̂JB + B̂JL + L̂JC + ĈJM = 360o

además,
̂

NJM = 180o − Â por ser ángulos opuestos del cuadrilátero ćıclico; N̂JB = B̂LN

por ser subtendidos por la misma cuerda; B̂LN = 90o − ĴLN , además B̂JL + L̂JC = B̂JC,

también ĈJM = M̂LC por ser subtendidos por la misma cuerda y a su vez

M̂LC = 90o − M̂LJ .

Entonces en la igualdad

N̂JM + N̂JB + B̂JL + L̂JC + ĈJM = 360o

sustituyendo tenemos

180o − Â + 90o − ĴLN + B̂JC + 90o − M̂LJ = 360o

luego

B̂JC = 360o − 180o + Â− 90o + ĴLN − 90o + M̂LJ

y de aqúı

B̂JC = ĴLN + Â + M̂LJ

pero ĴLN + M̂LJ = 60o ya que 4LMN es equilátero, por lo que

B̂JC = 60o + Â

Adem ás como F y J son isogonales conjugados, por el lema 2.5.6 tenemos que

B̂FC + B̂JC = 180o + Â y entonces B̂FC = 180o + Â− B̂JC, sustituyendo tenemos

B̂FC = 180o + Â− (60o + Â)

entonces
B̂FC = 120o

Análogamente podemos mostrar que

ÂFB = 120o y ĈFA = 120o

Entonces F cumple que

ÂFB = B̂FC = ĈFA = 120o

Y el punto que tiene estas medidas angulares es el punto de Fermat, por lo que

F = F1

y entonces F1 es el isogonal conjugado de J , el primer punto isodinámico del triángulo
4ABC y esto concluye la demostración.
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Definición: El triángulo cuyos vértices son los pies de las alturas de un triángulo es llamado
el triángulo pedal del triángulo dado. En la siguiente figura, DEF es el triángulo pedal de
ABC.

Teorema 4.2: El primer punto de Fermat es igual al primer punto
isodinámico del triángulo pedal del primer punto de Fermat.

Primero mostraremos el resultado de un teorema que nos servirá de apoyo para realizar la
demostración.
Definición: Si P y P ′ son dos puntos colineales con el centro O de una circunferencia, cuyo
radio es r > 0 de tal forma que OP ·OP ′ = r2, cada uno de los puntos P y P ′ es inverso del
otro con respecto a la circunferencia. El puinto O es el centro de inversión, la circunferencia
O es la circunferencia de inversión y su radio es el radio de inversión.

Teorema 4.2.1. Si A′, B′, C ′ son los inversos de los puntos A, B, C y
O es el centro de inversión entonces

]ABC + ]A′B′C ′ = ]AOC
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Demostración

Cabe mencionar que en esta demostración ocuparemos ángulos dirigidos, veamos entonces
que

]ABO = ]OA′B′ = ]A′OB′ + ]OB′A′

además
]OBC = ]B′C ′O = ]C ′B′O + ]B′OC ′

teniendo en cuenta que
]ABC = ]ABO + ]OBC

sustituyendo tenemos

]ABC = (]A′OB′ + ]OB′A′) + (]C ′B′O + ]B′OC ′)

luego
]ABC = (]A′OB′ + ]B′OC ′) + (]C ′B′O + ]OB′A′)

se sigue que
]ABC = ]A′OC ′ + ]C ′B′A′

por lo tanto
]ABC = ]A′OC ′ − ]A′B′C ′

y finalmente
]ABC + ]A′B′C ′ = ]A′OC ′

que es lo que se queŕıa mostrar.
Este último resultado lo ocuparemos posteriormente con A′B′C ′ equilátero.
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Una vez mostrado lo anterior, prosigamos a mostrar que el primer punto de Fermat es el
primer punto isodinámico del triangulo pedal del primer punto de Fermat.

Sea F , primer punto isodinámico de 4ABC, analizaremos las medidas angulares de F ,
respecto al triángulo, para ver que se trata del punto de Fermat de este último.

Como el triángulo 4A′B′C ′ es pedal, tenemos que

Ĉ ′A′F = ÂBF

F̂B′C ′ = F̂AB

Utilzando el resultado del teorema 4.2.1 tenemos que Ĉ ′FA′ = Ĉ ′B′A′ + 60o, ya que F es
punto isodinámico y sus inversos transforman a 4ABC en un triángulo equilátero, por ello
la medida angular de 60o.

A su vez Ĉ ′FA′ + Â′C ′F + F̂A′C ′ = 180o y sustituyendo tenemos

Ĉ ′B′A′ + 60o + Â′C ′F + F̂A′C ′ = 180o

y luego

F̂A′C ′ = 180o − Ĉ ′B′A′ − 60o − Â′C ′F
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Por otro lado B̂′FC ′ = B̂′A′C ′ + 60o, a su vez B̂′FC ′ + F̂B′C ′ + B̂′C ′F = 180o y
sustituyendo tenemos

B̂′A′C ′ + 60o + F̂B′C ′ + B̂′C ′F = 180o

y luego

F̂B′C ′ = 180o − B̂′A′C ′ − 60o − B̂′C ′F

Fijándonos en el triángulo 4AFB tenemos que F̂AB + ÂBF + ÂFB = 180o, pero por las
igualdades del triángulo pedal mencionadas al principio de esta demostración tenemos:

F̂A′C ′ + F̂B′C ′ + ÂFB = 180o

Sustituyendo resultados anteriores tenemos

180o − Ĉ ′B′A′ − 60o − Â′C ′F + 180o − B̂′A′C ′ − 60o − B̂′C ′F + ÂFB = 180o

y luego

−Ĉ ′B′A′ + 60o − Â′C ′F − B̂′A′C ′ − B̂′C ′F + ÂFB = 0

Esto es
−(Ĉ ′B′A′ + B̂′A′C ′) + 60o − (Â′C ′F + B̂′C ′F ) + ÂFB = 0

Observando al triángulo 4C ′A′B′ tenemos que

Ĉ ′B′A′ + B̂′A′C ′ = 180− B̂′C ′A′

además
B̂′C ′F + Â′C ′F = B̂′C ′A′

por lo que

−(Ĉ ′B′A′ + B̂′A′C ′) + 60o − (Â′C ′F + B̂′C ′F ) + ÂFB = 0

y sustituyendo tenemos

−(180− B̂′C ′A′) + 60o − (B̂′C ′A′) + ÂFB = 0

esto es
−180 + B̂′C ′A′ + 60o − B̂′C ′A′ + ÂFB = 0

y luego

ÂFB = 120o

análogamente podemos mostrar que

ÂFB = 120o y ĈFA = 120o

Pero el único punto que cumple esta igualdad es el primer punto de Fermat, por lo que F ,
primer punto isodinámico de 4A′B′C ′ es el primer punto de Fermat de 4ABC y esto
concluye la demostración.
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Definición: Una ceviana es un segmento que une al vértice de un triángulo con un punto
del lado opuesto.

Definición: Dado un punto P y un triángulo ABC, el triángulo Ceviano A′B′C ′ de P , está
definido como el triángulo formado por los extremos de las cevianas que pasan por P .

Teorema 4.3: El primer punto de Fermat F de 4ABC es igual al
primer punto de Fermat del triángulo ceviano 4A′B′C ′ de F.
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Demostración

Primero veámos a la fermatiana AA1 en donde observamos que A, F y A1 son colineales, si
llamamos A′ a la intersección de BC con AA1, en donde AA′ es ceviana del triángulo
4ABC y entonces

A, F, A′ y A1 son colineales

Del mismo modo, llamando B′ a la intersección de AC con BB1 y C ′ a la intersección de AB
con CC1, podemos ver que

B, F, B′ y B1 son colineales

y
C, F, C ′ y C1 son colineales

Ahora veamos al triángulo 4C ′B′A′
1 que es equlátero por construcción y por sus vértices B′

y C ′ pasan las fermatianas BB1 y CC1 respectivamente. Esto porque B′ es intersección de
BB1 con AC, y C ′ es intersección de CC1 con AB

Por otro lado, en el lema 2.5.1, mostramos que, si dos vértices de un triángulo equilátero
estan sobre dos fermatianas, el tercero esta sobre la tercera fermatiana, por lo que
aseguramos, que la tercera fermatiana pasa por el vertice A′

1.
Como F, es punto de intersección de las fermatianas y estas intersectan al tŕıangulo 4ABC
en A′, B′ y C ′, podemos construir el triángulo 4A′B′C ′, triángulo ceviano de 4ABC
respecto a F .

Veamos que A′
1 se encuentra en la fermatiana AA1 por lo que

A′
1, A, F, A′ y A1 son colineales

De la misma forma podemos ver que

B, B′
1, F, B′ y B1 son colineales

y
C1, C ′, F, C ′

1 y C son colineales

Por último notemos que las tres fermatianas AA1, BB1 y CC1, del triángulo 4ABC
contienen a las fermatianas A′A′

1, B
′B′

1 y C ′C ′
1 del triángulo ceviano 4A′B′C ′ y estas se

intersectan en F , punto de Fermat de 4ABC.

Por lo tanto, el punto de Fermat del triángulo ceviano 4A′B′C ′ es el mismo que el del
triángulo 4ABC y esto último es lo que queŕıamos mostrar.
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Definición: El triángulo circunceviano de un punto P respecto al triángulo ABC es el
formado por las intersecciones de las cevianas AP , BP y CP con la circunferencia
circunscrita.

Teorema 4.4: El primer punto de Fermat F , de 4ABC es igual al
primer punto de Fermat del triángulo circunceviano 4A′B′C ′ de F .

Demostración
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Primero veámos a la fermatiana AA1 en donde observamos que A, F y A1 son colineales, si
llamamos A′ a la intersección de la circunferencia circunscrita del triángulo 4ABC con AA1,
en donde AA′ es la extensión de la ceviana AA′′ del triángulo 4ABC y entonces

A, F, A′ y A1 son colineales

Del mismo modo podemos ver que

B, F, B′ y B1 son colineales

y
C, F, C ′ y C1 son colineales

Ahora veamos al triángulo 4C ′B′A′
1 que es equilátero por construcción; como B′ y C ′ son

las intersecciones de BB1 y CC1 con la circunferencia circunscrita del triángulo 4ABC,
además, BB′ es la extensión de la ceviana BB′′, y CC ′ es la extensión de la ceviana CC ′′,
entonces, el triángulo 4A′B′C ′ es circunceviano respecto a F .

Además, por los vértices B′ y C ′ del triángulo 4C ′B′A′
1 pasan las fermatianas BB1 y CC1,

entonces, usando el lema 2.5.1, sabemos que la tercera fermatiana pasa por el vertice A′
1.

Pero esta fermatiana es AA1 por lo que

A′
1, A, F, A′ y A1 son colineales

Análogamente
B, B′

1, F, B′ y B1 son colineales

y
C1, C ′, F, C ′

1 y C son colineales

De esta forma, aseguramos que las tres fermatianas AA1, BB1 y CC1, del triángulo 4ABC
se encuentran sobre las mismas rectas donde se encuentran respectivamente, las fermatianas
A′A′

1, B
′B′

1 y C ′C ′
1 del triángulo circunceviano 4A′B′C ′ y estas se intersectan en F , punto

de Fermat de 4ABC.

Por lo tanto, el punto de Fermat del triángulo circunceviano 4A′B′C ′ es el mismo que el del
triángulo 4ABC, que es lo que queŕıamos mostrar.
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Definición: El triángulo medio-ceviano de un punto P respecto al triángulo ABC es el que
tiene por vértices a los puntos medios de las cevianas de P .

Teorema 4.5: El primer punto de Fermat F de 4ABC es igual al
primer punto de Fermat del triángulo medio-ceviano 4AmBmCm de
F .

71

e 



Demostración

En el teorema 4.3, mostramos que el punto de Fermat del triángulo 4ABC es el mismo que
el del triángulo ceviano respecto a F . Por otro lado lado, por definicion de triángulo
medio-ceviano y llamando Am, Bm y Cm los puntos medios de las cevianas AA′, BB′ y CC ′

respectivamente, tenemos que

A, Am, F, A′ y A1 son colineales,

B, Bm, F, B′′ y B1 son colineales

y
C, Cm, F, C ′ y C1 son colineales,

Usando este hecho, trazando los triángulos externos del triángulo 4AmBmCm y utilizando el
resultado del lema 2.5.1, tenemos que por A′′, B′′ y C ′′ pasan respectivamente, las
fermatianas AA1, BB1 y CC1 del triángulo 4ABC, es decir, AA1, BB1 y CC1, contienen
respectivamente a AmA

′′, BmB
′′ y CmC

′′, fermatianas del triángulo medio-ceviano
4AmBmCm y estas se intersectan en F , punto de Fermat de 4ABC.

Por lo tanto, el punto de Fermat del triángulo medio ceviano 4AmBmCm es el mismo que el
del triángulo 4ABC y esto concluye la demostración.
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