<0 NN AUTORGHE
M Wi

h—od O (=X

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

Facurtap DE CIENCIAS

Sistemas espinoriales ultrafrios en redes opticas
clasicas y cudnticas

T E S 1T S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
Fisica
PRESENTA:

Karen Lozano Méndez

TUTOR:

Dr. Santiago Francisco Caballero Benitez

Ciudad Universitaria, Cd. Mx., 2019



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de Datos del jurado

1. Datos del alumno
Lozano
Méndez
Karen
55456001 03
Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias
Fisica
414009073

2. Datos del tutor
Dr.
Santiago Francisco
Caballero
Benitez

3. Datos del sinodal 1
Dr.
José Ignacio
Jiménez
Mier y Teran

4. Datos del sinodal 2
Dr.
Jorge Gustavo
Hirsch
Ganievich

5. Datos del sinodal 3
Dra.
Rosario
Paredes
Gutiérrez

6. Datos del sinodal 4
Dr.
Victor Manuel
Velazquez
Aguilar

7. Datos del trabajo escrito
Sistemas espinoriales ultrafrios en redes Opticas cldsicas y cudnticas
54 p.
2019



Indice general

[2.1.1.  Redes opticas|

[2.1.2.  Dispersion de atomos ultrafrios| . . . . .. .. ... ... ... .....

[3.1.  Aproximacion de Bogoliubov|

[3.2.  Aproximacion de Desacoplamiento |

[3.3. Teoria de perturbaciones de segundoorden|. . . . . . . ... ... ... ... ..

[3.4. Diagonalizacion Exactal

[3.5. Sistemas espinoriales|

4. Resultados|

.1. Redes opticas clasicas|

4.1.1. Caso antiferromagnético|

@.1.2. Caso ferromagneético|

{4.2. Redes Opticas cuanticas|

4.2.1. Caso antiferromagnético|

#.2.2.  Caso ferromagnéticol|

[5. _Conclusiones|

IA. Algunos desarrollos|

[A.1. Aproximacion de Bogoliubov|

1.4

ndicion

16
16
20
21
24
25
26
28
29

30
30
30
32
34
34
37

40



|A.1.5. Relacion de dispersion|




Agradecimientos

En primer lugar, quisiera agradecer a mis padres, Rigel Méndez Aldama y Fidel Lozano
Lopez, porque de no ser por su esfuerzo y apoyo incondicional, no estaria llegando tan lejos.
A mi hermano José Luis, quien siempre ha creido en mi. A mi abuelita Zenaida, por sentar las
bases donde hemos crecido. Gracias por todo su amor y dedicacion.

Agradezco especialmente al Dr. Santiago Caballero por sus ideas, paciencia y guia a través
de este proyecto, ademds de su apoyo y consejos para mis planes académicos. A Alex Césares,
gracias por sus contribuciones al proyecto de investigacion.

Agradezo al jurado que revisé este trabajo: el Dr. José Ignacio Jiménez Mier y Terén, el
Dr. Jorge Gustavo Hirsch Ganievich, la Dra. Rosario Paredes Gutiérrez y el Dr. Victor Manuel
Velazquez Aguilar, por sus comentarios y observaciones.

A los compafieros que conoci en la facultad y que se convirtieron en mis amigos, gracias por
la ayuda en clases y por haber hecho la carrera mas llevadera y divertida: Frank, Santiago, Fany,
Hodek, Benito, Jonathan A. y Erik. Particularmente a Chuy Torres, Artemio Padilla y Roberto
Velazquez, por las aventuras que vivimos; a Moisés Jiménez, por su sinceridad y confianza; y a
Edrick Solis, por todo su apoyo.

Quiero mencionar también a quienes siempre estdn conmigo, sin importar la situacién. A mi
mejor amigo Lalo y a mis amigos de toda la vida: Gaby, Adridn, Axa, Poncho y Andrea, gracias
por todos los recuerdos y experiencias compartidas, que forman parte de lo que hoy soy.

Agradezco también el apoyo financiero de la DGAPA-UNAM como parte del proyecto PA-
PIIT IN09619 y el proyecto CONACYT A1-S-30934 para la realizacion de esta tesis.

Finalmente, agradezco a la UNAM, por poner a mi alcance todas las herramientas y excelen-
tes oportunidades en mi desarrollo personal y formacion como fisica.



A José Luis Lozano Méndez,



Capitulo 1

Introduccion

En el campo de la fisica cuantica de muchos cuerpos existe una larga lista de descubrimientos
fundamentales que incluyen el estudio de nuevos estados de la materia, la observacion de transi-
ciones de fase jamads antes vistas y el descubrimiento de efectos macroscopicos que surgen desde
la naturaleza cudntica de los 4&tomos y determinan un comportamiento colectivo de los sistemas
que puede observarse a simple vista. Un ejemplo de ello es la superfluidez en *He liquido a tem-
peraturas menores a 2.17K, descubierta en 1938 por P. Kapitza, J. F. Allen y A. D. Misener []1]
[2], donde el liquido puede fluir sin resistencia, es decir tiene viscosidad nula, y ademds presenta
vortices cuantizados. En ese tiempo encontrar una teoria que pudiera describir acertadamente
este fendmeno cudntico colectivo fue una tarea dificil. Ya que se trata de un liquido, los 4tomos
interactian fuertemente y determinar el estado interno del helio es bastante complicado.

Sin embargo, el problema tedrico de un gas de bosones enfriado a temperatura cero fue resuelto
antes del descubrimiento del helio superfluido. En los primeros afios de la década de 1920 Sat-
yendra Bose introdujo una manera diferente de contar microestados en fisica estadistica y derivo
la ley de Planck para el espectro de energias de la radiacién de cuerpo negro [3[]. Albert Eins-
tein extendid sus ideas en 1924 resultando en la distribucién de Bose-Einstein, que describe la
estadistica de particulas idénticas con espin entero, ahora llamados bosones. Los bosones inclu-
yen, por ejemplo, a los fotones y a los dtomos de “He. Estos pueden compartir un mismo estado
cuantico en un sistema. Einstein propuso que si se enfriaban dtomos bosonicos a una temperatu-
ra muy baja, una fraccién macroscopica de ellos se condensaria en el estado cudntico més bajo
accesible, resultando en un nuevo estado de la materia llamado condensado de Bose-Einstein o
BEC por sus siglas en inglés. [4]. La tempreratura critica bajo la cual ocurre la condensacion es
(5]
2 a3

fe= £(3/2)%/3 mkg ’
donde n es la densidad de particulas, m la masa de cada boson, 7 la constante reducida de Planck,
kp la constante de Boltzmann y { la funcién zeta de Riemann; £ (3/2) ~ 2.6124.
En 1995 el primer condensado de Bose-Einstein fue realizado experimentalmente por los grupos
de Eric Cornell y Carl Wieman [6] en un gas de 4tomos de 8’Rb enfriados a 170 nK. Poco des-
pués, Wolfgang Ketterle realizé un BEC en un gas de 4&tomos de Na [7]]. Por sus logros, Cornell,
Wieman y Ketterle recibieron el Premio Nobel de Fisica en 2001. Estos primeros experimentos
fundaron el campo de los dtomos ultrafrios y marcaron el inicio de una era con nuevas posi-
bilidades para el control de sistemas de muchos cuerpos y el estudio de los efectos cudnticos
macroscopicos.
Actualmente existen varias direcciones en el estudio de los gases atémicos ultrafrios, en parti-
cular en este trabajo nos concentraremos en aquella asociada a la posibilidad de crear una onda
estacionaria de luz usando haces de laser propagandose en direcciones opuestas, creando un

(1.1)



potencial periddico conocido como red Optica [8]. Las redes Opticas son muy interesantes por
varias razones. Una de ellas es que pueden usarse para simular redes andlogas a un cristal, lo que
permite explorar aspectos de fisica de estado s6lido en un ambiente altamente controlable con
atomos ultrafrios. También pueden usarse para crear gases atdmicos de dos o tres dimensiones.
Estos gases presentan correlaciones fuertes y es interesante estudiar las diferencias entre una,
dos y tres dimensiones.

Fueron Jaksch et. al. quienes propusieron en su articulo tedrico de 1998 [9] la dindmica de un
gas diluido de bosones ultrafrios confinados en una red 6ptica. El movimiento cuantizado de
tales atomos estd afectado por el potencial del sitio donde se encuentran y el tunelaje entre sitios
vecinos, la gran ventaja es que los parametros del sistema se encuentran completamente contro-
lados por la configuracion y parametros de los laseres. La dindmica esta descrita por el modelo
de Bose-Hubbard [10], que predice una transicion de fase a temperatura cero de superfluido (SF)
a aislante de Mott (MI) dependiendo de la relacion entre la interaccidn por sitio U y la probabi-
lidad de tunelaje . En una red Optica esta relacion puede cambiarse variando la intensidad del
laser: al aumentar la profundidad del potencial 6ptico la funcién de onda atémica se localiza més
fuertemente y la interaccion por sitio aumenta, al mismo tiempo la probabilidad de tunelaje se
reduce. En la fase MI el nlimero de ocupacion por sitio es entero n = 1, 2, ..., correspondiente
a un llenado conmensurado de la red, y por lo tanto representa un cristal optico con distancia-
miento entre los 4&tomos determinados por la onda estacionaria proporcionada por los laseres.
Para mantener el gas de &tomos experimentalmente se utilizan trampas magnéticas [11] [[12]. El
desdoblamiento Zeeman de los niveles energéticos atdomicos debido al campo magnético externo
conduce a un potencial efectivo que sélo puede confinar 4&tomos con estado hiperfino tnico. Es-
to significa que los 4&tomos con momento angular total ? = ? + Z) + ? donde 7 es el espin
nuclear, L es el momento angular orbital y S es el momento angular de espin, estdn atrapados
en un estado hiperfino congelado |F,mp) [13]. Sin embargo, la invencién de trampas puramente
Opticas permitieron la realizacién de experimentos donde el espin es un grado de libertad adi-
cional en el sistema. Sin campo magnético externo, cada estado base tiene 2F + 1 proyecciones
de espin, correspondientes al nimero cudntico magnético mr. Ademads las interacciones entre
particulas pueden depender del estado hiperfino completo. Usando dtomos alcalinos como 2*Na
y 37Rb, que tienen espin nuclear I = 3 /2 y un sélo electrén en el orbital s, pueden tenerse dtomos
en el estado F' = 1, los cuales son el objeto de estudio en esta tesis.

Experimentos recientes [14]], [[15] buscan agregar a los sistemas nuevos tipos de interaccion y
potenciales externos. Un enfoque nuevo es el de las cavidades Opticas, que actian como un po-
tencial de largo alcance efectivo que actia en todos los 4tomos del gas, porque cada dtomo altera
las propiedades de la luz y a su vez, la luz altera los estados atémicos.

En esta tesis se presentan algunos métodos de andlisis para el Modelo de Bose-Hubbard sin
espin tanto analiticos como numéricos. Después se extiende el estudio hacia el Modelo de Bose
Hubbard para particulas de espin-1 y para sistemas dentro de una cavidad 6ptica. El objetivo es
observar la transicion de fase SF-MI en el caso ferromagnético y antiferromagnético y observar
sus propiedades utilizando el método numérico de diagonalizacion exacta.

El trabajo se divide en cinco capitulos y un apéndice. El primer capitulo corresponde a la intro-
duccion que plantea el marco donde se inserta el problema, en el segundo capitulo se presentan
las bases teoricas del problema que son la derivacion del Modelo de Bose Hubbard sin espin a
partir de las redes Opticas, su extension para bosones de espin-1 y para sistemas en cavidades
opticas. En el capitulo tres se desarrollan dos métodos analiticos siguiendo la bibliografia [16]
para analizar las transiciones de fase entre Superfluido y Aislante de Mott del Modelo de Bose
Hubbard sin espin : la aproximacion de Bogoliubov, que no predice ninguna transicién como se
esperaria, por lo que se recurre a la aproximacion de Desacoplamiento y la teoria de perturbacio-



nes. Posteriormente se presenta el método de diagonalizacion exacta desde la generacion de la
base del espacio de Hilbert, la construccién de la matriz correspondiente a los Hamiltonianos, y
las cantidades que pueden analizarse. Se extiende el uso de la aproximacién de desacoplamiento
y de la diagonalizacién exacta a sistemas de particulas bosonicas con espin 1. En el cuarto capitu-
lo se presentan los resultados numéricos de la diagonalizacion exacta en sistemas espinoriales en
redes Opticas clasicas y cuanticas en dos dimensiones, para el cual se calcularon los nimeros de
ocupacion promedio por sitio y las fluctuaciones del nimero de ocupacion. Los casos analizados
son el ferromagnético y antiferromagnético, que dependen de los acoplamientos efectivos en el
sistema.



Capitulo 2

Marco teodrico

2.1. Modelo de Bose-Hubbard

Comenzaremos por presentar los fundamentos tedricos y experimentales de los modelos de
Bose-Hubbard que predicen transiciones de fase cuanticas. Se parte de las redes Opticas y el
potencial periddico que forman, continuando con la dispersion de d&tomos en estas trampas y la
derivacion del modelo para bosones sin espin. Después se definen los modelos extendidos para
particulas con espin-1 en redes Opticas y en cavidades de alta reflectancia.

2.1.1. Redes opticas

Se le conoce como red Optica a una o mds ondas estacionarias formadas por haces de luz

laser que se propagan en direcciones contrarias. Estas ondas crean un potencial periddico donde
se pueden atrapar 4tomos. Cada uno de ellos puede confinarse en un sitio individual de la red por
lo tanto la interaccién entre ellos puede controlarse [16].
Entonces, las redes Opticas pueden pensarse como un cristal artificial de luz. Por ejemplo, si dos
laseres con la misma longitud de onda A, se propagan a lo largo del eje x de manera opuesta, éstos
produciran una onda estacionaria y el patron de interferencia resultante /(x) tendréd periodicidad
Ax/2. El confinamiento de 4tomos neutros es posible gracias al cambio de energia inducido por
la radiacion en los niveles energéticos internos del atomo [[17]. Para un electrén de un 4tomo en
presencia de un campo eléctrico oscilante E(r,#) de un ldser el momento dipolar inducido es

d=oa(w)E, 2.1

donde wy es la frecuencia del laser, (@) es la polarizabilidad atémica, es decir la respuesta del
atomo al campo eléctrico aplicado. En el caso de un laser monocromatico el campo es E(r,7) =
2Egcos(k-r— mrt). La interaccién entre un atomo neutro de dimensiones espaciales mucho
menores a la longitud de onda de la luz se describe a través del Hamiltoniano [8]]

Hiy(t) = —d-E(r,1). (2.2)

La correccion de la energia del estado base del a&tomo puede calcularse con teoria de pertur-
baciones y se encuentra que la primera contribucidén distinta de cero es [17]]

AE(r) = —%a(wL)<E(r7t)2>,, (2.3)

donde el promedio se hace sobre un periodo de oscilacién del campo eléctrico. La polarizabi-
lidad depende en general de la frecuencia y de las energias de los estados excitados no resonantes

4



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 2.1. MODELO DE BOSE-HUBBARD

del atomo. Para aquel estado que estda mds cerca de la resonancia que los otros, cuya energia es
E, = hw,, la polarizabilidad se vuelve inversamente proporcional a la frecuencia de desintonia
A= oy, — (w. — ®,) con . la frecuencia de excitacién y @, la frecuencia del estado base. En
ese caso el cambio de energia es proporcional a la intensidad del haz del laser /(r):

AE(r,t) o< %, 2.4)

que puede interpretarse como un potencial efectivo Vou(r) = AE(r), debido al cual el dtomo
siente una fuerza

Fdipole = _Vvopt(r)~ (2.5)

Esta fuerza atrae al &tomo hacia las regiones de alta intensidad para A < 0 o lo aleja para
A > 0. Por ejemplo, el caso mas simple de una red unidimensional esta dado por la superposicion
de dos laseres propagdndose en direcciones opuestas. Suponiendo que la polarizacién de los
laseres es lineal y que se propagan en direccion z, el campo eléctrico es

E (x,t) = 2Eycos(kyx — opt) + 2Eycos(—kyx — @rt)

2.6
= 4Eycos(kyx)cos(mrt). (2.6)
Entonces (E(r,1)?); = 2Eycos?(kx) y por lo tanto el potencial éptico periédico es
Vopt (X) = Vo x cos? (kux), (2.7)

con V la profundidad del potencial de la red que es proporcional a la intensidad de los laseres
y ky =271/ Ay, siendo A, la longitud de onda de la onda estacionaria formada. Es decir, se tiene
un arreglo periédico de los minimos de energia separados una distancia a = A,.
Asi pueden formarse potenciales de dos dimensiones si se tienen dos pares de laseres que se pro-
paguen en direcciones contrarias y del mismo modo, si se tienen tres pares el potencial formado
es 3D, como se puede ver en la Figura 2.1

2.1.2. Dispersion de atomos ultrafrios

Para describir las interacciones de dos cuerpos de dtomos neutros se parte del modelo pro-
puesto en [19] y tomado de [20], donde la atraccién de van der Waals para largas distancias de
interaccion atémica se corta en r., que es de orden atomico. Esto resulta en un potencial con
simetria esférica

—Cg/1® sir>r,

) sir<re,

V() = 2.8)
el cual no es una descripcion realista para la interaccion a corto alcance de dtomos pero fun-
ciona para la dispersion a bajas energias. Notamos que el coeficiente de van der Waals Cg, que
no tiene unidades, fija el comportamiento asintdtico y también define la longitud caracteristica
a. = (2M,Cg/ hz)l/ 4, ala cual la energfa cinética del movimiento relativo entre dos 4tomos de
masa reducida M, iguala a su energia de interaccion. Para atomos alcalinos, esta longitud es
generalmente del orden de nandmetros, lo cual es mucho mds largo que la escala atémica r,
ya que estos dtomos tienen un pardmetro Cg grande debido a su fuerte polarizabilidad. El pozo
atractivo del potencial (2.8)) permite entonces muchos estados ligados, por ejemplo para 3'Rb el
numero de estados es del orden de 100. De hecho, este niimero N, estd dado por la fase WKB



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 2.1. MODELO DE BOSE-HUBBARD

]
1]
’
B
-
-

LT

“

- KX

Figura 2.1: Potenciales 6pticos. (a) Red cuadrada bidimensional; (b) Red cubica tridimensional.
Imagen tomada de Bloch [[18].

para energfa cero ® = a2 /2r2 >> 1 a través de la expresion Nj, = [® /7 4 1/8]. Por otro lado, las
propiedades de la dispersion dependen de la longitud a.. Consideremos la dispersion en estados
con momento angular / =0, 1,2, ... (para bosones idénticos sélo estdn permitions los valores de
[ pares). El potencial efectivo para estados con [ # 0 contiene una barrera centrifuga dada por el
término —I(I + 1)/r* que actia como una fuerza repulsiva. Esta energia tiene una temperatura
equivalente, que para [ pequeiio, es alrededor de 1mK. Para gases con temperatura debajo de los
mkK las colisiones de momento angular mas bajo son predominamtes, es decir de la onda-s. Esto
define el régimen de atomos ultrafrios.

Consideremos un gas diluido de particulas neutras bosonicas a temperatura 7' debajo de la tem-
peratura de degeneracién. En un gas diluido la separacién es del orden de 10 nm, lo cual es un
orden de magnitud mayor que las longitudes asociadas a la interaccién dtomo-atomo. Es por eso
que las interacciones de dos cuerpos dominan y las de tres o0 mas cuerpos son muy improbables.
Tomando en cuenta s6lo dispersion eldstica y a temperaturas lo suficientemente bajas, es decir
T — 0, las interacciones entre particulas estdn completamente determinadas por la dispersion de
onda-s donde la longitud de dispersion esta dada por

as =al[l —tan(P) — 37 /8], (2.9)

donde & es la fase WKB y a = 0.478a,.
El pseudopotencial [20]

4mh? d
V(x) = ;Mra5(x)$(r...), (2.10)

es util para describir gases ultrafrios donde la longitud de dispersion se determina experimental-
mente. La fuerza de las interacciones descritas por este potencial estd dada por
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_ Armh’a
87 om,

(2.11)

2.1.3. Hamiltoniano de Bose-Hubbard

Un gas de N particulas es descrito cuanticamente por la funciéon de onda W¥(ry,rp,...,ry) a
través de la ecuacion de Schrodinger. Un condensado de Bose-Einstein es un gas de bosones
que estan en el mismo estado cudntico y por lo tanto puede ser descrito por la misma onda. La
dindmica del condensado puede ser descrita a través de la ecuacion de Gross-Pitaevskii [21]):

72w (1) = @+v 1 +g | Po(r,1) |2 ) Po(r,1) 2.12
lat O(rv)_ _2m (I',) g‘ 0<r7)| O(ra > ( )

donde Wy(r,?) es la funcion de onda del condensado, también 1llamado pardmetro de orden, y g
estd dado por la expresion (2.11). V(r,z) es un potencial externo y el pardametro de orden estd
normalizado al nimero total de particulas, es decir N = [d°r | Wo(r,t) |. La ecuacién (2.12)
es util en el régimen donde hay coherencia completa. Modificando las condiciones en los ex-
perimentos es posibles ir a regimenes donde las interacciones entre d&tomos son fuertes, existen
rotaciones o potenciales de atrapamiento especiales. En estos casos la validez de la ecuacion se
limita.

En el formalismo de segunda cuantizacion un sistema de muchos cuerpos se describe utili-
zando los operadores de creacién y aniquilacién para bosones, W' (r) y ¥(r) respectivamente, a
través del Hamiltoniano

. 1*V?2
H= / &’ri(r) {—— + Vexe (1) + gwr)w(r) - u] ¥ (r), (2.13)

2m

donde u controla el nimero total de particulas ya que se trabaja en el conjunto gran candnico.
Se hacen también las suposiciones de que el efecto del confinamiento arménico es constante en
cada sitio de la red. Los operadores satisfacen las relaciones de conmutacién para bosones

W), 9 ()| = 1)

(2.14)
W), 9] = [0 @), %' ()] =o0.

Podemos escribir a los operadores de campo en la base de funciones de onda para una sola
particula {®,(r,)}, n un conjunto completo de nimeros cuédnticos. Entonces

P(r) = Z ®D,,(r)dy,

R A (2.15)
' (r) =) @;(r)al,
n
donde a} y d, crean y aniquilan, respectivamente una particula en el modo n
ap | n)=+vnln
[ n) =i n) o6

al|n)y=vn+1|n+1).

y satisfacen también las relaciones de conmutacion
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[&n,aj] ~1. 2.17)

El espectro de una particula en un potencial periddico estd caracterizado por bandas de
energias permitidas y brechas de energia. Matematicamente las funciones de onda de las particu-
las se describen usando funciones de Bloch @y (r) para el indice o de cada banda y el cuasi-
momento 7ik. Las funciones de Bloch son periédicas y tienen el factor de fase ¢ por lo que se
extienden en toda la red. En el caso donde se busca describir a las particulas en sitios discretos
se tiene como alternativa a las funciones de Wannier definidas como la transformada de Fourier
de las funciones de Bloch

wa (r) = VA Y e T D (r). (2.18)

Las funciones de Wannier wq (r — R;), donde R; es un vector de la red apuntando al sitio i,
forman un conjunto completo ortonormal asi que podemos reescribir los operadores (2.16]) como

U(r) = Zl;rq)ak(r)dak = Zwa(l‘— Ri)CAlou‘

(o)
. i} . ’ i} R (2.19)
I//T(r) = Z(I)ak(r)alk = Zwa(r_ Ri)aZx,i'
ak a,i

Las funciones wq (r — R;) se encuentran localizadas y centradas alrededor del sitio de la red
R;. A bajas temperaturas las particulas no tienen suficiente energia para que haya una transicion
entre la primera banda de Bloch y el resto, por lo que el sistema se encuentra confinado en ella y
consecuentemente puede omitirse el indice o en (2.19).
Sea Vext(r) = Vopt(r) + Vho(r), donde el primer término es la prufundidad de la red dptica y
el segundo contiende a las frecuencias de la trampa arménica. Si sustituye (2.19) en (2.13)) se
obtiene

(2.20)

Definiremos a las cantidades #;;, Uyyj y Mi; al desarrollar los productos en (2.20). Para el
término de energia cinética se tiene

_ / Pr (Zj:w*(r—Ri)diT> [—%+Vopt(r)} (;W(Y—Rj)c%)
= _Ztijdjdj,

mientras que en el término de la energia del potencial de interaccion obtenemos
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[ (T rpat | (T Roal ) (Lwte-Roa | [ DRy
i k l J

= Y Uwjajaja,a;,

i7kslvj

y para el término del potencial quimico

& [ Ew e=Ra! | (1 =ho)] | Lwir—R))a,

_ At A
- Z,Llija,- a;-
Lj

Por consiguiente, el Hamiltoniano (2.13]) se convierte en

A=-Yala,+ Y, Upalalaa,—Y wala; (2.21)
ij ik, j i

En el término cinético las contribuciones dominantes vienen de los sitios vecinos mas proxi-
mos 7; ;y y de los elementos diagonales 7;;, pero estos se dejan de lado ya que su contribucion
por sitio es constante. Haciendo ademads la suposicion de que el tunelaje es isotropico entonces
1;,j) =t. Ya que las funciones de Wannier estan bien localizadas, la contribucion relevante de la
repulsion en cada sitio es Uj;;; = Up. La repulsion entre vecinos mds cercanos también es des-
preciable y para el potencial quimico s6lo se considera 4 = L;;, que es la energia necesaria para
agregar o quitar una particula al sistema.

Tomando en cuenta todas las consideraciones mencionadas podemos reescribir al Hamiltoniano
de Bose-Hubbard de 1la forma [[10]]

| R AT A
H:—rZajaj+§UOZni(ni—1)—u2aiai, (2.22)
(i,J) i i

donde la primera suma se realiza sobre los vecinos mas cercanos y 7i; = ajal. es el nimero de
ocupacion en el sitio i. corresponden respectivamente a los operadores de creacion y destruccion
en el sitio 7 de la red. El pardmetro 7 da la probabilidad para un 4tomo de cambiar de sitio a uno
vecino por efecto tunel.

2.2. Modelo de Bose-Hubbard con Espin

La realizacion experimental de trampas Opticas en tres dimensiones que estudian las predic-
ciones del modelo de Bose-Hubbard sin espin y el desarrollo tecnoldgico para el atrapamiento
de dtomos por medios puramente dpticos dan pie a que el interés por avanzar hacia el estudio
de magnetismo cudntico en gases diluidos crezca. Los dtomos alcalinos como >*Na, °K y 3Rb
tienen espin hiperfino F = 1. En las trampas magnéticas convencionales, estos espines se encuen-
tran congelados asi que los d&tomos pueden ser tratados como bosones sin espin, sin embargo,
en trampas puramente opticas, los espines estdn libres y los condensados que se forman a bajas
temperaturas tienen una naturaleza espinorial.

El estudio tedrico de las propiedades de dichos sistemas parte de un Hamiltoniano efectivo a
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bajas energias. No obstante, para observar las transiciones de fase se debe recurrir al modelo de
Bose-Hubbard de espin-1, que se define como [22]]

R . Uy iy X
H:—t<z>: (Bl b ;+b5 bs )+ 5 Z 1)+72Z(Sl-2—2n,~)—u2n,-, (2.23)
i,j),0 i i

donde (i, j), o denota la suma sobre los vecinos mds cercanos. bZ, inbg i ;son los operadores

de creacion y de aniquilacion de un boson en la banda de Bloch més baja localizado en el sitio i y
enelestadocr:mp, = 1,mp =—1,0,1). Ademads

s =b! -, lb o.i- Por otro lado tenemos al operador de espin total en el sitio i

Si= Z b Fg G/bc/ N (2.24)
en donde F = (F, F;, F;) son las matrices de espin-1:

10 0O 1 O 1 0
0 1 F=—1-1 0 1 F,=10 0
1 0 V2i 0 -1 0 00

Los operadores de creacién y aniquilacion tienen ahora una naturaleza espinorial y se definen
como

(2.25)
—1

Z’L‘ l;li
chrri Abgi b = AbOi ) (2.26)
bill b—lz

S aoaropr YL 010y (b Uorar ot g b
Szx:<b1, bo b—1i>_2 101 Abol' :ﬁ@l by, b—]l) blﬁfb—n
o1 0/\5 by, | @27)
1 AL A AL A AL A AL A
= VG <b71Lib0i+b(§ibli+bgzb71i+b'flz 01) :
N I N J P pt gt 5 O
Sty_<b11 by, b 1z>7 -1 0 1 Dboi :ﬁ( by, —by, b—lz) —byitb_y;
0O -1 0 b —b,.
—1i 0i
A T T i
NG <_b1ib0i+b0ibli —bgib_y;+b_y; 01> ,
(2.28)
10 0 by, , b);
Slz:<bL b(T)i bT—h) 00 0 boi :<bii b(T)i bT—li) 0
00 -1/ \p b (2.29)

10
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Ademas la contribucion de lo que se puede llamar el momento local magnético esta dada por
) o ~ A L. ..
S; = Sizx + Sizy + Sl-zZ donde cada término es explicitamente:

~ 1 /as A A N SN n A i A n n
2 1 T 1 i T i 1
Six 5 (blib0i+b01bll+b01b—lt+b—lib0i> (bllbOl+b0ib1i+b0ib—li+b—lib01
| BN e A A oA e A A A A At A A At oA e A A oA
_ T T T T T T + T T + T T
—§(b1ib0ib1ib0i+b1ib0ib0ib1i+ 1:00i00;i0 _1; 1000 11b0; + Dby :01bg; + Dby Dby
2ty T g T LT 1 A - T 2t 2t ~t 7 7 o7
+bgib1:boib_1; T boibyib 1:Doi +boib_1:D1:Dgi + boib_1:Doiby; +Doib_1iDoib i+ boib 1D by,
T 2 T 7 T L T 1 AN T2 2t 7
+b"1,b0;b1:b0; + 0" 1;0;boiby; + b1 11boiboib 1 bbb by,
A 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
2 T T T T T T T
Sly _z <_b11b01 +b01b11 - bOib—lz +b—11b01> ( bllb()l +b(T)ib1i - bOlb—ll +b—1ib01)
Lot st oro oo ptp abs  pts af 5 pfa ara | pip o pip gy
=73 (b1;D0:D1:00; — b1:00iDoiP1; + D1:0o;iboib _1; — Dby ibo; — boibyibybo; + boibyboby; — by,
oLt P rt 7 - P 717 - 7tz T o T
+b0;by 0" ;bo; +boib_1;b1bo; — boib 160Dy + Do ;Do — Do ;Db — by by;by by,
T 2T 1 T T T T 7
+b"1;bg;ibgiby; — by boboib_1; bbb by;),

Al realizar la suma notamos que se eliminan los términos dentro de Sizy cuyo signo es distinto

2

a aquellos en S7,

Aplicando las reglas de conmutacién [laia,f?;ﬁ} = §;,j0qp Y sustituyendo por operadores de
nimero obtenemos:

§12x+§12y+~§12z Ari(1+o;) +2yl-igr—li80i[;0i + g1 (1 + A1) +2B$i];z)i];1i[;—li+ﬁ0i(l +A_1i)
7 _1;(1 + Ag))+AT; — 2AA_ 1+ A2 |
= Ay; + Ao + Ao + Aoiftyi + Ao + Ao —1; + A—1; + A—1iA0;
A= 2AA AR 4 2bbo Db 4251 BT Boby;
Por lo tanto
ST = Ay 20+ A1+ 2A 1o+ 2 i+ A% — A2+ 2BE BT D b+ 2bT BT B b
i =i+ 200+ -1+ 20000; + 20100, +17; — 2001+ 171+ 2bg,00,D ;0 _1;+2b1,0° 104D,
(2.30)
Desarrollando ahora explicitamente el término del potencial éptico en (2.23)) se obtiene

2
A O N X~ o N A N2 A ~ A
A —1) =iy —i; = <an‘> — Y figi = (A1i+foi+ 1) — A1 — Ao — Ay
[} [0}
A2 A2 A2 A N A A A A A N N
= A7+ Ay + Ay + 20 qi00; + 20100 + 200 — Ay — Ao — Ay

11
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2.2.1. Limite atomico

El Hamiltoniano de Bose-Hubbard tiene una representacion matricial que ejemplificaremos
a continuacion para el limite atomico, que es aquél donde no hay tunelaje entre los sitios, es
decir t = 0 en (2.23). Al no tener el término cinético el Hamiltoniano es de sitio y podemos
deshacernmos del subindice i. La expresion se reduce a

.U Us s
A = Zi(i—1)+ 72(52 —24) — pi. (2.31)

Calcularemos los elementos de matriz para la base ordenada de proyeccion de espin y n = 2
particulas.
|m_g =1,my=0,mg=1)

La base es
| v1)=[200)
| y2)=[110)
|y3)=[101)
va) =1020) 232
|ys)=|011)
| w6)=/002)

Para el primer término del Hamiltoniano tenemos que los elementos de matriz diferentes de
cero se encuentran s6lo en la diagonal y tienen valor (n(n— 1)) = 2. Entonces

200 000
020000
Uo ., . Uy |0 02000
00 0O020P0
00 0O0O02
Ahoraparas2
6 0 O 0O 00
06 0 0O 00
2 00 2 2200
00 O 0 60
00 O 0 0 6
entonces
0 00
0 00
Uy A2 . %) -2 2 00
0 2 0
0 2

(W | —ua | yp) = —u

CSCOOOO N oo OO
S OO ONO oo OO
o

S OO NNO O

[\
S
SN OO OO
S O O o O
N O OO OO §I

S O NN O OO

12
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Por lo tanto la representacion matricial paran =2 enel casot =0 es

Uy+U, —2u 0 0 0 0 0
0 Up+U,—2u 0 0 0 0
0 0 Uy— U, —2u Us(V2) 0 0
0 0 U,(vV2) Uy—2u 0 0
0 0 0 0 Uy+U, —2u 0
0 0 0 0 0 Uy+ U, —2u
Del mismo modo obtenemos la matriz para n = 1 donde la base es
| y1) =[100)
| ¥2) =[010)
| w3)=[001)

En este caso el término con la energia Uy es la matriz cero ya que n(n — 1) = 0. Ademas

22
tenemos para S

5 200
(v |8 i) = [0 2 0
0 0 2
00O
Uy A2 . U
(| (8" —20) [yn) = [0 0 0
00O

La matriz completa paran =1 es

—u 0 0
0O —u O
0 0 —u

Para n = 0 la matriz es trivialmente 0. Juntando los resultados anteriores tenemos la matriz por

bloques del Hamiltoniano [2.31

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —-u 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —u 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -—u 0 0 0 0 0
0 0 0 0 U+U—2u 0 0 0 0
0 0 0 0 0 Up+U> —2u 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Uy—Uy—2u Us(V2) 0
0 0 0 0 0 0 U(vV2)  Uy—2u 0
0 0 0 0 0 0 0 0 Uo+ U
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2.3. Modelo de Bose-Hubbard en una cavidad

eleloloNeoRol-Ne]

Partiendo de los modelos propuestos por S. Caballero-Benitez et al en [23] y [24], propo-
nemos un modelo de Bose Hubbard efectivo que describe las transiciones de fase de dtomos

bosonicos ultrafrios con espin-1 en una cavidad de alta reflectancia:

2
A ~ ~ ~ ~ UO ~ ~ g A
H=—t Z <bg,ibo,j +b2;,jbc,i) + TZni(ni — 1) + ﬁi (st,) .
l

(i.j).0 i

(2.33)
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2.3.1. Limite atomico

En el limite atdbmico donde no hay tunelaje de las particulas entre los sitios es més sencillo
analizar analiticamente al estado base y su energia. A

A través de la rotacién de operadores de espin [25] H = U; HUy, conU, = e%Sy, podemos
analizar un modelo efectivo en la proyeccion S, en vez de usar S,. Hacemos esto ya que facilita
el andlisis del estado base al ser S; un operador diagonal. El Hamiltoniano se cambia entonces a

2
Uoo . /a 8z o
%zjgni(ni—l)juﬁiv(zi‘,szi) : (2.34)

donde el operador S; est4 dado por

A

Sz = i’w’li - [;T—lz'[; 1= i =i (2.35)

Un estado de la base para N particulas y Nj sitios se denota como

| V’j> :| ni1,1 1o, N—1,1 112192 N—12 ... B4+1,N; O,N; —1,N; >

donde ng ; corresponde al nimero de particulas con proyeccién de espin o = &1 6 0 en el sitio i.
Aplicando el operador de nimero al cuadrado a un elemento de la base se obtiene:

Y (3% [ wj) = Y (Ari+hoi+ 1) | )

l l
=Y ((As1,0)* + (o) + (A1) 4 201 o i + 2R i1 i+ 2Ry o) | W)
7

Al aplicar el segundo término del Hamiltoniano correspondiente al estado |y;) se tiene que
2 2
<Z§2i> | yj) = (Zﬁl,i_zﬁ—l,i> R
i i 12 ,
= (Zﬁ“> —ZZﬁl,iZﬁ—l.,Hr (Zﬁ—l.,i) | yj)
l l l l

Para el caso donde no existe tunelaje la representacion matricial del Hamiltoniano es diago-
nal asi que es fécil obtener el espectro de energias y el estado base.

Definiendo al escalar ¢ como:

Nli1 SiN#N
o — [N] 1 SiNAN;s (2.36)
% si N = N,

Se tienen dos funciones dependientes del nimero de particulas y del nimero de sitios que
bastan para obtener el valor de la energia del estado base dependiendo del signo de g,, para un
potencial Uy positivo.

FUN,N,) = % (Q2(N — (ot — 1)N;) + (e — 1)>(aNy — N) (2.37)
2
f2(N,Ny) =g1%—s (2.38)

14
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La energia del estado base es:

fl(NvNS) SigZZO

Ey = .
fi (N,Ns) —l—fz(N,Ns) sig, <0

(2.39)

2.4. Transiciones de fase cuanticas

Si en un sistema a temperatura cero ocurren transiciones de fase debido a la variacion de
algin parametro que no sea la temperatura, por ejemplo el potencial quimico ( o la repul-
sién por sitio Uy, entonces €stas son producidas por fluctuaciones cudnticas. De ahi el nombre
transiciones de fase cudnticas.

Un condensado de Bose-Einstein en una red dptica a temperatura cero experimenta una transicion
de fase cuantica dependiendo de la proporcidn entre t y Uy, conocida como la transicion superfluido-
aislante de Mott. Se dice que el gas estd en el estado de aislante de Mott cuando existe un nimero
de particulas conmensurado con los sitios de lared y t < U y la fuerte interaccion repulsiva en-
tre ellas hace que sea energéticamente dificil para una particula el moverse de un sitio a otro.
Esto genera una penalizacion de energia para crear una excitacion, y el sistema es incompresi-
ble. En el caso contrario, cuando ¢ >> Uj las interacciones son despreciables y los dtomos pueden
moverse libremente sobre la red, minimizando su energia. El gas se condensa en el estado con
minimo momento de la banda de Bloch mas baja y se vuelve superfluido.

Si el ndmero de particulas no es conmensurado con el nimero de sitios, al agregar una particula,
ésta recibird s6lo una pequena penalizacion cuando se mueva, pues su energia de interaccion sera
la misma en cada sitio y no podra ocupar ningun sitio libre. Por esto, el gas tendrd en promedio
un nimero no entero de bosones en cada sitio y estard en estado superfluido.

Haciendo aproximaciones de campo medio al Hamiltoniano de Bose Hubbard puede describirse
analiticamente la transicidn a temperatura cero del superfluido al aislante de Mott. El diagrama
de fase correspondiente se muestra en la Figura[2.2]20]]. Se muestran los 16bulos para la densidad
de particulas entera (/) = 1,2,3 en las lineas rayadas en la punta de los 16bulos para un punto
critico de J/U (J corresponde a la probabilidad de tunelaje 7 de la ecuacién (2.22)).

b
M(u (a) - (b)

MI (n=1)

v L
Figura 2.2: Diagrama de fase de temperatura cero para el Modelo de Bose Hubbard sin espin
obtenido por teoria de campo medio (aproximacion de desacoplamiento). (a)Los l16bulos corres-

ponden a la fase de Aislante de Mott (MI), y el exterior es la fase superfluida (SF) . (b)Estructura
de pastel de bodas”para las regiones SF-MI en una trampa arménica. Tomado de Bloch et. al.

20]
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Capitulo 3

Herramientas de analisis

En este capitulo se discutardn herramientas tedricas y técnicas numéricas usadas para tratar

sistemas de muchos cuerpos, en particular el modelo de Bose-Hubbard para particulas sin espin.
Comenzaremos con el limite de interaccidn débil a través del enfoque de Bogoliubov, y después.
También se discute la herramienta numérica de diagonalizacion exacta la cual se utiliz para
resolver el modelo extendido de Bose-Hubbard para particulas de espin 1.
El punto de partida es el Hamiltoniano de Bose-Hubbard en el conjunto gran canénico, cuya
expresion es El potencial quimico u es fijo y determina el nimero promedio de bosones.
La dificultad para resolver el Hamiltoniano proviene del término de tunelaje que acopla opera-
dores bosonicos de diferentes sitios. Existen varios métodos para describir la fisica contenida en
el modelo para diferentes regimenes de ¢/U [8§]].

3.1. Aproximacion de Bogoliubov

Seguiremos el trabajo de van Oosten et al [16] para resolver el modelo de Bose-Hubbard y
estudiar sus transiciones de fase cudnticas usando la aproximacion de Bogoliubov.
En una red de dimensién d, espaciamiento a y N sitios tenemos que las interacciones entre
atomos son despreciables cuando ¢t /U — oo. El método consiste en transformar el Hamiltoniano
al espacio de momentos, haciendo uso de los operadores de creacioén y aniquilacion, dli y dx,
respectivamente. Entonces, para la coordenada r; del sitio i en la red

1 A —ikr;
— ) dage !
NS %

1 ;

AT lk~l‘,’
— ) a,e

bi=
3.1)

b =

donde el vector de onda k esté discretizado sobre la primera zona de Brillouin. El nimero de
particulas esta dado por
N =Y blb; = aja. (3.2)
i
Demostracion: Utilizando que Y ; ¢i(k—K)
de la ecuacion (3.2) tenemos

T = N56k7k/ y sustituyendo en la primera igualdad

16
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1
zkr, —ik''r; _
E ayre ——Eaa,N5k/
\/_\/_ N, &= KK TRk
Ns kK kK (3.3)

k
Sustituyendo las relaciones (3.1)) en el Hamiltoniano de Bose Hubbard (2.22) tal como se
muestra en el apéndice, seccién obtenemos la expresion

H=—t Z kClAk Z 2.cos kma + - ZZZZakak,ak,,ak,,, 5I(+k' k” K" — Zakak’ (34)
k

S k/ k// k///

donde se define

d
ek =2t ) cos(kna), (3.5)

m=1

y por lo tanto

H = Z(_Ek - ATaAk + Zzzzakak/ak”akm kK KK 3.6)
k S k/ kll k///

En un gas condensado de Bose puede suponerse que el nimero de dtomos condensados N, es

mucho mds grande que uno, entonces Ny = <&gd0> <d0a0 1) =~ <&0d3> y tomamos Ny =

(dy) <c22;>, donde (4,) y <d;§) son complejos conjugados. Escogiendo los valores esperados como

reales se puede concluir que /N, = (Ag> (a0>

El método de Bogoliubov es una aproximacién de campo medio que consiste en reemplazar a

los operadores de creacion y destruccion con su promedio mds una fluctuacion tal que,

ay — /No+a,
&0 — \ NO + aAo
Ademads se minimiza la energia del gas con respecto al nimero de 4tomos condensados Np.

Tomando los términos lineales se obtiene el Hamiltoniano con fluctuaciones de orden 1, que es:
(ver desarrollo en el apéndice seccion(A.1.2)

(3.7

_ U
HY = (—So—u-l-ﬁONo)vNo(flg-i-do) (3.8)

En el minimo, la parte del Hamiltoniano que es lineal en fluctuaciones debe ser cero para
todo dg y dp entonces,

_ Uy
—Eg—HU+—Ny=0
0 H+Ns 0 3

d
u=—(2t Z cos(kja)) + Uono,
j=1
donde la densidad del condensado es ng = %’ Ademads para momentos muy pequefios kj — 0

y Z _,cos(0) =d. Se concluye entonces que para la aproximacion de menor orden:

17
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u = Ugng — 2dt = Upng — 2t 3.9

con z = 2d el nimero de vecinos. El potencial quimico es la energia necesaria para afiadir una
particula al sistema, por lo que afiadir una particula incrementa la energia debido a la interaccién
con las ng particulas en cada sitios, y reduce lo correspondiente al posible tunelaje a uno de los z
sitios vecinos.

El paso siguiente es determinar el Hamiltoniano efectivo H°, que contiene las fluctuaciones de
orden cero y dos. Después de hacer dlgebra, se obtiene (ver Apéndice, seccién|[A.1.3):

1 = A’i« A 1 A A AT A AT A
geft — (—zt—u+ iUono)No + Z(—sk — W)aya, + EUono Z(aka_k +4a;§ak + a_TkalT(). (3.10)
k k

Esta expresion puede simplificarse utilizando el conmutador (2.17)), sustituyendo (3.9) y escri-
biendo & = zt — &, lo que finalmente resulta en:

1 1 1 & + Upn Uopn a
eff 1 1 L wI SN k + Uono 01 K
H = 2UonoNo 2¥(Ek+Uono)+2§(ak,a_k)< Uorto €k+U0no) (ﬁfk) (3.11)

Para diagonalizar el término cuadrético en (3.11) se requiere de una transformacion de Bo-

goliubov dada por:
bx ug vk \ [ dk dag
A = + =B 3.12
(bj-k> (Vlt ”lt) (&-'k> (C‘A-Tk) ’ 12

donde es necesario que los operadores sigan cumpliendo la relacion de conmutacién [l;k, l?;;] =
[ay, dlt] = 1, por lo que se requiere que los coeficientes de la matriz B obedezcan (ver Apéndice,

seccion|[A.1.4):

) * — i) * = 1. (3.13)

Sustituyendo la ecuacién (3.12) en (3.11) y si exigimos que el Hamiltoniano se reduzca a la
forma diagonal

1 1 pET
He = —EUonoN() + 5 Z[hwk — (& + Uono)] +Zhwkbltbk7 (.14)
k k

debe cumplirse entonces que uk y vk sean soluciones de las siguientes ecuaciones,
(i) + (vi)*JUono — 2uievi (& + Uono) = 0, (3.15)

(| |* + [vi]*) (& + Uono) — (v + upevis) Uomno = hox. (3.16)

Utilizando la condicion de normalizacion en ((3.13]) podemos encontrar la solucién (ver Apéndi-

ce, seccion|A.1.5))

hog = \/Sk(ek —|—2U()n()). (3.17)
La forma explicita de los coeficientes uk y vk es:
1 (e +Upn
2 2 k 070
=== 3.18

18
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1 /e +Upn 1
2 k 0o
— _ (X TZ070 - 19
|uk| 2 ( hiog ) 2 (3.19)

A partir de obtener el valor esperado de los operadores con el Hamiltoniano efectivo podemos
calcular la densidad total, dada por:

1 i s
n= ﬁz<alﬁak> Her (3.20)
Sk

Para un gas condensado de Bose, la densidad consiste de dos partes: la primera es la densidad
asociada a la ocupacion macroscopica del estado base de una particula (es decir, el condensado).
La segunda parte es la densidad asociada a la ocupacion de los estados excitados de una particula
(parte no condensada). En este caso, la primera parte corresponde al pardmetro ng y la densidad
de la parte no condensada se determina haciendo el promedio sobre las fluctuaciones cuadraticas,
y es una funcién de ng. De la transformacién de los operadores mostrada en la ecuacion (3.12))

se tiene
ug —Vk l;.k ax
- = 3.21
(—v:; uk)(bfk) (dl)’ R

de manera que la transformacién inversa de los operadores es

Gy, = upby, — v, b’
P (3.22)
Aprovechando la paridad de los operadores y de los coeficientes puede calcularse el valor espe-
rado de la siguiente manera,

(ana) = (—vibi+ wbh) (b s — b))

—vi';ui;l;ki?_k + viﬁvklgklalt + ukui;l;:fkb_k — ukvkb_kalD
= (Vv (biby + 1) + uuihlby)

2 AR 2
= ((Ivi]* + |k *) by + i)

= (Jvi|* + |u|*) BBy ) + vk,

por lo tanto la densidad total es

{
{
= <_Vltul*<l;ki7-k + Vltvkl;kl;li + “k”lti’lzi’k - ”kvki’TkBD
{
{

1 o
n=ny+—Y [(\vk|2+\uk|2)<blﬁbk)+\vk|2 . (3.23)
Ns k70

La suma de los coeficientes la conocemos a partir de las ecuaciones (3.18) y (3.19) y ademads sus-
tituimos <b;§bk) por la distribucién de Bose evaluada en i@y, es decir por eﬁth—l Se encuentra

entonces que la densidad es

(3.24)

hen +LZ & + Upng 1 & + Uopng — hioy
TN\ ho ePhec— 2o ‘

En el limite de temperatua cero, § — o, asi que el primer término de la suma es cero

1 & +Upng —n
n:n0+_z k T Yonp — hx

N; K20 2hoy

)
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después en el limite continuo, es decir donde la suma se cambia por una integral,

/”/“ V &+ Uyng
n=nyg+—
N; /a 277:)

Haciendo cambio de variable de momentos k a q con

dk =
2hax ot

11 rme V(g +Uyno
st —7t/a (27[)d h(l)k

2 21\ ¢
k:—ﬂq — dk = (—ﬂ) dq,
a a

y sustituyendo también Ny = V /a?, la integral toma la forma de

41 /1/2 a? 27'L' &q + Uong
n=n, - - -
072 12V 27t o

n:n0—|—2/ <q+ 070 1)dq.

1/2 o

El resultado de la integral numérica (3.25) se muestra en la Figura donde se observa en
(a) que para el caso bidimensional la diferencia entre el llenado entero n =1.0 y semientero
n =0.5 es muy pequeila, aunque para el caso tridimensional (b) es un poco mayor. Sin embargo,
en ambos casos notamos que no hay ningin valor del pardmetro U /¢ para el cual se anule la
fraccion de condensado, lo que lleva a pensar que no hay transicion a la fase aislante, aunque
esto es incorrecto. La aproximacién de Bogoliubov no presenta una transicion de fase correcta
por lo que hay que considerar una teoria de campo medio diferente que pueda representar un
estado aislante inducido por las interacciones.

1.0
0.8}

0.6 .
£ 04}t 1%
g

02F "o ] N,

1> dq,

(3.25)
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U/t

5
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Figura 3.1: Fraccion de condensado g /n en una (a) red bidimensional y en una (b) red tridimen-
sional como funcién del parametro U /f donde la linea rayada corresponde a n=0.5 y la punteada
an=1.0 . Resultado tomado de van Oosten et. al. [16]]

3.2. Aproximacion de Desacoplamiento

Para describir la fase de aislante de Mott a través de una aproximacion de campo medio, es
necesario introducir un pardmetro de orden de superfluido y = /n; = <131T) = (b;) donde n; es el
valor esperado del nimero de particulas en el sitio i. Los valores esperados también se consideran
como reales. La teoria de campo medio se construye haciendo [16]

(b)(b,) =

20
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Sustituyendo en el Hamiltoniano de Bose-Hubbard (2.22)) se obtiene
A o 1 Abata A PPN
H=—tY (y(bl+b))—v*)+ EUoZbinjbi b —uY bib,. (3.27)
(i.7) i i
Para un nimero de dimensiones d el numero de vecinos mas cercanos, o nimero de coordinacion,
es 2d = z, asi que desarrollando la suma en el primer término de [3.27|se obtiene:

—t Y w(b] +b,)+ Y ty* =Y 2dy (b} +b;)+ Y 2dry’
(i.j) (i.J) i i
=—1zy Y (b +b;)+u Y i=—1zy Y (b} +b;) +2Nyy?,

donde Nj es el nimero de sitios en la red. Por lo tanto,

L1l

o o 1 PO PPN
H =~y Y (b +b;) + Ny + EUOZbTbTb. b~y bib;. (3.28)
l l l
Este Hamiltoniano es diagonal con respecto al indice de sitio i, por lo que podemos utilizar un
Hamiltoniano efectivo de sitio. Sean U = %, u= % y el operador de niimero 71; = bjbi . Notamos
que,

; — ;= (A = 1) = ([;j'-gi )’ _[;Zl;i - ];j[;i[;j[;i _[;j[;i :
Pero, '
bibih.b, = b} (b, b —1)b, =b]b.bib, —blb,,
entonces: 1
H" = —zy Y (b] +b; ) + aN,y* + SUo Xy (A = 1)~ Y
l l

Haciendo adimensional el Hamiltoniano dividiendo entre z¢ se obtiene:

| o o
HeT = EUZni (7, —1) —,uZni — l,l/Z(b} +b;)+ v
1 1 l

Este Hamiltoniano es vélido en cada sitio y por eso podemos omitir el indice para tener el Ha-
miltoniano de sitio:

1_ A

HT = SUA( - 1) —uia—y(b"+b)+ y>. (3.29)
3.3. Teoria de perturbaciones de segundo orden

Escribiendo Hf = H(©) 4+ wV con

1—

HO = _Un(h—1) — A+ y?
VA=) — Aty (3.30)
V=—0b"+b),

podemos notar que E,(,O) = %U n(n—1) — un, donde n es un nimero natural, es decir:
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EY =@

EY =T-2m
EY) =30 31
E\ = 6U —4n

Ahora si graficamos las rectas con x = £, se obtiene:

U?
EI(O) = —x

Eéo) =1—-2x

E3(0) =3_—-3x

EAEO) =6—4x

Eﬂ 1:| -
‘I"'--...H E-t
ey - --.._.“‘ﬁ L T n=0 "
- r --___'__..-l-_._"'__'-.,_,.::“'wz 3 4
iy __:-::T:-_.;:_-_ o —!1_-=_1

3 - HK“‘._ = n=2___
~n=3
“10f n=4

Figura 3.2: Energias para el estado base E,SO) = %U nn—1)—un

Observamos que el estado base sin perturbacion depende del intervalo en que se encuentre la
relacion %, y su energia sera:
0 0
EY = {E,S ) \n:o,l,z,...} |
nin

— Eé(,o) = —:, si

=

Analizando los intervalos vemos que si f < 0 —> Eg(o) =0,si0<u<

Q=
<

% <p< 2% == Eé(,o) =1- 2%, etc. En general:

(0):{ 0 sig <0 B (331)
§ sUg(g—1)—Tg siU(g—1)<H<Ug '

Calcularemos ahora la correccion a segunda orden para la perturbacion con la expresion

2
M (3.32)

@ _ .oy | (8]
E," =y
8 ;«g Eéo —E,(,O)

Y
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donde | n) denota la funcién de onda sin perturbacién con n particulas, y para la cual el estado
base esta dado por n = g. Como

(g|VIny={(g|c"+c|ny=(g|c"|n)+{g|c|n)y=Vn+1(g|n+1)++/n(g|n—1)
= Vn+16g,n+1+ﬁ6g,n—l7

entonces

2) (n+ D8 ni1  (7)Sgni
= + )
n;g Eé()O) . E;go) EgO) . E;go)

Evaluando el primer término de la sumaenn = g — 1 y el segundo en n = g+ 1 se obtiene:

Eq

2) (g) (g+1)
B =— o T o 0) ’
-0, D50,
donde
1— _
Eéo)—E[f,(l)l=—Ug<g—1)—ug—(§U(g—1)(g—2)—u<g—1))

Por otro lado,

1 _ _ _
Eg—Eg—l=EUg(g—1)—ug—(§U(g+1)(g)—u(g+1)=—Ug(g—1—g—1)—/~t(g—g—1)
por lo tanto,
(2) g g—|—1
oy — =
f U(g-1)-m -Ug+H

Si ahora escribimos a la energia del estado base como una expansion en ¥ obtenemos:

(3.33)

Eq(y) = ao(g,U, ) +a2(g, U, B) ¥ + O(y*).
Esta funcion es cuadrética, es decir una pardbola centrada en ¥ = 0y cuando a(g,U, &) > 0 la
funcién se minimiza para ¥ = 0. Si ax(g,U, 1) < 0 el valor que minimiza la funcién ya no es
cero, ¥ # 0. Esto significa fisicamente que a,(g,U, ) = 0 marca la frontera entre las fases de
superfluido y de aislante. Resolviendo para

_ 1
ar(g,UR) —EY = —5 4 811, (3.34)

Ug—-1)-p -Ug+p

resulta que

Hi:%(U(2g—1)—1)j:%\/U2—2U(2g+1)+1. (3.35)

La siguiente figura muestra una grafica de la ecuacion [3.35|para g = 1,2,3
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g=3

10 e

 g=1

.|...|...|...;...|...|..|.'.f
2 4 & B 10 12 14

Figura 3.3: Diagrama de fase para el Hamiltoniano de Bose-Hubbard obtenido por teoria de
perturbaciones. Los ejes son adimensionales

3.4. Diagonalizacion Exacta

La diagonalizacion exacta es un método numérico que ofrece un tratamiento a un problema
fisico de muchos cuerpos reduciéndolo a un problema matematico donde se expresa al Hamilto-
niano en cierta base [26]. En esta tesis se utiliza el método para observar las transiciones de fase
cuanticas del Modelo de Bose Hubbard extendido para 4tomos con espin § = 1 en redes dpticas
clésicas y en una cavidad 6ptica como se expresé en (2.23)). Para este problema de muchos cuer-
pos puede utilizarse la diagonalizacién exacta s6lo para sistemas pequefios debido a la enerme
dimension del espacio de Hilbert, dada por

(N+M—1)!
N'M—1)!"’
donde N es el nimero de 4tomos y M el ndmero de sitios en la red. Para ilustrar las implicacio-
nes de la ecuacién [3.36) consideremos el caso donde M = N. Si N =M = 8, 10, y 12 entonces
D(N,M) = 6432, 92378 y 1352078, respectivamente. Por lo tanto la diagonalizacién estandar
donde todos los elementos de la matriz estdn guardados y no existen simetrias tiene problemas
para N = M > 8 ya que los recursos de una computadora de escritorio son insuficientes.

D(N,M) = (3.36)

El uso de la diagonalizacién exacta surge de la necesidad de optimizar el proceso para obtener
valores y vectores propios de una matriz, en este caso de la representacion matricial H de (2.22).
Para reducir una matriz asociada a un espacio de Hilbert de dimension D a la forma UAU T
donde A es una matriz diagonal real y U una matriz unitaria, el tiempo que una computadora de
escritorio comtn se tomarfa serfa del orden de D? y el espacio en la memoria del orden D?. As{
que para dimensiones superando, por ejemplo D = 1,000,000, el problema consume demasiados
recursos. Sin embargo, fisicamente no es necesario obtener todo el espectro de energias del Ha-
miltoniano, ya que solo el estado base y algunos estados excitados de baja energia contribuyen
significativamente a la termodindmica del sistema a bajas temperaturas.

El método de diagonalizacidn exacta se basa en el algoritmo de Lanczos [27], que utiliza una
relacién de recurrencia de tres pasos para reducir una matriz simétrica H de tamafio L x L. Dado
un vector arbitrario inicial, llamado vector pivote vy, y tomando v el algoritmo produce en L
pasos una matriz ortogonal V = [v,Vy,...,vz] y una matriz tridiagonal Hj, tal que HV = VHj.
Los valores propios de H y Hy coinciden. En la nueva base Hy, es tridiagonal y es facilmente
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diagonalizable. Ademds puede demostrarse que los valores propios de Hy se aproximan muy
bien a los de H, con s6lo k < L iteraciones. La recurrencia de tres pasos es la siguiente [8]

wi) = Hlvi) = Bilvi-1,),
o = (viwj),
wi) =wj) — aulvi), (3.37)
Brir = llwjlly/ (wjw;),
Vig1) = |Wj>/ﬁl+1;

lo que lleva a la matriz

ﬁl (04] ﬁz 0 ... ... .. 0
H, = 0 ﬁz (04) ﬁg 0 ... .. 0

0 0 0 0 B2 ar2 Pr

0 0 O 0 0 pBr1 o

Convenientemente para nuestro problema, los valores y vectores que convergen primero son
los extremos. En este trabajo se aplica el método de diagonalizacién exacta y al final se encuentra
el estado base y algunos estados excitados utilizando la paqueteria Armadillo para C + 4, la cual
invoca al algoritmo de Lanczos a través de ARPACK.

El espacio de Hilbert correspondiente al problema central de este trabajo es de dimension
ain mas grande, ya que cada dtomo tiene 3 proyecciones de espin, lo que podemos interpretar
como si hubiera 3M sitios en la red con N dtomos. La dimensién se modifica entonces a

N+3+«M—1)!
D= ( ) , (3.38)
N!(3xM—1)!

donde el factor de 3 que multiplica al nimero de sitios proviene de las tres componentes de

espin que puede tener el &tomo en cada sitio.

3.4.1. Generacion de la base

Utilizando la notacién ns ; donde o es la proyeccion de espin 1,0 6 —1 e i es el i-ésimo sitio,
definimos la base natural por el nimero de ocupacion de particulas por sitio

{Ini1, no1, no11, nip, no2, 12, ...n1 M, NoM, R—1M )},

a través de los operadores de nimero

Ari | N1, o1, Rot1s oM, BoM, Rei M ) =01 | R11, 00,0, Bl 1, RMs BOM> B—1.M )
Aoi | M1, 101, N—1.1, s UM, BOMs R—1 M ) =10 | P11, 001, N—1.1, -, R1M, ROM, N—1.M )

A_1i| N1, RO, N—1,1s o, UM, BOM, N—1p ) = N1 | R11, 10,1, R0, o1 M BOM, R—1 M ),
(3.39)
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con ng; > 0. Se trabaja en el espacio donde el nimero de particulas es fijo:
M
Zno-ﬂ = N_ (3.40)
o,i

Es necesario enumerar todos los vectores de la base que satisfacen la constriccién (3.40).

Notemos que es posible ordenar todos los vectores de la base [26]]. Para dos vectores diferentes
|ny,no,...,n3n) y A1, 72, ...,i3) debe existir cierto indice 1 <k <M — 1 tal que n; =7; y ny # iy,
para 1 <i<k— 1. Diremos entonces que |ny,ny, ...,A3y) €S SUpErior a |7y, Ay, ..., A3p) Si ng > 7.
Esto define un orden sobre todos los vectores de la base, donde |N,0,...,0) es superior a todos y
|0,...,0,N) es inferior a todos.
Es posible generar todos los vectores de la base en orden descendente a partir del vector superior
utilizando el siguiente algoritmo. Sea un vector |ny,ny,...,n3y) con ny < N, supongamos que
ng 70y n; =0 para todo k+ 1 <i < M — 1 entonces puede construirse el siguiente vector
1,72, ...,i3y) a partir de las reglas:

m gi=njparal <i<k—1;
w7 =n,—1;
. ﬁkH=N—):i~‘:lﬁ,-yﬁi:0parai2k—l—2.

Las ventajas de este procedimiento son que se necesita un solo ciclo para generar la base, y
que cada vector puede guardarse en una matriz A de dimensiones D x M. De esta forma en la fila
v de la matriz A se encuentra el vector

|v> = |n171, nogn-i1,1 --- 11.m, o.M n—l.,M>'

Un ejemplo de la configuracion de vectores de la base para el sistema sencillo donde M = 2
y N =2 que satisfacen la constriccion (3.40) y generado con el algoritmo descrito anteriormente
se muestra en la Tabla[3.11

3.4.2. Construccion de la matriz Hamiltoniana

Para determinar la representacion matricial H del Hamiltoniano de Bose Hubbard (2.22) en
esta base es necesario calcular los elementos de matriz

Hy, = (u|lH|v). (3.41)

Al determinar la matriz H notamos que es muy poco densa, es decir que hay a lo mas 6M + 1

elementos distintos de cero por columna. Es importante no guardar todos los elementos en una
matriz densa ya que cuesta memoria del orden de D?. Si se determinan las posiciones de los
elementos distintos de cero y sus valores, entonces podemos guardarlos en una matriz tipo sparse,
que sOlo requiere memoria del orden de D.
Para determinar la matriz hay que tratar al Hamiltoniano por separado entre la parte que es
diagonal y la que no lo es. Esto también es util cuando queremos cambiar las cantidades Uy, U;
y t en los cédlculos numéricos para estudiar las transiciones de fase. La parte mas complicada es
la no diagonal, es decir la del término de tunelaje. El método se basa en encontrar qué vector de
la base |v) se conecta con otro vector |u) después de que los operadores éjd ; actuan sobre €l. Sin
embargo, lo que realmente importa es la posicion de ambos vectores dentro de la base tabulada
en la matriz A, mds precisamente el nimero de la fila en la que se encuentran.
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v nyp Npl R-11 Nip N2 N—12
1 2 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 0 1 0 0 0
4 1 0 0 1 0 0
5 1 0 0 0 1 0
6 1 0 0 0 0 1
7 0 2 0 0 0 0
8 0 1 1 0 0 0
9 0 1 0 1 0 0
10 O 1 0 0 1 0
11 O 1 0 0 0 1
12 0 0 2 0 0 0
13 0 0 1 1 0 0
14 O 0 1 0 1 0
15 0 0 1 0 0 1
16 O 0 0 2 0 0
17 O 0 0 1 1 0
18 O 0 0 1 0 1
19 O 0 0 0 2 0
20 O 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 2

Cuadro 3.1: Vectores de la base para N = 2 particulas con tres proyecciones de espin y M = 2
sitios

Para evitar comparar elemento por elemento se recurre a la técnica de hashing, que consiste en
asignar una etiqueta a cada vector a través de una funcién T

|x) = T(|x)), (3.42)

donde la etiqueta 7T'(|x)) debe ser unica para cada vector. En otras palabras, se construye un
mapeo uno a uno entre las filas de A y un vector que contenga todas las etiquetas. La funcion
utilizada es [26]

M=

I
—_

T(v) = )_(Inp)ny, (3.43)

l
con p; = 100 i+ 3.
Dado un vector de la base |v) podemos calcular su etiqueta de acuerdo con la ecuacion (3.43))
y buscarla entre el vector que contiene todas las etiquetas de la base para encontrar su posicion
v. Adicionalmente, si ordenamos las etiquetas de manera ascendente o descendente el nimero
de pasos que tardard en encontrar su posicion serd a lo mas log, D intentos gracias al método de
biseccidn, que es una ventaja considerable a no ordenarlo, ya que tomaria en promedio D/2 in-
tentos encontrar la etiqueta. Considerando que D puede ser del orden de 10°, entonces el niimero
de intentos para encontrar la etiqueta en una base ordenada es aproximadamente 13.
Asi que se ordena la base de acuerdo al valor de la etiqueta de cada vector y se guarda en una
nueva matriz, que es a la que aplicaremos los operadores. Se determinan los elementos distintos
a cero columna a columna. Es necesario tener una lista de indices de vecinos mds cercanos pa-
ra poder sumar o restar una particula a la ocupacion del sitio. Para un vector arbitrario |v), los
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operadores de tunelaje actian de la siguiente manera
ala;|v) =/ (ni+Dnj |.omi+1,.n;—1). (3.44)

Después de realizar la operacion para todos los pares de indices {i, j} de vecinos més cerca-
nos, se calcula la etiqueta de todos los vectores y se busca en la lista de etiquetas ordenadas. Si se
encuentra una coincidencia en la posicién u, entonces sabremos que la entrada de la parte de la
matriz Hamiltoniana correspondiente a la energia cinética (u,v) es distinta de cero y su valor es

(n;+ 1)n;. De esta manera podemos guardar sélo la entrada y su valor en una matriz dispersa

(sparse). Siguiendo la misma técnica calculamos también la parte no diagonal del operador S?
(2.30).
Para las partes del Hamiltoniano correspondientes a los operadores de nimero las representacio-
nes son diagonales asi que basta hacer una suma por columnas de los sitios correspondientes y
después transformar el vector resultante a una matriz dispersa diagonal. El Hamiltoniano com-
pleto (2.23) se obtiene sumando cada una de las partes y dejando los parametros ¢, Uy, U, como
variables.

3.4.3. Cantidades observables

Obteniendo el estado base |yp) de la matriz Hamiltoniana pueden calcularse cantidades ob-
servables realizando el calculo de valores de expectacion. La cantidad observable mds simple es
el nimero de ocupacion promedio del sitio 7 [28].

(i) = (wolii| wo). (3.45)

Para una red translacionalmente invariante, el nimero de ocupacién promedio es el mismo en
todos los sitios e igual al factor de llenado N /Nj.

Sin embargo, la estructura del estado si cambia dependiendo de los parametros Uy y 7. Una
cantidad que nos ayuda a estudiar estos cambios es la de las fluctuaciones alrededor del nimero
de ocupacén, dadas por

A= \/<ll/0|ﬁ,2\llfo> — (Wil wo)*. (3.46)

El niimero de fluctuaciones es grande cuando |yp) es una superposicién de muchos estados

|n1,...,np) ya que diferentes nimeros de ocupacion existen en el sitio i. En cambio si el estado
base es solo un estado, las fluctuaciones son cero.
Ademas de las cantidades anteriores existe una mas compleja que contiene informacion de las
propiedades fisicas del gas ultrafrio en la red. Para ayudarnos a definir a un condensado de Bose-
Einstein a través del estado base de un sistema de muchos bosones interactuantes, consideramos
la matriz de densidad de un cuerpo asociada a |yp) [28]:

i) = (wolala; yo). (3.47)

Los vectores propios de la matriz de densidad de un cuerpo describen los llamados orbitales
naturales y sus valores propios a los nimeros de ocupacién. De acuerdo con Penrose y Onsager
[29]], un condensado de Bose-Einstein esta presente si uno de los orbitales naturales estid ocupado
macroscépicamente. Eso significa que la proporcién entre el nimero de ocupacién y el nimero
total de particulas es finito en el limite termodindmico, es decir cuando N /N; — . Esta propor-
cion es la fraccién de condensado f. = N./N. De la normalizacion de la matriz de densidad de

(1)

un cuerpo tenemos que Trp;;* = Ny para cualquier sistema existe un valor propio igual o mayor
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al factor de llenado. Por lo tanto la fraccién de condensado f, siempre es mayor que 1/N; y no se
anula en sistemas finitos. Obtenemos la fraccion de condensado calculando la proporcién entre
el valor propio mas grande de y el niimero de sitios de la red.

3.5. Sistemas espinoriales

Al extender el Modelo de Bose-Hubbard a particulas de espin-1 es necesario modificar tam-

bién las herramientas para su andlisis. Discutiremos en particular la aproximacion de desacopla-
miento y la diagonalizacion exacta.
La teoria de campo medio para bosones con espin a temperatura cero busca obtener el diagrama
de fase y observar la transicion de fase Superfluido-Aislante de Mott. Ademas de ello, las fases
superfluidas pueden ser ferromagnéticas o antiferromagnéticas, dependiendo de cémo la inter-
accion de espin favorece o desfavorece la formacion de singletes. Partiendo del modelo de Bose
Hubbard para espin-1 (2.23)) se desacopla el término de tunelaje para obtener un modelo efectivo
por sitio y después resolverlo de manera autoconsistente. Utilizamos la aproximacion [22]:

(b= BL.)) (Boy — by ;) ~0 (3.48)

donde (O) denota el valor esperado del operador O. Despejando tenemos:

AL A A J A AL A A.‘. A
bl g i~ (bl Vb i+ bl by ;) — (BY )by - (3.49)

Para analizar las fases superfluidas se introduce un pardmetro de orden superfluido

Yo = (bl ) = by, (3.50)

para o = 1, 0, y -1. Estos pardmetros son reales ya que los estados de equilibrio tienen fases
uniformes para una red dptica cldsica. Dada la aproximacion de desacoplamiento ([3.49)), el Ha-
miltoniano (2.23) puede escribirse como una suma de Hamiltonianos por sitio, que se denotan
como HI-MF , donde

U U A A
MF 0~ a Y A T 2
HY = Dy (= 1) + 5 (87 = 201) — it — o (bm. +b67i> +Y vl (3.51)
(o2
La escala de energia se escoge haciendo zt = 1, donde z es el nimero de vecinos mds cer-
canos. En las fases superfluidas, al menos uno de los pardmetros Y, es distinto de cero. Los
resultados obtenidos numéricamente de manera autoconsistente (Figura muestran distintas

fases de superfluido.

Up=12, U,=—0.36

1.2
1.0
0.8 ‘ — '7”1:'7071
0.6 Y2

Ps
0.2/ | £
0.0,

5 10 15 20 25 30
u

Figura 3.4: Valores de los pardmetros superfluidos en la teoria de campo medio.

29



Capitulo 4

Resultados

4.1. Redes opticas clasicas

Se realizé la simulacidn de un sistema de particulas con espin-1 en seis sitios para una red
Optica bidimensional con dos filas y tres columnas. Para ello se utiliz6 la técnica de diagona-
lizacién exacta para el Hamiltoniano de Bose-Hubbard de espin-1 con nimero de particulas
constante (ecuacion (2.23))):

A=—t Y (b] by ;+bl bs,)+ % Y A — 1)+ % (82 —24). (4.1)
(i.j).,0 i i

La dimensién del espacio de Hilbert de acuerdo a la ecuacion es D =100,947. Dada
la naturaleza espinorial de los d&tomos, puede distinguirse en el sistema la configuracion antife-
rromagnética y ferromagnética. El caso antiferromagnético corresponde a cuando el pardmetro
U, es positivo, y el ferromagnético cuando es negativo. En ambos casos se trabajé con una red
con llenado conmensurado, con nidmero de particulas N igual al nimero de sitios Ny y nimero
promedio de particulas por sitio igual a uno.

4.1.1. Caso antiferromagnético

Los calculos se realizaron para los pardmetros Uy = 1 y U =0.3, tomados de las referencias
[30[, [31] y [32]. Se realizaron las mediciones de los nimero de ocupacion de componente por
sitio (Y 1) /Ny y las fluctuaciones Ag ; alrededor de este nimero. De la Figura vemos
que la ocupacion promedio de las tres componentes 0 = 1,0, —1 se mantiene igual al variar
el parametro ¢. Es decir, no existe ningiin rompimiento de simetria de espin. De la Figura
vemos que las fluctuaciones totales alrededor del nimero de ocupacién son andlogas a las de un
sistema no espinorial en una red 6ptica cldsica. También se observa que la componente ¢ = 0
tiene fluctuaciones ligeramente mayores a las de ¢ +- 1.

También se calcul6 la magnetizacién, que es

mz; = Z<W0|§z,i’l//0>> 4.2)

1

pero ya que en el caso antiferromagnético la magnetizacion se anula, como se ve en la Figura
se hizo también el cdlculo elevando al cuadrado el operador S, es decir m? = ¥;(y |S§7i| Vo)

Se midi6 también el valor esperado del operador $2, que estd escrito con todos sus términos en

la ecuacion (2.30),
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Figura 4.1: Cantidades observables en una simulacion de 6 atomos en una red Optica clasica de
2 por 3 sitios para la configuracién antiferromagnética U, >0y € < 0.

(8% =Y (wolSF 1 wo), 4.3)

1
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Figura 4.2: Valores esperados de S2,m. y m , para un sistema espinorial de seis particulas en seis
sitios en una red dptica clasica.

4.1.2. Caso ferromagnético

En el caso ferromagnético U, < 0 y se realizaron los cdlculos numéricos utilizando los
parametros Uy = 1, Uy = —0,03, siguiendo a [30], [31], [32]. Ya que el estado base es alta-
mente degenerado, se requiere agregar dos términos infinitesimales al Hamiltoniano que
rompan esta degeneracion. El primero es €} ;7 ;, con € negativo y del orden de 10~ Este ter-
mino maximiza la componente de espin 0 = 0 en la fase de aislante de Mott. Adicionalmente
tenemos el término €Y, 2 %, con € positvo y del orden de 10~ —4. Este término garantiza que las
componentes ¢ = £1 se mantengan iguales. Por lo tanto, el Hamiltoniano analizado es:

A ~ U A A
A=—1 Y (bl by +bl by += Zn, — D)+ 5 Y8 - 200) —e Yo +e )8
1 l 1

(i.j),0
(4.4)
De manera congruente con [30], observamos de manera cualitativa en la Figura que en
la fase de Aislante de Mott la componente ¢ = 0 es maxima y en la fase superfluida ésta dismi-
nuye y la ocupacion de o + 1 crece, tendiendo a ser la mitad de la ocupacién de ¢ = 0.
En cuanto a las cantidades medidas de ($?), m, y m , mostradas en la Figura H tamblen corro-
boramos los resultados de [30]], vemos que ($2) se maximiza y en el Aislante de Mott ($2) = 8
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Figura 4.3: Valores esperados de $2,m. y m%, para un sistema espinorial de 4 particulas en 4 sitios
en una red Optica clasica de dos dimensiones.
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(b) Ocupacién de cada componente de espin

Figura 4.4: Simulacién de 4 atomos en una red Optica clasica de 2 por 2 sitios la configuracion
ferromagnética Uy < 0.
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4.2. Redes opticas cuanticas

Partiendo del modelo efectivo para sistemas espinoriales ultrafrios dado por la ecuacion
y que denotaremos como H, que realiza mediciones para la proyeccién x, nosotros propo-
nemos un modelo andlogo en la proyeccion z, ya que la forma del operador S, (ecuacién (2.29))
permite analizar de manera mas sencilla la estructura de los estados. El modelo se denota con
FCyes

2
PN PP U A
_ i t 0 N2, 8
H = —t (Z)‘, (b ibo j+ b5 jbo i) + = L) + ]72 Y8 (4.5)
l?] 76 l l
y esté relacionado con (2.33) a través de la rotacién de operadores de espin A = UyT U, , con
U, = e%Sy.

Se realiz6 la construccion de la matriz Hamiltoniana de acuerdo al procedimiento descrito
en el Capitulo 2 para realizar la diagonalizacion de ella. La dimension del espacio de Hilbert de
acuerdo a la ecuacién (3.38) es D =100,947. Se analizaron los casos antiferromagnético, donde
g: > 0, y ferromagnético donde g, < 0.

4.2.1. Caso antiferromagnético

En el caso antiferromagnético del sistema agregamos un término infinitesimal al modelo (@.5])
debido a que el estado base es degenerado y las mediciones numéricas fluctiian porque se escoge
aleatoriamente uno de estos estados para realizar el calculo de los valores esperados. El término
infinitesimal agregado es €)7o ; y entonces el modelo efectivo es el siguiente

2

A A ~ ~ UO A g & n

Har ==t Y. (B oo ;+b5 be)+ 5 L)+ ]% Y Su| +eY g, (4.6)
(i.j).0 i A i

Los célculos se realizaron para el parametro Uy = 1 y g, = 0,6, ademds de analizar € posi-

tiva y negativa. En ambos casos se midieron los niimero de ocupacion de componente por sitio
(Y ne.i)/Ns y las fluctuaciones Ag ; alrededor de este ndmero.
En la Figura se muestra como el nimero de ocupacién promedio de las proyecciones de
espin en el sistema para € < 0. Observamos como la inica componente ocupada es lade o =0
y se mantiene igual al variar el pardmetro ¢, hasta que ocurre un rompimiento de simetria alre-
deor de r =t. ~0.2 y las tres componentes colapsan a misma ocupacion, donde naturalmente las
tres son (Y, ns ;) /Ns = 1/3. Las fluctuaciones alrededor de esta cantidad mostradas en la Figura
son congruentes con el numero de ocupacién. Para valores menores a t = ¢, ~0.2, la unica
componente que contribuye al total de fluctuaciones, es decir la linea punteada roja, es la de las
fluctuaciones en la componente o = 0. Después del rompimiento de simetria,r > ¢, existe una
contribucidn igual por parte de 6 = 1y 0 = —1, lo que resulta en un cambio de concavidad
en la curva de las fluctuaciones totales. Es entonces que las tres componentes contribuyen a las
fluctuaciones de igual manera.

Fijandonos ahora en el caso € > 0, notamos que no hay rompimiento de simetria pues las
ocupaciones de componentes ¢ = =+ en la Figura[4.7b|se mantienen iguales al variar el pardmetro
t. Lo que ocurre en este caso es una inversion de la componente ocupada, esta vez son 6 = —1y
o = 1 quienes minimizan la energia del estado base y (Y. n_; ;) /Ny = (¥ n1 ;) /Ny =0.5. Cuando
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Uy=1,4,=0.6,e<0
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(b) Ocupacién de cada componente de espin

Figura 4.5: Cantidades observables en una simulacion de 6 atomos en una red optica de 2 por 3
sitios en una cavidad para la configuracién antiferromagnética g, >0y € < 0.

analizamos las fluctuaciones correspondientes a este caso en la Figura|d.7a] observamos que para
t < 0,2 las fluctuaciones de las componenentes ¢ = —1 y 6 = 1,marcadas con la linea punteada
amarilla, son mayores que las de la suma de las componentes, marcadas con la linea punteada
roja. Ya que las fluctuaciones cuadradas alrededor de 7 se definen como:

A = 2cov(fy i, A1) +2c0v(fo i, A1 i) + 200V (Ao i A1) + Ai(Ro ) + Ai(A1i) + A1),
4.7)
donde la covarianza de dos operadores X y ¥ es cov = (X¥) — (X)(¥), encontramos que ésto
solo puede ser posible si las correlaciones entre las componentes ¢ £ 1 son negativas, ya que
cov(fig i,/ ;) = cov(fg,Ai—1,;) = 0. El calculo de éstas correlaciones se muestra en la Figura
4.6l El hecho de que sean negativas nos indica que al variar la probabilidad de tunelaje 7, una
aumentard y la otra disminuird instantdneamente. A ésto se le conoce como un estado enredado,
equivalente a decir que los estados que lo componen no pueden separarse [33]].
Concluimos entonces que el efecto del término € ¥; S; en las ocupaciones de las componentes
de espin 6 = +1 es:
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Up=1,g:=0.6,e>0
0.00 T T T T
-0.05
-0.10
-0.15
= 1 cov
e J“"*_* i
s
-0.20 ","
-
=
—0.254 71—+—+—-—~.——-——t—*’*’.’
0.01 0.02 0.05 0.10 0.20 0.50
t
Figura 4.6: Correlaciones medidas entre las componentes ¢ = 1 y 6 = —1 para el caso antife-
rromagnético con € > 0
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(b) Ocupacién de cada componente de espin

Figura 4.7: Simulacion de 6 atomos en una red Optica de 2 por 3 sitios en una cavidad para la

configuracion antiferromagnética g, > 0.
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e>0—pr=p_1=1/2
= — 1t << 4.8
e <0—s P1 P—1 0 S%Z‘NO.Z ( )
pP1=pP-1= 1/3 51t20.2,

donde p_| = ﬁ2i<ﬁ—l,i> Yp1= ]\%Zi<ﬁ1,i> .

s

4.2.2. Caso ferromagnético

Para el caso ferromagnético donde g, < 0, el término que utilizamos para romper la degene-
racion del estado base es €5, asi que el modelo efectivo es de la forma

Hgg=—t Y. (bl by +b% by )+ % Y (i) + ]% Y SZ+e) S (4.9)
(i.j),0 i S i

Lo que obtuvimos en esta configuracion fue que el sistema es equivalente a tener una sola
componente de espin polarizada ¢ £ 1. Si nos fijamos en la Figura podemos ver que para
€ > 0 la unica componente ocupada es 0 = 1 y asi permanece para toda . Las fluctuaciones
correspondientes se muestran en la Figura son congruentes a la afirmacién anterior pues
son iguales a las del modelo de Bose-Hubbard, y la tnica contribucién es la de la componente
ocupada o = 1. Al cambiar el signo de € lo que sucede es que la componente que se maximiza
ahora es 6 = —1, como podemos ver en las Figuras y pero el sistema sigue siendo
equivalente al de € > 0.
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Figura 4.8: Simulacién de 6 d4tomos en una red Optica de 2 por 3 sitios en una cavidad para la
configuracion ferromagnética g, < 0.
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Figura 4.9: Simulacién de 6 d4tomos en una red Optica de 2 por 3 sitios en una cavidad para la
configuracion antiferromagnética g, > 0.
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Capitulo 5

Conclusiones

Dado el interés en llevar los experimentos de gases atdmicos ultrafrios a regimenes de nuevas
interacciones y potenciales, se planted un sistema espinorial en red dptica dentro de una cavidad
Optica. El objetivo de este trabajo fue estudiar el Modelo de Bose Hubbard para d&tomos con espin
total 1 y proyecciones de espin mrp = —1,0,1 en cavidades 6pticas de alta reflectancia a través
del método de diagonalizacidn exacta para observar las propiedades de sus transiciones de fase.
El problema se encuentra dentro del campo de estudio de gases atomicos ultrafrios en la fisica
cuantica de muchos cuerpos.

Se derivo el Modelo de Bose - Hubbard para particulas sin espin partiendo de los principios
fisicos donde se aplica su estudio: los bosones en redes Opticas. Se presentd también el modelo
extendido para bosones de espin-1 que se utiliza cuando las trampas que contienen los gases no
tienen un campo magnético externo, es decir que son puramente Opticas. Se afiadi6 finalmente
el modelo que es el objeto de las simulaciones numéricas posteriores, un modelo efectivo para
sistemas espinoriales dentro de una cavidad Optica.

Se realiz6é un repaso bibliogréafico sobre las herramientas de andlisis para el modelo de Bose-
Hubbard sin espin que incluye a la aproximacion de Bogoliubov, la aproximacién de desacopla-
miento, la teoria de perturbaciones de segundo orden y un método numérico, la diagonalizacion
exacta. Posteriormente se indicé como puede extenderse el uso de la aproximacién de desaco-
plamiento y la diagonalizacion exacta a sistemas espinoriales.

Los resultados comienzan mostrando cédlculos numéricos de cantidades asociadas al Modelo de
Bose-Hubbard para particulas de espin-1 en redes Opticas cldsicas a través del método de diago-
nalizacion exacta. El sistema estudiado en el caso antiferromagnético es de seis particulas en seis
sitios, mientras que en el caso ferromagnético la red fue de cuatro sitios con cuatro particulas. Se
corroboraron los resultados de [30] y [31].

Como estudio principal de la tesis se realiz6 la simulacién de un sistema de seis particulas en
una red dptica de seis sitios en dos dimensiones. Siguiendo el procedimiento para realizar dia-
gonalizacidn exacta, se construyd la matriz Hamiltoniana asociada al modelo, donde el espacio
de Hilbert es de dimension D = 100,947 estados. Después de diagonalizar y encontrar el esta-
do base se calcularon las cantidades de nimero de ocupaciéon por componente en cada sitio y
las fluctuaciones alrededor de ese nimero. Se encontré que para el sistema antiferromagnético
existe una configuraciéon que produce un cambio de simetria de espin al incrementar la pro-
babilidad de tunelaje entre los sitios de la red. Existe otra configuracién donde el estado base
presenta anticorrelaciones entre sus componentes, lo que significa que es un estado enredado.
Para el sistema ferromagnético se concluyd que su configuracion es equivalente a la del modelo
de Bose-Hubbard sin espin.

Como trabajo a futuro se pretende calcular més cantidades asociadas al sistema, como puede ser
el grado de enredamiento. Ademds se pretende trabajar con sistemas mds grandes, por ejemplo
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de nueve particulas en nueve sitios, empleando técnicas para reducir el tamafo del espacio de
Hilbert porque presenta un reto computacional diagonalizar una matriz tan grande.
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Apéndice A
Algunos desarrollos

A.1. Aproximacion de Bogoliubov

A.1.1. Desarrollo 1

Sustituyendo las relaciones (3.1)) en el Hamiltoniano de Bose Hubbard (2.22)) y suponiendo
que tenemos una red ctibica con distancia de red a se obtiene
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d
Ze—i(k~r1_k/,rj) _ Zexp{(—i(k-k’) 1)} (Z ZCoskma>
(1) f =
d
= NS (Z 2coskma> :
m=1

Por lo tanto el primer término de la suma en el Hamiltoniano de la ecuacién (A.1) es

L d
_ZZ Z (\/_\/_) k/ake lk-l‘ielk Yj — ¢ Z k,ak (NSSk,k’ n;12COSkma)

(1j) kK kk’

=—1) &a, Z 2coskpa.
k m=1

En el segundo término de (A.1]) se encuentra la siguiente suma

Ze_i(k.ri) (K r) iK1 (K" ) Z o i((RH(R"+K)ry)

i i

NGk K74k

entonces dicho término es igual a
N2 5 U() Z Z Z Z akak,ak,,ak///Ns 5k+k’ k”+k"’
k/ kll k///
1 Uy

Z Z Z Z aA]iaAk/ a’\k// ak/// 5k+k’ k//+k///

k kl k// k///
El dltimo término del Hamiltoniano es simplemente

2 2
A KT 1 A A
() e = () v

k,k'
AT A
u Zakak7

por lo tanto la expresién del Hamiltoniano (A. 1)) se reduce a la ecuacién (3.4)

d
=—tY aia, Y 2coskna+ ——ZZZZakak,ak,/ak,,,&Hk/ KK — uZaf(ak (A.2)
k m=1

S kl k// k///

A.1.2. Fluctuaciones de orden 1

Haciendo la sustitucién de los términos (3.12)) en la expresion para el Hamiltoniano de Bose
Hubbard se tiene

H =(—%g— 1) (v/No+dy)(v/No +do) +—— No+a3)(v/No+a3) (v/No +aq) (v/No + )

=(—€0 — 1) (No + /Nody + \/No+aj,au, +—— (No+ /Nody + dgr/No + ajag)
<N0+ \V N()ClAO +ClA0\/N() ‘l‘Cleél\O

_ 1 Uy T A A A A
=(—€p— ) N0+\/N0a0+a \/No—i—aoao +_ﬁ N0—|—2\/N0a0+a2;a:§ ) (No + 2~/ Nodg + dgdy) -
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Desarrollando el ultimo producto se obtiene

(No+2v/Noy + ) (No +2/Nodo + dod) = N§ +2d4Ny* + Nodgdlo + 2Ny al + 4Noajdy
+24/ Noézgdodo + Noaoa0 +2ay/ Noaoa0 + aoaoaoao,
(A3)

donde los términos subrayados corresponden a los términos lineales. En esta aproximacion
nos quedaremos solo con ellos, es decir

_ . 1U R
0 (o R 09+ B 1)

por lo tanto el Hamiltoniano con fluctuaciones de orden 1 resulta en la expresion (3.8)

_ U
Huuzpfo—u+7$N@\m%m;+%y (A4)

A.1.3. Determinacion del Hamiltoniano Efectivo

El Hamiltoniano efectivo contiene las fluctuaciones de orden cero y orden dos. Para obtener
el orden cero se sustituyen los operadores de creacion y destruccion en el Hamiltoniano por

VR 1 Uy
(0) — (_F— ks
H (—€o IJ)N0+2NN07
1
HO = (—z—pu+ 5 Uono)No. (A.5)

Ahora, para obtener el orden dos se escriben todas las combinaciones en (3.6)
2 _Z = At A
woZ):ZZ (G )ty + (L Yy + (G Y + (@) 8LAL ) S e
et e \ VK LNEY kG ) e Gy T Ny Gy ) Ay Gy T Gy ) Ay Ay | Ok K +k
K K’k

y se sustituyen dos operadores a la vez por Ny. Entonces el término que contiene las sumas es
igual a
1 Uy
2 N ZZ];; <NOak//ak/// +N0ak’ak” +N0akak/// +N0akak’> 6k+k/ K+K - (A6)
K k' k

Las condiciones para que la Delta de Kroenecker no sea cero son

k+kK =K’ +K”, (A.7)

lo cual implica que si tales condiciones son iguales a 0 entonces k = —K’ y K” = —K"”. Aplicando
estas condiciones al término se obtiene

1 Uy
2 N NO ZZ ZZ (akak/ + ak/ak// + akak/// + Clkak,> 5k+k/ k// k///
k/ k// k///

:Eno Z Z Z Z (aAkaA_k + aAl;/aAk/ + aAL/ aAk// + aAltaAk + dlt///a’\k/// + d:ldii) 5k+k/,k”+k"l .
k k/ k// k///
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Finalmente se suma sobre k y se obtiene que las fluctuaciones de orden 2 es

_ 1
k

El Hamiltoniano efectivo se obtiene sumando la parte de orden cero (ecuacion y la parte
de orden dos (ecuacién

1 _ 1
HM = (—zr—p+ EUono)No +) (—&— u)akak + 2Uonoz Axd-k +4akak +a kalT() (A.9)
k

Sea g = zt — €, entonces

(—€x— ) =& —z2t — U =& —zt — (Upnp — zt) = & — Upny, (A.10)
ademds —zt — u = —Upng. Sustituyendo estas relaciones en el Hamiltoniano efectivo (A.9) se

tiene que

1 1 1
Uono)No + Z & — Uono)akak + = Uno Z4akak + 2Uono Z a4 a, +a kak)

H = (—Ugno + = 3

_ 1 o A KU ORI St
= — EUOHONO + Z Skakak Uonody ay +2Unya, a, + EUOnOaka-k + EUO”Oa-kak

1 1 1
= — EUonoNo + Z [ekakak + Uonoakak + = > Uonod  ay + > Uonoa?kalt]

1 At A 1 A 1 At At
= — EU()I/LON() + Z (Sk + U()n()) (akak) + EUonOa-kak + EUonOa-kak
k

1 1 1
= —SUonoNo+ ¥ (8 +Uno) (a4l — 1) + 3 Uonod i, + 5 Uomod
k

2
1 A oAt 1 AA 1 AT AT
= —EU()H()N() + Z (& -+ Uono) (akak) — Z (ex + Uong) + EUO”Oa-kak + EUnOa kK
k k
1 1 1 R A o
= —EUOHONO 3 Z(&‘k + Uol’lo) 5 Z<8k + Un()) (akal — a;;ak) + Z (Sk + Ul’l()) aka;;
k k k
1 Ao 1 NN
+ EUO’lOa-kak + EUonoa_kak
1 1 1 . 1
= —=UpnoNo — = Z(Sk +Uono) + = Z &k + Upno) ay ;Q - Z & + Uonp) akak
2 2 " 2 T 2 m
1 A 1 At AT
+ EUO”Oa-kak + EUO”Oa-kak
1 1 1
= _EUOHONO — E Z(Sk + U()n() i Z & + U()I’l() ka kT Z & + U()I’lo)akak
k k

1 o 1 A At
+ EUQnOa-kak + EUO”OC‘.k“k

1 1 'y (e + Uono) &, + Uono (4’ )
= ——UpnoNog — = &+ U()I’l() + ( : ) ( ) k
5 > Z( Z Uonody + (& + Uono) (a Tk)

Podemos reescribir al Hamiltoniano efectivo como la expresion (3.11))

1

1 &+ Upn Upn ag
eff _ 1 1 ATA k + Uong 010
H = —UonoNo 2;(8k+U0n0 + = Z ( Uoro & +U0n0) (ﬁfk) (A.11)
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A.1.4. Condicion de los coeficientes

Escribimos el conmutador de los operadores para obtener la condicion que los coeficientes
deben cumplir.

b 5] = bib, — By
= (ua +viely) (updy + vidy) — (uisd) +vidy) (e + vidy)
= ukuf;&kdli + uy iy dy + vkul*(d;:&lt + vkvl*(d;;&k - (”ﬁukdﬂék + uﬁvk&r{&:{ + vy Uk Ay dy + vf;vk&kd;;)
— (i — ViV )iy + (v — Vi) Ay + (Vi — upvi)ag at + (Vv — ugune) @y

2 2N(a AT At
= (Jucl” — i) (@, — aya)

(| |* = [vi|*) [age. 4y

Por lo tanto la condicién es que los coeficientes satisfagan

jure|* = [vi|* = 1 (A.12)

A.1.5. Relacion de dispersion

Partiendo de las ecuaciones donde uy y vk son soluciones:

[(Mk)2 + (Vk)z]Uono — 2uyvk (& + Uong) =0, (A.13)

(e + [vie|*) (& + Uomo) — (uvic + i) Uno = e, (A.14)
suponemos que uk y vk son nimeros reales. Restando de se obtiene

[(x) + (vic) ] & — 2urcvi (&) = T,
donde podemos completar el término cuadratico y obtener
(ug + vk)zek = hoy.
Ahora hacemos la suma de las ecuaciones[A.13|y [A.14]
[(t)* + (vic)?] (& + 2Uono) — 2uxcvi (& + 2Ugno ) = hax

— [(u)? + (vi)? — 2upovie] (& 4 2Upng) = ooy
(uk - Vk)2<8k + 2Uon0) = hoy.

Multiplicando las dos ecuaciones encontradas para f@y;

(hon)? = (ux +vi)? (e — vic)*exc (& +2Ugno)

Se concluye que:

hoy = \/Ek(gk + 2U()I’l()) (A.15)
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