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4.1. Redes ópticas clásicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Capı́tulo 1

Introducción

En el campo de la fı́sica cuántica de muchos cuerpos existe una larga lista de descubrimientos
fundamentales que incluyen el estudio de nuevos estados de la materia, la observación de transi-
ciones de fase jamás antes vistas y el descubrimiento de efectos macroscópicos que surgen desde
la naturaleza cuántica de los átomos y determinan un comportamiento colectivo de los sistemas
que puede observarse a simple vista. Un ejemplo de ello es la superfluidez en 4He lı́quido a tem-
peraturas menores a 2.17K, descubierta en 1938 por P. Kapitza, J. F. Allen y A. D. Misener [1]
[2], donde el lı́quido puede fluir sin resistencia, es decir tiene viscosidad nula, y además presenta
vórtices cuantizados. En ese tiempo encontrar una teorı́a que pudiera describir acertadamente
este fenómeno cuántico colectivo fue una tarea difı́cil. Ya que se trata de un lı́quido, los átomos
interactúan fuertemente y determinar el estado interno del helio es bastante complicado.
Sin embargo, el problema teórico de un gas de bosones enfriado a temperatura cero fue resuelto
antes del descubrimiento del helio superfluido. En los primeros años de la década de 1920 Sat-
yendra Bose introdujo una manera diferente de contar microestados en fı́sica estadı́stica y derivó
la ley de Planck para el espectro de energı́as de la radiación de cuerpo negro [3]. Albert Eins-
tein extendió sus ideas en 1924 resultando en la distribución de Bose-Einstein, que describe la
estadı́stica de partı́culas idénticas con espı́n entero, ahora llamados bosones. Los bosones inclu-
yen, por ejemplo, a los fotones y a los átomos de 4He. Éstos pueden compartir un mismo estado
cuántico en un sistema. Einstein propuso que si se enfriaban átomos bosónicos a una temperatu-
ra muy baja, una fracción macroscópica de ellos se condensarı́a en el estado cuántico más bajo
accesible, resultando en un nuevo estado de la materia llamado condensado de Bose-Einstein o
BEC por sus siglas en inglés. [4]. La tempreratura crı́tica bajo la cual ocurre la condensación es
[5]

Tc =
2π

ζ (3/2)2/3
h̄2n2/3

mkB
, (1.1)

donde n es la densidad de partı́culas, m la masa de cada bosón, h̄ la constante reducida de Planck,
kB la constante de Boltzmann y ζ la función zeta de Riemann; ζ (3/2)≈ 2.6124.
En 1995 el primer condensado de Bose-Einstein fue realizado experimentalmente por los grupos
de Eric Cornell y Carl Wieman [6] en un gas de átomos de 87Rb enfriados a 170 nK. Poco des-
pués, Wolfgang Ketterle realizó un BEC en un gas de átomos de Na [7]. Por sus logros, Cornell,
Wieman y Ketterle recibieron el Premio Nobel de Fı́sica en 2001. Estos primeros experimentos
fundaron el campo de los átomos ultrafrı́os y marcaron el inicio de una era con nuevas posi-
bilidades para el control de sistemas de muchos cuerpos y el estudio de los efectos cuánticos
macroscópicos.
Actualmente existen varias direcciones en el estudio de los gases atómicos ultrafrı́os, en parti-
cular en este trabajo nos concentraremos en aquella asociada a la posibilidad de crear una onda
estacionaria de luz usando haces de láser propagándose en direcciones opuestas, creando un
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potencial periódico conocido como red óptica [8]. Las redes ópticas son muy interesantes por
varias razones. Una de ellas es que pueden usarse para simular redes análogas a un cristal, lo que
permite explorar aspectos de fı́sica de estado sólido en un ambiente altamente controlable con
átomos ultrafrı́os. También pueden usarse para crear gases atómicos de dos o tres dimensiones.
Estos gases presentan correlaciones fuertes y es interesante estudiar las diferencias entre una,
dos y tres dimensiones.
Fueron Jaksch et. al. quienes propusieron en su artı́culo teórico de 1998 [9] la dinámica de un
gas diluido de bosones ultrafrı́os confinados en una red óptica. El movimiento cuantizado de
tales átomos está afectado por el potencial del sitio donde se encuentran y el tunelaje entre sitios
vecinos, la gran ventaja es que los parámetros del sistema se encuentran completamente contro-
lados por la configuración y parámetros de los láseres. La dinámica está descrita por el modelo
de Bose-Hubbard [10], que predice una transición de fase a temperatura cero de superfluido (SF)
a aislante de Mott (MI) dependiendo de la relación entre la interacción por sitio U y la probabi-
lidad de tunelaje t. En una red óptica esta relación puede cambiarse variando la intensidad del
láser: al aumentar la profundidad del potencial óptico la función de onda atómica se localiza más
fuertemente y la interacción por sitio aumenta, al mismo tiempo la probabilidad de tunelaje se
reduce. En la fase MI el número de ocupación por sitio es entero n = 1, 2, ..., correspondiente
a un llenado conmensurado de la red, y por lo tanto representa un cristal óptico con distancia-
miento entre los átomos determinados por la onda estacionaria proporcionada por los láseres.
Para mantener el gas de átomos experimentalmente se utilizan trampas magnéticas [11] [12]. El
desdoblamiento Zeeman de los niveles energéticos atómicos debido al campo magnético externo
conduce a un potencial efectivo que sólo puede confinar átomos con estado hiperfino único. Es-
to significa que los átomos con momento angular total

−→
F =

−→
I +
−→
L +
−→
S donde

−→
I es el espı́n

nuclear,
−→
L es el momento angular orbital y

−→
S es el momento angular de espı́n, están atrapados

en un estado hiperfino congelado |F,mF〉 [13]. Sin embargo, la invención de trampas puramente
ópticas permitieron la realización de experimentos donde el espı́n es un grado de libertad adi-
cional en el sistema. Sin campo magnético externo, cada estado base tiene 2F +1 proyecciones
de espı́n, correspondientes al número cuántico magnético mF . Además las interacciones entre
partı́culas pueden depender del estado hiperfino completo. Usando átomos alcalinos como 23Na
y 87Rb, que tienen espı́n nuclear I = 3/2 y un sólo electrón en el orbital s, pueden tenerse átomos
en el estado F = 1, los cuales son el objeto de estudio en esta tesis.
Experimentos recientes [14], [15] buscan agregar a los sistemas nuevos tipos de interacción y
potenciales externos. Un enfoque nuevo es el de las cavidades ópticas, que actúan como un po-
tencial de largo alcance efectivo que actúa en todos los átomos del gas, porque cada átomo altera
las propiedades de la luz y a su vez, la luz altera los estados atómicos.
En esta tesis se presentan algunos métodos de análisis para el Modelo de Bose-Hubbard sin
espı́n tanto analı́ticos como numéricos. Después se extiende el estudio hacia el Modelo de Bose
Hubbard para partı́culas de espı́n-1 y para sistemas dentro de una cavidad óptica. El objetivo es
observar la transición de fase SF-MI en el caso ferromagnético y antiferromagnético y observar
sus propiedades utilizando el método numérico de diagonalización exacta.
El trabajo se divide en cinco capı́tulos y un apéndice. El primer capı́tulo corresponde a la intro-
ducción que plantea el marco donde se inserta el problema, en el segundo capı́tulo se presentan
las bases teóricas del problema que son la derivación del Modelo de Bose Hubbard sin espı́n a
partir de las redes ópticas, su extensión para bosones de espı́n-1 y para sistemas en cavidades
ópticas. En el capı́tulo tres se desarrollan dos métodos analı́ticos siguiendo la bibliografı́a [16]
para analizar las transiciones de fase entre Superfluido y Aislante de Mott del Modelo de Bose
Hubbard sin espı́n : la aproximación de Bogoliubov, que no predice ninguna transición como se
esperarı́a, por lo que se recurre a la aproximación de Desacoplamiento y la teorı́a de perturbacio-
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nes. Posteriormente se presenta el método de diagonalización exacta desde la generación de la
base del espacio de Hilbert, la construcción de la matriz correspondiente a los Hamiltonianos, y
las cantidades que pueden analizarse. Se extiende el uso de la aproximación de desacoplamiento
y de la diagonalización exacta a sistemas de partı́culas bosónicas con espı́n 1. En el cuarto capı́tu-
lo se presentan los resultados numéricos de la diagonalización exacta en sistemas espinoriales en
redes ópticas clásicas y cuánticas en dos dimensiones, para el cual se calcularon los números de
ocupación promedio por sitio y las fluctuaciones del número de ocupación. Los casos analizados
son el ferromagnético y antiferromagnético, que dependen de los acoplamientos efectivos en el
sistema.
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Capı́tulo 2

Marco teórico

2.1. Modelo de Bose-Hubbard
Comenzaremos por presentar los fundamentos teóricos y experimentales de los modelos de

Bose-Hubbard que predicen transiciones de fase cuánticas. Se parte de las redes ópticas y el
potencial periódico que forman, continuando con la dispersión de átomos en estas trampas y la
derivación del modelo para bosones sin espı́n. Después se definen los modelos extendidos para
partı́culas con espı́n-1 en redes ópticas y en cavidades de alta reflectancia.

2.1.1. Redes ópticas
Se le conoce como red óptica a una o más ondas estacionarias formadas por haces de luz

láser que se propagan en direcciones contrarias. Estas ondas crean un potencial periódico donde
se pueden atrapar átomos. Cada uno de ellos puede confinarse en un sitio individual de la red por
lo tanto la interacción entre ellos puede controlarse [16].
Entonces, las redes ópticas pueden pensarse como un cristal artificial de luz. Por ejemplo, si dos
láseres con la misma longitud de onda λx se propagan a lo largo del eje x de manera opuesta, éstos
producirán una onda estacionaria y el patrón de interferencia resultante I(x) tendrá periodicidad
λx/2. El confinamiento de átomos neutros es posible gracias al cambio de energı́a inducido por
la radiación en los niveles energéticos internos del átomo [17]. Para un electrón de un átomo en
presencia de un campo eléctrico oscilante E(r, t) de un láser el momento dipolar inducido es

d = α(ωL)E, (2.1)

donde ωL es la frecuencia del láser, α(ωL) es la polarizabilidad atómica, es decir la respuesta del
átomo al campo eléctrico aplicado. En el caso de un láser monocromático el campo es E(r, t) =
2E0 cos(k · r−ωLt). La interacción entre un átomo neutro de dimensiones espaciales mucho
menores a la longitud de onda de la luz se describe a través del Hamiltoniano [8]

Ĥint(t) =−d ·E(r, t). (2.2)

La corrección de la energı́a del estado base del átomo puede calcularse con teorı́a de pertur-
baciones y se encuentra que la primera contribución distinta de cero es [17]

∆E(r) =−1
2

α(ωL)〈E(r, t)2〉t , (2.3)

donde el promedio se hace sobre un periodo de oscilación del campo eléctrico. La polarizabi-
lidad depende en general de la frecuencia y de las energı́as de los estados excitados no resonantes
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CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 2.1. MODELO DE BOSE-HUBBARD

del átomo. Para aquel estado que está más cerca de la resonancia que los otros, cuya energı́a es
Ee = h̄ωe, la polarizabilidad se vuelve inversamente proporcional a la frecuencia de desintonı́a
∆ = ωL− (ωe−ωg) con ωe la frecuencia de excitación y ωg la frecuencia del estado base. En
ese caso el cambio de energı́a es proporcional a la intensidad del haz del láser I(r):

∆E(r, t) ∝
I(r)
h̄∆

, (2.4)

que puede interpretarse como un potencial efectivo Vopt(r) = ∆E(r), debido al cual el átomo
siente una fuerza

Fdipole =−∇Vopt(r). (2.5)

Esta fuerza atrae al átomo hacia las regiones de alta intensidad para ∆ < 0 o lo aleja para
∆ > 0. Por ejemplo, el caso más simple de una red unidimensional está dado por la superposición
de dos láseres propagándose en direcciones opuestas. Suponiendo que la polarización de los
láseres es lineal y que se propagan en dirección z, el campo eléctrico es

Ez(x, t) = 2E0 cos(kxx−ωLt)+2E0 cos(−kxx−ωLt)
= 4E0 cos(kxx)cos(ωLt).

(2.6)

Entonces 〈E(r, t)2〉t = 2E0 cos2(kxx) y por lo tanto el potencial óptico periódico es

Vopt(x) =V0,x cos2(kxx), (2.7)

con V0 la profundidad del potencial de la red que es proporcional a la intensidad de los láseres
y kx = 2π/λx, siendo λx la longitud de onda de la onda estacionaria formada. Es decir, se tiene
un arreglo periódico de los mı́nimos de energı́a separados una distancia a = λx.
Ası́ pueden formarse potenciales de dos dimensiones si se tienen dos pares de láseres que se pro-
paguen en direcciones contrarias y del mismo modo, si se tienen tres pares el potencial formado
es 3D, como se puede ver en la Figura 2.1.

2.1.2. Dispersión de átomos ultrafrı́os
Para describir las interacciones de dos cuerpos de átomos neutros se parte del modelo pro-

puesto en [19] y tomado de [20], donde la atracción de van der Waals para largas distancias de
interacción atómica se corta en rc, que es de orden atómico. Esto resulta en un potencial con
simetrı́a esférica

V (r) =

{
−C6/r6 si r > rc

∞ si r ≤ rc,
(2.8)

el cual no es una descripción realista para la interacción a corto alcance de átomos pero fun-
ciona para la dispersión a bajas energı́as. Notamos que el coeficiente de van der Waals C6, que
no tiene unidades, fija el comportamiento asintótico y también define la longitud caracterı́stica
ac = (2MrC6/h̄2)1/4, a la cual la energı́a cinética del movimiento relativo entre dos átomos de
masa reducida Mr iguala a su energı́a de interacción. Para átomos alcalinos, esta longitud es
generalmente del orden de nanómetros, lo cual es mucho más largo que la escala atómica rc
ya que estos átomos tienen un parámetro C6 grande debido a su fuerte polarizabilidad. El pozo
atractivo del potencial (2.8) permite entonces muchos estados ligados, por ejemplo para 87Rb el
número de estados es del orden de 100. De hecho, este número Nb está dado por la fase WKB
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CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 2.1. MODELO DE BOSE-HUBBARD

Figura 2.1: Potenciales ópticos. (a) Red cuadrada bidimensional; (b) Red cúbica tridimensional.
Imagen tomada de Bloch [18].

para energı́a cero Φ = a2
c/2r2

c � 1 a través de la expresión Nb = [Φ/π +1/8]. Por otro lado, las
propiedades de la dispersión dependen de la longitud ac. Consideremos la dispersión en estados
con momento angular l = 0,1,2, ... (para bosones idénticos sólo están permitions los valores de
l pares). El potencial efectivo para estados con l 6= 0 contiene una barrera centrı́fuga dada por el
término −l(l + 1)/r2 que actúa como una fuerza repulsiva. Esta energı́a tiene una temperatura
equivalente, que para l pequeño, es alrededor de 1mK. Para gases con temperatura debajo de los
mK las colisiones de momento angular más bajo son predominamtes, es decir de la onda-s. Esto
define el régimen de átomos ultrafrı́os.
Consideremos un gas diluido de partı́culas neutras bosónicas a temperatura T debajo de la tem-
peratura de degeneración. En un gas diluido la separación es del orden de 102 nm, lo cual es un
orden de magnitud mayor que las longitudes asociadas a la interacción átomo-átomo. Es por eso
que las interacciones de dos cuerpos dominan y las de tres o más cuerpos son muy improbables.
Tomando en cuenta sólo dispersión elástica y a temperaturas lo suficientemente bajas, es decir
T → 0, las interacciones entre partı́culas están completamente determinadas por la dispersión de
onda-s donde la longitud de dispersión está dada por

as = a [1− tan(Φ)−3π/8] , (2.9)

donde Φ es la fase WKB y a = 0.478ac.
El pseudopotencial [20]

V (x) =
4π h̄2a
2Mr

δ (x)
∂

∂ r
(r...), (2.10)

es útil para describir gases ultrafrı́os donde la longitud de dispersión se determina experimental-
mente. La fuerza de las interacciones descritas por este potencial está dada por
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CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 2.1. MODELO DE BOSE-HUBBARD

g =
4π h̄2a
2Mr

. (2.11)

2.1.3. Hamiltoniano de Bose-Hubbard
Un gas de N partı́culas es descrito cuánticamente por la función de onda Ψ(r1,r2, ...,rN) a

través de la ecuación de Schrödinger. Un condensado de Bose-Einstein es un gas de bosones
que están en el mismo estado cuántico y por lo tanto puede ser descrito por la misma onda. La
dinámica del condensado puede ser descrita a través de la ecuación de Gross-Pitaevskii [21]:

ih̄
∂

∂ t
Ψ0(r, t) =

(
− h̄2

∇2

2m
+V (r, t)+g |Ψ0(r, t) |2

)
Ψ0(r, t), (2.12)

donde Ψ0(r, t) es la función de onda del condensado, también llamado parámetro de orden, y g
está dado por la expresión (2.11). V (r, t) es un potencial externo y el parámetro de orden está
normalizado al número total de partı́culas, es decir N =

∫
d3r | Ψ0(r, t) |2. La ecuación (2.12)

es útil en el régimen donde hay coherencia completa. Modificando las condiciones en los ex-
perimentos es posibles ir a regı́menes donde las interacciones entre átomos son fuertes, existen
rotaciones o potenciales de atrapamiento especiales. En estos casos la validez de la ecuación se
limita.

En el formalismo de segunda cuantización un sistema de muchos cuerpos se describe utili-
zando los operadores de creación y aniquilación para bosones, ψ̂†(r) y ψ̂(r) respectivamente, a
través del Hamiltoniano

Ĥ =
∫

d3rψ̂
†(r)

[
− h̄2

∇2

2m
+Vext(r)+

g
2

ψ̂
†(r)ψ̂(r)−µ

]
ψ̂(r), (2.13)

donde µ controla el número total de partı́culas ya que se trabaja en el conjunto gran canónico.
Se hacen también las suposiciones de que el efecto del confinamiento armónico es constante en
cada sitio de la red. Los operadores satisfacen las relaciones de conmutación para bosones[

ψ̂(r), ψ̂†(r’)
]
= δ

3(r− r’)

[ψ̂(r), ψ̂(r’)] =
[
ψ̂

†(r), ψ̂†(r’)
]
= 0.

(2.14)

Podemos escribir a los operadores de campo en la base de funciones de onda para una sola
partı́cula {Φn(rn)}, n un conjunto completo de números cuánticos. Entonces

ψ̂(r) = ∑
n

Φn(r)ân

ψ̂
†(r) = ∑

n
Φ
∗
n(r)â

†
n,

(2.15)

donde â†
n y ân crean y aniquilan, respectivamente una partı́cula en el modo n

ân | n〉=
√

n | n〉
â†

n | n〉=
√

n+1 | n+1〉.
(2.16)

y satisfacen también las relaciones de conmutación

7
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[
ân, â

†
n

]
= 1. (2.17)

El espectro de una partı́cula en un potencial periódico está caracterizado por bandas de
energı́as permitidas y brechas de energı́a. Matemáticamente las funciones de onda de las partı́cu-
las se describen usando funciones de Bloch Φαk(r) para el ı́ndice α de cada banda y el cuasi-
momento h̄k. Las funciones de Bloch son periódicas y tienen el factor de fase eik·r por lo que se
extienden en toda la red. En el caso donde se busca describir a las partı́culas en sitios discretos
se tiene como alternativa a las funciones de Wannier definidas como la transformada de Fourier
de las funciones de Bloch

wα(r) =
1√
Ns

∑
k

e−ik·r
Φαk(r). (2.18)

Las funciones de Wannier wα(r−Ri), donde Ri es un vector de la red apuntando al sitio i,
forman un conjunto completo ortonormal ası́ que podemos reescribir los operadores (2.16) como

ψ̂(r) = ∑
αk

Φαk(r)âαk = ∑
α,i

wα(r−Ri)âα,i

ψ̂
†(r) = ∑

αk
Φ
∗
αk(r)â

†
αk = ∑

α,i
w∗α(r−Ri)â

†
α,i.

(2.19)

Las funciones wα(r−Ri) se encuentran localizadas y centradas alrededor del sitio de la red
Ri. A bajas temperaturas las partı́culas no tienen suficiente energı́a para que haya una transición
entre la primera banda de Bloch y el resto, por lo que el sistema se encuentra confinado en ella y
consecuentemente puede omitirse el ı́ndice α en (2.19).
Sea Vext(r) = Vopt(r) +Vho(r), donde el primer término es la prufundidad de la red óptica y
el segundo contiende a las frecuencias de la trampa armónica. Si sustituye (2.19) en (2.13) se
obtiene

Ĥ =
∫

d3r

(
∑

i
w∗(r−Ri)â

†
i

)[
− h̄2

∇2

2m
+V (r)+

g
2

(
∑
k

w∗(r−Rk)â
†
k

)(
∑

l
w(r−Rl)âl

)
−µ

]
∗(

∑
j

w(r−R j)â j

)
.

(2.20)

Definiremos a las cantidades ti j, Uikl j y µi j al desarrollar los productos en (2.20). Para el
término de energı́a cinética se tiene

−
∫

d3r

(
∑

i
w∗(r−Ri)â

†
i

)[
− h̄2

∇2

2m
+Vopt(r)

](
∑

j
w(r−R j)â j

)
=−∑

i, j
ti jâ

†
i â j ,

mientras que en el término de la energı́a del potencial de interacción obtenemos

8



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 2.2. MODELO DE BOSE-HUBBARD CON ESPÍN

∫
d3r

g
2

(
∑

i
w∗(r−Ri)â

†
i

)(
∑
k

w∗(r−Rk)â
†
k

)(
∑

l
w(r−Rl)âl

)(
∑

j
w(r−R j)â j

)
= ∑

i,k,l, j
Uikl jâ

†
i â†

k âl â j ,

y para el término del potencial quı́mico

∫
d3r

(
∑

i
w∗(r−Ri)â

†
i

)
[µ−Vho(r)]

(
∑

j
w(r−R j)â j

)
= ∑

i, j
µi jâ

†
i â j .

Por consiguiente, el Hamiltoniano (2.13) se convierte en

Ĥ =−∑
i, j

ti jâ
†
i â j + ∑

i,k,l, j
Uikl jâ

†
i â†

k âl â j −∑
i, j

µi jâ
†
i â j (2.21)

En el término cinético las contribuciones dominantes vienen de los sitios vecinos más próxi-
mos t〈i, j〉 y de los elementos diagonales tii, pero estos se dejan de lado ya que su contribución
por sitio es constante. Haciendo además la suposición de que el tunelaje es isotrópico entonces
t〈i, j〉 = t. Ya que las funciones de Wannier están bien localizadas, la contribución relevante de la
repulsión en cada sitio es Uiiii = U0. La repulsión entre vecinos más cercanos también es des-
preciable y para el potencial quı́mico sólo se considera µ = µii, que es la energı́a necesaria para
agregar o quitar una partı́cula al sistema.
Tomando en cuenta todas las consideraciones mencionadas podemos reescribir al Hamiltoniano
de Bose-Hubbard de la forma [10]

H =−t ∑
〈i, j〉

â†
i â j +

1
2

U0 ∑
i

n̂i(n̂i−1)−µ ∑
i

â†
i âi , (2.22)

donde la primera suma se realiza sobre los vecinos más cercanos y n̂i = a†
i ai es el número de

ocupación en el sitio i. corresponden respectivamente a los operadores de creación y destrucción
en el sitio i de la red. El parámetro t da la probabilidad para un átomo de cambiar de sitio a uno
vecino por efecto túnel.

2.2. Modelo de Bose-Hubbard con Espı́n
La realización experimental de trampas ópticas en tres dimensiones que estudian las predic-

ciones del modelo de Bose-Hubbard sin espı́n y el desarrollo tecnológico para el atrapamiento
de átomos por medios puramente ópticos dan pie a que el interés por avanzar hacia el estudio
de magnetismo cuántico en gases diluidos crezca. Los átomos alcalinos como 23Na, 39K y 87Rb
tienen espı́n hiperfino F = 1. En las trampas magnéticas convencionales, estos espines se encuen-
tran congelados ası́ que los átomos pueden ser tratados como bosones sin espı́n, sin embargo,
en trampas puramente ópticas, los espines están libres y los condensados que se forman a bajas
temperaturas tienen una naturaleza espinorial.
El estudio teórico de las propiedades de dichos sistemas parte de un Hamiltoniano efectivo a
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bajas energı́as. No obstante, para observar las transiciones de fase se debe recurrir al modelo de
Bose-Hubbard de espı́n-1, que se define como [22]

Ĥ =−t ∑
〈i, j〉,σ

(b̂†
σ ,ib̂σ , j + b̂†

σ , jb̂σ ,i)+
U0

2 ∑
i

n̂i(n̂i−1)+
U2

2 ∑
i
(Ŝ2

i −2n̂i)−µ ∑
i

n̂i, (2.23)

,
donde 〈i, j〉,σ denota la suma sobre los vecinos más cercanos. b̂†

σ ,i, b̂σ ,i son los operadores
de creación y de aniquilación de un bosón en la banda de Bloch más baja localizado en el sitio i y
en el estado σ = mF , dado por el estado hiperfino del átomo F , | F = 1,mF =−1,0,1〉. Además
n̂σ ,i = b̂†

σ ,ib̂σ ,i. Por otro lado tenemos al operador de espı́n total en el sitio i

Ŝi = ∑
σ ,σ ′

b̂†
σ ,iFσ ,σ ′ b̂σ ′,i, (2.24)

en donde F = (Fx,Fy,Fz) son las matrices de espı́n-1:

Fx =
1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 Fy =
1√
2i

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

 Fz =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (2.25)

Los operadores de creación y aniquilación tienen ahora una naturaleza espinorial y se definen
como

b̂†
σ i =

 b̂†
1i

b̂†
0i

b̂†
−1i

 b̂
σ i =

 b̂1i
b̂0i

b̂−1i

 , (2.26)

por lo que las componentes del operador de espı́n Ŝi resultan

Ŝix =
(

b̂†
1i b̂†

0i b̂†
−1i

) 1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0


 b̂1i

b̂0i
b̂−1i

=
1√
2

(
b̂†

1i b̂†
0i b̂†

−1i

) b̂0i
b̂1i + b̂−1i

b̂0i


=

1√
2

(
b̂†

1ib̂0i + b̂†
0ib̂1i + b̂†

0ib̂−1i + b̂†
−1ib̂0i

)
,

(2.27)

Ŝiy =
(

b̂†
1i b̂†

0i b̂†
−1i

) 1√
2i

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0


 b̂1i

b̂0i
b̂−1i

=
i√
2

(
−b̂†

1i −b̂†
0i −b̂†

−1i

) b̂0i
−b̂1i + b̂−1i
−b̂0i


=

i√
2

(
−b̂†

1ib̂0i + b̂†
0ib̂1i− b̂†

0ib̂−1i + b̂†
−1ib̂0i

)
,

(2.28)

Ŝiz =
(

b̂†
1i b̂†

0i b̂†
−1i

)1 0 0
0 0 0
0 0 −1


 b̂1i

b̂0i
b̂−1i

=
(

b̂†
1i b̂†

0i b̂†
−1i

) b̂1i
0
−b̂−1i


= b̂†

1ib̂1i− b̂†
−1ib̂−1i = n̂1i− n̂−1i.

(2.29)
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Además la contribución de lo que se puede llamar el momento local magnético está dada por
Ŝ2

i = Ŝ2
ix + Ŝ2

iy + Ŝ2
iz donde cada término es explı́citamente:

Ŝ2
ix =

1
2

(
b̂†

1ib̂0i + b̂†
0ib̂1i + b̂†

0ib̂−1i + b̂†
−1ib̂0i

)(
b̂†

1ib̂0i + b̂†
0ib̂1i + b̂†

0ib̂−1i + b̂†
−1ib̂0i

)
=

1
2
(b̂†

1ib̂0ib̂
†
1ib̂0i + b̂†

1ib̂0ib̂
†
0ib̂1i + b̂†

1ib̂0ib̂
†
0ib̂−1i + b̂†

1ib̂0ib̂
†
−1ib̂0i + b̂†

0ib̂1ib̂
†
1ib̂0i + b̂†

0ib̂1ib̂
†
0ib̂1i

+ b̂†
0ib̂1ib̂

†
0ib̂−1i + b̂†

0ib̂1ib̂
†
−1ib̂0i + b̂†

0ib̂−1ib̂
†
1ib̂0i + b̂†

0ib̂−1ib̂
†
0ib̂1i + b̂†

0ib̂−1ib̂
†
0ib̂−1i + b̂†

0ib̂−1ib̂
†
−1ib̂0i

+ b̂†
−1ib̂0ib̂

†
1ib̂0i + b̂†

−1ib̂0ib̂
†
0ib̂1i + b̂†

−1ib̂0ib̂
†
0ib̂−1i + b̂†

−1ib̂0ib̂
†
−1ib̂0i),

Ŝ2
iy =−

1
2

(
−b̂†

1ib̂0i + b̂†
0ib̂1i− b̂†

0ib̂−1i + b̂†
−1ib̂0i

)(
−b̂†

1ib̂0i + b̂†
0ib̂1i− b̂†

0ib̂−1i + b̂†
−1ib̂0i

)
=−1

2
(b̂†

1ib̂0ib̂
†
1ib̂0i− b̂†

1ib̂0ib̂
†
0ib̂1i + b̂†

1ib̂0ib̂
†
0ib̂−1i− b̂†

1ib̂0ib̂
†
−1ib̂0i− b̂†

0ib̂1ib̂
†
1ib̂0i + b̂†

0ib̂1ib̂
†
0ib̂1i− b̂†

0ib̂1ib̂
†
0ib̂−1i

+ b̂†
0ib̂1ib̂

†
−1ib̂0i + b̂†

0ib̂−1ib̂
†
1ib̂0i− b̂†

0ib̂−1ib̂
†
0ib̂1i + b̂†

0ib̂−1ib̂
†
0ib̂−1i− b̂†

0ib̂−1ib̂
†
−1ib̂0i− b̂†

−1ib̂0ib̂
†
1ib̂0i

+ b̂†
−1ib̂0ib̂

†
0ib̂1i− b̂†

−1ib̂0ib̂
†
0ib̂−1i + b̂†

−1ib̂0ib̂
†
−1ib̂0i),

Ŝ2
iz =

(
b̂†

1ib̂1i− b̂†
−1ib̂−1i

)(
b̂†

1ib̂1i− b̂†
−1ib̂−1i

)
= b̂†

1ib̂1ib̂
†
1ib̂1i− b̂†

1ib̂1ib̂
†
−1ib̂−1i− b̂†

−1ib̂−1ib̂
†
1ib̂1i + b̂†

−1ib̂−1ib̂
†
−1ib̂−1i

= n̂2
1i−2n̂1in̂−1i + n̂2

−1i.

Al realizar la suma notamos que se eliminan los términos dentro de Ŝ2
iy cuyo signo es distinto

a aquellos en Ŝ2
ix ,

Ŝ2
ix + Ŝ2

iy = b̂†
1ib̂0ib̂

†
0ib̂1i + b̂†

1ib̂0ib̂
†
−1ib̂0i + b̂†

0ib̂1ib̂
†
1ib̂0i + b̂†

0ib̂1ib̂
†
0ib̂−1i + b̂†

0ib̂−1ib̂
†
0ib̂1i + b̂†

0ib̂−1ib̂
†
−1ib̂0i

+ b̂†
−1ib̂0ib̂

†
1ib̂0i + b̂†

−1ib̂0ib̂
†
0ib̂−1i

.
Aplicando las reglas de conmutación

[
b̂iα , b̂

†
jβ

]
= δi, jδα,β y sustituyendo por operadores de

número obtenemos:

Ŝ2
ix + Ŝ2

iy + Ŝ2
iz = n̂1i(1+ n̂0i)+2b̂†

1ib̂
†
−1ib̂0ib̂0i + n̂01(1+ n̂1i)+2b̂†

0ib̂
†
0ib̂1ib̂−1i + n̂0i(1+ n̂−1i)

+n̂−1i(1+ n̂0i)+n̂2
1i−2n̂1in̂−1i + n̂2

−1i

= n̂1i + n̂1in̂0i + n̂0i + n̂0in̂1i + n̂0i + n̂0in̂−1i + n̂−1i + n̂−1in̂0i

+n̂2
1i−2n̂1in̂−1i+n̂2

−1i +2b̂†
0ib̂

†
0ib̂1ib̂−1i +2b̂†

1ib̂
†
−1ib̂0ib̂0i

.

Por lo tanto

Ŝ2
i = n̂1i+2n̂0i+ n̂−1i+2n̂1in̂0i+2n̂−1in̂0i+ n̂2

1i−2n̂1in̂−1i+ n̂2
−1i+2b̂†

0ib̂
†
0ib̂1ib̂−1i+2b̂†

1ib̂
†
−1ib̂0ib̂0i

(2.30)
Desarrollando ahora explı́citamente el término del potencial óptico en (2.23) se obtiene

n̂i(n̂i−1) = n̂2
i − n̂i =

(
∑
σ

n̂σ i

)2

−∑
σ

n̂σ i = (n̂−1i + n̂0i + n̂1i)
2− n̂−1i− n̂0i− n̂1i

= n̂2
−1i + n̂2

0i + n̂2
1i +2n̂−1in̂0i +2n̂−1in̂1i +2n̂0in̂1i− n̂−1i− n̂0i− n̂1i.
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2.2.1. Lı́mite atómico
El Hamiltoniano de Bose-Hubbard tiene una representación matricial que ejemplificaremos

a continuación para el lı́mite atómico, que es aquél donde no hay tunelaje entre los sitios, es
decir t = 0 en (2.23). Al no tener el término cinético el Hamiltoniano es de sitio y podemos
deshacernmos del subı́ndice i. La expresión se reduce a

Ĥ =
U0

2
n̂(n̂−1)+

U2

2
(Ŝ2−2n̂)−µ n̂. (2.31)

Calcularemos los elementos de matriz para la base ordenada de proyección de espı́n y n = 2
partı́culas.

| m−σ = 1,m0 = 0,mσ = 1〉
La base es

| ψ1〉=| 2 0 0 〉
| ψ2〉=| 1 1 0 〉
| ψ3〉=| 1 0 1 〉
| ψ4〉=| 0 2 0 〉
| ψ5〉=| 0 1 1 〉
| ψ6〉=| 0 0 2 〉.

(2.32)

Para el primer término del Hamiltoniano tenemos que los elementos de matriz diferentes de
cero se encuentran sólo en la diagonal y tienen valor (n(n−1)) = 2. Entonces

〈ψm |
U0

2
n̂(n̂−1) | ψl〉=

U0

2


2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

 .

Ahora para Ŝ2

〈ψm | Ŝ
2 | ψl〉=



6 0 0 0 0 0
0 6 0 0 0 0
0 0 2 2

√
2 0 0

0 0 2
√

2 4 0 0
0 0 0 0 6 0
0 0 0 0 0 6

 ,

entonces

〈ψm |
U2

2
(Ŝ2−2n̂) | ψl〉=

U2

2



2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 −2 2

√
2 0 0

0 0 2
√

2 0 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

 ,

〈ψm | −µ n̂ | ψl〉=−µ


2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

 .
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Por lo tanto la representación matricial para n = 2 en el caso t = 0 es

U0 +U2−2µ 0 0 0 0 0
0 U0 +U2−2µ 0 0 0 0
0 0 U0−U2−2µ U2(

√
2) 0 0

0 0 U2(
√

2) U0−2µ 0 0
0 0 0 0 U0 +U2−2µ 0
0 0 0 0 0 U0 +U2−2µ

 .

Del mismo modo obtenemos la matriz para n = 1 donde la base es

| ψ1〉=| 1 0 0 〉
| ψ2〉=| 0 1 0 〉
| ψ3〉=| 0 0 1 〉

En este caso el término con la energı́a U0 es la matriz cero ya que n(n− 1) = 0. Además
tenemos para Ŝ2

〈ψm | Ŝ
2 | ψl〉=

2 0 0
0 2 0
0 0 2


〈ψm |

U2

2
(Ŝ2−2n̂) | ψl〉=

U2

2

0 0 0
0 0 0
0 0 0


La matriz completa para n = 1 es −µ 0 0

0 −µ 0
0 0 −µ


Para n = 0 la matriz es trivialmente 0. Juntando los resultados anteriores tenemos la matriz por
bloques del Hamiltoniano 2.31.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −µ 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −µ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −µ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 U0 +U2−2µ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 U0 +U2−2µ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 U0−U2−2µ U2(

√
2) 0 0

0 0 0 0 0 0 U2(
√

2) U0−2µ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 U0 +U2−2µ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 U0 +U2−2µ


2.3. Modelo de Bose-Hubbard en una cavidad

Partiendo de los modelos propuestos por S. Caballero-Benı́tez et al en [23] y [24], propo-
nemos un modelo de Bose Hubbard efectivo que describe las transiciones de fase de átomos
bosónicos ultrafrı́os con espı́n-1 en una cavidad de alta reflectancia:

Ĥ =−t ∑
〈i, j〉,σ

(b̂†
σ ,ib̂σ , j + b̂†

σ , jb̂σ ,i)+
U0

2 ∑
i

n̂i(n̂i−1)+
gx

Ns

(
∑

i
Ŝxi

)2

. (2.33)
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2.3.1. Lı́mite atómico
En el lı́mite atómico donde no hay tunelaje de las partı́culas entre los sitios es más sencillo

analizar analı́ticamente al estado base y su energı́a.
A través de la rotación de operadores de espı́n [25] Ĥ =U†

y H Uy , con Uy = e
3πi
2 Sy, podemos

analizar un modelo efectivo en la proyección Sz, en vez de usar Sx. Hacemos esto ya que facilita
el análisis del estado base al ser Sz un operador diagonal. El Hamiltoniano se cambia entonces a

H =
U0

2 ∑
i

n̂i(n̂i−1)+
gz

Ns

(
∑

i
Ŝzi

)2

, (2.34)

donde el operador Ŝzi está dado por

Ŝzi = b̂†
1ib̂1i− b̂†

−1ib̂−1i = n̂1i− n̂−1i. (2.35)

Un estado de la base para N partı́culas y Ns sitios se denota como

| ψ j〉=| n+1,1 n0,1 n−1,1 n1,2 n0,2 n−1,2 ... n+1,Ns n0,Ns n−1,Ns 〉

donde nσ ,i corresponde al número de partı́culas con proyección de espı́n σ =±1 ó 0 en el sitio i.
Aplicando el operador de número al cuadrado a un elemento de la base se obtiene:

∑
i
(n̂i)

2 | ψ j〉= ∑
i
(n̂+1,i + n̂0,i + n̂−1,i)

2 | ψ j〉

= ∑
i

(
(n̂+1,i)

2 +(n̂0,i)
2 +(n̂−1,i)

2 +2n̂+1,in̂0,i +2n̂+1,in̂−1,i +2n̂−1,in̂0,i
)
| ψ j〉

Al aplicar el segundo término del Hamiltoniano correspondiente al estado |ψ j〉 se tiene que(
∑

i
Ŝzi

)2

| ψ j〉=

(
∑

i
n̂1,i−∑

i
n̂−1,i

)2

| ψ j〉

=

(∑
i

n̂1,i

)2

−2∑
i

n̂1,i ∑
i

n̂−1,i +

(
∑

i
n̂−1,i

)2
 | ψ j〉

Para el caso donde no existe tunelaje la representación matricial del Hamiltoniano es diago-
nal ası́ que es fácil obtener el espectro de energı́as y el estado base.

Definiendo al escalar α como:

α =

{[
N
Ns

]
+1 si N 6= Ns

N
Ns

si N = Ns
(2.36)

Se tienen dos funciones dependientes del número de partı́culas y del número de sitios que
bastan para obtener el valor de la energı́a del estado base dependiendo del signo de gz, para un
potencial U0 positivo.

f1(N,Ns) =
U0

2
(
α

2(N− (α−1)Ns)+(α−1)2(αNs−N)
)

(2.37)

f2(N,Ns) = gz
N2

Ns
(2.38)
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La energı́a del estado base es:

E0 =

{
f1(N,Ns) si gz ≥ 0
f1(N,Ns)+ f2(N,Ns) si gz < 0

(2.39)

2.4. Transiciones de fase cuánticas
Si en un sistema a temperatura cero ocurren transiciones de fase debido a la variación de

algún parámetro que no sea la temperatura, por ejemplo el potencial quı́mico µ o la repul-
sión por sitio U0, entonces éstas son producidas por fluctuaciones cuánticas. De ahı́ el nombre
transiciones de fase cuánticas.
Un condensado de Bose-Einstein en una red óptica a temperatura cero experimenta una transición
de fase cuántica dependiendo de la proporción entre t y U0, conocida como la transición superfluido-
aislante de Mott. Se dice que el gas está en el estado de aislante de Mott cuando existe un número
de partı́culas conmensurado con los sitios de la red y t�U0 y la fuerte interacción repulsiva en-
tre ellas hace que sea energéticamente difı́cil para una partı́cula el moverse de un sitio a otro.
Esto genera una penalización de energı́a para crear una excitación, y el sistema es incompresi-
ble. En el caso contrario, cuando t�U0 las interacciones son despreciables y los átomos pueden
moverse libremente sobre la red, minimizando su energı́a. El gas se condensa en el estado con
mı́nimo momento de la banda de Bloch más baja y se vuelve superfluido.
Si el número de partı́culas no es conmensurado con el número de sitios, al agregar una partı́cula,
ésta recibirá sólo una pequeña penalización cuando se mueva, pues su energı́a de interacción será
la misma en cada sitio y no podrá ocupar ningún sitio libre. Por esto, el gas tendrá en promedio
un número no entero de bosones en cada sitio y estará en estado superfluido.
Haciendo aproximaciones de campo medio al Hamiltoniano de Bose Hubbard puede describirse
analı́ticamente la transición a temperatura cero del superfluido al aislante de Mott. El diagrama
de fase correspondiente se muestra en la Figura 2.2[20]. Se muestran los lóbulos para la densidad
de partı́culas entera 〈n̂〉 = 1,2,3 en las lı́neas rayadas en la punta de los lóbulos para un punto
crı́tico de J/U (J corresponde a la probabilidad de tunelaje t de la ecuación (2.22)).

Figura 2.2: Diagrama de fase de temperatura cero para el Modelo de Bose Hubbard sin espı́n
obtenido por teorı́a de campo medio (aproximación de desacoplamiento). (a)Los lóbulos corres-
ponden a la fase de Aislante de Mott (MI), y el exterior es la fase superfluida (SF) . (b)Estructura
de ”pastel de bodas”para las regiones SF-MI en una trampa armónica. Tomado de Bloch et. al.
[20]

.
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Capı́tulo 3

Herramientas de análisis

En este capı́tulo se discutarán herramientas teóricas y técnicas numéricas usadas para tratar
sistemas de muchos cuerpos, en particular el modelo de Bose-Hubbard para partı́culas sin espı́n.
Comenzaremos con el lı́mite de interacción débil a través del enfoque de Bogoliubov, y después.
También se discute la herramienta numérica de diagonalización exacta la cual se utilizó para
resolver el modelo extendido de Bose-Hubbard para partı́culas de espı́n 1.
El punto de partida es el Hamiltoniano de Bose-Hubbard en el conjunto gran canónico, cuya
expresión es 2.22. El potencial quı́mico µ es fijo y determina el número promedio de bosones.
La dificultad para resolver el Hamiltoniano proviene del término de tunelaje que acopla opera-
dores bosónicos de diferentes sitios. Existen varios métodos para describir la fı́sica contenida en
el modelo para diferentes regimenes de t/U [8].

3.1. Aproximación de Bogoliubov
Seguiremos el trabajo de van Oosten et al [16] para resolver el modelo de Bose-Hubbard y

estudiar sus transiciones de fase cuánticas usando la aproximación de Bogoliubov.
En una red de dimensión d, espaciamiento a y Ns sitios tenemos que las interacciones entre
átomos son despreciables cuando t/U → ∞. El método consiste en transformar el Hamiltoniano
al espacio de momentos, haciendo uso de los operadores de creación y aniquilación, â†

k y âk,
respectivamente. Entonces, para la coordenada ri del sitio i en la red

b̂i =
1√
Ns

∑
k

âke−ik·ri

b̂†
i =

1√
Ns

∑
k

â†
keik·ri,

(3.1)

donde el vector de onda k está discretizado sobre la primera zona de Brillouin. El número de
partı́culas está dado por

N = ∑
i

b̂†
i b̂i = a†

kak. (3.2)

Demostración: Utilizando que ∑i ei(k−k′) · ri = Nsδk,k′ y sustituyendo en la primera igualdad
de la ecuación (3.2) tenemos
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N =∑
i

b̂†
i b̂i =

1√
Ns

1√
Ns

∑
k,k′

â†
keik·ri âk′e

−ik′·ri =
1
Ns

∑
k,k′

â†
kâk′Nsδk,k′

=∑
k

â†
kâk.

(3.3)

Sustituyendo las relaciones (3.1) en el Hamiltoniano de Bose Hubbard (2.22) tal como se
muestra en el apéndice, sección A.1.1, obtenemos la expresión

H =−t ∑
k

â†
kâk

d

∑
m=1

2coskma+
1
2

U0

Ns
∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

â†
kâ†

k′ âk′′ âk′′′δk+k′,k′′+k′′′−µ ∑
k

â†
kâk, (3.4)

donde se define

εk = 2t
d

∑
m=1

cos(kma), (3.5)

y por lo tanto

H = ∑
k
(−εk−µ)â†

kâk +
1
2

U0

Ns
∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

â†
kâ†

k′ âk′′ âk′′′δk+k′,k′′+k′′′. (3.6)

En un gas condensado de Bose puede suponerse que el número de átomos condensados No es
mucho más grande que uno, entonces N0 = 〈â†

0â0〉 = 〈â0â†
0 − 1〉 ≈ 〈â0â†

0〉 y tomamos N0 =

〈â0〉〈â
†
0〉, donde 〈â0〉 y 〈â†

0〉 son complejos conjugados. Escogiendo los valores esperados como
reales se puede concluir que

√
No = 〈â†

0〉= 〈â0〉.
El método de Bogoliubov es una aproximación de campo medio que consiste en reemplazar a
los operadores de creación y destrucción con su promedio más una fluctuación tal que,

â†
0→

√
N0 + â†

0

â0→
√

N0 + â0.
(3.7)

Además se minimiza la energı́a del gas con respecto al número de átomos condensados N0.
Tomando los términos lineales se obtiene el Hamiltoniano con fluctuaciones de orden 1, que es:
(ver desarrollo en el apéndice sección A.1.2)

H(1) = (−ε0−µ +
U0

Ns
N0)
√

N0(â
†
0 + â0) (3.8)

En el mı́nimo, la parte del Hamiltoniano que es lineal en fluctuaciones debe ser cero para
todo â†

0 y â0 entonces,

−ε0−µ +
U0

Ns
N0 = 0,

µ =−(2t
d

∑
j=1

cos
(
k ja
)
)+U0n0,

donde la densidad del condensado es n0 =
N0
Ns

. Además para momentos muy pequeños k j→ 0
y ∑

d
j=1 cos(0) = d. Se concluye entonces que para la aproximación de menor orden:
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µ =U0n0−2dt =U0n0− zt, (3.9)

con z = 2d el número de vecinos. El potencial quı́mico es la energı́a necesaria para añadir una
partı́cula al sistema, por lo que añadir una partı́cula incrementa la energı́a debido a la interacción
con las n0 partı́culas en cada sitios, y reduce lo correspondiente al posible tunelaje a uno de los z
sitios vecinos.
El paso siguiente es determinar el Hamiltoniano efectivo Heff, que contiene las fluctuaciones de
orden cero y dos. Después de hacer álgebra, se obtiene (ver Apéndice, sección A.1.3):

Heff = (−zt−µ +
1
2

U0n0)N0 +∑
k
(−εk−µ)â†

kâk +
1
2

U0n0 ∑
k
(âkâ-k +4â†

kâk + â†
-kâ†

k). (3.10)

Esta expresión puede simplificarse utilizando el conmutador (2.17), sustituyendo (3.9) y escri-
biendo εk = zt− εk, lo que finalmente resulta en:

Heff =−1
2

U0n0N0−
1
2 ∑

k
(εk +U0n0)+

1
2 ∑

k
(â†

k, â-k)

(
εk +U0n0 U0n0

U0n0 εk +U0n0

)(
âk
â†

-k

)
. (3.11)

Para diagonalizar el término cuadrático en (3.11) se requiere de una transformación de Bo-
goliubov dada por: (

b̂-k
b̂†

-k

)
=

(
uk vk
v∗k u∗k

)(
âk
â†

-k

)
≡ B

(
âk
â†

-k

)
, (3.12)

donde es necesario que los operadores sigan cumpliendo la relación de conmutación [b̂k, b̂
†
k] =

[âk, â
†
k] = 1, por lo que se requiere que los coeficientes de la matriz B obedezcan (ver Apéndice,

sección A.1.4):

|uk|2−|vk|2 = 1. (3.13)

Sustituyendo la ecuación (3.12) en (3.11) y si exigimos que el Hamiltoniano se reduzca a la
forma diagonal

Heff =−1
2

U0n0N0 +
1
2 ∑

k
[h̄ωk− (εk +U0n0)]+∑

k
h̄ωk b̂†

kb̂k, (3.14)

debe cumplirse entonces que uk y vk sean soluciones de las siguientes ecuaciones,

[(uk)
2 +(vk)

2]U0n0−2ukvk(εk +U0n0) = 0, (3.15)

(|uk|2 + |vk|2)(εk +U0n0)− (u∗kvk +ukv∗k)U0n0 = h̄ωk. (3.16)

Utilizando la condición de normalización en (3.13) podemos encontrar la solución (ver Apéndi-
ce, sección A.1.5)

h̄ωk =
√

εk(εk +2U0n0). (3.17)

La forma explı́cita de los coeficientes uk y vk es:

|vk|2 = |uk|2−1 =
1
2

(
εk +U0n0

h̄ωk
−1
)

(3.18)
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|uk|2 =
1
2

(
εk +U0n0

h̄ωk

)
+

1
2

(3.19)

A partir de obtener el valor esperado de los operadores con el Hamiltoniano efectivo podemos
calcular la densidad total, dada por:

n =
1
Ns

∑
k
〈â†

kâk〉Heff (3.20)

Para un gas condensado de Bose, la densidad consiste de dos partes: la primera es la densidad
asociada a la ocupación macroscópica del estado base de una partı́cula (es decir, el condensado).
La segunda parte es la densidad asociada a la ocupación de los estados excitados de una partı́cula
(parte no condensada). En este caso, la primera parte corresponde al parámetro n0 y la densidad
de la parte no condensada se determina haciendo el promedio sobre las fluctuaciones cuadráticas,
y es una función de n0. De la transformación de los operadores mostrada en la ecuación (3.12)
se tiene (

u∗k −vk
−v∗k uk

)(
b̂-k
b̂†

-k

)
=

(
âk
â†

-k

)
, (3.21)

de manera que la transformación inversa de los operadores es

âk = u∗kb̂k− vkb̂†
-k

â†
-k =−v∗kb̂k +ukb̂†

-k.
(3.22)

Aprovechando la paridad de los operadores y de los coeficientes puede calcularse el valor espe-
rado de la siguiente manera,

〈â†
kâk〉= 〈(−v∗kb̂k +ukb̂†

-k)(u
∗
kb̂-k− vkb̂†

k)〉
= 〈−v∗ku∗kb̂kb̂-k + v∗kvkb̂kb̂†

k +uku∗kb̂†
-kb̂-k−ukvkb̂†

-kb̂†
k〉

= 〈−v∗ku∗kb̂kb̂-k + v∗kvkb̂kb̂†
k +uku∗kb̂†

kb̂k−ukvkb̂†
-kb̂†

k〉
= 〈v∗kvk(b̂

†
kb̂k +1)+uku∗kb̂†

kb̂k〉
= 〈(|vk|2 + |uk|2)b̂†

kb̂k + |vk|2〉
= (|vk|2 + |uk|2)〈b̂†

kb̂k〉+ |vk|2 ,

por lo tanto la densidad total es

n = n0 +
1
Ns

∑
k6=0

[
(|vk|2 + |uk|2)〈b̂†

kb̂k〉+ |vk|2
]
. (3.23)

La suma de los coeficientes la conocemos a partir de las ecuaciones (3.18) y (3.19) y además sus-
tituimos 〈b̂†

kb̂k〉 por la distribución de Bose evaluada en h̄ωk, es decir por 1
eβ h̄ωk−1

. Se encuentra
entonces que la densidad es

n = n0 +
1
Ns

∑
k 6=0

(
εk +U0n0

h̄ωk

1
eβ h̄ωk−1

+
εk +U0n0− h̄ωk

2h̄ωk

)
. (3.24)

En el lı́mite de temperatua cero, β → ∞, ası́ que el primer término de la suma es cero

n = n0 +
1
Ns

∑
k6=0

εk +U0n0− h̄ωk
2h̄ωk

,
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después en el lı́mite continuo, es decir donde la suma se cambia por una integral,

n = n0 +
1
Ns

∫
π/a

−π/a

V
(2π)d

εk +U0n0− h̄ωk
2h̄ωk

dk = n0 +
1
Ns

1
2

∫
π/a

−π/a

V
(2π)d

(
εk +U0n0

h̄ωk
−1
)

dk.

Haciendo cambio de variable de momentos k a q con

k =
2π

a
q =⇒ dk =

(
2π

a

)d

dq,

y sustituyendo también Ns =V/ad , la integral toma la forma de

n = n0 +
1
2

∫ 1/2

−1/2

ad

V
V

(2π)d

(
2π

a

)d(
εq +U0n0

h̄ωq
−1
)

dq,

n = n0 +
1
2

∫ 1/2

−1/2

(
εq +U0n0

h̄ωq
−1
)

dq. (3.25)

El resultado de la integral numérica (3.25) se muestra en la Figura 3.1, donde se observa en
(a) que para el caso bidimensional la diferencia entre el llenado entero n =1.0 y semientero
n =0.5 es muy pequeña, aunque para el caso tridimensional (b) es un poco mayor. Sin embargo,
en ambos casos notamos que no hay ningún valor del parámetro U/t para el cual se anule la
fracción de condensado, lo que lleva a pensar que no hay transición a la fase aislante, aunque
esto es incorrecto. La aproximación de Bogoliubov no presenta una transición de fase correcta
por lo que hay que considerar una teorı́a de campo medio diferente que pueda representar un
estado aislante inducido por las interacciones.

Figura 3.1: Fracción de condensado n0/n en una (a) red bidimensional y en una (b) red tridimen-
sional como función del parámetro U/t donde la lı́nea rayada corresponde a n=0.5 y la punteada
a n=1.0 . Resultado tomado de van Oosten et. al. [16]

.

3.2. Aproximación de Desacoplamiento
Para describir la fase de aislante de Mott a través de una aproximación de campo medio, es

necesario introducir un parámetro de orden de superfluido ψ =
√

ni = 〈b̂†
i 〉= 〈b̂i 〉 donde ni es el

valor esperado del número de partı́culas en el sitio i. Los valores esperados también se consideran
como reales. La teorı́a de campo medio se construye haciendo [16]

b̂†
i b̂ j = 〈b̂

†
i 〉b̂ j + b̂†

i 〈b̂ j〉−〈b̂
†
i 〉〈b̂ j〉= ψ(b̂†

i + b̂ j)−ψ
2. (3.26)
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Sustituyendo en el Hamiltoniano de Bose-Hubbard (2.22) se obtiene

H =−t ∑
〈i, j〉

(ψ(b̂†
i + b̂ j)−ψ

2)+
1
2

U0 ∑
i

b̂†
i b̂†

i b̂i b̂i −µ ∑
i

b̂†
i b̂i . (3.27)

Para un número de dimensiones d el número de vecinos más cercanos, o número de coordinación,
es 2d = z, ası́ que desarrollando la suma en el primer término de 3.27 se obtiene:

− t ∑
〈i, j〉

ψ(b̂†
i + b̂ j)+ ∑

〈i, j〉
tψ2 = ∑

i
2dψ(b̂†

i + b̂i )+∑
i

2dtψ2

=− tzψ ∑
i
(b̂†

i + b̂i )+ zt ∑
i

i =−tzψ ∑
i
(b̂†

i + b̂i )+ ztNsψ
2,

donde Ns es el número de sitios en la red. Por lo tanto,

He f f =−ztψ ∑
i
(b̂†

i + b̂i )+ ztNsψ
2 +

1
2

U0 ∑
i

b̂†
i b̂†

i b̂i b̂i −µ ∑
i

b̂†
i b̂i . (3.28)

Este Hamiltoniano es diagonal con respecto al ı́ndice de sitio i, por lo que podemos utilizar un
Hamiltoniano efectivo de sitio. Sean U = U

zt , µ = µ

zt y el operador de número n̂i = b̂†
i b̂i . Notamos

que,
n̂2

i − n̂i = n̂i (n̂i −1) = (b̂†
i b̂i )

2− b̂†
i b̂i = b̂†

i b̂i b̂†
i b̂i − b̂†

i b̂i .

Pero,
b̂†

i b̂†
i b̂i b̂i = b̂†

i (b̂i b̂†
i −1)b̂i = b̂†

i b̂i b̂†
i b̂i − b̂†

i b̂i ,

entonces:
Heff =−ztψ ∑

i
(b̂†

i + b̂i )+ ztNsψ
2 +

1
2

U0 ∑
i

n̂i (n̂i −1)−µ ∑
i

n̂i .

Haciendo adimensional el Hamiltoniano dividiendo entre zt se obtiene:

Heff =
1
2

U ∑
i

n̂i (n̂i −1)−µ ∑
i

n̂i −ψ ∑
i
(b̂†

i + b̂i )+ψ
2.

Este Hamiltoniano es válido en cada sitio y por eso podemos omitir el ı́ndice para tener el Ha-
miltoniano de sitio:

Heff =
1
2

Un̂(n̂−1)−µ n̂−ψ(b̂† + b̂)+ψ
2. (3.29)

3.3. Teorı́a de perturbaciones de segundo orden
Escribiendo Heff = H(0)+ψV con

H(0) =
1
2

Un̂(n̂−1)−µ n̂+ψ
2

V =−(b̂† + b̂),
(3.30)

podemos notar que E(0)
n = 1

2Un(n−1)−µn, donde n es un número natural, es decir:
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E(0)
1 =−µ

E(0)
2 =U−2µ

E(0)
3 = 3U−3µ

E(0)
4 = 6U−4µ

...

Ahora si graficamos las rectas con x = µ

U , se obtiene:

E(0)
1 =−x

E(0)
2 = 1−2x

E(0)
3 = 3−3x

E(0)
4 = 6−4x

...

Figura 3.2: Energı́as para el estado base E(0)
n = 1

2Un(n−1)−µn

Observamos que el estado base sin perturbación depende del intervalo en que se encuentre la
relación µ

U , y su energı́a será:

E(0)
g =

{
E(0)

n | n = 0,1,2, ...
}

min

Analizando los intervalos vemos que si µ < 0 =⇒ E(0)
g = 0, si 0 < µ < µ

U =⇒ E(0)
g =− µ

U , si
µ

U < µ < 2 µ

U =⇒ E(0)
g = 1−2 µ

U , etc. En general:

E(0)
g =

{
0 si µ < 0
1
2Ug(g−1)−µg si U(g−1)< µ <Ug

(3.31)

Calcularemos ahora la corrección a segunda orden para la perturbación con la expresión

E(2)
g = ψ

2
∑
n6=g

| 〈g |V | n〉 |2

E(0)
g −E(0)

n

, (3.32)
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donde | n〉 denota la función de onda sin perturbación con n partı́culas, y para la cual el estado
base está dado por n = g. Como

〈g |V | n〉= 〈g | c† + c | n〉= 〈g | c† | n〉+ 〈g | c | n〉=
√

n+1〈g | n+1〉+
√

n〈g | n−1〉
=
√

n+1δg,n+1 +
√

nδg,n−1,

entonces

E(2)
g = ∑

n 6=g

(n+1)δg,n+1

E(0)
g −E(0)

n

+
(n)δg,n−1

E(0)
g −E(0)

n

.

Evaluando el primer término de la suma en n = g−1 y el segundo en n = g+1 se obtiene:

E(2)
g =

(g)

E(0)
g −E(0)

g−1

+
(g+1)

E(0)
g −E(0)

g+1

,

donde

E(0)
g −E(0)

g−1 =
1
2

Ug(g−1)−µg− (
1
2

U(g−1)(g−2)−µ(g−1))

=
1
2

U(g−1)(g−g+2)−µ(g−g+1) =U(g−1)−µ.

Por otro lado,

Eg−Eg−1 =
1
2

Ug(g−1)−µg− (
1
2

U(g+1)(g)−µ(g+1) =
1
2

Ug(g−1−g−1)−µ(g−g−1)

=−Ug+µ,

por lo tanto,

E(2)
g =

g
U(g−1)−µ

+
g+1
−Ug+µ

(3.33)

Si ahora escribimos a la energı́a del estado base como una expansión en ψ obtenemos:

Eg(ψ) = a0(g,U ,µ)+a2(g,U ,µ)ψ2 +O(ψ4).

Esta función es cuadrática, es decir una parábola centrada en ψ = 0 y cuando a2(g,U ,µ)> 0 la
función se minimiza para ψ = 0. Si a2(g,U ,µ) < 0 el valor que minimiza la función ya no es
cero, ψ 6= 0. Esto significa fı́sicamente que a2(g,U ,µ) = 0 marca la frontera entre las fases de
superfluido y de aislante. Resolviendo para µ

a2(g,U ,µ) = E(2)
g =

g
U(g−1)−µ

+
g+1
−Ug+µ

+1 = 0, (3.34)

resulta que

µ± =
1
2
(U(2g−1)−1)± 1

2

√
U2−2U(2g+1)+1. (3.35)

La siguiente figura muestra una gráfica de la ecuación 3.35 para g = 1,2,3
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Figura 3.3: Diagrama de fase para el Hamiltoniano de Bose-Hubbard obtenido por teorı́a de
perturbaciones. Los ejes son adimensionales

3.4. Diagonalización Exacta
La diagonalización exacta es un método numérico que ofrece un tratamiento a un problema

fı́sico de muchos cuerpos reduciéndolo a un problema matemático donde se expresa al Hamilto-
niano en cierta base [26]. En esta tesis se utiliza el método para observar las transiciones de fase
cuánticas del Modelo de Bose Hubbard extendido para átomos con espı́n S = 1 en redes ópticas
clásicas y en una cavidad óptica como se expresó en (2.23). Para este problema de muchos cuer-
pos puede utilizarse la diagonalización exacta sólo para sistemas pequeños debido a la enerme
dimensión del espacio de Hilbert, dada por

D(N,M) =
(N +M−1)!
N!(M−1)!

, (3.36)

donde N es el número de átomos y M el número de sitios en la red. Para ilustrar las implicacio-
nes de la ecuación 3.36 consideremos el caso donde M = N. Si N = M = 8, 10, y 12 entonces
D(N,M) = 6432, 92378 y 1352078, respectivamente. Por lo tanto la diagonalización estándar
donde todos los elementos de la matriz están guardados y no existen simetrı́as tiene problemas
para N = M > 8 ya que los recursos de una computadora de escritorio son insuficientes.

El uso de la diagonalización exacta surge de la necesidad de optimizar el proceso para obtener
valores y vectores propios de una matriz, en este caso de la representación matricial H de (2.22).
Para reducir una matriz asociada a un espacio de Hilbert de dimensión D a la forma UΛU†,
donde Λ es una matriz diagonal real y U una matriz unitaria, el tiempo que una computadora de
escritorio común se tomarı́a serı́a del orden de D3 y el espacio en la memoria del orden D2. Ası́
que para dimensiones superando, por ejemplo D = 1,000,000, el problema consume demasiados
recursos. Sin embargo, fı́sicamente no es necesario obtener todo el espectro de energı́as del Ha-
miltoniano, ya que sólo el estado base y algunos estados excitados de baja energı́a contribuyen
significativamente a la termodinámica del sistema a bajas temperaturas.

El método de diagonalización exacta se basa en el algoritmo de Lanczos [27], que utiliza una
relación de recurrencia de tres pasos para reducir una matriz simétrica H de tamaño L×L. Dado
un vector arbitrario inicial, llamado vector pivote v1, y tomando v0 el algoritmo produce en L
pasos una matriz ortogonal V = [v1,v2, ...,vL] y una matriz tridiagonal HL tal que HV = V HL.
Los valores propios de H y HL coinciden. En la nueva base HL es tridiagonal y es fácilmente
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diagonalizable. Además puede demostrarse que los valores propios de HL se aproximan muy
bien a los de H, con sólo k� L iteraciones. La recurrencia de tres pasos es la siguiente [8]

|wl〉= H|vl〉−βl|vl−1,〉,
αl = 〈vlw j〉,
|w j〉= |w j〉−αl|vl〉,

βl+1 = ‖w j‖
√
〈w jw j〉,

|vl+1〉= |w j〉/βl+1,

(3.37)

lo que lleva a la matriz

HL =


α0 β1 0 .... .... .... .... .... .... 0
β1 α1 β2 0 .... .... .... .... .... 0
0 β2 α2 β3 0 .... .... .... .... 0
....
0 0 0 0 βL−2 αL−2 βL−1
0 0 0 0 0 βL−1 αL−1


Convenientemente para nuestro problema, los valores y vectores que convergen primero son

los extremos. En este trabajo se aplica el método de diagonalización exacta y al final se encuentra
el estado base y algunos estados excitados utilizando la paqueterı́a Armadillo para C++, la cual
invoca al algoritmo de Lanczos a través de ARPACK.

El espacio de Hilbert correspondiente al problema central de este trabajo es de dimensión
aún más grande, ya que cada átomo tiene 3 proyecciones de espı́n, lo que podemos interpretar
como si hubiera 3M sitios en la red con N átomos. La dimensión se modifica entonces a

D =
(N +3∗M−1)!
N!(3∗M−1)!

, (3.38)

donde el factor de 3 que multiplica al número de sitios proviene de las tres componentes de
espı́n que puede tener el átomo en cada sitio.

3.4.1. Generación de la base
Utilizando la notación nσ ,i donde σ es la proyección de espı́n 1, 0 ó−1 e i es el i-ésimo sitio,

definimos la base natural por el número de ocupación de partı́culas por sitio

{| n1,1, n0,1, n−1,1, n1,2, n0,2, n−1,2, ...n1,M, n0,M, n−1,M 〉},

a través de los operadores de número

n̂1,i | n1,1, n0,1, n−1,1, ...,n1,M, n0,M, n−1,M 〉 = n1,i | n1,1, n0,1, n−1,1, ...,n1,M, n0,M, n−1,M 〉
n̂0,i | n1,1, n0,1, n−1,1, ...,n1,M, n0,M, n−1,M 〉 = n0,i | n1,1, n0,1, n−1,1, ...,n1,M, n0,M, n−1,M 〉

n̂−1,i | n1,1, n0,1, n−1,1, ...,n1,M, n0,M, n−1,M 〉 = n1,i | n1,1, n0,1, n−1,1, ...,n−1,M, n0,M, n−1,M 〉,
(3.39)
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con nσ ,i ≥ 0. Se trabaja en el espacio donde el número de partı́culas es fijo:

M

∑
σ ,i

nσ ,i = N. (3.40)

Es necesario enumerar todos los vectores de la base que satisfacen la constricción (3.40).
Notemos que es posible ordenar todos los vectores de la base [26]. Para dos vectores diferentes
|n1,n2, ...,n3M〉 y |n1,n2, ...,n3M〉 debe existir cierto ı́ndice 1≤ k≤M−1 tal que ni = ni y nk 6= nk
para 1≤ i≤ k−1. Diremos entonces que |n1,n2, ...,n3M〉 es superior a |n1,n2, ...,n3M〉 si nk > nk.
Esto define un orden sobre todos los vectores de la base, donde |N,0, ...,0〉 es superior a todos y
|0, ...,0,N〉 es inferior a todos.
Es posible generar todos los vectores de la base en orden descendente a partir del vector superior
utilizando el siguiente algoritmo. Sea un vector |n1,n2, ...,n3M〉 con nM < N, supongamos que
nk 6= 0 y ni = 0 para todo k + 1 ≤ i ≤ M− 1 entonces puede construirse el siguiente vector
|n1,n2, ...,n3M〉 a partir de las reglas:

ni = ni para 1≤ i≤ k−1;

nk = nk−1;

nk+1 = N−∑
k
i=1 ni y ni = 0 para i≥ k+2.

Las ventajas de este procedimiento son que se necesita un sólo ciclo para generar la base, y
que cada vector puede guardarse en una matriz A de dimensiones D×M. De esta forma en la fila
v de la matriz A se encuentra el vector

|v〉= |n1,1, n0,1 n−1,1 ... n1,M, n0,M n−1,M〉.

Un ejemplo de la configuración de vectores de la base para el sistema sencillo donde M = 2
y N = 2 que satisfacen la constricción (3.40) y generado con el algoritmo descrito anteriormente
se muestra en la Tabla 3.1.

3.4.2. Construcción de la matriz Hamiltoniana
Para determinar la representación matricial H del Hamiltoniano de Bose Hubbard (2.22) en

esta base es necesario calcular los elementos de matriz

Hu,v ≡ 〈u|Ĥ|v〉. (3.41)

Al determinar la matriz H notamos que es muy poco densa, es decir que hay a lo más 6M+1
elementos distintos de cero por columna. Es importante no guardar todos los elementos en una
matriz densa ya que cuesta memoria del orden de D2. Si se determinan las posiciones de los
elementos distintos de cero y sus valores, entonces podemos guardarlos en una matriz tipo sparse,
que sólo requiere memoria del orden de D.
Para determinar la matriz hay que tratar al Hamiltoniano por separado entre la parte que es
diagonal y la que no lo es. Esto también es útil cuando queremos cambiar las cantidades U0, U2
y t en los cálculos numéricos para estudiar las transiciones de fase. La parte más complicada es
la no diagonal, es decir la del término de tunelaje. El método se basa en encontrar qué vector de
la base |v〉 se conecta con otro vector |u〉 después de que los operadores â†

i â j actúan sobre él. Sin
embargo, lo que realmente importa es la posición de ambos vectores dentro de la base tabulada
en la matriz A, más precisamente el número de la fila en la que se encuentran.
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v n1,1 n0,1 n−1,1 n1,2 n0,2 n−1,2
1 2 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0
3 1 0 1 0 0 0
4 1 0 0 1 0 0
5 1 0 0 0 1 0
6 1 0 0 0 0 1
7 0 2 0 0 0 0
8 0 1 1 0 0 0
9 0 1 0 1 0 0

10 0 1 0 0 1 0
11 0 1 0 0 0 1
12 0 0 2 0 0 0
13 0 0 1 1 0 0
14 0 0 1 0 1 0
15 0 0 1 0 0 1
16 0 0 0 2 0 0
17 0 0 0 1 1 0
18 0 0 0 1 0 1
19 0 0 0 0 2 0
20 0 0 0 0 1 1
21 0 0 0 0 0 2

Cuadro 3.1: Vectores de la base para N = 2 partı́culas con tres proyecciones de espı́n y M = 2
sitios

Para evitar comparar elemento por elemento se recurre a la técnica de hashing, que consiste en
asignar una etiqueta a cada vector a través de una función T

|x〉 → T (|x〉), (3.42)

donde la etiqueta T (|x〉) debe ser única para cada vector. En otras palabras, se construye un
mapeo uno a uno entre las filas de A y un vector que contenga todas las etiquetas. La función
utilizada es [26]

T (v) =
M

∑
i=1

(ln pi)nvi, (3.43)

con pi = 100∗ i+3.
Dado un vector de la base |v〉 podemos calcular su etiqueta de acuerdo con la ecuación (3.43)

y buscarla entre el vector que contiene todas las etiquetas de la base para encontrar su posición
v. Adicionalmente, si ordenamos las etiquetas de manera ascendente o descendente el número
de pasos que tardará en encontrar su posición será a lo más log2 D intentos gracias al método de
bisección, que es una ventaja considerable a no ordenarlo, ya que tomarı́a en promedio D/2 in-
tentos encontrar la etiqueta. Considerando que D puede ser del orden de 105, entonces el número
de intentos para encontrar la etiqueta en una base ordenada es aproximadamente 13.
Ası́ que se ordena la base de acuerdo al valor de la etiqueta de cada vector y se guarda en una
nueva matriz, que es a la que aplicaremos los operadores. Se determinan los elementos distintos
a cero columna a columna. Es necesario tener una lista de ı́ndices de vecinos más cercanos pa-
ra poder sumar o restar una partı́cula a la ocupación del sitio. Para un vector arbitrario |v〉, los
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operadores de tunelaje actúan de la siguiente manera

â†
i â j |v〉=

√
(ni +1)n j |...,ni +1, ...,n j−1〉. (3.44)

Después de realizar la operación para todos los pares de ı́ndices {i, j} de vecinos más cerca-
nos, se calcula la etiqueta de todos los vectores y se busca en la lista de etiquetas ordenadas. Si se
encuentra una coincidencia en la posición u, entonces sabremos que la entrada de la parte de la
matriz Hamiltoniana correspondiente a la energı́a cinética (u,v) es distinta de cero y su valor es√
(ni +1)n j. De esta manera podemos guardar sólo la entrada y su valor en una matriz dispersa

(sparse). Siguiendo la misma técnica calculamos también la parte no diagonal del operador S2

(2.30).
Para las partes del Hamiltoniano correspondientes a los operadores de número las representacio-
nes son diagonales ası́ que basta hacer una suma por columnas de los sitios correspondientes y
después transformar el vector resultante a una matriz dispersa diagonal. El Hamiltoniano com-
pleto (2.23) se obtiene sumando cada una de las partes y dejando los parámetros t, U0, U2 como
variables.

3.4.3. Cantidades observables
Obteniendo el estado base |ψ0〉 de la matriz Hamiltoniana pueden calcularse cantidades ob-

servables realizando el cálculo de valores de expectación. La cantidad observable más simple es
el número de ocupación promedio del sitio i [28].

〈n̂i〉= 〈ψ0|n̂i|ψ0〉. (3.45)

Para una red translacionalmente invariante, el número de ocupación promedio es el mismo en
todos los sitios e igual al factor de llenado N/Ns.
Sin embargo, la estructura del estado sı́ cambia dependiendo de los parámetros U0 y t. Una
cantidad que nos ayuda a estudiar estos cambios es la de las fluctuaciones alrededor del número
de ocupacón, dadas por

∆i =
√
〈ψ0|n̂2

i |ψ0〉−〈ψ0|n̂i|ψ0〉2. (3.46)

El número de fluctuaciones es grande cuando |ψ0〉 es una superposición de muchos estados
|n1, ...,nM〉 ya que diferentes números de ocupación existen en el sitio i. En cambio si el estado
base es sólo un estado, las fluctuaciones son cero.
Además de las cantidades anteriores existe una más compleja que contiene información de las
propiedades fı́sicas del gas ultrafrı́o en la red. Para ayudarnos a definir a un condensado de Bose-
Einstein a través del estado base de un sistema de muchos bosones interactuantes, consideramos
la matriz de densidad de un cuerpo asociada a |ψ0〉 [28]:

ρ
(1)
i j = 〈ψ0|â†

j âi |ψ0〉. (3.47)

Los vectores propios de la matriz de densidad de un cuerpo describen los llamados orbitales
naturales y sus valores propios a los números de ocupación. De acuerdo con Penrose y Onsager
[29], un condensado de Bose-Einstein está presente si uno de los orbitales naturales está ocupado
macroscópicamente. Eso significa que la proporción entre el número de ocupación y el número
total de partı́culas es finito en el lı́mite termodinámico, es decir cuando N/Ns→ ∞. Esta propor-
ción es la fracción de condensado fc = Nc/N. De la normalización de la matriz de densidad de
un cuerpo tenemos que Trρ(1)

i j = N y para cualquier sistema existe un valor propio igual o mayor
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al factor de llenado. Por lo tanto la fracción de condensado fc siempre es mayor que 1/Ns y no se
anula en sistemas finitos. Obtenemos la fracción de condensado calculando la proporción entre
el valor propio más grande de (3.47) y el número de sitios de la red.

3.5. Sistemas espinoriales
Al extender el Modelo de Bose-Hubbard a partı́culas de espı́n-1 es necesario modificar tam-

bién las herramientas para su análisis. Discutiremos en partı́cular la aproximación de desacopla-
miento y la diagonalización exacta.
La teorı́a de campo medio para bosones con espı́n a temperatura cero busca obtener el diagrama
de fase y observar la transición de fase Superfluido-Aislante de Mott. Además de ello, las fases
superfluidas pueden ser ferromagnéticas o antiferromagnéticas, dependiendo de cómo la inter-
acción de espı́n favorece o desfavorece la formación de singletes. Partiendo del modelo de Bose
Hubbard para espı́n-1 (2.23) se desacopla el término de tunelaje para obtener un modelo efectivo
por sitio y después resolverlo de manera autoconsistente. Utilizamos la aproximación [22]:(

b̂†
σ ,i−〈b̂

†
σ ,i〉
)(

b̂
σ , j−〈b̂σ , j〉

)
≈ 0 (3.48)

donde 〈O〉 denota el valor esperado del operador O. Despejando tenemos:

b̂†
σ ,ib̂σ , j ' 〈b̂

†
σ ,i〉b̂σ , j + b̂†

σ ,i〈b̂σ , j〉−〈b̂
†
σ ,i〉〈b̂σ , j〉. (3.49)

Para analizar las fases superfluidas se introduce un parámetro de orden superfluido

ψσ ≡ 〈b̂†
σ ,i〉 ≡ b̂

σ ,i, (3.50)

para σ = 1, 0, y -1. Estos parámetros son reales ya que los estados de equilibrio tienen fases
uniformes para una red óptica clásica. Dada la aproximación de desacoplamiento (3.49), el Ha-
miltoniano (2.23) puede escribirse como una suma de Hamiltonianos por sitio, que se denotan
como HMF

i , donde

HMF
i =

U0

2
n̂i (n̂i−1)+

U2

2
(
S2

i −2n̂i
)
−µ n̂i−ψσ

(
b̂†

σ ,i + b̂
σ ,i

)
+∑

σ

|ψσ |2. (3.51)

La escala de energı́a se escoge haciendo zt = 1, donde z es el número de vecinos más cer-
canos. En las fases superfluidas, al menos uno de los parámetros ψσ es distinto de cero. Los
resultados obtenidos numéricamente de manera autoconsistente (Figura 3.4) muestran distintas
fases de superfluido.

Figura 3.4: Valores de los parámetros superfluidos en la teorı́a de campo medio.
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Capı́tulo 4

Resultados

4.1. Redes ópticas clásicas
Se realizó la simulación de un sistema de partı́culas con espı́n-1 en seis sitios para una red

óptica bidimensional con dos filas y tres columnas. Para ello se utilizó la técnica de diagona-
lización exacta para el Hamiltoniano de Bose-Hubbard de espı́n-1 con número de partı́culas
constante (ecuación (2.23)):

Ĥ =−t ∑
〈i, j〉,σ

(b̂†
σ ,ib̂σ , j + b̂†

σ , jb̂σ ,i)+
U0

2 ∑
i

n̂i(n̂i−1)+
U2

2 ∑
i
(Ŝ2

i −2n̂i). (4.1)

La dimensión del espacio de Hilbert de acuerdo a la ecuación (3.38) es D =100,947. Dada
la naturaleza espinorial de los átomos, puede distinguirse en el sistema la configuración antife-
rromagnética y ferromagnética. El caso antiferromagnético corresponde a cuando el parámetro
U2 es positivo, y el ferromagnético cuando es negativo. En ambos casos se trabajó con una red
con llenado conmensurado, con número de partı́culas N igual al número de sitios Ns y número
promedio de partı́culas por sitio igual a uno.

4.1.1. Caso antiferromagnético
Los cálculos se realizaron para los parámetros U0 = 1 y U2 =0.3, tomados de las referencias

[30], [31] y [32]. Se realizaron las mediciones de los número de ocupación de componente por
sitio 〈∑nσ ,i〉/Ns y las fluctuaciones ∆σ ,i alrededor de este número. De la Figura 4.1b vemos
que la ocupación promedio de las tres componentes σ = 1,0,−1 se mantiene igual al variar
el parámetro t. Es decir, no existe ningún rompimiento de simetrı́a de espı́n. De la Figura 4.1a
vemos que las fluctuaciones totales alrededor del número de ocupación son análogas a las de un
sistema no espinorial en una red óptica clásica. También se observa que la componente σ = 0
tiene fluctuaciones ligeramente mayores a las de σ ±1.

También se calculó la magnetización, que es

mz = ∑
i
〈ψ0|Ŝz,i|ψ0〉, (4.2)

pero ya que en el caso antiferromagnético la magnetización se anula, como se ve en la Figura
4.2, se hizo también el cálculo elevando al cuadrado el operador Ŝz, es decir m2

z = ∑i〈ψ0|Ŝ2
z,i|ψ0〉

Se midió también el valor esperado del operador Ŝ2, que está escrito con todos sus términos en
la ecuación (2.30),
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(a) Fluctuaciones por sitio

(b) Ocupación de cada componente de espı́n

Figura 4.1: Cantidades observables en una simulación de 6 átomos en una red óptica clásica de
2 por 3 sitios para la configuración antiferromagnética U2 > 0 y ε < 0.

〈Ŝ2〉= ∑
i
〈ψ0|Ŝ2

i |ψ0〉, (4.3)
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Figura 4.2: Valores esperados de S2,mz y m2
z , para un sistema espinorial de seis partı́culas en seis

sitios en una red óptica clásica.

4.1.2. Caso ferromagnético
En el caso ferromagnético U2 < 0 y se realizaron los cálculos numéricos utilizando los

parámetros U0 = 1, U2 = −0,03, siguiendo a [30], [31], [32]. Ya que el estado base es alta-
mente degenerado, se requiere agregar dos términos infinitesimales al Hamiltoniano (4.1) que
rompan esta degeneración. El primero es ε ∑i n̂0,i, con ε negativo y del orden de 10−4. Este ter-
mino maximiza la componente de espı́n σ = 0 en la fase de aislante de Mott. Adicionalmente
tenemos el término ε ∑i Ŝ2

zi, con ε positvo y del orden de 10−4. Este término garantiza que las
componentes σ =±1 se mantengan iguales. Por lo tanto, el Hamiltoniano analizado es:

Ĥ =−t ∑
〈i, j〉,σ

(b̂†
σ ,ib̂σ , j + b̂†

σ , jb̂σ ,i)+
U0

2 ∑
i

n̂i(n̂i−1)+
U2

2 ∑
i
(Ŝ2

i −2n̂i)− ε ∑
i

n̂0,i + ε ∑
i

Ŝ2
zi.

(4.4)
De manera congruente con [30], observamos de manera cualitativa en la Figura 4.4b que en

la fase de Aislante de Mott la componente σ = 0 es máxima y en la fase superfluida ésta dismi-
nuye y la ocupación de σ ±1 crece, tendiendo a ser la mitad de la ocupación de σ = 0.
En cuanto a las cantidades medidas de 〈Ŝ2〉, mz y m2

z , mostradas en la Figura 4.3 también corro-
boramos los resultados de [30], vemos que 〈Ŝ2〉 se maximiza y en el Aislante de Mott 〈Ŝ2〉 = 8
.
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Figura 4.3: Valores esperados de S2,mz y m2
z , para un sistema espinorial de 4 partı́culas en 4 sitios

en una red óptica clásica de dos dimensiones.

(a) Fluctuaciones por sitio

(b) Ocupación de cada componente de espı́n

Figura 4.4: Simulación de 4 átomos en una red óptica clásica de 2 por 2 sitios la configuración
ferromagnética U0 < 0.
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4.2. Redes ópticas cuánticas
Partiendo del modelo efectivo para sistemas espinoriales ultrafrı́os dado por la ecuación

(2.33) y que denotaremos como Ĥ, que realiza mediciones para la proyección x, nosotros propo-
nemos un modelo análogo en la proyección z, ya que la forma del operador Sz (ecuación (2.29))
permite analizar de manera más sencilla la estructura de los estados. El modelo se denota con
H y es

H =−t ∑
〈i, j〉,σ

(b̂†
σ ,ib̂σ , j + b̂†

σ , jb̂σ ,i)+
U0

2 ∑
i
(n̂i)

2 +
gz

Ns

(
∑

i
Ŝzi

)2

, (4.5)

y está relacionado con (2.33) a través de la rotación de operadores de espı́n Ĥ = U†
y H Uy , con

Uy = e
3πi
2 Sy.

Se realizó la construcción de la matriz Hamiltoniana de acuerdo al procedimiento descrito
en el Capı́tulo 2 para realizar la diagonalización de ella. La dimensión del espacio de Hilbert de
acuerdo a la ecuación (3.38) es D =100,947. Se analizaron los casos antiferromagnético, donde
gz > 0, y ferromagnético donde gz < 0.

4.2.1. Caso antiferromagnético
En el caso antiferromagnético del sistema agregamos un término infinitesimal al modelo (4.5)

debido a que el estado base es degenerado y las mediciones numéricas fluctúan porque se escoge
aleatoriamente uno de estos estados para realizar el cálculo de los valores esperados. El término
infinitesimal agregado es ε ∑i n̂0,i y entonces el modelo efectivo es el siguiente

Heff =−t ∑
〈i, j〉,σ

(b̂†
σ ,ib̂σ , j + b̂†

σ , jb̂σ ,i)+
U0

2 ∑
i
(n̂i)

2 +
gz

Ns

(
∑

i
Ŝzi

)2

± ε ∑
i

n̂0,i. (4.6)

Los cálculos se realizaron para el parámetro U0 = 1 y gz = 0,6, además de analizar ε posi-
tiva y negativa. En ambos casos se midieron los número de ocupación de componente por sitio
〈∑nσ ,i〉/Ns y las fluctuaciones ∆σ ,i alrededor de este número.
En la Figura 4.5b se muestra como el número de ocupación promedio de las proyecciones de
espı́n en el sistema para ε < 0. Observamos como la única componente ocupada es la de σ = 0
y se mantiene igual al variar el parámetro t, hasta que ocurre un rompimiento de simetrı́a alre-
deor de t = tc ≈0.2 y las tres componentes colapsan a misma ocupación, donde naturalmente las
tres son 〈∑i nσ ,i〉/Ns = 1/3. Las fluctuaciones alrededor de esta cantidad mostradas en la Figura
4.5a son congruentes con el número de ocupación. Para valores menores a t = tc ≈0.2, la única
componente que contribuye al total de fluctuaciones, es decir la lı́nea punteada roja, es la de las
fluctuaciones en la componente σ = 0. Después del rompimiento de simetrı́a,t > tc existe una
contribución igual por parte de σ = 1 y σ = −1, lo que resulta en un cambio de concavidad
en la curva de las fluctuaciones totales. Es entonces que las tres componentes contribuyen a las
fluctuaciones de igual manera.

Fijándonos ahora en el caso ε > 0, notamos que no hay rompimiento de simetrı́a pues las
ocupaciones de componentes σ =± en la Figura 4.7b se mantienen iguales al variar el parámetro
t. Lo que ocurre en este caso es una inversión de la componente ocupada, esta vez son σ =−1 y
σ = 1 quienes minimizan la energı́a del estado base y 〈∑n−1,i〉/Ns = 〈∑n1,i〉/Ns =0.5. Cuando
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(a) Fluctuaciones por sitio

(b) Ocupación de cada componente de espı́n

Figura 4.5: Cantidades observables en una simulación de 6 átomos en una red óptica de 2 por 3
sitios en una cavidad para la configuración antiferromagnética gz > 0 y ε < 0.

analizamos las fluctuaciones correspondientes a este caso en la Figura 4.7a, observamos que para
t < 0,2 las fluctuaciones de las componenentes σ =−1 y σ = 1,marcadas con la lı́nea punteada
amarilla, son mayores que las de la suma de las componentes, marcadas con la lı́nea punteada
roja. Ya que las fluctuaciones cuadradas alrededor de n̂ se definen como:

∆
2
σ ,i = 2cov(n̂1,i, n̂−1,i)+2cov(n̂0,i, n̂1,i)+2cov(n̂0,i, n̂−1,i)+∆i(n̂0,i)

2 +∆i(n̂1,i)
2 +∆i(n̂−1,i)

2,
(4.7)

donde la covarianza de dos operadores X̂ y Ŷ es cov = 〈X̂Ŷ 〉− 〈X̂〉〈Ŷ 〉, encontramos que ésto
solo puede ser posible si las correlaciones entre las componentes σ ± 1 son negativas, ya que
cov(n̂0,i, n̂1,i) = cov(n̂0,i, n̂−1,i) = 0. El cálculo de éstas correlaciones se muestra en la Figura
4.6. El hecho de que sean negativas nos indica que al variar la probabilidad de tunelaje t, una
aumentará y la otra disminuirá instantáneamente. A ésto se le conoce como un estado enredado,
equivalente a decir que los estados que lo componen no pueden separarse [33].

Concluimos entonces que el efecto del término ε ∑i Ŝzi en las ocupaciones de las componentes
de espı́n σ =±1 es:
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Figura 4.6: Correlaciones medidas entre las componentes σ = 1 y σ = −1 para el caso antife-
rromagnético con ε > 0

(a) Fluctuaciones por sitio

(b) Ocupación de cada componente de espı́n

Figura 4.7: Simulación de 6 átomos en una red óptica de 2 por 3 sitios en una cavidad para la
configuración antiferromagnética gz > 0.
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ε > 0→ ρ1 = ρ−1 = 1/2

ε < 0→

{
ρ1 = ρ−1 = 0 si t .0.2
ρ1 = ρ−1 = 1/3 si t &0.2,

(4.8)

donde ρ−1 =
1

Ns
∑i〈n̂−1,i〉 y ρ1 =

1
Ns

∑i〈n̂1,i〉 .

4.2.2. Caso ferromagnético
Para el caso ferromagnético donde gz < 0, el término que utilizamos para romper la degene-

ración del estado base es ε Ŝz, ası́ que el modelo efectivo es de la forma

Heff =−t ∑
〈i, j〉,σ

(b̂†
σ ,ib̂σ , j + b̂†

σ , jb̂σ ,i)+
U0

2 ∑
i
(n̂i)

2 +
gz

Ns
∑

i
Ŝ2

zi± ε ∑
i

Ŝzi. (4.9)

Lo que obtuvimos en esta configuración fue que el sistema es equivalente a tener una sola
componente de espı́n polarizada σ ± 1. Si nos fijamos en la Figura 4.8b podemos ver que para
ε > 0 la única componente ocupada es σ = 1 y ası́ permanece para toda t. Las fluctuaciones
correspondientes se muestran en la Figura 4.8a son congruentes a la afirmación anterior pues
son iguales a las del modelo de Bose-Hubbard, y la única contribución es la de la componente
ocupada σ = 1. Al cambiar el signo de ε lo que sucede es que la componente que se maximiza
ahora es σ = −1, como podemos ver en las Figuras 4.9a y 4.9b, pero el sistema sigue siendo
equivalente al de ε > 0.
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(a) Fluctuaciones por sitio

(b) Ocupación de cada componente de espı́n

Figura 4.8: Simulación de 6 átomos en una red óptica de 2 por 3 sitios en una cavidad para la
configuración ferromagnética gz < 0.
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(a) Fluctuaciones por sitio

(b) Ocupación de cada componente de espı́n

Figura 4.9: Simulación de 6 átomos en una red óptica de 2 por 3 sitios en una cavidad para la
configuración antiferromagnética gz > 0.
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Capı́tulo 5

Conclusiones

Dado el interés en llevar los experimentos de gases atómicos ultrafrı́os a regı́menes de nuevas
interacciones y potenciales, se planteó un sistema espinorial en red óptica dentro de una cavidad
óptica. El objetivo de este trabajo fue estudiar el Modelo de Bose Hubbard para átomos con espı́n
total 1 y proyecciones de espı́n mF = −1,0,1 en cavidades ópticas de alta reflectancia a través
del método de diagonalización exacta para observar las propiedades de sus transiciones de fase.
El problema se encuentra dentro del campo de estudio de gases atómicos ultrafrı́os en la fı́sica
cuántica de muchos cuerpos.
Se derivó el Modelo de Bose - Hubbard para partı́culas sin espı́n partiendo de los principios
fı́sicos donde se aplica su estudio: los bosones en redes ópticas. Se presentó también el modelo
extendido para bosones de espı́n-1 que se utiliza cuando las trampas que contienen los gases no
tienen un campo magnético externo, es decir que son puramente ópticas. Se añadió finalmente
el modelo que es el objeto de las simulaciones numéricas posteriores, un modelo efectivo para
sistemas espinoriales dentro de una cavidad óptica.
Se realizó un repaso bibliográfico sobre las herramientas de análisis para el modelo de Bose-
Hubbard sin espı́n que incluye a la aproximación de Bogoliubov, la aproximación de desacopla-
miento, la teorı́a de perturbaciones de segundo orden y un método numérico, la diagonalización
exacta. Posteriormente se indicó como puede extenderse el uso de la aproximación de desaco-
plamiento y la diagonalización exacta a sistemas espinoriales.
Los resultados comienzan mostrando cálculos numéricos de cantidades asociadas al Modelo de
Bose-Hubbard para partı́culas de espı́n-1 en redes ópticas clásicas a través del método de diago-
nalización exacta. El sistema estudiado en el caso antiferromagnético es de seis partı́culas en seis
sitios, mientras que en el caso ferromagnético la red fue de cuatro sitios con cuatro partı́culas. Se
corroboraron los resultados de [30] y [31].
Como estudio principal de la tesis se realizó la simulación de un sistema de seis partı́culas en
una red óptica de seis sitios en dos dimensiones. Siguiendo el procedimiento para realizar dia-
gonalización exacta, se construyó la matriz Hamiltoniana asociada al modelo, donde el espacio
de Hilbert es de dimensión D = 100,947 estados. Después de diagonalizar y encontrar el esta-
do base se calcularon las cantidades de número de ocupación por componente en cada sitio y
las fluctuaciones alrededor de ese número. Se encontró que para el sistema antiferromagnético
existe una configuración que produce un cambio de simetrı́a de espı́n al incrementar la pro-
babilidad de tunelaje entre los sitios de la red. Existe otra configuración donde el estado base
presenta anticorrelaciones entre sus componentes, lo que significa que es un estado enredado.
Para el sistema ferromagnético se concluyó que su configuración es equivalente a la del modelo
de Bose-Hubbard sin espı́n.
Como trabajo a futuro se pretende calcular más cantidades asociadas al sistema, como puede ser
el grado de enredamiento. Además se pretende trabajar con sistemas más grandes, por ejemplo
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de nueve partı́culas en nueve sitios, empleando técnicas para reducir el tamaño del espacio de
Hilbert porque presenta un reto computacional diagonalizar una matriz tan grande.
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Apéndice A

Algunos desarrollos

A.1. Aproximación de Bogoliubov

A.1.1. Desarrollo 1
Sustituyendo las relaciones (3.1) en el Hamiltoniano de Bose Hubbard (2.22) y suponiendo

que tenemos una red cúbica con distancia de red a se obtiene

H =− t ∑
〈i j〉

∑
k,k′

(
1√
Ns

)(
1√
Ns

)
â†

k′ âke−i(k·ri−k′·r j)

+
1

N2
s

1
2

U0 ∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

â†
kâ†

k′ âk′′ âk′′′e
−i(k·ri)e−i(k′·ri)ei(k′′·ri)ei(k′′′·ri)

−µ ∑
i

∑
k,k′

(
1√
Ns

)2

â†
k′ âke−i(k·ri)ei(k’·r j).

(A.1)

Desarrollaremos la suma sobre vecinos más cercanos ∑〈i j〉 e−i(k·ri−k′·r j) para d dimensiones.
Escribiéndola explı́citamente y renombrando ı́ndices se tiene que

∑
〈l j〉

e−i(k·rl−k′·r j) =

exp

{(
−i

[
d

∑
m=1

km ·al−
d

∑
m=1

k′m ·al− k′1a

])}
+ exp

{(
−i

[
d

∑
m=1

km ·al−
d

∑
m=1

k′m ·al + k′1a

])}

+ exp

{(
−i

[
d

∑
m=1

km ·al−
d

∑
m=1

k′m ·al− k′2a

])}
+ exp

{(
−i

[
d

∑
m=1

km ·al−
d

∑
m=1

k′m ·al + k′2a

])}
+ ...

+ exp

{(
−i

[
d

∑
m=1

km ·al−
d

∑
m=1

k′m ·al− k′da

])}
+ exp

{(
−i

[
d

∑
m=1

km ·al−
d

∑
m=1

k′m ·al + k′da

])}

= exp

{(
−i

[
d

∑
m=1

km ·al−
d

∑
m=1

k′m ·al

])}(
d

∑
m=1

exp
{(

i
[
k′ma
])}

+
d

∑
m=1

exp
{(

i
[
−k′ma

])})
,
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∑
〈l j〉

e−i(k·rl−k′·r j) = ∑
i

exp{(−i(k-k’) · ri)}
(

d

∑
m=1

2coskma

)

= Nsδk,k’

(
d

∑
m=1

2coskma

)
.

Por lo tanto el primer término de la suma en el Hamiltoniano de la ecuación (A.1) es

− t ∑
〈l j〉

∑
k,k′

(
1√
Ns

1√
Ns

)
â†

k′ âke−ik·rieik′·r j =−t ∑
k,k′

1
Ns

â†
k′ âk

(
Nsδk,k′

d

∑
m=1

2coskma

)

=− t ∑
k

â†
kâk

d

∑
m=1

2coskma.

En el segundo término de (A.1) se encuentra la siguiente suma

∑
i

e−i(k·ri)e−i(k′·ri)ei(k′′·ri)ei(k′′′·ri) = ∑
i

e−i((k+k′)-(k′′+k′′′)·ri) = Nsδk+k′,k′′+k′′′ ,

entonces dicho término es igual a

1
N2

s

1
2

U0 ∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

â†
kâ†

k′ âk′′ âk′′′Nsδk+k′,k′′+k′′′

=
1
2

U0

Ns
∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

â†
kâ†

k′ âk′′ âk′′′δk+k′,k′′+k′′′ .

El último término del Hamiltoniano es simplemente

−µ ∑
k,k′

(
1√
Ns

)2

â†
k′ âke−i(k-k′·ri) =−µ ∑

k,k′

(
1√
Ns

)2

â†
k′ âkNsδk,k′

=−µ ∑
k

â†
kâk,

por lo tanto la expresión del Hamiltoniano (A.1) se reduce a la ecuación (3.4)

H =−t ∑
k

â†
kâk

d

∑
m=1

2coskma+
1
2

U0

Ns
∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

â†
kâ†

k′ âk′′ âk′′′δk+k′,k′′+k′′′−µ ∑
k

â†
kâk. (A.2)

A.1.2. Fluctuaciones de orden 1
Haciendo la sustitución de los términos (3.12) en la expresión para el Hamiltoniano de Bose

Hubbard (3.6) se tiene

H =(−ε0−µ)(
√

N0 + â†
0)(
√

N0 + â0)+
1
2

U0

Ns
(
√

N0 + â†
0)(
√

N0 + â†
0)(
√

N0 + â0)(
√

N0 + â0)

=(−ε0−µ)(N0 +
√

N0â0 + â†
0

√
N0 + â†

0â0)+
1
2

U0

Ns
(N0 +

√
N0â†

0 + â†
0

√
N0 + â†

0â†
0)∗

(N0 +
√

N0â0 + â0
√

N0 + â0â0)

=(−ε0−µ)(N0 +
√

N0â0 + â†
0

√
N0 + â†

0â0)+
1
2

U0

Ns
(N0 +2

√
N0â†

0 + â†
0â†

0)(N0 +2
√

N0â0 + â0â0).
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Desarrollando el último producto se obtiene

(N0 +2
√

N0â†
0 + â†

0â†
0)(N0 +2

√
N0â0 + â0â0) = N2

0 +2â0N3/2
0 +N0â0â0 +2N3/2

0 a†
0 +4N0â†

0â0

+2
√

N0â†
0â0â0 +N0â†

0â†
0 +2â0

√
N0â†

0â†
0 + â†

0â†
0â0â0,

(A.3)

donde los términos subrayados corresponden a los términos lineales. En esta aproximación
nos quedaremos sólo con ellos, es decir

H(1) = (−ε0−µ)
√

N0(â
†
0 + â0)+

1
2

U0

Ns
2N3/2

0 (â†
0 + â0),

por lo tanto el Hamiltoniano con fluctuaciones de orden 1 resulta en la expresión (3.8)

H(1) = (−ε0−µ +
U0

Ns
N0)
√

N0(â
†
0 + â0). (A.4)

A.1.3. Determinación del Hamiltoniano Efectivo
El Hamiltoniano efectivo contiene las fluctuaciones de orden cero y orden dos. Para obtener

el orden cero se sustituyen los operadores de creación y destrucción en el Hamiltoniano (3.6) por√
N0:

H(0) = (−ε0−µ)N0 +
1
2

U0

Ns
N2

0 ,

H(0) = (−zt−µ +
1
2

U0n0)N0. (A.5)

Ahora, para obtener el orden dos se escriben todas las combinaciones en (3.6)

H(2) = ∑
k
(−εk−µ)â†

kâk

+
1
2

U0

Ns
∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

(
〈â†

kâ†
k′〉âk′′ âk′′′+ 〈â

†
kâk′′′〉â

†
k’âk′′+ 〈â

†
k′ âk′′〉â

†
kâk′′′+ 〈âk′′ âk′′′〉â

†
kâ†

k′

)
δk+k′,k′′+k′′′ ,

y se sustituyen dos operadores a la vez por N0. Entonces el término que contiene las sumas es
igual a

1
2

U0

Ns
∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

(
N0âk′′ âk′′′+N0â†

k’âk′′+N0â†
kâk′′′+N0â†

kâ†
k′

)
δk+k′,k′′+k′′′ . (A.6)

Las condiciones para que la Delta de Kroenecker no sea cero son

k+k′ = k′′+k′′′, (A.7)

lo cual implica que si tales condiciones son iguales a 0 entonces k=−k′ y k′′=−k′′′. Aplicando
estas condiciones al término (A.6) se obtiene

1
2

U0

Ns
N0 ∑

k
∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

(
âkâk′+ â†

k′ âk′′+ â†
kâk′′′+ â†

kâ†
k′

)
δk+k′,k′′+k′′′

=
1
2

n0 ∑
k

∑
k′

∑
k′′

∑
k′′′

(
âkâ-k + â†

k′ âk′+ â†
k′′ âk′′+ â†

kâk + â†
k′′′ âk′′′+ â†

-kâ†
k

)
δk+k′,k′′+k′′′.
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Finalmente se suma sobre k y se obtiene que las fluctuaciones de orden 2 es

H(2) = ∑
k
(−εk−µ)â†

kâk +
1
2

Un0 ∑
k
(âkâ-k +4â†

kâk + â†
-kâ†

k). (A.8)

El Hamiltoniano efectivo se obtiene sumando la parte de orden cero (ecuación A.5) y la parte
de orden dos (ecuación A.8)

Heff = (−zt−µ +
1
2

U0n0)N0 +∑
k
(−εk−µ)â†

kâk +
1
2

U0n0 ∑
k
(âkâ-k +4â†

kâk + â†
-kâ†

k). (A.9)

Sea εk = zt− εk, entonces

(−εk−µ) = εk− zt−µ = εk− zt− (U0n0− zt) = εk−U0n0, (A.10)

además −zt − µ = −U0n0. Sustituyendo estas relaciones en el Hamiltoniano efectivo (A.9) se
tiene que

Heff = (−U0n0 +
1
2

U0n0)N0 +∑
k
(εk−U0n0)â

†
kâk +

1
2

Un0 ∑
k

4â†
kâk +

1
2

U0n0 ∑
k
(âkâ-k + â†

-kâ†
k)

=−1
2

U0n0N0 +∑
k

[
εkâ†

kâk−U0n0â†
kâk +2Un0â†
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1
2

U0n0âkâ-k +
1
2

U0n0â†
-kâ†

k

]
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2
U0n0N0 +∑

k
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εkâ†

kâk +U0n0â†
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1
2
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1
2
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k

]
=−1

2
U0n0N0 +∑
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(εk +U0n0)

(
â†

kâk

)
+

1
2
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1
2
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-kâ†
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2

U0n0N0 +∑
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(
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k−1
)
+

1
2
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1
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1
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1
2

U0n0â†
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+
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(
â†
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†
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)
Podemos reescribir al Hamiltoniano efectivo como la expresión (3.11)

Heff =−1
2

U0n0N0−
1
2 ∑

k
(εk +U0n0)+

1
2 ∑

k
(â†

k, â-k)

(
εk +U0n0 U0n0

U0n0 εk +U0n0

)(
âk
â†

-k

)
(A.11)
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A.1.4. Condición de los coeficientes
Escribimos el conmutador de los operadores para obtener la condición que los coeficientes

deben cumplir.

[b̂k,b̂
†
k] = b̂kb̂†

k− b̂†
kb̂k

= (ukak + vkâ†
k)(u

∗
kâ†

k + v∗kâk)− (u∗kâ†
k + v∗kâk)(ukâk + vkâ†

k)

= uku∗kâkâ†
k +ukv∗kâkâk + vku∗kâ†

kâ†
k + vkv∗kâ†

kâk− (u∗kukâ†
kâk +u∗kvkâ†

kâ†
k + v∗kukâkâk + v∗kvkâkâ†

k)

= (uku∗k− vkv∗k)âkâ†
k +(ukv∗k− v∗kuk)âkâk +(vku∗k−u∗kvk)â

†
kâ†

k +(vkv∗k−u∗kuk)â
†
kâk

= (|uk|2−|vk|2)(âkâ†
k− â†

kâk)

= (|uk|2−|vk|2)[âk, â
†
k].

Por lo tanto la condición es que los coeficientes satisfagan

|uk|2−|vk|2 = 1 (A.12)

A.1.5. Relación de dispersión
Partiendo de las ecuaciones donde uk y vk son soluciones:

[(uk)
2 +(vk)

2]U0n0−2ukvk(εk +U0n0) = 0, (A.13)

(|uk|2 + |vk|2)(εk +U0n0)− (u∗kvk +ukv∗k)Un0 = h̄ωk, (A.14)

suponemos que uk y vk son números reales. Restando A.14 de A.13 se obtiene

[(uk)
2 +(vk)

2]εk−2ukvk(εk) = h̄ωk,

donde podemos completar el término cuadrático y obtener

(uk + vk)
2
εk = h̄ωk.

Ahora hacemos la suma de las ecuaciones A.13 y A.14

[(uk)
2 +(vk)

2](εk +2U0n0)−2ukvk(εk +2U0n0) = h̄ωk

=⇒ [(uk)
2 +(vk)

2−2ukvk](εk +2U0n0) = h̄ωk

(uk− vk)
2(εk +2U0n0) = h̄ωk.

Multiplicando las dos ecuaciones encontradas para h̄ωk;

(h̄ωk)
2 = (uk + vk)

2(uk− vk)
2
εk(εk +2U0n0)

Se concluye que:
h̄ωk =

√
εk(εk +2U0n0) (A.15)
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