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Resumen

Se amplié el concepto de recursion al definir y estudiar relaciones de recursion
que expresan al elemento de una sucesion como funcién de sus elementos anteriores
y posteriores. Se encontraron familias de sucesiones infinitas que satisfacen dichas
recursiones en todo su dominio; algunas de ellas pueden resolverse con una férmula

explicita (no recursiva) y otras presentan comportamientos mas complejos.

Abstract

We extend the concept of recursion by defining and studying recurrence relations
in which a sequence term is defined as a function of the preceding and/or following
terms. We find families of infinite sequences well defined by these recurrences: some

of them have closed-form solutions and others have rather complicated behaviors.



Notacidén y aclaraciones varias

Sobre la notacion

m, n, r, s, t, ... son usualmente variables en Z.

(An)Sey, (Fy), (Ly), ... son sucesiones infinitas.

(V)2 ooy (Vk)kezs (Tx), (7k), ... son sucesiones bi-infinitas, que no tienen un valor
inicial ni uno final, o bien cuyo dominio son los niimeros enteros.

IT = ((mmr)?2 o )o0_, v W representan sucesiones de sucesiones o una familia de
sucesiones. El p-ésimo elemento de II es la sucesion (m,y); el q-€simo elemento de
(mp k) es el nimero m,,.

a, B, 7,0, ...son constantes en R o clases de recursion, segun el contexto.

£, 5, 9,9, ... son relaciones de recursion.

A, S, P, Q, ... son conjuntos.

Sobre el contenido

El trabajo esta dividido en cuatro Partes: Ezordium, Narratio, Argumentatio y
Peroratio. Cada parte contiene uno o mas capitulos, que a su vez contienen secciones
y subsecciones.

La Parte I del escrito estd dedicada en gran medida a una exploraciéon personal de
los fundamentos de las matematicas, del concepto de recursividad, del ntimero aureo,
las sucesiones de Fibonacci y de Lucas y de otras curiosidades matematicas.

El estudio exclusivo de las sucesiones recursivas comienza en la pentltima seccion
del Capitulo 1: Relaciones de recursion tradicionales. La Parte I y la Parte III del

documento contienen la esencia del trabajo: la presentaciéon de las distintas clases

XI



NOTACION Y ACLARACIONES VARIAS XI1

de relaciones de recursion, las nuevas sucesiones y algunos teoremas. La Parte IV
contiene las conclusiones del trabajo.

Los Apéndices contienen mas capitulos que permiten reforzar, aclarar o profundi-
zar algunas cuestiones del estudio. El capitulo Prontuario es un resumen técnico de
todo la tesis; en Notas importantes, se ha pretendido describir ampliamente los ele-
mentos y conceptos mas importantes que sirven como fundamento del trabajo. Todos
los teoremas que no sean demostrados en el cuerpo del texto, se demuestran en el

capitulo Demostraciones.

Sobre la numeraciéon

Los teoremas, pies de péagina, las figuras, definiciones, etcétera, siempre aparecen
numerados. Dicha numeracion reinicia en cada capitulo; por lo que, si se menciona el
“Teorema 17, se estard hablando del primer teorema del capitulo en cuestiéon, mientras

que “Teorema 3.1” se refiere al Teorema 1 del Capitulo 3.

Referencias y pies de pagina

El frontispicio de la tesis pertenece al libro de la primera referencia, Woman in
the Nineteenth Century de S. M. Fuller [1|, que por haber sido publicado en 1845
ha hecho de la imagen una de dominio publico. La mayoria de las ilustraciones que
preceden a las distintas Partes son dibujos que L. Rhead realiz6 para una de las
primeras traducciones en inglés del libro Las Mil y Una Noches 2|, exceptuando la
que precede a la Parte IV, que pertenece a J. C. Murphy [3]. Estos son los tinicos
elementos que no se citan en su primera aparicioén, por consideraciones estéticas.

Los pies de pagina usualmente contienen informaciéon extra cuya lectura puede

omitirse si no se desea profundizar en lo que se dice en el texto.



«Solo per voi, figli della dottrina e della sapienza, abbiamo scritto quest’opera.
Scrutate il libro, raccoglietevi in quella intenzione che abbiamo dispersa e collocata
in piu luoght; cio che abbiamo occultato in un luogo, l’abbiamo manifestato in un
altro, affinché possa essere compreso dalla vostra saggezzay

—Cornelius Agrippa, De occulta philosophia



Proélogo

La presente tesis no es mas que otra aventura del pensamiento, perteneciente a
la amplia fila que el ser humano acumulé. Fila tan abundante y presumiblemente
finita de la cual nuestro sentido del tiempo s6lo nos entrega una parte: la de aquellas
obras escritas o dictadas en el pasado. Sabemos que ellas todas han inspirado nuevas
obras y que lo seguirdn haciendo, es decir, sabemos que al haber existido tienen
influencia sobre los textos venideros, pero... jpueden los textos atin no escritos tener
influencia sobre los que se estan gestando en este momento? O més alla ;puede su
influjo alcanzar aquellas obras ya escritas?

En este trabajo se abordan inquietudes similares a las que plantean las dos pregun-
tas anteriores, aunque sobre un tema mucho mas sencillo que el de los objetos —como
sinénimo amigable de materia— en la linea temporal, se trata de las sucesiones ma-
temaéticas. Estudiaremos sucesiones cuyos elementos estan en funcién de elementos
anteriores, como en la recursion tradicional, o en funcién de elementos posteriores;
esto ultimo constituye la novedad del tema, ya que no estan presentes en la literatura
sucesiones de esa naturaleza, aunque si de otras muy extranas naturalezas, si se me
permite el hipérbaton (Véase el Capitulo 2. SUCESIONES RECURSIVAS INUSUALES).

No se espera que el lector haya leido en el pasado (o en el futuro) algiun otro
articulo o libro relacionado con el tema, dado que es autocontenido. Aunque si es

necesario que sea capaz de leer expresiones matematicas.

O 000
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Parte 1

EXORDIUM



Un dguila gigantesca se abalanza para recoger un pedazo de carne atado a un hombre,
dispuesta a llevdrselo hacia las cumbres rocosas del paisaje montanoso que los rodea.



0. Preludio matematico

Sobre un nimero oculto

“Ubica una unica unidad universal, otro oficio otorgaria opresion;
insisto inspirada: imagina esa esencia Absoluta”

—Zandra Marrem, Sacro ser [

NUESTRO ESTUDIO esté destinado a comenzar mediante la pregunta siguiente:
¢ Eziste un numero tal que su cuadrado sea igual al nimero mds uno?

Esta poseerd una respuesta afirmativa si se encuentra un niimero, que denotaremos

como w, que satisfaga la ecuaciéon
wr=w+ 1.

El ntimero w, de existir, puede pertenecer a los ntimeros naturales, cuyo conjunto
se representa de esta manera: N = {0,1,2,3,4,...}!; también a los niimeros enteros
Z={.,-3,-2-101,23,...} alos racionales Q = {%|m,n € Z,n # 0}, es
decir, al conjunto de ntimeros que resultan de la division dos enteros ”* con n diferente

a cero; o bien puede ser un niimero irracional, trascendental, complejo, etc.?

'No es de aceptacién universal el considerar al cero como un elemento de los niimeros naturales,
algunos autores lo incluyen en dicho conjunto y otros lo omiten de él. A lo largo de toda esta obra
se adopta la convencion local: %Rc N.

2 Ahora sabemos que este etcétera puede ser tan largo como extensiones de los nimeros existan.
Desde mediados del siglo XIX, se hablé de cuaterniones y octoniones, consecuencia del trabajo de
los geniales matematicos Benjamin Olinde Rodrigues y William Rowan Hamilton, y de los esfuerzos
también simultaneos e independientes de John Thomas Graves y Arthur Cayley. Fue Hamilton quien
invirti6 mayor empeno en idear una expansiéon de los nimeros complejos y hallé los cuaterniones,




El estudio del algebra elemental nos prepara para manipular ecuaciones de esa
naturaleza y encontrar la solucion: el niimero oculto detrés de su méscara —la letra
omega: w— y quiza poder reconocerlo como miembro de alguno de los conjuntos
mencionados. Existe una soluciéon general para las ecuaciones de segundo grado, es
decir, las ecuaciones que tienen la forma ax® = bz + ¢ donde a # 0; de hecho, la
nuestra es quiza la ecuacion de segundo grado més sencilla, dado que a =b=c =1,
pero eso no impide que esconda algunos misterios que han asombrado a matematicos

y matematicas de todas las épocas.

Apresurarse a resolver la ecuacion planteada mediante un método algoritmico me-
morizado durante la educacion basica no significa que se ha comprendido la pregunta
inicial; que equivale a decir “saber el valor de w no significa conocer al ntimero”.

1

En cambio, podemos multiplicar ambos lados de la ecuaciéon por = y obtener una

expresion nueva®:

w=1+—
w

Esta ecuacion, equivalente a la anterior, permite definir a w de esta manera:
w es igual a uno mds el inverso de w

En ese enunciado se ha usado a w para definir al mismo w (esto se conoce como
recursion y hablaremos de ello més adelante), lo cual nos entrega una nueva manera
de representar a w, un sinébnimo o una nueva méscara: 1+ % Si sustituimos en el lado

derecho de la ecuaciéon anterior a w por su sinénimo, obtenemos lo siguiente:

=1 .
w +1+%

Esta ecuacion aparenta mayor complejidad que las dos anteriores aunque sigue siendo

no pasarian largos anos para que nuevos sistemas de niimeros fueran propuestos; algunos ejemplos
de ellos son los ntimeros supernaturales (propuestos por Ernst Steinitz como una generalizacion de
los naturales), los hiperreales (extension de los reales, introducida por Edwin Hewitt) y los nameros
surreales del también genial matematico John Horton Conway, quien no solo ha de ser mencionado
en este pie de pagina sino que ocupa un lugar especial en esta tesis por su promociéon y contribucién
al tema de las sucesiones definidas por relaciones de recursion extranias. [4-8]

3Podemos hacer esto si w posee un inverso multiplicativo y si se cumple la propiedad distributiva,
a-(b+c¢)=a-b+a-c, en el sistema de nameros en el que vive nuestro nimero oculto.



equivalente a ellas: nunca hemos dejado de hablar del mismo ntmero.* Es posible
sustituir nuevamente a w por su sinénimo del lado derecho de la ecuacion, y repetir

este proceso indefinidamente:

1 1

w=1+—" —
= QEap——

JQué esw: a) w?—1,b)1 —1—% 6c)l+ lj% ? La respuesta es todas las anteriores. w

es un niamero nacido de la recursion, eternamente autosemejante y de infinitas repre-

sentaciones. .. pero también es la solucion a la ecuacion de segundo grado maés sencilla.

Multiplicidad

“Por eso st hay uno, hay dos”

—Facundo Cabral

SEA P(x) UN POLINOMIO y 7 una de sus raices, es decir P(r) = 0, se conoce como
orden de multiplicidad al namero de oportunidades en que r se presenta como una
raiz de P(z). Por ejemplo, si el polinomio Q(z) es tal que P(x) = (x —r) - Q(x) y se
cumple Q(r) # 0, se dice que r es una rafz simple; si, en cambio, P(z) = (z—7)*- R(x)
con el entero k > 1 y cumpliendo R(r) # 0, se dice que r es una raiz multiple o de
multiplicidad k.

Si P(z) es un polinomio de grado n (esto es P(z) = I ,a;z"", donde n es un
natural y a; es un complejo) y todas sus raices son simples, el Teorema Fundamental
del Algebra (Teo. A.11) nos dice que P(z) tiene n raices distintas.’> Esto nos concierne

debido a que el polinomio caracteristico de nuestro problema inicial, que denotaremos

40 numeros, pues es bien conocido que una ecuaciéon de segundo grado puede tener hasta dos
raices distintas.

SPuntualmente, el Teorema Fundamental del Algebra nos dice que todo polinomio no constante
F(z) de grado n y con coeficientes en C, tiene una raiz en C. Corolario de ello es que cualquier
polinomio F(z) de grado n se puede escribir de la forma F(z) = ¢(z — 21)(2 — 22) ... (2 — 2z,) donde
c#0y z €C.[9



como Q(z) = x> — x — 1, podria tener mas de una raiz. En otras palabras, w podria

representar ya no uno sino dos numeros diferentes, raices del polinomio (x).

Distintas son las maneras en las que se puede empezar a averiguar si {)(x) tiene
dos raices simples o si, por el contrario, w es su raiz multiple. Quien, cegado por
su dominio del algebra elemental, haya caido en la tentacion de solucionar nuestro
problema inicial mediante la formula general mencionada, sepa que aqui podemos
prescindir de esos artificios. .. pues nos fue dada la facultad de manipular la ecuacion

_ 1 L .
w =1+ — para llegar a una expresion equivalente

1
—=1-w
w

y notar que —w es el inverso multiplicativo de —%. Por lo tanto, hemos encontrado

un nimero que también satisface la definiciéon recursiva
—% es iqual a uno mds el inverso de —%.

De modo que si w es una rafz de Q(z), j—< también lo es!

Finalmente, supongamos que w es una raiz multiple de Q(x), lo cual indicaria que

las dos raices que hemos encontrado son la misma, es decir

Esto implicaria que el nimero que hasta ahora hemos representado con la tultima letra
del alfabeto griego, es en realidad el niimero imaginario w = v/—1.
Pero es de nuestro conocimiento que —% = 1 — w vy, siguiendo nuestra primera

suposicion w = —1, llegamos a la siguiente expresion:
w
w=1-—-w.

Al resolver, obtenemos w = % Entonces, jQué es w: a)—%, b)v—1d6c) %9



El principio del tercero excluido

“Quitarle el Principio del Tercero Ezxcluido a un matemdtico
es lo mismo que prohibirle al astronomo el telescopio
o al boxeador usar sus punos’

—Dayvid Hilbert

)

ESA EXTRANA SENSACION que se experimenta en presencia de una contradiccion,
sirve de indicio para desarrollar nociones intuitivas de lo que en Logica se conoce como
el principio del tercero excluido y que reza: “Sea A una proposicion, por ejemplo ‘Atn
es de dia’, entonces A solo puede ser verdadera o falsa: A <= —A” o bien “Todo
necesariamente es o no es”’. Aceptar este principio en un sistema logico es excluir
cualquier otra posibilidad: todos los enunciados son verdaderos si no son falsos y
todos los enunciados que no resulten verdaderos, necesariamente son falsos. [10]

En la seccién pasada, supusimos que un enunciado era verdadero (w es una raiz
miltiple de Q(z)) y llegamos a una innegable contradiccion (w = /=1 = 3). Por
consiguiente, es prudente considerar que nuestra suposicion es falsa y que €(z) goza
de dos raices distintas, denotadas como —% y w, o bien a y w.%

El procedimiento logico que recién empleamos es bien conocido en el a&mbito ma-
tematico y lleva el nombre de reduccion al absurdo. Lo acompana una enorme fama
desde hace siglos, porque permite demostrar de manera sencilla e ilustrativa una
suerte de resultados importantes en la tradicion y por su amplia utilidad en general.”
Para decirlo explicitamente, el método de reduccién al absurdo consiste en suponer
la falsedad de una proposicion que se quiere demostrar y, a través de una serie de
inferencias validas, llegar a una contradicciéon o a un absurdo: lo cual implica que la

hipo6tesis inicial falsa, o bien, que la proposicion es verdadera.

-P — ... = §. Pero =5, por tanto P.

6Puede resultar confuso pensar que estamos denotando dos ntimeros que no conocemos mas que a
través de una ecuacién que ambos cumplen, porque si % y —% fueran esos nimeros, por ejemplo, no
esta claro cual deberia llamarse w y cuél f%. Pero eso no debe ser motivo de preocupacion: lo tinico
que estas etiquetas nos indican es la relaciéon que deben cumplir ambas raices: (—%) w=oaw=—1.

"La irracionalidad de la raiz cuadrada de cualquier nimero no cuadrado, la existencia de infinitos
ndameros primos (atribuida a Euclides), y la prueba de que la suma de los angulos internos de un
tridngulo es exactamente dos angulos rectos (por el mateméatico francés Adrien-Marie Legendre),

por nombrar algunos ejemplos. [11]



Este poderoso método fue elogiado por el mateméatico G. H. Hardy (1877-1947),

cuando escribio lo siguiente:

Reductio ad absurdum —o la reduccion al absurdo—, tan querida por Euclides, es
una de las mejores armas con que cuenta un matemdtico. Es por mucho un gambito
superior a cualquiera del ajedrez: los ajedrecistas pueden ofrecer un peon o quizd una
pieza mayor, pero el matemdtico ofrece la partida entera. [12]

Este pensamiento lleno de elocuencia encierra un concepto que Unicamente fue

verdadero antes de 1960, afio en que Mijail Tal (1936-1992), apodado El Mago de

Riga, se convirtié en el campeén mundial de ajedrez mas joven de la historia.®

Si bien el matematico es capaz de ofrecer la partida entera, a decir de Hardy, el
extraordinario Mago de Riga era capaz de ir mas alla: en el comienzo de su carre-
ra podia provocar, mediante uno o varios sacrificios de piezas importantes, que sus
oponentes creyeran que tenian la partida regalada.? No transcurririan varias jugadas
para que notaran que en realidad eran victimas de los sacrificios sin precedentes del

joven que tenian enfrente.
La partida que gan6é contra A. Koblents en su

tierra natal en 1961 es muestra de ello. [13]
Tal juega a las blancas

l.ed c5 2.0f3 d6 3.d4 cxd4 4.9\xd4 D6 5.4 c3
a6 6.£g5 e6 T7.f4 £e7 S8.Wf3 Wc7 9.0-0-0

Abd7 10.£e2 h6 11.£h4 b5 12.e5 £b7 13.exf6™
£xf3 14.2xf3 d5 15.9xe6'(?) fxe6 16.£h5+
g6 17.8xg6+ L8 18.fxe7+ Vg7 19.£g3 HHf6
20.Ehel b4 21.Exe6'? bxc3 22.f5 Wh7 23.b3 W7
24. %5 Wxe6 25.fxe6 Lxgh 26.8f1 Hh7 27. £xh8

Hxh8 28.Ef8 Hxf8 29.exf8=W H\xf8 30.e7 &f7
3l.exf8=W Lxf8 32.2d1

Este tipo de sacrificios son caracteristicos de Tal,

pues los expresoé a lo largo de toda su carrera. Fue-

Figura 1: Mijail Tal pensando du-
rante una partida de 1961. [14] ron consecuencia directa de su personalidad atre-

vida, aunque no siempre disfrutaron de la acep-

8En 1985, este titulo se lo arrebaté otra leyenda del ajedrez: Garry Kasparov de 22 afios.

9La estrategia de engafiar a la amenaza para obtener un servicio de ella se relaciona con la
ilustracion de la pagina 1: Véase el Capitulo 3. OBSERVACIONES y su ultima seccion.

10Fste es el momento en que Tal decide sacrificar a su Dama.

'Momento en el que sacrifica a su caballo.

12" a su otro caballo.



tacion general: para algunos representaban jugadas dignas de un genio, para otros un
riesgo mayusculo que él asumia por su creencia de que moriria muy joven.

Durante las partidas, cuando la leyenda del Mago de Riga y sus sacrificios brillan-
tes ya eran conocidos, sus oponentes sentian la presion de no poder calcular en tan
poco tiempo todas las combinaciones que demandaba el estilo vehemente de Tal: po-
cos podian vencerlo en su juego durante una partida viva.!® Después de las partidas,
los aficionados se reunian (o se aislaban) para estudiar con calma todas las variantes
que se habian suscitado, buscaban los defectos o los errores en el juego de Tal. Ac-
tualmente, cualquier computadora con las instrucciones adecuadas puede encontrar
dichas imprecisiones en cuestién de segundos: se ha refutado al Mago de Riga con el
rigor 16gico que alcanzan los ordenadores.

Pero “Tal no queria descubrir la verdad del ajedrez, lo que queria era ganar” y
asi lo hizo en multiples ocasiones. [16] Aqui entendemos “verdad del ajedrez” en su
sentido mas 16gico, que no es necesariamente el mas profundo: cuando un juego esta
matemdticamente resuelto significa que el analisis del juego es total y conclusivo: por
ejemplo, en 2007, el grupo del computoélogo canadiense Jonathan Schaeffer resolvio
débilmente el famoso juego de Damas, es decir, cre6 un algoritmo capaz de competir
contra cualquier jugador y nunca perder,'* sin importar si ese jugador es un campeén
mundial, el mismo algoritmo o la computadora mas poderosa del mundo. [17]

Resulta comprensible que Mijail Tal y muchos ajedrecistas actuales no estén ver-
daderamente interesados en descubrir la verdad del ajedrez, pues ello demandaria
un analisis exhaustivo o de fuerza bruta que no es propio de la tradicion ajedrecisti-
ca, que en realidad vela por la preparacion del individuo para que pueda tomar las

mejores decisiones que le permita su intelecto y siempre que sea necesario. Por otro

13Un ejemplo de gran belleza en donde Tal empat6, es la partida que jugéd contra el extraordinario
ajedrecista Bobby Fischer, en la que se conoce como una de las partidas més complejas que tuvieron
lugar en esa época, se puede consultar comentada por Leontxo Garcia en [15].

14En otras palabras, se generé el juego perfecto, en el que ninguno de los jugadores comete errores
y eso lleva al empate. Por tanto, el algoritmo puede vencer a cualquier jugador que cometa al menos
un error. Esto es lo que se conoce como una resolucion débil, una ultradébil es aquélla que so6lo
demuestra la existencia del juego perfecto pero no lo construye, una resolucion fuerte involucraria
crear un algoritmo capaz de generar juegos perfectos desde cualquier posicion y no soélo desde el
principio del juego.



lado, se puede argumentar —aunque aqui no lo haremos— que las reglas del ajedrez
son arbitrarias, inspiradas dentro de la imperfeccion humana y que por lo tanto no
merecen un analisis sustancial. Dicho lo anterior, ;Quién si esta preocupado por co-
nocer la verdad de su disciplina? ;Qué sistemas logicos o de creencias tienen reglas,
dogmas o axiomas que no hayan sido arbitrariamente seleccionados, sino promovidos
por esa inquietud y esa sensibilidad que nos permiten reconocer patrones y principios

universales en lo que observamos en el interior y el exterior?

En la pelicula The Big Short [18], se presenta la escena en la que un rabino cita
a la madre de su estudiante de 10 anos, después de descubrir el motivo por el cual el
nino parece tan sobresaliente en sus estudios en el yeshiva:

Rabino: P. es un buen nino y M. es un excelente estudiante de la Tora y el Talmud.
Madre de M.: Entonces, jcuél es el problema, rabino?

Rabino: Es el motivo por el cual M. estudia tan duro. .. [toma un respiro| {Trata de
encontrar inconsistencias en la palabra de Dios!

Madre de M.: [preocupadal ;Y ha encontrado alguna?

Mijail Tal tuvo sus opositores, sus criticos que buscaron absurdos en su obra; en
una historia quizé ficticia, el mismo Yahvé enfrent6 el escrutinio de un estudiante de
tan tierna edad, que leia y releia las paginas que comunican sus leyes; de la misma
manera, la obra matematica puede ser sometida a un juicio tajante incluso muchos
anos después de ser publicada. Cualquier estructura, patréon o concepto que pueda ser
abordado y representado fielmente mediante un conjunto de proposiciones logicas, esta
en riesgo de albergar la contradiccion; tanto es asi que en algunos escritos matematicos
no se define el concepto de Conjunto en sus capitulos iniciales: para no tropezar tan
pronto o para no extender prematuramente una invitaciéon cordial a la paradoja. Por
el contrario, esos mismos patrones, estructuras y conceptos pueden verse favorecidos
de su representacion logica, pues disfrutamos de una rica herencia historica, a la que
podemos acudir por medio de muchos libros y de muchos maestros.

Contar con la certeza de que hay un ojo critico que observa nuestras inferencias,
lejos de poner en riesgo nuestras propuestas, les garantiza vitalidad. .. aunque la tesis
central tenga que ser cambiada o reformulada. No falté el audaz lector que reconocié

la imposibilidad inmediata de que w fuera igual a y/—1, por uno de los Teoremas
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de Viéte,' por no mencionar a aquéllos que reconocieron a o y w desde la primera
ecuacion. /Y cudntos sabran que uno de esos ntimeros puede escribirse de maneras

distintas, usando sélo los primeros tres niimeros primos y otros simbolos?

Pero existen otras cuestiones que quizad son mas importantes de analizar:
1. ;Cudles son las reglas que aceptamos todos los que estudiamos matemdticas?
2. ;Por qué podemos confiar en un resultado previo, como los Teoremas de Viete?
Existe una tercera pregunta que también resulta interesante plantear (3. ;De ddnde
nacen las inferencias que hacemos?) pero por la naturaleza de esta tesis y sobretodo

de esta seccidon, hemos decidido excluirla.

Las cuatro fuentes de conocimiento

“Yo soy el Alfa y la Omega, el Principio y el Fin”
Apocalipsis 22:13

ES NECESARIO CONFESAR que el tratamiento dado al problema inicial —encontrar

2 _ x — 1— no atiende verdaderamente a la necesidad

a vy w, raices del polinomio x
de solucionarlo. En cambio, se ha manipulado la primera ecuacion para llegar a otras
equivalentes y que ello nos lleve a la discusion de algunos conceptos y nociones, con
la intencién de que nos resulten familiares cuando se definan recursion, sucesiones
recursivas, transformacion de sucesiones y sucesiones ultrarrecursivas.

Veremos que todos los procedimientos empleados en ésta y la siguiente seccion
seran efectivos para solucionar el problema inicial y dar un valor numérico a o y w,

también para desarrollar algunas habilidades de manipulaciéon de expresiones mate-

maticas y estrategias que conduzcan al desarrollo de nuevos conocimientos.

I5E] resultado puntual que heredé Francois Viéte y que nos resulta de utilidad es el siguiente:
T+ x9 = —Z—; donde x; y x5 son raices del polinomio de segundo grado a>z? + a1 + ag, lo cual
implica que si ag,a; € Q, como es nuestro caso, entonces (z1 + z2) € Q. [19] Consecuentemente, es
imposible que nuestra primera ecuacion tenga una raiz maultiple imaginaria.
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Antes, nos hemos planteado la pregunta “;Cudles son las reglas aceptadas o es-
tablecidas en matemdticas?”. Para nuestros propositos, la respuesta es sencilla de
escribir, pero para que logre ser comprendida, es necesario que quien la lea experi-
mente algin tipo de relacion directa con ella; que la cuestione (que cuestione a la
respuesta), que la ponga a prueba y que extraiga de ella algin beneficio: simiente ase-
gurada de la creacion de un recuerdo y de la confianza hacia la teoria. Los beneficios
pueden ser una aplicacion en otras areas del conocimiento, alguna ayuda brindada en
la vida cotidiana o sencillamente el placer intelectual.

Los axiomas que vamos a adoptar son aquéllos propios de los niimeros reales R,

tomados de [20], y se dividen en cuatro conjuntos de axiomas.!

I. Axiomas sobre la adiciéon

t Estabilidad o cerradura: Para todoay ben R, a+b € R.

t Ley conmutativa: Paratodoay ben R, a+b=0b+a.

T Ley asociativa: Para todo a, by cen R, (a+b)+c=a+ (b+c).

1 Ezistencia y unicidad del elemento neutro aditivo: Hay un elemento y s6lo un elemento,
al que denotamos por ‘0’, tal que para todoa € R, a4+0=a =0+ a.

t Existencia y unicidad del inverso aditivo: Para cada a € R, hay un y sélo un elemento al
que denotamos por ‘—a’ tal que a 4+ (—a) =0 = —a + a.

II. Axiomas sobre la multiplicacién

1 Estabilidad: Para todo a y b en R, ab € R.

t Ley conmutativa: Para todo a y b en R, ab = ba.

T Ley asociativa: Para todo a, by ¢ en R, (ab)e = a(bc).

t Ezistencia y unicidad del elemento neutro multiplicativo: Hay un elemento y sélo un ele-
mento, al que denotamos por ‘1’, diferente de 0, tal que para todoa € R, a-1=a=1"-a.
T Ezistencia y unicidad del inverso multiplicativo: Para cada a € R, diferente de 0, hay un

y s6lo un elemento al que denotamos por ‘a ' tal que a-a ' =1=a""!"a.

16 A menudo se define axioma como un enunciado tan sencillo o evidente que se admite sin de-
mostracion, sin embargo, ésta ha demostrado ser una manera limitada de pensar en los axiomas.
Un axioma es una proposicién que resulta independiente del resto, es decir, que no es deducible ni
refutable por las otras proposiciones aceptadas. Histéricamente, el azioma de la eleccion y el quinto
postulado de Euclides, han jugado un papel muy importante en el replanteamiento del axioma como
concepto: el primero pertenece precisamente a aquellos axiomas que no son sencillos ni evidentes y
fue demostrado como independiente de los axiomas de Zermelo-Fraenkel por Paul Cohen; el segundo,
aunque altamente motivado por nuestras intuiciones sobre el espacio, al ser negado da lugar a la
formulacion de nuevas geometrias: las geometrias no euclidianas, que tienen mucho o todo que ver
con nuestro universo, considerando que la Teorfa de la relatividad general de Einstein esta cimentada
en una de ellas, la geometria de Riemann. Para ambos axiomas, existieron matematicos dispuestos
a demostrarlos a partir de otros axiomas, aunque sobra decir que ninguno tuvo éxito. [21-23]
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ITI. Axioma sobre la distribuciéon

1 Ley distributiva: Para todo a, by cen R, a(b+c¢) =ab+acy (b+ c)a = ba + ca.

IV. Axiomas de orden

T Ley de tricotomia: Para cualesquiera dos elementos a y b en R, una y solamente una de
las siguientes relaciones se verifica a < b, a = b, a > b.

T Ley transitiva: Si a < by b < ¢, entonces a < c.

t Sia < b, entonces, para todoc € R, a+c¢ < b+ c.

tSia<by0<c, entonces ac < be.

Estos cuatro conjuntos de axiomas, junto con el axioma del supremo que defini-
remos més adelante, constituyen las reglas que emplearemos a lo largo de la tesis.
De ellos se pueden deducir todas las féormulas que se ensenan en los primeros anos
escolares (como la suma de fracciones, las leyes de los exponentes y muchas otras),
también algunos resultados que damos por hecho constantemente, por ejemplo, que

todo ntimero multiplicado por cero da como resultado cero. Demostremos este hecho:

Demostracion. Veamos que para toda a y b en los reales, se cumple lo siguiente
a-b+a-0=a-(b+0) = a-b, segtn la ley distributiva y la propiedad del neutro aditivo.

Ahora sumamos al inverso aditivo de a - b y después empleamos la ley asociativa:

a-b+a-0=a-b <= —(a-b)+(a-b+a-0)=—(a-b)+(a-b)

<~ (—(a-b)+a-b)+a-0=0 <= 0+a-0=0 <= a-0=0. O

Todas las demostraciones matematicas son de esta naturaleza: se parte de axiomas,
hechos conocidos o resultados previos y mediante inferencias logicas validas se llega
al resultado deseado. Esto se relaciona con la pregunta “;Por qué podemos confiar
en un resultado previo?” Y una respuesta es porque presume de haber sido demos-
trado mediante procedimientos logicos validos. En otras palabras, su veracidad estéa
implicita en los axiomas y la labor de algunos matemaéticos es encontrar esas maneras
de concatenar los argumentos légicos, de modo que la hipotesis sea demostrada: el
nacimiento de un teorema, que se puede entender como la unién de nueva informaciéon

verdadera con la informacion aceptada previamente.
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De modo que una pequena lista de axiomas da lugar a una multitud de teoremas,
que se valen de métodos, definiciones y teorias matematicas para ser correctamente
demostrados. Esto recuerda al hecho de que las pocas reglas del ajedrez dan lugar a
un niamero gigantesco de partidas posibles. .. niimero que se presume mayor al de los
atomos que habitan nuestro universo.

Y como al ajedrecista cuando planea sus estrategias, el procedimiento de demos-
tracion exige al matematico creatividad, rigor loégico y una eficiente ejecucion. Es
natural que surja la pregunta: si actualmente las computadoras pueden vencer a to-
dos los ajedrecistas profesionales,'” ;las computadoras también son mejores que los
matemaéaticos mas preparados?

Para responder esto, hace falta preguntarnos también ;De donde provienen las
inferencias que hacen los matemadticos? Cuando demostramos que todo ntimero mul-
tiplicado por cero da como resultado cero, empezamos usando la ley distributiva. ..
pero jpor qué? jPuede una computadora imitar este comportamiento, aquél que nos
lleva a hacer planteamientos convenientes? ; Puede acaso encontrar un comportamien-
to més eficiente, como los algoritmos han encontrado maneras de jugar superiores a
las que propone cualquier profesional y cualquier teoria ajedrecistica?

Desde hace anos, las calculadoras son mas rapidas que cualquier persona y es cier-
to que algunos algoritmos derivan e integran con mayor rapidez y eficiencia algunas
funciones elementales, pues eso representa un proceso mecanico que al ser humano le
exige bastante atencion para ser ejecutado sin errores. Para un programa de compu-
tadora, es imposible no adoptar y seguir rigurosamente las instrucciones con que
ha sido escrito, en cambio, el humano tiende a olvidar detalles o a ignorar algunas
imprecisiones o defectos de su trabajo para poder proseguir con otras tareas.

Y es quiza precisamente esto lo que representa una ventaja para el ser humano:
la imperfecciéon o el caos; el hecho de que su mente tenga un comportamiento esto-

castico, no predecible, casi garantiza la aparicion de ideas no triviales. Si el ser en

ITEsta afirmacion es fuerte y correcta: actualmente, ningtn ajedrecista vence a los mejores algo-
ritmos autodidactas, que no fueron programados por ningin humano sino que son capaces de jugar
millones de partidas contra si mismos y mejorar su nivel de juego haciendo modificaciones a su
propio codigo. Es el caso de AlphaZero, que ya domina el ajedrez, el Go y el shogi, y que ademés
ha mostrado superioridad frente a los mejores algoritmos actuales. Ver [24].
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cuestion es capaz de apreciar y evaluar sus propios pensamientos y tiene entrenadas
sus habilidades l6gico-matematicas, tendra la posibilidad de seleccionar las ideas mas
oportunas y desarrollarlas méas tarde con mayor cuidado o rigor: en ¢l reside una
fuente del conocimiento, que puede llevarlo a un descubrimiento que se perfeccionara
con el paso del tiempo y la llegada de aquellas generaciones que ordenan las teorias.

Para Herbert Turnbull, los cuatro ingredientes de las mateméticas eran la arit-
mética, el algebra, el analisis y la geometria; ellos habian sido presentados desde el
comienzo mismo de la ciencia: Eudoxo con sus intereses por los ntimeros puros, Pita-
goras con los patrones y arreglos de objetos, Arquimedes y sus especulaciones acerca
del infinito y Apolonio con sus proyecciones de lineas y curvas. [25]

Pasemos a combinar esos cuatro sabores, definiendo a los niimeros w; y ws, el
primero con un valor de w; = % y el segundo cumpliendo la siguiente relacion wy =
1+ wil, es decir, wy = 1 + % = % Desarrollemos los ntimeros siguientes mediante el

mismo procedimiento: wy, 1 =1+ WL; el resultado es la sucesion
n

Y

)

— | w

11 18 29 >

47
3747 77117 187

| —

)iz = (

n (2,3)

(10, 1.618421)
(12, 1.61809045226)

11, 1.6178861
, (3, 1.3333333) ( )

0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 1 12

Figura 2: Comportamiento de w,, con n > 0. [26]

En la Figura 2, se observa que conforme n se hace méas grande, los elementos con-

secutivos se hacen més cercanos, es decir, w, ~ w,y1. Pero w11 = 1 + wL, luego:
n

Wy ~=14+ —
Wn,

w, es aproximadamente uno mds el inverso de w,
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Figura 3: Frontispicio calcografico disenado por Petrus Miotte para la obra Ars Mag-
na Lucis et Umbrae de Athanasius Kircher, en donde se tratan asuntos de los cuerpos
celestes. Se representan las cuatro fuentes de conocimiento: la Autoridad Sagrada,
representada por el Libro de Dios, la Biblia, en el dngulo superior izquierdo, donde
es directamente iluminada por El; la Razén, sobre la cabeza de Diana, la Luna, ha-
llandose cerca de Dios pero filtrada por el ojo interior; el Conocimiento a través de
los Sentidos o la Percepcion, que no ha sido iluminado por los rayos de Dios, sino
por Apolo, el Sol. Finalmente, surgiendo de las nubes de la oscuridad que ocultan la
vision del dguila bicéfala, estd la Autoridad Profana: aquélla de los “grandes libros” o
bien del conocimiento heredado de “grandes hombres” que poseian una extraordinaria
intuicion acerca de la conducta humana y de la naturaleza del universo; estd represen-
tada como la simple y pobre luz de una vela, insuficiente por si sola para ayudar a la
comprension del mundo natural si no es complementada por las otras fuentes. |27-29|
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También se observa que los elementos de la sucesion crecen, decrecen, vuelven a
crecer, v asi sucesivamente: wy; < wsy, wy > wsz, w3z < Wy, ... Es posible demostrar que

este comportamiento prevalecera.

Lema 1 (Todo lo que sube, baja). Sea (w,) una sucesion que satisface la ecuacion

W1 = 1+ wi para todo m > 0. 510 < w, < W,y1, entonces wyro < Wpiq-

Demostracion. Queremos demostrar que 0 < w,, < 1+ wi — 1+ 1-<1+ wi

1+ 5
1+ <1+ ! = L < L = L < L
1—|—wL W, 1—i—wL Wh, wn+1 w2
2 -1 2 —1 1
S wi<wptl = w, W <w, (w,+ 1) = w, <14+ — O

Wn

Usando exactamente el mismo procedimiento pero cambiando ‘<’ por ‘>, puede
demostrarse que todo lo que baja, sube. Estos hechos y la Figura 2 parecen sugerirnos
que conforme n aumenta, w, es cada vez mas proximo a 1 + wi, o bien, que w, tiene

n

una propiedad cada vez mas parecida a la de los nimeros o y w.

El axioma del supremo

“Your powers of observation continue to serve you well”

—V

VOLVAMOS A OBSERVAR el patréon que tomo lugar en la primera seccion:

1+ T

1+

1+—1L

1
[

Donde los tres puntos suspensivos indican que la expresion matemaética ha de
continuar: nuevos nimeros, simbolos de suma y de fraccion irian apareciendo de no
ser porque nos es imposible dibujar un patrén infinito con la tinta de las impresoras o

con los pizeles de una pantalla, segiin sea el caso. Si nos olvidamos por unos instantes
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del trasfondo matematico que contienen aquellos simbolos y los apreciamos como las
imégenes que también son, podemos intuir que la imagen total apareceria multiples
veces en la representacion infinita que jamas podremos ver; puntualmente, se observa
que la imagen completa reapareceria en cada denominador existente.

De una manera similar puede representarse al término n-ésimo de la sucesion (w,, ),

colocando a w; en el denominador nimero n — 1:

1 1 1 1
w2:1+w—1, W3:1+1+T, W4:1+1+—1, wn:1+—1

1
w 1+ L
1 +UJ1 1+%

De esta sucesion sabemos que 0 < w,, < Wpy1 = Wpio < Wpa1, €s decir, sus

valores oscilan. También se tiene la siguiente propiedad

Lema 2. 0 < w, < wp11 = Wy < Wpyo, y por el Lema 1, w, < wpia < Wpit-

Demostracion. Queremos mostrar que w, < 1 + o bien w, < 1+
wWn

Wn+1

1 1 1
wn<1+—1+1 — wt+1l<l+—+41 <= w, <1+ — = w, <wpy U
- Wn, Wn,

Todo lo que este resultado y su andlogo (W, > Wpi1 == Wy > Wi > Wnp1'®) NOS
quieren transmitir es: una vez que se ha obtenido un nimero grande, jamés se podra

19 un ndmero mayor a él, y lo mismo puede

generar, bajo las mismas instrucciones
decirse de los nimeros pequernios. Es decir, cada ntimero w,, mayor (menor) al anterior
wp—1 delimita por siempre el crecimiento (decrecimiento) de los siguientes nimeros.
La Figura 4 muestra visualmente en qué consiste esa delimitaciéon y como ello indica

que w, tiende a cierto valor conforme n aumenta. . .

w, es cada vez mds parecido a uno mds el inverso de w,,.

18También puede usarse la misma demostraciéon cambiando todo ‘<’ por >’

YEstas instrucciones serén representadas con la funcion A: R\ {0} — R tal que A(z) =1+ 1.
Por definicion: A(w) = w, A(a) = «, es decir, @ y w son sus eigenelementos (Definicion A.14). El
elemento ws es resultado de A(w1) = A(3), w3 es A(ws) = A(A(w1)) = [Ao Al(w1) = A*(w1) y en
general w, = A™(w). Por las propiedades que se han empleado, los Lemas 1 y 2 son validos para
cualquier valor que resulte de A™(z) con z > 0.
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0.5

n/5

0 0.5 1 15

Figura 4: Comportamiento de (w,), o bien, de la funciéon A"(3). [26]

Esto podria parecernos una enorme coincidencia: primero definimos un niimero arbi-
trario wy = % y después de aplicarle varias veces la funcion A(z) =1+ % obtuvimos
una aprozimacion de w.?°

Usamos la palabra “aproximacion” por lo que se veré a continuacion: Si tomamos el

2 -1,

nimero w2 = 1.61809045226 y lo evaluamos en el polinomio Q(z) = =
obtenemos lo siguiente: 2(wy2) = 0.000126. ..

Es decir, wiy es cercano a una de las raices de Q(z). Al lector le sorprendera saber
que si se elige arbitrariamente casi cualquier valor,?! tras aplicarle una cierta cantidad

de veces la funciéon A, se obtienen aproximaciones de w. Por ejemplo, si tomamos el

namero 1650 y le aplicamos treinta veces la funciéon A, obtenemos lo siguiente:

AP(1650) = 1 + SISTB66L _ 1 | SXTAMTINT _ 9 618033988750 .22

Si este nmero es cercano a w, denotémoslo como @ y evaluemos 1+ %, es decir, A(w),

20Ya hemos decidido que la raiz positiva es la que se llamara w.

21Mas adelante se encontraran esos valores que son la excepcién a este enunciado.

22Para realizar este agradable calculo se empleé una calculadora de fracciones disponible gratui-
tamente en [30].
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o bien A%'(1650):
1
14+ = =1.618033988749...
@

Los primeros 11?3 digitos de @ son iguales a los de uno mds el inverso de @.

Ambos valores, @ y A(@), delimitan superior e inferiormente a cualquier posible
valor A"(@); por ejemplo A(0) < A?(©) < @. De hecho, por el Lema 2 y como se puede
intuir en la Figura 4, si x > 0 es tal que A(z) < A%*(z), entonces A*"™2(x) < A?"(x)
para toda n € N** —con A°(z) = Ip,(z) = z— significando que los valores A?"(x)

decrecen conforme el valor de n aumenta:
Alx) < - < A2 P2(2) < A (z) < --- < A%(z) < A% ()
Por el contrario, los valores de A?"*!(z) para todan € N tienden a aumentar de valor:
A(x) < A%(x) < --- < AT () < AP (x) < - < A(2)

Observemos que A(x) acota inferiormente los valores de la forma A**(x) y A%(z) acota
superiormente los valores de la forma A?"™!(z). Estos hechos simultaneos implican que
cualquier niimero de la forma A?™*1(x) es una cota inferior de los niimeros A**(x):
A?m () < A*™(zr) para todo n € N; similarmente, cualquier A?™(z) es una cota
superior de los niimeros A?"1: A?"t1(z) < A?™(z) para todo n € N.

Definamos formalmente a qué nos referimos con “delimitar” o “acotar”. [20]

Definicion 1. Un conjunto S de nimeros reales esta acotado superiormente si
existe un numero c tal que, para todo x € S se cumple z < ¢. A dicho ntimero ¢ se

llama cota superior de S.

Definicion 2. Un conjunto & de ntmeros reales estd acotado inferiormente si
existe un numero c tal que, para todo z € S se cumpla x > ¢. A dicho nimero ¢ se

llama cota inferior de S.

23En notacién decimal.

24Para realizar ésta y otras aseveraciones que se veran mas adelante, se ha empleado un concepto
conocido como Induccién mateméatica, que por el momento tomaremos como un hecho y que
consiste en suponer que si hay un conjunto S talque0 e SyneS = n+1¢€ S, entonces NC S.
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En nuestro ejemplo anterior, mostramos que existe una infinidad de cotas supe-
riores de los ntimeros A?"™!(z): cualquier niimero de la forma A%*"(z). De hecho, si
A (z) es una cota superior, A*™*2(x) es una cota superior de menor valor, por lo
que nunca encontraremos un ntimero de la forma A?™(z) que sea una cota superior

de menor tamano que cualquiera otra. Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 3. Un ntmero ¢ se llama supremo de un conjunto S, que escribimos
como ¢ = sup &, si ¢ es una cota superior de § y ningiin nimero menor que ¢ es una

cota superior de S.

Similarmente, puede definirse al infimo de un conjunto como el mayor niimero que
representa una cota inferior. Debido a que no existe ningin supremo para el conjunto
de ntiimeros A?"*1(z) de la forma A*™(z), es natural preguntarse si dicho conjunto
en realidad tiene un supremo. .. Enunciemos el tltimo axioma de los nimeros reales,

que da una respuesta afirmativa a esta pregunta.
V. Axioma del supremo

1 Si S es un conjunto no vacio de elementos de R y éste se encuentra superiormente acotado,
entonces S tiene un supremo en R.

No es necesaria la existencia de un “azioma del infimo”, debido a que el axioma
del supremo implica la existencia de un infimo para todo conjunto de valores reales
S que sea inferiormente acotado por c. Basta con considerar el conjunto S~ de los
inversos aditivos de los elementos de S, que tiene una cota superior igual a —c, por

tanto S~ tiene un supremo k, jimplicando —k que sera el infimo de S!

Demostracion. Sea S = {s1, Sq,83,...} y ¢ su cota inferior, ¢ < s; para todo s; € S.

Veamos que S~ = {—s;, —S2, —S3, ...} tiene una cota superior —c:

—5; < —¢c <= —s;+(c+s)<—c+(c+s) < c<s

Lo cual es cierto por hipodtesis. Por tanto, S~ tiene un supremo que llamamos k vy,

por un despeje similar al anterior, se demuestra que S tiene como infimo a —k. [
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Armados con todos estos conceptos y con la reduccion al absurdo, estamos en

condiciones de enunciar y demostrar el primer teorema no trivial de nuestro estudio:

Teorema 1. Sea la funcion A(z) =1+ % para todo x € R y x # 0, cuyos eigenele-
mentos son w, raiz positiva de Q(x) = 22 — 2 — 1 y «a, la raiz negativa, se tiene que:
1) Si x> w, entonces 0 < A(r) < w, asi como w < A?(x).

2) Six > w, el supremo del conjunto de nimeros { A*"*1(x)|n € N} es igual al infimo

de {A*(x)|n € N}, que es igual a w:

sup {A*"*!(z)|n € N} = inf {A*(2)|n > 0} = w
3) Si0<y<w, Aly) > w, luego: sup {A?"(y)|n € N} = inf {A?""!(z)|n € N} = w.

La demostracion de este teorema excede nuestros propoésitos actuales, pero se invi-
ta al lector a consultarla en el capitulo Demostraciones de los Apéndices. El Teorema 1
explica el hecho de que para cualquier x > 0y con un n suficientemente grande, A™(z)
tiene un comportamiento parecido al del nimero w. De hecho, podria decirse que es
posible acercarnos al valor numérico de w tanto como deseemos empleando la funcién
A, o bien, que w es el resultado de aplicar infinitas veces la funciéon A a cualquier
numero positivo, pero para hacer estas afirmaciones hacen falta algunos conceptos
que aun no introducimos —como la definicién de limite de una funciéon— y que son
ajenos al espiritu de este primer capitulo.

Lo que nunca ha de estar prohibido es hacer suposiciones, basadas o no en ob-
servaciones, lo mismo que en corazonadas, conjeturas o cualquier mecanismo que nos
lleve a cuestionar una estructura logica o matematica y con ello extraerle algunas
verdades. Esas verdades que hemos extraido a lo largo de este capitulo son referentes
al comportamiento de la funcion A.

Primero motivados por observar las graficas de A"(1) (o bien, de los primeros
elementos de la sucesion (w,)), creimos que esos nimeros tendian a aproximarse a un
valor; luego, con ayuda del axioma del supremo y de la demostracion por reducciéon al
absurdo, encontramos que el supremo (de los nameros del tipo A*"*1(3)) y el infimo
(de los nameros del tipo A?*(3)) son ambos la rafz positiva del polinomio Q(z), que

hasta ahora hemos denotado como w.
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Veamos que dicho polinomio esté relacionado con el que aparece implicitamente
en el libro Elementos de Euclides, cuando define lo que después seria conocido como

la proporcién atrea, la proporciéon divina, entre otros nombres:

Se dice que un segmento estd dividido en media y extrema razon cuando el segmento total

es a la parte mayor como la parte mayor es a la menor: é—g = %.
A C B
® @ L]

De modo que si el segmento total es igual a la parte mayor multiplicada por la
proporciéon durea —denotada como ¢ y a veces como ¢— se tiene que AB = p(CB).

Considerar que AC = AB — CB = (¢ — 1)CB, conduce a lo siguiente

B (OB 1
sD_AC’_(gp—l)C’B -1

Tomemos el lado derecho de la tltima igualdad y pensémosla como una transfor-

5 1

P
donde B(z) = -1 para todo z # 1. Observemos que [B o Al(z) = B(1 + 1/z) =

m = 1/% = x siempre x que esté en el dominio de A y que A(z) esté en el

macion?® o una funcién B, es decir, pensemos en la ecuacion ¢ = como ¢ = B(p)

dominio de B. Se dice que Bo A = Ip, donde Ip, es la funcion identidad del dominio
de A.?° Similarmente, [A o B](z) = 1 +
AoB = [DB‘

ﬁ = 1+ (z — 1) = x, por lo tanto,

Se dice que B es la funcién inversa de A y se denota como A~!; recordemos que
ambas fueron definidas precisamente gracias a sus eigenelementos: aquéllos valores
que permanecen invariantes ante la aplicacion de la funcion. Por ejemplo, A(w) = w
vy A(a) = a, asi como A7!(¢) = ¢. Observemos que A(p) = A(A(¢)) = [Ao
A™(p) = Ip, ,(¢) = ¢, uniendo ambos extremos: A(¢) = ... jla proporcion

aurea es eigenelemento de A!

25Esta no sera la tltima vez que haremos algo parecido a esto.

26 Aqui hemos tomado la premisa de que A(x) € Dp para todo z # 0; esto se demuestra si se tiene
en cuenta que 1 + % # 1 para todo = € R. Posteriormente también asumimos que B(x) € D4 para
todo x # 1, lo cual se verifica de ﬁ # 0.
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Pero sabemos, por definicion, que A so6lo tiene dos eigenelementos: las dos raices
del polinomio Q(x); debido a que ¢ representa una proporcion entre dos distancias

positivas, este niimero es positivo y consecuentemente. . .
w Yy la proporcion durea son el mismo nimero: w = ¢

Para los pitagoricos, este nimero tenfa un valor no solamente matematico, sino mis-
tico: aparece en el pentagrama que tan ampliamente adoraron y que asociaron con
el universo, la naturaleza, la salud y el arte. Se encuentra en muchas expresiones
geométricas pero sobretodo en el pentagono, cuando se calcula la proporciéon entre su

lado y los segmentos del pentagrama inscrito en él.

* Para conocer un poco més acerca de la relacion entre ¢ y las matemaéticas antiguas, puede
consultarse del capitulo Agregados de los Apéndices la seccion La proporcion durea y el
pentdagono.

A partir de este momento, adoptaremos la manera més comin de representar a la
raiz positiva de Q(x), que es con la letra phi: ¢, asi como no seguiremos hablando de «,
sino de ¢ = —é; con esta metamorfosis podemos despedirnos de los dos protagonistas

de este capitulo. [31]

“La quintaesencia de la verdad mental es el simbolo”



1. En un principio era el signo

DE MANERA TIPICA, se soluciona una ecuacién como z? = z + 1 al encontrar una
manera efectiva de despejar x. En cambio, la manera en que nosotros lo resolvemos

consiste en definir un valor inicial (en nuestro caso %) y mostrar que el limite de

2
aplicar la funcion A infinitas veces es la solucién que buscamos (A®(3) = 1 = ).

Para que esto sea posible, no es necesario realizar un nimero infinito de célculos,
basta con encontrar un patrén en los primeros calculos y ser capaz de demostrar
que dicho patréon o comportamiento prevaleceré, para lo cual generalmente se emplea
el Principio de Induccién. Para formular dicho principio, también se emplea el
concepto de recursiéon, como también se emplea para definir el conjunto de los
numeros naturales; ello nos dice que las definiciones recursivas permiten comunicar
con pocos simbolos la totalidad de un conjunto infinito.

Por ejemplo, es posible definir la funcién factorial de niimeros naturales de la

siguiente manera:
= Primera regla: 0! =1
» Segunda regla: para todo enteron >0, n! =n- (n —1)!

Si tenemos interés de conocer el nimero 8!, podemos calcularlo con las reglas ante-
riores, lo cual significa calcular un cierto ntimero de operaciones.! También es posible
encontrar una funcién que asemeje al comportamiento de n! conforme n se hace muy
grande, y quizd permita conocer un valor aproximado de la funcién en un menor

nimero de pasos... Este es uno de los caminos de una estructura definida recursi-

! Actualmente, estas operaciones rara vez son calculadas por una persona. Mas tarde veremos
c6mo la computacion puede jugar un papel importante en el estudio matemaético.

24
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vamente: el ser reemplazada por otra funcion més conveniente. Ocurre con la sucesion
de Fibonacci y con los ntimeros de Lucas, que pueden ser expresados con funciones
del tipo f(n) = ag™ + py"™ donde a y [ son ciertas constantes, también ocurre con
cualquier sucesion cuya definicion recursiva sea analoga a la de Fibonacci.

Por ello fue desconcertante cuando aparecieron sucesiones recursivas que no podian
ser representadas con alguna funcién conveniente, ni analitica, ni derivable, ni siquiera
estrictamente creciente: es el caso de una de las sucesiones propuestas por Hofstadter,
que mantiene semejanza en su formulacion con la sucesion de Fibonacci, pero se
distingue de ella y sus bondades, como se vera en el préoximo capitulo.

El interés de este capitulo es precisamente conocer algunas de las bondades que
tienen todas las sucesiones andlogas a las de Fibonacci, ésas que se definen con la
recursion mas comin y que pueden ser modeladas con funciones conocidas y “afables”.
Para entender que las propiedades de estas sucesiones no son solo una casualidad o
un milagro, sino que pueden ser interpretadas y demostradas mateméaticamente, es
necesario equiparse con ciertos conocimientos que se desarrollan ampliamente en el

capitulo Notas importantes de los Apéndices.

Reminiscencia

EN EL CAPITULO ANTERIOR, hablamos del polinomio Q(z) = 2% — x — 1 con raices
que representamos como @ y ¢ = —é. Atn no conocemos el valor numérico exacto
de estos nimeros y tampoco sabemos si son racionales o irracionales. Es de nuestro

conocimiento que si ambos cumplen la ecuacién 2? = z + 1, también cumplen z =

A(x).

Teorema 1. Para toda x > 0, lim A™(x) = ¢. Donde ¢ es el nimero positivo que
n—oo

satisface la ecuacion de sequndo grado x* = x + 1.

Demostracion. Por la Definicion A.20 y el Principio de cercania de la demostracion
del Teorema 0.1, nuestra intencién es mostrar que para todo €: 0 < € < 1 y todo
x > 0 existe algin N tal que

|AY(z) — | <&
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Empezaremos suponiendo que ¢ < x. El Teorema 0.1 nos dice que ¢ < A**(x) para
todo n € Ny que el conjunto de ntimeros de la forma A**(z) tiene como infimo a .

Por lo tanto, si existiera un € tal que para todo n se cumpliera
A% (z) — | = A%"(2) — p > ¢,

esto implicarfa que A**(x) >  + € Vn, lo cual es imposible puesto que ¢ es el infimo
de dicho conjunto. Por lo tanto, si ¢ < x debe existir un nimero N = 2n tal que
|A™(x) — ¢| < € para todo m > N, como se queria demostrar.

Por otro lado, si 0 < z < ¢, sabemos que ¢ < A(x) y ya mostramos que debe existir
un N tal que AN (A(z)) —p = |[AVT(z) — ¢| < e. Finalmente, si x = ¢, para toda n,
A'(z) =9 = |A"(z) —p|=0<ec. O

iFinalmente podemos presumir que hemos encontrado al nimero ¢, o una manera

de aproximarlo tanto como deseemos!

¢ = 1.618033988749 . ..

Hasta ahora hemos cuidado que todos los ntimeros que transformamos con la
funcién A sean mayores a cero. Esto es asf porque A(z) = 1+ 2 estd indefinido
cuando x = 0, implicando que A%*(z) =1+ ﬁ esté indefinido cuando A(x) = 0, es
decir, cuando A71(A(z)) = A71(0), o bien cuando 7 = = = —1.

Busquemos todos los niimeros enteros que no podrian formar parte del dominio
de A¥(z), estos tendrén la forma A=™(0) cuando 0 < m < k. Ya conocemos g =0y

o = —% y conocemos la manera de encontrar el siguiente ap = A™!(c;). En general:

an = A an 1) = A7(0).

1 1 2 3 5 8 13
1 1 ) 2 9 ) 3 3 ) 4 5 ) 5 8 ) 6 13 ) 7 21 )
A estas alturas no deberia sorprendernos que a; = —0.619047619, es decir que

a7 v en general a,, para n mucho mayor a uno, tenga los mismos primeros ‘niimeros
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después del punto’ que ¢, de hecho —por ser estos valores negativos— se tiene que
a, ~ 1—¢ = 1. Es decir, no deberia sorprendernos la relacion entre la sucesion (ay,)
(generada con la funcién inversa de A) y la raiz negativa del polinomio z? —z — 1.

Puede demostrarse que para todo = negativo lim A~"(z) = .
n—o0

Teorema 2. Si x < 1), el supremo del conjunto de nimeros {A~?"(z)|n € N} para
toda n € N es igual al infimo de {A~*""(z)|n > 0}, que es igual a ¥:
sup {A™?"(z)|n € N} = inf {472 (z)|n > 0} = o
Similarmente, si ) <y <0, A(y) <, luego:
sup {A?" Y (y)|n € N} = inf {A"**(z)|n > 0} =¥
Corolario 1. Por métodos andlogos a los empleados en el Teorema 1, puede demos-

trarse que para toda v < 0, lim A™"(x) = 1.
n—oo

Hemos visto que o & Da, ag, a1 ¢ Da2 y, en general, que ningin miembro de la
sucesion (a,) = (ag, v, ..., 0,_1) es elemento de Dgm. También puede decirse que
el conjunto {ag, a1, s, as, ...} tiene una interseccion nula con el dominio de A*.2

Hemos generado dos sucesiones de ntimeros:

2134711 18 29 47
=(-=,=,-,=,-, =, —,—,—, ... ): Ii =9 =1.6180...
(wn)neN ( 1727173747 7?117187297 > ml_rgowm 2 6180
o 1 1 2 3 5 8 ,
(an)nen <I7 R R ) nlbl_lgoam =1 = —0.6180...

Hay dos cosas que resulta interesante notar:
1. Todos los denominadores en (w,) y (o) también aparecen como numeradores.
2. A partir del tercer elemento, todos los numeradores en (w,) y (a,) son igual a la

suma de los dos numeradores anteriores.

2Sabemos que A~'(a,_1) = «, para toda n > 0. Por lo tanto, si a, # 0, entonces
A(A Y an_1)) = A(an) = an_1 = A(ay); lo cual implica que no existe el niimero a1, tampoco
«_s y asi sucesivamente. Por el contrario, observemos que si w; = %, existe wg = A" wy) = wll_l =
ﬁ = —2. Es decir, el nimero —2 genera toda la sucesion (w,,) mediante la funcién A; este hecho
resulta de gran belleza porque, como se vera méas adelante, los nimeros 2 y —2 juegan un papel de

gran importancia en las sucesiones ultrarrecursivas.




28

Antes de proseguir, consideremos el comportamiento de (w,, — a,,)? para m > 0,
cuyos primeros valores son los siguientes (m aumenta de izquierda a derecha y de

arriba a abajo en la tabla):

m 0 1 2
Om—am) | (2-072=4|(1/2+ 17 =225 | 12.25
(W34m — Q34m)? 4 5.52 4.82
(@osm — o rm)? 5.07 1,97

Observemos que cada nuevo valor parece aproximarse al nimero cinco. Demos-
tremos que este comportamiento se explica con el Teorema A.2, usando la funcion
continua x +— 22 y los limites de w,, y a,, cuando m tiende a infinito:

Hm (W —om)? = (@ =¥ = (g — (1 —¢))* = (20— 1)> =4¢> —dp +1

m—00

Pero 0> —p—1 =0, luego (2p —1)? = (4¢?> —4p —4)+4+1=0+5=5.
Ahora bien, jde la igualdad (2 — 1)? = 5, es posible despejar ¢!

14++5
Sp:

20—-102=5 <= 20— 1=V5 < 5

Nos tom¢ varias paginas resolver el misterio con el que empezd nuestra aventura:
dimos finalmente con la expresion a la que suele llegar en segundos todo el que resuelve

2 — x — 1 usando la férmula general. Pero nosotros también hemos

el polinomio x
generado algunos digitos del nimero irracional ¢ sin haber calculado ninguna raiz
cuadrada, tnicamente empleamos sumas, multiplicaciones y el concepto de limite.

Hemos encontrado una manera extrana de calcular la raiz cuadrada de cinco.

2
1++

ET.

VB =1+

Por otro lado, si ¢? = ¢ + 1, es cierto que ¢" = " ! + "2 para todo n € R. Por
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ejemplo: @? = p+1=32 ‘[,gp ¢2+¢:%:2+\/§Esdecir:

3 5} :
@ = +\/_=32+\/5

2
como anticipAbamos hace unas paginas. Si seguimos, ¢* = ©* + ¢? = 7+3‘[, ©°
11+5f , @b = 18+28‘/5, ... podemos notar que los nimeros en el numerador que acom-

pafian a v/5 son los numeradores de w, y o,

m N(wm) + N(m)V5
L 2

para todo m € N donde N(«,,) es el numerador de «,,, y D(c,,) su numerador, ambos
con valor positivo. Lo mismo para N (w,,) y D(w,). Estos nimeros son conocidos como

sucesion de Fibonacci y los niimeros de Lucas, respectivamente:

(F), =(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...)

(Ln)2 = (2,1,3,4,7,11,18,29, . .)

En ambas sucesiones, todos los elementos excepto los dos valores iniciales cumplen

la siguiente relacion de recursion:

Sn =Op-1+ Sn—2 (]-)

Que quiere decir “el n-ésimo elemento es la suma de los dos elementos anteriores”, lo
cual sera cierto siempre que existan dos valores anteriores. En el caso de la sucesion de
Fibonacci, se cuenta con los valores iniciales Fy = 0y F; = 1, en cambio los niimeros

de Lucas tienen las condiciones iniciales Ly =2y L = 1.

Mas adelante, veremos que es posible extender estas sucesiones “hacia la izquier-
da”, es decir, encontrar F_; y L_;. Aunque atn no las construiremos, es conveniente

mencionar que existen las sucesiones (Fy)22 v (L) donde todos los elemen-

k=—00"

tos satisfacen la expresion (1). Denotaremos como § a esta recursion.
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Veamos que wy, = % = 2—(1) y oy = —% = —1{:—;. Y wpr =1+ U%, por lo que
Lm Lm—l Lm + Lm—l Lm+1
" Lm—l i Lm Lm Lm

Por otro lado a;,41 = ﬁ, y consecuentemente:
—

F, 1 Fq F,1
m O-/m-t,-l _ m-+ . m+

- m/Fm+1_]-__Fm_ m+1_ Fm+2.

Ay = —
" Fm+1

Por lo tanto, parece que hemos demostrado que si el numerador de w,, (a,,) es
un numero de Lucas (Fibonacci), los siguientes denominadores seran los siguientes
nameros de Lucas (Fibonacci), por el Principio de Induccion (Teorema A.3). Pero
en esta afirmacion hemos supuesto que w,, tiene una sola representacién racional,
en donde el numerador y el denominador no comparten ningin divisor —lo cual es
consecuencia del Teorema Fundamental de la Aritmética (Teorema A.10)— y que esa

representacion es equivalente a

o 1 o 1 . D(wn_l) . D(wn_l) + N(wn_l)
Wn = L+ Wn—1 =1 N(wn_l)/D(wn_l) =1+ N(wn_l) N N(wn_l)

Lo cual puede demostrarse con ayuda de dicho teorema, debido a que si D y N
son numeros enteros que no comparten ningiun divisor, entonces D + N no comparte

ningtn divisor ni con D ni con N.

Demostracion. Supongamos que existe a que divide a D + N y que también divide a

N.

D+ N D N D N
a a a a a

Pero by % son enteros por hipotesis, implicando que a divide a D, lo cual contradice

nuestra hipotesis de que D y N no comparten ningin divisor. O]

So6lo ahora estamos en condiciones de escribir algunas consideraciones pasadas
como teoremas, con toda la certeza de que su verdad se halla fundamentada en los
principios mas basicos de la construccion axiomatica de las niimeros reales que adop-

tamos desde el inicio.
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Teorema 3. 1) Para toda n € N, A"(—2) = Liil7 AT(0) = —Ffil. Donde A(x) =
14 % y A7 (z) = ﬁ y F,, L, son términos de la sucesion de Fibonacci y de los
numeros de Lucas, que satisfacen la recursion § para todo n € Z.

2) Sea ¢ la proporcion durea, raiz positiva de la ecuacion x* = x+1, para toda n € 7Z

existe la siguiente representacion

n| Ly + Fo\/5
Y = T

O bien ¢" = (L, + F,\/5).

Demostracion. 1) Recordemos que A™(—2) = LL: implica A"*1(-2) = Lz—:l Veamos
.2 n Ln n — n n — n
también que A" (-2) = = A"(-2) = ATN(A™(-2)) = Ln+L1—Ln = -
Sabemos que paran =1, A(—2) =1 = f—é; luego, por el Corolario A.1,
L
A(=2) = —
(=2) =7~

para todo n € N. La prueba para A="(0) = _Ffj-l es equivalente.

_ LotFo/s Li+F1V5
2 2 :

y o' =

implican que:

2) Recordemos que ¢"™2 = "1 + " también que °

L'n,"l‘}'—'n\/g 7’L+1 — Ln-Q»l“l’F'n-Q—l\/5
2 2

Luego, las ecuaciones ¢" = y @

1
()OTH‘Q — S0n+1 + Spn == §<Ln + Fn\/5+ Ln+l _l_ F’I’H-l\/g)

1
= §(Ln+2 + Fn+2\/g)-

Similarmente, puede demostrarse que las ecuaciones de arriba implican "1 = %(Ln_l—l—

F,_1V/5). Luego, por el Corolario A.2, se cumple

1
" = §(Ln + Fn\/g)

para toda n € Z. Por lo tanto, ¢ = (Zetfa5)l/n = ¢/ LatFui/s, O
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Corolario 2. De los limites ya conocidos de w, y «,, se tiene que:

n

lim = lim w, = lim A"(-2)=¢
n—00 L, 1 n—00 n—o0
lim — = lim a,, = lim A™"(0) = ¢
. R . L _
Por lo tanto lim 2 = lim =4 = —¢)~1 = .
F, L
n—o00 n n—00 n

* Para profundizar un poco maés en la naturaleza de la funcién A y su relevancia en el trabajo,
se recomienda consultar del capitulo Agregados de los Apéndices la seccion Comentario sobre
la funcion A.

Relaciones de recursion tradicionales

LA SIGUIENTE DEFINICION es quiza la més importante de todo el documento, pues
escapa a las definiciones mas comunes que se pueden encontrar en la literatura sobre

el mismo concepto.

Definicién 1. Una relaciéon de recursiéon es una ecuaciéon que expresa el elemento
de una sucesion (a;);co como dependiente de ciertos elementos de la misma. Esta

ecuacion tiene la forma

apn = C((ai)iEQw n) (2>

donde Q,, es un conjunto de enteros que esta en funcién de n y ¢ es una funciéon de
n € Q y la sucesion (a;)ico,. De modo que (a;)ico, puede® ser una subsucesion de
(a;)ico con dominio en Q,, C Q.

Si existe un n tal que a, y (a;);cq, solucionan la Ecuacion (2), decimos que (a;);co

satisface la relacion de recursién en n.

La diferencia puntual entre esta definicién y cualquiera otra es que en ésta no se
menciona que la funcién ¢ dependa de los elementos anteriores a a,,. En cambio, se dice
que esa funcion depende de los elementos de la sucesion (a;);co, , que puede o no estar

definida. Veremos que esta definiciéon es mas general que aquélla con que se definen

3Si no lo es, es decir si Q,, Z Q, la sucesion (a;);c 0, no esta definida y la igualdad no se satisface.
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los tipos de recursion tradicionales y que es apta para desarrollar las recursiones

introduciremos en los siguientes capitulos.

Definicién 2. Sea £ una relacion de recursion y sea una sucesion (D;);cq. Si (D;)

satisface £ en todo n € Q. Decimos que la sucesion esta bien definida por £ en Q.

Definicion 3. Una relacién de recursion es lineal de orden k con coeficientes

constantes si posee la siguiente estructura
k
a, = Z Cjn—j + F(n) = c1ap-1 + caap_o + - - - + cxan_i + F(n). (3)
j=1

donde ¢; son constantes y k > 0. Si F(n) = 0, se dice ademas que la relaciéon es
homogénea.
Notese que esta clase de relaciones de recursion es tal que, siguiendo la Definicion 1,

Qn={n—-1,...,n—k}yCes

C((a)icgu,n) = Y curar+ F(n)
keQn

Notamos que la relaciéon de recursion § es uno de los casos méas sencillos de las
relaciones de recursion lineales homogéneas y de orden 2, el caso co = ¢; = 1, es decir,
Ap = Qp—1 + Ap—2.

Una sucesion (a,) con dominio en los naturales y bien definida por la recursion §,
se dice que cuenta con dos valores iniciales ag y a;. Todos los siguientes valores pueden
expresarse como una combinacion lineal de estos elementos iniciales: as = ag + aq,
a3 = a1 + ay = a1 + ag + a1 = ag + 2a4, etc.

Si denotamos [p,q] = p - ag + ¢ - a1, podemos escribir todos los elementos de la

sucesion de la siguiente manera:

aO:[laO]a a; = [071]7 a2:[171]7 &3:[172]7

as=1[2,3], as=[3,5, ag=[58], ar=]8, 13,
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Donde han aparecido los primeros elementos de la sucesion de Fibonacci. En lugar
de probar que a,, = [F,,_1, F},], probaremos un teorema mucho més fuerte, pero antes

debemos extender el dominio de la sucesién de Fibonacci.

Teorema 4. Sea una sucesion (Ay) tal que A, = An,_1 + A,_o para todo n € Z,
si existe un m € Z tal que A_,, = +A, y A_,,_1 = FA,1, entonces es cierto que

A_y0j = FAn10j y A_p9j—1 = FAnt2j41 para todo j € N.

(Ap) = (.., FAnas, TA 0, FAL L, FA L= AL, - An[= AL, Ana, Ansa, Ao, -

Demostracion. Encontremos A_,,_o mediante A_,,,_o + A_,,_1 = A_,.:
A o=A,—A ,, 1=dA,+ A=A,

Sin perder generalidad, definamos la propiedad Py(z) que contiene informacion de lo

que queremos demostrar:
Po(z): Ay = (DA, Ak =n—m.

Sabemos que x = m y x = m+ 1 cumplen la propiedad y ello implica que la cumplira

x = m+ 2. Luego, por el Corolario A.1, la propiedad se cumple para todo m' = m+j

con j € N, por lo que la prueba esta completa. O
Corolario 3. La extension de Fibonacci es tal que F o, = —F5, y F o, 1 = Fy, 11
para todo n € N. La sucesion de Lucas, en cambio, L_o, = Loy y L_9,_1 = —Lop11.

(Fgez = (..., b, =3, 2, =1, 1, 0[=Fp], 1, 1, 2, 3, 5, ...)

(Lidkez = (..., =11, 7, =4, 3, =1, 2[=Lo], 1, 3, 4, 7, 11, ...

Demostracion. Basta con considerar lo siguiente:

F_QZF():O:—FO y F_lEFl—F0:1—0:+F1.
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Similarmente:

L_0:L0:2:+L0 y L_lELl—L():l—Z:—Ll. ]

Teorema 5. Sea (a;)ico una sucesion cuyo dominio es un conjunto de dos o mds

enteros consecutivos tal que se satisface la recursion § en Q\ Vo, donde V se define:

Vie={m,m+1meKAVieKim<i)}

como el conjunto que contiene los dos elementos menores —si existen— de todo con-
Junto K de enteros consecutivos. Entonces, para todo conjunto de enteros consecutivos
P D Q, existe una y solo una extension (b;)ep tal que Vi € Q(b; = a;) y se encuentra

definida por § en P\ Vp.

Lema 1. Para cualesquiera p,p + 1,n € P, el miembro n-ésimo de (b,) puede escri-
birse como

by = Fop1-bp+ Fuyp - bpi1 = [Frp1, Fuylp, (4)
donde Fj es el término j-ésimo de la sucesion de Fibonacci extendida.

La demostracion de estos dos resultados se halla en los apéndices. Su importancia

aqui radica en que nos permitiran demostrar el siguiente corolario.

Corolario 4. Existe una y sdlo una sucesion (a;)icg definida por § en Q\ Vg tal que
para dos enteros distintos p,q € Q, se tiene que a, = A y ay, = B. Donde A y B son

constantes en R.

Demostracion. Sean (b;)ico v (¢i)ico dos sucesiones con dichas caracteristicas, veamos

que
1 1

bq = [Fq—p—b Fq—p]p = bp+1 = F_(bq - Fq—p—l 'bp) = F_(B - Fq—p—lA)
q—p q—p
1 1

C¢q = [Fgp-1, Fyply = p1 = (B — Fy—p-14) = b1

(Cq —Fyp1- Cp) =
q—p q—p
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Por lo tanto, segtin el Lema 1, para todo n € Q:
Cn = [Fn—p—la Fn—p]p =lnp-1-Cp+ Fn—p “Cpr1 = Fn—p—l ’ bp + Fn—p ’ bp+1 = by,

Luego, (¢;) = (b;), como se queria demostrar. O

Lo que el corolario anterior nos dice es que s6lo hacen falta dos elementos para
definir por completo una sucesiéon que satisface la recursiéon § en todo su dominio
(excepto quiza en sus valores iniciales). El siguiente teorema nos hace saber que

sumar dos sucesiones recursivas nos da una nueva sucesioén recursiva.

Teorema 6. Sean (A;)ico Yy (Bi)ico dos sucesiones definidas en Q' por la misma
relacion de recursion £ que es lineal de orden k con coeficientes constantes y homo-
génea. Si (C;)ico es tal que C, = A, + B, para todo n € Q, entonces esta sucesion

también esta definida por £ en Q.
Demostracion. Para todo n € @', se tiene

k

k k
Cn - An + Bn - Z CiAn—i + Z CiBn—i - Z Ci(An—i + Bn—z)
i=1

i=1 = i=1
k
= E ciCni
i=1

Por lo tanto, (¢;) esta definida por £ en @', como se queria demostrar. O

Otra caracteristica importante de las sucesiones recursivas tradicionales es que se
pueden encontrar férmulas para calcular sus series, es decir, la suma de un conjunto

de elementos consecutivos (o separados por la misma distancia) de la sucesion.

Teorema 7. Sea una sucesion (Ay)rez definida por § en todo su dominio. Se tienen

las siguientes propiedades:

n
§ Aeri = Am+n+2 - Am+17
=0

n
E Am+2i - Am+2n+1 - Amfla
=0
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2 Z Am-i—?n’ = Am+3n+2 - Am—lv
i=0

5 Z Apisi = (Amsants + Amant1) — (Am—1 + Ap—s)
i=0

Y, en general, para K > 2, con N = F +2F_, — (=1)X +1), r = Fx_o + (—1)¥
ys=Fx_1 — (=1)%, donde F, es el n-ésimo elemento de la sucesion de Fibonacci,

existe la solucion:

n

N Z Amigi = 7(Amiknir — Am—xi1) + 8(Amykny2 — Am_r12)
i=0

Este teorema puede demostrarse rutinariamente empleando el Principio de Induc-
cién, sin embargo, aqui se ofrece una nueva notacién para estudiar estos problemas
y trabajar con cualquier estructura definida por la recursion §. La demostracion y la
construcciéon de dicha notacién pueden encontrarse en los Apéndices.

Sorprende ver que aunque todos estos teoremas y corolarios son de un caracter
universal (son validos para cualquier sucesion recursiva definida por §), la sucesion
de Fibonacci aparece en muchos de ellos.

* En el capitulo Agregados de los Apéndices, se ofrece la seccién Fibonacci en la naturaleza,
en donde se dan ejemplos de sistemas naturales sencillos en donde emerge la sucesién de
Fibonacci.

En el apartado mencionado, se presentan aplicaciones de algunos resultados de
esta seccion. Con ellos se demuestra lo siguiente:

Loy,
V5 = lim =2 (5)

n—o0 2m

Por el Teorema 3, ¢*" = %(Lgn —|—F2n\/5), por lo tanto (5) lleva a lim ¢** = lim Ly,.
n—oo n—oo

Y, por el Corolario 2, sabemos que cuando n — oo, Lo,11 — Loy, - ¢. En conclusion,

cuando n — oo:

©" — Ly, (6)

Hemos encontrado una nueva manera de aproximar el valor del nimero dureo, donde

lnicamente usamos sumas, divisiones y una relacién de recursién. También en-
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contramos una propiedad interesante de ¢, el hecho de que su potencia n-ésima se
acerque al n-ésimo nimero de Lucas. Es posible demostrar que especificamente L,, es

el entero més cercano a ", es decir, para n > 1:

Ritornello di la Divina Proportione

“No te veo en las estrellas ni te descubro en las rosas,
no estds en todas las cosas”

—Guadalupe Amor, De las décimas a Dios

LA ECUACION DE ARRIBA representa al término n-ésimo de los nimeros de Lucas
como funcién de ¢. Antes de encontrar las soluciones de toda sucesion recursiva,

vamos a dar un par de comentarios acerca de la proporciéon divina.

Fn+1
Fr

Seguin el Corolario 2, ~ . Esto puede representarse visualmente con la Figu-
ra 1, donde se aproxima la forma de un rectagulo dorado, es decir, un rectangulo cuyos
lados conservan la proporcion durea. En dicha figura, los lados de cada rectangulo son
proporcionales a un numero de Fibonacci.

El rectangulo dorado (Figura 2) es el tnico rectangulo que puede dividirse en un
cuadrado y un rectangulo con las mismas proporciones. Al repetir este proceso en
diversas ocasiones, generando nuevos pequenos cuadrados en cada iteracion, observa-
mos que hay un punto en donde todos los rectdngulos dorados convergen, el cual es
llamado “Ojo de Dios”.

También es posible unir los vértices de cada pequeno cuadrado para aproximar la
espiral logaritmica que camina hacia el Ojo de Dios; esta espiral aparece en muchos
rostros de la naturaleza: en caracoles, en los cuernos de muchos animales e incluso
en la coclea del oido. “Dondequiera que sea necesario llenar un espacio de manera
econdmica y regular, alli se halla la espiral, que al expandirse altera su tamano pero

nunca su forma”. [32]

* En el capitulo Agregados de los Apéndices, se ofrece la seccion El hombre de los tres
siglos, que relata otras curiosidades acerca del nimero .
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Figura 1: Aproximacion de un rectangulo dorado con nimeros de Fibonacci.

\

Figura 2: Rectangulo dorado y la espiral logaritmica.

39
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Solucién de algunas sucesiones recursivas

Con todos los encantos que el nimero ¢ ha mostrado tener, quiza no sorprenda
—o sorprenda de mas— descubrir que también estd involucrado en muchas de las
sucesiones que veremos en éste y los proximos capitulos. Analicemos el papel que
juega en las sucesiones recursivas tradicionales.

Para resolver la recursion §, buscaremos solucionar su ecuaciéon funcional carac-

teristica:

fn)=f(n—=1)+ f(n-2) (7)

Si existe una funcion que satisface esta ecuacion en todo n € Z y que cumple f(0) =
Ao, f(1) = A;, entonces se dice que f es la solucion de la sucesion (Ag)rez, 0 de
cualquiera de sus subsucesiones (4;);co-

La primera funcion real supondremos que nos ayuda a resolver (4,) es la funcion
f(n) = ¢ donde ¢ es una constante en R. La Ecuacion (7) se convierte en la ecuacion
2" = 2" 1 + 2772 o bien en 22 = 2! + 2° = 2 + 1. Ya sabemos que ¢ y 1 son las
raices de esa ecuacion, de modo que conocemos dos funciones que se comportan como

queremos:

filn) =" filn) = filn — 1) + fi(n —2)
fa(n) =" faln) = faln — 1) + fa(n —2)
Y cualquier combinacion lineal de ellas f.(n) = afi(n)+8f2(n) = ap™+ ByY" también
serd una solucion de la ecuacién funcional.
fo(n) = afi(n) + Bf2(n) = ap™ + By"
= a(e" ™+ ") + BT ")
= (" + A" + (a4 By )

= filn —1)+ fi(n —2)

Demostremos que para esta funciéon f, siempre podremos encontrar las constantes «
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y [ tal que

fu(0) = ap’ + BY° = a + = A
fu(l) = ap' + B! = ap + By = A

Este sistema de ecuaciones se puede escribirse de manera matricial y resolverse como

sigue:

1 1 (% AO (0] . 1 2/) —1 AO
o ) \B A ) v\ 1) \4

Peroz/}—@:l—go—ap:l—Z-1+\/g:—\/5,porlotanto:

(0 . L —w 1 AO . i Al — wAO (8)
B V5 e -1 Ay V5 pAg — Ay

Sustituyendo Fy = 0y F; = 1 en la ecuacion anterior, demostramos que la solucion

de la sucesion de Fibonaccl es

F, = %(s@” e (9)

Para los numeros de Lucas, Fy = 2y F; = 1, de modo que o = L(1—2‘%5) =1

V5
y 8= \%(2 : %5 — 1) = 1. Luego, su solucién de los nimeros de Lucas es

L,=¢"+¢" (10)

Las Ecuaciones 9 y 10 permiten demostrar de una manera mucho mas sencilla

Frni1 Lng1
F'VL ’ L'"/

algunos resultados previos, como que conforme n — oo, — . También las
siguientes relaciones demostradas anteriormente, vinculadas con la extension de estas

sucesiones ‘hacia la izquierda’ (o en el dominio de los enteros).
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L—2n — @_271 + 77b—Qn — (_w—l)—Qn + (_g0—1>—2n — ¢2n + S0271 — L2n

La siguiente relacion de recursién que resolveremos sera*

Ap=Apo+ 24, 5+ Ayl (11)

Cuya funcién debera estar relacionada con las raices de la ecuacion z* = 2% + 2x + 1.
Demostremos que ¢ y v son raices: si ambos son los nimeros y que cumplen y™ +

y™ 1 = y™*2 para todo m € R, entonces

VH2y+l=0"+y) +y+1) =y +y =y~

Por el Teorema de Viete (A.12), sabemos que todas las raices satisfacen la ecuacion
T1+ 2o+ @+ w =0

lo que implica que 7 + 2 = —1. El mismo teorema nos dice que

r1 (T2 + @ +P) + 22(p + ) + Y = —1,

lo que implica que z122 + 21 + 29 — 1 = —1, 0 bien que x5, = 1. Combinar las dos

ecuaciones anteriores conduce al siguiente polinomio

i+, +1=0,

—14++/—3

por lo que z; = 5 Sy oy = _I_T V=3 O bien, usando la notaciéon de Euler®, z; =

27 4mi
€3 YXg=¢€3

. De modo que cualquier sucesion (A,,) que cumpla la Recursion (11)

“Notemos que cualquier sucesiéon definida por la recursion A, = A,,—1 + A,,_o también cumple
la recursion A,, = (Ap—2+ Ap—3) + (Anys+ Ap_y) = A2+ 24,13+ A,—4. Es posible demostrar
que A, = ZZ’;O (mTil?)mAn,m,i: Vease el Capitulo 7. TRANSFORMACIONES DE SUCESIONES.

SEsta notacién consiste en expresar el ntimero complejo cosz + isenx como e, donde e es el
nimero que se puede definir como el siguiente limite e = nhﬁn;(} 1+ %)" En nuestro ejemplo, f% es
igual al coseno de %’T, y ? es el seno del mismo éngulo, por ello se puede usar dicha notacion.
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tendrd como solucién
A, = aeFn + /Be%” + " 4 "

Donde las constantes estaran determinadas por el siguiente sistema de ecuaciones.

1 1 1 1 « A
e e Y B B Ay
o s TR y - A,

1 1 Y3 ) As

Estos sistemas de ecuaciones pueden resolverse de manera algoritmica empleando
distintos métodos. O bien, pueden usarse férmulas exactas como la regla de Cramer,
que escribe la solucién en términos de determinantes. No calcularemos las soluciones
de este sistema de ecuaciones, sino que interpretaremos lo que significa: el problema
esta resuelto, pues existen funciones explicitas de cualquier sucesion completamente

definida por (11).

El siguiente teorema termina de describir uno de los métodos existentes para la
solucion de relaciones de recursion lineales, de coeficientes constantes y homogéneas

de orden k.

k
Proposicion 1. Sea la relacion de recursion A, =Y ¢;An_i, su solucion serd de la
i=1

forma:

A, = zj; Pi(n)x}

k
donde los s niimeros x; son las raices de la ecuacion z* = Y c;z*~" y Pi(n) es un
i=1

polinomio de grado m; — 1, donde m; es la multiplicidad de la ragz X

Demostracion. Si encontramos un conjunto de k funciones reales fi, fo, ..., fi tal que
k
todas ellas son soluciones de la ecuacion funcional F'(k) = > ¢;F(k —1), sabemos que
i=1
cualquier combinacién lineal de ellas también sera una soluciéon. Si las funciones son

también linealmente independientes, entonces se podra construir la soluciéon de la
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k
recursion de la forma A, = > b;fi;(n), donde los coeficientes b; se determinaran en
i=1
funcion a los primeros k£ elementos de la sucesion.
La pregunta es ;Cdmo encontrar estas funciones? Podemos usar las s raices del
k
polinomio % — >~ ¢;zF~% para construir s funciones del tipo fi(n) = 2% que por
i=1
definicién son sofuciones de la ecuacién funcional. Lo que esta proposicion nos dice es
que las restantes k — s funciones pueden generarse considerando la multiplicidad de
cada una de las raices. Probemos que si z; es una raiz de multiplicidad m;, la funcién
n'z? es una solucion de la ecuacion funcional siempre que 0 < ¢ < m; — 1:
k k
El polinomio G(z) = ¥ — " ¢;a*" representa F(k) — . ¢;F(k —1i) si F(n) = z™.
i=1 . i=1 .
Similarmente, si H(z) = k'z* — >~ ¢;(k — i)'2*~ representa F (k) — >_ ¢;F(k — i) si
=1 =1
F(n) = n'z™. Podemos transforrriar el primer polinomio de la siguienlte manera:

k k
d _ k-1 N h—im1) _ 7.k N ki
z- %G(x) = <kx ;1 ci(k —1)c > = ka" + ;1 ci(k — i)z

A este proceso podemos denotarlo como ©: [0 o G](z) = z - LG(z). Veamos que

aplicar t veces © sobre GG nos da el segundo polinomio
k
0 Gl(x) = K'a* + ) " ci(k —i)'a"" = H(x)
i=1

Por hipétesis, G(z) = (v — z;)™Q(x), luego

©0G)(w) = 2+ (1) Q(x) = (x — 2" am Q)

+ (x — xz)mxd%gQ(x) = (x —2;)™ Q' ()

donde @)'(x) es otro polinomio. Por lo tanto, aplicarle la transformacion a G nos da

un nuevo polinomio que tendra como raiz a x; siempre que m; — 1 > 0. En general,
H(z) = [0 0 Gl(z) = (z — )™ ' Q" (x)

serd un polinomio con una raiz igual a x; siempre que t < m;. Luego, n'z? es una
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solucién de la ecuacion funcional. Por cada raiz x;, existird una soluciéon del tipo
mi—l .

R A I O S < > bm’)az? donde b; es cualquier nimero real, a esto
i=0

es a lo que llamamos P;(n)z?. Por lo tanto, si todas estas funciones son linealmente

independientes, la solucién de cualquier sucesion definida por la relaciéon de recursion

se puede escribir como sigue:

A, = il Pi(n)z} [

Con todo lo anterior, hemos demostrado que la tarea de encontrar la soluciéon de
una recursion lineal, de coeficientes constantes y homogénea, puede ser mapeada al
problema de encontrar las raices de un polinomio . Y para resolver una sucesiéon en
particular, hace falta encontrar los coeficientes caracteristicos de la solucion general,
que estaran determinados por los valores iniciales de la sucesion.

Queremos dar a entender que ya existe cierto dominio sobre estas recursiones
tradicionales, por lo que resulta interesante estudiar recursiones no lineales —como los
ejemplos que se presentan al inicio del siguiente capitulo— o incluso recursiones muy
diferentes, como las que posteriormente darén lugar a las sucesiones ultrarrecursivas.

[21]

“Entendemos aqud por signo algo cuya forma es independiente del espacio y del tiempo, asi
como de las condiciones especiales en las que se produce, de las variaciones insignificantes
en su trazado y que, en general y de manera sequra, puede ser identificado.

El enfoque que consideramos adecuado y necesario para la fundamentacion no sdlo de las
matemdticas puras, sino en general de todo el pensamiento, la comprension y la
comunicacion cientificas, puede entonces expresarse en una frase diciendo:
en un principio era el signo”
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2. Sucesiones recursivas inusuales

A Chaotic Sequence

One last example of recursion in number theory leads to a small mystery. Consider
the following recursive definition of a function:

Q(n) =Q(n - Q(n—1)) + Qn— Q(n —2)) for n>2
Q1) = Q@) =1

It is reminiscent of the Fibonacci definition in that each new value is a sum of two
previous values—but not of the immediately previous two wvalues. Instead, the two
immediately previous values tell how far to count back to obtain numbers to be added
to make a new value! The first Q-numbers run as follows:

1, 1, 2, 3, 3, 4, 5 5,6, 6, 6, 8 8 8 10, 9, 10, ...

To obtain the next one, move leftwards (from the three dots) respectively 10 and
9 terms; you will hit a 5 and a 6. Their sum—11—yields the new value: Q(18). This
is the strange process by which the list of known Q-numbers is used to extend itself.
The resulting sequence is, to put it mildly, erratic. The further out you go, the less
sense it seems to make. This is one of those very peculiar cases where what seems to
be a somewhat natural definition leads to extremely puzzling behavior: chaos produced
i a very orderly manner. One is naturally led to wonder whether the apparent chaos
conceals some subtle reqularity. Of course, by definition, there is reqularity, but what
15 of interest is whether there is another way of characterizing this sequence—and
with luck, a nonrecursive way.

EN SU FAMOSO LIBRO GODEL, ESCHER, BACH: An Eternal Golden Braid [33], Dou-
glas Hofstadter presenta los niimeros () por primera vez, justo como esta escrito arriba.
Algunos anos después, las propiedades de dicha sucesion fueron descritas por otros
autores y nuevas sucesiones parecidas aparecieron. En las dos secciones siguientes, se
presenta una breve semblanza de lo que se conoce acerca de lo que aqui llamamos la

sucesion (@) de Hofstadter y otra muy parecida, la sucesion de Conway.

49
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Sucesion de Hofstadter

EN LA NOTACION QUE AQUI ADOPTAMOS, la sucesion (Q,,)nea tiene valores iniciales
Q1 = Q2 = 1 y estéa bien definida en el resto de su dominio por la siguiente relacion

de recursién

Qn = anQn_l + anQn_g- (1>

Que difiere de la formula de arriba porque aqui se representa con subindices lo que
alla con paréntesis. La siguiente figura muestra el comportamiento de los primeros
dos mil elementos de la sucesion (Q,,).

A dia de hoy, no se sabe si el dominio de (@Q,,) esU = Z*\ {1, 2}. Pero existe fuerte
evidencia empirica que nos hace creer que ése es el caso: se sabe que la recursion se
cumple para los primeros 12 x 10 enteros (mayores a 2). [34]

Decimos que la sucesion (Q),,) muere si existe un elemento @, que no se pueda
construir de acuerdo a la Ecuacion 1. Esto sucede cuando n—@Q,,—; < 0, pues ‘Q—q,_,’
estd haciendo alusién a un elemento que no existe, pues el dominio (Q,) son los

nimeros enteros positivos.

1200 . T .

1000 |

800 | .

600 | .

400 | |

200 .

0

0 500 1000 1500 2000

Figura 1: Los primeros 2000 elementos de la sucesion (Qy,).
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-150}+ .

_2 00 I I I
0 500 1000 1500 2000

Figura 2: Grafico de (), — [5], en donde se observan algunas de las generaciones de
la sucesion (Q,,).

Se ha observado que existen ciertos ntimeros naturales que no aparecen en la
sucesion y se cree fuertemente que hay un ntmero infinito de valores que quedan
fuera de ella. En [35] se han reportado algunas observaciones sobre el comportamiento
(@y). Por ejemplo, los valores de la sucesion asimilan la funcion f(n) = n/2, es decir,
el n-ésimo término ), es n/2 mas cierto “error” o diferencia.

Este error puede visualizarse en la Figura 2, que muestra la diferencia entre los ele-
mentos de (Q,,) y la funcion n/2: se observa que conforme crece n, también aumentan
las magnitudes de algunas diferencias.

En este grafico, se observa también que @, — 3 dificilmente tiene una magnitud
superior a §. Aunque no es posible saber de manera inmediata si este comportamiento
prevalecerd, es decir, no se puede asegurar que en algiin momento el error sera superior

a 5y que ello lleve a n — Q,—1 < 0 (la muerte de (Qy)).

En [36] se reporta uno de los resultados més interesantes relacionado con (Q,,).
Se trata de la construccion de otra sucesion definida justamente por la recursion (1)

—que a partir de este momento denotaremos como recursion $— pero con valores
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iniciales distintos; y ello da lugar a una sucesiéon con elementos que para nosotros son
familiares.
Sea la sucesion (V) con V,, = 0 para todo n < 0, los valores iniciales Vy = V3 = 3,

Vi=Vy=6, Vo =5, V5 =28. Si la sucesion satisface $ para todo n > 5 entonces

‘/3m+2 - Fm+5

para todo m > 0, donde F},, ;5 es el (m+5)-ésimo término de la sucesion de Fibonacci.

En esta construccion, se ha definido la sucesion (V) con dominio en los enteros.
Particularmente, se le ha dado un valor nulo a todos los elementos V,, con n < 0. En
esencia, se evita la condiciéon “n — V,,_; > 07 para mantener con vida a la sucesion.

Los primeros elementos de la sucesion (V}) son los siguientes:

Vi) o =1(...,0,0,0,0,0,0,3[=Vg),6,5,3,6,8,3,6,13,3,6,21,3,6,34, ...

Debido a que se repiten los valores 3 y 6 a lo largo de toda la “parte derecha”
de la sucesion, se dice que es cuasi-periddica. Los valores escritos en negrita son los

nimeros de Fibonacci de los que habla la ecuaciéon anterior.

En el ejemplo anterior, se modificaron los valores iniciales para crear una sucesion
definida en cierto dominio por la recursion ). Puede decirse que se definieron infi-
nitos valores iniciales: primero infinitos ceros, después tres, seis, cinco, tres, seis y
finalmente un ocho, el siguiente valor sera generado con base en la relaciéon de recur-
sion; esto puede parecer extrano si se examina desde la perspectiva mas tradicional de
las sucesiones: si se definen infinitos valores iniciales, ;cudndo empieza la sucesion?,
scudndo nacerd el primer elemento?

Este conflicto se disipa rapidamente si hacemos que el dominio de la sucesion sean
los niimeros enteros, como se mencionaba anteriormente, pues podemos hablar de
dos subsucesiones infinitas: aquélla que contiene infinitos ceros y un conjunto de seis
valores iniciales y aquélla definida por la relaciéon de recursion.

Maés tarde seran evidentes las recompensas de ampliar el dominio de todas nuestras
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sucesiones, por ahora seguiremos indagando en estos nuevos tipos de recursion.

Sucesion de Conway

NO SOLO LOS VALORES INICIALES, también puede modificarse la relacién de recursion
misma para crear una nueva sucesion. Es el caso de la sucesion que Conway introdujo
en 1988 durante una platica en AT&T Bell Labs [37] (hoy conocida como sucesion de
Conway o de Conway-Hofstadter), con valores iniciales C; = Cy = 1 y paran > 2 la

sucesion esta definida por la siguiente relacion de recursion:
C,=0Cc, ,+Chc, ,

Que es a todas luces similar a la recursion §). Los primeros veintitrés elementos de la

sucesion de Conway son los siguientes
(Cn) =1(1,1,2,2,3,4,4,4,5,6,7,7,8,8,8,8,9,10,11,12,12,13,14 .. .)

y la grafica de los primeros dos mil elementos se muestra en la Figura 3.
A diferencia de la sucesion de Hofstadter, se conocen rigurosamente muchas de las
propiedades de la sucesion de Conway, entre las que se enlistan las siguientes (como

se demuestran en [38]):

C,, < n (lo cual implica que (C,,) esta bien definida por la recursion).

C,—C,_1es 0061 para todon > 1.
s Cyn = 27! para todo n > 1.
» C, = 2% para exactamente k + 1 valores de n, donde k > 0.

» (), > 4, donde la igualdad tinicamente se obtiene cuando n es una potencia de

2yn#1.

. % — % conforme n — oo.
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Figura 3: Primeros dos mil elementos de la sucesiéon de Conway.

w (, < 2C), para toda n.

La sucesion de Conway, a diferencia de todas las sucesiones que hemos visto hasta
ahora (Fibonacci, Lucas y Hofstadter), si depende de la notacién y la posicion de
los elementos.

Para la sucesion de Fibonacci —y para cualquiera definida por la recursion §— es
indiferente si los valores iniciales se colocan en cualquier posicion: podemos definir la
sucesion (D,,) con valores iniciales Dy = D5 = 1 y préacticamente esta sucesion seria
idéntica a la de Fibonacci, iinicamente distinguible por la notacién.

Lo mismo podria decirse sobre la construcciéon de otra sucesiéon que cumpla la
recursion §) y que tenga los mismos valores iniciales que la sucesion de Hofstadter.

En cambio, si definimos la sucesion (CJ) con valores iniciales Cfj = C] = 1y

cumpliendo la recursion de Conway para n > 1:

A= /
Cn - CC;_l + Cn—C;l_l
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obtenemos una sucesion monétona! de niimeros positivos:
(C')y=1(1,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...).

Es posible demostrar que el n-ésimo elemento de (C)) es el nimero n para todo

n > 0.

Demostracion. Supongamos que C! = m para cierta m. Veamos que ello implica que

O/+1:m“|—1

m

/ _ !/ ! _ ! !
Cm-‘,—l - CC{” + Cm—Cjn - Cm + Cm—m

=C +Cy=m+1

Como se cumple para m = 1, por el principio de induccién podemos decir que se

cumplira para todo m > 1. O

El motivo por el cual existe esta dependencia de la recursion de Conway con la
notacion es el sumando C¢,_,, que hace alusion al C),_;1-ésimo término de la sucesion,

que puede ser un valor u otro, dependiendo de la notacion. . .
hace alusion a un elemento por su nombre.

En cambio, el sumando C,,_¢, _, hace alusion al elemento que esta C,,_; lugares hacia

la izquierda, el cual siempre esta a la misma distancia. . .
hace alusion a un elemento por su posicion.

En la recursion de Hofstadter y en todas las lineales de orden k£ que definimos, se
emplean sumandos que hacen alusién a elementos por su lugar y no por su nombre.
Por lo tanto, estas recursiones construyen sucesiones independientes de la notacion.

Mas tarde, todas estas ideas seran formalizadas.

1Se dice que una sucesién es monétona si la diferencia entre cualesquiera dos elementos consecu-
tivos es 0 o 1.
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Sucesiones tipo Meta-Fibonacci y otras generalizacio-
nes

LAS RELACIONES DE RECURSION con que estan definidas las sucesiones de Hofstadter
y de Conway, han inspirado el estudio de otras recursiones parecidas (como en [39-41]
y en un compendio de recursiones extranas en [42|), asi como han inspirado a otros
investigadores a definir familias de sucesiones con recursiones parecidas.

De acuerdo a algunas definiciones anteriores, podemos decir que la recursion de
Hofstadter —asi como la de Conway— es no lineal, pues cada valor no es la suma de
los primeros k valores anteriores multiplicados por una constante o una funcion.

En 1999, el mismo Hofstadter y Huber estudiaron ampliamente la familia de suce-
siones que denotaron como Q.. s(n) [43], donde r y s son dos nimeros enteros positivos
con r < s. Estos ntimeros dan lugar a la relaciéon de recursion que eventualmente cum-

plira la sucesion?:
QT,S(”) = Qr,s(n - Qr,s(n - 7“)) + Qr,s(n - Qr,s(n - S))

De su estudio empirico, obtuvieron distintas conjecturas como que las tinicas suce-
siones bien definidas, cuando todos los s valores iniciales son todos uno, son aquéllas
cuyos valores de (r, s) son (1,2), (1,4) y (2,4). El caso (1, 2) corresponde a la sucesion

(@) de Hofstadter, y el (1,4) se estudia ampliamente en [41].

En [44], Nathan Fox define las sucesiones tipo Meta-Fibonacci como aquéllas que

eventualmente cumplen una relaciéon de recursion de este tipo:

k
a, = E Ciln—q, ;-
i=1

Que indudablemente contiene a la familia de sucesiones @), s(n) (cuandos =ky¢; =1

sit=ro01i=syc¢ =0 en cualquier otro caso). Es decir, esta familia de sucesiones

2Esta ecuacion se ha escrito usando la notacién de sucesiones donde el n-ésimo término se expresa
con paréntesis y no con subindices. Esto se debe a que en este caso los subindices ya han sido usados
para expresar otra informacion acerca de la sucesion.
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es més general que la anterior.

En la literatura, se conoce a todas estas relaciones de recursiéon como “recursiones
anidadas” (del inglés nested recurrences). En la siguiente seccion, emplearemos el
principio basico de estas sucesiones para crear un nuevo tipo de recursion, que sirve

como antecedente para las sucesiones ultrarrecursivas.

Una nueva recursion

EN ESTA SECCION, DEFINIREMOS una relaciéon de recursién para crear nuevas suce-
siones. De esta recursion, queremos que cada miembro de la sucesion esté relacionado
con un elemento futuro y uno pasado, y que él mismo sea quien decida qué elementos
lo definiran.

En particular, exploraremos la siguiente recursion

Qp = Apta, — An—qa, (2)

Obsérvese que esta formula es autoreferencial, pues cada elemento depende de su
propio valor. Desde luego que este comportamiento es nuevo, en el sentido de que
ninguna de las recursiones anteriores presentaba uno similar: todas ellas dependian
del valor de otros elementos de la sucesion —y siempre elementos anteriores—, en
cambio en la Ecuacion (2) se expresa dependencia del mismo elemento que esté al

lado izquierdo de la ecuacion:

a, es igual al elemento que estd a, lugares hacia su derecha menos el que estd a,

lugares hacia su izquierda.

El enunciado anterior nos hace preguntarnos: ; Qué sucede si a,, €s negativo?, si ése
es el caso, jcudl es el elemento que esta a,, lugares hacia su derecha? Y preguntarnos
por el signo de a,, también nos lleva a preguntarnos ;qué sucede si a,, s igual a cero?.

Abordemos primero la tltima pregunta.
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Asumiendo que a,, = 0, del lado derecho de la ecuacién obtenemos

Unta, = On—ay, = An40 — Gp—0 = Qp — Ap = 0-0=0

Lo cual hace posible la igualdad a, = ani4, — @n—q, siempre que a, = 0. Por
lo tanto, hemos encontrado una familia de sucesiones que cumplen (2): cualquier
sucesion cuyos elementos sean todos cero.

Esta familia de sucesiones, por lo deméas aburrida, nos deja la ensenanza de que
el namero cero en la Recursion (2) no compromete el valor de ningin otro ntumero de

la sucesion. Veamos qué ocurre del lado derecho de la ecuacion si a,, = 1:

Un+a, — Opn—a, = Qp4+1 — Qp-—1

Para que (2) sea satisfecha, es absolutamente necesario que a, 1 —a,—1 = 1, pues por
hipotesis a,, = 1. En otras palabras, la existencia del nimero uno en la Recursion (2)
ejerce una restriccion sobre los posibles valores que pueden tomar los dos nimeros
que lo rodean (su sucesor y su antecesor).

De manera general, cualquier a, # 0, ejerce una restricciéon similar sobre dos
valores de la sucesion. Esto hace de cero el valor inicial ideal para empezar a construir

una sucesion bien definida por la Recursion (2).3

Antes de continuar con este estudio, es necesario establecer una convencién sobre

la manera en la que nos estaremos refiriendo a las recursiones principales.

= A la relacion de recursion que cumple la sucesion de Fibonacci (4, = A, +

A, _2), la denotaremos como Recursién .

= A la relacion de recursion de la sucesion de Hofstadter —Ecuacion (1)—, la

denotaremos como Recursion $.

3Desde este momento, nos estamos distanciando del enfoque que se adopt6 para definir sucesiones
como la de Hofstadter y la de Conway, pues el objetivo es que absolutamente todos los valores
de la sucesion cumplan la relaciéon de recursion en cuestion. Este mismo empenio fue invertido para
extender la sucesiéon de Fibonacci y los niimeros de Lucas y ello nos brindé muchas sorpresas y
satisfacciones: Véase el Capitulo 1. EN UN PRINCIPIO ERA EL SIGNO.
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= A la relacion de recursion que definimos en esta seccion —Ecuacion (2)—, la

denotaremos como Recursién fR.

= A una relaciéon de recursion arbitraria, como ya se hizo antes, la denotaremos

con el siguiente simbolo £.

Definamos ap = 0y a; = 1. Si a; = 1, entonces ay — ay = 1, por lo tanto as
también es igual a 1; es decir, ag = 0 y a; = 1 implican que ay = 1. Similarmente,
a1 =1y as = 1 implican que a3 = 2. Continuando con esta cadena de implicaciones,

obtenemos la siguiente estructura*:

g, a1, asz, az, a4, as, ae, ar, ag, Gy, aip, aii, a2,

o, 1, 1, 2, A 3, B, C, 4 D, E, F, 4+A,

Los niimeros expresados con letras maytusculas son elementos que no quedan
determinados por los dos valores iniciales que introdujimos. De cierta manera, tienen
la libertad adoptar cualquier valor que no contradiga la Recursion 9R; por ejemplo, A

podria ser igual a 0, 1, 2, 3 y 4, aunque por distintas razones:
= A podria ser 0, pues sabemos que esto nunca contradice la Recursiéon fR.

= A podria ser 1, pues la diferencia entre su sucesor y su antecesor es exactamente

1.
= A podria ser 2 y con ello implicar que B = 3.
= A podria ser 3 y con ello implicar que C' = 4.

s A, que es el elemento a4, podria ser 4, pues ag — ag = 4 — 0 = 4, lo cual es

consistente con la Recursion fR.

En todos los enunciados anteriores, hay una razén puntual por la cual se ha usado

el modo condicional y no el modo indicativo para conjugar el verbo poder. A podria

4Esta sucesion se ha representado de esta manera, con una matriz cuya primera fila incluye los
nombres de los elementos y la segunda sus valores. Hacer esto resulta conveniente por el momento,
pues facilita el seguimiento de algunas observaciones.
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(y no puede) ser 0, pues ello no viola la recursion R inmediatamente, pero no te-
nemos certeza de que no la violara posteriormente, pues tendra influencia sobre los
siguientes valores. Por ejemplo, a, = 0 implica que a1 = 4, luego que a4 = 8 y asi
sucesivamente. .. a su vez, estos nuevos valores tendran influencia sobre otros muchos
valores y no es seguro que esa cadena de implicaciones no nos lleve eventualmente a
una contradiccion, es decir, a un elemento que no satisfaga la recursion fR.

Por ultimo, observemos que A no puede ser 5, pues no existe un elemento que esté

cinco lugares hacia su izquierda.

La sucesion (m,,)

Al inicio de esta seccidn aprendimos que quizé es necesario que cualquier sucesion
definida por R cuente con infinitos valores iniciales, pues una cantidad dada de valores
iniciales no necesariamente termina por definir todos los elementos de la sucesion.

Es cansado imaginar que cada vez que aparezca un valor libre —como los que an-
teriormente representabamos con letras maytsculas— sera necesario decidir, escoger o
buscar un valor que concuerde con las definiciones, o bien que no viole la recursion *R.
Por ello, resulta sugestiva la idea de definir una regla que decida por nosotros cada
vez que uno de estos valores indeterminados aparezca.

Empezaremos con la regla que quizéa es la més natural, motivados por la observa-

cion de la sucesion de Conway, que es monotona:
Cualquier nuevo valor no determinado, serd igual al valor anterior.

Tomando este principio, el elemento a4, que al inicio de esta seccién representé-
bamos con la letra A, queda inmediatamente definido como el nimero 2, implicando,
como deciamos, que ag = 3. Luego, la sucesiéon que estamos construyendo se ve de

esta manera (se ha colocado una x en cada valor indeterminado):

g, ai, asz, asg, a4, as, as, ar, ag, a9, aip, a1, a2,

07 17 17 27 27 37 37 T, 47 T, T, T, T,
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El elemento ag = 3 implica que agi3 — ag_3 = 3, es decir, que ag = 5. Luego, el
siguiente valor indeterminado es a7, que seré igual a ag. La sucesion ahora cuenta con

los siguientes valores:

g, ai, asz, ag, a4, as, as, ar, ag, a9, aip, a1, a2,

07 17 17 27 27 37 37 37 47 57 T, T, T,

El elemento a; = 3 implica que ar,3 — ar_3 = 3, es decir, que a9 = 5. Similarmente,
ag = 4 implica que a;o = 6 y ag = 5 implica que ay4 = 7. Lo que lleva a los siguientes

valores:

g, a1, dasz, as, a4, as, das, ar, ag, a9, aip, a1, a2, @13, da,

07 ]-7 17 27 27 37 37 37 47 57 57 z, 67 z, 77

Hasta este momento, la regla que adoptamos no nos ha llevado a ninguna incon-
sistencia. Contamos con evidencia empirica de que quizé no lo haga nunca: con el uso
de un ordenador y un algoritmo que gener6 el primer millén de elementos de esta
sucesion y verifico que todos esos elementos cumplieran la recursion fA.

Llamaremos a esta sucesion (m,,). Las siguientes dos figuras muestran sus primeros
doscientos elementos y un millon de elementos, respectivamente. Se observa (Figura 5)
que esta sucesion también crece como n/2; este hecho puede ser explicado suponiendo
que 1) la diferencia entre cualesquiera dos elementos consecutivos de la sucesion es
siempre 0 6 1, y 2) que ninguno de estos dos valores tiene algin motivo especial para

aparecer con mayor frecuencia que el otro.

Definicion 1. Sea una sucesion (D;);cg cuyo dominio Q es un conjunto de ente-
ros consecutivos, definimos y denotamos a la sucesion (AD;);co como la primera
diferencia de (D;), donde

AD, = Dy41 — D, (3)

para todo n siy sélosin,n+1¢€ Q.
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Teorema 1. Sea cualquier sucesion (D;)ico cuyo dominio es un conjunto de nimeros

consecutivos. El n-ésimo elemento de la sucesion es igual a
n—1
D,=D,+ Y AD; (4)
Jj=p
siempre que p € Q y p < n.
Demostracion. Demostremos que si se cumple la Ecuacion (4) para p = n — k, se

cumpliré para p = n — (k + 1) siempre que n — (k+ 1) € Q:

n—1 n—1
Dy =Dy Y AD;j=(Dy-gor = Duget) + D+ Y AD,
j=n—k Jj=n—~k
n—1
=Dy 1 +ADy 1 + Z AD;
j=n—k
n—1
= Dy_(p41) + Z AD;
j=n—(k+1)

Veamos que (4) se cumple para p =n — 1:

n—1
Dy = Dyy + (Do = Dyet) = Dyt + ADyoy = Dyca + ) AD;
j=n—1
Luego, (4) se cumplira para todo p = n—(1+m) con m € N siempre que n—(1+m) €

Q; es decir, se cumple para todop € Qy p < n.

Corolario 1. Sea la sucesion (D;)ico cuyo dominio es un conjunto de enteros con-

secutivos. Todo elemento D, con n > 0 es igual a:
n—1
D, =Do+ Y AD; (5)

j=0

Observacion. Si en la sucesion (Am,,) todos los elementos son igual a 0 6 1 y ambos
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valores aparecen con la misma frecuencia, entonces de acuerdo a la Ecuacion (5):

n—1
n n n n
mn:mo‘f—ZAmj%TRQ+§(0)+§(1)=O+O+§:E
=0

Es posible que este mismo argumento pueda usarse para la sucesion de Conway
y para otras, aunque ain no es muy claro como demostrar que ambos valores apa-
recen con la misma frecuencia. Lo que si es posible demostrar, como lo haremos a
continuacion, es que la primera diferencia de (m,,) es una sucesion que solo contiene
ceros y unos; ello nos ayudara a demostrar finalmente que la sucesion (m,,) esté bien
definida, es decir, que existe un elemento m,, cumpliendo la relaciéon de recursion R

para todo n € N.

Teorema 2. Sea (my,) la sucesion bien definida por la recursion R, con valores ini-
ciales mg = 0 y my = 1 y cumpliendo el principio “cualquier valor no definido por
los valores anteriores es igual a su antecesor”. Se tienen los siguientes hechos:

1) La diferencia entre cualesquiera dos elementos consecutivos de la sucesion (my,)
es 0 6 1. Es decir, para todo n en el dominio de (Am,,), se tiene Am,, € {0,1}.

2) Esta sucesion estd bien definida en todos los naturales: (my,) .

La demostracion de este teorema se ofrece en los Apéndices. En este momento,
este resultado representa la existencia de la primera sucesion bien definida en todo
su dominio por una relaciéon de recursion que escapa a la naturaleza de todas las
recursiones que aparecen en la literatura. También simboliza el comienzo de un nuevo
trayecto, en donde se interpretardn todos los aprendizajes pasados como la parte

fragmentaria de una estructura mas completa. [45]

“La ruta nos aportd otro paso natural”




3. Observaciones

“Capto la sena de una mano y veo
que hay una libertad en mi deseo”

—Jorge Cuesta, Canto a un dios mineral

NO FUE UNA TAREA TRIVIAL demostrar que (m,,) es una sucesion bien definida que
cumple una relacion de recursion muy extrana. El saber que esta bien definida para el
primer millén de elementos y observar su grafica nos animo a suponer que debe estar
bien definida para todos los naturales y que sus primeras diferencias siempre seran 0
ol.

En este sentido, las computadoras son una herramienta inestimable en el quehacer
matematico, pues potencian nuestra capacidad de identificar patrones. Esto sera mas
que evidente en la siguientes secciones, donde la observacion de unas graficas nos lleva-
ra a demostrar una serie de teoremas que abarcan tanto las recursiones tradicionales,
como la de Hofstadter y la que nos ocupa en este capitulo.

Por ahora, nos enfocaremos en definir una nueva regla para generar sucesiones
consistentes con la recursion PR. En la demostracion del Teorema 2.2, s6lo en una
ocasion se hizo referencia a la regla o principio anterior, en el enunciado:
Observamos que en este proceso no queda explicitamente definido myy1, pero si sequi-
mos el principio enunciado previamente, éste seria igual a my,, por lo tanto Am, =0
y Amy,yq = 1.

El teorema funciona porque la primera regla que adoptamos nos permite afirmar
que Am,, € {0,1} para n cada vez mas grande. En el enunciado citado, se establecen
dos nuevas primeras diferencias: Am, = 0 y Am, = 1, como consecuencia de haber

definido mp41 = my,.
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Examinando la demostracion, se puede notar que si, en cambio, se define m,; =
My+2, ello implica las diferencias Am, =1y Am, = 0 y el “teorema” puede seguir
funcionando.! Esto es algo no muy facil de digerir, pues se ha dado valor a un elemento
indefinido usando un elemento futuro de la sucesion. Esta nueva regla se puede

expresar con palabras como sigue:
Cada nuevo valor no determinado, serd igual al valor posterior

No debe de ser sencillo llegar a una regla de esta naturaleza sin antes haber
observado una grafica (o los primeros valores de una sucesién en construccion) y
el comportamiento de una sucesiéon construida por la primera regla que adoptamos,
pues no es evidente el hecho de que ya existe ese wvalor posterior. Pero en estas
nuevas relaciones de recursion, donde los elementos dependen tanto de sus antecesores
como de sus sucesores, a menudo observaremos comportamientos alejados de aquellos
propios de las recursiones tradicionales.

Es cierto que las recursiones tradicionales pueden ser adaptadas para que cada
elemento dependa también de elementos anteriores y posteriores. Por ejemplo, la
recursion A, = A, + A,_1 es equivalente a A, = A,41 — A,_1. Sin embargo, lo
mas importante de la recursiéon que aqui estudiamos, a,, = @14, — Gn_q,, €S que ésta
no puede ser adaptada para no depender siempre de valores anteriores y
posteriores, o al menos, no en un sentido universal. Reacomodando los términos,

tenemos

(nta, = Ap + An—q,- (1)

De donde podriamos argumentar que se esta relacionando un termino posterior (a4, )
con otros anteriores (a, y a,_q,), pero esto no siempre es verdad, pues a,, puede ser
un entero negativo.

Ejemplo de lo anterior es la sucesion

(m;))— o =(..,—5,—=b,—4,-3,-3,-3,-2,—-2,-1,—1,0),

'En realidad seria un teorema nuevo con una hipétesis distinta: la nueva regla establecida.
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es decir la sucesion con dominio en n < 1 tal que mZ,, = —m,,. Es posible demostrar,
y mas tarde lo haremos, que esta sucesion cumple R en todo su dominio. En ella, casi
todos sus valores son negativos y por lo tanto, la Ecuacion (1) no es una relacion de
recursion en el sentido tradicional.

Ahora puede argumentarse que en este caso, la ecuacion a,_,, = ap + Apiq, Si
es tradicional, lo cual es cierto. Sin embargo, ninguno de estos argumentos es valido
para la sucesion

(my,)pe =(..,—2,-2,—-1,-1,0,1,1,2,2,...),

k=—o00

o bien, la sucesion tal que m; = m, para todon <1y m; = m, para todo n > 0.
Demostremos que ambas sucesiones estan bien definidas por fR en sus respectivos

dominios, como consecuencia del siguiente lema.

Lema 1. Sea (S,)nco una sucesion con cierto dominio Q, donde cada elemento

cumple la recursion S, = Spis, —Sn_s, . Entonces existe una sucesion que denotamos
como (S; )jeq- tal que SZ, = =S, para todo n € Q y que satisface la recursion en
Q- ={-n|n € Q}.

-

Demostracion. Queremos demostrar que S_,, = S:n—l—S_ — S:n_ para todon € N.
Veamos que ello es consecuencia de que (.5,,) cumple la recursion.

=5 - S” = -S,=5"

-n —n+S_, -n—S_,

n—Sn S—n—i—Sn

— —S,=— n+S, 1 Sn—Sn

La tltima expresion es la recursion R multiplicada por —1, la cual se cumple para

todo n € Q, por hipétesis. O

Corolario de este resultado es que (m} ) estd bien definida para j < 1, pues este
es el caso cuando (.S,,) es la sucesion (m,,), que sabemos bien definida por R en todo
su dominio N. Para demostrar que (mj}) esta bien definida en el dominio Z de todos
los enteros, vamos a recurrir a un teorema aun mas general usando las siguientes

definiciones.
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Definiciéon 1. Sean las sucesiones (a;)icp v (b;)ico tal que PN Q = @, definimos la
union (a;) U (b;) de éstas como la sucesion (¢;)er con T =P UQ tal que ¢; = a; siy

s6lo si i € Py, por el contrario, ¢; = b; si y sblo sit € Q.

Definicién 2. Una relacion de recursion es de clase v si:

1) Tiene la forma

Su="Y_ gi(Sn;.n): h; € f((Si)ica.n) (2)

JE€Tn
donde f: R x W — {f;|lj € J.} es una funcion de la sucesion y la posicion que no
depende de su dominio. Con las funciones f;: RxW — Zy g;: RxZ — R. En la
ecuacion de arriba h; representa la funcion f; evaluada en ((.5;), n).
Y 2) Si f cumple

f((Th)ies,n) = f((Ri)iea,n)

siempre que n € A C By si T; = R; para todo i € A.

En la primera condicion de esta definicion, se esta suponiendo implicitamente que
|Tnl = |f((Si)ico,n)| ¥y que R es un conjunto de sucesiones. La segunda condicion
estd ahi para asegurar que ) q;(Th,,n) = > q;(Ry;,n) siempre que (7;) sea una
extension de (R;), o bien, que cualquier sucesion conserve sus relaciones de recursion
al ser extendida.

Todo esto se explica a profundidad més adelante. Por ahora, demostraremos en
los apéndices que muchas de las relaciones de recursiéon que hemos mencionado son

de clase a.

Lema 2. Son de clase a:

1) Las relaciones de recursion lineales, de orden k, coeficientes constantes y homogé-
neas.

2) Las relaciones de recursion tipo Meta-Fibonacci.

3) La recursion R.
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Teorema 1. Sean las sucesiones (a;)icp Y (b;)ico tal que PN Q = . Sea P’ el
subconjunto de P definido por una recursion £ de clase o y sea Q' el subconjunto de
Q definido por £. Se tiene que la union de estas sucesiones (a;) U (b;) = (¢i)iepuo

cumple la relacion de recursion al menos para el subconjunto de su dominio P'U Q.

Demostracion. Si la relacion de recursion es de clase «, entonces es claro que

ap = Z gilan;,n) = ¢, = Z gj(cn;,m)
JETn JEIn
siempre que n € P’, pues ¢;, = ay, para cada h; que sea un elemento de f((a;),n) =
f((ci),n). Similarmente, b, = > g;j(by;,n) = cu = > g;(cy,,n) para todo
JEIn J€In
n € Q. Luego, (¢;) cumple la recursion en P’ U Q'. ]
Corolario 1. La sucesion (m})rez tal como se definio cumple la relacion de recursion

R para todo n entero.

Demostracion. En la demostracion del Teorema 2.2 acerca de la sucesion (my,), se hizo
explicito que de la recursion a,, = @44, — An—q, se tiene que n —a,, <n+ 1 — a,y1,
o bien, que ningin elemento “senala a la izquierda” a un valor anterior al que senald

su antecesor. Esto se visualiza en los primeros términos de la sucesion:

0 1L 1 2 2 3 3 3 4 5 5

Por lo tanto, la subsucesion (m,,)22; = (1,1,2,2,3,...) cumple la relacion de recursion
R para todo n > 1. Luego, por el Teorema 1 sabemos que la unién de la subsucesion
anterior con (mj_) tiene dominio en Z y cumple la relaciéon de recursion para todo
n < 1y para todon > 1.

Esta uniéon es exactamente igual a (mj). Ahora, considerando que mj} = 1 =
1 — 0 =m3 —m, podemos afirmar que esta sucesiéon cumple la recursion R también

enn =1y, por lo tanto, en todo su dominio. O
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Siguiendo el mismo estilo de dar un teorema general para demostrar un resultado
deseado, vamos a probar que la regla Cada nuevo valor no determinado, serd iqual al

posterior genera una sucesion bien definida que cumple la recursion fR.

Teorema 2. Sea (S,)"_, una sucesion cuyo elemento S, satisface la recursion R,
donde r + S, = p y para cada n < p se cumple AS,, € {0,1}. Existe una sucesion
(Sq’l)ﬁ/zo con p < p' donde la subsucesion (S,)'_, es igual a (S,), para todo n < p' se
cumple AS! € {0,1} y el elemento S,y1 satisface la misma recursion. Esta sucesion
cuenta con las siguientes especificaciones:

a) Si AS, =0, entonces p' =p+1y S, =5, +AS, g,.

b) Si AS, =1, entonces p' =p+2y S, .o =35, + 1y existe la libertad de escoger

/ _ ! / _ !
entre S, = S)15 Y Sy =S

Demostracion. La demostracion de este teorema usa exactamente las mismas ideas y

procedimientos que fueron presentados en la demostracion del Teorema 2.2. O

Corolario 2. La sucesion (M,) cuyos primeros valores son (0,1,1) y que cumple el
principio “cualquier valor no definido por los valores anteriores es igual a su sucesor”,

estd bien definida por la recursion SR en todo el dominio de los naturales.

La Figuras 1 y 2 muestran el comportamiento de la sucesion (M,,). Si se obser-
van los primeros términos, pueden verse rugosidades sin ningin patréon aparente; al
contemplar 200 mil de sus elementos, se observa claramente que esta esta sucesion
también crece como n/2... justo como lo hacia (m,,).

Lo anterior nos hace suponer que cualquier sucesion bien definida por SR y generada
con el Teorema 2 crecera de la misma manera. Otro indicio es que la funcion F(n) = nc

cumple la ecuacion funcional caracteristica de R
F(n)=F(n+ F(n)) — F(n — F(n))

solo cuando ¢ = 1/2.
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Demostracion. Si F(n) = nc, la ecuacion funcional se traduce en la siguiente

ne = (n+nc)c — (n —nc)c

<= nc= (nc+nc?) — (nc —nc®) < nc=2nc*

Siempre que n, ¢ # 0, se tiene nc = 2nc¢®> <= c= % L]

El namero % es un viejo conocido por nosotros. Apareci6 desde las primeras paginas
de esta tesis, cuando se supuso que el polinomio Q(z) = 22 — x — 1 contaba con una
raiz multiple (Véase el Capitulo 0. PRELUDIO MATEMATICO y su segunda seccion).
Luego fue empleado para definir w; = % y la sucesion (w,) tal que cada elemento
n > 1 cumplia la recursion w, = A(w,_1). Encontramos que los nimeradores y
denominadores que aparecen en este conjunto son los nimeros de Lucas y el limite
cuando n — oo de w, es @, la proporcion aurea y raiz positiva de Q(z).

Después, hallamos que (%)_% = /2 esta relacionado con 7 via un teorema de
Viéte (consultar la seccion Comentario sobre la funcion A de los Apéndices). Y maés
tarde descubrimos que % también estd relacionado con las tazas de crecimiento de
las sucesiones de Hofstadter y Conway. Finalmente, lo encontrado en esta seccion. . .

pero ésta no serd la ultima vez que encontremos conexiones entre una potencia de

+2, una relaciéon de recursiéon, un niimero irracional y una sucesion recursiva.

Una pregunta abierta de esta secciéon —y quiza de todo el capitulo— es si existe
una manera de encontrar sucesiones bien definidas por la recursiéon R que no sean
generadas por ninguna de las dos reglas descubiertas. Quiza eso sea posible si dejamos
de exigirle a absolutamente todos los elementos de la sucesion que cumplan la
recursion, como se realizdé con la recursion de Hofstadter cuando se generd aquella
sucesion (V%) en donde aparecian los numeros de Fibonacci.

En la siguiente secciéon daremos respuesta a la pregunta: ; Existen sucesiones bien

definidas por R con diferentes valores iniciales?
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Sucesiones de R con diferentes valores iniciales

Busquemos sucesiones definidas por la relacién de recursion R usando la misma
regla con que construimos (m,,) pero con diferentes valores iniciales.

Para construir (m,), usamos los dos valores iniciales my = 0 y m; = 1. Elegimos
mgo = 0 porque 0 es el valor perfecto para empezar una sucesion definida por R, ya
que es el unico valor que no exige la existencia de algiin elemento anterior; elegimos
my = 1 porque es el inico valor distinto de cero que puede existir en esa posicion sin
exigir la existencia de un elemento dos o mas lugares ‘a su izquierda’.

Nuestra intenciéon es generar una sucesion en la que el primer valor distinto de
cero sea 2, 3 o cualquier nimero r > 1. Para ello, es absolutamente necesario que los
primeros r valores estén definidos y, por hipdtesis, sean igual a 0.

La Figura 3 muestra las graficas de estas sucesiones para r € {1,2,...,8}. Algo
muy interesante ocurre al comparar unas con otras: parece que cada una es una version
estirada de la anterior, o bien, una version estirada de la primera sucesion (m,,). Esto
sugiere que existen altas posibilidades de que todas estas sucesiones también estén
bien definidas en el dominio de los naturales.

Denotemos como ((m.,,))rez+ a la sucesion cuyo r-ésimo elemento es la sucesion

(my.n), que tiene valores iniciales m, g = ... =m,,_1 =0y m,, =r

(Myn) = (0,...,0,7).

Comparando (m,) = (m1,) vy (Man)

(ml,n) = (O’ 17 17 27 27 37 37 37 47 5’ 57 57 67 6’ 77 87 87 8’ 97 97 : ')

(man) =(0,0,2,2,2,2,4,4,4,4,6,6,6,6,6,6,8,8,10,10,...)

notamos que por cada elemento my , existen dos en (mg,,) con valor igual a 2m; ,.
Nuestra intencion es demostrar que en (m,.,,) se cumple My, ., = Myppy1 = -+ =
My pnt(n—1) = My, Para todo n € N, pero antes necesitamos otros resultados y defini-

clones.
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Definicién 3. Sea la sucesion (S, )nco y sean k,r € Z con r # 0, denotamos como
(Ski)ier a la sucesion con dominio en P = {k + rnjn € Q} tal que Si,,,, = rS,

para todo n € O.

Definicion 4. Una relacion de recursion es de clase 6 si es de clase o y para toda
sucesion (S, )neo que cumpla dicha recursion en @ C Q, entonces cualquier sucesion

(Ski)ier cumple la misma recursion en P’ = {k +rn|n € Q'}.
Teorema 3. La recursion R es de clase 9.

Demostracion. Queremos demostrar que para todo i = k+rn conn € Q', Si, cumple

la recursion. Usaremos la notaciéon con paréntesis:

Sp(i£Sp(0) =Spk+rntrSn)) = Sp(k+r(nt Sn)) =rS(n+Sh))

Por lo tanto, S} (i + Sp(1)) — Sp(i — Sp(7)) = rS(n + S(n)) —rS(n — S(n)) = rS(n),

de donde se puede llegar a la recursion R cosiderando que rS(n) = Si(7). O

Note que parar = —1, k =0y Q = Q, el Teorema 3 es equivalente al Lema 1.

Teorema 4. Sea X = {(A,), (Bn),...} un conjunto de sucesiones que cumplen la
recursion £ de clase § para un subconjunto de su dominio comin Q' C Q, y sear € Z
tal que |r| > 0. Si para cada k € K C {0,...,|r| — 1} generamos una sucesion (Sy ;)
con (Sp) € X, entonces la union de todas ellas |J (S};) = (T})icp estd bien definida
por £enP' ={k+rnlke CAne Q}. <

Demostracion. Si |r| =1, el teorema es consecuencia de la Definicion 4. Para |r| > 1,
el Teorema 1 nos dice que lo tnico que debemos probar es 1) que la interseccion de
los dominios de cualquier par (Sy ;) y (Sy ;) con k # k' es el conjunto vacio. Y 2) que
la sucesion (J(S ;) esta definida por £ en P’ tal como estd escrito arriba.

1) De acuerdo a la Definicién 4, el dominio de cada (Sj;) es {k + rnjn € Q} para
cada k. Demostremos que {k+rn|n € Q}N{k'+rn|n € Q} = & siempre que k # k'

/ : .
Sean n,n' € Q, se tiene que:

k+rm=K+rm < K=r(n—n')+k
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La diferencia N = n —n' es siempre un ntmero entero, pues ambos son elementos del

dominio de una sucesion y, por lo tanto, enteros también. Luego:
k+m=kK+rm < kK =rN+k

N = 0 implica que k" = k, contradiciendo nuestra hipétesis; por lo tanto, |[N| > 0. No
se pierde generalidad si decimos que rN = |rN|, luego &' = rN +k >rN +0 > |r|,
es decir, k' > |r|, lo cual no es posible pues &’ € {0, ..., |r| — 1} por hipotesis.

Por lo tanto, la interseccién de los dominios de cualesquiera (S ;) y (S ;) es nula

y existe (Sf ;) U (S} ;) definida por la recursion £ en
{k+mne QU{k +rmne Q}y={q+ml|¢ge{k,k} vy ne 9}

2) Por métodos similares, puede demostrarse que es posible unir m < |r| sucesiones
del tipo (S};) con (S,) € X tal que cada una de éstas cuenta con un k diferente
del conjunto K C {0,...,|r| — 1}. Para m = |r|, denotamos a dicha uniéon como la

sucesion (7;) que cumplird la recursion para toda ¢ en el siguiente conjunto (Def. A.8)

U {k+mne @}y={k+rlke{0,....r—1}Ane Q'}. O
ke{0,...,r—1}

Teorema 5. Sea r > 1, la sucesion (m,,,) como fue definida previamente es tal que

Myrn = Myrpt1l = 0 = My pny(r—1) = Ty

donde m,, es el n-ésimo elemento de la sucesion (my,). Es decir, (m,,) es la union
(T3) de todas las sucesiones de la forma (my,,,) con k € {0,...,7 =1} y, por lo tanto,

estd definida por R en todo N.

Nuevamente, la demostracion de este teorema se ofrece en los Apéndices. No es
vital incluirlo aqui porque, en todo nuestro estudio, este teorema desempena un papel
meramente simbolico: representa la evidencia de que se ha logrado construir un con-

junto infinito de sucesiones recursivas usando una sola sucesion. Esto es una promesa,
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pues si se lograra imitar esto usando la sucesion de Hofstadter y la recursion $), se
sabria un poco mas acerca de un tema que ahora nos es tan desconocido y misterioso.

De modo que nuestra principal motivacion actual es crear un equivalente al Teore-
ma 5 para la sucesion de Hofstadter. Anticipamos que no es posible usar directamente
el Teorema 4 para este propoésito, pues la recursion $ no es de clase d, de modo que
la intencion de la siguiente seccion es definir todos los conceptos necesarios para iden-
tificar qué clase de recursion es la recursion ), qué propiedades tiene, y como puede
usarse para construir otras sucesiones.

Y para un proposito global, la siguiente secciéon ofrece definiciones y teoremas que

definitivamente seran ttiles para el estudio de las sucesiones ultrarrecursivas.

Invariancias de las relaciones de recursion

MUCHOS DE LOS CONCEPTOS que hemos definido han nacido como resultado del es-
tudio de la familia de sucesiones (m,.,,). Estos nos ayudaron a demostrar formalmente
que el comportamiento aparente de estas sucesiones es un hecho matematico. Sin
embargo, resulta conveniente identificar los conceptos principales que entraron en
juego para que estas demostraciones pudieran ser realizadas.

Recordemos que una sucesion a: Q@ — R es una funciéon que mapea un subconjunto

de los enteros a los reales. De nuestra definicién de recursiéon

an = (((ai)ico,,n)

podemos decir que la funcion ¢: R x W — R —con R C {b|d € P(Z) Nb: U — R}
y W C Z—* asigna al par ordenado ({(j,a;)|j € Qu},n) el ntumero real a,. Donde
{(J,a;)|7 € Qn} es el conjunto de todos los pares ordenados ‘(posicién, miembro de
la sucesion)’, o bien la subsucesion (a;);co, -

El dominio @, tiene asignado un subindice ‘n’ para enfatizar el hecho de que el

conjunto de elementos que desempenaran un papel relevante en ¢ puede depender de

2Aqui se entiende por P(Z) como el conjunto de todos los subconjuntos de Z, por lo que b
representa cualquier sucesion y R un subconjunto del conjunto de todas las sucesiones existentes.
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la posiciéon n. El propoésito de esta eleccion serd mas evidente en futuros capitulos.
Notese que si la sucesion (a;) esta bien definida por una relacion de recursion en
@', entonces:

{{(j.a;)lje Qu}neQ}CR y QCW.

Veamos que, de todas las posibilidades que ofrece la definicion que adoptamos,
tinicamente nos hemos enfocado en aquellas recursiones que pueden escribirse como
la suma de distintas funciones dependientes de un sélo elemento de la sucesion y de
la posicion:

in = 3 g5(an.)

Por lo que pareceria que han quedado fuera de nuestro estudio recursiones como la
siguiente:

Ap = Qp—10p—2.

Invariancia ante la extension

Enunciemos algunas definiciones clésicas para entender con mayor profundidad

las definiciones de sucesion de clase «, la de unién de sucesiones, entre otras.

Definiciéon 5. Una funciéon r: A — S es una restriccién de la funcion s: B — T si
ACB, S CTyr(i)=s(i) para todo i € A. Bajo las mismas condiciones, se dice

que s es una extension de r.

De modo que el concepto de subsucesion es en realidad la restriccion de una
sucesion y el de union de dos sucesiones cuyos dominios no se intersectan, constituye

una extension para ambas sucesiones.

Definicién 6. Sea (A;);co cualquier sucesion que satisface la relacion de recursion £
en @ C Q. Sea (B;) cualquier extension de (A;). Decimos que £ es invariante ante

la extension si (B;) también satisface la recursion en Q.

Por definicién, toda relacion de recursion de clase o es una invariante de la ex-
tension. No sobra mencionar que esto no implica que todas las recursiones que son

invariantes ante la extension son de clase a.
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La siguiente definiciéon nos ayudaré a entender los otros tipos de invariancia. Aun-

que su utilidad no termina ahi.

Definiciéon 7. Una transformacién de sucesiones

U:R—>S talque Se{bid e P(Z)Nb:U — R}

es una funcién que mapea una sucesiéon del conjunto R, como fue definido anterior-

mente, a otra sucesion.

Estaremos escribiendo las transformaciones con letras maytsculas. En lugar de

escribir U((A;)) = (B;), escribiremos por comodidad

es decir, emplearemos el simbolo que comtinmente se usa para representar una com-
posiciéon de funciones.
Por ejemplo, la transformacion identidad Io para toda sucesiéon con dominio en

Q C Z puede definirse como sigue

oo (A)icg = (Biep: (n € Q <= n€P)AVREP(B, = A,)

Por lo tanto, P = Q y (B;) = (A4;). Es decir, para todo b: Q - R, Igob=1b.
En lo posterior, dejaremos de decir explicitamente ‘la transformaciéon — con dominio
en ---’ y Unicamente senalaremos las caracteristicas. Es decir, hablaremos de cada
grupo de transformaciones como si fuera una tnica transformacion.

Aplicarle la transformacion identidad a una sucesiéon puede verse como el equi-
valente a multiplicar por uno o sumar cero a cualquier numero real. A continuacion,
se detallan los equivalentes a las operaciones de suma y multiplicacion por otras

constantes.
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Invariancia ante la traslacion

Definiciéon 8. La traslacion de sucesiones por el nimero entero k se define y se denota

de la siguiente manera:
Tk @) (Ai)iEQ = (Bi)iefpl (n S Q <~ n-+ ke 7)) AVn + ke P(Bn+k = An) (3)
Notemos que si Q es un conjunto finito, entonces |Q| = |P|. También que Tq es

la transformacion identidad.

Definicién 9. Diremos que una transformacion de sucesiones es inyectiva respecto

al dominio si tiene la forma

Uo(Ai)icg = (Biiep: (n € Q@ <= [f(n) € P)AV[fn € P[By, = gn((Ai),n)]  (4)

con f: Q@ — Z una funcioén inyectiva (i. e. f(n) = f(m) = n=m).
Evidentemente, la traslacion es una transformacion inyectiva respecto al dominio.

Definicién 10. Sea U una transformacion inyectiva respecto al dominio. Sea (A;);cp
v (Bi)ico = U o (4;). Para todo A C P, denotamos como U e A a la imagen de A

respecto a la funcion inyectiva f. Es decir, U e A = {f(n)|n € A}.

Definiciéon 11. Sea (A;);co cualquier sucesion que satisface la relacion de recursion
£ en Q. Sea k cualquier niimero entero y sea (B;) = T} o (A;) la traslacion de (4;).
Decimos que £ es invariante ante la traslacion si (B;) satisface la recursion en Ty e Q'.

También decimos que £ es una relacion de recursion de clase f.

Invariancia ante el escalamiento

Definicion 12. El escalamiento por el entero r # 0 es una transformacion de suce-

siones que se define y se denota de la siguiente manera:

E, 0 (Ai)ico = (Bi)iep: (n € Q <= rn € P)AVrn € P(B,, =1A4,) (5)
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Nuevamente, notemos que E; es la transformacion identidad, y que esta transfor-

macion también es inyectiva respecto al dominio con su respectiva funcion F'(n) = mn.

Definiciéon 13. Sea (A;);co cualquier sucesion que satisface la relacion de recursion
£ en Q. Sea r cualquier ntimero entero distinto de cero y sea (B;) = E, o (4;)
un escalamiento de (A;). Decimos que £ es invariante ante el escalamiento si (B;)

satisface la recursion en E, ¢ Q'. También decimos que £ es una recursion de clase 7.

Definiciéon 14. Sea (A;);co cualquier sucesion que satisface la relacion de recursion
£en Q. Sea U una transformacion de sucesiones inyectiva respecto al dominio y sea
(Bi)iep = Uo (A;). En general, decimos que £ es invariante ante la transformacion

U si (B;) satisface la recursion en U @ Q.

Por las definiciones de (5% ,,) y de recursion clase 6 —Definiciones 3 y 4— podemos
decir que todas las recursiones de clase d son invariantes ante la composicién de una
transformacion de escalamiento y una de traslacion: en ese orden.

Compruebe el lector que (Sf;)iep = Tk 0 E; 0 (Sy)neo- Sabemos, por definicion,
que si (S,,) esta definida en Q' por una recursion de clase 9, ello implica que (S,’jl) lo

estard en {k + rn|n € Q'}. Ahora bien

{k+mlne Q}={f(rn)|f(x) =2+ kneQ}

={flgn)If(z) =z +k g(x) =rz,n e Q}
=Ty eE, eQ (Definicion 10)

Por lo tanto, toda recursion clase 0 es invariante ante la composicion Ty o E,. (para

todo k € Z y r # 0). Para los pares (0,7) y (k, 1), tenemos

1) TooE, =10E, =E,

1) TkOET:TkOI:Tk

respectivamente. Por lo tanto, las relaciones de recursion de clase d son invariantes al

escalamiento e invariantes a la traslacion: son recursiones «, fy v a la vez.
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Tres teoremas y un corolario interesante

Definicion 15. Una relacion de recursion es de clase a; si es de clase o y tiene la

forma

Su =" [g;(n)Sh, + a;(n)]: by € F((S0),m) (6)

JETn

que es (2) cuando g;(Sk,;,n) = q;(n)Sk; + aj(n) donde ¢;,a;: Z — R.

Teorema 6. Sea (Sy,)nco una sucesion que en Q C Q estd definida por £ de clase

ay. La sucesion (A;)iep = TroE,0(S,) estd definida en T\, e E,. e Q' por la recursion

qj<i;k>Ak+Thj+raj<i_k>] (7)

A=)

r
JEIn

tal que h; € f((Sy),n). Llamamos a (7) la recursion asociada de L.

Demostracion. Sea Ay = 1S, € i =k + rn, multipliquemos (6) por r:

rSy=A;=r- ( > lgi(n)Sh, + aj(n)]> = Y [g;(n)rSh, +raj(n)]

= > [a5(n) Apson; +raz(n)] O

Jj€In
Notemos que la recursion (7) no es necesariamente de clase o, ni de clase a. Hasta
este momento, no se han mostrado relaciones de recursiéon que no son de clase «; al

final de la penultima secciéon se daran ejemplos de tales recursiones.

Definicién 16. Una relaciéon de recursion es de clase as si es de clase «; y su funcion

[ RXW = {f;|lj € T} es tal que
((Ri),n) = {F;(n) + G;(n) - Rl € Tn}-

Practicamente todas las sucesiones que hemos estudiado son de clase as. Aun
son necesarias algunas definiciones y teoremas antes de enunciar el resultado que
buscamos: generar un conjunto infinito de sucesiones que cumplan recursiones como

la de Hofstadter en cierto dominio.
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Definicién 17. Una relaciéon de recursion es de clase af si es de clase a; y la recursion

asociada (7) también es de clase ay, es decir, tiene la forma:

Ai =Y [wi(i) Ao, +b;(0)]: 0 € p((Ai),4) (8)
JeT;
Teorema 7. Toda recursion de clase ay es de clase of. Su recursion asociada también
es de clase oy y, siguiendo la notacion de (8), se tiene que p: R' x W' — {o;|j € T}
es tal que:

((Ri),2) = {F; (i) + G(i) - Rz o)l € T77}

con:.

) =am=a("5), b =r(Y), g=a

), G;f(i):@(i_k) y H;(i):kwﬂj(i;k).

r

Demostracion. De la parte derecha de la Ecuacion (7), ¢;(n) Agqrn, +a;(n), definimos

w;(i) = ¢;(n), b;(i) = a;(n) y oj =k + rh;. Debido a que
h; = Fj(n) + G;(n) - Su,m)
de acuerdo a la Definicion 16, se tiene que:

0j = (k +rFj(n)) + G;(n) - rSu;m)

= (k+7rF(n)) + G;(n) - Apyrr; )

para cada j € J,. Definamos J = J,, vy, considerando que k+7rn = i, podemos hacer

el cambio de variable para definir wy, b;, F;, G} y H; como estan escritas arriba. [

Ahora que tenemos una serie de ecuaciones que nos indican de manera precisa lo
que una composicién del escalamiento y la traslaciéon le hacen a nuestras recursio-
nes favoritas, podemos empezar a averiguar qué propiedades conservan y bajo qué
condiciones.

Empezaremos con el caso de la traslacion: Ty o E; = T}. Buscaremos las recur-
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siones que permanecen invariantes cuando r = 1, o bien, ante una traslacién; esto
sucede cuando todos los pares de funciones enumerados anteriormente son la misma
i—k

funcion: por ejemplo de la primera ecuacion, w;(i) = ¢;(*~), queremos buscar una

funcion Z(z) tal que Z(i) = Z(=£) cuando r = 1y para todo k entero y todo i que
cumpla la recursion.
Del Teorema 7, podemos ver que todas las ecuaciones pueden representarse con

alguna de las siguientes ecuaciones funcionales:

Z(i) = Z(i — k)
Z(i) =k+ Z(i — k)

La primera de ellas —que representa la busqueda de ¢;, b; y G;— se puede resolver
con cualquier funciéon Z: Z — R con periodo k; pero queremos que la funcién cumpla
la ecuacion para todo k (incluyendo k& = 1), por lo tanto, la solucion es la funcion
constante con dominio en los enteros Z(i) = ¢ Vi € Z. Como G; representa parte del
argumento de una sucesion, es pertinente que ésta sea en cambio G;: Z — Z.

La segunda ecuacién funcional —que representa la bisqueda de F; y H;— puede re-
solverse con Z(z) = x+ Z*(x), donde Z* también debe solucionar la primera ecuacion

funcional. Demostremos esto:

Zx)=ao+Z%x): Z(x)=Z"(x—k) = Z(x)=c+Z"(x) =0+ Z"(x — k)
= Z(x)=k+(x—k+Z"(x—k))
= Z(x)=k+ Z(x—k)
Por lo tanto, hemos encontrado recursiones de clase as que permanecen invariantes a

la traslacion por cualquier entero k # 0. Estas se pueden representar de la siguiente

manera

S(n) =Y wSn+b;+¢;Sn+g;))+ > v (9)

JETn JETn
Donde

Uj, Uj ER, bj,Cj,gj S/
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Diremos que este nuevo tipo de recursiones son de clase aj. Sabemos, que toda
recursion de clase o es de clase s y de clase 5. Nuevamente, casi todas las recursiones
tradicionales (las lineales de orden k y coeficientes constantes, las de tipo Meta-
Fibonacci e incluso JR) pueden representarse con la Ecuacion 9 —y por tanto son
as— exceptuando la sucesion de Conway, pues tiene el sumando C¢,, que no puede
ser representado por el tipo de sumandos de la Ecuacion 9 debido a que no contiene
un n en su argumento.

A lo que antes llamébamos independencia con respecto a la notacion, ya lo hemos
definido formalmente como invariancia ante la traslacion. El resultado anterior com-
binado con el Teorema 6 muestra lo que anticipabamos en el capitulo anterior: las
sucesiones definidas en Q' por una recursion de clase o —como Fibonacci, Lucas y
Hofstadter— son independientes de la notacién, o bien, tras aplicarles T} conservan
su recursion en T; e Q.

Siendo T} una transformacion inyectiva con respecto al dominio, podemos decir
que aplicarle esta transformacién a una sucesion definida por un «j nos da otra
sucesion definida por la misma recursiéon en un conjunto de la misma cardinalidad
que el primero.

Ahora buscaremos recursiones de clase as que sobreviven a la transformacion
TyoE, = E,, es decir, a un escalamiento. Diremos que todas éstas son recursiones de
clase aZ; si alguna de estas recursiones es a su vez de clase aj entonces seréd de clase
0, pues serd invariante ante el escalamiento y la traslacion.

A cualquier recursion que sea de clase o y a3, la llamaremos recursion de clase
a, (el diagrama de la Figura 4 puede ayudar a clarificar este punto). Por lo tanto,
esperamos descubrir, por lo menos, a la recursion R —que sabemos de clase § y mas
recientemente de clase as— en la siguiente bisqueda.

Del Teorema 7, cuando k£ = 0, buscamos solucionar las ecuaciones funcionales

Z(1) = Z(i/r)
Z(t)=rZ(i/r)
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Invariantes Extension Traslacion Escalamiento
ante:

Figura 4: Diagrama de las relaciones entre las distintas clases de recursiones. El sentido
de la flecha indica la pertenencia: todas las recursiones de clase oy son de clase «.
Se omiten las flechas que resultarian redundantes (como af — «) exceptuando la
de oy — 0 para enfatizar el hecho de que este tipo de recursiones son de clase 9, es
decir, son invariantes ante las tres transformaciones que se enlistan.

Algunas funciones deben enviar a los enteros y otras a los reales, pero todas tienen
dominio en un subconjunto de los enteros (pues r/i = n). Observemos que cualquier
sucesion

27— Ai=ri = 2z =2y

es solucion de la primera ecuacion funcional. Nuevamente, buscamos una funciéon que
satisfaga la ecuacion para todo r # 0; por lo tanto, buscamos la funcién constante
con dominio en los enteros: Z(i) = ¢ Vi € Z.

Similarmente, la segunda ecuaciéon funcional se puede resolver con Z(z) = xZ*(z),
donde Z*(z) es solucién de la primera ecuacion funcional. Por lo tanto, las recursiones

clase aj tienen la siguiente estructura.

S(n) = x;S(din +e;S(fin)) + > yjm (10)

JE€ETn JETn
Donde
xj>yj€R7 djaejafjez

Veamos que las recursiones o3, definidas por la Ecuacion (10), tienen la forma de

las recursiones o (Ecuacion (9)) cuando d; = f; =1y y; = 0.
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Es decir, las recursiones oy, que son de clase o y de clase o3 a la vez, o bien que
son de clase oy (invariantes a la extension y con cierta forma) y de clase ¢ (invariantes

a la traslacion y el escalamiento), tienen la siguiente forma:

Sp = Z xjsn-i-ean (11)

J€EIn

Como esperabamos, la recursién R tiene la forma de las recursiones a. Pero no
fue asi con la recursion $) de Hofstadter, pues no hay manera de representar esa
recursion con la Ecuacion (11).

Todas las recursiones de clase ay satisfacen las condiciones necesarias para poder
ser manipuladas con el poderoso Teorema 4 que anteriormente nos permitié construir
toda una nueva familia de sucesiones bien definidas a partir de una inicial.

Dicho teorema funciona porque toda recursion £ de clase § permanece invariante
ante el escalamiento y la traslacion. Si empleamos estas transformaciones para generar
un conjunto de sucesiones con dominios que no se intersectan, podemos aprovechar
la invariancia ante la extension para unir todas estas sucesiones y crear una sucesion
mdas grande que también esté definida por la recursion £.

En cambio, la recursion ), y muchas de las recursiones de clase aj, no permanece
invariante ante el escalamiento, sino que sufre una deformacion. En las siguientes
péaginas desarrollaremos un método para unir un conjunto de sucesiones que cumplan
esta recursion deformada —o recursion asociada, como la llamamos en el Teorema 6.

Ahora enunciaremos una serie de definiciones y resultados que, como muchos de
los anteriores, poseen la suficiente generalidad para ser tutiles durante el resto del

trabajo y no soélo en este capitulo.

Definicién 18. Sean las dos sucesiones (a;)icp v (bi)ico tal que a; = b; para todo
i € PNQ, definimos y denotamos la unién estricta de éstas (a;)U(b;) como la sucesion
(¢i)ieT con dominio en 7 = P U Q tal que ¢; = a; para todo i € Py ¢; = b; para todo

1€ Q.

Observacion. Si (a;) y (b;) tienen dominios cuya interseccion es nula, entonces es

cierto que a; = b; para todo ¢ € PN Q = &. Por lo que existe la unién estricta
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(a;) U (b;) y es igual a la union (a;) U (b;).

Teorema 8. Sea X = {(B,), (Cy),...} un conjunto de sucesiones. Sea'Y el conjunto
de todas las sucesiones de la forma (A;) = Uo (S,) —con (S,) € X y donde U
representa cualquier transformacion— que en cierto dominio satisfacen la relacion de
recursion £ de clase a. Sea (V;);eq una sucesion de'Y , o bien la union estricta de dos
0 mds sucesiones de ese conjunto, definida por la recursion £ en Q'. Si (R;)iep €Y
es tal que R; =V para todo i € Q NP y estd bien definida por £ en P’, entonces la

union estricta (R;) U (V;) = (T})iepug satisface la recursion £ en P'U Q.

Lema 3. La union estricta de dos sucesiones (a;)iep y (bi)ico —tal que a; = b; para

todoi € O =PNQ— esigual a la union de las subsucesiones (a;)icp\0, (bi)ica\o ¥
(ai)ico-

Demostracion. Demostremos el Lema 3. Por hipotesis, (P \ O) N (Q\ O) = @. Por
lo tanto, existe (a;)icp\0 U (bi)ico\0, que denotaremos como (d;)icpuoyo- De igual

manera, ((PUQ)\ O) N O = &, luego, existe (d;) U (a;)ico, que denotaremos como
(¢i)ier donde T = (PUQ)\O)UO =P UQ, vy se tiene

“¢;=a; paratodoie (P\O)UO)=P vy
¢; =0b; paratodoie (Q\O)

Por hipoétesis, a; = b; para todo i € O, luego:

*¢; =b; paratodoie€ ((Q\O)UO)=Q.
Vemos que (¢;) comparte todas las caracteristicas (*) de la union estricta, como esté
escrita en la Definicion 18, por lo que (¢;) = (a;) U (b;) v el lema esta demostrado. La

demostracion del Teorema 8 es consecuencia directa de esto y del Teorema 1. O

Por la observacién de la pagina anterior, el Teorema 8 es valido cuando (R;);ep
y (Vi)ico tienen dominios cuya interseccion es nula. Y en dicho caso, se trata de una

union (y no solo de una union estricta).
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Lema 4. Sean X yY dos conjuntos de sucesiones como los descritos en el Teorema 8,
con U = Ty o E,. Para todo |r| > 0, sea Z = {Zy|k € K} C Y tal que |Z| < |r| y
cada elemento Zy, = Ty o E, o (S,,) depende de algin (S,) € X y un k diferente del
conjunto K, donde K es tal que si k, k' € K, entonces k # k' — k £k’ (mod r).
Para cada Zy, denotemos como Qi a su dominio y Q) al conjunto definido por la
recursion £. La union (T;);ep de todas las sucesiones Zy tiene dominio en P = |J Qk
y satisface la recursion £ en P' = |J Q. v
keK

Demostracion. Recordemos que si un entero r # 0 divide a a — b, decimos que a es
congruente con b modulo r y lo denotamos como a = b (mod r) (Def. A.34). Si C es
un conjunto finito, |C| es su cardinalidad, o bien la cantidad de elementos que posee.
Por lo tanto, |r| es la cantidad méxima de niimeros que pueden existir en un conjunto

de enteros C tal que a # b (mod r) para cualesquiera a y b elementos distintos del

conjunto C.

Demostremos que si k, k' € K, entonces

k?ék'/ — O, NQy =0a.

Sabemos que Oy = {k+rn} para todo n perteneciente al dominio de cierta sucesion;

similarmente, Q = {k’ + rn’}. Por lo tanto:

k+rmm=F+rm < k=kK+r(n —n)

pero N = n/ — n es un namero entero, luego k = k' + Nr — k =k’ (mod r), lo
cual contradice nuestra hipotesis. Por lo tanto k + rn # k' 4+ rn’ para todo n y n’,
y consecuentemente: 9y N O = . Esto quiere decir que todos los elementos de Z
poseen dominios cuya intersecciéon es nula.

Por el Teorema 8, la union estricta (7;) de estas sucesiones existe, su dominio es

P = |J Q y satisface la recursion £ en P’ = |J Q. O
kek kek
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Corolario 3. Sea Q,s(n) la familia de sucesiones con r,s € Z* yr < s, tal que
—exceptuando sus s valores iniciales— todo su dominio cumple la recursion caracte-
ristica

QT,S(n) = Qr,s(n - Qr,s(n - 7")) + Qr,s(n - Qr,s(n - S)) (12>

1) Sea (Qn) la sucesion de tipo Q12(n) con valores iniciales Q1 = Q2 = 1 y que
satisface su recursion caracteristica en n € A. Para todo m > 1 existe una sucesion
de tipo Qm.om cuyos valores iniciales son todos m y que satisface su recursion carac-

teristica en el conjunto {2m + 1,2m + 2,...,mn} para todo n € A.

2) Sea (U,) la sucesion de tipo Q1 4(n) con valores iniciales Uy = ... =Uy =1 y que
satisface su recursion caracteristica en n € B. Para todo m > 1 existe una sucesion
de tipo Qum.am cuyos valores iniciales son todos m y que satisface su recursion carac-

teristica en el conjunto {4m + 1,4m + 2, ..., mn} para todo n € B.

3) Sea (W,,) la sucesion de tipo QQz4(n) con valores iniciales Wy = ... =Wy =1y
que satisface su recursion caracteristica en n € C. Para todo m > 1 existe una suce-
s10n de tipo Qamam cuyos valores iniciales son todos m y que satisface su recursion

caracteristica en el conjunto {4m + 1,4m + 2,... ,mn} para todo n € C.

Demostracion. Observemos que la recursion (12) es de clase ag, tal que J,, = {1, 2}

para cualquier n, y con las funciones:

Fi(n) = F3(n) =n, Gi(n) =Ge(n)=—-1, a1(n) =a(n)=0
Hi(n) =n—r, Hy(n)=n-s y qn)=q¢M)=1
Sea (.S,,) una sucesion de tipo @, s(n) definida por su recursion en el conjunto P.

Para todo entero m > 0, sea la sucesion (7]™) que resulta de la uniéon de todas las

sucesiones Ty o E,, 0 (S,) con k € K = {—m + 1,...,0}. Entonces, de acuerdo al
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Lema 4 y al Teorema 7, (77") satisface una recursion as con

Fri)=F;(i)=k+mn=1i, G1(i)=Gs(i) =—1,

Hi(i)=k+mn—r)=i—mr y Hy(i)=k+mn—s)=1i—ms

en todo conjunto {k +mn} con k € K y n € P. En particular, esta recursion es
A(i) = A(i — A(i —mr)) + A(i — A(i — ms)) (13)

Es decir, (7]™) es una sucesion de tipo Qumrms(n) y satisface la recursion en {ms +
1,ms+2,...,mn} con n € P. Los tres puntos a demostrar de este corolario equiva-
len a los valores de (r,s) igual a (1,2), (1,4) y (2,4) y debido a que las sucesiones
mencionadas ahi tienen s valores iniciales igual a 1: (7]"), por definicion, tiene ms

valores iniciales igual a m. O]

El Teorema 8 comparte muchas ideas con el Teorema 1 y el Lema 4 tiene un
caracter parecido pero més universal que el del Teorema 4. De hecho, el Teorema 4
bien puede ser un corolario del lema. Sin embargo, ambos teoremas tienen su merecido
lugar pues nos hablan de distintos tipos de recursiones.

La importancia del Corolario 3 radica en que las tres sucesiones mencionadas
—(Qn), (U,) y (W, )— son las tnicas sucesiones de tipo @, s(n) que se creian bien
definidas. El Lema 4, como fue aplicado para la demostracion del corolario, nos dice
que cualquier sucesion de tipo @, s(n) definida en cierto conjunto implica la existencia
de una sucesion Q. ms(n) bien definida en cierto conjunto (de mayor cardinalidad

que el primero, si éste es finito) para todo entero m > 1.

Finalmente, veamos el ejemplo de una recursiéon que no es de clase a:

So= > 5 (XIV)

i|i<n/\35¢

Una sucesion definida por esta recursion es tal que algunos de sus elementos son

igual a la suma de todos los anteriores. Escrita con palabras, no parece que la recursion
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sea muy extrana o descabellada, sin embargo no posee las caracteristicas necesarias
para ser de clase a y por ello no goza de muchos de los resultados de este capitulo.
Demostremos con un pequeno contraejemplo que (XIV) no es de clase a. Sean
(an)>_; =(0,1,2,3,6) y (b,)5_, = (—1,0,1,2,3,6,9) notamos que el dominio de (a,)
es subconjunto del dominio de (b,,) y a, = b, para todo n en la interseccion de ambos

dominios. Sin embargo, (a,) cumple la recursién en {4,5} y (b,) nunca la cumple.

Las relaciones de recursidon como transformacion

HEMOS VISTO EJEMPLOS de sucesiones cuya recursion permanece invariante tras la
aplicacion de cierta transformacion. En esta seccion reinterpretaremos el concepto de
una sucesion recursiva, la veremos como una sucesion que no cambia si se le aplica
cierta transformacion.

Conocemos la transformacion identidad que “deja tranquila” a cualquier sucesion

Io (Ai)ieQ = (Bi)ieQ: (n €Q < nc 7)) AVn € P(Bn = An)

Deciamos que P = Q, (B;) = (4;) y por lo tanto I o (4;) = (A;). Es decir, toda
sucesion es invariante ante esta transformaciéon como consecuencia de la igualdad

tautologica

De modo que cualquier sucesién que esté bien definida en cierta parte de su do-

minio por la relacién de recursion

An = C((Ai)iEann)v

permanecerd inalterada en esa parte de su dominio al aplicarsele la transformacion

caracteristica de (

UC o (Ai)iGQ = (Bi)iep: (Qn - Q << nec P) AVn € P[Bn = C((AZ)ZEQn,n)]
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Por ejemplo, sea Q, = {n — 1,n — 2} y sea k((A;i)icg,,n) = Apn1 + An_o. La

transformacion U, le hace lo siguiente a la sucesion de los niimeros naturales:

Uy o (An)?zozo = (Bi)?iQ
U,©0(0,1,2,3,4,5,...) = (1,3,5,7,9,...)

Se observa que B; # A; para todo i, por lo que en ninguna parte de su dominio

la sucesion (A,,) estaré definida por la relacion de recursion

An = £((Ai)icg,,n) = An1 + Aps.

En cambio, la sucesion de Fibonacci con dominio en los naturales (F),)%2,, sufre

la siguiente transformacion

Un o (Fn);ozo = <E>'(L)i2

U.0(0,1,1,2,3,5,...) = (1,2,3,5,8,...)

Y la sucesion de Fibonacci extendida en todos los enteros permanece invariante ante

dicha transformacion:

U, o (Fi)kez = (Fk)kez

U.o(...—3,2,-1,1,0,1,1,2,3,...) = (..., —1,1,0,1,2,3,5,...)

No es absolutamente necesario que una sucesion sea bi-infinita para que perma-
nezca invariante ante una transformacion basada en una relacion de recursion. Por
ejemplo, sea Q,, = {n+A,,n—A,} ysea AN((A;)ico,,n) = Apnya, —An_a,; la sucesion
(M )nen, como fue definida anteriormente, permanece invariante ante la transforma-

cion correspondiente: es una eigensucesion de dicha transformacion.

U)\ o (mn)nEN = (mn)nEN

Uyo(0,1,1,2,2,3,3,...) = (0,1,1,2,2,...)

En cambio, al aplicarle la misma transformacion a la sucesién de los nimeros
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enteros, obtenemos. . .
Upo(...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...) = (... —4,-2,0,2,4,...)

la sucesion de los nimeros enteros pares.
Demostracion. Denotemos como (n;);cz a la sucesion de los nimeros enteros, con la
propiedad n, = x para todo = € Z. Sea (b;) = U, o (n;), tiene que:

Ahora veamos lo que sucede si aplicamos la transformacion Uy a (b;), que es

equivalente a aplicar dos veces la transformacion a (n;).
U3 0 (i) = Un o (b) = (ci)iez
Uyo(...,—6,—4,-2,0,2,4,6,...) = (..., —8,0,8,...)
2n—1, 3

Demostremos que ¢; = 2%, y en general que U} o (n;) = (x;)iez: x; = 2

Demostracion. Asumamos que (y;)icz = UY o (n;) cumple y; = 22"~1i. Demos-

tremos que eso implica que (2;);cz = Ut o (n;) también cumplira la propiedad:

2 = 22m+171i.
Ui\nﬂ o (n;) = Uy o (¥i)iez

Donde

i = Yivy; — Yi—y; = 22m_1(i + yz) - 22m_1(i - yz) = 22myz‘

m m_1. m m__1. m+1_1.
:22 .22 17/:22 —+2 11222 I'L

Para m = 0, es cierto que UY(n;) = (n;), donde n; = 22"~ = 29 = i. Por el Principio

de Induccion, U} (n;) cumplira la propiedad para todo n € N. O

Verificamos que ng = 0 es el tnico elemento de la sucesion (n;) que permanece

3Nuevamente las potencias de 2 estan involucradas en nuestros asuntos.



95

inalterado tras la aplicacion de Uy; es decir, by = ng. También verifiquemos que para

cualquier (x;) = UY o (n;), i = 0 es el tnico entero tal que xy = ny.

i=0 = (24 =1iVncN),
P40 =21 =i < 21 =1

+—=2"-1=0<+= 2"=1 < n=0

Esto significa que la transformacion Uy, que fue inspirada en la recursion R, nos
ha arrojado informacion acerca de la sucesion (n;): esta sucesion esta definida por
R tnicamente en ¢ = 0, y esa misma posicion permanecera inalterada sin importar
cuantas veces se aplique la transformacion. Esto es consecuencia directa del siguiente

teorema y de que 0 siempre satisface *R.

Teorema 9 (De las relaciones de recursion a las transformaciones). Sea la recursion
£:a, = 0((ai)icg,,n). Sea la sucesion (A;)ico y la sucesion (B;)iep = U, 0 (4;),
entonces Q' CP yVie Q(B; = A;) siy sdlo si (A;) satisface £ en Q'.

Pareceria que se ha dado un paso hacia atras en la investigacion. Pues, de aspirar
a que absolutamente todos los miembros de la sucesion satisfagan una recursion, se
paséd a transformar una sucesion arbitraria y verificar qué elementos permanecieron
inalterados. Parece que se ha sacrificado la totalidad del dominio por una pequena
parte fragmentaria. . .

Pero asi como Simbad cuando entrego sus diamantes para que los comerciantes lo
dejaran ir, llevandose otra riqueza (el conocimiento que habia descifrado en los su-
surros nocturnos de las serpientes que lo amenazaban); como Mijail Tal cuando hizo
jugadas imprecisas pero cred combinaciones bellas; de esa manera, las transformacio-

nes nos permitiran conocer nuevos aspectos de las sucesiones.

“Lo mds importante que una estructura puede decir de si misma

es lo que puede decir acerca de las demds”



22 Sucesiones ultrarrecursivas

HASTA ESTE MOMENTO, no hemos tratado con recursiones que no son invariantes a

la extension. De este tipo de recursiones, solo hemos senalado la siguiente:

Ao= ) A

ili<nA3A;

Y es la tinica de este tipo que mencionaremos en todo el documento. Encontrare-
mos una sucesion bien definida por esta recursiéon en todo el dominio de los enteros;
para ello, primero plantearemos la correspondiente ecuacion funcional y buscaremos

una solucion del tipo F(n) = ¢", con |c| > 1.

F(n):ZF(n—z) = c":Zc"_i

. ™1
+— "= lim IC— c”[ lim Z—]

— lim < < —]
m—oo 1 _
C
1
P :1<(:,>C:
c—1

De modo que la sucesion (Ag)rez con A, = 2™ para todo n € Z cumple una recursion

que no es de clase a. Esta recursion es invariante si se multiplica la sucesion, es decir,

96
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si se le aplica la transformacion M,,:
M,, o (Ai)iEQ = (Bi>i677: (n €9 < nec P) AVn € P(Bn = mAn)

También es invariante a cualquier traslacion Ty o (Ay); y cualquier escalamiento E, o
(Ag) conr € Z7.

Por otro lado, en el limite cuando n — oo, jdicha recursiéon puede interpretarse
como una de clase a/!

m m

lim A,, = lim E A,_; = lim A,_;
m—o0 4 T
1=

n—oo m—Ap 4 T
1=

n—oo

An Anfl

— lim A, = lim E A,_; = lim E A,
n—o0 4 : n—o00 4 :
1= 1=

De manera general, cuando n — oo, A, — Zﬁf’“ A,_; para todo k € Z. Si

n — Apir < 0, también se cumple lo siguiente:

4 = { 2 Aw )

donde [ ] es la funcion techo (Definicion A.32).
De A, ;1 = [Zf:"l Apy1-;] y sabiendo que A,, ;1 = 2A,, para todo m € Z, es

posible demostrar que para todo n + 1 € Z* se cumple lo siguiente:
An Ap—1
Apyj = {Z(AM” +s>} = { > (A +€ﬂ 2)
=1 i=0

Donde ¢ = 2/ — 2. También puede demostrarse que al hacer el escalamiento negativo

(Ay) = E_y o (Ag), todo n + j € Z~ cumplira lo siguiente:

= { R w]J, 3)

1=0

donde | | es la funcién piso (Definicion A.32) y J =2 — 277,
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Proposicion 2. Sea (Ag) una sucesion con dominio en los enteros tal que Aj, = 2°

para todo k. Esta sucesion cumple la recursion

|Sn| -1
Surs = | D (Sn-isgn s, + 0n) (*)
=0
Donde los corchetes grandes simbolizan la funcion redondeo (Definicion A.32), j > 1,
5, = (279" Sn — 2)sgn S, y sgn es la funcion signo (Definicion A.31).
FEsta recursion es de clase o (invariante ante la extension), de clase 5 (invariante
ante cualquier traslacion) e invariante ante el escalamiento E_y. Para |n| >> 1, esta

recursion es invariante ante cualquier multiplicacion o transformacion M,,.

Transformacién general

EN ESTE Y LOS CAPITULOS RESTANTES, estudiaremos exhaustivamente solo un caso

particular del siguiente tipo de transformacion de sucesiones:

U<1> o (&i)ieg = (bi)iepi (Qn - Q ~— n+1e¢€ 'P) (4)
AN 41 € Plopr = ®((ai)ic,, m, 580 ay)]

Donde ®: R x Z x {—1,0,1} — R es una funcién de una subsucesion de (a;), la
posicion y el signo de un elemento. En lo posterior, ser4 omitida la escritura de
(Q, C Q <= --), y Unicamente se anotara b, ; = ®(---), entendiendo que dicha

igualdad ocurre para toda n + 1 si y s6lo si Q,, esta en el dominio de Q.

En particular, nos enfocaremos en las transformaciones donde ® es de la forma

q)((ai>i€Qm n,sgn an) = Z gj(ahj7n>: hj € \Ij((ai)iEQnana sgn an) (5>

JETn

con gj: RXZ — R, U: RxZx{-1,0,1} = {¢;}jez, vy ¥j: RxZx{-1,0,1} — Z.!

La transformacion que estudiaremos es la siguiente (note que para su definicion se

Note que la Ecuacion (*) de la Proposicion 2 contiene una suma de funciones del tipo gj(un;,n) =
Up,j +0y U(---)={n—jsgn S,}, pero la suma [> (---)] no es una funcién de la forma ® —como
se define en la Funcién (5)—, porque usa de la funcién redondeo.
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emplea la funcion &, que es parecida pero més sencilla que la aparece en la Ec. (*)):

lan|—1
00 (a:)icq = (bi)icp: buy1 = £((ai)g,, ny5gn an) = Y (Gn-isgm a, 1) (6)
i=0
Donde Q,, = {j]|0 < j < |a,| — 1}. En lo posterior, también se omitiré la escritura
de este subconjunto en el subindice y se entendera que &((a;),n,sgn a,) se refiere a
£((ai)ieg,: n.sgn ax).
También usaremos una notacién especial para la sucesion transformada de toda

(a;)ico- Por (a?) (con superindice ‘0’), denotaremos a la sucesion resultante de Oo(a;).

Eigensucesiones de la transformaciéon O 6 Sucesiones

ultrarrecursivas

Definicién 1. Llamamos sucesion ultrarrecursiva a cualquier sucesion (ug)rez que

esta definida en todo su dominio por la recursion:

|un|—1
Up+1 = 5((u1)7 n, sgn un) = Z (unfisgn Un + 1) (7)
i=0
Y que, por definicién, es una eigensucesion de O. Es decir O o (uy) = (ug). Llamamos

a (7) la recursion 9.2

Existen dos interpretaciones interesantes de esta definiciéon, ambas provienen de
sustituir en la Ecuacion 7 a £ por la siguiente funcion equivalente (la equivalencia es

consecuencia directa del Teorema A.6):
|Un‘_1

é((ul)a n,8gn un) = |Un‘ + Z Un—isgn uy, (8)
1=0

Interpretacion 1. En (uy), cada elemento u,, genera a su sucesor de acuerdo a

las siguientes reglas: u, 1 es igual a |u,| més otros |u,| elementos: a) w,, y los (u, —1)

2Para toda sucesion (D;);co, si existe un ntimero m = n + 1 € Q tal que se cumple la igualdad
Dyt1 =£&((D;),n,sgn D,,), decimos que (D;) satisface la recursion O en m.
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elementos anteriores (si u, es positivo); b) w, y los (Ju,| — 1) elementos posteriores
(si u, es negativo); c) Si u,, = 0, ningtn otro valor sera agregado.

Interpretacion 2. (uy) es una sucesion autodescriptiva, pues cualesquiera dos
términos consecutivos brindan informacién acerca de la suma de un conjunto de ele-
mentos: Uy 1 — |Uy| = Y Unpsi. De manera especifica: a) Si u,, es positivo, (41 — uy,)
siempre seré la suma de los u, antecesores de u,1; b) Si u, es negativo, u,1 + uy,
serd la suma de los |u,| sucesores de u,_1.

Hasta este momento, no es claro qué combinacion de elementos puede dar lugar
a una sucesion ultrarrecursiva. Véamos lo que sucede si el elemento 1 aparece en la
posiciéon n.

Corolario 1. Si existe una sucesion ultrarrecursiva (ug) con u, = 1, sus sucesores

seran:

[un|—1 0

Up+1 = |un|+ Z un—z:1+zun—z:1+un:2
=0 =0

|un+1|_1 1
Upto = |Uni1| + Z un,i:2+2un,i:2+un+un+1 =2+142=5
i=0 i=0

Es decir, u, =1 = (ug) = (..., Up—2,Up_1,1,2,5,...).

No hemos dado un valor universal a u,3, pues depende de sus 5 predecesores y
Up_1, Up_o estan indefinidos. En general, es dificil proponer manualmente posibles
valores para (uy), pero podemos conocer més acerca de las restricciones que impone

la definicién misma de las sucesiones ultrarrecursivas.

La funciéon &

PARA ENTENDER MUCHOS de los desarrollos que ser hardn en éste y los siguientes
capitulos, es necesario familiarizarse con la funciéon £. Las dos interpretaciones de
arriba pueden ser de ayuda, pero sin duda lo mas 1util es entender lo que ¢ hace en
dependencia del signo de a,,. En los capitulos posteriores, a menudo se usaran varias

de las funciones equivalentes a ¢ que aqui se presentan.
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Caso 1. Cuando a, es un entero positivo, se tiene
a, >0 < sgna, =1 = la,| = a,.

Y, por la Ecuacion (8), la funcion £ es equivalente a:

anp—1 an—1

5((0’1')? T, 1) = ap + Z Up—i = 20, + Z An—3, (9)
=0 =1

y también equivalente a las ecuaciones siguientes (Teorema A.6):

£((a;),n, 1) = 2a, + Z a; = a, + Z a;, (10)

i=n+1—any 1=n+1—an

((a;),n,1) =2+ i (a: +2). (11)

i=n+1l—an
Caso 2. Cuando a, es un entero negativo:
a, <0 < sgna, =—-1 = |a,| = —ay,.

Y, por la Ecuacion (8):

—an—1 —an—1 n—1l—an
f((ai),n, _1) = —a, + Z Qpti = —Qp + a, + Z An+i = Z a;.
i=0 i=1 i=n+1

Si a, < —1, se puede extraer el primer elemento de la suma (i = n + 1):

£((a;),m,—1) = apyq + Z a;. (12)

Esto nos lleva a la primera conclusion importante acerca de las sucesiones ultra-

rrecursivas. Pero primero vamos a aclarar algunos puntos.

Por definiciéon, una sucesion ultrarrecursiva (uy) satisface O en todo el dominio



102

de los enteros, es decir

Upt+1 = 5((un)7 n,sgn un)

Por lo tanto, las sucesiones ultrarrecursivas tienen ecuaciones equivalentes a todas
las ecuaciones anteriores: las del Caso 1, si u,, > 0 y las del Caso 2 si u,, < 0. Por
ejemplo, de la Ecuacion (12), si u,, < —1:

n—1—unp

Unp1 = §((wi),m, —1) = Upy1 + Z Uj.
i=n+2
Similarmente, para toda sucesion (a;);co, todas estas ecuaciones pueden usarse para
su transformacion (a?). Siguiendo el ejemplo anterior, si a, < -1y Q,, C Q:

n—l—an

a;)l-‘rl = 5((ai)7n7 _1) = Qpt1 + Z ;.

1=n-+2

Lema 1. Sea una sucesion (Di)z'ﬁ:a-i-l con a+1 < B tal que se cumple Zf:aw D; =0.
B

Eziste una extension (D;);_,, con D, = a — [ —1, que satisface O en o+ 1.

Demostracion. Por el Teorema 3.7, que relaciona las relaciones de recursion y la trans-
formaciones, queremos demostrar que la transformacién con O de dicha extension es

tal que DY | = Dq41. Por hipotesis D, < —1, luego:

a—1—Dg,
Doy =&((Di), a,—1) = Dgsya1 + Z D;
i=a+2
a—1—(a—p-1) B
= Daoy1 + Z D; = Dyy1 + Z D; = Day1 +0.
1=a+2 1=a+2
Como se queria demostrar. O

Corolario 2. Para toda sucesion ultrarrecursiva (uy), si el elemento u, es menor a

—1, entonces

> w=0 (13)
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Caso 3. Cuando a,, = 0, de acuerdo a la Ecuacion 6

~1

g((a'i)a n, 0) = Z Ap—i.0

i=0

De la definicién de suma, sabemos que si § < « entonces Zf:a a; = 0. Por lo tanto:
5((%), n, 0) =0
Corolario 3. 1) Para toda sucesion (D;) cuyo elemento D,, es cero,
2) Por induccion, para toda sucesion ultrarrecursiva (uy):
Up =0 = Uprpy, =0Vm e N.

Pero esto es obvio. De acuerdo a la Interpretacion 1, si cada elemento produce
a su sucesor anadiendo tantos elementos como su magnitud, entonces cero produce
otro cero. .. o una secuencia infinita de ceros “a su derecha”. Pero ;por qué no usamos
el operador 16gico de doble implicacion ( <= ) en la ecuacion anterior? ;Qué otros
valores, ademés de cero, pueden generar un cero?

Ha llegado el momento de preguntarnos seriamente

sHasta qué punto es una pérdida de tiempo estudiar una transformacion tan

arbitraria como O?

El siguiente ejemplo resolverd parcialmente estas preocupaciones y nos llevara
al descubrimiento de un interesante nimero que nos permitird crear, manipular y

proponer sucesiones ultrarrecursivas con propiedades inesperadas.

Ejemplo 1. El Corolario 2 predice la existencia en (uy) de un elemento igual a cero.

La suma contiene s6lo un sumando cuando su limite inferior tiene el mismo valor que



104

su limite superior:

n—1l—un n
Z ui:Zui:un(:>n+2:n—1—un<:>un:—3
1=n-+2 i=n
S6lo hay un sumando cuando u, = —3 y el elemento en la posiciéon n + 2 tiene que

ser u,12 = 0, de acuerdo al Corolario 2. Por lo tanto, segtin resultados anteriores

Un:—?) - un+2+m:0VmGN.

A pesar de que el elemento u,, = —3 implica la existencia de una sucesion infinita
de ceros que inicia dos lugares a su derecha, él no la genera. Lo que genera es a
cualquier valor que sea capaz de generar un cero.

Debido a que la suma de cualquier cantidad de sucesores de u, 2 es igual a cero,

el Corolario 2 nos dice que u,,; podria generar valores negativos. Es decir, para

: n+3+m _ n+3+m ~ o . .
cualquier m € N, > 7"y = 3 7700 = 0, luego unq1 = —m — 3... significando
que u, = —3 puede generar cualquier entero igual o menor a —3. Veamos también
que u,, = —3 también puede generar a —1 y a —2, pues ambos generan un cero a su

derecha (aunque por distintos motivos).

Corolario 4. Para toda sucesion (D;): 1) Si tiene un —1, su transformada con O
siempre tiene un cero.

2) Una propiedad muy 4til:
Dy=—2 = D, =Dy (14)

Demostracion. Como consecuencia directa de (7):

|—1|—1 0

Dy=-1= D)= > (Dpsit+1)=> (Dppit1)

=0 i=0

=D, +1=-1+1=0.
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Y usando (8):

|-2|-1 1
Dy=-2 = Dy, =|=2[+ Y Dpi=)> Dy
i=0 i=0
- | _2‘+(—2)+Dn+1 :Dn—i-l- ]
Esto significa que ju,, = —2 genera u,; sin ninguna restriccion! Un —2 en (uy)

permite generar cualquier valor sin comprometer el valor de ningin otro elemento de la
sucesion (aunque su mera presencia puede influir en la magnitud de otros elementos).

Intuitivamente, la siguiente parece una sucesion ultrarrecursiva
(., —2,-2,—-2,-2, -2, -2 -2 =2 ...)

pues permanecera igual al ser transformada con O, segtin lo que demostrados antes.
Para convertir esta intuicion en una verdad matematica, es necesario ser rigurosos en
lo que significan los puntos suspensivos en los dos extremos y especificar la manera

en la que se construird una sucesion de esta naturaleza.

Algunas sucesiones ultrarrecursivas

QUEREMOS GOZAR DE LOS TEOREMAS que demostramos en los capitulos anteriores,
con la finalidad de construir las primeras sucesiones ultrarrecursivas.
Para ello, debemos saber a qué clases de recursiones pertenece nuestra recursion

de la Ecuacion (7).
lan|—1

Up41 = Z (an—isgn an + 1) (*)

i=0

Lo primero que salta a la vista es que la Ecuacion (x) manifiesta el elemento en la
posicion n+1 del lado derecho, y no el de la posicion n, como estamos acostumbrados.
Esto no representa ningiin inconveniente, pues puede reescribirse dicha ecuacién como

sigue:
lam—1]—1

A, = Z (am—l—isgn am—1 + 1)a (15)

=0
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donde se ha hecho el cambio de variable m = n+ 1. El motivo por el que no se escribié
de esta manera desde el principio es porque su lectura representa mayor dificultad.?

Denotaremos a ambas (15) y (%) como la recursion 9.
Teorema 1. La recursion O es de clase a.

Demostracion. Definamos

In=1li 2 0N <lamal =1}, f((a:),m) = {f5((a:), m)|j € T}

tal que h; = f;((a;),m) = m — 1 — jsgn a,_ para todo j € J, y finalmente
gi(x,m) = x 4+ 1.* Con estas especificaciones, la recursion O, de la Ecuacion 15,

puede escribirse como sigue:

Ay = f((al)’m — 1,sgn um—l) = Z gj(a’hj7m)| hj S f((a%>’m) (16)

JETm

Sea (a}) una extension de (a;): si (a;) satisface O en m, verifiquemos que f((a}), m) =
f((a;), m). Primero notemos que a,,—; = a,,_, implica que 7, tiene las dos siguientes

definiciones equivalentes:
TIn =1ili 2 0N j <lama| =1} = {jlj 2 0N G < ag, 1| = 1},
Luego, para todo m que satisface O:
f((a5),m) = {m—1—jsgn a,, ,|j € Tm} = {m—1—jsgn am1|j € T} = f((ai),m)

Por lo tanto, se satisfacen las dos condiciones de una recursion de clase o (Defini-

cion 3.2). 0

3También porque histéricamente, ésa fue la primera manera en que se escribio la recursién, como
se muestra en [46]. En dicho trabajo no se aborda este tema con las clases de recursiones que aqui
definimos («, B, v) y tampoco se da el ejemplo de recursiones que no son invariantes a la extension
pero que en el limite se comportan como 9: Véase el Capitulo 4. SUCESIONES ULTRARRECURSIVAS
y sus primeras paginas.

4Cuando |amy,—1| > 0, Tm = {0,...,|am_1] — 1} Por el contrario, cuando a,,—1 = 0, Jp, = &
y, por la definiciéon de suma, Ejejm a; = 0; por lo tanto, la Ecuacién (16) es consistente con la
Ecuacion (15) en cualquiera de estos casos.
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Teorema 2. La recursion O es de clase 5.

Demostracion. Sea (a;);eo una sucesion definida por O en Q’'. La sucesion (a));ep =

T} o (a;) es tal que

(meQ <= m+keP)ANVm+kePla,,), =an).

Luego,
lam—1]—1 laj_1]-1
} : / } : /
(m = Am—1—isgn a1 = ;= at—l—isgn a,_q°
=0 i=0

sit = m + k. Por lo tanto, (a;) estd definida por O para todo t = m + k con

2

m € @Q'. O bien, esta definida en el conjunto P’ = {m + klm € Q'} = T, ¢ Q. Por la

Definicién 3.11, esta recursion es de clase (. O

Teorema 3. (—2)kez €s una sucesion ultrarrecursiva.

Lema 2. 1) Sea la sucesion (D;):_, tal que s € Z. Existe la extension (D;):_, | con

D,_1 = —2 y satisface la recursion O en s.

2) Sea la sucesion (D;)i_, tal que D; = —2. Para cada nimero real c, existe una

t+1

extension (D;);Z; con Dy = ¢ y satisface O ent+ 1.

t
=S

3) Para cualesquiera dos enteros s < t, la sucesion (—2)i_, estd definida por la

recursion O en todo i tal que s < i < t.

Demostracion. Nuevamente, usando el Teorema 3.7, demostraremos la primera y se-
gunda parte del lema. 1) Por el Corolario 4, Ds_; = —2 = D? = Dy; por lo que
(D;)i_,_, satisface O en s. 2) Similarmente, D, = —2 = D, = D, = ¢ para

todo ¢, por lo que (D;)!1! satisface la recursion en t + 1.

3) Consideremos la sucesion (—2);—;. Usando la primera parte del lema, se demues-

t

tra que (—2)!_, ; satisface la recursion en ¢ = ¢. Por induccion, la sucesion (—2)f_,

satisface la recursion O en {i[t —n < ¢ <t} para todo n € N, incluido n =t — s.
Demostracion del Teorema 3. Para demostrar que (—2)icz satisface O en

todo su dominio, consideremos que para todo elemento en la posicion m € Z podemos
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definir la subsucesion (d;) = (—2)",, ; v ya se demostro que ésta satisface la recursion
en m: debido a que la sucesion (—2)xez es una extension de (d;) y O es de clase «, la
extension también satisface la recursion en m. Es decir, hemos demostrado que O se

satisface para todo elemento del dominio de (—2)ez. O

Usando ideas y procedimientos como los desarrollados hasta ahora, pueden de-

mostrarse rutinariamente los corolarios siguientes.

t
1=—00

Corolario 5. Para todo t € Z, la sucesion (—2) satisface O en todo su dominio.

Corolario 6 (Algunas sucesiones ultrarrecursivas). 1) Para cualesquiera dos enteros

m,n > 0, existe una sucesion ultrarrecursiva de la forma
(...,—2,—-2,-2,—n,—m,0,0,0,...)

2) (0)rez es una sucesion ultrarrecursiva.

En el capitulo siguiente, los Lemas 1 y 3 de este capitulo nos permitiran construir

sucesiones ultrarrecursivas mas complejas que las que hemos desarrollado hasta ahora.
Lema 3. Para toda sucesion (D;)i_, tal quet € Z, 0 < Dy y s <t+1— Dy, existe

una y sélo una extension (D;)!t! que satisface la recursion O ent + 1. Con

Dt—i—l = 5((Dt>’ t 1) (17>

Demostracion. Por hipotesis {t,t —1,...,t — (|Dy| —1)} C{t,...,t —(t—s)}, por lo
que existe £((Dy)g,,t,1). Por definicion, la extension estara definida por O en t + 1
siy solo si Dy = &((Dy),t,1). O



5. Sucesion 11

HEMOS ENCONTRADO ALGUNAS eigensucesiones de la transformacion O, pero no es-
tamos calculando valores con una féormula explicita. En cambio, estamos descubriendo
valores que satisfacen nuestras definiciones.

Sin embargo, existen sucesiones que satisfacen la recursion O en todo su dominio
y que son periodicas, es el caso de la sucesion (—2)iez—. Por el Lema 4.2, sabemos
que podemos extender esta sucesiéon con cualquier ¢ € R en la posicion 0, de modo
que la recursion se sigue satisfaciendo en todo el dominio.

Ya exploramos lo que sucede si ¢ es cero o un entero negativo. El siguiente paso
natural es investigar lo que sucede si se trata de un entero positivo. Por el Lema 4.3,
si ¢ es un entero mayor a cero, podemos volver a extender la sucesién con un nuevo
valor a la derecha. .. y repetir este proceso siempre que el ultimo elemento generado

sea positivo.

10 18 30 50 82
11 20 33 55 90
12 22 36 60 98
13 24 39 65 106
10 14 26 42 70 114
11 15 28 45 75 122
12 16 30 48 80 130

|

)

|

)

|

)
o N O Ok W N =
I R N R I R R N

© 0w I o

Esta matriz representa las sucesiones que emergen de cada eleccion de ¢ € ZT. La

109
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primera fila representa la sucesion para ¢ = 1, la segunda para ¢ = 2 y asi sucesi-
vamente. Los elementos a la derecha de todo ¢ —el ntimero en negrita— se pueden
generar por el Lema 4.3 y con cualquiera de las expresiones de £((a;),n, 1).

Si bien todos los valores que se generaron son positivos, y eso posibilita usar
nuevamente el lema mencionado, aiin no contamos con la certeza de que siempre se

generaran valores positivos; eventualmente demostraremos esto y otras propiedades.

Nociones generales

Definicion 1. La sucesion de sucesiones IT = ((m.i)ica,, Jmez+ —con dominio en
los enteros positivos— tiene como elementos a las sucesiones (7y,,;)ic4,, con dominio
en A,, O Z~. Tal que (m,;)jez- = (—2);jez- (la subsucesion con dominio en los
negativos contiene elementos que son todos —2), m,o = m y para todo natural

neAn, (n+1leA, < Ty >0)ATmar =E((Tm),n, 1).

Note que se han definido implicitamente los conjuntos A,,, y que cualquier sucesion
(mm.:) muere si existe algun entero positivo ¢ tal que 7, < 0. De hecho, si este es
el caso, el conjunto A,, seria igual a Z~ U {0, ..., t}. Nuestra intencion es demostrar
que A,, = Z para toda m y, consecuentemente, que IT es una familia de sucesiones
ultrarrecursivas.

Observacion. Toda sucesion (7,,;) satisface O en todo su dominio. Se sabe (Corola-
rio 4.5) que (7, ;) jez- satisface O en todo su dominio y que todos los elementos 7, ;
con t > 0 satisfacen también la recursion: m,, o porque su antecesor es —2 y el resto

por definicion.

Definicién 2. Para todo m € Z" y todo n € A,,, la suma de los primeros n sucesores

de 7,,,—1 se denota como
n—1
o) = Z T, i-
i=0
Teorema 1. Para todo m € Z", A,, = Z y para todo entero positivo n+1 se cumple:
n—1

Tmntl = 2+ Z(mm) =0," + 2n+ 2. (1)
i=0
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Demostracion. Para todo m, si existe t € A tal que

1)0<t<mme y 2)0<o0},

entonces, por la Def. 1 y la Ec. (4.11), esto implica que 0) existe t + 1 € A tal que:

-1 t—1

T, t+1 :S((ﬂ-mz) t 1 =2+ Z 7Tmz+2 =2+ Z 7Tm,1+2)+Z(7Tm,z+2)

1= t+1 7Tmt 1= t+1 Tm,t 7,:0
Por definicion, m,,; = —2 si ¢ < 0, por lo tanto:

t—1
Tl = 2+ Z 242+ (T +2)
i=t+1—"Tm,¢ =0
t—1

=240+ (i +2)
=0

Esto tltimo es igual a = 2+ 2t + ZZ o Tm,i- Luego t + 1 cumple la siguiente recursiéon

t—1
(*) Tingr1 =2+ > (i +2) = 07" +2n +2.
i=0
Y ¢t+1 cumple también las dos condiciones iniciales 1) 0 < t+1 < 07" +2t+2 = 7y, 141,
y2) o, =0"+m = 0< 07}, Es decir

t cumple 1) y 2) = t+ 1 cumple 0), 1), 2) y (*)

Por induccién, todo ntimero ¢t +n + 1 con n € N cumplira 0), 1), 2) y (*).
Veamos que t = 0 satisface: 1) 0 < 0 < 7,0 = m, 2) 0 < ¢ = 0. Por lo tanto,

todo entero positivo n+1 pertenece a A y satisface (*), como se queria demostrar. [

Corolario 1. Para todo m € Z%, existe la sucesion ultrarrecursiva (T x)kez. Sus

primeros elementos en el dominio de los naturales son
Tm0 =M, Tmi =2, Tmpa=m+4, 7Tp3s=m+8, mTps=2m-+14,...

Esto explica algunos aspectos del comportamiento de los niimeros que observaba-
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mos en la matriz que representa Il. Y da cuenta de otros, por ejemplo, que en las
expresiones de arriba cada 7, , es ‘m - F,,,_; mas cierta constante’, donde F; es el

término i-ésimo de la sucesion de Fibonacci (Fy) = (..., 1,0[= Fo),1,1,2,...).

Propiedades de (7,

VAMOS A ESTUDIAR la parte interesante de las sucesiones ultrarrecursivas que aca-
bamos de encontrar: la parte derecha, o bien, la subsucesion (7, ,)nen. Pero antes
demostraremos el siguiente teorema, que nos dice que casi todo el dominio de (7, x)
cumple una relacion recursiva tradicional; si bien ya se habia demostrado que en Z™*,
la misma sucesion satisface la recursion de la Ecuacion (1), ésta no es de orden k,

como la que veremos a continuacion.

Teorema 2. En (m,, 1), para toda p € Z\ {0,1} se satisface la siguiente recursion
Tmp = Tmp—1 + Tmp—2 + 2. (2)
Demostracion. Para p < 0, la prueba se sigue inmediatamente de las definiciones:
Tmp = —2=(=2)+ (—2) +2 =Tpp_1+ T p-2 + 2.
Para p=n+1 > 1, emplearemos el Teorema 1 como sigue:

Tmnt1 = 0y +2n+2 = (071 + Timp_1) + 2n + 2
=(op 1 +2n—1)+2)+ Tmp1 +2

= Tm,n + Tm,n—1 +2

Por lo tanto, hemos mostrado que la Ecuacion (2) se cumple para todo p € Z\ {0, 1}.
El despeje anterior no es valido si n +1 = 0, pues 7, n11 # 0, +2n+ 2 = 0; y para

n+1=1mTppp1 =0, +2n+2=2 < mpo=2 < m=2. ]
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La primera diferencia de (7, )
Corolario 2. Sea (A7, 1) la primera diferencia de la sucesion (i) (Definicion 2.1).
Dicha sucesion satisface la recursion § en todo p € Z \ {—1,0,1}.

Demostracion. Veamos que para todo p € Z,
Sip,p+1€Z\{0,1}, entonces:

A’/Tm,pr + Aﬂ_m,pfl = (’/Tm,pfl + 7-‘_m,p) - (’/Tm,p72 + Wm,pfl)
= (ﬂ-m,p—l + Tm,p + 2) - (7Tm,p—2 + Tm,p—1 + 2)

= Tmptl — Tmp = ATy

Por lo tanto, Am,, ;, cumple la recursion § en p siempre que p,p+1 € Z\ {0,1}, es
decir, siempre que p € Z \ {—1,0, 1}. H

Este corolario es importante, pues nos lleva a una recursiéon ya muy conocida y
estudiada, desde la cual se podra estudiar a (m,,,) por medio al Corolario 2.1, que
nos dice:

n—1

Tmmn = Tm,0 + Z Aﬂ-m,i (3)

=0
Considerando la primera féormula del Teorema 1.7, la ecuaciéon anterior lleva a lo
siguiente (porque (Am,,,) satisface §):
Tmmn = Tm,0 — A77—m,1 + A77—m,n—i—1 = Tm,0 + Tm,1 — Tm,2 + Aﬂ-m,n—i—l-
Pero 9 = M1 + o + 2, luego

Tm,n = A77—m,n—i—1 — 2. (4>

Por lo tanto, para cualquier ecuacién satisfecha por A, 11, existird una para

T Bj.t S AT g = -+, entonces my, , = -+ — 2.
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En otras palabras, (Am,,,) tiene las propiedades de cualquiera otra sucesion re-
cursiva definida por § en el dominio de los enteros. Y, de acuerdo la Ecuacion (4),
por cada una de esas propiedades habra una equivalente para (7, ).

De modo que el estudio de IT se reduce al estudio de una familia de sucesiones defi-
nidas por la recursion §. Sin embargo, vamos a mencionar algunas de las propiedades

especiales de esta familia, como se hizo en [46].

Corolario 3. La solucion de (Amy,,) es
A'ﬂ—m,n—‘rl = BmSOn + Cm'lvbn (5)
0, con b, = V5B, Y Cmp = V50,

1
A7Tm,n—‘,—1 = E(bm@n + Cm¢n)- (6)

Donde para toda m € Z*, las constantes b,, y b,, son las siquientes

bn=(Mm+2)p+2—m=(m-+2 —1)+4
( )¢ ( )e—1) 0

cm=(m+2)p—4=b,+m—=6

Demostracion. Esto se prueba resolviendo o« = b, y = ¢, en la Ecuacion (0.8),

para las condiciones iniciales

Ay =AMy =T — T = (M +4) —2=m+2

A1 = A'ﬂ—m’Q =Tm,3 — Tm2 = (m—|—8) - (m+4) = 4.

En donde se han usado los primeros valores de (), segin el Corolario 1. O]

La familia de sucesiones II es la primera que conocemos que contiene sucesio-
nes invariantes a la transformacion O. Resulta interesante que este nuevo tipo de
recursion mantenga relacion con la proporcion aurea y la sucesion de Fibonacci. Mas
tarde veremos que la transformacion O esta relacionada también con la sucesion de

Hofstadter (Véase el Capitulo 8. SOBRE LA TRANSFORMACION O).
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Relacion con otras sucesiones

Teorema 3 (Relacion entre el término n-ésimo de (m,,) y la sucesion de Fibonacci).

En toda sucesion (T, x), el término n-ésimo, con n € N, satisface lo siguiente:

Tmn = an—l + 2Fn+2 -2 (8)

Demostracion. Del Lema 1.1, sabemos que

A7Tm,n—‘,-1 - [Fny Fn+1] - FnAﬂ-m,O + Fn+1A7Tm,1'

Considerando los primeros valores de toda (7,,,), se tiene:

Aﬁm,n—‘rl = Fn(2 — m) + Fn+1(m + 2) = m(Fn+1 — Fn) =+ 2(FTL + Fn+1>

= an,1 —+ 2Fn+2.

Por lo establecido en la Ecuacion (4), lo anterior lleva directamente a (8). O

Corolario 4 (La relacion entre dos sucesiones de IT via Fibonacci). Para cualesquiera

m,t € ZT yn €N, se cumple la siguiente relacion.:

Tmmn = Ttn + (m - t)anl (9)

La Ecuacion (9) se puede visualizar en la matriz de IT, al comparar los elementos

de una misma columna.

Teorema 4. Algunas relaciones entre las primeras diferencias de algunas sucesiones

de I1 y sucesiones bien conocidas. Para todon € N. ..

1) Aﬂ-l,n = Ln+1 2) Aﬂ-2,n = 4Fn 3) Aﬂ'ﬁm = 4Ln71

Donde L; es el término i-ésimo de los niumeros de Lucas.

Demostracion. La primera parte del teorema se comprueba al notar que Am o =

2—-1=1=LyyAm1=5—2=3= Ly. Por el Corolario 0.4 y la invariancia ante la
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traslacion de la recursion §, se puede decir que la sucesion (Amy,,) es una traslacion
de la sucesion de Lucas.

Las partes restantes se comprueban de manera similar, o bien, al analizar las
constantes b, y ¢, de la Ecuacion (7). Para m = 2, estas constantes son by = 4¢ y
co = 4(p — 1) = —44, por lo que la parte derecha de la Ecuacion (6) es 4 veces un
nimero de Fibonacci. Para m = 6, b,, = 8p —4 =420 — 1) =4V/5 = B,, =4y
¢m =byp,+6—6=>0, — C,, = B,,, por lo que en este caso la parte derecha de la

Ecuaciéon (5) es 4 veces un nimero de Lucas. O

Una sucesion ultrarrecursiva diferente

CONSIDEREMOS UNA SUBSUCESION de (7 x):
(%)12:,5 = <_27 _27 _27 _27 _27 17 27 5)

Podemos comprobar manualmente que esta sucesion satisface la recursion O en el
subconjunto de su dominio {—4,—3,...,2}. O podemos generalizar las condiciones

bajo las cuales la recursiéon O es invariante ante la restriccion!:

Teorema 5. Sea una sucesion ultrarrecursiva (uy). Para todo conjunto de enteros Q,

la subsucesion (u;)icq satisface la recursion O enn+ 1 si

{n+1—Ju,l,....,n} CQ siu, >0
)n+1eQ y 2)

{n,....n—14+|u,|} CQ siu, <0

Corolario 5. El Teorema 3 implica que toda subsucesion (ui)f:a (esto es cuando Q
es un conjunto de enteros consecutivos) satisface la recursion O en todo n+1 si existe

nysia<n-—(a,| —1)- sgna, <p, es decir, si

a<n-—a,+sgn a, <p.

'La reestriccién de una funcién se explica en la Definicién 3.5.
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El teorema se demuestra en los Apéndices. En palabras, lo que significa su corolario
B

es que toda subsucesion (u;);_,, satisface la recursion O en la posicion n + 1 si existe
un elemento ‘|u,|” lugares a su izquierda (cuando u, > 0) o si existe un elemento
‘|un| — 2’ lugares a su derecha (cuando u, < 0).

De modo que la sucesion (¢;) de arriba satisface § en todo su dominio menos
la posicion —5, pues no tiene un valor anterior. Notese que la suma de todos los
clementos a la derecha de esta posicion es cero S22, qi =4(—=2) +1+2+5=0.

De acuerdo al Lema 4.1, existe una expansion hacia la izquierda (g;)% _g con
g6 =—6—(2)—1=—-9.Y de acuerdo al Lema 4.3, existe una y s6lo una expansion
hacia la derehca (¢;)3_ 4 con g3 = £((¢;),2,1) = 5| +5+2+1—2—2 = 9; esto da

lugar a la siguiente extension
(Qi)?:_(g(_g, _27 _27 _27 _27 _27 1’ 27 57 9)

Esta sucesion satisface la recursion O en todos sus elementos menos en el primero.
Debido a que el altimo elemento tiene un valor de 9 y hay mas de nueve elementos en
la sucesion, puede aplicarse nuevamente el Lema 4.3 y volver a extender a la derecha

con

2 2
=29+ q=18+q5+ Y =18+ (=2)+(0) = 16.
i=—5 1=—4

Donde se ha usado ¢ segtun la Ecuacion (4.10).

No es posible volver a extender a la derecha, pues la sucesiéon tiene menos de 16
elementos. En términos del Lema 4.3, —6 £ 5 — 16, es decir, no existe el elemento
J5-16 = ¢_11- Sin embargo, siempre es posible extender a la izquierda con —2 (como
dice el Lema 4.2). Por lo tanto, para todo entero —n < —6 hay una extension que

denotaremos como

(Qi)?zfn = <_27n> - 9*6> - 2*17 17 27 57 97 16)
Donde ‘—2_,,” simboliza que ¢, = —2 —y en general ‘A;" denotara ¢; = A— y el

simbolo ‘)’ en ‘—2_,) — 9_¢’ simboliza que ¢; = —2 para todo —n < i < —6 —y en
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general ‘A;) B’ dara a entender que ¢; = —2 para j < i < k.

Sabemos que toda extension de este tipo satisface O en todo su dominio menos
en —n (a partir de ahora, dejaremos de mencionar en qué dominio se satisface O,
sabiendo que todas nuestras extensiones tienen el proposito de crear sucesiones ultra-
rrecursivas). Y sabemos que la eleccion n = 11 nos permitira extender la sucesion a la
derecha; pero queremos volver a generar las condiciones de antes: que la suma de todos

los elementos a la derecha de la posicion —n sea cero Z?:_n +1 ¢ = 0. Calculando. ..

4 -5 2 4 —5 4
da= D G+ D> at+d = Y, a+0+) g
i=—n+1 i=—n+1 i=—4 =3 i=—n+1 1=3
-7 -7
= Y G (N (-2 +9+16= > (-2)+14
i=—n+1 1=—n+1

=(-2)(-7T+1—(—n+1)+14=-2n+28

Llegamos a la conclusion de que esto sucede para n = 14. Por lo tanto, la sucesion
(¢;):__,4 puede extenderse a la derecha y a la izquierda usando los mismos lemas y

algunos equivalentes de la funcion &:

go15=—-15—4—1=-20
4

3
G=2G+ > G=G—01r—q¢i+ Y G
i=—11 i=—13

=16 — (=2) — (—2) =20

De modo que se ha generado la extension (¢;)?__;5. Puede el lector comprobar que

repetir este proceso de extension unas veces mas da lugar a la siguiente sucesion:
(...,—86_77) —42_35) —20_15,) —9.6,) —2.1,1,2,5,9, 16, 20, 38,42, 82, 86, . . .)

De donde se pueden reconocer una serie de patrones.

s (%) Todos los elementos negativos de la sucesion tienen un equivalente con mag-
nitud positiva. De hecho, se observa lo siguiente —A_ g = qa_p = A. Por

ejemplo: —9_¢ = qv6=¢q3 =9, —20_15 = qa0-15 = ¢5 = 20.
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= (%) Los valores positivos ¢a,41 (con n > 0) cumplen la recursion ¢g, 1 = g2, +4.

= Relacionado con lo anterior: si —A_p, entonces A — B siempre es un impar. Ej.
-2, = 2-1=1,-94 = 9-6=3, 205 = 20— 15 = 5, etc.
Por lo tanto, todos los valores positivos ¢z, no aparecen como negativos: gy = 1,

g2 = 9, q4 = 16, g5 = 38 y asi sucesivamente.

» (%) Para todo ntumero par p > 0, p—¢, = K +3, donde K es tal que qx = —¢gp41.

Los primeros ejemplos:

9 y=2-5=-3=-6+3 = o= —qgs=9
4—Q4I4—16:—12:—15—|—3 —— q,15:—Q5:—20

6—gs=6—38=-32=—35+3 = (g5 = —qr = —42

Este patron es quiza el més sutil de todos los que mencionaremos, pero even-

tualmente seré clave en las demostraciones.

» Los valores positivos ¢z, (con n > 0) cumplen la recursion qa, = Gon—1+qon_2+2.

= Los dos puntos anteriores implican que para n > 1: ¢s, = 2¢2,—1 — 2. Por

ejemplo: g4 = 16 = 18 — 2 = 2¢q3 — 2.

= Sea el valor negativo —A_p, el valor negativo a su izquierda es (—2A —2)_4_p.

Esto se cumple de —9_g a la izquierda:

_9—6 — —18 - 2—9—6 — —20_15 — —40 - 2_20_15 — —42_35 Tt

Observacion. [La relacion entre los subindices y los elementos| Sea (a;) una
sucesion que satisface O en todo su dominio (excepto quiza en el primer elemento)
y se cumple a,, > 0 para todon € Ny a,, < 0 para todo m € Z~. Si a,, # —2,

entonces existe una relacion entre |a,,| y su subindice m: La cantidad positiva § =
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|| +m — 1 es tal que 20

i—m42 @i = 0, o bien, es el indice del dltimo elemento

de esa suma: a,, 42 + -+ - + as = 0. La sucesion (g;) cumple todas las condiciones que
mencionamos y |a,,|+m siempre es un nimero impar (empezando por 3), significando
que gmiz2+ -+ @ =0, ¢ui2+ -+ =0, gmi2+ -+ g =0, etc.

El por qué no existe un m* tal que ¢,,+12+---+¢1 = 0 (o bien, g 1o+ +Gony1 =
0) se explicara después. Ahora extenderemos las subsucesiones ()% 4 v (m3.:)2 -

de una manera analoga a la anterior®:
(.., =94 g5) —46_39) — 22 47,) — 10_7,) —2_1,2,2,6,10, 18,22,42,46,90,94, . . .)

(..., —102_g5) — 50_43) — 24_19,) — 11_5,) — 2_1,3,2,7, 11,20, 24, 46, 50, 98, 102, . ...)

Note que cumplen todos los patrones que senalabamos de (g;). No hay indicios de
que en algiin momento estas sucesiones vayan a comportarse de manera diferente, lo
que nos da una idea de que estos patrones pueden dar lugar a sucesiones ultrarrecur-
sivas (es decir, podemos extender en todo el dominio de los enteros).

En la siguiente subseccion, vamos a comprobar que sin importar la subsucesion
inicial (7,,:)?__,,_4, al extender de la misma manera se llegan a sucesiones con los
mismos patrones. Pero nuestro principal interés es entender los mecanismos que per-

miten la existencia de estas sucesiones, por lo que primero se daran teoremas muy

generales.

Generalizacion

Teorema 6. Para cualquier sucesion (a;); ue tenga dos elementos consecutivos
€Q
que satisfacen 0 < a, < ani1, si de la sucesion transformada (a$)icg = O o (a;)

existen ay o Y a, .1, entonces
Uppg = Gpyy +an +2+ R (10)

Donde R = in (a; +2).

1=n+2—an41

2Todos los elementos de estas extensiones se calcularon manualmente, no siguiendo los patrones
senalados.
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Lema 1. Para toda sucesion (by)iep, si 0 < b, < byy1 |bp, b1 € Z y se tiene
{n+1=by1,....,n =0y} TP, n+2—b,yo € P entonces:

n—>bn

> b= (bps1 —ba—1)(-2)+R (11)

i:n+2—bn+1

siy solo si R=% """ (b; +2).

i=n+2—bp41

Demostracion. Caso b, +1 < b, 1. Para demostrar este caso, hace falta notar que la
cantidad de elementos que contiene la suma es justamente (n—b,)+1—(n+2—b,41) =

bpi1 — by, — 1 (Teorema A.6), por lo tanto:

n—>bn n—>bn
Ec. (11) < R= Y bi+2bu—b,—1)= >  (h+2)
i=n+2—bp41 i=n+2—byp 41

Caso b, +1=b,,1. En este caso,  =n—b, <n+2—b,.1 = «, y por la definiciéon
de suma: 37 b; = 0. Esto implica también que R = 327 (b; +2) = 0, por lo que la

Ecuacion (11) se cumple:

B
(buss — b — 1)(=2) + R = (0)(=2) + (0) =0 = 3 by,
Nota: b,+1 = b, es el motivo por el que no se escribi6 sélo {n+1—b,.1,...,n—b,} C

P en el planteamiento del lema. Pues, en caso n 4+ 2 — b, = n+ 1 — b, queda fuera
de ese conjunto. Estos resultados seran de ayuda para demostrar el teorema.
Por hipétesis, 0 < a,, < an41 y existen af_, y aj, , es decir, existe {((a;),n+1,1)

y £((a;),n,1): esto implica a,1,a, € N y lo siguiente:

35((az)an+ 171) = {n+ 1 _an+1a"-7n} - Q7
Debido a que a,, > 1y a,+1 > 2, se puede decir lo siguiente:

A={n+1—-ap1,...,n—a,,..n} CQ AN n+2—a, €A
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Por lo tanto, se cumplen todos los requisitos para usar el lema. Desarrollemos aj |,

con una de las expresiones de &:3

n

ap o =&((a;),n+1,1) = 2a,11 + Z a;

1=n+2—an41

n—an n
= 2an-i—l + E a; | + E a;
i=n+2—an41 i=n+1l—an

n—1
= 20,41 + ((anH —a, —1)(=2) + R> —a, + | 2a, + Z a;

i=n+1l—an

=a,+2+ R+ ({((ai),n,1)) =a, +2+ R+ (ay )
Como queriamos demostrar. n

Corolario 6. Sea (a;) una sucesion que satisface la recursion O enn+1 yn+ 2,

entonces se satisface la ecuacion

Donde R =" (a; +2).

i=n+2—an41

Este corolario es consecuencia directa del teorema anterior. Con él puede demos-
trarse, por ejemplo, que en toda sucesion (m,, k) se cumple T, ;, = Ty —1 + T n—2 + 2
para todo n > 1, pues en su ‘R’ todos los sumandos son 7, ; +2 = =242 = 0.

Pero la verdadera utilidad de este corolario es que nos facilitard demostrar los

teoremas siguientes.

3 ‘s . B N B . —1 /. -

Se ha empleado la Ecuacion (4.10) y la propiedad Y7, f(i) = 32, f(i) + 2272, f(i) —valida

siempre que o < v < f— demostrada en Teorema A.6. Para seguir plenamente éste y muchos otros

desarrollos, se recomienda consultar la seccion Sumas, multiplicaciones y otros artificios del capitulo
Notas importantes de los Apéndices.
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Teorema 7. Para toda sucesion (Di)f:aJrl que satisface
1) 0<Dg, 2) a+1<p-Ds 3) 37 .,Di=0.

A) Egiste una extension (D;)°*! con los valores

Dy=a—-p-1 (13)
Dy =D +C

Donde C' = — Zlﬁ foD

B) Si esta extension es tal que 4) Dg < Dgyy y o < B+ 1— Dgyy. Es decir, si
(D;)P* también satisface las condiciones 1) y 2). Se puede hacer una nueva extension
(D:))7*2 4 la derecha, con

1=

Dgya =Dpr+Dg+2+ R (14)

B—Dg
Donde R = > (Di+2).
i=B+2—Dg41
C) Si 5) el siguiente es un nimero entero menor a «

1
Y=o §<Da+Da+1+Dﬂ+l+Dﬁ+2+4)a (15)
entonces se puede extender también hacia la izquierda (Di)fjjﬂ de modo que se cum-
ple fow =0 (la condicion 3)). Donde

’7<i<0( — D, = -2.

La demostracion de este teorema se encuentra en los apéndices. El tinico punto que
necesité un truco nuevo para ser demostrado fue C), que en palabras nos especifica
cudnto tenemos que extender para que vuelva a suceder Y D; = 0, y sea posible
extender hacia la izquierda con un numero distinto a —2.

Ahora aplicaremos estos resultados en sucesiones que tengan caracteristicas pare-

cidas a las de (¢;). El siguiente caso particular esta inspirado en los enunciados que
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Y

antes senalamos con ‘(x)’.

Teorema 8 (Caso particular). Para toda sucesion (Dz-)f:wr1 que satisface 1), 2) y

. ., . 1 . .
3), si su sucesion extendida (D;)7F! (como se define en el teorema anterior) satisface

(*)a—i—?):ﬁ—Dg, Da—i-l:Da—l—Q:"':Dﬁ—Dg:_Q)
Dgiv=Dg+4 'y Dgpi=—Dg,

B+2

entonces también satisface 4) y 5). Y la extension siguiente (D;);_7,, es tal que

Dgio =2Dgy1 — 2 (16)
v=a+ D,

D) La extension (Dl)f;?’ también satisface 1), 2), 3) y (*). Es decir, si denotamos

B'=p4+2,yd =v=a+ D,, se cumple:

1)0< Dy, 2)*a’+3=5 Dy, 8) X0 .,.,D;=0
Y (*) D6/+1 = Dﬁ’ +4, Dyj1=--= Dﬁ'—DB/ = -2, Dﬂ’+1 = —Dy.

Demostracion. Demostremos primero que (*) = (4).

i) Dgyy=Ds+4 = 0< Dy < Dg 4

iil)a+3=p—-Dg = a=—-3—-Dsg = a<p—-3—-Ds
iii) Dy = Ds+4 = a<B+1— Dgyy

Y, por el punto B) del teorema anterior:

Dgro=Dpgy1+Dg+2+R=Dgi1 +(Dpgp1—4)+2+ R=2Dg, —2+ R
Por iii), sabemos que oo < f+3 — Dg41, luego a — 1 < 42 — Dy y por hipotesis
(a <1< Dg_p, = D; =—2) se tiene:

B—Dg B—Dg

R= Y (Di+2)= > (-2+2)=0 = Dz =2Dg; —2. (X)
i=B+2-Dpgy1 i=B+2—Dgy1



125

Ahora mostremos que (*) = (5).

1
Y=o §(Da + Dat1 + Dp1 + Dpia +4)
1
=a— 5(—Dﬁ+1 — 2+ Dgi1+ (2Dgy1 —2) +4)
=a—Dgyy =a+ D,

De modo que vy es un nimero enteroy 0 < Dgyy = v = a—Dsy1 < a. Finalmente,

calculemos los términos de la altima extension:

Dy=v—(B+2)—1l=y—f—-3=a—B—1+Dy—2=2D, —2 )
Y
Dgys = Dgia+ Dgi1 +2+ R
Se usara (X), la propiedad o +3 = f — Dg = 4+ 4 — Dg4y y el Corolario 4) para

desarrollar R’:

B+1-Dgi1q @ a—1
R= Y (Di+2)= > (Di+2)= Y (Di+2)+Dy+2
i=ﬁ+3fD5+2 i:a+4—Dﬁ+1 i:a+4—Dﬁ+1

Pero a+4—Dgyy =v+4 >, luego R=> (—2+2) + D, + 2. Por lo tanto:
Dgis=Dgio+Dp1+2+ (Do+2)=Dgio+Dpi1 +2— D1 +2=Dgio + 4

Y Dgio+4=2Dg 1 +2=—(2D, —2) = D~ = —Dgy3. Esto prueba dos de las
hipotesis de D). Ofrecemos otra basados en (Y):

Y+3=D,+B+6=-Dgo—4+5+6=(8+2) — Dgys

El resto de las hipotesis de D) se siguen de las definiciones. O
Corolario 7. Por el Principio de Induccion: para toda n € N, existe la extension

(Di)ﬁ"f definida por O en {a,, +1,...,a+1}U{B+1,...,5, + 1} tal que

1=

» o =By, para toda 0 <m <n, B, = Brn-1+ 2.

» Para todo m, Dg, 1 = Dg,, +4. Para todo 0 <m <n, Dg, 19 =2Dg, 1 —2.



126
» o9 =a y, para toda 0 <m < n, Qpy1 = Qy + Do,

» Para toda m, D,,, = —Dg, 1. Por hipdtesis Doy1 = -+ = Dg_p, = —2 y para
todo m > 0:

Ay < 1< Q1 —> D; = —2.

Estos resultados pueden usarse para extender cualquier sucesiéon que satisfaga
todas las condiciones establecidas. Las condiciones del Teorema 8 pueden parecer ar-
bitrarias, pero fueron inspiradas precisamente en el comportamiento de las sucesiones
que desarrollamos hace unas paginas.

Vamos a darle nombre a sucesiones que cumplan estos patrones en todo el dominio

entero; posteriormente demostraremos que estas sucesiones son ultrarrecursivas.

Definicién 3. La sucesion de sucesiones ¥ = (¢ )kez)mez+ tiene como elementos

a las sucesiones (¢, k)rez con valores iniciales
¢m7i:—2|—m—4§i<0, ’wmp:m, ¢m71:2, y ¢m72:m+4.

Y que satisfacen las siguientes recursiones en todo n € Z*

7pm,2n—|—1 - wm,Qn +4

(17)
7vbm,2n+2 = me,ZnJrl -2
Por otro lado, para todo i € {2n + 1|n € N}
wm,j = _wm,i — ]+ 3=1— ¢m,i
(18)

¢m7]:—2 <:Z_1_77Z)m,l+2<.]<7’_3_¢m71

Proposicion 3. Las sucesiones de W tienen las mismas caracteristicas que la sucesion
(qi) que construimos hace unas pdginas. Con su definicion, pueden demostrarse que

se cumplen todos los aspectos que habiamos enlistado:

» Sus primeros elementos en el dominio natural son nimeros de (T k): Ymo =

Tm,0 = M, Qﬁm,l =Tm,1 = 2 Yy 2,Dm,Q = Qﬁm,Q =m-+ 4
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" Uy # —2 implica que 1 — Yy, _, €5 1mpar.
n Se cumple la recursion ¥ on = Vmon—1 + Yan—2 + 2.

o Y £ —2 implica que Yy # —~2 con j = Yy =1 Y Vg = Wiy — 2.
Teorema 9. Para todo m € Z*, la sucesion (Ym ) es ultrarrecursiva.

Demostracion. La estrategia de esta demostracion es probar:

i) Que toda subsucesion (1/)m,i)§:_wm’2 = (D), cumple las condiciones 1), 2) y 3)
del Teorema 6.

ii) Que la extension (D;)%*! cumple el conjunto de condiciones (*) y es igual a la
subsucesion (Yimi)i___y, -

Por el Corolario 7 y la Definicion 3, si los dos puntos anteriores se cumplen, significa
Bn+1

=

Bn+1

que toda extension (D;) es igual a la subsucesion (1)~ , lo que implica que

esta subsucesion satisface la recursién O en

{2n —1—Ymonta, .- 2n — 1 — Y0, U {2n + 1,2n + 2,2n + 3}

para toda n € Z". Es decir, en todo el conjunto

{ala<2—1— 2} ULB2< b} =Z\ {-m —3,—-m—2,...,2}

Pero ()2 _,,_4, por su definicion, es igual a la subsucesion (m,,;)% _,. 4 v para

todo —m — 4 < ¢ < 1, no es dificil comprobar que

—m —4 < i —Yp; +sgn P, <2

Luego, por el Corolario 5, (¥,:)2_,,_, también satisface la recursion O en {—m —

3,—m —2,...,2}. Por lo tanto, su extension (1., ) satisface la recursion en

Z\{-m—3,—-m—2,....2}U{-m—-3,-m—2,...,2} =7

Es decir, (¢, 1) es ultrarrecursiva.
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Demostremos i), denotando

az—l—wmjgz—l—(m+4), /852 y (D )'LB a+1l — (,Ivz)ml)zﬁ a+1"
1) Por definicién, 0 < ¢, 2, = D para todo n > 0;
2) b 1=ty <2 thps=f—2-Ds < B — Dy,

3)
B -1
Z Z Umi= D Ymit M)+ (2)+ (m+4)

= (-2)(m+3)+2m+6=0

ii) Por el Teorema 7, la extension (D;)""! tiene los elementos

Da:a_ﬁ_ :_4_77/}m2__¢m3
B—Dg
Dgp1=Dy+C=Dsg— > D
i=a+2

= ¢m,n + (77Z)m,3 - wm,Q - 2)(2> = 77Z)m,2 +4 = ¢m,3

Luego, =D, = Dgi1 = ¢ 3 v la extension es igual a (¢, Z)’B 1 Esta sucesion satisface
muchas de las condiciones (*) por definicion; la menos evidente de todas es a4+ 3 =

B — Dg, que se demuestra a continuacion:
a+3=0-Dg <= a—PB—-—1=-4—-Dg=—4— Y2

Y esta tltima igualdad es equivalente a D, = —1y, 3, que ya demostramos arriba. [

Teorema 10. Para toda sucesion (), se cumple lo siguiente
77Z)m,2n—i-2 = 2n(m + 10) —6 (19)

para toda n € N. Y existe la siguiente solucion para todo @ = 2n + k conn € N y



129

ke {2,3}:
Vi = 2"(m +10) — 4 — 2(—1)* (20)

Demostracion. Por las relaciones de recursion que cumple todo (¢,,) —las Ecuacio-

nes (17)— se llega a la siguiente

wm,2n+2 = Zwm,ZnJrl —-2= 2(wm,2n + 4) -2

- 2¢m,2n +6

para todo n € Z*. Y, recursivamente, podemos realizar lo siguiente:

¢m,2n+2 = 2(2¢m72n—2 + 6) +6 = 2(2(2¢m,2n—4 + 6) + 6) +6="---
— 2 ook +64+2-6+22.64... 4 2¢
k
_ 2k+17~pm,2n—2k 46 Z 2z _ 2k+1wm,2n—2k + 6<2k+1 o 1)
=1
= 2" (¢ 2n—2k + 6) — 6

Para todo 2n — 2k > 2. Tomemos el caso 2n — 2k =2 — k=n —1:
Vmonta = 2" (Uma +6) —6 =2"(m +4+6) — 6 =2"(m + 10) — 4 — 2(—1)?
Finalmente, el segundo caso de la ecuacion (20) se sigue de
Vmonss = Umanyz +4 = 2"(m +10) — 2 = 2"(m + 10) — 4 — 2(-1)* O

Hemos encontrado una familia nueva de sucesiones ultrarrecursivas y su funcion
explicita (en el dominio de los enteros mayores a 2). Especificamente, lo que hicimos
fue encontrar un patron que funcionaba (el de la sucesion (pg)) y demostrar que el

tratamiento equivalente de cualquier otra subsucesion (7, ;)? funciona.

i=—m—4
Pero el Teorema 7, como ya se menciond, es mucho mas general y no nos habla

solamente de las sucesiones (¢, ;). Consideremos la siguiente subsucesion (72,;))__,:

(—2,-2,2)
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Esta sucesion satisface la recursion © en 0 y -1. Y puede ser expandida hacia la
derecha e izquierda usando los mismos métodos del Teorema 7; ello da lugar a lo
siguiente:

(—4,-2,-2,2,2)

Denotemos como (p;).__; a esta nueva sucesiéon. Notemos que una vez mas la suma
. . : 1
de ciertos términos consecutivos es cero » . ,p; = —2—2+2+2 = 0, por lo que

podemos nuevamente extender esta sucesion en ambos lados:
(—6,—4,—2,—-2,2,2,6)

Esta vez no hay una nueva suma nula de elementos consecutivos, pero si se puede
volver a extender a la izquierda pues hay més de 6 elementos en la sucesion, que es

justo lo que “pide” el tltimo elemento.
(—6,—4,—-2,—-2,2,2,6,8)

Tras calcular algunas extensiones nuevas con asistencia computacional, se llega a lo

siguiente:
(.., =bd_46) —26_g) —12_g) —6_4) —4_3) —2_1,2,2,6,8,12,22,26, 50, 54, 106, . . .)

En esta sucesion, como en cualquiera de la forma (19,11), se cumple lo siguiente:

B
ZDZ =0 <= D_. 7é —2
Que quiere decir

Hay un nimero distinto de —2 siempre que existe la posibilidad.

Veamos que esto no se cumple en la sucesion (¢ )

(..,—2,-2,-2,-10, —2,-2, -2, —2]—2[=2, 2,]2.]6.| 10, 18,...)

* He—h
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Los elementos encerrados son aquellos cuya suma es nula. Las estrellas simbolizan
los lugares en los que pudo existir un elemento distinto a —2: s6lo una de estas

oportunidades es aprovechada. La siguientes que se presentan son éstas:

(=32 -2)"2.15) —10_7) — 2.4, 2, 2, 6, 10, 1822,..)

(...,—is,—z,—z,gf) —22 ) —10.7) — 2.4, 2, 2, 6, 10, 18, 22,42,146,...)

Y asi sucesivamente, no hay més oportunidades desperdiciadas. Es de notar que se

ha saltado al 22: ninguna caja lo encerré en un extremo, esto significa que no existe
5 . . . .

un € tal que ) i=—c¥m,j = 0y se explica considerando la existencia del —22. De la

misma manera no existen Z;:% Ym,i = 0 para todo nimero ¢ impar; esto también

sucede en (p;) y en general en todo (¢, ). Veamos las condiciones iniciales de toda

sucesion (7, x):

(Tmont1) = (.., =221, m, 2, m+4,...)

Cuando m es un nimero impar, no existe ningin nimero natural € tal que
0
Z¢m,i: (—2)6+m:0
Pues nunca es cierto que la suma de un par y un impar es cero. Similarmente:
1
Be| Y tmi=(=2) e+ (m)+(2) =0.
Es solo hasta
2
3 s = (=2) e+ (m) + (2) + (m+4) = (~2) - +2m + 6

que existe € = m + 3. Por lo que en la posicion —e — 2 puede existir el elemento

Y —ca=(—€—2) —3=—m — 8= —1),,4.* Por otro lado, si m es un par, siempre

4Si parece extrafio por qué epsilon debe tener este valor, consultar el Lema 4.1. En este caso
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existe el entero e = 7 tal que

Tomar esta oportunidad desde “el inicio” cuando m = 2, conduce a la sucesion (p;) que
escribimos arriba.® Note el hecho de que no estamos escribiendo ‘(p)’, con subindice
‘k’, pues esa notaciéon la reservamos para todas las sucesiones que estan definidas
en el conjunto de los enteros. Aunque es cierto que la sucesion (p;) parece cumplir
patrones muy similares (jno todos!) a los que satisfacen las sucesiones (¢, ), no
hemos demostrado que dichos patrones van a conservarse si seguimos extendiendo la

sucesion.

La decadencia de una sucesion

En esta seccion veremos los resultados de expandir la sucesion (—2_,,_1) —2_1, 2m)
donde 2m # 2 es un par positivo. Para 2m = 4, la siguiente sucesion resulta de tomar

todas las oportunidades en las que se puede extender con un ntimero negativo distinto

a —2:
(—74_g5) —50_42) — 25_19) — 11_7) —7_5) —5_4) —2_1,4,2,8,4,22, 11,44, 25,94, —22)
Se puede comprobar que todos los elementos a,1 (excepto el que esta en la posicion
—65) satisfacen la recursion O:

lan]|—1

Ap4+1 = |an| + Z Gp—isgn an
=0

particular, se puede explicar con palabras: la magnitud de ¥, __2 tiene que ser igual a la cantidad
de elementos negativos (—e — 2) y la de ntumeros positivos (3).

5Esté4 encomillado porque a estas estructuras les es indiferente nuestro sentido temporal. Todas las
sucesiones ultrarrecursivas que pueden existir ya existen desde su definicion, nosotros sélo estamos
encontrando algunas en el camino.
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Lo interesante es que en esta sucesion aparece un nimero negativo a la derecha;
teniendo en cuenta que anteriormente todas nuestras extensiones a la derecha nos
entregaban niimeros positivos. Esto puede representar una especie de “muerte” para
la sucesién —haciendo alusiéon a las sucesiones tipo Meta-Fibonacci, que tienen un
proceso de muerte— pues no es posible expandir nuevamente a la derecha como lo
hemos hecho hasta ahora (empleando el Lema 4.3).

Esta sucesion también representa el final de nuestras aspiraciones de encontrar
una nueva familia de sucesiones ultrarrecursivas como (p;) (donde se toman todas las

oportunidades de extender con un negativo distinto a —2).

Definicién 4. Para toda subsucesion (m,,)7_, (con o = —1 — E Ziﬁ:o Tmil v 5
mayor o igual a 0), definimos como extensiéon fuerte a la extension (D;);co definida
por O en Q\ {k + 1} donde k es el mayor nimero entero negativo que no pertenece

a Q° tal que para todo n +1 > 0:
n+leQ < (ne QAD,>0).

Y para todo —n < « (en todo lo que se dice abajo, t y t+1 son naturales pertenecientes

a Q):

—neQ < [t+1-D;<-nV(Dy1 <OAXL__, . D; >0).

Tal que D_,, puede tomar los siguientes valores (§ es un nimero natural)

i=—n+2

1)
D.,=-n—-1-§ << <5+16Q/\ Z Di:0>

1)
D,=-2 < A€l Y D=0

i=—n+2

Proposicion 4. Toda sucesion (¥, 1) es la extension fuerte de (w7,

6Puede o no existir. Si no existe, D; esta definida por O en todo Q \ o= Q.
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Conjeturas. En un estudio asistido por computadora, se encontraron los siguien-
tes resultados acerca de las extensiones fuertes de (¢,,;)7, con n € N. En cada punto
se omite la escritura del subindice ‘2 = a’, entendiéndose que existe un limite inferior

con un valor particular (Def. 4).

» La extension de (m;)' es la tinica extension fuerte de una sucesion de tipo
(Tom,i)" (con n # 3) que no muere, o bien, que da lugar a una sucesion ultra-

rrecursiva.

» Para todo n < 5, la extension fuerte de toda sucesion de tipo (mam114)" €s

ultrarrecursiva.

s Para todo K € ZT, si 6K < n < 6K + 2, todas las extensiones fuertes de
(7)™ mueren. Si 6K + 3 < n < 6k + 5, las extensiones fuertes de (mop414)"

son ultrarrecursivas.

Naturalmente, estas extensiones nacen y mueren con cierto orden y regularidad. Sien-

do la extension fuerte de (my;)! la excepcion a toda regla.

Nuestra definicion de extension fuerte continiia con esta actitud de dictar una
regla que decida por mnosotros en cada ocasion. Claro que puede decidirse no hacer la
extension hacia la izquierda que “mataria” a la sucesion. Puede averiguarse qué sucede
si se toman so6lo la mitad de las oportunidades de extender a la izquierda (una si y la

siguiente no). Se puede jugar de maneras incontables con estas estructuras. [47]

“Crea una forma bella, porque una idea mds bella todavia vendrd a alojarse en ella”




6. Sucesiones ultrarrecursivas

periodicas

“Descubierto un extremo se fija el otro;
el germen de ayer encierra las flores de manana”

—Ignacio Ramirez

CONSIDERE EL CASO de la extension fuerte de (7,)? y su descenso prematuro:

Esta extension es la tnica de su tipo cuyo tltimo término es —2, como consecuencia

del lema siguiente, cuya demostracion se encuentra en los Apéndices.

Lema 1. Sea (D;) la extension fuerte de (m2,,)°, entonces:
i) D1=2s0<n<3.

i) Dy =1—n sin > 3.

Por otro lado, sabemos (Lema 4.2) que si el tltimo elemento de una sucesion es
a, = —2, esto representa la oportunidad de extender la sucesién a la derecha con
cualquier namero (con la certeza de que O se cumple en n + 1). Por lo tanto, la
sucesion de arriba puede ser revivida. Demos un nombre a todas las sucesiones que

cumplen las condiciones necesarias para ser extendidas a la derecha.

Definicién 1. Decimos que una sucesion (D;)?

., €s una sucesion libre si satisface las

siguientes condiciones:

1) (D;) satisface la recursion O en todo su dominio, excepto en el primer elemento

135
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del dominio (si éste existe).
2) ag = —2.

Definiciéon 2. Sean (a;)!_, v (b;)2_, dos sucesiones tal que 3,7 € Z. Definimos y

denotamos dos posibles conjunciones de éstas como sigue:

((@i) > (b)) = (i) U [Tpr1- 0 (bi)]
((ai) a(b:)) = [Ty-1-p 0 (a;)] U (b:)

Lema 2. Sean (a;)"_, y (b;)2_,, dos sucesiones libres tal que (3,7 € Z, sus conjunciones
((a;) > (b;) v ((a;) < (b;)) también lo son.

B

=

una sucesion libre tal que o, B € 7. Y sea (A;)5_., el resul-

Corolario 1. Sea (a;) =y

tado de n € Z* congunciones de (a;) consigo misma, (A;) es libre.

Corolario 2. Sea (P)_, = (=6,-2,—2,—2,-2,6,—2) y sea (Qp)rez tal que Q; =
P,y para todo i € Z —donde p,(x) es la funcion residuo (Definicion A.33)—. (Qx)

es ultrarrecursiva.

La demostracion del lema se encuentra en los Apéndices. Los dos corolarios usan

exactamente las mismas ideas y procedimientos que fueron usados durante el Teore-

t
1=5

ma 4.3 y el Lema 4.2 para demostrar que (—2)gcz es ultrarrecursiva y que (—2)
satisface O en todo i # s.! Irénicamente, ese teorema es un caso particular de este
primer corolario.

El segundo corolario nos dice que la sucesion periddica
(o, —6,—2,-2,-2,-2.6,-2,—6,—2,—2,—2,-2,6,—2,...)

también es ultrarrecursiva. Resulta interesante considerar que todas las siguientes son

sucesiones libres (aunque no provienen de una extension fuerte)

(=2,-6,-2,-2,-2,6,-2)  (=2,-2,—6,-2,—2,6,—2, —2)

!Basicamente (Qj) es ultrarrecursiva porque para todo k € Z, existe una subsucesion (Qi)i,

(donde v < k < «) que es libre. Por lo tanto, k¥ cumple la recursion en la subsucesion, implicando
que la cumple en la extension (Qy).
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evidentemente, pueden dar lugar a sucesiones ultrarrecursivas. Sin embargo, se
Y, dent te, den dar 1 It S b ,
puede hacer una unién estricta —y no una conjuncién— y economizar espacio para

dar lugar a las siguientes sucesiones:

(...,—2,-6,-2,-2,-2,—6,—2,—6,—2,—2,—2,6, -2, —6,...)

(..,=2,-2,-6,-2,-2,6,—2,—2,—6, -2, —2,6, -2, -2, —6,...)

Que a todas luces cumplen todos los requisitos para ser ultrarrecursivas (se pueden
agrupar elementos consecutivos para formar las sucesiones libres de arriba).

Es posible identificar las condiciones que permiten la existencia de estas sucesiones
ultrarrecursivas perioédicas y generalizar este comportamiento. Para ello es conveniente
contar con la siguiente definicion, que ayudara a independizarnos de la funciéon residuo

y de la conjuncion.

Definicion 3. Sea una sucesion (ay)rez con periodo p € Z*, definimos y denotamos
a su sucesion unitaria como la sucesion (a,)?_; que contiene p elementos consecutivos

de la sucesion.

Por definicion, existen p distintas sucesiones unitarias (una por cada elemento
inicial). Segin el contexto, se convendra usar alguna en especifico. La definicion cuenta

con la suficiente generalidad para redactar el siguiente teorema.

Teorema 1. Para todo m € N, existe una sucesion ultrarrecursiva (13,) con periodo
4m + 2 tal que su sucesion unitaria contiene ‘m’ elementos con valor —4m — 2, ‘m’
con valor 2m + 2 y los restantes tienen valor igual a —2. Y se cumple 7, # —2 —

Th—1 = —2 para todo k € 7.
Demostracion. Debido a que (1) es periodica, la suma de cualesquiera 4m + 2 ele-
mentos consecutivos es

4m—+2
3" = m(—4m — 2) + m(4m + 2) + (2m +2)(~2) = —4m — 4.
=1

SiT —2, sabemos que su antecesor 7,_1 = —2 lo genera sin importar su valor.
k ) k

Si 7, = —2, mostremos que si su antecesor es 7,1 = +(4m + 2), también lo genera.
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&((mx), k, £1) es igual al valor absoluto de 7,_; mas la suma de ‘|7;_1|" elementos con-
secutivos de la sucesion: aunque estos elementos consecutivos pueden ser antecesores
o sucesores, |Ty_1| = 4m + 2 es exactamente el nimero de elementos que tiene la

sucesion unitaria, luego:

4m+-2
E((me), b, 1) = |7t + Y i =dm 42+ (—4m — 4) = —2

i=1
Por lo tanto 7,_1 = £(4m +2) = 7, = —2 y la prueba esta completa. O

Algo a notar de este teorema, es que no depende de la posicién en la que se
encuentren los elementos con respecto a los demas. Lo tinico que pide es que todos los
elementos “especiales” estén precedidos por un —2. Esto implica que las dos sucesiones
de las que hablabamos arriba cumplen con todos los requisitos: son casos del teorema
cuando n = 1: en cualquier sucesién unitaria que se tome hay 1 elemento con valor
442, 1 con valor —4 —2 y los restantes son —2, pero lo més importante es que nunca

estan juntos 6 y —6.

Familias cadticas de sucesiones

En esta seccion se responde la pregunta

., Qué pasa si extendemos la siguiente sucesiéon con un ntmero positivo?
(...,—2,6,—2,—6,—2,—2,—2,6,—2)

Y la pregunta mas general ;Qué sucede si extendemos “la mitad de una sucesion”
como las que describe el Teorema 17 La respuesta no es: encontramos otra sucesion
muy ordenada, con una solucion explicita. Hacer esto resulta en familias de sucesiones
con comportamientos muy sensibles a las condiciones iniciales.

Como ya es costumbre: antes de plantear estas preguntas y responderlas, daremos

un par de definiciones.
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B

i—— ala

Definiciéon 4. Para toda sucesion (ay) con periodo p, denotamos como (a;)
subsucesion infinita de (aj) cuyo ultimo elemento es ag = @, el tltimo elemento de la

sucesion unitaria. También se denotara a la misma sucesion sélo como (d;)? o (a;).

Consideremos la sucesion (1) con sucesion unitaria (—6, —2, —2, —2, 6, —2). Sabe-
mos que la sucesion (7;)~! es una sucesion libre, infinita hacia la izquierda, dispuesta
a recibir cualquier nimero hacia la derecha. La siguiente matriz representa las suce-

siones que emergen de cada eleccion de ese valor inicial.

2 5 17 24 47 93 174 321
2 6 18 34 62 118 218 398
10 19 35 60 113 215 398 731
10 20 36 70 128 240 442 820
10 21 33 68 127 229 426 793
10 22 34 66 122 234 430 798

o R N T N VR

Lo primero que salta a la vista es que, a diferencia de las familias de sucesiones I1 y ¥,
no siempre se cumple que los elementos crecen de arriba hacia abajo en una misma
columna (7,41, > Tp,) v las primeras diferencias no son estrictamente crecientes

(AT i1 > Ay, esto se viola en la primera fila).

El siguiente teorema describe el crecimiento de ésta y cualquiera otra sucesion que

haya sido construida usando una sucesiéon del Teorema 1.

Teorema 2. Sea (a;) una sucesion periddica a la izquierda con una sucesion de tipo
(%)~ de periodo 4m + 2. Si esta sucesion satisface O en todo su dominio, dados dos

elementos 0 < n < a, < ap11, el siguiente es

Qpt2 = Qpy1flm + an(2 - ,U/m) + (3 - Mm) + AYn (1)
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Donde p,, = gzﬁ y la sucesion (Y;) es dependiente de la sucesion (R;), con valores:
Ry
Yn = 2(7‘-4m+37i +3— ﬂm) Rn = ,04m+2(an —n— 1) (2>

i=1

La demostracion se encuentra en los Apéndices. Lo que maés resalta de este resulta-
do es que la sucesion (R,) no parece tener ningun orden para la eleccion de cualquier
(7;)~* con periodo mayor a 2. Al final del capitulo se muestran los valores de (R,)
cuando (7;) = (—6,—2,—2,—-2,6,—2) y ap = m con m € Z*. El caso cuando el pe-
riodo es exactamente 2, representa una sucesion muy conocida por nosotros, aquella
en donde la sucesion infinita y periddica que va a la izquierda es (7;) = (=2, —2).

Cuando este es el caso,

4-0+1

TorT s = = 2 (et 2) =0

Ho

y el teorema anterior nos reitera una expresion que ya habiamos demostrado:
Qpt2 = Qpt1 + Qp + 2.

Es posible demostrar que la familia de la pagina anterior contiene sucesiones ul-
trarrecursivas. Puede hacerse demostrando que en la Ecuacion (1), cada nuevo valor
es mayor al anterior, por lo que siempre se generaran nuevos enteros positivos a la
derecha.

Nuestra intencién es encontrar nuevas familias de sucesiones ultrarrecursivas, em-
pleando mas sucesiones peridédicas como las que predice el Teorema 1. A continuacion,
daremos ejemplos de como construir dichas sucesiones usando las siguientes sucesiones

periddicas hacia la izquierda

(Aj)—l =(...,—10,-2,—10,-2,-2,10,—-2,-2,10,-2,...)

(B;) ' =(...,—14,—2,—14, -2, —2 —14, -2, 14, -2, —2,14, -2 14, —2)

De acuerdo al Teorema 1 y al Corolario 5.7, estas sucesiones satisfacen 9 en todo
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su dominio menos en los elementos que estédn a la derecha de los nimeros escritos
en negrita: estos valores no alcanzan a generar a su sucesor, pues no hay suficientes
elementos a la derecha.

Es necesario que la sucesion libre que conjuntemos a la derecha de éstas sucesiones
tenga las siguientes propiedades, respectivamente:

i) Que la suma de sus primeros 2 elementos sea —12.

ii) Que la suma de sus primeros 2 elementos sea —16 y que la suma de sus primeros
5 elementos sea —34.

Esto se puede verificar sumando los elementos que estan a la izquierda de los niimeros
en negrita.

Sorprendentemente, se pueden hallar sucesiones con estas especificaciones a partir
de la misma sucesion muerta con la que empezd este capitulo: la extension fuerte de
(m64)% (=6, —2, =2, =2, =2, 6, -—2).

Al final del capitulo, se muestran las familias de sucesiones generadas usando (A4;),

(B,) y dos de las sucesiones libres que ofrece el siguiente teorema.

Teorema 3. Sea la sucesion (xx)kez, cuyos elementos distintos de —2 son Xan+1 =

—X—2n = 4n + 2 para todo n € Z*.

(...,—14,-2,-10,-2,—6,—-2,—2,—2, -2, 6,—2, 10,—2, 14,...)

2n+2

s, es libre.

FEsta sucesion es ultrarrecursiva. Y toda subsucesion (x;)

2m—+2

Demostracion. Asumamos que para algin natural m, la subsucesion (x;);""5.,, es libre

y la suma de sus elementos es Z?Zj;m Xi = —4m — 6 (compruebe que esto se cumple

2m+4

para m = 1). La tarea es mostrar que esto implica que la subsucesion (x;);" "%, o

también es libre y que la suma de sus elementos es —4(m + 1) — 6.

Debemos probar que en la subsucesion
() o= (—4m —6,-2,...,4m +6,—2)

todos los elementos (excepto el primero) son generados por su antecesor mediante .
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Por hipotesis, esto es asi para todos los elementos que se representan con ..

Uy es
trivial para todos los sucesores de —2, por lo que s6lo debemos probar que x_o,,_2 =
—4m — 6 produce a su sucesor X_g,—1 = —2 y lo mismo para xo,,+3 = 4m + 6.
Podemos hacer esto usando la notaciéon sigma y calculando las funciones £ corres-
pondientes, o podemos notar que en (X_2m,_2,- .-, X2m+3) hay exactamente 4m + 6
elementos. Las funciones &((x;), —2m — 2,—1) y &((x;),2m + 3,1) son la suma de
los valores absolutos de |x_2m_2| ¥ |Xem+s| junto con otros ‘4m + 6’ elementos. Por
hipotesis, ‘4m + 3’ de estos elementos suman —4m — 6 y los tres restantes son los

misSmos X _om—2, X2m+3 (que son inversos aditivos) y x_o,—1 = —2. Por lo que las dos

funciones dan como resultado

X—2m-2|+(=2)+(=4m—=06) = |xoms|+(=2) +(=4m—8) = 4m+4+(—4m—06) = —2.

Observe que la suma de todos los elementos de esta subsucesion es la suma anterior

2n—+2

i=—2n CON

méas —4. Luego, por el Principio de Induccion, todas las subsucesiones (;)

n € Z son libres y la suma de sus elementos es —4n — 6. O

Sé que no se nos permite tener favoritas, pero la sucesion (yi) es la que mejor
expresa una naturaleza ultrarrecursiva. Es sencilla, predecible, pero no precisamente
periodica. Cada elemento positivo se conjuga con su equivalente negativo para “gene-
rar ese —2 a su derecha” y viceversa. Mas alla, cada elemento de mayor magnitud se
beneficia del trabajo que hicieron sus predecesores o sucesores.

El pequenio comportamiento local que se presenta en la extension fuerte de (74 ;)°,
es efectivo lo suficiente para ser imitado a gran escala. Esto nos da la leccion de que
cualquier forma de organizacién que encuentra la manera de cumplir sus ciclos de

manera regular, estd destinada a prevalecer. [48]

“The past, the future, dwelling there, like space, inseparable together”
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7. Transformaciones de sucesiones

HEMOS ESTUDIADO las relaciones de recursiéon como una propiedad que se presenta
en cierta parte del dominio de una sucesion. Y hemos hablado de las sucesiones como
funciones cuyo dominio no necesariamente es el conjunto de los naturales.

Esto nos permitié llegar a resultados nuevos y significativos. Ahora sabemos, por
ejemplo, que si la sucesion de Hofstadter esta bien definida, ello implica la existencia
de una familia infinita de sucesiones que satisfacen relaciones de recursiéon analogas.

Otros resultados de capitulos pasados nos dan el siguiente mensaje:

St una sucesion satisface una relacion de recursion en alguna parte de su dominio,

existen transformaciones de sucesiones que “dejan tranquila” a la recursion.

Muchas otras transformaciones alteran por completo la sucesiéon y su recursion,
pero lo més comin es que una imagen del dominio recursivo albergue nuevas relacio-
nes. Por ello puede ser motivador estudiar lo que sucede con cualquier sucesiéon tras

la aplicacion de todo tipo de transformaciones.

Las transformaciones de sucesiones pueden entenderse como el ambiente al que
esta sometida una sucesion: Sea (5;) una sucesion cuyos elementos no conservan nin-
guna relaciéon aparente, pueden estar aleatoriamente distribuidos y definidos. Sea Z
una transformacion de sucesiones con sus respectivas eigensucesiones; es claro que, por
el caracter aleatorio de (5;), dificilmente sera una de esas eigensucesiones. .. nuestra
intuicion nos dice que:

Z o (S;) # (S:)

Pero los primeros capitulos de este trabajo son evidencia de que atun en las con-
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diciones iniciales més arbitrarias, algunas funciones, transformaciones (o condiciones

que se repiten de manera periodica) llevan a lo siguiente

lim Z" o (S;) = (E;): Z o (E;) = (E;)

n—oo

Es decir, después de una larga serie de transformaciones, la sucesion (.S;) puede con-
vertirse en una eigensucesion (F;) de la transformacion en cuestion. Este tipo de
mecanismos estan presentes en la naturaleza y ello se puede expresar de maneras

diversas:
» (E;) es similar a si mismo, visto desde el espejo de Z.

» Una vez que Z" o (4;) = (B;) adquiere cierta identidad bajo el acompasamien-
to de Z —es decir, una vez que Z o (B;) =~ (B;)—, no puede abandonar su

individualidad si todo lo que lo afecta es Z.
» (E;) es un atractor o nada resiste la accion moldeadora de Z.

Ante una serie de transformaciones que ocurren de manera periddica, los elementos
sometidos a ella pueden desarrollar otras estrategias para conservarse a si mismos. La

siguiente es un ejemplo:

Transformacion de Lucas

Una sucesién de Lucas se define como una sucesion de ntimeros enteros que satisface

una recursién como la siguiente

An = P . An,1 -+ Q . An72- (1)
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Donde P y ) también son ntmeros enteros. Por lo tanto, dicha sucesiéon permanece

invariante ante la transformacion de Lucas:
Go(Dj)ico=(Bi)iep: meP <= n—1,n—-2€ Q)AB,=PD, 1+QD, > (2)

Teorema 1. Sea (Al(:)) = G"o(Ay). Su término n-ésimo puede escribirse como sigue

Al = Z (Z) P Q A, (3)

1=0

Donde (Z) !

Demostracion. En los Apéndices se demuestra por inducciéon. Para ello es necesario
tener en cuenta los siguientes hechos:
i (é) = (i) = (Z) = (S) = 1 para cualesquiera t,s € N.

i) () + (1) = (20): =

i+1
Corolario 1. La sucesion (Ag)rez €s invariante ante la transformacion G" si y sélo

si satisface la siquiente recusion en todo su dominio:

An = ZT: (:) PT?iQiAnfrfi (4)

i=0

Desde luego, la sucesion de Fibonacci es un caso particular de las sucesiones de
Lucas. Su transformacion caracteristica es la siguiente (se omiten todos los detalles

que si se escriben en (2)):
Fo (Dz) = (Bz) Bn = Dn—l + Dn_Q

Si deseamos construir una sucesiéon que sea invariante ante la aplicacion F", el coro-

lario anterior nos da la “receta”. hacen falta 2r valores iniciales y el resto se genera
. .. . . 2

recursivamente. Construyamos una sucesion (Cy)gez invariante a F* y con valores

iniciales Cp = 0, C; = 1, Cy = 2, C3 = 3. Empleando la Ecuacion (3) para este caso
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particular, C,, = C,,_o + 2C,,_3 + C,,_4, generamos todos los sucesores:

0, 1, 2, 3, 4, 8 12, 19, 32, 51, 82, 134, 216, 349, ...
Y despejando C,,_4 = C,, — C,,_5 — 2C,,_3, podemos calcular los antecesores:

(..., 133, —82, 51, =32, 20, —12, 7, —4, 3, =2, 2, 0, ...

Ahora apliquemos la transformacién F? = F o F de manera secuenciada para mostrar

que (Cy) es su eigensucesion:

(Cx)=1(...,—32,20,—12,7,—4,3,-2,2,0,1,2,3,4,8,12,19,32,...)
Flo(Cy)=(...,—31,19,-12,8,—5,3,-1,1,0,2,1,3,5,7,12,20,31,...) # (Cy)

F?o (Cx)=1(...,—32,20,-12,7,—-4,3,-2,2,0,1,2,3,4,8,12,19,32,...) = (Cy)

Esta serie de pasos puede emplearse para la construccion de cualquier eigen-

sucesion de T". Para r = 3, construyamos la sucesion (Uy) con valores iniciales

(0,-1,2,-3,4,5):!
(Up) = (...,—135,81,—42,17, 4,0, 1,2, 3,4, —5,0,0,0, —6, . ...)

Sabemos, por definicién, que F?(U,) = (Uy). Lo que vamos a mostrar ahora es lo que

sucede si sumamos (Cy) + (Ux) = (Vi) y después aplicamos la transformacion.

..,192,—128,77,-39,15,—2,0,0,4,0,8,3,12,19, 32,45, . ..)

(

Flo(V;) =(...,—183,112,—80, 64, —51,38, —24, 13, —2,0,4,4,8,11,15,31,51, . ..)
(...,—274,147,—71,32,—16,13,—13,14, —11, 11, -2, 4,8, 12, 19, 26,46, . . .)
(

..., —273,192, —127,76, -39, 16, —3,0,1,3,0,9,2, 12, 20, 31,45, . ...)

Parece que esta nueva sucesion ha perdido el caracter invariante de sus compo-

'La recursién caracteristica es, en este caso, U, = U,_3 + 3U,—4 + 3Up_5 + U,—_¢. Todas estas
sucesiones y sus operaciones fueron generadas con ayuda de un ordenador.
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nentes. Sin embargo, lo siguiente sucede tras aplicar nuevamente la transformacion F

multiples veces:

Fio(V;) = (...,—182,112, —81,65, —51,37, —23,13,—3,1,4,3,9,11, 14,32, 51, .. .)
Foo (V;) = (...,—275,147,-70, 31, —16, 14, —14, 14, —10, 10, -2, 5, 7, 12, 20, 25, 46, . ...)

Fbo (Vi) =(...,192, 128,77, -39,15,-2,0,0,4,0,8,3,12,19,32,45,...) = (V4)

Desde luego que no es una casualidad que la suma de una sucesién invariante a
F? y una invariante a F* dé como resultado una eigensucesion de F°®. Teniendo esto

en cuenta, {qué se puede esperar al sumar una sucesion invariante a F? y otra a F*?

Definicion 1. Una transformacion de sucesiones T es distributiva sobre la suma si

cumple lo siguiente:
To((Ai) +(Bi)) =To(A)+To(B) (5)

Teorema 2. Sea T wuna transformacion distributiva sobre la suma. Sea (A;) una
eigensucesion de T° y (B;) una eigensucesion de T' (donde s,t € 7). La sucesion
(C) = (A;) + (B;) es una eigensucesion de T", donde r es el minimo comin mailtiplo

de s y t.

Lema 1. Sea T una transformacion distributiva sobre la suma, T™ también lo es para

todon € ZT.

Demostracion. Asumiendo el lema, el teorema se demuestra desarrollando T" o (C;)

segin su propiedad distributiva:
T o (C)) =T o(A)+T(B)=T0---0T0(A)+To---0T o (B)
= (A) + (Bi) = (C3)
El lema se puede demuestra de manera rutinaria por induccion. ]

Desde luego, puede probarse que la transformacion G es distributiva bajo la suma

de sucesiones y con ello se puede dar una respuesta a la tltima interrogante: la que
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nos da el Teorema 2, F*.
Sin embargo, la transformaciéon O no presenta esta propiedad. Para mostrarlo,

s6lo hace falta un contraejemplo:

» Sea la sucesion ultrarrecursiva (—2)gez, sabemos que O o (—2) = (—2);.

= Sea la sucesion (—4); = (—=2) + (—2), no es cierto que O o (—=4); = (—4)x:

|—4-1

(=, —1) = =4+ > (—4) = —12 = &((=4)k,n,—1) # —4Vn € Z

i=0
Por lo tanto, ninguno de los resultados de esta seccion nos da alguna direccion
para encontrar eigensucesiones de O". Por el contrario, nos da el mensaje de que
debemos dejar de buscar respuestas (mas no inspiracion) en el comportamiento de las
recursiones tradicionales y enfocarnos en las caracteristicas propias de las sucesiones
ultrarrecursivas.
Una de estas caracteristicas propias es la periodicidad?, que jno esti presente en

ninguna sucesion (interesante) definida por la recursion §!

Proposicion 1. Sea (Ag)rez una sucesion definida en todo su dominio por §. (Ax)

es periodica si y solo si A, = 0 para todo n € Z.

Demostracion. Esto se puede demostrar usando el Teorema 1.5 y su Lema 1.1. [

2Ya sea en todo su dominio o en un subconjunto de él, algunas veces viene acompanada de orden
y otras tantas de caos. Véase el Capitulo 6. SUCESIONES ULTRARRECURSIVAS PERIODICAS.



8. Sobre la transformacion O

Eigensucesiones periédicas de O"

SE HAN ENCONTRADO bastantes ejemplos de eigensucesiones de la transformaciéon O.
En esta seccion discutimos brevemente algunas sucesiones que permanecen invariantes
ante la aplicacion de n veces la transformacion O, o bien, eigensucesiones de O".

La manera més sencilla de buscar tales sucesiones es suponer que son periédicas

y que la transformacion O tiene el mismo efecto sobre ellas que la traslacion Th:
T o (Ar)kez = (Bi)rez: Vn € Z(Bpy1 = Ap) (1)

Lema 1. Si (Ax) es una sucesion con periodo r, entonces T7 o (A) = (Ag).

Demostracion. Mostremos que T o(Ay) = T,0(A4) = Ti" o (Ag) = Thuy10(Ag).

Denotemos (Cy) = Ty, 0 (Ag)
T o (Ay) = T} o (T o (Ay)) =T o (Cr) = (Dy)|Dypy1 = Gy

Pero C,, = A,,_, por lo tanto D, 1 = A,,_,, paratodon € Zy (D) = Tyv1 0 (Ax).
Para m = 1, es cierto que T7" o (Ay) = T, 0 (Ag) v, por induccion, es cierto para todo

m € Z*. Ahora demostraremos el lema como sigue:
Tlr e} (Ak) = Tr o (Ak) = (Bk)|Bk+,« = Ak

Pero Ay, es igual a A, para todo k € Z. Luego, (By) = (Ag). O
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La traslacion T tiene el mismo efecto que O si y s6lo si:
|An|—1
An = A2+1 = ’An| + Z Anfisgn An

1=0

Es decir, estas dos transformaciones seran equivalentes si y solo si la sucesion (Ay)

cumple la siguiente recursion en todo su dominio®:

|Ap|—1

|An| = = Z An—isgn Ap (2)
=1

Aprovechemos el hecho de que (Ay) tiene periodo r. Podemos escribir |A,|—1 = rn+k

conn € Ny 0 < k < n.? La ecuacién anterior es equivalente a la siguiente:

r k
’An’ - _nz Al - Z An—isgn Apn (3)
=0 =1

Con estas herramientas, podemos demostrar el teorema siguiente.
Teorema 1. Sea una sucesion (Ay) con periodo r tal que

A #0 = |Au|=r+1y|A #r+1 = |A,| =0.
Si S Aj = —(r 4 1), entonces (Ay) es una eigensucesion de O”.

Demostracion. Si |A| = 0, entonces la recursion (2) se satisface por la definicion de

suma.? Mostremos que también se satisface si |A,| = 7 + 1; de la Ecuacion (3):

T k=0
A=t Lo (=14 0= =3 A= 3 Ay a, a
=1 =1

1Se llega a esta nueva expresién extrayendo el elemento i = 0 de la suma.

2Esto solo es cierto si |A,| > 1.

3Un A,, = 0 en la sucesiéon garantiza que la recursién se cumple. Esto otorga cierta libertad para
proponer sucesiones invariantes a O”. Ninguna de las sucesiones que plantea el Corolario 1 emplea
este “comodin”; quiza sea posible usarlo y desarrollar sucesiones més complejas que las que aqui se
muestran, como sucedi6é cuando se empled el nimero —2 para generar sucesiones ultrarrecursivas no
triviales. Véase el Capitulo 5. SUCESION II.
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Corolario 1. Para todo m € Z%, existe una eigensucesion de O*™ ' con periodo
2m+1 tal que m elementos tienen un valor de 2m+2 y m+1 elementos tienen valor

—2m — 2.

La relaciéon de O con Q

LA ULTIMA PROPIEDAD que mencionaremos acerca de la transformacion O, es lo que
sucede si transformamos la sucesion de Fibonacci con ella.

Sea (F?) = O o (F}). Calculemos los elementos de esta sucesion. Sin+ 1 € Z*:

n—1
Fr?+1:€((Fk)7n71):2Fn+ Z Fn
i=n+1—F)p
Por el Teorema 1.7:
,f+1 — 2Fn + Fn+1 - Fn+2—Fn (4)

Esta sucesion presenta propiedades interesantes como las siguientes:

O"Fy | FY| & oFy 4 (5)

Que es equivalente a:

210ga|F7(z)+1| —log, | Fy 4| +1 %loga|Fg+2 (6)

Para todo a € ZT.
Pero lo verdaderamente interesante resulta al aplicar la transformacion caracte-
ristica de la recursion de Hofstadter a la sucesion de Fibonacci.

Sea la transformacién de Hofstadter

Qo(A)ico=(Bi)iecp: (n+1€eP <= n+1-A,,n+1—-A, 1€ Q)

A Bn = An+1—An + An+1—An,1
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Denotemos (F?) = Qo (Fy). Y calculemos paran+ 1 € Z*:
Fyoo=For +Foar, (7)

Esta sucesion también satisface las recursiones de las Ecuaciones (5) y (6). Pero lo

més significativo es que conforme n — oco. ..
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9. (Consideraciones finales

“Who holds duly his or her triune proportion of realism, spiritualism,
and of the esthetic or intellectual

Who having consider’d the body finds all its organs and parts good

Who, out of the theory of the earth and of his or her body
understands by subtle analogies all other theories”

—Walt Whitman, Kosmos

LA ULTRARRECURSIVIDAD es un concepto que no comienza ni termina con los objetos
matematicos que se estudiaron en este trabajo. Ha formado parte de la cosmogonia
de algunos individuos a lo largo de la historia, quienes proponian que la naturaleza
manifiesta mas que causalidad en su proceder.

En expresiones artisticas diversas, este concepto también se ha visto representado:
en la literatura, la pintura y cada vez con mas frecuencia en el cine, en las decisiones
creativas que algunos guionistas asumen para contar sus historias.

Los resultados obtenidos en esta tesis, son muestra de que puede existir belleza,
lo mismo que orden y caos en sucesiones definidas por este tipo de recursion. Si bien
es cierto que las relaciones de recursiéon que se introdujeron no generan sucesiones
completas a partir de un conjunto finito de valores iniciales, fue gracias a algunas
definiciones y métodos nuevos que pudimos encontrar dichas sucesiones.

Algunas de estas definiciones son las versiones que aqui se ofrecen de sucesion,
relacion de recursion y clases de recursion. Respectos a los métodos, se us6 princi-
palmente la extension de sucesiones y, similar a lo reportado en [36], se emplearon
sucesiones periodicas.

El calculo por computadora y la inducciéon matematica jugaron un papel crucial. El

primero ayudd6 a identificar patrones que de otra manera pudieron pasar inadvertidos
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y la segunda nos permitié muchas veces demostrar que el “aparente comportamiento”
era una verdad matemaética.

En algunos capitulos se exploran ejemplos puntuales de familias de sucesiones
ultrarrecursivas, y se deja claro que muchas otras familias pueden ser descubiertas,
propuestas o incluso generadas con los mismos métodos que aqui se describen.

Desde luego, existen preguntas abiertas acerca de estas sucesiones, por ejemplo:

= Si son ciertas las conjeturas acerca de las extensiones fuertes de (7).

= Establecer condiciones universales para determinar si una extension fuerte mue-

re o se convierte en sucesiéon ultrarrecursiva.

= Si hay mas familias de sucesiones libres que puedan ser usadas para extender
una sucesion de tipo (7). Y cudles son las condiciones para que éstas den lugar

a una sucesion ultrarrecursiva.

= Si existe algiin elemento de la naturaleza que se comporte como estas sucesiones

(Véase el PROLOGO).

» Si existe algin patron, regularidad o periodicidad en alguna sucesion (R,,).

Ante qué tipo de transformaciones permanece invariante la recursién 9.

Considerando que los resultados sobresalientes de este trabajo surgieron de es-
tudiar s6lo una de todas las posibles relaciones de recursion que permite nuestra
definicion, se puede decir que atun queda mucho por explorar acerca de este tipo de
sucesiones. Nuevos patrones, vinculos con otras areas de las matemaéticas y el desa-
rrollo de una perspectiva lateral acerca de las relaciones causales, le esperan a quien

decida continuar explorando la ultrarrecursividad.




Bibliografia

1]

2|

3]

4]

15]

6]

7]

18]
19]

FULLER, S. M. (1845). Frontispicio de su libro Woman in the Nineteenth Century.

Imagen de dominio piiblico.

RHEAD, L. (1916). Ilustraciones Carried Me up to Its Nest, He Began to Meditate,
He Saw a Genie Appear y He Roasted Him para el libro The Arabian Nights’
entertainments de autor anénimo. New York: Harper and Brothers. Distribuidas

bajo la licencia CC-BY-NC-SA 4.0.

MURPHY, J. C. (1813). Ilustracion Panel Ornament and Arabesque. Distribuida bajo
la licencia CC-BY-NC-SA 4.0.

CONWAY, J. H. y SMITH, D. A. (2003). On Quaternions and Octonions: Their Geom-
tetry, Arithmetic and Symmetry. Natick, Mass: AK Peters.

BRAWLEY, J. V. y SCHNIBBEN, G. E. (1985). Infinite Algebraic Extensions of Finite

Fields. Rhode Island: American Mathematical Society, Contemporary Mathematics.

ANTONOCKIJ, M. Y., CHUDNOVSKY, D. V., CHUDNOVSKY, G. V. y HEWITT,
E. (1981). Rings of real-valued continuous functions. II. Math. Z., 176, pags. 151-186.

GOLDBLATT, R. (1998). Lectures on the Hyperreals: An Introduction to Nonstandard

Analysis. New York: Springer, Graduate Texts on Mathematics.
KNUTH, D. E. (1974). Surreal Numbers. Reading, Massachusetts: Addison-Wesley.

MAcLANE, S. y BIRKHOFF, G. (1988). Algebra 3.% ed. New York: Chelsea Publishing

Company.

164



BIBLIOGRAFIA 165

[10] RUSSELL, B. (1912). The Problems of Philosophy, Chapter VII: On our knowledge of

general principles.

[11] LEONG, Y. K. (1979). Transcripcion de su platica Reductio ad absurdum, ocurrida en

Anglo-Chinese Junior College. National University of Singapore.

[12] HARDY, G. H. (1940). Ensayo A Mathematician’s Apology. Publicado
por University of Alberta Mathematical Sciences Society. Disponible en:

http://www.math.ualberta.ca/mss/

[13] TAL, M. vs. KOBLENTZ, A. (1961). Partida de ajedrez jugada en Riga. Recuperada

de www.chessgames. com

[14] HUND, G. (1961) Fotografia Mikhail Tal, European Championship 1961 at Oberhausen.
Distribuida bajo la licencia CC BY-SA 3.0.

[15] GARCIA, L. (1998). Documental La pasion del ajedrez. Capitulo 14: el ajedrez femenino.
Seccion Partidas inmortales: Bobby Fischer — Mijail Tal (Olimpiada celebrada en Leipzig,
1960). Espana: Salvat Editores.

[16] SCHAACK, H. (2007). Un juego mdgico — Mikhail Tal (2.% parte), adaptado
por MAYER, F. y revisado por ARIAS J. Barcelona: TablaDeFlandes. Sitio web:

http://www.tabladeflandes.com

[17] SCHAEFFER, J. et alii. (2007). Checkers Is Solved. Science. DOI: 10.1126 /scien-
ce.1144079.

[18] McKAY, A. (2015). Pelicula The Big Short. Hollywood, California: Paramount Pictures.

[19] REMESLENNIKOV, V. N. (2011). Articulo Viéte theorem. Springer, Encyclopedia of
Mathematics. Recuperado de: https://bit.1ly/2Gs0z3v

[20] HAASER, N. B., LASALLE, J. P. y SULLIVAN, J. A. (1990). Andlisis matemdtico:

curso de introduccion 2.% ed. México: Trillas.

[21] HILBERT, D. (2010). Fundamentos de las Matemdticas 2.* ed. México: UNAM, Colec-
cion MATHEMA.


http://www.math.ualberta.ca/mss/
www.chessgames.com
http://www.tabladeflandes.com
https://bit.ly/2Gs0z3v

BIBLIOGRAFIA 166

[22] KANAMORI, A. (2008). Cohen and set theory. The Bulletin of Symbolic Logic, 14 (3).

[23] GREENBERG, M. J. (1994). Euclidean and non-euclidean geometries: Development
and History 3’ ed. New York: W. H. Freeman and Company.

[24] SILVER, D., HUBERT, T., SCHRITTWIESER, J. et alii. (2018). A general reinfor-
cement learning algorithm that masters chess, shogi, and Go through self-play. Science

362, pags. 1140-1144.

[25] TURNBULL, H. W. The Greatest Mathematicians, 4t ed. Recuperado del libro NEW-
MAN, J. R. (1956). The World of Mathematics Vol. 1. New York: Simon and Schuster.

[26) HOHENWARTER, M. (2002). GeoGebra: Ein Softwaresystem fir dynamische Geome-
trie und Algebra der Ebene. Salzburg, Austria: Paris Lodron University. [Imagen gene-

rada con Geogebral.

[27] MIOTTE, P. (1645). Frontispicio del libro KIRCHER, A., Ars Magna Lucis et Umbrae.

Imagen de dominio publico.

[28] GANGUI, A. Ezégesis de un frontis. Recuperado del libro MIGUEZ, G. 1. (2013).

Lecturas del cielo: Libros de astronomia en la Biblioteca Nacional. Science.

[29] ALCANTARA, J. y MENENDEZ, A. (1987). Hombre y sociedad: guia diddctica. Santo
Domingo: INTEC.

[30] HACKMATH. Calculadora de  fracciones con  pasos. Disponible en

https://wuww.hackmath.net/en/calculator/fraction

[31] ALLMAN, G. J. (1889). Greek Geometry From Thales to Euclid. Dublin: Hodges, Figgis
& Co., pag. 26.

[32] PICKOVER, C. A. (2009). The Math Book: From Pythagoras to the 57" Dimension,
250 Milestones in the History of Mathematics. London: Sterling.

[33] HOFSTADTER, D. (1979). Gédel, Escher, Bach: an Eternal Golden Braid. New York:
Basic Books. ISBN: 0465026567.


https://www.hackmath.net/en/calculator/fraction

BIBLIOGRAFIA 167

[34] ISGUR, A., LECH, R., MOORE, S., TANNY, S., VERBERNE, Y. y ZHANG, Y.
(2016). Constructing new families of nested recursions with slow solutions. STAM Journal

of Discrete Mathematics, 30:2, pags. 1128-1147.
[35] PINN, K. (1998). Order and Chaos in Hofstadter’s Q(n) Sequence. Complexity, 4:3.

[36] RUSKEY, F. (2011). Fibonacci meets Hofstadter. The Fibonacci Quarterly, 49:3, pags.
227-230.

[37] CONWAY, J. H. (1988). Some Crazy Sequences, video de la platica en AT&T Bell Labs.

[38] KUBO, T. y VAKIL, R. (1996). On Conway’s recursive sequence. Discrete Math, 152,
pags. 225-252.

[39] TANNY, S. M. (1992). A well-behaved cousin of the Hofstadter sequence. Discrete Math,
105:1-3, pags 227-239.

[40] PINN, K. (1999) A chaotic cousin of Conway’s Recursive Sequence. Experimental Mat-
hematics, 9:1, pags. 55-66

[41] BALAMOHAN, B. KUZNETSOV, A y TANNY, S. (2007). On the Behavior of a Va-

riant of Hofstadter’s Q-Sequence. Journal of Integer Sequences, 10.

[42] GOLOMB, S. W. (1991). Discrete Chaos: Sequences Satisfying “Strange” Recursions.

Manuscrito no publicado.
[43] HOFSTADTER, D. y HUBER, G. (2000) Seminario en la Universidad de Toronto.
[44] FOX, N. (2009). Linear Recurrent Subsequences of Meta-Fibonacci Sequences.

[45] CARTER, H. V. GRAY, H. (~1858). Ilustracion Transverse section of the trachea,
just above its bifurcation, with a bird’s-eye view of the interior. para el libro Anatomy
of the Human Body de GRAY, H. Distribuida bajo la licencia CC-BY-NC-SA 4.0 en

https://www.bartleby.com/107/.

[46] RAM. RAMIREZ, 0. A. (2019). Ultra-recursive sequences.
https://arxiv.org/pdf/1902.01820.pdf


https://www.bartleby.com/107/
https://arxiv.org/pdf/1902.01820.pdf

BIBLIOGRAFIA 168

[47] Imagen de dominio publico distribuida bajo la licencia CCO 1.0 por

https://svgsilh.com
[48] Orange b. bumblebee, de autor desconocido. (1894). Popular Science Montly Vol. 45.

[49] HRBACEK, K. y JECH, T. (1999). Introduction to set theory ¢ ed. New York: Marcel
Dekker.

[50] ORTEGA, J. Material didactico para el curso de Introduccion al Anélisis Real: Capitulo

1: Los Nimeros Reales. Consultado en https://www.cimat .mx/~jortega/AnReal .html

[51] ARRONDO, E. (2012). Apuntes de teoria de conjuntos. Consultado en http://www.

mat.ucm.es/~arrondo/conjuntos.pdf
[52] SIERPINSKI, W. (1964). Elementary Theory of Numbers. Poland: Warszawa.

[53] NIVEN, 1., ZUCKERMAN, H. S. y MONTGOMERY, H. L. (1991). An Introduction
to the Theory of Numbers 5" ed. New York: Wiley.

[54] BERNSTEIN, M. y SLOANE, N. J. A. (2002). Some Canonical Sequences of Integers

[55] SHAW, 1. (2000). The Ozford History of the Ancient Egypt. New York: Oxford Univer-

sity Press Inc.

[56] AHMOSE. The Rhind Mathematical Papyrus. The British Museum. Distribuido bajo
la licencia CC BY-NC-SA 4.0.

[57] KOSHY, T. (2001). Fibonacci and Lucas Numbers with Aplications. New York: Wiley.

[58] BALLOT, C. (2017). On Functions Expressible as Words on a Pair of Beatty Sequences.

Journal of Integer Sequences, 20.

[59] SLOANE, N. J. A. The Online Encyclopedia of Integer Sequences. Publicado electroni-

camente en http://oeis.org

[60] VAZQUEZ, C. (2016). S€ verlas al revés, dijo el palindromista. Letras Libres, disponible

en https://www.letraslibres.com/

[61] GAMERO, A. (2012). El arte del palindromo. La piedra de Sisifo, disponible en http:

//lapiedradesisifo.com/


https://svgsilh.com
https://www.cimat.mx/~jortega/AnReal.html
http://www.mat.ucm.es/~arrondo/conjuntos.pdf
http://oeis.org
https://www.letraslibres.com/
http://lapiedradesisifo.com/




ADDENDA



Un monstruo con un unico ojo, orejas enormes y colmillos sonrie
cuando se sienta frente a una fogata para asar a un hombre.
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Prontuario

UNA SUCESION (a,)5%, esta definida por una relacion de recursion lineal de orden k

si cualesquiera k + 1 términos consecutivos satisfacen una ecuacion de la forma
a, = +c1(n)a,_1+ ca(n)ay_o+ -+ cr1(n)an_r1 + ce(n)an_ + F(n) (1)

donde ¢j(n) y F(n) son funciones de n. Cuando toda ¢;(n) es una funciéon constante
y F(n) = 0, se dice que la relacion es de coeficientes constantes y homogénea. De
modo que para cualquier n > k, existe una dependencia del n-ésimo término con los

k elementos anteriores, y la ecuacion (1) puede reescribirse de la manera siguiente:

k
a, = Z Cillpi. (2)
i=1

Luego, la sucesion queda completamente definida si se determinan los k valores
iniciales. Es decir, podréa obtenerse cualquier elemento a,, con n > k si se conocen los
k valores anteriores.

Por otra parte, pueden encontrarse funciones no recursivas que entregan el n-ésimo
término de la sucesion sin calcular ningtn valor anterior; estas soluciones pueden

hallarse junto con las raices del polinomio caracteristico de la relacion de recursion:

" — Z cx™ (3)
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La solucién tiene la forma
an =Y Pi(n)a} (4)

donde z; es una raiz de multiplicidad m; y P;(n) un polinomio de orden m; — 1. De
modo que un método general para resolver una recursion de este tipo consiste en
hallar las raices del polinomio correspondiente y determinar los coeficientes de cada
uno de los polinomios P;(n), lo cual se hara en funcion de los k valores iniciales de la
sucesion (o de cualesquiera k valores conocidos, como se detalla en el texto).

Por ejemplo, la sucesion de Fibonacci definida por la recursion F,, = F,,_1 + F,,_»

y con condiciones iniciales F} = F, = 1 tiene la siguiente solucion:

F, = %w s (5)

donde ¢ y 1 son las raices del polinomio correspondiente. Como esta sucesion, cual-
quiera otra de orden menor o igual a cuatro puede ser resuelta de manera algoritmica,
usando el procedimiento mencionado, pues se conocen soluciones generales para los
polinomios de cuarto o menor grado.

Otro tipo de recursion es el que se presenta en la sucesion de Hofstadter

Qn - Qn—QTHl + Qn—Qn,g‘ (6)

Como en la sucesion de Fibonacci, sus valores iniciales son Q1 = Qo = 1. También
como sucede con la sucesion de Fibonacci, cada elemento es la suma de dos anteriores,
pero no los dos inmediatamente anteriores. El comportamiento de esta sucesion es mas
bien desconocido y ha causado intriga en cierta parte de la comunidad matemaética.
Desde su publicacion en 1979, la sucesion () de Hofstadter ha inspirado el estudio de

otras sucesiones, como la sucesiéon de Conway, que esté definida por la recursion

Cn = CCn_l + Cn—C’n_l (7)
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y también con valores iniciales C; = Cy = 1. A estas tltimas dos, se les conoce como
recursiones anidadas o recursiones extranas, porque no son de coeficientes constantes,
porque no se han encontrado funciones que modelen exactamente su comportamiento

y porque hay muchas cuestiones atiin desconocidas acerca de ellas.

En este trabajo, se ha pretendido ampliar el concepto de recursion, pues se han
definido sucesiones en las que cada elemento es dependiente tanto de elementos ante-

riores como de elementos posteriores de la sucesion. Por ejemplo, la recursion

Qp = Apta, — An—qa, (8)

expresa a todo a, # 0 como dependiente de la diferencia entre un elemento pasado
y uno futuro. Inmediatamente se distingue de las sucesiones anteriores puesto que
pueden existir dos sucesiones distintas con los mismos primeros elementos ‘iniciales’

ag=0ya =ay=1:

(Gn) =(0,1,1,2,2,3,3,3,4,5,5,5,6,6,7,8,8,8,9,9,9,10,10, 11,12, .. )

(G")=(0,1,1,2,3,3,4,4,4,5,5,6,7,8,8,8,9,9,10,10,11,11, 12, 12, 13,13 ..

En ambas sucesiones, todos los elementos cumplen la recursiéon. Note que cualquier
elemento G, que esta antes del ocho en negrita es igual al que esta ‘G,,” lugares hacia
su derecha menos el que esta ‘G,,’ lugares hacia su izquierda. Lo mismo sucede todos
los elementos G/ que estan antes del nueve en negrita. En estas sucesiones, puede
decirse que cada elemento es generado por otros dos elementos con instrucciones que
él mismo se ha dado. Por ejemplo, G; = G114, — G1_¢, pero G; = 1, por lo tanto
Gl:G1+1—G1,1:G2—G0:1—0:1.

La recursiéon que con mayor interés estudiamos es la siguiente:

lan|—1 lan|—1
Upt1 = Z (&nfi-sgn an + 1) = ‘an‘ + Z Qp—sgn ay, (9)
=0 =0

donde sgn r es la funciéon signo igual a 1 sir > 0, =1 sir < 0y 0sir = 0. Esta
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recursion puede expresarse en palabras como sigue: Cada elemento a,.; es la suma
de tantos elementos como indique su antecesor: si a, es positivo, entonces a,; es
igual a a,, mas los ‘a,,’ elementos anteriores a a,1; si a,, es negativo, a, sera igual a
|a,,| mas los ‘a,’ elementos posteriores a a,_1. A cualquier sucesion que cumpla esta
recursién en todo el dominio de los enteros la llamaremos ultrarrecursiva.

La siguiente es una sucesion que cumple la recursion previamente enunciada:

)2 = (..., —2,—2,-2,—2,-2.1,2,5,9,16, 27,45, 74,121,197, . .)

Denotemos by = 1, by = 2 y asi sucesivamente, similarmente b_; = —2, b_y = —2
y asi sucesivamente (aunque la sucesion seré recursiva en el sentido que buscamos
independientemente de la notacién). Un aspecto interesante es que b, — b, 1 — ¢"
conforme n — oo. También se presenta que para n # 0,1, a, = a,_1 + a2 + 2,
es decir, casi todos los términos satisfacen una relaciéon de recursion en el sentido
tradicional.

En la sucesion anterior, el elemento by = 1 acttia como el valor inicial, puesto que
se puede colocar en esa posicion cualquier otro nimero entero positivo y obtener una
sucesion ultrarrecursiva. La siguiente matriz representa a esa familia de sucesiones,

cada fila es una sucesion distinta:

10 18 30 50 82
11 20 33 55 90
1222 36 60 98
13 24 39 65 106
10 14 26 42 70 114
11 15 28 45 75 122
12 16 30 48 80 130

|
[\
|
[\
|
[\
oo | > ot - W (\&) —
[\ [\ [\ [\ [\ [\ [\ [\
Nej (0.¢] ~ (@] ot

Algunas de estas sucesiones estan relacionadas con la sucesion de Fibonacci y los
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nimeros de Lucas. También se ha demostrado que existe una solucién o una funcién
real que entrega el n-ésimo término (con n > 1) de cada sucesion de esta familia.

Por otra parte, se han encontrado cuatro sucesiones de periodo 6 —una de ellas
es un caso trivial— que satisfacen la relacion de recursion (se entiende que todos los
términos mostrados se seguiran repitiendo a la izquierda y a la derecha):

(.,=2,-2,-2,-2,-2,-2,..) [ (..,—6,-2,6,-2,-2,-2,...)
(..,—6,-2,-2,6,—-2,-2,...) |(...,—6,-2,—-2,-2,6,—-2,...)

Si ‘cortamos a la mitad’ cualquiera de estas sucesiones, pueden construirse otras

familias de sucesiones ultrarrecursivas no periédicas como la siguiente:

-6 -2 -2 -2 6 =2 1 2 5 17 24 47 93 174 321
-6 -2 -2 -2 6 -2 2 2 6 18 34 62 118 218 398
-6 -2 -2 -2 6 -2 3 10 19 35 60 113 215 398 731
-6 -2 -2 =2 6 =2 4 10 20 36 70 128 240 442 820
-6 -2 -2 -2 6 =2 5 10 21 33 68 127 229 426 793

En donde se ha roto una regla implicita de la primera familia de sucesiones: los valores
incrementan junto con las columnas (se rompe por primera vez en el 33 escrito con
negrita). No se ha encontrado una funcién no recursiva que modele fielmente el
comportamiento de alguna sucesion de esta familia.

Por otra parte, se ha demostrado la existencia de sucesiones no triviales de periodos

més largos:

(ex)=1(...,—10,—-2,-10,—-2,10,—-2,10, -2, -2, —2,...)

(dy) = (..., —14,—2,—14, -2, -2, —14, -2, 14, =2, —2,14, -2, 14, ..

que también permiten conformar una sucesion infinita ‘hacia la izquierda’ (que por el
/ U :
momento denotaremos como (c,) v (d,,)) para generar nuevas sucesiones ultrarrecur-

sivas no periodicas. A continuacion se muestra un ejemplo de cada una: las sucesiones
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con valor inicial igual a 1.

((c)),1,2,5,21,48,83,169, 302, 589, 1121, 2128, 4075, 7753, .. .)

((d"),1,2,5,25,60,103,201, 402, 749, 1477, 2852, 5495, 10641, ...

Hasta este momento, Gnicamente es posible aproximar el valor del n-ésimo elemento
de las sucesiones similares a estas tltimas, por lo que se dice que son caéticas. Se han
encontrado sucesiones ultrarrecursivas peridédicas no triviales para un nimero infinito
de periodos (en particular, de cualquier periodo 4n + 2) pero no se ha encontrado la

manera de usar todas ellas para generar nuevas familias de sucesiones ultrarrecursivas.

A lo largo del texto, se enfatiza la utilidad de redefinir los conceptos de sucesion y
recursion, de modo que pueden entenderse las sucesiones recursivas como sucesiones
que permanecen invariantes ante cierta transformacion, o bien, eigensucesiones de
ciertas transformaciones. En este nuevo tipo de recursion, en donde los elementos de
una sucesion pueden tener influencia sobre sus antecesores, se rompe la causalidad

que parecia gobernar el comportamiento de todas las sucesiones recursivas.



Notas importantes

ESTE CAPITULO ESTA DEDICADO a la exposicién formal de los siete elementos mas
esenciales que se emplean a lo largo del discurso. Este capitulo nace para fundamentar
las demostraciones que se hacen en el Capitulo 1, y crece para ser el marco teédrico de

todo lo que se desarrolla en los siguientes capitulos del cuerpo del texto. Los temas a

tratar son:

1. Conjuntos, relaciones, funciones y limites. 183
2. Principio de Induccion. 191
3. Notacion de las sumas ) a;, las multiplicaciones [ ] a;

y algunos resultados importantes. 195
4. Los teoremas fundamentales del dlgebra y la aritmética. 203
5. Teorema de Viete 205
6. Sucesiones. 207
7. Recursion. 213

Se recomienda al lector solo prestar atencion a aquellos temas que no resulten fa-
miliares y pasar de largo aquéllos que ya domine. En todas las secciones y capitulos,
antes de realizar cualquier demostracion, se dird de manera explicita cuando un teo-
rema de este apartado se haya empleado como fundamento. Por ejemplo, en cualquier
parte del texto se referencia como Teorema A.2, al Teorema 2 de este capitulo y como
Definicion A.1 a la Definicion 1 de este apartado.

De modo que este capitulo puede usarse como una guia para cuando se desee

profundizar o recordar algin tema particular.
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1. Conjuntos, relaciones, funciones, sucesiones y limi-

tes

Las siguientes definiciones fueron adaptadas de tres distintas fuentes: [9,20,49]. El
proposito es decir de manera explicita a qué nos referimos por conjunto y funciones.

También se presentan algunos teoremas importantes sobre las funciones y los limites.

Conjuntos

De manera intuitiva, podemos entender un ‘conjunto’ como cualquier colecciéon
de objetos; a cada objeto se le llama elemento del conjunto, s € S significa que s es
un elemento del conjunto S. En la mayoria de los casos, describiremos por primera
vez un conjunto por las propiedades que comparten cada uno de sus elementos (ej.
S = {s|s € Ry s > 2} es el conjunto de los reales mayores a dos), después nos
referiremos a ese conjunto s6lo con la letra maytuscula que lo representa (‘S’, en

nuestro ejemplo).

Definicién 1. El conjunto vacio, denotado como @, es el conjunto que no contiene

elementos.

En diversos tratamientos de la teoria de conjuntos, la existencia del conjunto vacio
es uno de los primeros axiomas. Aqui no ofrecemos mas que una presentacion intuitiva

de esta teoria, tan claramente definida como es necesario para que nos sea de utilidad.

Definicion 2. Decimos que dos conjuntos A y S son iguales si cada elemento de A

es también elemento de S y viceversa:
A=S —= (Vo€ A <= z€8§)

Definicion 3. Un conjunto A es un subconjunto de S, que se denota como A C S,

si todo elemento de A es también elemento de S.

ACS <— (Ve,xe A = z€38)
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Definiciéon 4. Un conjunto A es un subconjunto propio de S, que se denota como

A C S, si todo elemento de A es también elemento de S y A # S.

ACS <= [Vr,x€e A = ze€S)ANTyeSly¢ A

De lo anterior podemos concluir que A =8 siy s6losi A C Sy S C A. Parecido
a lo que ocurre con los nimeros reales, los conjuntos tienen algunas definiciones que

asemejan las operaciones de ‘sumar’ y ‘restar’.

Definicion 5. La unién de A y S, denotada por AUS, es el conjunto de elementos

que estan en A, en S o en ambos.

AUuS ={zlr e AVzxeS}

Definicion 6. La interseccion de A y S, denotada por AN S, es el conjunto de

elementos que estdn en Ay en S.

ANS ={zlre ANz e S}

Si A es un subconjunto de S, debe existir un conjunto A’ tal que AUA =S. A

este tltimo conjunto lo llamamos complemento de A.

Definicién 7. Si A es un subconjunto de S, se dice que el complemento A° de A

en S es el conjunto de los elementos de este tltimo que no pertenecen a A.

A ={zlr e SNz ¢ A}

Definicién 8 (Operaciones con conjuntos). La diferencia de dos conjuntos A y S se

define y se denota como sigue:

A\S ={alae ANa ¢ S}

Sea X un conjunto de conjuntos, se denota la unién y la intersecciéon de todos ellos
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como sigue:

JA={a3SeXx:aecsS} [)A={aVSe€ X ,acS}

Acx Aex
Pares ordenados y relaciones

Observemos que el conjunto {a, b} no es distinto del conjunto {b, a}, porque tanto
a como b son los tnicos elementos de ambos conjuntos; luego, se dice que {a,b} es
un par desordenado. Es posible definir un par ordenado de tal manera que si a # b,

entonces (a,b) # (b, a).
Definicién 9 (El par ordenado). (a,b) = {{a}, {a,b}}.

Observemos que {a} € (a,b) pero {a} ¢ (b,a). Por lo tanto, (a,b) # (b,a).
Es posible usar esta misma definiciéon para hacer conjuntos ordenados de mayores

cantidades de elementos. Por ejemplo, el triplete ordenado: (a,b,c) = ((a,b),c).

Definicion 10. El producto cartesiano de dos conjuntos, denotado como A x S,

es el conjunto de los pares ordenados (a, s) de elementos de A y S, respectivamente.
AxS={(a,s)|la € A, seS}

Definiciéon 11. Un conjunto R es una relacién binaria si R es un subconjunto
de A x S, es decir, si cada uno de sus elementos es un par ordenado. Por lo tanto
(a,s) € R puede ser escrito como aRs, como en ‘a < s’

El conjunto de todos los x que estan en relacién R con cierto y, se llama dominio
de R, y se denota como Dg, de modo que Dr = {x|existe un y tal que xRy}.

Por otro lado, el conjunto de todos los y tal que cierto x esta en relacion R
con ellos, se llama codominio de R, y se denota como Cr, de modo que Cr =

{y|existe un z tal que zRy}.
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Funciones

Definicién 12. Una relacion binaria F es llamada funcién (mapeo, correspondencia
o transformacion) si aF's; y aF'sy implica que $; = so para todo a, s; y so. La funcion
F asigna a cada elemento a de un conjunto A un elemento F(a) de S. Esto se indica
con la notaciéon

a— F(a)

El elemento F(a) puede ser escrito como Fa o bien F,. El conjunto A es llamado

dominio de F'y el S es el codominio, para indicar esto se usan las notaciones:

F

F: A— S A—=S

Definicion 13. Para cualquier conjunto S, la funcién identidad Is: S — S es la

funciéon s — s que mapea a cada elemento de S hacia si mismo.

Definicién 14. Sea una funciéon F': A — S, su elemento propio o eigenelemento
es cualquier elemento de su dominio a € A que satisface F'(a) = a.
Si A es un conjunto de sucesiones, cualquier elemento propio de F' serd llamado una

eigensucesion.

Definicion 15. El compuesto F o G = FG de dos funciones es la funciéon que se
obtiene de aplicar ambas funciones en ese orden: primero G y después F'. Sean las

funciones

G:B— A, F: A= S

su composicion es la funcion F o G: B — S con valores

[F'o G](b) = F(G(b))

Definicion 16 (Algunas propiedades de las funciones). Ley asociativa: La compo-

sicién de funciones obedece

(FoG)oH=Fo(GoH)
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Siempreque H:C - B, G: B—- Ay F: A— S, (FoG)oH=Fo(GoH):C—S.

Bajo la composicién, toda funciéon F: A — S obedece la ley de identidad:

Foly=F=IsoF: A—S.

Es decir, toda funcién tiene una inversa izquierda y una inversa derecha.
Una funciéon Fi: B — C se dice que es una restriccion de la funcion F': A — S
si BC A, CCSysecumple Fz(b) = F(b) para todo b € B. También se dice que F

es una extension de Fpg.

Definicién 17 (Tipos especiales de funciones). Una funcion F': A — S es inyectiva
cuando a; # as implica que F'(a1) # F'(as), es decir, cuando F' mapea cada elemento
del dominio a un elemento distinto del codominio.

Una funcion F': A — S es suprayectiva si para cada s € S, existe al menos
un a en A tal que F(a) = s, es decir, cuando F' mapea sobre todo el conjunto del
codominio.

Una funcion F': A — S es biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva.

Teorema 1. Una funcion con un dominio no vacio es inyectiva si y solo si tiene una

inversa izquierda. Una funcion es suprayectiva si y solo si tiene una inversa derecha.

Demostracion. Deben demostrarse cuatro cosas: 1) Si F': A — S es inyectiva, enton-
ces existe un G: § — A tal que Go F' = [ 4. Como F es inyectiva, entonces para cada

s € S existe a lo mas un a tal que s = F'(a), luego podemos definir a G' como

G(s) = a si existe a € A tal que F(a) = s

= a, en cualquier otro caso.

De modo que la funcién G manda a F'(a) de vuelta a de donde provino, G(F(a)) = a,
es decir, G o F' = [4. Es de notar que si I, no es una biyeccion, existen multiples

inversas izquierdas para F, por todos los valores que puede tomar a,.
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2) Sea G una inversa izquierda de F', entonces F es inyectiva. Si F'(a;) = F(as),

entonces G(F(ay)) = G(F(ay)) = a1 = as.

3) Si F': A — S es suprayectiva, entonces existe un G: § — A tal que FoG = I§:
sabemos que para todo s € S, existe al menos un elemento a € A tal que F(a) = s,
es decir, existe un conjunto no vacio de elementos Q; = {ala € A, F(a) = s}. Por lo
tanto, podemos generar una funciéon GG con dominio en S tal que para todo s elegimos

un elemento a; del conjunto Q; tal que G(s) = a;, luego F(G(s)) = F(a;) = s.

4) Si F' tiene una inversa derecha G, entonces F' es suprayectiva: Sabemos que

F oG = Is, luego para cada s € S, F(G(s)) = s. O

Las definiciones anteriores son més generales que las de aquellas funciones que
tienen como dominio un conjunto de niimeros. A continuaciéon se hablard de algu-
nas definiciones de funciones de variable real, que se distinguiran con la notaciéon

empleando letras mintsculas.

Definicién 18 (Adicion y multiplicacion de funciones). Si f y g son funciones reales
con dominios Dy y D, respectivamente, entonces f + g y f - g son funciones con

dominio Dy ND,, y reglas de correspondencia:

Lf +gl(z) = f(x) + g()
Lf-g] = f(z) - g(x)

Por otro lado, se denota —[f] por —[f(z)] = (1) - f(z) = —f(z), [f]* significa
f(z)- f(z) = (f(x))* —siempre entre corchetes, para distinguir de f?, que represen-

ta f2(x) = f(f(z))— luego esta [f]7 ' (z) = [f(z)]™! = ﬁ (entre corchetes para

distinguir del inverso de una funcion sobre la composicion).
Limites

Definicién 19. El namero L se dice que es el limite de una funcién f en x, si

para cada nimero ¢ > 0, existe un nimero d > 0 tal que siempre que x esté en el
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dominio de [y

0<|z—x,]<d

entonces

|f(x) — L| <e.

Las notaciones

lIimf=Ly lim f(z)=1L

T—To

se usan para denotar que L es el limite de f en x,.
Definiciéon 20. Un numero L se dice que es el limite de una funcién f en oo (o
cuando x aumenta indefinidamente), lo que se escribe

limf=L 6 lim f(z)=L,

T—00

si para cada £ > 0 existe un nimero N tal que
[f(x) - L <e

siempre que x € Dy y © > N.

Definicién 21. La funcién f es continua en el punto z, en Dy si para cada € > 0

existe un 6 > 0 tal que

[f(z) = f(z,)| <e

siempre que € Dy y |z — z,| < 4.
Serad continua sobre un conjunto & C Dy si la funcién restringida fs es continua

en cada punto de S.

Teorema 2 (Algunos teoremas sobre funciones continuas). 1) Si las funciones f y g
son continuas en x,, entonces f+gq, f —g y f-g son continuas en z, y g es continua
siempre que g(x,) # 0.

2) Todas las funciones polinomiales f =Y ._, ax[I]¥ son continuas en el intervalo

(—00,00). Donde I es la funcion identidad de los niimeros reales y [1]*: [I(z)]F = 2*.
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3) Si f es continua en x,, limg = x, y t, es un punto de acumulacion del dominio
to

de f o g, entonces

lm[f o g] = f(z,)

to

Las demostraciones de los distintos puntos de este teorema pueden consultarse en

el libro [20].
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2. Principio de Induccién

El principio de induccién matemaética representa una herramienta de una utili-
dad dificil de exagerar: permite demostrar un conjunto importante de teoremas de
todo tipo. Las definiciones que aqui se ofrecen para introducir dicho principio fueron

adaptadas de [49-51].

Definicion 22. Un conjunto & de R se dice que es un conjunto inductivo si se
cumple:

1Hoes,

2)seS = s+1e€S§

Por ejemplo, nuestros axiomas sobre la adicion muestran que R es por si mismo

un conjunto inductivo: 1 ERya e R = a+1€R.

Lema 1. Si existe un conjunto inductivo S, el conjunto de los nimeros naturales
N = {n € S|n estd en todos los conjuntos inductivos}

es un conjunto inductivo. Ademds si 8" es otro conjunto inductivo, también se cumple

que N = {n € &'|n estd en todos los conjuntos inductivos}.

Demostracion. Es claro que 0 € N, pues 0 estd en todos los conjuntos inducti-
vos, por definicion. Por otra parte, si s estd en N, entonces s + 1 estd en todos
los conjuntos inductivos (especialmente en S), por lo que también esta en N. Aho-
ra, si existe otro conjunto S’, entonces por definicion N C &', luego N = {n €

S’'|n esta en todos los conjuntos inductivos}. O

Definicién 23. El conjunto de los nameros naturales N = {0,1,2,3,...} puede ser

definido como

N=(s

Sez
donde () denota la interseccion de todos los conjuntos en Z, que es la familia de los

conjuntos inductivos de R.
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Teorema 3 (Principio de Inducciéon). Si P(z) es una propiedad con x € N y se tiene
que:

1. P(0) cumple la propiedad y

2. P(n) la cumple implica que P(n + 1) la cumple también,

entonces todos los niumeros naturales cumplen la propiedad.

Demostracion. Consideremos el conjunto de nimeros A que cumplen la propiedad.
Sabemos que es un subconjunto de los ntimeros naturales, por hipotesis, A C N; se
conoce que 0 e Ayne A = n+1€ A, por lo tanto A es un conjunto inductivo y
por el Lema 1 y la Definicion de los nimeros naturales, N C A. Luego A = N, como

se queria demostrar. O]

Teorema 4. Sea K un conjunto de numeros reales, si P(y) es una propiedad con
y € R y se tiene que:

1. Todo elemento del conjunto {P(a + k)|k € K} cumple la propiedad y

2. {P(b+k)|k € K} la cumple implica que {P(b+r + k)|k € K} la cumple también,

con a,r € R, entonces el conjunto {a + k +rm|m € N,k € K} cumple la propiedad.

Demostracion. Definamos la propiedad P'(x) con x € N como la propiedad del con-
junto {P(y" + k)|k € K} cuando y' es el nimero a + rz. Veamos que las hipotesis
pueden ser entendidas en términos de P(x) como:

1*. P’(0) cumple la propiedad y

2*. P'(n) la cumple implica que P’(n + 1) la cumple también’

las cuales son justo las hipotesis del Teorema 3. Por lo tanto, todos los naturales cum-
plen la propiedad P'(z), lo cual implica que todos los nimeros de la forma {a+k+rm}

con k € L y m € N cumplen la propiedad P(y). ]

Ahora mostramos dos corolarios que son una consecuencia directa de este teore-
ma y que resultan de utilidad en algunas partes del trabajo. El primero es el caso

particular cuando X =0y r =1, el segundo es el caso X =0,1y r=1.

12* no es equivalente a la hipétesis 2 del corolario, sin embargo es consecuencia de ella. En 2,
b+ k representa a cualquier nimero real; mientras que en 2%, n representa a cualquier ntiimero de la
forma a + k 4+ rn con n € N.
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Corolario 1. Si P(x) es una propiedad con x € Z y se tiene que:

1. P(a) cumple la propiedad y

2. P(n) la cumple implica que P(n + 1) la cumple también,

entonces todos los enteros mayores o iguales a a cumplen la propiedad. St ademds se
tiene que

3. P(n) la cumple implica que P(n — 1) la cumple también,

entonces todos los nimeros enteros cumplen la propiedad.

Corolario 2. Si P(z) es una propiedad con x € Z y se tiene que:

1. P(a) y P(a+ 1) cumplen la propiedad y

2. P(n), P(n+1) la cumplen implica que P(n+ 2) la cumple también,

entonces todos los enteros mayores o iguales a a cumplen la propiedad. Si ademds se
tiene que

3. P(n), P(n+1) la cumple implica que P(n — 1) la cumple también,

entonces todos los nimeros enteros cumplen la propiedad.

Demostracion. Por hipotesis, P(n), P(n+1) la cumplen implica también que P(n+1),
P(n + 2) la cumplen. Esto es el Teorema 4 con {P(n + k)|k € {0,1}} y r = 1.
Similarmente, por la segunda hipotesis: P(n), P(n + 1) la cumplen implica también
que P(n — 1), P(n), que es Teorema 4 con {P(n + k)|k € {0,1}} y r = —1.

Ahora bien, el conjunto A = {a + k +m|k € {0,1},m € N} es un subconjunto
del conjunto {z|xr € Z A x > a}, pues cualquier nimero de la forma a + k + m es un
entero mayor o igual a a. Por otra parte, {z|xr € ZAx > a} ={a+0+m|m € N} C
{a + k + m|k € {0,1},m € N}. Por lo tanto A es también el conjunto de todos los
enteros mayores a a, y en este dominio se cumpliré la propiedad si se satisfacen las
primeras dos hipotesis.

Similarmente, B = {a + k — m|k € {0,1},m € N} es el conjunto de todos los
enteros menores o iguales a a. Luego, AU B = Z, es el dominio en donde se cumple

la propiedad si se satisfacen las tres hipotesis. O

Existe un principio que es equivalente al Principio de Induccién, se trata del

Principio del buen orden, que para su correcta formulacién se necesita definir el or-



194
denamiento de los conjuntos.

Definicion 24. Una relacion binaria R de A se dice que es:

1. Reflexiva si para todo a € A, aRa.

2. Simétrica si para todo a,b € A, aRb implica bRa.

3. Transitiva si para todo a,b,c € A, aRb y bRc implican aRc.

4. Antisimétrica si para todo a,b € A, aRb y bRa implica que a = b

Definicion 25. Una relacion binaria R que es reflexiva, antisimétrica y transitiva es

llamada ordenamiento parcial de A.

Definicion 26. Un ordenamiento < (o <) de A se dice que es lineal si para cuales-
quiera a, b € A siempre se cumple a < b 6 b < a. Se conoce como minimo al elemento

¢ de A que cumpla ¢ < x para todo x € A.

Definicion 27. Sea < una relacion lineal de un conjunto A se dice que es un buen
orden si cada subconjunto no vacio de A tiene un elemento minimo. El conjunto

ordenado (A, <) es llamado un conjunto bien ordenado.

Teorema 5 (Principio de buena ordenacion). Cualquier subconjunto de los nimeros

naturales tiene un minimo. O bien, el conjunto (N, <) estd bien ordenado.

Demostracion. Supongamos que S C N es un conjunto no vacio que no tiene un
elemento minimo. Consideremos el conjunto N — §; es claro que 0 € N — &, pues si
cero estuviera en S, éste seria su elemento minimo, también que si ¢ € N — S, su
sucesor también cumple ¢+ 1 € N — &, pues de no ser asi ¢ + 1 seria el minimo de S.
Luego, por el Principio de Inducciéon N — S = N, contradiciendo nuestra hipotesis de

que § # @. Por lo tanto, si § no es un conjunto vacio, siempre tiene un minimo. [J
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3. Sumas, multiplicaciones y otros artificios

Suma

Definicién 28. La suma de un conjunto de nimeros Q = {ag, a1, as, . .., a,} puede

representarse de la siguiente manera:

m

E a; =ag+ a1+ ...+ Q.
i=0
Si, en cambio, se busca sumar Gnicamente los elementos a; de Q donde j es un par,

esto puede escribirse de distintas maneras

m—po(m)
2

Zagi: Z Ao; = Z ai:a0+a2—|—a4+...+(am()am,l)
=0

ig% 1<m,i es par

Donde ps(m) = 0 si m es par y po(m) = 1 si es impar. En el primer caso, se us6 una
condicion para el subindice ¢ (ser menor o igual a m/2); en el segundo se definié una
funcién conveniente, py: Z — {0, 1}, para establecer el conjunto de niimeros consecu-
tivos que necesitamos; mientras que en el tercer caso se establecieron las condiciones
explicitas de las i que participaran en la suma. Es claro que todas esas expresiones
son equivalentes y en algunos casos una de ellas es mas oportuna o conveniente que
las otras.

Existen distintas maneras de definir la suma usando la notacion sigma, por ejem-
plo, la suma de los elementos de cualquier conjunto Q@ = {z,y,...,z} de ntmeros
reales: Y ¢. Para nuestros propositos es conveniente pensar en ese conjunto dentro

qeQ
de la imagen de una funcion f: A — S, es decir

fla) ==, f(d)=y, ..., fa") =z

donde {a,d’,...,d"} = A C A. Veamos que

> f)

e A
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manifiesta satisfactoriamente lo que se desea hacer. El motivo por el que aqui defini-
mos la suma empleando el concepto de funcion y no el de relacion es precisamente
porque una funciéon es un conjunto de pares ordenados tal que (a,b;) = (a,by) im-
plica que by = by, es decir, en nuestra expresion anterior f(i) representa a un sélo

namero.

Definicion 29. Sea f: A — S donde A CZ y S C R, la suma
> f)
€A

existe si A’ C A. Si A = &, la suma es nula. Si ademas se tiene que A’ consiste de
un conjunto de nimeros consecutivos, entonces alguna de las cuatro afirmaciones es

clerta:

A’ tiene un elemento menor o y uno mayor 3, por lo que

B
D_F@ =D f0) = fla)+ flat 1)+ ...+ f(8)

ic A/

A’ no tiene un elemento menor pero si uno mayor /3, por lo que

B
Yf@)y= > fi) =+ f(B=1)+f(B).

e A i=—00

A’ tiene un elemento menor a pero no uno mayor. Luego,

> F) =36 = fla) + flat )+

e A

A’ no tiene un elemento menor ni uno mayor, lo cual se representa de la siguiente

manera

D@ =Y S =+ fE2) + F(D) F FO) + F) + f(2) +

e A i=—00
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Teorema 6 (Algunos teoremas sobre las sumas). 1) Sobre el cambio de variable de

i ai tal quei=1+k conk € Z:

B p—k B—k
Y@= ) [ k)= fl+k).
= i'=a—k i=a—k
2) Sobre el cambio de variable de i a i’ tal que i = —i':

B —a —a
S =3 f= =3 f(=i)
i=a i'=—8 i=—f

3) Si f es una funcion constante, es decir, si f(i) = ¢ para todo i en el dominio

de f, entonces

B B
Zf(z) :Zc:(ﬁ—l—l—a)c.
4) Si o <y < f3, entonces la suma i f(@) puede descomponerse en dos sumas:
B B v—1 Jé] y
DG =DF@ D fE) =D fF@)+ > )
= =y = i=y+1 =

En general, si definimos i f(i) = 0 cuando B < «, entonces para todo o < v < 3
puede hacerse cualquiera Z;ea las descomposiciones anteriores.

Demostracion. Para demostrar la primera parte, basta con considerar que el n-ésimo
elemento de ambas sumas siempre es el mismo: f(i) = f(i'+k) cuando i = a+(n—1)
e’ =a—k+(n—1). Por lo tanto, ambas sumas representan la adicion de los mismos
elementos, significando que son iguales.

Se observa que el primer sumando esta dado por i = o+ (1 — 1) = a, el segundo
pori=a+(2—1) = a+ 2y el sumando nimero (8 + 1 — «) es el dltimo: i =
a+ (f+1—a—1)=p. Esto quiere decir que el numero de sumandos siempre es
B+ 1— «a, lo que prueba la tercera parte.

Para demostrar la segunda parte, podemos observar que el primer elemento de la
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primera suma f(«) es igual al ultimo de la segunda f(—(—«)), el segundo de la
primera suma f(a + 1) es el pentltimo de la segunda suma f(—(—a — 1)) y asi

sucesivamente. O

Teorema 7. La suma de n potencias consecutivas de cualquier numero real a # 1 es:

n+k—1
; an-‘rk _ ak
E ad=—:
. a—1
i=k
Demostracion.
n+k—1 n+k n+k—1 n+k—1 n+k—1
(a—1) E a' = E a'— E a’ = (a"+k+ E a’) —( E a’~|—ak> =a"th—q"
i=k i=k-+1 i=k i=k+1 i=k+1

. k—1 . . 2
Es decir, (a—1) 317" a’ = a™* — a”. Si despejamos la suma, damos con la formula

que deseamos demostrar. O

Teorema 8. Sobre el limite de la suma de las potencias de un nimero menor a 1.

n+k—1 ak
Via] < 1, lim a' =
n—oo 4 . 1—a
1=
., . . n+k_  k ,
Demostracion. Nos preguntamos por el limite de “——=* cuando n — oo, lo cual seréa
1= si para 0 < |a| < 1, lim a" = 0. Consideremos el conjunto Q@ = {|a[": n € N},
n—oo

claramente est4 acotado inferiormente por 0 (0 < |a| = |a|-0 < [a|? y en general
0 < |a|™ para toda n € N), luego Q tiene un infimo. Supongamos que su infimo 0 < ¢,

es decir, que para toda n se cumple

la|"tt > 6

)

lo cual implica que para toda n, |a|” > Tap ©8 decir, ‘%' es una cota inferior de Q, pero

95
|al

>0 <= § >0 |a] < 1> |al], lo cual es una contradicciéon a la hipotesis
de que ¢ es el infimo de Q, por lo tanto, si no hay ninguna cota inferior mayor a

0, entonces 0 es el infimo de Q. Siendo cero el infimo de Q, entonces para cualquier
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€ > 0 puede encontrarse una N tal que
la|V < |a™ —0| < e

Por lo tanto, lim a™ = 0 y la prueba esta completa. [
n—oo

Multiplicaciones

Similar a la manera en que definimos una suma, haremos con el concepto de

multiplicacion.

Definicién 30. Sea un conjunto de nimeros Q = {z,y, ..., z} que estan en la imagen
de una funcion real f: A — S, es decir, f(a) =z, f(d') = y,..., f(d") = z tal que
{a,d’,...,d"} = A" C A, entonces su multiplicacion o producto se denota de

cualquiera de las siguientes dos maneras:

[Te=1] 10

qeQ’ ic A

Adoptaremos también las mismas convenciones de los subindices para productos

de infinitos nameros. [] f(7), [] f(4), etc.

1=—00

Algunas funciones necesarias

Definicién 31. La funcién signo sgn: R — {—1,0, 1} asigna a cualquier numero
negativo el valor —1, a cualquier nimero positivo el valor 1 y a cero lo deja igual:
neR = sgnn=-1,sgn 0=0,n € R" = sgnn = 1. A diferencia de las
funciones anteriores, es conveniente usar esta funcion sin paréntesis: sgn 0 en lugar de
sgn(0), similar a la manera en que se usan las funciones sinx y cos z, excepto cuando

se aplican sobre un namero representado por muchos simbolos, como en sin (27z).

Definicion 32. Las siguientes son funciones de parte entera R — Z que mapean
cualquier ntimero real a un nimero entero cercano:

La funcién piso |z] = y: y <z <y + 1 entrega el maximo entero menor o igual a x.
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La funcion techo [2] = y: y — 1 < 2 < y entrega el minimo entero mayor o igual a z.
La funcién redondeo

o el e lali<le =Tl

(2] = |z —[z]] < |z — [=]]
entrega el entero mds cercano a x,0 [x] =n+1six=n+0.5 conn € Z.

Definicién 33. La funcion residuo p,,: Z — {0,...,n—1} paran > 1, es la funcion
aplicada a cualquier z € Z que entrega el ntimero natural y < n tal que (z — y) es

multiplo de n:

pd@:y:x—n-EJ

Observe que z —y =n - [ £] es el mayor miultiplo de n que es menor o igual a .

Los enteros modulo m

De la funcién residuo pe, notamos que pa(x) = 0 si  par y pa2(xz) = 1 en el caso
contrario. Es posible ir més alld y preguntarnos por el resultado de aplicar py a la
suma de dos nimeros cualesquiera: ps(a+0b) o a la multiplicacion de ellos py(ab); para
contestar esto es necesario que considerar que cada uno de estos nimeros sélo puede
ser par (en cuyo caso denotaremos como e) o impar (que denotaremos como o), y

podemos intuir las siguientes reglas:

ebe=0Pbo=c¢€

obe=ePo=o0

Donde ‘@’ representa la acciéon de sumar; un par mds un par, al igual que un impar
mds un impar, da como resultado un par, significaria la primera linea. Respecto a la

multiplicaciéon, sabemos que:

eRe=eRo=0RQe=c¢e

o0 o0=o0
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Definamos formalmente a &b = py(a+b), asi como a ® b = py(ab). Considerando que

p2(e) =0y pa(0) = 1, los hechos anteriores pueden representarse como sigue

@0 1 ®[0 1
00 1 010 O
111 0 110 1

Este sistema se conoce como enteros modulo 2 y inicamente cuenta con dos elementos.
Similarmente, puede construirse el sistema de enteros médulo 7 considerando todas

las operaciones que es posible hacer con un par de los siete elementos:

1 1

3 4
3 0
4 4
) 1
6
0

1
2

D Ut W N = OB

== T2 T S U NCR I )
W N R, O O Ot s
N U N == S e
= I B N N =R

S Ot e WD = OO
S O Ot s W N

[ S R ==l e I @)
o o o o o o o | o
S Ot e W NN = O

(S N =2 =N \C R e i B \V)
= = Ot N O W O W
N == O = W ot O | Ot
= N W ke Ot O OO

w O N Ot

Es de notar que en la operacion de multiplicacion, para cada elemento x # 0, existe
un y sblo un elemento y tal que z ® y = 1; a este y, se le conoce como el inverso
multiplicativo de  (y = ') en el sistema y todo sistema de enteros modulo n tendra
esta caracteristica si n es un ntmero primo. En cuanto a la suma, cada elemento x
estd asociado con un z tal que x + z = 0, esto sucederd en cualquier sistema de
enteros moédulo n y z es conocido como el inverso aditivo en el sistema: z = —x =
p((=D)z) = (n—1) @ .

Este sistema permite dar a preguntas del tipo
Si hoy es jueves (el dia cuatro de la semana), squé dia serd dentro de cien dias?
respuestas como la siguiente

Cien dias son catorce semanas mds dos dias, por lo tanto, serd el dia seis: sdabado.
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Donde se pudo usar la tabla anterior para comprobar que p7;(4 + 100) = p7(4) &
p7(100) = 4 & 2 = 6. La pregunta

Hoy es lunes y cada tres dias ahorro diez pesos, ;qué dia serd cuando tenga cien?

suponiendo que lunes es el dia uno y que empiezo con cero pesos, puede plantearse
de la siguiente manera: p;(1+3-10) = p7(1) ® p7(3-10) = 1 & (3 ® 3). Consultando
la tabla, la respuesta parece ser: 1@ (2) = 3, serd el dia miércoles.

El hecho de que p7(2) = p7(9) = p7(100) = 2 y, en general, que p,,(p) = pm(q) no

implique que p = ¢ da lugar a la siguiente definicion.

Definicion 34 (La relacion binaria congruencia moédulo m). Si un entero m # 0
divide a a—b, decimos que a es congruente con b médulo m, y se escribe a = b (mod m).

En caso contrario, escribimos a # b (mod m).

Con esta definicién podemos exponer los siguientes resultados, tomados principal-

mente de [52,53].

Teorema 9 (Propiedades de la relacion congruencia modulo m). La relacion con-

gruencia modulo m es reflexiva, simétrica y transitiva:

a=a (mod m)
a=b(modm) = b=a (modm)

a=b (modm),b=c (modm) = a=c (modm)

Demostracion. a — a = 0 es siempre divisible por m # 0, lo que prueba el primer

resultado. b — a = —(a — b), luego, si b es el entero que resulta de ‘%b, entonces
# = (—1)=t = —b (si m divide a a — b, también divide a b — a). Finalmente,

veamos que si m divide a z y a y, también divide a x + y, por lo tanto, si divide a

a—byab—c, también divide a a —c = (a — b) + (b — ¢). O
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4. Teoremas fundamentales

Ahora demostraremos el mas famoso teorema aritmético, como se hizo en [53],
donde usaremos el hecho de que todo subconjunto de N tiene un minimo. Aqui se
entiende que los nimeros primos son aquellos niimeros positivos que sé6lo son divisibles

entre s{ mismos y entre uno: P = {2,3,5,7,11,...}.

Teorema 10 (Teorema Fundamental de la Aritmética). La factorizacion de cualquier
entero a > 1 en primos es unica, aparte del orden de los factores primos. De manera

que podemos representarlo como

a = Hpﬁ(p)

donde p es cualquier primo y 5(p) su exponente, que ha de ser cero si el primo en

cuestion no es factor de a.

Demostracion. Supongamos que existe un nimero natural a que es el minimo que

tiene mas de una representacion por primos

a :p{ipf...pi" = qlf1q§2...q§5

Es claro que 7 y s son mayores a 1 (en caso contrario, a seria un nimero primo). Los

primos p?'p% . .. pJr no tienen algin factor comin 3 con ¢¥ 52 ... ¢* pues, de ser asi,

habria un nimero menor a a con dos representaciones distintas, %, contradiciendo
nuestra hipotesis.
No se pierde generalidad si asumimos que p]' < q’fl, y con ello definimos al natural

b como sigue:
b= (" —p)g” - 4 =P 05 Pl — @ ).

Es evidente que b < a, pero p; 1 (¢1 — p1), por lo que la ecuacion anterior nos
da dos factorizaciones de b, una involucrando a p; y otra sin él, llevindonos a una

contradiccion. Por lo tanto, si @ > 1, a tiene una tnica representaciéon por primos. [
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Teorema 11 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio P(x) de coeficien-
tes complejos de grado n > 1, tiene n raices contando sus multiplicidades. Llamemos
R al conjunto de sus raices {ry,ra,...1,}, donde cualesquiera dos o mds elementos
pueden ser iquales, dependiendo la multiplicidad. Luego, P(x) se puede expresar como

maltiplo del producto de n binomios.

P(z) = Zaixi = ay, H(x —r)

reR

Este teorema se encuentra posicionado entre los més bellos, lo mismo que entre
los mas importantes y los mas tutiles que es posible encontrar en cualquier rama de
las matemaéticas. Su primera demostracion suele atribuirse a Karl Gauss durante su
disertacion doctoral en el ano de 1799; muchas demostraciones alternativas se han
hecho desde entonces, todas ellas emplean conceptos ajenos al dlgebra y es por eso
que aqui no mostraremos ninguna de ellas. [9,20]

Para los propositos de esta tesis, el Teorema Algebraico sera adoptado como un axioma
més, en el sentido de que no hay intenciéon alguna de demostrar su veracidad a partir

de los resultados o axiomas enunciados previamente.
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5. Viéte

Teorema 12 (Teorema de Viéte). Sea el polinomio P(x) = apz™ + a, 12" 1+ ... +
ag, donde sus coeficientes pueden ser complejos o reales, se tiene que sus n raices

r1,79, ..., Ty Satisfacen las siguientes formulas

n

o Ap—1 o Ap—2 o Ap—3
E 1 ri=— a, ) E TiyTiy = a 9 E TisTigTiy = — a,
1=

12>11 13>12>11

En general, para 0 < m <n, se cumple: E T Vo 1o Tiy = (—
b > >0

Demostracion. Por el Teorema Fundamental del Algebra, sabemos que P(x) puede
escribirse como a,(z—r1)(x—73) ... 7(x—1,). Luego, al desarrollar esta multiplicacion

de binomios obtenemos:
P(z) = ap(z" = (ri4+ra+. . c41) 2" (rire+rirs+. oA rarst .oy 2 =)

Lo cual nos da un indicio de que el teorema debe ser correcto, pues generar cada nuevo
coeficiente parece ser equivalente a realizar las férmulas presentadas. Supongamos que

para cualquier polinomio de un grado m, se cumple que:

P(z) = Zm:am = Qm (:zcm + ™ (=1)! Zm:r +.o (=™ Zm: Ti .- .ril)

=0 T, >... >0

Llamemos 3, a “==% el k-ésimo coeficiente de la parte derecha de la ecuacion, que es

(=% > 7y ...omsik>0y1sik=0:
> >0
P(z) = ay, - Z Bix™ "
=0

Luego, si multiplicamos al polinomio P(z) por (x — 7,41), obtenemos uno de un
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grado superior al primero:

P(z) = (& = Tyup) - P(2) = - (& = ) ( 3 M)

=0

= ap(Box™ ' + (B1 = Pmr10)2™ + (B2 — g1 1)z 4 = g1 )
m—+1

o !/ m+1—1i
= Gm E Bix
=0

es claro que 8, = = 1. Veamos lo que conforma a su k-ésimo coeficiente para
0 0

0< k<m:

512 = B — Tm+1 - Br-1

El coeficiente nimero m + 1 estara dado por

m m+1
/ o m 2 _ m+1 E
6m+1 = —Tm+1 . (—1) T’im .. .?"Z'l = (—1) rim-&-l Ce 7"i1
G > >0 41> >0

Luego, se ha verificado que

m+1 m+41

P(z) = an (xm“ +a™(—1) + Z ri+ 2™ (=1)? Z TiyTiy

i19>1]

m+1
+...+(—1)m+1 Z Tim+1-"ri1>-
41> 01
Por lo tanto, si los polinomios de grado m cumplen nuestro teorema, ello implica que
lo cumplirén los de grado m+ 1. Es sencillo verificar que se cumple para m = 1, luego,

por Principio de Induccion, lo cumpliran todos los polinomios de grado n > 0. O]
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6. Sucesiones

Sucesiones y transformaciones de sucesiones

Definicién 35. Una sucesién es una funcion cuyo dominio es un subconjunto de los
nameros enteros.

Se denota como (a;)”

., a una sucesion cuyo dominio es {njn € Nya < n < g}
y como (a;);co a una sucesion cuyo dominio es @ C Z. Por ejemplo, (a;)5°, es una
sucesion con dominio en los numeros naturales y (a;)2_ . a una sucesion cuyo dominio
son todos los enteros: la primera se dice una sucesion infinita y la segunda una sucesion

bi-infinita.

Cuando hablemos de sucesiones, Unicamente la primera vez que se les mencione
se indicara su dominio, después sblo se le representara entre paréntesis. Para senalar

los elementos de una sucesion siempre se empleara uno de los cuatro casos siguientes:

oo —
a/n)n:() - (CL(), a1, ag, as, a4, 4s, e, a7, ag, dg, . . )

(

(@i)ico = (..., 0q, 0y, Cgys--.): @ € Q
(@)j=0o = (-++106,a_5,a_4,a_3,a_3,a_1)
(

k=—00 — ( ce,a-3,0_9,0_-1, 09, a1, 02,43, .. )

Cuando hablemos de sucesiones que son infinitas a la derecha, siempre se usaréa
el subindice ‘n’, en cambio, se usara ‘j’ para las sucesiones que son infinitas a la
izquierda y ‘k’ para las sucesiones que son bi-infinitas. Se usara ‘i’ cuando el dominio
de la sucesion no es necesariamente un conjunto de enteros consecutivos y no necesa-
riamente es un conjunto infinito, o bien, cuando se trata de un conjunto que esta por
definirse.

Respecto al codominio, lo mas comun es tratar con sucesiones cuyo codominio es
también un subconjunto de Z (aunque su definiciéon admite que otros objetos como
niameros reales o incluso otras sucesiones pueden estar en su codominio). Por ejemplo,

las siguientes sucesiones
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» (@y)nen: a, = n? para todo n € N.2

» (by)gez: b = —2n para todo n € Z.

son sucesiones con dominio y codominio en los naturales y los enteros, respectiva-
mente. Por el momento, representaremos las sucesiones como matrices de dos filas,
donde los elementos de una misma columna son n y el n-ésimo término de la suce-
sion; en otras palabras, la primera fila es el dominio de la sucesion y la segunda fila

el codominio (los valores de la sucesion)

1 23 4 5 6 ... ... —2 =1 0 1 2
(an> - ) (bk) =
1 4 9 16 25 36 ... ... 4 2 0 -2 —4

Asi, por ejemplo, el elemento a5 es igual a 25 y b_y = 4.

Definicién 36. La transformaciéon de una sucesién es una funcién que mapea
una sucesion (D;);ecg a otra (D));co mediante ciertas reglas. Dichas reglas indicaran
el dominio @' de (D)), que puede ser igual a Q, un subconjunto de él o no tener
una relacion tan obvia con él. Una transformacion T generalmente se definira de la

siguiente manera:?

To(Di)ice = (Di)ice: (f(n) € @ <= P(n)) AVf(n) € Q(Dj,y = g((Di),n))

En lo posterior, se omitira la escritura total de la definicién de una transformacion,
entendiendo que el dominio de la sucesién transformada depende de ciertas condicio-
nes.

La composicion de transformaciones de sucesiones se expresara exactamente
igual que la composicién de cualquier otra funcién: [A o B|((D;)) = [A o B] o (D;),
también se define A2 = A o A y, en general, A" = A o A" ! paran > 1.

2No confundir la sucesion (a,) con su n-ésimo elemento a,,.

3Debido a que las sucesiones son funciones representadas con paréntesis, es conveniente denotar la
transformacion de una sucesiéon como una composicion, es decir, Ao (D;) en lugar de A((D;)). Como
se observa, las transformaciones de sucesiones siempre serdn representadas con letras maytusculas

ordinarias: A, B, C, D,..., O, P, Q, R, ...
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Por ejemplo, consideremos la transformacion

Ao (D;)ico = (D))ico: D, = D,, + 2 para todon € Q

ésta mapea una sucesion con dominio en Q a otra con el mismo dominio. Para esta
transformacion, el codominio generalmente no es el mismo en (D;) y (D}); veamos lo

que ocurre tras aplicar A a las sucesiones del ejemplo anterior:

12 3 4 5 6
3 6 11 18 27 38

Ao (a,) = (a,) =

n

-2 -1 01 2
6 4 2 0 -2

Ao (by) = (b)) =

Observemos que el codominio de (b;) es exactamente igual al de (b)), y se cumple
que b, ., = b, = —2n Vn € Z. Para (by,), aplicar la transformacion A es equivalente a
aplicar la transformacién R que se define como
Ro (D;)ico = (D})i=q: Dy =D, Vn e Q

Es decir, R mapea a cualquier sucesion a otra sucesion con los mismos valores pero
con diferentes subindices: D,, = D;n 41, 0 bien si la primera sucesiéon mapea qo — Dy,
la segunda sucesiéon mapea gy + 1 — Dy,.

Esta transformacion esta inspirada en el operador R que definen en [54], que con-
siste en recorrer ‘a la derecha’ cualquier sucesion infinita, o con dominio en un sub-
conjunto infinito de los naturales. Veamos el caso de la transformacion R en (D;);co

cuando Q representa los primeros m nimeros naturales

o 1 2 3 ... m 12 3 4 ... m+1
Dy Dy Dy D3 ... D, Dy Dy Dy D3 ... D,

Y si Q representa todos los nimeros enteros, como era el caso del dominio de (by),
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aplicar R en (D;);eq resulta en

-2 -1 0 1 2 .. oo =20 —1 0 1 2
Dy Dy Dy Dy Dy ... ... Dg Dy Dy Dy D,

La transformacion R es importante porque si existe una sucesion doblemente

infinita (djy) que consista en la repeticién de los mismos m elementos
(dk) - (...,dl,dg,dg,...,dm,dl,dQ,...,dm,dl,dg,...,dm,...)

donde dy4r,.; = d, para cualquier j € Z. Entonces, la transformacion R’ tiene el

siguiente efecto sobre (Dy):

-1 0 1 2 ... —1 0 1 2
dmfl dm dl d2 dmflft dmft dlft d27t

Pero dy et = dmye cuando ¢ es un multiplo de m, luego R™o(dy,) = (di), R*™o(dy) =
(di) y en general R"™ o (dy,) = (dy,) para todo n € N. Se dice que (d) es una sucesion

propia o una eigensucesion de la transformacion R™.

Definicion 37. Se conoce como sucesion periddica a toda sucesion infinita o bi-
infinita (D,) si existe un ntmero minimo m # 0 tal que para cualquier elemento D,

se cumpla D,, = D,,1p,. Se dice también que (D;) tiene un periodo m.

Definicion 38. La eigensucesion de una transformaciéon A es una sucesion que
permanece invariante ante dicha transformacion: A o (D;) = (D;). Por ejemplo, todas

las sucesiones son invariantes ante la transformacion

Luego, I se conoce como la transformaciéon identidad de sucesiones, ella es equivalente

a aplicar n veces la misma transformacion: I o (D;) =1" o (D;) = (D).

Definicién 39 (Algunas transformaciones de sucesiones). Definamos las siguientes
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transformaciones de sucesiones

Ro (Di)iEQ = (Dz{)iEQ’: D;H—l = Dn Vn S Q
Lo (Dj)ico = (D})ieo: D,,_y = D, Vn € Q
No (Dj)ico = (D})icer: D), = =D, ¥n € Q

V; o (Dp)rez = (Dy): Dy, = Dj_n Vn € Z tal que j € Z

Donde R recorre una sucesion ‘a la derecha’, L la recorre a la izquierda y N invierte
los signos de cada elemento. La transformacion V, voltea toda la sucesiéon en torno

a la posiciéon j, es decir
(---sDjo2,Djo1, D5, Dji1, Djia,...) = (oo, Djya, Djyr, Di[= Dj], Dj—1, Dj—s, . ...)

Donde hemos dejado a un lado la representacion de las sucesiones con matrices de
dos filas y hemos agregado D’ [= D;] para indicar que ése es el j-ésimo elemento de la
nueva sucesion (D;-)7 y cuyo valor es exactamente el mismo que el de Dj; el valor que
estd a la izquierda de Dj es el elemento D’ _,, que resulta ser igual al elemento Dj;:
no se ha escrito D_; |= Dj11], pues sélo basta con indicar la posiciéon de un elemento
cuando se ha adoptado la convencion los elementos a la izquierda son los antecesores
y los de la derecha los sucesores. Denotaremos como V a V; cuando j = 0, es decir

VEVO.

Definicién 40 (Suma de elementos de una sucesion). Naturalmente, nos es posible
sumar los elementos de una sucesion, que es un tipo de funciéon. Por ejemplo, si se

tiene una sucesion (D;);eco, existira ) D; si Q' C Q.
jee’

Definicién 41. Una sucesion de sucesiones es una sucesion cuyos elementos son

sucesiones. Se denota por ((D;y)ico)ico @ la sucesion mas general, cuyo n-ésimo

elemento es la sucesion (D, 7 )icor, €l m-ésimo elemento de esta tltima es D, ,,.
Ampliando algunas convenciones anteriores, denotaremos como (( Dy, n)nen)men &

una sucesion con dominio en los enteros, que tiene como elementos sucesiones con
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dominio en los enteros.
((Dm,n)) - ((DO,TL)7 (Dl,n)y (DQ,n)a (DS,n)a (D4,n>7 .. )
Donde

(DO,n) = (DO,Oa DO,l; D0,27 DO,37 D0747 e )
(Dl,n)

<D2,n) = (D2,07 D2,17 D2,27 D2,37 D2,47 o )

<D1,07 D1,17 D1,27 D1,37 D1,47 o )

Para agilizar la representacion de una sucesion de sucesiones previamente definida,
la representaremos solo con una letra negrita: ((D,,,)) = D. También podemos

representar una sucesion de sucesiones con una matriz:

Doo Doy Do Doz Dos Dos
Do Di1 Dip Dis Dia Dis
Dyo Doy Dy Das Doy Dys

(D )nen)men = D =

Similarmente, los subindices ‘m’ y ‘k’ siempre representaran una sucesion con
dominio en los naturales, que tiene como elementos a sucesiones con dominio en los

enteros: ((Dpmk)kez)men. Que puede representarse con la siguiente matriz:

Do _5 Do_1 Doo Do1 Dop
Dy_5 D1 Doy Dig Dip
Dy 9 Dy_y Dyg Doy Doy

(D )kez)men = D =

Definicién 42. La transformacion de una sucesion de sucesiones se define
de manera analoga a la transformacion de sucesiones. Pero se denotara con letras

negritas: por ejemplo, la transformacion N definida en funcién de la transformacion
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de sucesiones N
No ((Dii)irca)ico = ((Diy)): (Dpir) = No (Dpir) Ym € N

tiene el siguiente efecto la sucesion ((Diy, )

Doo Doy Do Dos ... 6,0[: —Dool —Do1 —Dos —Dygs
Dioy Diy Dip Dz ... n =D =Dy —Dyp —Di3

D2,0 D2,1 D2,2 D2,3 _D20 _D21 _D2,2 _D23

7. Recursion

LA DEFINICION que aqui adoptamos de relacion de recursion es la siguiente:

Definicion 43. Una relacion de recursion es una ecuaciéon que expresa el elemento
de una sucesion (a;);co como dependiente de ciertos elementos de la misma. Esta

ecuacion tiene la forma

an = (((ai)icg,, ) (10)

donde Q,, es un conjunto de enteros que esta en funcién de n y ¢ es una funcién de
n € Q y la sucesion (a;)ico,. De modo que (a;)ico, puede? ser una subsucesion de
(a;)ico con dominio en Q,, C Q

Si existe un n tal que a, y (a;)ico, solucionan la Ecuacion (10), decimos que

(a;);co satisface la relacion de recursion en n.

Nuestra definicion dista de todas las que se encuentran en la literatura puesto que
para nosotros la recursion no es una instruccion suficiente para generar un conjunto
de elementos (o bien, una sucesién). En cambio, en este trabajo se habla de una
relacion de recursiéon como una ecuaciéon o una igualdad condicional que seré cierta

solo bajo ciertos elementos Q,,, (a;)icg, an y M.

4Si no lo es, es decir si Q,, Z Q, la sucesion (a;);cg, no esta definida y la igualdad no se satisface.



Demostraciones

Capitulo 0. Preludio matematico

Teorema 1. Sea la funcion A(z) =1+ % para todo x € R y x # 0, cuyos eigenele-
mentos son w, raiz positiva de Q(x) = 22 — 2 — 1y «, la raiz negativa, se tiene que:
1) Siz > w, entonces 0 < A(x) < w, asi como w < A*(x).

2) Six > w, el supremo del conjunto de nimeros {A>""1(x)|n € N} es igual al infimo

de {A*(x)|n € N}, que es igual a w:
sup {A*"*!(z)|n € N} = inf {A*(2)|n > 0} = w

3) Si0<y<w, A(y) > w, luego: sup {A*"(y)|n € N} = inf {A?""!(z)|n € N} = w.

Demostracion. Ya mostramos que €)(z) tiene dos raices distintas y de diferente signo,
decidimos nombrar a w como la raiz positiva. Mostremos que w < r = A(r) < w.

Sea x = w + d con 6 > 0, entonces A(x) =1+ > (. Luego

_1
w44

1
1+—+6<w — wHI+l<iPHw d=wtl4wd <= f<w-§d < l<w
w

Lo cual es necesariamente cierto, dado que si w < 1, entonces «, la raiz negativa de

2 no podria satisfacerse: o < —1

Q(z), serfa @ = =X < —1 y la ecuacion o+ 1 = «
implica o + 1 < 0, pero 0 < a?, luego: a +1 < 0 < o2,

Por lo tanto 1 < w, luego w <z = A(z) < w.

214
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Sea A(x) =w — ¢ con 0 < § < w, mostremos que w < A?(x):

2

1
w< A (z2) = A(A(2)) <= w<l+—— = W —w-d<w—-06+1

w—90

<— wH+l—-w-d<w—-0+1 < —w-0< -0

= —w~5-(—%>>—5~<—%) —= w>1

Y ya sabemos que w > 1, por lo tanto 0 < z < w = w < A%(z).! Note que
este desarrollo usa las mismas ideas y procedimientos que el anterior; pronto haremos
un desarrollo empleando los signos + y <, ej. 0 < £1, que permiten hablar de dos
cuestiones simultaneamente, de modo que en algiin momento se llegue a la misma
desigualdad, ej. 0 < £1 = 0 < £1-(£1).

Por lo demostrado anteriormente, el Principio de Induccion (Teorema A.3) nos dice
que si w < x, entonces A?""!(z) < w para todo n € N, por lo que w representa una
cota superior para este conjunto de nimeros. Por argumentos equivalentes, sabemos
que w es una cota inferior del conjunto de ntimeros A?"(x).

Este hecho por si solo es importante, pues hemos encontrado una cota inferior
de {A?"(z)|n € N}, que es superior a todas las cotas inferiores que nos brinda el
Lema 0.2 (los niimeros de la forma A%™!): también encontramos una cota superior
a {A**!n € N}. Ello nos lleva a sospechar que w debe ser también el infimo y el
supremo de estos conjuntos, respectivamente; pero esto no es un hecho obvio ni de
demostracion inmediata, pues ain no podemos negar la existencia de otro niimero ¢
ligeramente menor a w que sea el infimo de A%", por ejemplo.

Lo que queremos demostrar es que, como nos sugiere la grafica de la Figura 0.4,
los valores de A%"(x) se acercan cada vez mas a un valor: w; es decir, si A*"(x) esta
a cierta ‘distancia’ de w, esa distancia disminuye en cierta proporcion en A***2. Y lo
mas natural es suponer que esa distancia ha disminuido a menos de la mitad de su

valor.

'En el desarrollo mostrado, se cambia de ‘>’ a ‘<’ sucede porque si a > b, entonces para todo
¢ < 0, se tiene que —ac > —bc (por los axiomas de orden), luego —ac + (ac + be) > —be + (ac + be),
es decir, bc > ac o bien ac < be. Conclusion: si ¢ < 0,a >b = ac < be.
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Principio de cercania. La distancia de A"(z) a w tiende a disminuir.

1) Mostremos bajo qué condiciones | — w| > |A(z) —w]|. Sea x = w £ § > 0:

wtd+1—(w+1)Fwd
wxd

1
|z —w| > |A(z) —w| <= §> 1+E—w‘ = 6>‘

= JwEd)>|+i(l-w)| <= z>w—-1

2) Sea x = w =+ > 0 donde 9§ es la distancia de x a w. Demostremos que la distancia
de A?(r) a w disminuye a menos de la mitad, es decir: |A%(z) — w| < §/2.
Mostraremos que A*(w + 6) —w < §/2 y por otra parte —(A*(w — §) — w) < §/2.
Ambos casos pueden manifestarse en una tnica expresion A%(w +0) S w + %.
Ag(a:)§w:|:é — 1+

2 14+ -4

5 1 5 1

< — = < — R
SwEg 2+wi5><w:t2><1+wi5>
5 3 2 5

< e — w2+ = — h
<:>2(wi5)+1><w:|:2>(w:|:5—|—1) WPk Swi+ S b wk

5 5
= 2w d ) FIS W1+ (0 E3wE )y &= WS (3wt 1)

— i25-<i%) <(5i3wi1)g-<i%> = 4<3w+1+6

Pero w es mayor a 1, luego 4 < 3w + 1+ 4§ y por tanto A*(w +§) < w + %.
Por otrolado, 0 < w—90 = § < w, consecuentemente 3w+1—¢§ > 3w+1—w = 2w+1.
Ahora bien 4 < 2w+ 1 <~ % < w. Mostremos esto evaluando A% en el niimero uno

(sabemos que 1 < w = A%*(1) < w):

1 1 3

A(A( :A<1 —):A2:1 e

(A =a(1+ ) =a@ =141 =2

Por lo tanto 4 < 3w+ 1 —w < 3w+ 1 — 4§ lo que implica que A*(w —J) > w — %. Esto

completa la demostracion del principio.

Finalmente, observemos que ningin ntmero ¢ mayor a cero y menor a uno puede

ser el supremo del conjunto Q = {A*" ™ (w +6)|n € Ny d > 0}, pues A(z) = 1+ %ﬂs

es siempre mayor a uno. Por lo tanto ¢: 1 < ¢ < w; veamos que c es el supremo de Q
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so6lo si todo
AP w4 0) = A (Aw +6) = A" (w—0)=w -

(con 0 < ¢',0” < w por hipotesis), es tal que —§"/2 < ¢ — w.

Si —"/2 > ¢ — w, el principio de cercania nos indica que
AT+ 6) = A (w—6") >w—0"/2,

y se tendria a la vez que A*" ™ > w+ (c —w) = ¢, es decir, si —0"/2 > ¢ — w, existira
en Q un elemento superior al supremo.

Por lo tanto, —0”/2 < ¢ — w. Ello nos lleva a lo siguiente
w—0"<2c—w = AN w+0)<2c—w

para todo n € N. Es decir todos los elementos de Q son menores a 2c — w. Pero
¢ <w = 2¢—w < ¢y ninguna cota superior es menor a ¢, luego 2c —w =w =

w = sup Q. Por argumentos similares, se demuestra que
w = inf {A*"(w+ §)|n € Ny § > 0}.

La tercera parte del teorema es una consecuencia directa de las primeras dos.
Pueden usarse métodos anteriores para demostrar que 0 <y < w = w < A(y). Y
va se mostré que el supremo de (A*"1(z)) —siempre que w < z— es precisamente
w; luego sup {A*"*1(A(y))|n € N} = sup {A*(y)|n € N} = w. Analogamente, se
comprueba que sup {A?"(A(y))|n € N} = sup {42"T(y)|n € N} = w. O
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Capitulo 1. En un principio era el signo

Teorema 2. Si x < 1), el supremo del conjunto de nimeros {A~?"(z)|n € N} para

toda n € N es igual al infimo de {A~*""(z)|n > 0}, que es igual a ¥:
sup {A™?"(z)|n € N} = inf {A"*""Y(2)|n > 0} = o
Similarmente, si 1 <y < 0, entonces A(y) < ¢ y:

sup {A7""}(y)|n € N} = inf {A7(2)|n > 0} =

Demostracion. Veamos que se cumple el principio de cercania, similar al Teorema 1:

AQ(wi5)§wig — f_lgwig
P
=1z (G ) ()
vti-1s0-vrir)(vx)=@-vFo)(s=)
<:>¢i5—1§2¢15—¢2¢?¢5¢—52—2

= —1§¢—¢2—g(i3¢+5):—1—g(i3@/}+5)

0>3 ) A~? 0 0/2
—02+3+4: >3 +d = W+9) <y +5/2)

0<—3p+6 = (A2t —8) > v —§/2)

Si 3y + & es negativo, entonces se cumple el principio de cercania: veamos que se
cumple debido a que ¥ < 0 y por hipotesis v + 6 < 0. Por otra parte, —3¢ + d
siempre es positivo, por lo que el principio de cercania se cumple para todo x < 0 con

Sea c una cota superior del conjunto de nimeros Q@ = {A™?"()—4)|n € Ny § > 0},
demostremos que para todo n, el ntimero A™2"(1)—¢§) = ¢ —§’ es tal que —¢'/2 < c—1).
Si no fuera asf, se tendria que A" 2(p—4) = A 2(Y—0") > =08 /2 > v+ (c—) = ¢,
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es decir, A=?""2(3) — §) > ¢, contradiciendo la hipotesis de que ¢ es una cota superior
de Q. Por lo tanto, es necesario que ¢ — ¢ > —0/2 para toda 6 > 0, o bien, que ¢ — ¥
sea mayor a cualquier namero negativo, es decir, ¢ — > 0, implicando que ¢ > ¥: la
menor cota superior es ¢ = 1, por lo tanto, 1 es el supremo de Q. De manera similar,
se demuestra que 1 es el infimo de {A™2""}(¢yp — §)|n € Ny § > 0}.

Para demostrar la segunda parte del teorema, basta con mostrar que A= (1) +4§) <

A1(¢+6)—ﬁ<w = 1>V +yPs—p =145 < 0> Y6

Lo cual es siempre cierto pues ¥ es negativo y d positivo. Luego, ¢ es el supremo del
conjunto de nimeros de la forma A™*"(A~1 (¢ 4+ 4)) = A" () + §); similarmente,
1 es el infimo de los niimeros A7 1 (A7 (o +6)) = A7 2(¢p + §). O

Teorema 5. Sea (a;)ico una sucesion cuyo dominio es un conjunto de dos o mds
enteros consecutivos tal que se satisface la recursion § en Q\ Vo, donde V se define:

Vi={m,m+1me KAVie K(im <1i)}

como el conjunto que contiene los dos elementos menores —si existen— de todo con-
Junto K de enteros consecutivos. Entonces, para todo conjunto de enteros consecutivos
P: Q C P, existe una y sélo una extension (b;);ep tal que Vi € Q(b; = a;) y se en-

cuentra definida por § en P\ Vp.

Lema 1. Para cualesquiera p,p+ 1,n € P, el miembro n-ésimo de (b,) puede escri-

birse como

by = Fup1-bp+ Fp - bp1 = [Fop1, Foplp, (*)
donde Fj es el término j-ésimo de la sucesion de Fibonacci extendida.

Demostracion. Llamemos a la Ecuacion (*) la propiedad Q). Supongamos que existen
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dos enteros m y m + 1 que cumplen la propiedad, entonces

bm+2 = bm + bm+1 - [Fm—p—la Fm—p]p + {Fm—p; Fm—p—l—l]p
= (Fm*pfl + mep) ’ bp + (Fm*p + mepH) ’ bp+1 = meerl ’ bp + mep+2 ) bp+1
= [Fm—p-‘rla Fm—p+2]p = [Fm+2—p—1a Fm+2—p]p

Es decir, m 4+ 2 cumple @ si y soélo si existe m + 2 € P, que por hipotesis satisface §.

Por otra parte:

bmfl == _bm + berl == _[mepfla mep]p + [mepa meerl]p
= [mep — Fop-1, Frnep1 — mep]p = [mepf% mepfl]p

= [Fm—l—p—17 Fm—l—p]p

O sea m — 1 cumple @ si y s6lo m — 1 € P.! Mostremos que py p+ 1 son dos enteros

que cumplen la propiedad:

bp=1-bp+0-bpp1 =1Ly p1-bp+ Fpp-bpp1 = [prpflv prp]p

bp+1 =0- bp +1- bp+1 = Fp+1fp71 ’ bp + FpH*p ’ bp+1 = [Fprp*l? FpH*p]p

Luego, dicha propiedad va a ser satisfecha por todos los niimeros en P que puedan
escribirse como p + ¢, donde ¢ € Z. Para todo ¢ € P, ¢ = ¢ — p es un numero entero,
por lo tanto la propiedad se satisface en todo P y el lema estad demostrado.

Usemos dos valores t,t+1 € Q C P para demostrar que dos extensiones de (a;) en

el dominio P son la misma. Sean (b));cp v (b))iep, para todo n € P, se ha demostrado

b;z = [Fr—t—1, Fet]t = Fr1 - b:g + - b::+1 =Fh 1 -ar + Fooy - ay,
b;; = [Fot1, Foet]t = Frimt—1 - bQ’ + Fhy- bg+1 =g -ar+ Fo - s,

= Vne P, =b,) = (b))ier = (b])icp

'En éste y los siguientes despejes, se ha asumido la propiedad m/a, b], +nlec, d], = [ma+nc, mb+
nd], que no es dificil de comprobar.
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Finalmente, veamos que
[Fn—l—p—lv Fn—l—p] + [Fn—2—p—17 Fn—2—p] - [Fn—l—p—l + Fn—Q—p—la Fn—l—p + Fn—2—p]

== [anpflv anp] = bn

Por lo tanto, sin — 1 y n — 2 pertenecen a P, los resultados anteriores nos dicen que
bn—l + bn—2 - bna

o bien, que n satisface la recursion §. En otras palabras, § se satisface en todo P

excepto quizé en sus dos elementos menores. O]

Teorema 7. Sea una sucesion (Ag)rez definida por § en todo su dominio. Se tienen

las siguientes propiedades:

n
E Am—i—i = Am+n+2 - Am+17
=0
n
E Am+2i - Am+2n+1 - Am—h
i=0
n

2 E Apgsi = Amgsnte — A,
=0

5 Z Am+4i = (Am+4n+3 + Am+4n+1> - (Am,1 + Am*?))
=0

Y, en general, para K > 2, con N = F +2F_ 1 — (=1)X +1), r = Fx_o + (—1)¥
ys=Fx_1— (=1)%, donde F, es el n-ésimo elemento de la sucesion de Fibonacci,

existe la solucion:

n

N Z Apiri = 7(Amsknt1 — Am—k+1) + s(Amikniz — Am—k+12)
i=0

Demostracion. Veamos la siguiente notacion que permite hablar de sumas de niimeros

consecutivos de cualquier sucesion (D;). La suma de cinco ntimeros consecutivos se

o000

representa como:
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La resta de cinco ntimeros consecutivos se representa de esta manera:

CO000O

La suma D,, + Dy,11 — Dy 43 + D, 15 se representa como sigue:

000C00

Lasuma D, —D,+2D,,  1+3D,,.o+4D, . 3+5D, 1, tiene las siguientes representaciones

equivalentes:

edhllv=cdhilv

Lo interesante de esta notacién es que permite manipular las ecuaciones en una
sola linea o bien hacer operaciones en el mismo dibujo. Por ejemplo, supongamos que

tenemos la expresion

D1+D2+D3+D4+D5+D6+D7Ed>d>d>d>d>d>d>’

¥y queremos sumar
—D; — Dy — Ds = OO0OO0000,

esto se puede hacer sin dibujar més circulos, inicamente sobreponiendo los simbolos

ddddddd

que por la propiedad () = d} resulta igual a (bOd)Od)Qd) Este proceso de

‘sobreponer’ lo representaremos con ~-:

OOOOOOD ~ dodpdpd = dododod

Pero sin duda lo mas interesante emerge cuando consideramos la suma de los

de elementos negativos:
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elementos de una sucesion (4;) definida por la recursion § , pues tenemos las siguientes

propiedades:

Az = Anna + 40 = 000 = HOO
Apy1 = Anj2 — Ay = Od)@ = @Qd)
An = Apys — A1 = d)OQ = O@d)

Veamos como podemos llegar a las tltimas dos expresiones usando tnicamente la

primera PPO ~ DD = OO

OO ~ BP0 ~ ®DD = OO
DOO ~ OHO ~ PP = 00D

Aqui se ha empleado la famosa técnica de “sumar un cero conveniente”.

Pasemos a demostrar el segundo enunciado del teorema. Consideremos la siguiente

secuencia de simbolos:

0bODODOPOPOPODO

que representan la suma de términos de una sucesion separados por un elemento. Si

se trata de la sucesion recursiva (A;), podemos realizar lo siguiente:

O@O()OC)OOOOQOOOO
W@@()()OQOOOOOOOOO
=00PPOPOPOPOPOPO
W@O@@dDOOOOQOOOOO
=®OOOC]>OOQOOOOOQO

Donde se han sumado ceros convenientes para hacer que el dibujo evolucione y se
vuelva mds sencillo. Especificamente, se ha sumado @@d} =000.

A partir de ahora dejara de usarse el simbolo ~» y tnicamente se anotaréd el
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resultado de sumar esos neutros aditivos:

~500000POOGOOOGO

=®OOOOOOOOOOO®OO
=©OOOOOOOOOQOOO$

Es decir, sumar el primer patrén de términos separados por un elementos es equivalen-
te a sumar el sucesor del extremo derecho y restar el antecesor del extremo izquierdo.
Pero, como se intuye por el simbolo ¢, este resultado no depende de la cantidad de

términos sumados, ni de la posicion del primer elemento, luego:
n
§ Am+2i = Am+2n+1 - Am—l-
i=0

Podemos usar el resultado anterior para demostrar que la suma de n términos
consecutivos es el sucesor del extremo derecho menos el sucesor del extremo izquierdo
n
> Apyi = Apinso — Apyr. Primero comprobemos para la suma de 2n términos
i=0

consecutivos:

GOOPPOOOPPPPOOO
0000000000 0e0ee

=Q©OOOOOOOOOQO®O

Luego, la suma de 2n + 1 términos consecutivos:

OOOOOOOOOOODHHOO

~060000000000MHO
~ 0000000000000

Luego:

n
E Am+i = Am+n+2 - Am—i—l-
=0
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Nuestra siguiente tarea es encontrar una expresion que agilice la siguiente suma:

oHOOPOOPOOGOOPOO

Para ello, emplearemos la técnica que se dice uso el joven Gauss cuando se le pidio

sumar del 1 hasta el 100: ahorrar energia haciendo el doble de trabajo.

ohoodoohpoodoodoo
~ddoodhoodoodoodhoo
—oddodoodoodhoodoo
ST e 00 eeee(eeies
SS00000eeeeeee
-6000000hOOPOOPO0

~600000000000MHO0
~5000000000000ODO
~600000000000000d

Por lo tanto:

n
2 g Apmisi = Amysnyo — A1
i=0

La siguiente demostracion es diferente a las anteriores, puesto que no es construc-
tiva, es decir, no se parte de la suma que queremos realizar y se llega a una expresion

més sencilla, en cambio, se empieza con algo muy particular

6060000000000000DOD

y ello se transforma mediante la suma de ceros a la expresion que buscamos

OOOHOOOB®OOOB®OOOBOOO:!
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Donde N es algtin entero. Lo que implica que sumar miembros de la sucesion separados

por tres elementos es equivalente a la primera expresion. El proceso es el siguiente:

E0O0000000000000POD
06 000000000000e(Ne
~606000000000000MIH00
~E060000000000OMMIC00

06 000000000000eee
~606000000000GOOT OO0

De modo que volvemos a encontrarnos el mismo patrén con el que comenzamos a

trabajar: (b@d), por lo tanto:

O06000000000PODT OO0
~60600000GODT COOT OO0

~0000Q0DY OOOT OO0 OO0

~HOP OO0 OO0 OOOTF OO0

— 00O OOOT OO0 OOOT OO0
Luego,

5 Z Apgai = (Apsanss + Amyant1) — (Am—1 + Ap—s)
1=0

La formula > | A,.45; se genera buscando los nimeros r y s tal que

OO00O000O0O®EHO0 = OOOOO®EOOBOOOO

para cierta N. Que daria lugar a la siguiente formula

n

N Z Apmisi = 1(Amssntt — Am—a) + S(Amisntz — An-s).

=0
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Si definimos @) = @ donde Q = nr + ms, podemos plantear la siguiente ecuacion:

O00000OO0OEOO0 = OCOOOOEOOOODOO

Que, usando el Lema 1.1, equivale a lo siguiente:

[, s] = [a1r 4 ags, byr + bas| + [Fgr, F_sr] + [F_5s, F_45]
— aqr+as+F gr+F ss=1r N bir +bys+ F_sr+F 4s=s
Resolvemos con a; =1 — F g, by = —F_5, a0 = —F 5y bp =1 — F_4. Por lo tanto,

es necesario que (a7 + ags) = —(byr + bys) para que se pueda hacer la siguiente

operacion:

O0000GOOO0GHOO = 0O0O0EOOOHOO00

La condicion anterior se traduce en (1 — F_g)r — F_5s = F_5r 4+ (F_4 — 1)s, es decir,
en la ecuacion:

(1—F.)r+(1—F_3)s=0

Que se cumplira, por ejemplo, sir = F3 —1 =1y s = Fy; + 1 = 4. Luego, el nimero

N sera igual a byr + bys, es decir:

N =—Fy(F;— 1)+ (1 4+ F)(Fy + 1) = F5 + 2F, + [(F? — F3F5) + 1]

=Fs+2F,+(—1+1)=F;+2F,=5+2-3=11

Por lo tanto, la formula para K = 5 resulta ser la siguiente:

11 Z Amisi = (Amasnt1 — Am—a) + 4(Amgsnse — Am—s)
=0

Al intentar resolver la férmula general para K > 2

n

N Z Apiki = T(AerKnH - AmeH) + 5<Am+Kn+2 — Am7K+2)

1=0
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por un método anélogo al empleado anteriormente, se llega a la siguiente condicion:
(1 — F_K_H)T + (1 — F_K+2)8 = [1 — (—1)KFK_1]’I" + [1 + (—1)KFK_2]S =0

que se satisface con r = Fie_o + (—1)X v s = Fg_1 — (=1)X. Y el ntimero N estarfa

determinado de la siguiente manera:

N = blT‘ + ng = (—F_K)’I" + (1 — F_K+1)S = (—1)KFKT‘ + [1 — (—1)KFK_1]S
= (=1 Fy[Fr—2 + (=1)"] + [1 = (=1)" Fic][F -1 — (=1)""]
= Fx +2Fg1 — (-1)"[1 + (Fi_, — FxFx )]

= Fr +2Fx 1 — [(-1D)" +1]

De modo que la soluciéon para cualquier K > 2 queda determinada por los tres

numeros 7, s, N. Veamos las primeras soluciones:

K | Condicion f(r,s) =0 | Ecuacionde N | r s N r s N
2 Or +s 7+ 0s 10 1 1 0 1
3 2r +0s —2r +2s 0 2 4 0 1 2
4 —r 4 2s 3r—s 2 1 ) 2 1 )
5) dr — s —or + 4s 1 4 11 1 4 11
6 —4r +4s 8r —4s 4 4 16 1 1 4
7 9r — 4s —13r +9s 4 9 29 4 9 29
8 —12r + 9s 21r — 12s 9 12 45 3 4 15
9 22r — 12s —34r 4 22s 12 22 76 6 11 38
10 —33r + 22s 55r — 33s 22 33 121 2 3 11
11 56r — 335 —89r 4 56s 33 56 199 || 33 56 199

Donde los coeficientes primados son aquéllos que permiten expresar de manera mas

simple la misma ecuacion. Es de notar que para K = 10 se presenta la ecuacion:

11 Z AerlOi = 2<Am+10n+1 - Am710+1) + 3<Am+10n+2 - Am710+2)
=0
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que puede simplificarse atin mas considerando que

o0 = oPho0 = 0ODPO = CO00D

Por lo tanto:

11 Z Apmi10i = Amgionts — Am—s
=0

Por otro lado, se observa que para K > 3:
fi = fro1 — (=1)% (Fgr — Fx_15)

NK = NK,1 + (—1>K<FK717’ - FK,28>.
Por otra parte, para K > 4, se observa la siguientes relaciones de recursion

rg =Tg-1+ T2+ (=15, sg=sg 1+ sk_o—(-1)

K
Que se pueden traducir a la relaciones de recursion homogéneas para K > 6:

Tk =2TKg_9 +TKk_3, SK = 2SKg_o+ Sk_3.

Para K = 4y K = 5, se cumple que sx = rxy1, por lo que también se cumplira
para K > 5 (considerando que a ambos nimeros los define la misma recursion). Para

n > 2, se presentan las siguientes relaciones:
Noy = Nop—1 + Nop—2,  Nopy1 = Nop + Nopy + 2
que se pueden generalizar a la siguiente recursion para K > 7:

Ng = Ng_1+2Ng_5 — Ng_3 — Ng_4. O
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Capitulo 2. Sucesiones recursivas inusuales

Teorema 2. Sea (my,) la sucesion bien definida por la recursion R, con valores ini-
ctales mg = 0 y my = 1 y cumpliendo el principio “cualquier valor no definido por
los valores anteriores es igual a su antecesor” Se tienen los siguientes hechos:

1) La diferencia entre cualesquiera dos elementos consecutivos de la sucesion (my,)
es 0 6 1. Es decir, para todo n en el dominio de (Am,,), se tiene Am,, € {0,1}.

2) Esta sucesion estd bien definida en todos los naturales: (my,)22.

Demostracion. Supongamos que para algun r < p, la sucesion (0,1,...,m,,...,my)
tiene elementos que cumplen Am,, € {0,1} para todo n natural menor a p, sus pri-
meros 7 + 1 elementos cumplen la recursiéon R y r +m, = p, es decir, el elemento m,

fue definido por m,, lo que implica m, = m, + m,_,, .

Queremos extender la sucesion calculando el valor que sera definido por m,. 1:
si queremos que la sucesion satisfaga R en r + 1, entonces m,14m,., = Mpg1 +
Myt1-m,,,- Denotemos a dicho elemento como my = My y14m, ;-

Caso 1. m,;; = m,. Primeramente, observemos que en este caso
g=r+1+mp1=r+1+m.=p+1,
por lo tanto el valor que crea m, es antecesor del que generara m,.,;. Similarmente,
r+1—-—m, 1 =r+1-—m, >r—m,,

es decir, el elemento M, 11—y, ,, existe (no es de la forma m_, con n > 0) y es sucesor

de m,_,,,. Por todo lo anterior, el valor que genera m,; sera:

Mg = Mpy1 = Myl + My41—myyp; = My T Myp—mpt1 = My + My, + Amrfmr

=my, + Am,_y,
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Y sabemos por hipotesis que Am,_,,. € {0,1}, lo cual implica que Am,, € {0, 1}.

Caso 2. m,; = m, + 1. En este caso, se tiene que:

g=r+1l+mpp=r+l4+m.+1=p+2, vy

r+1—m,y1=r+1—m,—1=r—m,.

por lo tanto, el elemento m, 41, ., es exactamente el mismo que m,_,,, . Por lo tanto,

el valor que genera m,.,; sera:

Mg = Mpro = My41 + Myr41—myyp; = My +1+ Mym,

=m,+1

Observamos que en este proceso no queda explicitamente definido m,1, pero si segui-
mos el principio enunciado previamente, éste seria igual a m,, por lo tanto Am, =0
y Amy,yq =1

Cualquiera que sea el caso, al expandir la sucesion se llega a las mismas condiciones
o e . . /] / 2 / /
iniciales: nombremos " =r+ 1y p' = (q +16q+ 2) y nuevamente tenemos r’° < p
y la sucesion

(0,1,...,m,,/,...,mp/)

donde para todo n natural menor a p’ se cumple Am,, € {0, 1}, sus primeros r’ + 1
elementos cumplen la recursion R y ' + m,» = p’. Luego, si una sucesiéon cumple las
condiciones de la hipotesis, ésta puede extenderse tanto como se desee o bien, por el
Principio de Induccion, existe una sucesion bien definida (en todo el dominio de los
naturales) generada de esta manera.

Para los primeros valores de (m,,) = (0,1,1) se cuenta con un r = 1 y un p = 2

que concuerdan con las hipotesis, por lo tanto, (m,,) esté bien definida. O
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Capitulo 3. Observaciones

Lema 2. Son de clase a:
1) Las relaciones de recursion lineales, de orden k, coeficientes constantes y homogé-

neas.
2) Las relaciones de recursion tipo Meta-Fibonacci.

3) La recursion fR.

Demostracion. Definamos sus respectivas funciones f, g; y su conjunto J,:

((RZ),TL) = (than) — Tn =
Lineal de orden & {n—7jlj e T} cj Ry, {1,...,k}
Tipo Meta-Fibonacci {n—R,_j|l7 € Tn} cj R, {1,...,k}
Recursion R {n+ (=1)""R,|j € T} | (=1)""'Ry, {1,2}

Notamos que en todos los casos 7, es un conjunto fijo que no depende de (R;),
ni de su dominio. Es decir, J, = J,, para todo m,n € Z. Por lo tanto, sea (7;)
una extension de la sucesion (R;): al reemplazar ‘(R;)’ por ‘(1;)" y ‘Ry,” por ‘Ij," en
todos los elementos enlistados arriba, no se alteraran si (R;) satisface la recursion en
n. Ej.: De las sucesiones tipo Meta-Fibonacci n — R,,j =n —T,,_;, ¢;Rp, = ¢;jTj; y

Teorema 5. Sea r > 1, la sucesion (m,,) como fue definida previamente es tal que
Myrn = Myerptl = 00 = My ppy(r—1) = Ty

donde m,, es el n-ésimo elemento de la sucesion (my,). Es decir, (m,,) es la union
(T3) de todas las sucesiones de la forma (my,,,) con k € {0,...,7—1} y, por lo tanto,

estd definida por R en todo N.

Demostracion. Supongamos que la subsucesion (m,.,,)/”, con p > 1 es tal que

Myrt = Mypt41 = 00 = Myt (r—1) = T

TP

para todo t < p y my,, = rm,. Observemos que (m, )2y = (T;),2,,

y demostremos
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que ello implica que extender la subsucesion por la regla “cada nuevo valor indefinido
es igual al valor anterior” da como resultado otra subsucesion de (7;).

Asumamos que existe un s tal que s+mg = p. Por lo tanto, el elemento m, genera
a m, mediante la recursion R; por otro lado, rs + m,,s = r(s + ms) = rp, por lo
tanto, el elemento m,,s genera a m,.,,. El siguiente valor a definir en (m,,) esta en

la posicion gr = r(s + 1) + myp(s41) = (5 + 1 + mgy1), que serd igual a

My rqg =My r(s+1) + mr,r(s+1)—mr,7,(s+1) =TMsy1 + My r(s+1)—rmsi1
=TMsq1 + TMst1-—msy1 — T(ms-i-l + m8+1—ms+1)

:T(ms+1+ms+1) = r(mq)

Por definicion, T7; = rm, para todo t € {rp,...,r(p+1) — 1} y T,, = rm,. Por
otro lado, m,,, = rm, y todos los valores m,, tal que rp < ¢t < rq estan indefinidos;
usando la regla mencionada, my,pr1 = Myyp = TMyp, My ppr2 = My ppr1 = My v asi
sucesivamente. Por lo tanto (m,.,).L, = (T;):%,, como se queria demostrar.

Observemos que los valores iniciales de (m,.,,) son (0, ..., 0,7), el siguiente elemen-
to definido estd en la posicion r+m,, = 2r y tiene valor m,, +my.,_p,, = r+m.o = 1.
Luego, m,; = m,, = r para todo r < ¢t < 2r. Ahora contamos con una subsucesion
(my.n)?", que cumple los requerimientos que imponiamos al inicio de la demostracion:

una subsucesion de (7;) en donde existe un s =1y p = 2.

Por lo tanto, la sucesion (m,.,,) es idéntica a (T;), que estd bien definida por 2R en

U {k+rnne N} ={rk+nlk€{0,...,r —1} An € N}
ke{0,...,r—1}
Considerando que todo ntmero natural ¢ puede escribirse como t = rn + k para
cierton € Ny k € {0,...,r — 1}, sabemos que (m,,) esté bien definida en todos los

naturales. O

Teorema 9 (De las relaciones de recursion a las transformaciones). Sea la recursion
£:a, = 0((a;)icg,,n). Sea la sucesion (A;)ico y la sucesion (B;)iep = U, o (4;),
entonces Q@ CP yVie Q(B; = A;) siy solo si (A;) satisface £ en Q'.
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Demostracion. Por definiciéon de las transformacion U,: si (A4;) satisface £ en Q' ello

implica que B; = A; para todo i € Q':

Ai = 0((Ai)g,,i) = (9@, C QA B;=o((A),i))

Luego, B; = A; para todo i € Q'.
Similarmente, de las definiciones se sigue que B; = A; para todo i € Q' implica que

A; = 0((A;),1), es decir, que (A;) esta definida por £ en Q' O
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Capitulo 4. Sucesiones ultrarrecursivas

Proposicion 1. Sea (Ag) una sucesion con dominio en los enteros tal que Ay, = 2*

para todo k. Esta sucesion cumple la recursion

|Sn|-1
Sues = | 3 (S 50+ 00) )
i=0
Donde los corchetes grandes simbolizan la funcion redondeo (Definicion A.32), j > 1,
O, = (27581 Sn — 2)sgn S, y sgn es la funcion signo (Definicion A.31).
Esta recursion es de clase « (invariante ante la extension), de clase 8 (invariante
ante cualquier traslacion) e invariante ante el escalamiento E_y. Para |n| >> 1, esta

recursion es invariante ante cualquier multiplicacion o transformacion M,,.

Demostracion. Probaremos la primera parte. Debido a que en (Ay) todos sus elemen-

tos son positivos, la parte derecha de la Ecuacion (*) es en ese caso:

i (Ap_i + (27 — 2))] = (27 —2)2" + Z_ (2“@')]

— 2n+] _ 2n+1 + [2n+1 _ 2n+1—An]

Sin+1—A,=n+1-2"<0,es decir si n > 1, entonces [2"F! — 2n+1=An] = ontl
y la ecuacion anterior es igual a 2" = A, ; siempre que j > 1. Que la recursion
sea de clase a y clase § puede demostrarse de manera anéloga a muchos resultados

del capitulo 3. Veamos bajo qué condiciones es invariante ante el escalamiento E_;:

denotemos (A;) = E_; o (Ag).

A%y = Ay = - [ > (At (27 - 2>>] -

=0

—A* -1 |A* -1
=[ > <A*_n+i+<2—2-j>>] :[ S A e+ (2-270)

=0 i=0

El tnico paso condicionado de este despeje es —[z] = [—z], que es valido sblo cuando

xr#n+0.5conn€Z. m
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Capitulo 5. Sucesiéon 11

Teorema 3. Sea una sucesion ultrarrecursiva (uy). Para todo conjunto de enteros Q,

la subsucesion (u;)ico satisface la recursion O enn+ 1 si

{n+1—uyl,....,n} CQ siu, >0
Hn+leQ y 2)

{n,....n—=14u,|} CQ siu, <0
Demostracion. Por hipotesis, w1 = &((w;), n,sgn up) = |an| + 1o~

=0 un—isgn Uy * O
bien

Upy1 = Z wj| Jn = {n —isgn u,|0 <0 < |u,|}
JEIn
Donde podemos especificar los tres posibles casos siguientes:
(

Jr={n+1—u,l,...,n} siu, >0

Jn: I siu, =0

Jo={n,....,n—1+|u,|} siu, <0

\

Denotemos (b;)ico = (u;)ico y veamos que 2) implica lo siguiente:

Ungr = Y uy= D by =E((bi),m,sgn by).

JE€ETn JE€ETn

Para todo J,, (incluyendo el caso J, = &, pues el conjunto vacio es subconjunto de

todos los conjuntos). Ahora bien, 1) implica que

bn+1 = Up41 = 5((b1)7 n,sgn bn)

Es decir, 1) y 2) implican que (b;) = (u;);co satisface O en n + 1.
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Teorema 5. Para toda sucesion (Di)f:aJrl que satisface

1) 0<Dg, 2) a+1<p-Ds 3) 37 .,Di=0.

B+1

A) Existe una extension (D;);_, con los valores

D,=a—-p-1

Dy =D +C

Donde C = — Ziﬁ:_ffg D;.
B) Si esta extension es tal que 4) Dg < Dgyy y o < B+ 1— Dgyy. Es decir, si
(D;)P* también satisface las condiciones 1) y 2). Se puede hacer una nueva extension
(D:))7*2 4 la derecha, con

=

D5+2 = D/3+1 —|—D5 +24+R (**)

B—Dg
Donde R = > (Di+2).
i=B+2—Dg 41
C) Si 5) el siguiente es un nimero entero menor a «

1
Y=o — §<Da + Dat1+ Dgy1 + Dgyo +4), (%)

. : o 2
entonces se puede extender también hacia la izquierda (Di)iﬂiv—&-l de modo que se cum-

ple S9%2 D, =0 (la condicion 8)). Donde

1=y+2
’7<i<0( — D, = -2.

Demostracion. A) La primera expresion de (*) es consecuencia directa del Lema 4.1

(que habla extensiones hacia la izquierda). La segunda se demuestra con el Lema 4.3:

B
Dg1 =¢((Dy), B,1) = D + Z D;

i=B+1—Dpg
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Por hipétesis « +1 < — Dg = a+2 <+ 1— Dgs. Luego:!

B—Dg B—Dg
Doy =Dg— > Di+ > Di+ Z D;

i=o+2 i=a+2 i=B+1-Dg
B—Dg

=Ds— > D+ Z D;
i=a+2 i=a+2
B—Dg

=Dy~ > Di+0=Ds+C
t=a+2

B) Si se cumple 4), se cumplen todas las condiciones para extender a la derecha

nuevamente: (D;)7*2.

ena+1, 8+ 1y B+ 2, por el Corolario 4.6:

Sabemos que esta sucesion satisface la recursion en O al menos

Dgro=Dg1+Dp+2+ R

B—Dg
Con R = > (Di+2).
1=0+2—-Dg1
C) Demostremos que la definicién de v conduce a Zf} +3 o D; =02
B+2 a+1 B+2
> Di= ZD+ZD+ZD+ZD
1=y+2 1=y+2 i=a+2 i=p+1
a—1
= (3" (-2) + (Do + Da1) + (0) + (Dgsr + Dz
1=7+2
— (@ = 1)+ 1= (y+2))(=2) + Do+ Das1 + D1 + Day
=2(y+2—0a)+ Do+ Dat1 + Dgi1 + Dgyo
Esto es cero si y solo si v es un entero y equivale a lo que esté escrito en (x). 0
'Hay una detalle sutil aqui: si o +2 = 3 —l— 1 — Dg, entonces C Z? aD_fQ = 0 por la
definicion de suma. Y Z —5+1-Dy D; = Zl ato Di =0, por lo tanto Dgy1 = Dg+0=D + C. Si

a+2 < B+ 1— Dg, puede seguirse el despeje. . que lleva a la misma expresiéon: Dgy1 = D + C,

D
pero esta vez C' = Zf ats Di 1m0 es necesariamente cero.
2Para seguir un desarrollo de este tipo, ayuda comprobar que todos los limites de las sumas son

)
nimeros consecutivos, y que “no se pierde el limite menor y el mayor” pues ambos aparecen también

del lado derecho de la ecuacion: nada se pierde.
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Capitulo 6. Sucesiones ultrarrecursivas peridédicas

Lema 1. Sea (D;) la extension fuerte de (ma,;)°, entonces:
i) Dy =2si0<n<3

1) Di=1—n sin > 3.

Demostracion. Dela Def. 4, (m2,,;))_,, con « = —1—n. Luego, se tiene que ZO D; =

S D4 2n = (n)(=2) + 2n = 0. Por lo tanto:

Dopyos=(-n—-2)—1-0=-n—3.

i) Si —2n+ 1 > —n — 2, la definicién de extension fuerte nos dice que D; = —2 si
—2n+1 <1 < 0. Luego

-1

0
Dy =€((D;),0,1)= > Di=dn+ Y D;=dn+(2n—1)(-2)=2.
1=—2n+1 1=—2n+1
i) Si —2n+1<-n—-2 D;=—2paratodoi# —n—2talque —2n+1<i<0y
D_,,_o=—n—3. Luego
-1

Dy=4n+ Y  Di=dn+(2n—2)(-2)+ D, s =1-n.
i=—2n+1

i) ocurre cuando n es 1 o 2, mientras que ii se cumple cuando n > 3. O

B

1=

((a;) > (b)) v ((a;) < (b;)) también lo son.

Lema 2. Sean (a;);_, y (b;)i_, dos sucesiones libres tal que (3,7 € Z, sus conjunciones

Demostracion. Una conjuncién es traslacion de la otra, por lo que so6lo hace falta

€ =
1= T

probar que una de ellas es libre (la recursion O es de clase ). La sucesion (D;)
(a;) U(Tpi1-y 0 (b;)) (donde € = B+ 1 — ) es una extensién de ambas sucesiones,
por lo que cumple sigue cumpliendo la recursion O en todos los elementos de antes.

Especificamente, en

{a+1,...,8UTgpye{y+1,....0={a+1,....60U{B+2,... ¢}
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Veamos que ahora también cumple la recursion en el elemento que anteriormente era
el “primer elemento de (b;)”. Este ahora estd denotado como Dy, ; por el Corolario
4.4, Dz = —2 implica que O se cumple en 5+ 1 también. Luego, O se satisface en

{a+1,...,¢} vy (D;) (con D, = —2, por hipotesis) es una sucesion libre. O

Teorema 2. Sea (a;) una sucesion periddica a la izquierda con una sucesion de tipo
(%)~ de periodo 4m + 2. Si esta sucesion satisface O en todo su dominio, dados dos

elementos 0 < n < a, < an.1, el siguiente es

Upy2 = Opt1fbm + an(Q - :um) + (3 - :um) + AY, (*)
Donde pi,, = +1 y la sucesion (Y;) es dependiente de la sucesion (R;), con valores:
Rn

Yn = 2(7'—4m+37i +3— /flm) Rn = ,04m+2(an —n— 1)

i=1

Demostracion.

Lema. Sea un elemento 0 < m < a,, de la misma sucesion, su sucesor es:

n—1
nt1 = an(pm — 1) + ) a; + (n+1)(3 = pim) + Ya. (**)
i=0
Tal que X, = QM’L

Asumiendo el lema, veamos que si 0 < n < a, < a,41, se tiene lo siguiente (la

primera expresion es un reacomodo de la ecuaciéon que deseamos probar):

(*) =ani1 + (any1 — an)(ptm — 1) + an + (3 — pm) + AY,

- an+1 Mm + Z a; + 7’L + 2 3 ,um) + Yn+1 An+2
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La demostracion del lema se sigue de la funcion &:

ant1 = §((ai),n,1) =2+ Z (a;i +2)

i=n+l—an

i=n+l—an =0
—1

:2(n—|—1)+n2ai+ Z (1, + 2)

1=n+1l—an

El truco consiste en descomponer la tltima suma en un conjunto de sumas con una
cantidad de elementos equivalente al periodo de (7;). La cantidad de elementos de
la suma mayor es a, —n — 1, si le restamos R,, = pymi2(a, —n — 1), obtenemos un

multiplo de 4m + 2. Luego:

ap,—n—1=(a,—n—1—F,)+F,

a —n—l—F4m+2 Fy
— Y -t ey G2+ (amisi +2)
i=n+l-an i=1 i=1
( 1—-F,) 2m +i(' +2)
=\anp—n—-1—-1ry, Tom+3—i
2m 1 &

(0= D~ D+ S Camrai 3~ )

i=1

Sustituyendo la suma en la ecuacion de arriba lleva directo a (**). O
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Capitulo 7. Transformaciones de sucesiones

Teorema 1. Sea (A,(f)) = G"o(Ag). Su término n-ésimo puede escribirse como sigue

r - r T—1 )T
AD =Y ()P Q' Anrei (*)
i=0

Demostracion. Recordemos que (:) = W Vamos a demostrar por inducciéon. Ne-
cesitamos tener en cuenta los siguientes hechos:

« By (1) _
i) =)=
sey [t o4+l 1 t—i 1 _ (t+1)! _ (11
i) (;) + (z+1) e o T e ) = -G DIE Dy (i+1)'

Asumamos que para algin natural » = m, se satisface la Ecuacion (*) (se satisface

(°) = () = 1 para cualesquiera t, s € N.!

s

para m = 0, por la definicion de la transformacion de Lucas). Mostremos que eso

implica que también se satisface para r = m + 1.

m

A = PAT |+ QAT = Z( )Pm+1 'Q Anmi1- Z+Z( >Pm QM Ap o

=0

(O)PerlAnm 1+Z< )Perl ’LQAnm 1—1
m
+ Z ( )Pm ZQZ+1An m—2—1i + (m> Qm+1An7mf2

— (Tg) Pm+1An—m—1 + <m> Qm+1An—m—2

+ Z ( )Perl ZQ An m—1—i + Z ( )Pm+1iQiAnm1i

m+1 m+1
— Pm+1A__ m+1A__
( 0 > nm1+(m+1>Q n—m-—2
2

> 1(7) ()

m+1
1 o
_ Z <m+ )Pm—‘,—l—ZQlAn_m_l_i
- 1

m

iy
P™ ZQZAn—m—l—i

1Se comprueba desarrollando y tomando en cuenta que 0! = 1



Agregados

La proporcién aurea y el pentagono

Historicamente, una de las primeras ocasiones en que un fractal tomé lugar fue
cuando la Orden Pitagorica observo las propiedades del pentagrama (Figura 1b). [25]
Para dibujar esa estrella de cinco puntas —si Gnicamente se tiene a la mano lapices,
reglas no graduadas y un compas— hace falta dibujar una circunferencia, dividirla
en cinco partes iguales y dibujar un pentagono, después trazar todos los segmentos
que unen dos vértices (las diagonales). En el pentagono, esto ultimo puede hacerse

sin separar el lapiz del papel y sin pasar dos veces por un mismo segmento.

(b) Pentagrama dentro del
(a) Pentégono pentagono (c¢) Nuevo pentagono

Figura 1: Construccion de un pentagrama: (a) se empieza con un pentégono, (b)
después se unen los vértices. Se observa en (c) que en el centro del pentagrama se ha
formado un nuevo pentagono. [26]

Una vez que el pentagrama ha sido dibujado, se obtiene en su centro un nuevo

pentagono de menor tamaiio que el primero,! lo que hace posible repetir nuevamente

1;Cual es la relacién o la proporcién entre los lados de ambos pentdgonos?

243
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el proceso de construccion del pentagrama. .. y repetir este proceso indefinidamente.

Es de notar que el nuevo pentdgono esta inclinado con respecto al primero, como
si se hubiera sufrido una rotaciéon. Como se observa en la Figura 2, el tercer pentagono
generado vuelve a estar alineado con el primero. De modo que ese tercer pentagono

contiene a toda la imagen completa.

1+
1+ 1

Patron de ¢ y de A>(x). Figura 2: Representacion. Construccion de
infinitos pentagonos y pentagramas. [26|

Aunque para nosotros no resulta extraordinario dibujar un pentigono, esto no
siempre fue asi de sencillo. Se tiene registro de que los sacerdotes del Antiguo Egipto
ya tenfan conocimiento de como lograr esto e incluso les era posible dividir una circun-
ferencia también en cuatro, seis y siete partes iguales. Se cree que de las ensenanzas
matematicas egipcias, adquirié conocimiento un comerciante curioso que venia de Mi-
leto y cuyo nombre era Tales, quien para la verdad histérica seria el primer fil6sofo

de Occidente y una figura importante del pensamiento cientifico. [25,55]

Muchos sabios de la grecia antigua otorgaban no modestos méritos a los antiguos
maestros egipcios: Aristoteles, por ejemplo, decia que la matematica se habia origina-
do debido a que los sacerdotes egipcios habian gozado del tiempo libre que demanda
su estudio; hecho que acaso ha sido corroborado por el hallazgo de un papiro que
suele atribuirse a Ahmose (a veces escrito Ahmes), que se piensa en realidad fue el
copista de este trabajo de autores atin desconocidos: se trata del Papiro de Rhind?,
considerado la fuente de informacion més valiosa en lo que respecta a las matematicas

del Antiguo Egipto. [25,32]

2Nombrado asi en honor al abogado y egiptélogo Alexander Henry Rhind, quien adquirié el
material en un mercado de Luxor en el ano 1858.
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Este documento que, segtin se estima, data del ano 1650 a. e. c., fue titulado
Direcciones para conocer los secretos, misterios y todas las cosas oscuras

y es un compendio de problemas de geometria y aritmética. Por ejemplo, bastante

esfuerzo es invertido en reducir fracciones del tipo ﬁ, donde 2n + 1 es un nimero

impar, de la siguiente manera:

2_1+1+1+1
20 24 58 174 232

Mostremos que nuestra fraccién continua —en donde la fraccion completa aparece
en cada denominador— y el pentagrama pitagoérico nos llevan al mismo ntimero: la

proporciéon aurea.

Figura 4: Construccion de tres tridngulos semejantes en el pentagrama.

De la Figura 4, se dice que los dos triangulos més grandes son semejantes, pues
ambos tienen los mismos angulos: son isoésceles y comparten el dngulo 5. Cuando

dos triangulos son semejantes, conservan las proporciones de sus lados, en este caso

% = 2 = ¢; ademés puede observarse que s =V y que v =5 —V = (c — 1)V. luego:

C_(c—l)V R

Sabemos que el niimero positivo que resuelve esta tltima ecuacion es la proporcion

aurea, luego: % = 2 = p, o bien S = V. Por construcciones similares, puede
v
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demostrarse que v = @p, o bien, que V = ¢?p, lo cual nos dice que la proporcién

entre el lado del nuevo pentdgono y el més grande es 2.

¢ y las sumas infinitas

Figura 5: Sobre la construcciéon de un pentagono y el trazo de sus diagonales, que da
lugar a un pentagrama. Si el lado del pentagono mayor es [, las diagonales tendran
una longitud de ¢! y el lado del nuevo pentdgono sera p—21. [26]

Antes deciamos que nos era imposible dibujar un patrén infinito como el de la
Figura 5 con la tinta de las impresoras. ; Esto es debido a que ellas no pueden imprimir
detalles tan pequenos o porque se necesitaria infinita tinta?

Supongamos que tenemos un pentagono con un lado arbitrario /. Ya mostramos
que la distancia entre un vértice y otro opuesto es ¢l. Es decir, tras el primer pen-
tagono, con perimetro 5/, se pueden dibujar cinco diagonales para generar un penta-
grama con perimetro 5pl.

Al dibujar dicho pentagrama, automaticamente se genera el nuevo pentagono de
lado I; = ¢21. Por lo tanto, si queremos realizar n nuevos pentagonos tenemos que
repetir esos pasos n veces: trazando cinco diagonales durante cada iteraciéon: primero
se trazaran segmentos que suman 5l luego 5ply y asi sucesivamente.

Notamos que 11 = ¢ 2, para n > 0 o bien I, = [ - ()"

Empleando el Teorema A.7, podemos calcular cuénto sumarian las medidas de
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todas diagonales trazadas:

2 —2

n n n —2n—

—9\i —2\i 2 — @
5oy li=5p) (1-(¢7%)) =5lp) (¢?) = Sl —
=1 =1 i=1

Si se hicieran no n iteraciones sino infinitas iteraciones, el Teorema A.8 nos dice que

la suma de dichas medidas seria:

n —2n—2 -2 -2
, R ¥ v b
Jim 5 ) b = Y Sl = e

=1

-1
¥

p= = ol

Este resultado es impresionante por distintos motivos: en primera instancia, porque
nos dice que la suma de las infinitas lineas trazadas es algo finito. Después, porque esa
suma es exactamente igual al perimetro del primer pentagono y por tltimo jporque

ese nimero no esta relacionado con ¢!

La suma de infinitos numeros irracionales puede ser un niumero entero.

, N —2+1 _  —1 -3 -5 =T =
nlggogp;@ )_hmz_;@ = et e+ 1

n—00 4

Y, de acuerdo al Teorema 1.3:

La+F V5 L+ FyV/5 La+F /6 L.s+F5\5
1 1\/_+ 3 3\/_+ 3 3\/_+ 5 5\/_+

25 L 9
= ZL—Qi—l + \/EZ F—Qi—l = 2 E \/5 — ZZEN 2i—1
1€N €N ZiEN F—Qi—l

Para continuar desarrollando esta expresion, hace falta extender la sucesion de
Fibonacci y los nimeros de Lucas. Es decir, hace falta definir L,, y F}, cuando n es

un entero negativo.
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Comentario sobre la funcion A

Algunos resultados anteriores nos indican que la funciéon A estd indefinida tni-

camente para el nimero 0, los deseos de aplicar infinitamente dicha funcién hicieron

nacer al conjunto {o;|i € N} = {0,—1, —%, —%, ...}, de todos los nimeros que no
pueden pertenecer al dominio de A*°, que en su mayoria son negativos pero no son
todos los negativos.

Respecto al dominio de A=, podemos concluir de la expresion A~ (x) = ﬁ que

1 ¢ Dy-1, lo que implica que 1, A(1) € Dy-2 y en general
{1,A(1), A2(1),..., A" (D)} NDym =2

Observemos que 1 = —(a;)™, A(1) = 1+ 1 =2 = —(ap)™!, y general A""}(1) =

—(a,)™t, debido a que

A™(1) = —(amar) ™ = A1) = AA™(1) = A(=1/a) = 1 —

— A (1) = —(

o,y — 1

— A1) = —(ams)

Y para m = 0, se cumple A™(1) = A%(1) =1 = —(a1) ™' = —(ms1) 7}, por lo que lo
cumpliran todos los naturales, por el Principio de Induccién.

Por lo tanto, se tiene lo siguiente para toda m € Z*:

Dypm = R\{ao,al,a27a3,&4, ce ,Oém_l} — Dypx = R\{O&AZ S N}

—1 -1 -1 —1 ~1
Dam =R\{ == = = b = Dy =R\ {57 fs € {ouli € 27
=RV L e =R\ {=57]s € {auli € Z°})

Luego, es posible definir la funciéon A(z) =1+ 2 con dominio igual a

3 2 1

2110
573 2 11

)
N W
w | ot

=] =

1
1

.

de modo que A(x) € D para toda € D, por lo que es posible aplicar nuevamente

? ?
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la funcion: A(A(x)) = A%(z), y aplicarla tantas veces como se desee A™(z) € D;.
Si también definimos A° = Ip, y At = —L-, notamos que A~(z) € D, para todo
z € D, por lo tanto también existe A= = (A=1)".

La siguiente proposicion resume todo lo que es posible conocer y que es relevante

para nosotros acerca de las funciones A”.

Proposicion. i) El conjunto de funciones
(Afn e Zy = {.., A2 A~ A% Al A2, ),

con dominio en D = Do N Dy-, forma un grupo bajo la composicion.

1) Para cualquier funcion del conjunto distinta de A°, Y y Y son sus unicos eigene-
lementos.

14t) Para todo x € D tal que x # p,1, se cumple

lim A"(z)=¢ y lim A"(z) = .

n—oo n——oo

Asi como la funcion A(z) = 1 + 2 nace de un equivalente de la ecuacion 2% = z+1,
es decir x = A(x), hay otros equivalentes que pueden encontrarse, o bien, hay otras
maneras de despejar a x de la ecuacion, por ejemplo x = /1 + x que permite definir

a x (la raiz positiva) de una manera recursiva:
x es igual a la raiz cuadrada de 1 mds x

Si definimos B(z) = v/1 + x, no es dificil comprobar que B(y) = ¢, luego ¢ = B™(p)

para cualquier n € N:

p = 1+\/1+\/1+\/1+\/ﬁ

Luego, ¢ es un eigenvalor de la funciéon B. Sin importar qué tan grande sea =,
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podemos intuir que al sumarle uno y sacar la raiz cuadrada, nos daré como resultado
un nimero menor B(z), que dard un resultado atn menor si repetimos el proceso
B(B(z)), si repetimos este proceso muchas veces, no es extrano imaginar que nos
estaremos acercando a phi: B"(x) &~ ¢, justo como pasaba con la funcion A.
Hipotesis. Para todo x > 0, lim B"(z) = ¢.

n—oo
Ejemplo: B7(1650) = 1.62077506962 ~ ¢ + 0.02.

Todo parece indicar que B también es una funcién que nos permite aproximar
el valor de (, aunque con operaciones mas complicadas que las de suma y division.
Una cuestion a analizar es jQué tan rapido nos aproximamos al valor de ¢ usando
las funciones A y B?

El siguiente ejemplo ilustra que estos analisis no solo estan relacionados con el
proceso de encontrar las raices de un polinomio, sino que pueden tener conexiones
inesperadas con otras areas de las matematicas.

Consideremos la “segunda ecuacion de segundo grado mas sencilla™ 2% = x4+ 2. Se
verifica facilmente que sus raices son 2 y —1. Ahora bien, esa expresion es equivalente
a x = /2 + x para la raiz positiva. Definamos V(z) = v/2 + z, luego V(2) =

Podemos plantear una hipotesis equivalente a la de la funciéon B, es decir, que
para cualquier x > 0, es cierto que lim V™(z) = 2. Pero nuestro interés aqui no es

n—oo
buscar una forma de aproximar el eigenelemento de V', que es el nimero dos; lo que
queremos es saber “qué tan rapido” la funcion V' nos lleva a ese niimero. Definamos

la siguiente funcion que depende de la diferencia entre 2 = V°°(0) y la aproximacion

con V™(0):

:m:\/z_ﬁme:ﬁ_m

Por hipétesis, lim f(n) = 0. La funcién conjugada f*(n) = /2 + V7*(0) = V"*1(0)
n—o0

nos permite llegar al siguiente resultado:

fr(n) - f(n) = \/4 — (V(0)2 = V4~ (2+V"1(0))
—Vn=10) = f(n—1)
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Lo cual implica que f*(n — 1)f*(n)f(n) = f(n —2) y si k& < n se tiene que
Fo(n— k4 1) f(n)f(n) = fn— k), para k = n

n—1
(TL7 (=) fm) = fn=n) = £(0)
=0
1 1 1
— I E G e W
1 1 1
BREURCONNCET
_2. !
V2 V2R Sy Ve
Sabemos también que f(n + 1) = f(n) - m = f(n) - vn+2(0) y es cierto que
V™(0) > /2 para todo m > 0, de modo que f(n+1) < f(n) - \/Li’ o bien:

2 — V™H0) < (2 —V™(0)) -

N | —

lo cual significa que con la funcién V', cada nueva aproximacion reduce a menos de la

mitad el ‘error’. Para n muy grande, sabemos que V"*2(0) = 2, por lo que

2= V"H0) & (2 V7™(0)) -

Y

| =

en sintesis: cada nueva aproximacion tiene menos de la mitad de error pero no menos
de un cuarto, por lo que V' ha mostrado ser una herramienta util () para aproximar
el niimero 2.
Finalmente, veamos que dado lim f(n) = 0, solo existe un namero b tal que
n [o.¢]

lim f(n)b™ = ¢ con c finita y distinta de cero. Eso sera posible si
n—oo

b
, n __ ’ n+l __ z LR
Jm (8" =l f(n DB = o (F0) -6 s
— lim L:l = b= lim V""2(0) =2

n—00 V”+2 (O) n—00

Sabemos ahora que lim f(n)2" = ¢, pero desconocemos el valor de c. La inespe-
n— o0
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rada respuesta a esta cuestion se conoce como la féormula de Viéete

n—o0 n—oo

2

E'\/2+\/§'\/2+ 2+\/§...

lim f(n)2" = lim 2”\/20_\/21+\/22+...+ /2
2 2

™

donde 7 es el nimero que representa la proporcion entre la circuferencia y el diametro
de cualquier circulo. No demostraremos este hecho, sino que tinicamente contemplare-
mos lo que representa: la composicion de una funcién definida recursivamente, como
V™(z) = /24 V" 1(z), no solo permite acercarse a la respuesta de un problema
(como aproximar la raiz de un polinomio), sino que puede llevar al descubrimiento de
constantes muy importantes en otras areas de las matematicas, y acaso permitir una
conexion entre las distintas areas.

Todo lo anterior nos motiva a averiguar un poco mas acerca de las funciones y
las sucesiones recursivas: squé otras propiedades interesantes existen?, ;cudles son las

recursiones extranas? y ultimadamente jqué otros tipos de recursion pueden existir?
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Fibonacci en la naturaleza

Veamos algunos ejemplos tomados de [57], en donde se observa que la sucesion
de Fibonacci (F,)2, aparece en la naturaleza. Ambos ejemplos son muestra de que

sistemas sencillos pueden dar lugar a una sucesion recursiva.

Fibonacci y las abejas

Consideremos la Figura 1, que es un arreglo hexagonal de dos filas, donde cada
casilla estd enumerada. Supongamos que en un momento determinado, la abeja s6lo

puede estar en una casilla, aunque puede caminar hacia cualquier casilla adyacente.

Figura 1: Arreglo de los distintos sitios en los que puede estar una abeja.

La pregunta es
¢De cudntas maneras distintas puede pasar de la casilla 0 a la n?

Esto sin caminar de un sitio a otro de menor numeraciéon. El caso mas sencillo es
cuando n = 1 (Figura 2a), pues sélo hay una manera de pasar de la casilla 0 a la
casilla 1, o bien, un sé6lo camino a la casilla 1.

Paran = 2, existen dos caminos distintos, como se muestra en la Figura 2, mientras
que para n = 3 existen tres caminos distintos, que se muestran en la Figura 3.

El primer impulso puede ser suponer que para n = 4 deben existir cuatro distintos
caminos. Ya que, si denotamos C'(n) al nimero de caminos que llevan a n, hasta ahora

se han presentado los nimeros C(1) =1, C(2) =2y C(3) = 3.
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(a) Unico camino a 1 (b) Primer camino a 2 (c) Segundo camino a 2

Figura 2: Soluciones para n = 1 y n = 2: hay una sola manera de pasar de 0 a 1, y
dos maneras de llegar a 2.

Figura 3: Soluciones para n = 3

Veamos que para llegar a la cuarta casilla, antes se tiene que pasar por 2 o por 3
(Figura 4). Por lo tanto, puede decirse que C'(4) debe ser igual a C'(3) més C(2), es
decir C'(4) =3+2=05.

Figura 4: Soluciones para para n = 4.

Similarmente, para llegar a n = 5, antes tenemos que llegar a 3 o 4, por lo que

C(5) =C(4)+ C(3) =5+ 3 =8, y generalizando para todo n > 3:

Cn)=Cn—1)+C(n—-2)
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Luego, la funcion C'(n) cumple una relacion de recursiéon que para nosotros es fa-
miliar. Debido a que las condiciones iniciales C'(1) = 1, C'(2) = 2 son dos numeros
consecutivos de la sucesion de Fibonacci: Fy, = 1, F3 = 2, la funcién puede expresarse
como sigue: C(n) = F,, ;1 para todo n > 0.

Fibonacci y las abejas macho

Los machos provienen de huevos no fertilizados, por lo tanto un macho tiene
madre pero no tiene padre; por otro lado, las hembras nacen de huevos fertilizados,
por lo que ellas tienen padre y madre. Veamos el siguiente esquema que representa

las generaciones descendientes de una abeja macho.

0 G0 0
S Q

Q @)
G

Figura 5: Arbol familiar de la abeja macho. El simbolo Venus ? representa una hembra
y el simbolo Marte 0" representa un macho.

Un aspecto aspecto interesante a considerar es que si se dibujara el arbol familiar
para infinitas generaciones, se volveria a presentar un fractal: cada ramificacion
de la descendencia de una hembra contendria a la imagen completa.

Si contamos la cantidad de elementos de cada generacion, o bien la cantidad de
abejas en cada fila, notamos que son nimeros de Fibonacci: 1, 2, 3, 5, 8. La primera
generacion, unicamente integrada por la abeja macho, no aparece en la figura, la
segunda generacion consiste iinicamente en una abeja hembra. .. contemos todos los

distintos elementos en cada generacion:
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Generacion 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Numero de abejas hembra |0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
Niumero de abejasmacho |1 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

Total 11 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Se observa que en las tres filas de la tabla anterior cada elemento es suma de los
dos anteriores, es decir, parece cumplirse una relacién de recursion. Para demostrar
que esto ha de cumplirse siempre (para la n-ésima generacion), puede argumentarse

lo siguiente para n > 3:

» La cantidad de machos de la n-ésima generacion M,,, depende de la cantidad

de hembras de la generacion anterior:

Mn - anl‘

= La cantidad de hembras depende de las cantidad de hembras y machos de la

generacion anterior:

Hn = Hn—l + Mn—l — Hn = Hn—l + Hn—2'

Por lo que la cantidad de machos y de hembras cumple una relaciéon de recursion.

Respecto a la cantidad total de abejas en la n-ésima generacion, se tiene que
T, = M, + H,. El Teorema 1.6 nos dice que (7,,) satisfacera la misma recursion.

Ahora que sabemos que todas las filas de la tabla representan una sucesion defi-
nida por §, s6lo hace falta verificar que los dos valores iniciales son dos nimeros de
Fibonacci consecutivos.

De este sistema, pueden surgir preguntas como las siguientes:

1. ;Cudntas abejas habrdn existido en total tras el nacimiento de la generacion n?
2. s Cudntas abejas habrdan nacido en una generacion par tras el nacimiento de la

generacion 2n?
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3. ;Cudntas abejas habrdan nacido en una generacion impar tras el nacimiento de la

generacion 2n + 17

Estas y muchas otras preguntas pueden responderse con los resultados del Teore-
ma 1.7.
Ahora bien, empleando el siguiente resultado (demostrado en la seccion La pro-

porcion durea y el pentdgono):

\/g _ 2 - ZieN L_gi1
Dien Floic

el Corolario 1.3 y el Teorema 1.7, se tiene que:

o 24+ L+ Lyt A+ Loy, 24 (Longo — Lo) 1, Loy
V5= lim = lim = lim ——.
n—oo 0+ Fy + Fy+ -+ Fyppy nooo Fyyo— Fy n—oo Fop o
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El hombre de los tres siglos

Esta historia comienza con la definicién del complemento de una sucesion. Sea la

sucesion de Fibonacci (F,) = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,...), su complemento es
(F°) = (4,6,7,9,10,11, 12,14, 15, 16,17, ...)

la sucesion cuyos elementos no son ntimeros de Fibonacci o bien los ntimeros que
no aparecen en (F,).
Definicién. El complemento de una sucesion (D;);cp es la sucesion (Df);cqo.1,..3=0 de

todos los naturales que no aparecen en (D;), es decir, para todo k € Nei,i+1 € Q:
k¢ {D;li e P} <— ke {Dilie Q} N D; < Dy

La sucesion de Fibonacci es tal que F,, + M es siempre un elemento de (£5) donde
M es cualquier nimero positivo menor a F, ;. Es decir, existe una ecuacion sencilla
que nos permite generar (F¢). No cualquier sucesiéon cuenta con estas “ecuaciones
sencillas” para generar su complemento y hay otras que tienen “ecuaciones extranas”.

Se denota como (BY) a la sucesion en torno a x definida por
By =|n-z|]VneN

donde |r| es la funcion que devuelve el entero menor o igual a r € R (Def. A.32).

Consideremos la sucesién en torno a z = 1.5:

(BX%) = (10], [1.5], 3], |4.5],16], |7.5], 9], 10.5], 12],...)
= (0,1,3,4,6,7,9,10,12,13, 15,16, 18,19,21,22, .. .)

Su complemento es la sucesion (2,5,8,11,14,17,20,...), donde el n-ésimo elemento
parece ser igual a 3n + 2. Para cualquier ntimero irracional z, la sucesion (BY) se

conoce como sucesion de Beatty. Veamos lo que ocurre si calculamos la sucesion de
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Beatty en torno al nimero irracional que tanto hemos estudiado, phi:

(B)=(10-¢l,[1-¢l,[2-¢],[3-¢l,[4-¢,[5-¢],...)
= (|0],[1.61...],|3.23...],(4.85...],16.47...],[8.09...],...)
=(0,1,3,4,6,8,9,11,12, 14, 16,17, 19, 21, 22,24, 25,27, .. )

La siguiente tabla muestra que By, + 1 es el n-ésimo término del complemento de
n
la sucesion. La secuencia de simbolos ‘Bf?q;’ puede parecer confusa, lo que ella indica
n
es el BP-ésimo namero de la sucesion (BY): por ejemplo, para n = 1, Bf = 1, por
@ : v _ . o . N
lo que BBf es igual a B = 1, para n = 2, BY = 3, por lo que se tiene el siguiente
despeje Bf, = Bf = 4. Dicho con palabras, el n-ésimo término nos dice qué término
2

seleccionar. |58]

n | Bf | Bpe | Bpe +1
1] 1 1 2
21 3 4 )
3| 4 6 7
41 6 9 10
5| 8 12 13
6| 9 14 15
711 | 17 18

Comprobamos que ningin elemento de la tltima columna es un elemento de (BY).
Esta sucesion es conocida como la sucesion de Lower Wythoff y se sabe que es la
tnica que cumple la relacion af = a,, + 1 para todo n > 0. [59] Aqui nos interesa la

sucesion (J,,) que se construye a partir de B¥ con la siguiente instruccion

J, =B+ B7 ,VneN

Sus primeros elementos son Jy =043, J; =1+4, J, =3+ 6, y tras calcular algunos

de los elementos siguientes damos con los valores

(J.) = (3,5,9,12,15,19, 21, 25,28,31, 35,38, .. )
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Ahora bien, si sumamos el tercer nimero de Fibonacci, el quinto, el noveno y asi

hasta el séptimo namero de (J,,), F. = Fy;, obtenemos un agradable ntumero primo:

7
ZFJi:FJO+FJ1+"'+FJ7

=0
:F3+F5+F9+F12+F15+F19+F21+F25
=24+5+34+ 144 + 610 + 4181 + 10946 + 75025

= 90947

Usemos tres veces todos los digitos de 90947 para construir otro nimero!

90947
(9 —7+0)9 x (V9 +/4)°

= 0.181894

EL 1-8-1894 FUE UN DIA TERCERO de la semana que vio nacer al argentino y cor-
dobés Juan Filloy, hijo de un padre gallego y una madre francesa. Todos estos datos
han sobrevivido hasta nuestros dias debido a que ese hombre fue un juez y sobretodo
un influyente hombre de letras y palabras que escribi6 cerca de 55 libros, més de
8000 palindromos, es decir, enunciados que ‘se leen igual’ de izquierda a derecha y de
derecha a izquierda. Por ejemplo, el que escribi6 a través de un personaje de su libro

jEstafen!:
Saco pesado te doy yo, de todas épocas.

Se dice que en este libro, Filloy (que se pronuncia como ‘Fiyoy’ a decir de él mismo)
alcanzo el récord en cuanto a la creacion de palindromos en la lengua castellana, el
campeo6n anterior fue un emperador de oriente, Ledén VI. Por este motivo, no fue
extrano que ¢l y muchos otros escritores consideraran que el espanol es el idioma mas

‘palindromo’, aunque todo indica que en realidad lo es el finlandés.?

LOtro ntimero que tiene —exactamente y en el mismo orden— todos los digitos del primer miltiplo
de 90947. Es decir: 90947+90947=181894. Otro hecho interesante es que la secuencia de ntumeros
‘90947’ aparece siete veces en el primer millon de digitos de 7.

2La palabra palindroma que tiene el récord Guinness por ser la méas larga es la palabra finlandesa
saippuakauppias, que significa fabricante de lejias.
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Otras obras famosas del cordobés son Caterva, La purga, Tal cual y Zodiaco. No
es una coicidencia que todos los titulos mencionados tengan exactamente siete letras,
fue intencion de Filloy escribir los titulos de todas sus obras de esta manera. La tinica
excepcion a esta regla fue el cuento titulado Los Ochoa.

A pesar de que fue un escritor muy prolifico, Juan Filloy nunca se preocup6 por
promocionar sus textos mas que entre sus amigos cercanos; abarco todos los géneros,
desde novela hasta articulo y poesia. Otras curiosidades del escritor es que tiene al
menos un titulo con cada una de las letras del alfabeto y su aficion por los megasonetos
(14 series de 14 sonetos)?, de los cuales escribié més de 800. Lo anterior y mucho més
de lo que se ha alcanzado a mencionar, fue el fruto del trabajo literario de Don Juan
®lloy, que tan apasionadamente escribio durante los casi 106 afios que vivio. [60,61]

Esta historia puede llevarnos a muchas preguntas matematicas como “;Cudntos
titulos de siete letras pueden existir?” o usando més combinatoria “; Cudntos titulos
de siete letras pueden existir tal que su primera letra sea A?”, ;Cudntos titulos palin-
dromos de siete letras pueden existir?”, entre otras cuestiones. Aqui nos haremos la
pregunta: ;Puede una ecuacion ser palindroma de alguna manera?

La suma permite ecuaciones palindromas como:

46 + 53 = 35+ 64

Y el séptimo numero de Juan Filloy, J; = 25, permite la siguiente igualdad:

25 = 52

Esta ecuacion se puede considerar palindroma debido a que tiene los mismos simbolos
de izquierda a derecha y de derecha a izquierda. Otros ejemplos son las ecuaciones
palindromas que permite la escritura con ntimeros romanos, verifiquese la siguiente
identidad:

IV+XI=IX+VI

3Los sonetos tienen catorce versos, por lo que el megasoneto tiene un total de 143 versos.
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Que no solo es palindroma sino que también es equivalente a su representacion es-
pecular, es decir, se ve idéntica si se le mira a través de un espejo colocado por el
lado izquierdo y derecho. jOtras ecuaciones palindromas también son las mismas si
colocamos el espejo del lado izquierdo, derecho, arriba o abajo!, como la siguiente

ecuacion relacionada con el numero XIV:
XX + (IX = XDIIT = HI(IX — XI) + XX

Escrita con nimeros indoarabicos, la expresiéon anterior es mas aburrida y no posee

ninguna propiedad interesante mas que la de ser verdadera
20+ (9—11)-3=3-(9—11) + 20.

Es natural preguntarse si hay ecuaciones mas complejas que sean palindromas o que
presenten algunas de las simetrias anteriormente demostradas; veamos cémo el nu-

mero phi representado como ¢ permite escribir una expresion capictia:?

52(19") = (1)<

Que es una manera conveniente y un poco abusiva de escribir Y (i¢?) = (igi)?,
donde i representa la variable de la suma en la parte izquierda de la ecuaciéon mientras
que en la parte derecha representa el ntimero imaginario i = v/—1. No esta claro si esta
expresion es una ecuacion, es decir, si alberga una verdad matematica. Demostremos

que ése es el caso cuando el limite inferior es —oo y el limite superior es cero:

0 00 o0
. ; . . 3 Py— 3 Py—y 3
Y gt = (i) = > —ipT = (—¢) = Y g =¢
1=—00 =0 =0
=0, 1,2, 5, 4,5, = ¢
P 9 9 P ¢t PP
4Una capictia es un niimero que tiene la misma forma si se le mira de abajo hacia arriba, es decir
girando la pagina 180 grados; por ejemplo: 1,2,5,8 11, etc. Por lo tanto, una expresiéon capictia es
una que mantiene esta misma cualidad.
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A primera vista, no es sencillo determinar si esto tltimo es verdadero o falso, pues no es
una expresion trivial o siquiera finita, como las otras ecuaciones palindromas, capictias
y especulares. Sin embargo, la expresion es una igualdad, como demostraremos a

continuacioén:

Demostracion. De acuerdo a los Teoremas A.7 y A.8, para todaa # 1y a # 0,

Zm:za t= Xm:mi = Zm:ai —|—Zm:(z —1)a™"
i=0 i=1 i=1 i=2
S RED AL SAr TS
i=1 =2 =3
S S S 3 B
i=1 =2 i=3 i=4
= ia‘z + zm:a‘i +zm:a_i + iaﬂ +§:(l —4)a™
i=1 =2 =3 i=4 i=5
= ia_l +ia‘z+ia"' +ia"’+ + i a +i(i —m+1)a”
=1 1=2 =3 =4 i=m—1 i=m
m m—1 m—2 2
=1 Za‘Z—I—al Zaz+a2-2a_i+ —|—a_m+22a_i+a_m
a—nlw_—ll —a!' a T_l g2 ai:r;—l g3 af}?_l q—m+1 -
T a1 * a—l —1 - a”l—1 L a—l—1 o
Pero a™™ = “772:11_‘; , luego

1=0 =1 i=1

Daremos por hecho que si a > 1, ma™™ — 0 conforme m — 00,” lo que nos lleva a la

SEl infimo de {2|n € Z*} es mayor o igual a 0, pues 0 es una cota inferior. Si el infimo es § > 0

entonces existe un n € Z%1 tal que § < % <20 = % < 0, contradiciendo nuestra hipétesis; por

lo tanto el infimo es 0. Esto implica que para todo a > 1 existe un k € Z* tal que % < a, luego
: E+2 _ k41 : _ -1 k+2  k+1\ k k+1\m—k k
considerando que j5F < %=, es cierto que 7 = ((mi”l),a . (ni”_z)_a D Yo < (G )™

para todo m > k. Por lo tanto (%)m_k — 0 conforme m — oo implica que —7= — 0.
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demostracion:

=, a » a a™t a 1 a
iz_;za _a—l';a Ta—-11-a' a—-1 a—1 (a—1)

o0

Para a = ¢, se sabe que (a — 1)? = (¢71)?, por lo tanto > i¢p~" = ﬁ = ¢>.
i=0
También se puede usar la notacion presentada en la demostracion del Teorema 1.7

para intentar demostrar lo mismo en pocas lineas.

- iihddoooo = - fihddoodoo = ddddOPHOO

~ ...000000000

Aunque es necesario formalizar algunos procedimientos empleados. Como que el limite

de ... d)(bd)d)@@ —la suma continda por siempre hacia la izquierda— tiende a
. OOOQOC]) si los elementos de la izquierda tienden a cero, que es el caso cuando

la sucesion (Dy)rez es tal que D,, = ¢™ para todo n € Z. ]

Finalmente, mencionaremos que el primer namero negativo de la extension fuerte de

(i) o (con m = 90947) es —181910. El dia 1-8-1910, Juan Filloy cumplia 22 afios.
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Mas alld de la recursion

En esta seccion hablaremos de un conjunto de sucesiones que satisfacen cierta
condiciéon que no es una relaciéon de recursion.
Definicién. Para toda m € Z*, A,, es un conjunto de sucesiones cuyo dominio son

los primeros m nimeros naturales tal que se satisface lo siguiente:
Anmey € Ay = VA TR e{l, ... m}: Aj = M,

Proposicion. Los siguientes enunciados son verdaderos para todo A,,:

= A, contiene m! elementos.

» Para m = 1, se tiene la sucesion (0). Para m = 2, existen las sucesiones (0,0) y
(—1,—1). Todas las mencionadas pueden representarse mediante los diagramas

siguientes, respectivamente:

’ ° ° Q

Donde cada punto representa un elemento de la sucesion y las lineas que unen
dos puntos representan las relaciones de las posiciones k£ y j de la definicion.
Por ejemplo: A4 4, = As, por lo tanto se ha colocado una linea por arriba; por

otro lado As, 4, = A; v se ha colocado una linea por debajo.

» Para m = 3 existen, por ejemplo, las sucesiones (1,1,—2) y (2,0, —2). Para
m = 4 existe, por ejemplo, (2,2, —2, —2).! Todas estas se pueden representar

con los diagramas siguientes, respectivamente.

!Es interesante considerar que aunque sélo las sucesiones conformadas tinicamente por ceros son
capicuas, los diagramas pueden ser simétricos con respecto a algun eje.



267

» Para toda (\,)"_, € A,,, se cumple

i=1

= Para todo ntmero natural ¢, se tiene el siguiente promedio sobre todas las

sucesiones de A,,;:
(Sox)=o
i=1

Donde A es una potencia del elemento ;.

» Sea la funcion L sobre cualquier sucesion (B;);cp tal que para cualquiera By de

sus elementos

Es posible demostrar que para cualquier elemento Ay de una sucesion (\,)"; €
A, L(Ak) = Meta, = Aj para algin j € {1,...,m}.

Sea Am el subconjunto de A,, donde todas las sucesiones (\,) € Am son tal
que p = m es el menor niumero entero positivo que cumple L£P(\;) = A para

toda k € {1,...,m}. Se tiene el siguiente promedio sobre todas las sucesiones
de Am

"He sanovat, ettd se on vitmeinen kappale
He eivdt tunne meitd, naet
Se on vain vitmeinen kappale

Jos annamme sen”

ORCO
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