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Introduccion

Este trabajo de investigacion introduce al lector en los temas de mecanica de
fluidos computacional (CFD por sus siglas en inglés Computational Fluid Dynamics),
en particular se precisa dar solucion a un sistema transitorio por medio de la

programacion de las ecuaciones de movimiento.

El empleo de herramientas computacionales, en materia de mecanica de
fluidos, que logran representar modelos de sistemas reales ha generado gran
interés. Segun el libro An introduction to CFD, “la mecéanica de fluidos computacional
es el andlisis de sistemas de dindmica de fluidos, transferencia de calor y otros
fenbmenos asociados, como reacciones quimicas, por medio de la simulacion

basada en sistemas computacionales”?.

La dinamica de fluidos se refiere a la transferencia de cantidad de movimiento
(31 la cual, se logra transferir via molecular y/o convectiva; su analisis comprende la
definicion de viscosidad, ley de viscosidad de Newton, entre otros; la solucién se
efectlia a través de balances de cantidad de movimiento para obtener la distribucion

de velocidades del sistema.

Ahora bien, se tiene la posibilidad de analizar un sistema de flujo laminar, el
cual, es “el movimiento de un fluido en el que cada particula del fluido sigue la misma
trayectoria (al pasar por un punto) que la seguida por las particulas que la preceden”
[13]: turbulento, donde el flujo es desordenado; y de transicion que se define como el
cambio de flujo laminar a flujo turbulento. Estos, a su vez pueden presentarse en
estado estacionario, es decir, las propiedades del sistema no cambian a través del

tiempo; transitorio, donde las propiedades del sistema cambian a través del tiempo.

En este trabajo de investigacion el sistema de interés considera un fluido
newtoniano con densidad y viscosidad constante que llena completamente una
cavidad rectangular de aristas dx y dy. El fluido se encuentra en reposo antes del

tiempot =0y, en el instante t = 0, se aplica una fuerza a la pared superior de la



cavidad en direccion x positiva, presentando una velocidad u, constante, véase
Figura 1.

Figura 1 Cavidad rectangular conteniendo fluido newtoniano.

El desarrollo de este trabajo consiste en describir al sistema anterior
mediante la aplicacion de la teoria del transporte, es decir, empleando las
ecuaciones de conservacion de masa y de cantidad de momento, por medio del
empleo de una herramienta computacional para determinar el perfil de velocidades
y el campo de presiones.

Los datos que se recabaron sirven para comparar cualitativa vy
cuantitativamente las propiedades de los sistemas.

La simulacion del sistema se realiza a través del software “WOLFRAM
MATHEMATICA” por medio de la generacion del cédigo de programacion, donde,
se implementan las ecuaciones de variacion. Ademas, se compara con un software
comercial en dinamica de fluidos “ANSYS FLUENT”.



Objetivos
Objetivo principal

El objetivo principal de este trabajo de investigacion es obtener la descripcion
del comportamiento de un sistema transitorio, empleando el método de CFD a partir
de la implementacion del codigo de programacion de las ecuaciones de variacion,

las respectivas condiciones iniciales y de frontera que caracterizan al sistema.
Objetivos particulares

Obtener la descripcion del comportamiento de un sistema transitorio

contenido en diversas geometrias.

Comprobar la relacién de precision del mallado e instantes de tiempo con la

aproximacion de la solucion.

Comprobar los resultados obtenidos por medio del software “ANSYS
FLUENT”

Hipotesis

La adecuada descripcién del comportamiento de un fluido dentro de una
cavidad rectangular se realizara mediante un balance de cantidad de movimiento a
nivel microscopico, empleando el método de mecénica de fluidos computacional,
por lo que de esta manera se obtendran valores de velocidad y presion en cada
punto del espacio e instante de tiempo que, ademas, lograran ser comparadas por

un software comercial en el disefio, analisis y simulacion ingenieril.



Marco tedrico
Mecanica de Fluidos Computacional
Ecuacion de Continuidad
Ecuacion de Cantidad de Movimiento
Método de Diferencias Finitas
Condiciones de Frontera

Programa Informatico



Mecanica de fluidos computacional

La mecanica de fluidos es una rama de la mecanica clasica, analiza el
comportamiento de fluidos en reposo y en movimiento, ademas, de sus
interacciones con los alrededores y, otros fenOmenos. Los sistemas se logran
describir por medio de la aplicacion de los principios de dinamica de fluidos,

transferencia de calor y masa.

En mecanica de fluidos, un fluido es definido como una sustancia que se
deforma con la aplicacion de un esfuerzo cortante o tangencial, sin importar lo
pequeiio que éste sea, provoca movimientol.Los fluidos se dividen en liquidos y
gases, los liquidos tienden a conservar su volumen debido a que las fuerzas de
cohesion entre sus moléculas son mayores que las de los gases, donde, las fuerzas
cohesivas entre sus moléculas de estos ultimos son despreciables por lo que se

expandira hasta encontrar limites que lo contengan.

La mecanica de fluidos puede ser descrita a través de tres diferentes niveles:
macroscopico, microscépico y molecular, refiriéndonos por la palabra nivel al tipo

de escala a especificar.

El estudio a nivel macroscopico, tiene como objetivo analizar las
perturbaciones en el sistema a nivel general, por lo que para dar solucion al sistema
se requiere realizar un balance, donde es primordial especificar sélo la entrada y la
salida; en este nivel el estudio no es muy detallado.

El nivel microscopico considera los cambios dentro del sistema, es decir, se
considera un volumen diferencial en el sistema, en este caso se logra dar solucién
al sistema obteniendo informacién del sistema como la temperatura, presion, entre

otros.

Por altimo, para el nivel molecular es primordial la estructura molecular y las
interacciones moleculares, en el entendido de que en este nivel no se cumple la
suposicion del medio continuo debido a que los atomos, moléculas, particulas, entre

otros, no se encuentran distribuidos de forma continua en el sistema.



El analisis de cualquier sistema en mecanica de fluidos se rige por tres leyes

basicas: i) conservacion de masa, ii) conservacion de cantidad de momento v, iii)

conservacion de energia, sus respectivas ecuaciones en coordenadas cartesianas

son:
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Existen tres vias para describir un sistema en mecanica de fluidos: i) tedrico,

i) experimental y, iii) computacional, haciendo hincapié en que la teoria y la

experimentacion estan estrechamente relacionadas, pues, en ocasiones, la teoria

refiere a situaciones idealizadas que no suelen ser validas en la practica. Es de



importancia sefialar que el correcto analisis computacional de cualquier sistema de

mecanica de fluidos NO descarta los analisis tedricos y experimentales.

La solucion analitica requiere simplificar las ecuaciones de gobierno que
describan al sistema, enunciadas anteriormente, realizando las suposiciones
adecuadas para obtener modelos lineales, geometrias simples, baja dimension, etc.
Sin embargo, la mayoria de los sistemas reales son mas complejos, por lo que sélo

una pequefia porcion de problemas se logra especificar de esta manera.

El analisis por medio de la experimentacion describe cuantitativamente una
propiedad del fluido por cada experimento en un nimero limitado de puntos fisicos
en el dominio e instantes de tiempo, se emplea a limitados sistemas y condiciones
de operacion, presenta altos costos econdémicos, gran tiempo de resolucion,

dificultades en la implementacion, andlisis y modificacion.

La mecanica de fluidos computacional es una herramienta que ayuda a
predecir el comportamiento de los fluidos mediante la simulacién de cualquier
sistema empleando un método numérico para obtener una aproximacion a la
solucién de las ecuaciones de gobierno en cada punto discreto del dominio,
utilizando una herramienta computacional, logrando comparar, corregir y optimizar,
cabe destacar que los resultados arrojados pueden ser cualitativos e incluso

cuantitativos.

Los problemas de fendmenos de transporte se resuelven a través de
herramientas computacionales por medio de la soluciobn a las ecuaciones de
diferencia, no obstante el excesivo nUmero de operaciones aritméticas requerido
para lograr una buena aproximacion a la solucién analitica, precisan invertir

bastante tiempo.

El método de CFD presenta un gran numero de ventajas como son,
principalmente, bajo costo de inversién, creacion de infinidad de configuraciones
gue se desee realizar, verificacion de resultados, facilidad de llevar a cabo un

namero excesivo de iteraciones para llegar a la solucion, facilidad de correccion o



modificacion, optimizacion del sistema, llevar a cabo un sinnimero de detalle de
resultados, prediccion del comportamiento de sistemas en condiciones extremas o
peligrosas, suministro de informacién completa en tercera dimension, simulacioén de

sistemas en dimensiones reales sin limite, entre otros.

A pesar de sus ventajas, este método presenta los siguientes puntos a tomar
en cuenta: la fiabilidad de los resultados depende de la correcta formulacion
matematica, el tiempo de calculo depende del nimero de operaciones aritméticas,
los resultados no son completamente confiables debido a que la entrada de datos
puede involucrar muchas suposiciones o imprecisiones, el modelo matemético del
sistema a tratar puede ser inadecuado o la exactitud de los resultados es limitada

por el poder computacional disponible.

Cualquier sistema que se requiera describir mediante mecanica de fluidos
computacional se desarrolla a través de tres principales etapas: i. preproceso,

ii. solucién y iii. postproceso.

i. Preproceso:

Esta etapa tiene como objeto realizar las suposiciones adecuadas del
modelo, plantear parametros y condiciones del sistema que puedan ser usadas por

el programa computacional para lograr obtener una correcta solucion al sistema.

Durante la etapa del preproceso se debe tomar en cuenta que la
aproximacion de la solucion, el tiempo de célculo y la memoria del programa

computacional dependen en gran medida de la discretizacion del dominio.

La discretizacion del dominio es la division del dominio computacional, puede
ser estructurada o no estructurada, las mallas no estructuradas o irregulares
presentan una mayor eficiencia en la resolucion del sistema, pues, en regiones

donde muestra una gran variacion en las propiedades del fluido la malla puede



presentar mayor precision, en caso contrario, en regiones donde la variacion de las

propiedades del fluido sea minima, los espacios entre nodos pueden ser extensos.

En esta etapa se define la geometria del sistema, modelo matematico que
describe el sistema, condiciones iniciales, condiciones de frontera y, se realiza la

discretizaciéon del dominio.

ii. Solucién:

Esta etapa engloba las siguientes actividades: analisis del método numérico
a emplear, discretizacion de ecuaciones, obtencion de resultados mediante la

aproximacion numerica de las ecuaciones de variacion.

En esta etapa se da solucion a las ecuaciones aritméticas de manera
iterativa, por lo que es requerido un gran niamero de iteraciones y, a su vez, se
analiza las propiedades del sistema para asegurar un sistema consistente, estable

y de resultados convergentes.

iii. Postproceso:

La etapa de postproceso valida el comportamiento de flujo, es decir, verifica
la solucion, compara resultados para conocer la fiabilidad de la aproximacion,
emplea diferentes modelos matematicos, geometrias, parametros y condiciones
iniciales y de frontera, con la finalidad de asegurar la produccion de resultados
razonables. Esta Ultima etapa se lleva a cabo mediante el andlisis de datos y

visualizacion grafica de resultados.

La secuencia utilizada de este método es descrita en el siguiente diagrama

general, véase Figura 2[8l,



El método de CFD presenta un diverso campo de aplicaciones en la industria
y fuera de ella, debido a las caracteristicas inherentes del método, puede aplicarse
a: aerodinamica de naves y vehiculos, hidrodinamica de barcos, plantas de energia,

turbomaquinaria, ingenieria de procesos quimicos, por mencionar algunos.

10



Mecanica de fluidos computacional

Pre-proceso

Especificacion de
H suposiciones y
condiciones

Solucion

Planteamiento de
- los modelos del
sistema

Discretizacion del
dominio

Analisis del

| método numérico

Post-proceso

Discretizacion de
las ecuaciones de
variacion

|| Extraccion de
valores de intéres

Planteamiento de
- los parametros de
flujo

[

Resolucion
numérica de
ecuaciones

|

Analisis de datos

Validacion del
comportamiento
del fluido

[

Ajuste del modelo

Figura 2 Diagrama de mecanica de fluidos computacional (CFD).
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Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad es el balance entre la masa entrante y saliente,
através de la superficie de un volumen de control en un instante dado y, adicionando
la variacion de masa en su interior da una variacion de masa resultante nula.
Definiendo al volumen de control como “un volumen arbitrario, fijo en el espacio e
inmerso en un medio continuo en movimiento que lo ocupa en cada punto y en todo

instante” 41,

El balance de materia es:

de transporte de transporte de
acumulacion masa entrante masa saliente

{ Rapidez } { Velocidad de } {Velocidad de}
= - (6)

La ecuacion de continuidad deriva del principio general de conservacion de

masa, dicha ecuacion depende de la forma del volumen de control.
Considerando un elemento diferencial de lados dx,dy y dz, la ecuacion de

continuidad en forma diferencial y notacion vectorial, viene dada por:

a—p+v-pv=o (7)
at =

En el caso particular de tratar con un fluido incompresible, la densidad del
fluido no depende del tiempo, ni de la posicién, por lo que la ecuacion de continuidad

se reduce a:

V-v=0 (8)

12



Conservacion de cantidad de movimiento

La ecuacion de cantidad de movimiento es el balance entre la velocidad de
cantidad de movimiento de entrada y salida por transporte molecular y convectivo,
a través de una superficie de un volumen de control en un instante dado,
adicionando las fuerzas externas que actuan sobre el fluido debe igualarse a la

rapidez de incremento de cantidad de movimiento.

Velocidad de Velocidad de Fuerzas Rapidez de

entradade ( ) desalidade N externas( _ )incremento de (9)
cantidad de cantidad de sobre el cantidad de

movimiento movimiento fluido movimiento

El transporte molecular es debido al movimiento de las moléculas, es decir
que la cantidad de movimiento transferido de un fluido es debido a las fuerzas

viscosas.

La ley de viscosidad de Newton, también llamada transporte de cantidad de
movimiento molecular, establece que para ciertos fluidos “la fuerza cortante por area
unitaria es proporcional al negativo del gradiente de velocidad” ], la constante de
proporcionalidad es la resistencia ejercida por el fluido a la deformacion, llamada

viscosidad dindmica o absoluta:

du
Tyx = _#E (10)

Definimos a la viscosidad como una de las propiedades de los fluidos que
describe la resistencia al movimiento que éste opone a su deformacion para fluir

cuando se aplica una fuerza externa.

En la Figura 3, se muestra un par de placas paralelas con un éarea A,
separadas entre si a una distancia Y,entre las cuales se halla un fluido. Inicialmente,

el sistema estd en reposo antes del tiempo t = 0, al instante t = 0 la placa inferior

13



comienza a moverse a una velocidad u constante; cuando el sistema alcanza el
estado estacionario, el fluido forma un perfil de velocidad lineal. Se considera una
baja velocidad en las particulas para obtener un régimen laminar y la separacion de

las placas es pequefia en comparacion con el area de las mismas.

v —. | t grande

:‘| Uo
—————————————————————————————

Figura 3 Ley de viscosidad de Newton.!

En la figura anterior (Figura 3) se observa que inicialmente el fluido se
encuentra en reposo hasta que la placa se pone en movimiento, por lo que las
particulas del fluido se adhieren a las placas, esta condicion es llamada condicién
de no deslizamiento que ocurre con todo fluido viscoso, pasando por un estado no
estacionario hasta llegar al estado estacionario. EI comportamiento del fluido es
como si estuviera formado de finas capas o laminas que se deslizan una con otra,
donde la velocidad del fluido es suficientemente baja haciendo cumplir con régimen
laminar. De acuerdo con lo que antecede, se define “esfuerzo cortante a la fuerza

por unidad de superficie que opone una lamina a que otra se deslice sobre ella”.[*]

14



La ecuacion 10 se puede generalizar para las tres coordenadas, debido a
esto se obtienen nueve componentes de esfuerzo y estan conformados por las

fuerzas asociadas a la presion y a las fuerzas viscosas.

La siguiente ecuacion representa ambas fuerzas y recibe el nombre de

esfuerzos moleculares:

Tk =DPOik + Tik (11)

Donde i y k pueden ser x,y 0 z; § es la delta de Kronecker y puede obtener
un valor igual a 1 (uno) si los indices son iguales (i = k), obteniendo esfuerzos
normales; y presenta un valor de 0 si los indices son diferentes (i # k), llamados

esfuerzos cortantes.

Dicha ecuacion esta escrita en notacion indicial dado que se requiere saber
la fuerza que el fluido aplica a la superficie y el tipo de fuerza que se aplica a partir

de la delta de Kronecker.

Por otro lado, el transporte convectivo se debe al movimiento del fluido, se
obtiene al realizar el balance sobre un punto en coordenadas cartesianas,

obteniendo la densidad de flujo de cantidad de movimiento convectivo:

pY v (12)

Donde pv es la cantidad de movimiento por area unitaria y v, la velocidad

representa la magnitud del caudal volumétrico a través de la superficie.

Considerando un elemento diferencial de aristas dx,dy y dz, la ecuacion de

cantidad de movimiento en forma diferencial y notacion vectorial viene dada por:

15



]
3:PL ="V prv—=Vp—V-1+pg (13)

Si se trata con un fluido newtoniano con densidad y viscosidad dinamica
constante, la ecuacion de cantidad de momento en forma diferencial se presenta de

la siguiente forma:

62u+62u+62u N "
9x2 oy? og2|  PIx (1)

+u

ax  ay T ox

(6u+ 6u+ 6u+ au)_ dp
Plac "% ox " Vay "Wz

ov o0v  0v ov op 0%v 9%v 0%v
o ) u

o o 15
ot Tl Ty TV 6x2+6y2+azzl+pgy (1%)

02W+62W+62W N s
ax? " ay? oz | P9z (16)

<6W+ 6W+ 6W+ OW) dp
P ot "% ax T8y "Wz

Donde u, vy w son las velocidades del fluido en las direcciones x, y y z,

respectivamente.

Las ecuaciones anteriores se pueden sintetizar en su forma vectorial,

obteniendo:

)
5P =~V prv—Vp—uVir+pg

(17)

Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes, fueron

introducidas por Navier en 1820 y complementadas por Stokes en 1840.
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Diferencias finitas

Las diferencias finitas tienen como fin la evaluaciéon numérica de las
ecuaciones diferenciales en el caso de que no se puedan calcular o resolver
analiticamente; generalmente son empleadas en el analisis numérico para dar
solucion a ecuaciones conformadas por diferenciales ordinarias o parciales, este

procedimiento recibe el nombre de método de diferencias finitas.

El método de diferencias finitas proporciona una manera sisteméatica para
generar funciones base, dichas funciones son polinomios diferentes de cero,
generando sencillas evaluaciones de integrales de los modelos de transferencia de
manera que se presenta una “relacion del valor de la variable dependiente en un

punto dentro de la region de solucién con sus valores en algunos puntos vecinos”.l°!

El método de diferencias finitas consta principalmente de los siguientes
pasos: i) discretizacion del dominio o generacion de la malla y ii) discretizacion de

ecuaciones diferenciales.

El primer paso es la discretizacion del dominio, consiste en la division del
dominio computacional en subdominios, logrando la formacién de una malla, donde
cada vértice de los subdominios es llamado nodo, en los cuales se dan valor a las

ecuaciones aritméticas provenientes de las ecuaciones de gobierno.

La Figura 4, muestra una malla donde las lineas de la misma familia no se

intersectan y lineas de diferente familia se intersectan so6lo una vez.

Figura 4 Malla del sistema.
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El siguiente paso es la discretizacion de las ecuaciones de gobierno que se
logran obtener por medio de la serie de Taylor, que establece que “cualquier funcién

suave puede aproximarse por un polinomio”.l3!

Teorema de Taylor

El teorema de Taylor, consiste en la aproximacion de una funcion que tiene i
derivadas continuas so6lo en una parte del dominio, como una expansion en series
de potencias centrada en un punto x;. Es decir, logra representar el comportamiento

de una funcién en los alrededores de un nodo.

Si la funcion f y sus primeras n + 1 derivadas son continuas en un intervalo

que contiene a los puntos x; Y x;,1, entonces el valor de la funcién esta dado por:

Flxian) = FO) + £/ G Gt = 3 + T (x4 = 2% 4+

21 ") (xip1 — )"

n! (18)

+ R,

Donde R, es el error de truncamiento y x;,, — x; es la longitud del intervalo

sobre el que se realiza la aproximacion, también es conocido como tamarfio de paso

Para obtener la aproximacion de la derivada de primer orden de la funcién f,

la férmula de Taylor se trunca después de la primera derivada, obteniendo:

flign) = fO) + /) (e — %) + Ry (19)
Despejando la primera derivada de la ecuacién 19

F1(x;) = f(xiv1) — f(xp) _ Ry (20)

Xiv1 — X Xit1 — X

18



Omitiendo el residuo o error por truncamiento de la ecuacion 20 se obtiene la

aproximacion a la funcién

F1x) ~ f (i) = f(x:) (1)
Xiv1 — X

Esta ecuacion se denomina primera diferencia finita hacia adelante. La

inexactitud se denota mediante el simbolo de aproximacion a la igualdad (=).

Se llama diferencia finita hacia adelante debido a que en el tamafio de paso
se emplea x; y x;.1, en el caso de aproximar la derivada entre x;_; y x; se llama
diferencia finita hacia atras, mientras que las diferencias finitas centrales utilizan
valores igualmente espaciados alrededor del nodo, donde la derivada esta

estimada.

Diferencia finita hacia atras:

£l ~ fx) — f(xi-1) ()
Xi — Xi—1

Diferencia finita central:

Fr(x) ~ f(xip1) — fQxiz1) (23)
Xit1 — Xi—1
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La interpretacion grafica se observa a continuacion:*

A
y T
Figura 5 Derivada hacia adelante
A .
Derivada
y 7_7_/;:-'_-*" —_—
/ Aproximacion
| |
| |
| | \\
‘ | ‘\.\\
| |
| |
| |
X1 Xi

Figura 6 Derivada hacia atras



y _7_7__:;(79_ rivaf:_ir__ai_

/| Aproximacio

Xi1 Xi+1 X

Figura 7 Derivada central

Mediante la aplicacion de la serie de Taylor también se logra obtener las
ecuaciones de diferencia de segundo orden y de orden superior. Para obtener la
ecuacion de diferencia central de segundo orden, se realiza la resta de las series de
Taylor en retroceso y avance con respecto al espacio, consiguiendo la consecuente

ecuacion.

Diferencia central de segundo orden:

fGivn) = 2f () + f(x-1)

(Xip1 — Xi—1)?

() =

(24)

Los métodos numéricos son técnicas de gran ventaja para transformar las
ecuaciones diferenciales en ecuaciones de diferencia, ecuaciones analiticas en
ecuaciones algebraicas y operaciones diferenciales en operadores aritméticos,

COMo se muestra a continuacion:

Ecuaciones Ecuaciones
- de
diferenciales diferencia
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Ecuaciones Ecuaciones

_)
andliticas algebraicas
Operadores Operadores
ﬁ
diferenciales aritméticos

El desarrollo del método numeérico se expresa de manera explicita, donde se
expone que todos los valores calculados de los nodos en un tiempo posterior son
expresados explicitamente en funcion de los valores de los nodos presentes o en
un tiempo inicial y de los nodos vecinos, es decir, si conocemos el valor de una

funcion en un tiempo inicial, se puede calcular la distribucion en un tiempo futuro.

Condiciones de Frontera

La resolucion de problemas de ecuaciones diferenciales requiere satisfacer
ciertas restricciones, las cuales son llamadas condiciones de frontera o de contorno,
durante el proceso de integracion de las ecuaciones de gobierno, resultan
constantes que se especifican con los valores iniciales o de frontera, segun sea el

caso, especificandolos de acuerdo con el sistema.

Los problemas de flujo de fluidos pueden llegar a tener infinitas soluciones,
por lo que es requerido dichas condiciones, también llamadas condiciones limite o
condiciones de borde, refiriéndonos como frontera al limite de nuestro sistema, ya
sea que se trate de un solido-fluido, liquido-liquido o liquido-gas. Se pueden

clasificar de la siguiente manera: i) Dirichlet, ii) Neumann vy iii) Robin.

Las condiciones de frontera de Dirichlet, también llamadas de primer tipo,
proporcionan un valor directamente en las funciones que describen las fronteras del
sistema, es decir, presenta un valor conocido en las fronteras del sistema, sin

involucrar derivadas.

ux)=f(x) 0<x<1
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u(xo) = cte; 6 g(x)
u(xn) = cte; 6 g(x)

Las condiciones de Neumann o de segundo tipo, especifican un valor de las

derivadas ordinarias o parciales en las fronteras del sistema:

ux)=f(kx) 0<x<1

u 7
i cte; 6 g(x) enu(xy)

du i
i cte, 6 g(x) enu(x,)

En las condiciones de frontera naturales, el valor de la derivada ordinaria o
parcial en la frontera del sistema es cero, es decir, la frontera permanece aislada y

el flujo de calor es nulo:
ux)=f(kx) 0<x<1

au_

a—O

Las condiciones de frontera de Robin, también llamadas de tercer tipo, son

una mezcla de las primeras dos:
ux)=f(kx) 0<x<1

u(xy) = cte; 6 g(x)

Ju i
i cte; 6 g(x) enu(xy,)

La importancia de estas condiciones radica en el ajuste de especificaciones
adicionales del fenébmeno de transporte para obtener una Unica solucién del

problema de flujo de fluidos.
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En cada caso de los fendmenos de transporte, existe una simple
especificacion, por ejemplo, en transferencia de momento se puede especificar la
velocidad del sélido en contacto con el fluido, en transferencia de energia se puede
especificar la temperatura y en el transporte de materia se puede especificar la

concentracion.

Programa informético

La definicion de un programa informatico, segun Joyanes es “un conjunto de
sentencias o instrucciones a la computadora”. 8 Por lo que antecede, la accion de
codificar o escribir esas instrucciones sobre un entorno se denomina programacion,
dichas instrucciones presentan una serie de reglas para definir el lenguaje, llamado
lenguaje de programacién, todo esto con el fin de generar aplicaciones software o

simplemente programas. [°

Sin embargo, los ordenadores no ejecutan directamente las instrucciones
descritas por el lenguaje de alto nivel, pues estos, presentan su propio lenguaje
comprensible por los ordenadores, llamado lenguaje maquina; entonces, es
necesario de un programa que traduzca las instrucciones del lenguaje de alto nivel
a lenguaje maquina, denominados traductores, los cuales “son programas que

traducen a su vez programas escritos en lenguaje de alto nivel a cédigo maquina”.
(8]

El lenguaje maquina es complejo de programar, pues emplea el sistema
numerico binario, donde, las instrucciones son secuencias de ceros y unos (conjunto

de bits) laboriosos de programar.

Lenguaje Lenguaje
de — \Traductor —
Alto Nivel Maquina

Por otro lado, el desarrollo y ejecucion de programas puede ser basado en

una serie de pasos para lograr dar solucibn a problemas mediante una
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computadora, los cuales son: analisis del problema, disefio del algoritmo,
codificacion, traduccion y ejecucion, verificacion, depuracién, mantenimiento vy,

documentacion, como se muestra en la Figura 8.

Resolucion de un problema

| |
Analisis del Disefio del Solucién del

problema algoritmo problema con
computadora

Figura 8 Diagrama para dar solucién a problemas mediante un programa informatico. [

El analisis del problema tiene como objeto la comprension del problema, es
decir, se especifica de forma detallada datos de partida (entrada), resultados
esperados (salida), método para llegar a dichos resultados, requerimientos

adicionales y, restricciones a la solucion.

En la etapa de disefio del algoritmo se requiere indicar el orden de realizacion
de cada paso, el algoritmo disefiado se debe codificar a lenguaje de programacion,
y en caso de existir errores en él corregirlos. De esta manera, se obtiene un
programa ejecutable que, como su nombre lo indica, se puede ejecutar, sin
embargo, se debe comprobar si existen errores durante la ejecucion, pues la salida

de resultados del programa puede ser no valida.

La verificacion se refiere a la aplicacién de una prueba, donde se compilan
varios datos de entrada para llevar el programa hasta sus limites y, de esta manera,

determinar la validez de los resultados.

Por otro lado, la depuracion del programa informatico “es el proceso de
encontrar errores del programa y corregir o eliminar dichos errores”, estos errores

pueden ser errores de compilacion, ejecucion o logicos.
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Finalmente, la documentacién del programa de los pasos a seguir en el
proceso de solucion del problema es de gran importancia para corregir o cambiar el
programa informatico, dichos cambios se definen como mantenimiento del

programa.

26



Procedimiento
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Descripcion del movimiento de flujo dentro de una cavidad
cuadrada
Preproceso

Inicialmente, se define el dominio del sistema bidimensional, en este caso,
es una cavidad rectangular conformada por cuatro paredes de aristas dx y dy,

formando cuatro angulos rectos entre si, véase Figura 9.

dx

dy

Figura 9 Dominio del sistema.
En esta seccidn la longitud de las aristas son de igual magnitud.

Ahora bien, se divide el dominio en puntos discretos en el espacio, en otras
palabras, se debe de discretizar dicho dominio. Es de gran importancia mencionar
que la divisién del dominio en direccion x debe ser igual que en la direccién y, es
decir, Ax = Ay = h. La siguiente figura (Figura 10) muestra el dominio discretizado,
donde cada punto de la malla presenta una notacion indicial, de esta manera, i y k

pueden asumir las designaciones x y y.
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i,k+1
=

i-1.,k ‘i,k JH1k

_’X

Figura 10 Discretizacion del dominio.

La cavidad se encuentra llena completamente de un fluido newtoniano que
inicialmente se encuentra en reposo, al instante tiempo cero, la pared superior se

pone en movimiento en la direccibn x positiva con una velocidad uniforme
estacionaria u,, como se muestra en la Figura 11.

A
y

Figura 11 Representacion del sistema.
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De acuerdo con lo anterior, se realiza las suposiciones correctas para las

condiciones limite (Tabla 1):

Tabla 1 Condiciones limite del sistema.

Condiciones limite
Cl1 Ent <0, u=0 Para toda y
C.l2 Ent <0, v=_0 Para toda x
CL.1 Eny =0 u=20 Paratodot > 0
CL.2 Eny=0»>b U= u, Paratodo t > 0
C.L.3,4,5y6 Enx =a v=20 Paratodot > 0

La ecuacién de conservacion de masa se emplea como restriccion del
sistema (divergencia cero), debido a que el sistema no presenta intercambio de
masa. A causa de que se trata de un sistema bidimensional, la ecuacion 7 se

convierte en:

Ecuaciéon de conservacion de masa:

dp 0 d
E+&(pu)+@(pv)—0 (25)

La descripcion del comportamiento del fluido se realiza aplicando las
ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento de Navier-Stokes, por lo

que las ecuaciones 14 y 15 se reducen a:

Ecuacion de conservacion de cantidad de momento en direcciéon x:

<6u ou au) _0p 62u+62u N 25
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Ecuacion de conservacion de cantidad de momento en direccion y:

<8v+ 6v+ 817)_ ap+ 62v+62v+ -
P\at "% ox T V%)) T Tay TH|oxz Tay2| TPy (27)

Ahora bien, el fluido de que se trata es un fluido newtoniano con densidad y

viscosidad constantes, por lo que las ecuaciones 25, 26 y 27 se reducen a:

Ecuacion de conservacion de masa:

ou av_

a+@—0 (28)

Ecuaciones de conservacion de cantidad de momento:

ou ou ou aP 0°u  0%u

—tU—+V—=——+V|— +— 29
ot T Yax Ve T Tax Va2 T ay2 (29)
6v+ (’)v_l_ ov 0P+ 02v+02v 2
ot T Yax ey T Ty TV e T oyt (39)

En la ecuacion 28 se elimind el término temporal debido a que la densidad p

del fluido es constante.

En lo que respecta a las ecuaciones de cantidad de momento (ecuaciones
29 y 30), se considera que el fluido es incompresible y que los efectos del campo

gravitacional no son significantes. Se realiza la division de las ecuaciones 29 y 30

entre la densidad p con la finalidad de simplificar la ecuacion, por lo que P = %, y

V= %, siendo la viscosidad cinematica.
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Solucioén

El analisis del sistema requiere de la aplicacion de un arreglo de malla, en
este caso, se emplea el arreglo de malla colocalizada, la principal caracteristica de
este arreglo es que las variables escalares y vectoriales estan localizadas en un

mismo nodo de la malla, véase Figura 12.

W w p,uvie E

Figura 12 Malla colocalizada.

Su principal desventaja es la generacion de un falso campo de presién u
oscilaciones en el campo de presiones. Este tipo de arreglo reduce el tiempo de

programacion, requiere el uso minimo de memoria y es un arreglo facil de usar.

En el arreglo de malla colocalizada los valores vectoriales y escalares se
encuentran localizados en un mismo punto fisico, por lo que al discretizar las
ecuaciones 28, 29 y 30, se tiene que el valor de la presion se evalla en los nodos
vecinos respecto al nodo a evaluar por lo que los nodos de presion aun estan

desacoplados y el campo de presion puede generar oscilaciones no realistas.

Las inestabilidades pueden ser por los términos convectivos del balance de
cantidad de movimiento y/o por la incompresibilidad del fluido, por lo tanto, es
necesario una correccion en los términos de presion para convertir las velocidades
en las caras de las celdas incompresibles, esta técnica fue introducida por Rhie &
Chow!l,
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El objetivo de esta técnica es eliminar las oscilaciones que se pueden
producir en el campo de presion, calculando la velocidad intermedia por medio de

la interpolacion lineal en lugar de la velocidad final, pretendiendo usar malla
escalonada:

1
ub = > (ufyyp + ultk) (31)

Donde u® es la velocidad intermedia

Para posteriormente calcular:
At
ugtt = uf — E(PHLI( — Piy) (32)

Donde el superindice n es el numero de iteraciones a través del tiempo.

Ahora bien, se toma en cuenta que el dominio del sistema es una malla

ortogonal que presenta espacios iguales entre nodo y nodo Ax = Ay = h.

Dado lo anterior, la ecuacion de conservacion de masa (ecuacion 28) se

discretiza por medio de ecuaciones diferenciales centrales, resultando la siguiente
ecuacion:

Ecuacion de conservacion de masa:

n+1 n+1 n+1 n+1 __
Uit — Witk T Viks1 — Vik-1 =0 (33)

Las ecuaciones de Navier-Stokes (ecuaciones 29 y 30) son discretizadas, de
igual manera, por medio del método de diferencias finitas, donde, el termino

temporal se discretiza con las diferencias finitas hacia adelante y los términos de

33



posiciéon son discretizados mediante diferencias finitas centrales. Las ecuaciones de

diferencia se muestran a continuacion:

Ecuaciones de conservacion de cantidad de momento:

A—t + ﬂ (ulr,lk(u?+1,k - u?—l,k) + ng(u?k_i_l — u?k—l))
1
= _ﬂ(PHl,k —Pi_1x) (34)

v
n n n n n
+ 2 (ui+1,k T Ut U1 T Ug—1 — 4ui,k)

| At -t ﬁ(u{'i"(vinﬂ,k - 17in—1,k) + vir,lk(vir.lkﬂ - vir,lk—1))
1
= _E(Pi,k+1 - Pi,k—l) (35)

v
n n n n n
+ 2 (vi+1,k TV k T Viker T Vik—1 — 4vi,k)

Se observa que las ecuaciones de conservacion estan estrechamente
relacionadas entre si, por lo que pueden generar inestabilidades en el campo de
presidbn o en el de velocidades, dichas inestabilidades u oscilaciones pueden
presentarse en los términos convectivos del balance de la ecuacién de momento y
en la imposicién de incompresibilidad, para afrontar este problema se puede aplicar

el método de discretizacion simple o el método de proyeccion.

El método de proyeccidon, también conocido como el método de pasos
fraccionados, toma al campo de velocidades como una sola incognita para
posteriormente corregirlo con el campo de presiones, permitiendo la interpolacion
de igual orden para los campos de velocidad y presion, obligando, de esta manera,
a que el espaciado para la interpolacién de la velocidad y la presién sean

compatibles.

34



Este método esta conformado por dos pasos principales:
Paso 1

Se desacoplan las ecuaciones de Navier-Stokes para obtener un campo de
velocidades provisional, calculado mediante la interpolacion de la velocidad media,

tomando en cuenta el campo de presion uniforme.

Ecuaciones de conservaciéon de cantidad de movimiento en términos

conectivos y Viscosos:

t n
Ui — Ujk I " . ,
=57 (ui,k (ui+1,k - ui—1,k) —Vik (ui,kﬂ - ui,k—l))
At 2h (36)

v
n n n n n
+ 2 (ui+1,k tU T Uker T U1 — 4ui,k)

t n
Vik — Vik 1 n (,.n n n(.n n
— . T o (ui,k (Ui+1,k - vi—l,k) T Vi (Ui,k+1 - vi,k—l))

At 2h (37)

v
n n n n n
+ 2 (Vi+1,k tV 1k T Viker T Vi1 — 4Vi,k)

Es de suma importancia mencionar que este campo de velocidades soélo es

“provisional”, pues no cumple con la ecuacion de continuidad (divergencia cero).
Paso 2

Se introduce la ecuacion de Poisson para evaluar el campo de velocidades.
Este paso se puede considerar como una proyeccién del campo vectorial provisional

de velocidades, imponiendo la condicién de divergencia cero para la velocidad.

La ecuacion de Navier-Stokes del balance de momento en notacién vectorial

y desacoplada en términos de incompresibilidad:
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ntl _ ot
(38)

Despejando la velocidad:
ult =uf, — At VP,

Para obtener la ecuacion de presion tomamos la divergencia de la ecuacion

anterior:
Voulpt =Veuf, —AtV-VP,,

Empleando la ecuacion de conservacion de masa en notacion vectorial:
Voulit=0

Resulta:

V2P. =iv.u? (39)
i,k At i,k

Se discretiza la ecuacion 39, empleando de igual modo el método de

diferencias finitas junto con la técnica de Rhie & Chow
Pigrw + P+ Pyyq + Py — 4P —L(t —ul Vi — Vi) (40)
i+1k T Hik T Oiks1 T Fik—1 ik = oar \Mitrk — U1k Vik+1 ~ Vik-1

La aplicacion de la ecuacion de Poisson permite acoplar la ecuacion de
incompresibilidad con la ecuacion de conservacion de cantidad de momento, es una

condicion necesaria para el calculo del campo de velocidades.

Asimismo, se emplea un método de optimizacion para fines informaticos,

llamado método de relajacion, con el objeto de optimizar la convergencia de los
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sistemas iterativos. Este método presenta gran importancia en la modelaciéon de
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, donde presentan variaciones

continuas en cierto intervalo de las variables de interés:
pnueva — ﬁpnueva _|_ (1 _ ﬁ)panterior (41)

Por lo tanto, la ecuacién 40 puede escribirse como

1
et =p {Z (Pi+1,k + Pkt Piger t Pi,k—l)
(42)

h .
+ 8 At (uit+1,k - uit—l,k + vit,k+1 - vit,k—1)} +(1- ﬁ)pic’llzlterlor

Donde, S es un factor ponderado que tiene un valor entre 0y 2, dicho valor

se obtiene de forma empirica y depende del sistema a resolver.
Si el valor del factor § = 1 no presenta modificacion alguna.

Si el sistema es no convergente o puede presentar oscilaciones en las
variables a modelar para que el sistema converja o converja rapidamente y
amortigte las oscilaciones, el valor del factor f debe de estar entre 0 y 1. Esta

modificacion es llamada como subrelajacion.

Si el sistema es convergente de manera lenta para que converja rapidamente
el valor del factor § se encuentra entre 1 y 2. A esta modificaciéon se llama

sobrerrelajacion.

Para finalizar, el campo de velocidades se corrige afiadiendo el gradiente de

presién con las ecuacines:

At
uz?,lljl = uit,k ~on (Pi+1,k - Pi—l,k) (43)
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At
Ufﬁl = vit,k - ﬂ(Pi,k+1 - Pi,k—l) (44)

Durante el proceso del método de discretizacion simple, las ecuaciones de
flujo se resuelven de forma simultanea en cada paso de tiempo (en cada iteracion),
mientras que en el método de proyeccidon se resuelven por separado los términos
de viscosidad e incompresibilidad, desacoplando la ecuacién de balance de

momento en dos ecuaciones.

En pocas palabras, al resolver por separado los términos de viscosidad e
incompresibilidad se puede obtener un campo de velocidades que cumple
Gnicamente con la condicion de balance de cantidad de movimiento, este campo de
velocidad es posteriormente corregido con el campo de presiones para cumplir con

la condicion de incompresibilidad.

Debido a la implementacion de la ecuacion de Poisson se emplean las
condiciones de frontera de Neumman, por lo que las condiciones de frontera para
la velocidad son las que presentan las paredes de la cavidad cuadrada, sin
embargo, los valores de presion en la frontera se obtienen mediante la aplicacion
de las suposiciones correctas en la ecuacién de conservacion de cantidad de

momento y empleando el método de diferencias finitas.

Primeramente, se debe calcular los valores de la velocidad en la frontera para

obtener los valores de presion.

Se eliminan términos de la ecuacién de conservacibn de momento en
direccién x (ecuacion 29), de esta manera se logra el célculo de los valores de las

velocidades provisionales en las paredes laterales del sistema:

oP 0%u 4
a = VW ( )
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Se emplea el método de diferencias finitas a la ecuacion 45 para obtener los

valores de velocidades en la pared izquierda del sistema en direccion x:

Pz'k—Pllk_VUﬁk_2u2k+u;l,k (46)
h h?
Asi se llega a:
h
P2k—P1k:—u§k (47)
y ) At ']

Reescribiendo la ecuacion:

At v At
uik = 7(132,]( - Pl,k) = ?(uﬁk - 2u2k + u;l,k) (48)

Aplicando el método de diferencias finitas a la ecuacion 45 para obtener los

valores de velocidades en la pared derecha del sistema en direccion x:

n n n
an,k - an—l,k - Unxk — 2unx—l,k + Unx—2k

(49)
h hZ
De esta manera se obtiene:
h t
an,k - an—l,k = A_tunx’k (50)

39



Reescribiendo la ecuacion:

At v At
urtzx,k = 7 (an,k - an—l,k) = ? (u;lx,k - Zugx—l,k + u;lx—z,k) (51)

El calculo de los valores de velocidad de primera suposicion en las paredes

superior e inferior del sistema se logra a través de la eliminacion de términos de la

ecuacion 30:
aopP d0%v
Vo o

Para la ecuacion 52 se utiliza el método de diferencias finitas para obtener

los valores de velocidades en la pared inferior del sistema en direccion y:

h h2
Asi se llega a:
h
Pio = Py = —vf, (54)
» ’ At »

Reescribiendo la ecuacion:

At v At
v, = W(Pi,z - Pi,l) =2 (Vir,l1 —2v), + Vir,ls) (55)
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Usando el método de diferencias finitas a la ecuacion 52 para obtener los

valores de velocidades en la pared izquierda del sistema en direccion y:

Py — Py Ve — 2V 1 + Vi
i,ny iny—1 = i,nx iny-1 i,ny—2 (56)

h h?

De esta manera se obtiene:

h
Pi,ny - Pi,ny—l = A_tuit,ny (57)

Reescribiendo la ecuacion:

At v At
Uiny = n (Piny = Pinmy-1) = n2 (uilny = 2y 1 + Uiny—2) (58)
Postproceso

La visualizacion del comportamiento de un sistema bidimensional e
incompresible, donde las propiedades del fluido permanezcan constantes, se
obtuvo mediante la simplificacién de las ecuaciones de Navier-Stokes. Por lo que
se empled la funcién corriente mediante la ecuacion de Poisson, con el fin de
encontrar una expresion para obtener el campo de velocidades, libre de la condicién
de divergencia cero, ademas de relacionar las lineas de corriente y velocidades en

un flujo.

Durante esta etapa se valida el lenguaje de programacion, se corrigen errores
de compilacién y errores en tiempo de ejecucién. Ademas, por medio de la salida
de datos se logra realizar la correccion de errores logicos, es decir, se valida el

comportamiento del sistema.
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Diagrama de flujo

El diagrama de flujo para encontrar la soluciébn por medio de
computadora es el siguiente:

Inicio
|
/ Se inicia tiempo
t=0

Se asignan valores de velocidades /

icial
niciales u§1:nx.1:ny}=0
v(1:nx,1:ny)=0

Se crea malla

Se asignan valores de velocidades
en nodos internos y en los bordes |
u(1:nx,0j=0
u(1:nx,ny)=d
v 1:nx,|1:ny)=0

?|

Se determina velocidad temporal

/ Se inicia&sresic’m
p= '

Se asignan valores de presiones
en nodos internos y en los bordes
p(1:nx,1:ny)=0

»
Lt

Se determina presion
Ecuacién de Poisson

Se determina nueva distribuacion de
velocidades

n+1 _ t At
Uy =Uon (Pyq P

i-1,k)

No o ey
— ¢ Converge?
7S
Se incrementa No
tiempo ¢Estable?
| Si
Fin

una
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Ahora bien, para demostrar la flexibilidad de este método se presenta la
siguiente geometria, donde, en este caso, la longitud de las paredes pueden ser

diferentes, véase la Figura 13.

dx

dy

Figura 13 Dominio del sistema.

En el proceso de discretizacion del dominio, el espaciamiento entre nodos de
la malla generada en direccion x puede ser igual que en la direccién y, esto es, Ax =

Ay (Figura 10), o bien puede ser diferente, es decir, Ax # Ay (Figura 14).

T ik+1

i+1k ik i+1k

AX Ay ik-1

Figura 14 Discretizacion del dominio.

La representacion de este sistema es similar al sistema anterior como se

muestre en la Figura 11.

Las condiciones de iniciales, de frontera y parametros que anteceden, logran

describir este sistema (ver Tabla 1 de la pagina 29).
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Siguiendo el proceso de solucion del sistema anterior empleado a las
ecuaciones 29 y 30 para la descripcion del sistema, e incluyendo los términos de
las diferentes aristas, las ecuaciones de diferencia se ilustran de la siguiente

manera:

Ecuaciéon de conservacion de masa:

n+1 n+1 n+1 n+1
Uipre — U1k n Vik+1 ~ Vik-—1 _

2Ax 2Ay

0 (59)

Ecuaciones de conservacion de cantidad de movimiento:

n+1 n n n n n
Ui — Uk 4oun Uitk — Uitk L opn Uik+1 — Ujk-1
At Lk 2Ax Lk 2Ay
_ Pk = Picak (60)
2Ax
n n n n n n
Upppe — 2Upg FUiig e Uiger — 2Ux T Ujg—1
2 + 2
Ax Ay
n+1 n n n n n
Uik —Vik +oun Uitk — Vic1k 4 pn Vik+1 — Vik-1
At Lk 2Ax Lk 2Ay
_ Piksr =P (61)
2Ay
n n n n n n
Vigik — 2V T Vilqk + Viks1 — 2V + Vik_q
Ax? Ay?
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Ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento en términos

convectivos y Visc0Sos:

t n n n n n
Uik — Uik _1 um Uitk ~ Wi-1k o Uik+1 — Ujk—1
At hit Ax Lk Ay
n n n n n n (62 )
N Uipq e — 2Uj + Ui_q 4 Ujgesr — 2Ujg + Ujg_q
v Ax? Ay?
t n n n n n
Vik ~ Vik _ 1 yn Vi T Vistke o Vider1 T Vijeot
At Lk Ax Lk Ay
n n n n n n (63)
4 Vit — 2V +ViZqk + Viks1 — 2Vik + Vig_q
v Ax? Ay?

Se emplea la ecuacion de Poisson (ecuacion 39), se discretiza por el método
de diferencias finitas y se aplica la técnica de Rhie & Chow, considerando que las
aristas del sistema presentan diferente longitud, por lo que la ecuacion de Poisson

es la siguiente:

Piygje = 2P + Pi_q + Pigsr = 2P + Pijy
Ax? Ay?

¢ ¢ ¢ ¢ (64)
1 (ui+1,k — U1k Vigsr — vi,k—l)

T 24t Ax * Ay

Se encuentra el campo de presiones optimizando por medio de la técnica de

relajacion:
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nueva __

e =P {4 At (Ax? + Ay?)

(2AtAy?P;_y o + 2AtAX? Py + 2AtAX2Py 4
+ 20tAY? Py g + AxAy*ul_y  — AxAy?uf,q o + Ax2Ayvi, 4 (65)

- A Byvn)| + (1 - pyPGeTier

Se procede a corregir los valores del campo de velocidad y, despejando la

nueva velocidad de distribucion de las ecuaciones 60 y 61, se obtiene:

At (Piy1r — Pie

uqu:d _ uik _?< l+1,kAx i 1,k> (66)
At (Piyrr — Pigee

vlg?l:d _ vik _?( l,k+1Ay ik 1) (67)

Finalmente, se realizan las suposiciones correctas, empleando las
condiciones de frontera de Neumann, para obtener los valores de presion en los

nodos de las fronteras.

Se aplica el método de diferencias finitas a la ecuacion 45 para obtener la

condicion de frontera en la pared inferior:

n n n
Pox =P YLk T 2Uyp + Uz

(68)
Ax Ax?
Asi se llega a:
Ax
Py — Pig = 2 Mk (69)
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Reescribiendo la ecuacion:

At v At
uik = E(Pz’k - Pl,k) = W (u;l'k - Zug"k + u;l’k) (70)

Se emplea el método de diferencias finitas a la ecuacion 29 para obtener la

condicion de frontera en la pared superior:

n n n
an,k - an—l,k — vy Unx ke — 2unx—l,k + Unx—2k

(71)

Ax Ax?

De esta manera se obtiene:

Ax
ank_an—lk:_uflxk (72)
) ) At )
Reescribiendo la ecuacion:
At v At
t _ —_

Unxk = E (an,k - an—l,k) - Ax2 (ugx,k - Zu;lx—l,k + u;llx—z,k) (73)

La ecuacion 52 se discretiza con el método de diferencias finitas para obtener
la condicién de frontera en la pared izquierda:

Ay Ay?
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Asi se llega a:

Ay
Pi,z—Pi,1:A_tVit,1 (75)
Reescribiendo la ecuacion:
At v At

Ahora bien, para obtener la condicion de frontera en la pared derecha se

aplica el método de diferencias finitas a la ecuacion 52:

n n n
Pi,ny - Pi,ny—l - Vinx — Zvi,ny—l + Viny-2

Ay Ay? (77)
De esta manera se obtiene:

Piny —Pipny_1= %uit,ny (78)
Reescribiendo la ecuacion:

uit,ny = i_}t, (Pi,ny - Pi,ny—l) = X_szt (ulT.lle - ZulT,lny—l + u{?ny—Z) (79)

Al igual que en el primer sistema, se corrigen errores en el programa y se

obtienen los resultados cualitativos y cuantitativos.

Este procedimiento se diferencia del previo en virtud del manejo de las

ecuaciones de conservacion. Si bien se puede tratar del mismo sistema que se logra
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describir con las ecuaciones de conservacién de cantidad de momento, este
procedimiento presenta una mayor flexibilidad en la seleccion de la geometria del

sistema.
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Resultados y discusion

Wolfram Mathematica
Precision de mallado
Descripcién de trayectoria flujo

Distribucién de la presion
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Wolfram Mathematica

El software WOLFRAM MATHEMATICA version 10.0 (en adelante
“Mathematica”) tiene la facilidad de expresar soluciones a problemas con pasos
l6gicos y con precision derivado de que presenta un lenguaje de programacion facil
de leer, escribir y aprender, permite la organizacién de texto, codigo ejecutable,
gréficos, graficos dinamicos, entre otros. Es por ello que Mathematica es un
software adecuado que puede representar los sistemas estudiados en este trabajo
de investigacion, el codigo de programacion desarrollado en el software
Mathematica se muestra en los apéndices Ay B.

Asimismo, se realiza la comparacion de los resultados generados por medio
de la programacion de las ecuaciones de conservacion y los resultados obtenidos
en el software de mecanica de fluidos “ANSYS FLUENT”.

Precision de mallado

En términos generales, el refinamiento de la malla presenta como
consecuencia una mejor aproximacion a la solucién del sistema, sin embargo, el
tiempo de célculo también aumenta, pues se requiere dar solucion a una mayor
cantidad de ecuaciones de diferencia. Al comparar el tiempo empleado
experimentalmente contra el tiempo de simulacion, generalmente, este ultimo logra
resolver numéricamente en menor tiempo, asi como un ahorro de material para la

experimentacion.

Al encontrar el equilibrio entre la fineza del mallado de la cavidad rectangular
del sistema, el paso en el tiempo de las ecuaciones de diferencia y el tiempo de
programacion se logra que los resultados arrojados sean préximos a la solucion del

sistema en menor tiempo de programacion.

A continuacion, se observa una lista de gréaficas que compara la aplicacién
del método de diferencias finitas en un sistema que considera un fluido newtoniano
contenido en una cavidad cuadrada, donde su densidad y viscosidad, durante el

proceso, se mantienen constantes. Es de suma importancia mencionar que el fluido
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se encuentra en reposo antes del tiempo cero, y es a partir de ese tiempo, que la
tapa superior de la cavidad cuadrada se pone en movimiento en direccidén x positiva
con una velocidad constante, en este sentido a partir del tiempo cero el fluido se

encuentra en estado transitorio.

En la siguiente lista de comparacion (Figura 15) se presentan los resultados
de las simulaciones obtenidas por el programa Mathematica, la cual contiene 4
gréficas de funcidn corriente con diversa precision en el mallado de cada sistema,
siendo la primera gréfica (Figura 15 a) presenta un mallado burdo y, gradualmente
aumenta la precision del mallado hasta obtener una malla fina (Figura 15 d), es
decir, presenta un mayor numero de nodos. En este sentido, se observa que las
distribuciones de velocidad del fluido newtoniano contenido, tienen una mejor
descripcidn cuando existe mayor nimero de nodos en el sistema, esto derivado de
que en cada nodo se calcula las ecuaciones algebraicas para obtener la descripcién

del fluido newtoniano en dicho nodo.

La Figura 15 a) presenta un total de 900 nodos, la Figura 15 b) presenta un
total de 2,500 nodos, la Figura 15 c) presenta un total de 5,184 nodos y la Figura 15
d) presenta un total de 10,000 nodos, es decir se calculan 900, 2,500, 5,184 y 10,000
ecuaciones respectivamente. En este sentido, la lista de figuras (Figura 15) grafican
la funcién corriente del mismo sistema con diversa precision de mallado con el fin
de determinar las caracteristicas del sistema para obtener una buena aproximaciéon

al estado estacionario.
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Comportamiento del agua en una cavidad rectangular
a) Numero de nodos 900; nx = 30; ny = 30;

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Figura 15 a)
b) Numero de nodos 2500; nx = 50; ny = 50;

0.10

0.08

0.08

0.04

0.02

0.00
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura 15 b)

c) Numero de nodos 5184; nx = 72;ny = 72;

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00
0.00 0.02 0.04 0.08 0.08 0.10

Figura 15 ¢)




d) Numero de nodos 10000; nx = 100; ny = 100;

0.10

0.08

0.04

0.02

0.00 N " N N ]
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura 15 d)

Figura 15 Lista de gréficas. Precisién de mallado en distribuciéon de velocidades del agua
como fluido newtoniano.

En la figura anterior (Figura 15) se observa que el comportamiento del fluido
se aproxima de mejor manera a la solucién del sistema conforme se precisa en el
mallado, siendo asi que la Figura 15 d) presenta una mejor aproximacion de la
descripcion del sistema a un mayor tiempo de computo, al contrario de la Figura
15 a) que logra mostrar una idea del comportamiento del fluido a un menor tiempo
de computo. Por lo tanto, a mayor precision en el mallado, el programa debe dar
solucién a un mayor numero de ecuaciones algebraicas y presenta un mayor tiempo

de coOmputo.

Asimismo, en la figura a) de la lista de graficas (Figura 15) se observa que no
se logra simular una parte de la gréfica, esto derivado del cédigo de programacion
en el software Mathematica.

Derivado de lo que antecede, en la lista de gréaficas (Figura 15) se logra
apreciar el equilibrio que se requiere entre tiempo de computo y precision del
mallado del sistema de acuerdo a los objetivos de este trabajo de investigacion, en
este sentido para obtener una simulacion, en la cual se logre representar el
comportamiento del sistema, se utiliza un nimero de nodos alrededor de 2,500 para

una cavidad de aristas iguales y 4,000 para una cavidad rectangular.
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En la siguiente figura (Figura 16) se presenta el mismo sistema que en la lista
de graficas de la Figura 15 simulado por ANSYS FLUENT, en estado estacionario,
es decir las propiedades del sistema no varian a través del tiempo y, presenta flujo
laminar, logrando apreciar la transicion de la velocidad que obtiene el fluido a través
de la pared superior de la cavidad, observado la mayor velocidad en las cercanias

de dicha pared y velocidad nula al centro de esta Ultima.

contour-2 )
Stream Function

4.52e+00
4.29e+00
4.07e+00
3.84e+00
3.62e+00
3.39e+00
3.16e+00
2.94e+00
2.71e+00
2.49e+00
2.26e+00
2.03e+00
1.81e+0
1.58e+00
| 1.36e+00
| 1.13e+00
9.04e-01
6.78e-01
4.52e-01
2.26e-01

Figura 115 Distribucion de velocidades del agua como fluido newtoniano en estado
estacionario

Descripcién de la trayectoria de flujo

En esta secciébn se muestran 4 (cuatro) sistemas, en los cuales se logra
describir la trayectoria del fluido. Los dos primeros (Tabla 2 y 3) presentan una
geometria con aristas de igual magnitud, la diferencia entre ellos es el fluido
newtoniano (aire y glicerina) empleado en el sistema; los dos sistemas restantes

(Tabla 4 y 5) tienen una geometria con lados de diversa longitud, manteniendo una
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forma rectangular, en estos ultimos sistemas se emplea benceno como medio de

estudio.

Es de importancia sefalar que los sistemas de estudio para este trabajo de
investigacion, sin excepcion, son transitorios, isotérmicos, presentan un régimen
laminar, no manifiestan intercambio de masa ni ningun otro fendbmeno relacionado.
Ademas, la descripcién de todos los sistemas es en dos dimensiones por lo que

solo se requieren dos de las tres ecuaciones de Navier-Stokes.

Ahora bien, se determiné que los nodos en la malla de los sistemas sea un
namero aproximado de 2,500 y 4,000 para aristas de igual y diferente longitud,
respectivamente, lo que significa la resolucion (a cada paso de tiempo) de 2,500 y
4,000 ecuaciones aritméticas que provienen de las ecuaciones que gobiernan los
sistemas. Asimismo, también se determiné que el nimero de iteraciones que logran
una buena descripcion de los sistemas (apreciar la transicion de la velocidad que
obtiene el fluido a través de la pared superior de la cavidad) es de 25,000 para la
cavidad de lados iguales y 50,000 para una cavidad de aristas de diferente

magnitud.

El primer sistema de estudio (en adelante “Sistema Aire”) trata de una
cavidad rectangular de aristas de igual magnitud, es decir dx = dy, el espaciado de
la malla es uniforme y de la misma magnitud en la direccion x y y, en otras palabras

Ax = Ay = h. y la longitud que se determino optima es de 0.1 m por cada pared.

Para generar movimiento en el fluido, la pared superior de la cavidad
presenta velocidad constante en direccidn x, en este sentido suponemos que esta

ultima es infinita con el fin de mantener la velocidad constante.

La descripcion de este Sistema Aire se deriva de la resolucién de las
ecuaciones de diferencia provenientes de emplear el método de diferencias finitas
hacia adelante en el término del tiempo y diferencias finitas centrales en los términos
espaciales de la ecuacion de conservacion de masa (ecuacion 33), las ecuaciones

de conservacion de cantidad de movimiento (ecuaciones 36y 37), la ecuacion de
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Poisson (ecuacion 42) y empleando la correccion del gradiente de velocidades

afiadiendo el termino de presion (ecuaciones 43 y 44), anteriormente mencionadas.

El fluido newtoniano que se emplea es el aire de densidad 1.225kg/m3y

viscosidad de 1.7894x107% kg/m - s, las cuales se mantienen constantes.

Inicialmente, el sistema se encuentra en reposo y en el instante t = 0, la
pared superior de la cavidad se pone en marcha subitamente a una velocidad

constante de 0.1 m/s en direccion x positiva, véase Tabla 2.

Derivado de lo que antecede, se programan las ecuaciones de diferencia en
el software Mathematica, asignando las condiciones iniciales y de frontera vy, los
pardmetros requeridos, mencionados anteriormente, dicho programa arrojo valores
residuales del campo de velocidades, los cuales se observan en la Tabla 2 como la

distribucion de velocidades del Sistema Aire.

De acuerdo con dicha Tabla 2, se observa que el fluido presenta movimiento
debido a que la pared superior de la cavidad transfiere cantidad de movimiento a la
capa inmediata del aire y esta, a su vez, transfiere cantidad de movimiento a la capa
adyacente, logrando que las capas del mismo se deslicen suavemente entre si.
Dado que el fluido esta contenido en la cavidad, es obligado a desplazarse por las
paredes de la cavidad, incluyendo las paredes que NO presentan movimiento: pared
derecha, inferior e izquierda, por lo que el aire pierde cantidad de movimiento hasta
interactuar nuevamente con la pared superior, logrando un comportamiento de
recirculacion, lo anterior derivado de los efectos viscosos y a la condicion de

adherencia.
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Tabla 2 Distribucién de velocidades de aire como fluido newtoniano.

Descripcidén del comportamiento del aire en cavidad

Condiciones Iniciales en WOLFRAM MATHEMATICA

Condiciones Iniciales en ANSYS FLUENT

nx = 50; $numero de nodos en direccidén x%
ny = 50; $numero de nodos en direccidén y%
At = 0.00001; $paso de tiempo%

nt = 25000; gntmero de corridas$

p o= 1.7894x107%; %viscosidad del aire%

p = 1.225; %densidad del aire%

B = 0.3; $parametro de relajaciédn$

h = 0.1/nx;
time = 0.0;
maxit = 150;
u0 = 0.1;

%espaciamiento entre nodos$%
Stiempo inicial%

$ntmero maximo de iteraciones$%
%velocidad inicial%

Numero de nodos en direccidén x y y = 2500;

Paso de Tiempo = 0.00001;

Numero de corridas = 150;

n o= 1.7894x107%; $viscosidad del aire%

o = 1.225; $densidad del aire%

B = 0.3; $parametro de relajacidn$
Numero Maximo de Iteraciones = 150;

Velocidad Inicial = 0.1;

0.10

0.08

~5.0%107%
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El segundo sistema (Tabla 3) (en adelante “Sistema Glicerina”) presenta la
misma geometria e incluso las mismas magnitudes de sus aristas que el Sistema
Aire, sin embargo, como ya se menciond, esta emplea glicerina como fluido
newtoniano. La glicerina presenta las siguientes propiedades: densidad de

1259.9 kg/m?3 y viscosidad de 0.799 kg/ms constantes.

De igual forma que el Sistema Aire la velocidad de la pared superior se pone
en movimiento al tiempo t = 0 en direccion x positiva, presentando una velocidad

uniforme de 1 m/s, véase Tabla 3.

La mayor velocidad de la glicerina se presenta en los nodos cercanos a la
pared en movimiento y disminuye conforme se aleja de la pared superior, debido a
los efectos viscosos y a la condicién de adherencia que presentan las capas del
fluido con respecto a la adyacente a las mismas. De la misma manera acontece en
las cercanias de la pared derecha que es justo cuando el fluido cambia de direccion
hacia y negativa, disminuye en las cercanias de dicha pared al igual que en las

paredes inferior e izquierda.

El fin de analizar estos dos sistemas fue para comparar el tiempo de computo
que requiere el proceso de simulacion derivado de que son fluidos con propiedades
muy diferentes, es decir el Sistema Glicerina presenta mayor densidad y viscosidad,;
comparar la distribucién de velocidades, y determinar si es requerida una velocidad
diferente de la pared en movimiento (pared superior de la cavidad). En este sentido,
se requiere una mayor velocidad en la pared superior para lograr la simulacion del

sistema, sin embargo, los tiempos de computo fueron aproximadamente iguales.

Para este Sistema Glicerina se emplea una velocidad inicial uniforme de la
pared superior de la cavidad de 1m/s. La razén de la determinacién de dicha
velocidad radica en el hecho de que si se utilizaba una menor la simulacion arroja
una distribucion de velocidades en la cual no se aprecia el comportamiento del
sistema o se indefine, lo mismo ocurre para el Sistema Aire si se emplea una
velocidad mayor a la que se determing anteriormente. Esto se deriva de que si se

emplea una mayor velocidad en la pared superior de la cavidad para el Sistema Aire
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se puede obtener un flujo turbulento derivado de las propiedades del aire y, para el
Segundo Sistema si se emplea una velocidad de dicha pared menor a la que se

determind el movimiento transferido a la glicerina es caso imperceptible.

Ademas, se observa que no es requerido un mayor numero de iteraciones
para lograr una buena simulacion del Sistema Aire y el Sistema Glicerina, el
comportamiento de la distribucion de velocidades es similar, y el tiempo de computo
para la resolucion fue parecido para ambos sistemas, esto ultimo derivado de que

se implement6 un numero fijo de pasos para lograr la aproximacion del sistema.

Las Tablas 2 y 3 se dividen en dos secciones, el lado izquierdo es la
simulacién que se obtiene con el desarrollo del codigo de programacion en el
software Mathematica, el lado derecho es el resultado obtenido con el software
especializado para CFD (ANSYS FLUENT). Lo anterior con el fin de comprobar si
los resultados obtenidos con el software Mathematica pueden ser comparables con
los resultados obtenidos de la simulacion de ANSYS FLUENT.

Se observa que el comportamiento de la totalidad de los sistemas es
comparable con el software comercial, en este sentido el cdédigo de programacion
que se desarroll6 ha logrado ser competitivo con el software de simulacién de CFD
para los sistemas simulados de este trabajo de investigacion.

En este sentido, la diferencia en el comportamiento entre el Sistema Aire y
Sistema Glicerina con el software ANSYS FLUENT se le atribuye a uno o méas de
los siguientes factores: algoritmos computacionales, empleo de diversas formas de
ecuaciones de variacion, restricciones, método numérico, error de redondeo

numérico acumulado, entre otros.
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Tabla 3 Distribucion de velocidades de glicerina como fluido newtoniano.

Descripcidén del comportamiento de glicerina

Condiciones iniciales en WOLFRAM MATHEMATICA

Condiciones iniciales en ANSYS FLUENT

nx = 50; $numero de nodos en direccidén x% Numero de nodos en direccidén x y y = 2500;
ny = 50; $numero de nodos en direccidén y% Paso de Tiempo = 0.00001;
At = 0.00001; %paso de tiempo% Numero de corridas = 1000;
nt = 25000; sntmero de corridas$ p=0.799; %viscosidad de glicerina%
n o= 0.799; sviscosidad de glicerina% o = 1259.9; %densidad de glicerina%
o = 1259.9; %densidad de glicerina% p=0.3; Sparametro de relajacion%
B = 0.3; Spardmetro de relajacién$ Numero Maximo de Iteraciones = 150;
h = 0.1/nx; %espaciamiento entre nodos% Velocidad Inicial = 1.0;
time = 0.0; Stiempo inicial$%
maxit = 150; $numero méximo de iteraciones$%
u0 = 1.0; %velocidad inicial%
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El tercer y cuarto sistema (en adelante “Sistema Benceno 1" y “Sistema
Benceno 27, respectivamente y en su conjunto “Sistemas Benceno”) de este trabajo
de investigacion se desarrollaron las ecuaciones de diferencia provenientes de las
ecuaciones de conservacion de masa (ecuaciéon 59 ), las ecuaciones de
conservacion de cantidad de movimiento (ecuaciones 62 y 63), la ecuacion de
Poisson (ecuacion 65) y empleando la correccion del gradiente de velocidades
afadiendo el termino de presién (ecuaciones 66 y 67), anteriormente mencionadas,
dichas ecuaciones otorgan mayor flexibilidad respecto a la geometria de los
Sistemas Benceno. Es decir, las aristas que integran la cavidad pueden diferente
magnitud como se observa en las Tablas 4 y 5 (mayor longitud de las aristas en

direccién x, mayor longitud de las aristas en direccién y, respectivamente).

Para la simulacion de los Sistemas se emplea benceno como medio de
estudio, el cual presenta las siguientes caracteristicas: densidad de 875 kg/m3y
una viscosidad de 5.89x107%* kg/ms constantes durante el proceso transitorio,
geometria con aristas de longitud 0.5 m en direccion x y 0.1 m en direccion y. La
velocidad que presenta la pared superior en el instante “tiempo cero” es de 0.5m/s

que, de igual manera, es constante, véase la Tabla 4.

La distribucién de velocidades del Sistema Aire, Glicerina y los Sistemas
Benceno se basa por el mismo principio: se transfiere cantidad de movimiento,
generado a partir del movimiento de la pared superior de la cavidad, a la capa
inmediata del benceno liquido y esta a su vez transfiere movimiento a la capa

contigua y asi subsecuentemente se logra un perfil de velocidades laminar.
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Tabla 4 Distribuciéon de velocidades de benceno liquido como fluido newtoniano, Sistema Benceno 1.

Comportamiento de benceno liquido

Condiciones Iniciales en WOLFRAM MATHEMATICA

Condiciones Iniciales en ANSYS FLUENT

Numero de nodos en direccidén x y y = 3944;
Paso de Tiempo = 0.00001;

Numero de corridas = 100;

n = 0.000589;
o) 875;

B = 0.3;
Numero Maximo de Iteraciones =
Velocidad Inicial = 0.5;

%densidad de benceno%

150;

$parametro de relajacién$

%viscosidad de benceno%

Q

nx = 112; gntmero de nodos en direccidn x%

Ax = 0.5/nx; %espacio entre nodos direccidn x%
ny = 34; $numero de nodos en direccidén y%

Ay = 0.1/ny; %espacio entre nodos direccidén y%
At = 0.00001; $paso de tiempo%

nt = 50000; $numero de corridas$

o = 875; %densidad de benceno%

n = 0.000589; %viscosidad de benceno%

time = 0.0; Stiempo inicial$%

maxit = 150; $numero méximo de iteraciones$%

B = 0.3; %pardmetro de relajacién$

u0 = 0.5; %velocidad inicial%
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La comparacion del Sistema Aire y el Sistema Glicerina con el Sistema
Benceno 1 expone que se trata de un comportamiento tipo recirculacion, sin
embargo, el comportamiento del fluido en una geometria con lados iguales se
manifiesta en forma de circular, mientras que en una geometria de diversas aristas
presenta un comportamiento mas alargado, en otras palabras, el comportamiento
del fluido “imita” la geometria del sistema, derivado de que en el Sistema Benceno
1 los elementos del sistema en las capas adyacentes a la pared en movimiento

deben realizar un mayor recorrido.

De igual manera, el Sistema Benceno 2 presenta un comportamiento similar
al Sistema Aire, Glicerina y Benceno 1, en este sistema se emplea benceno como
fluido newtoniano, dicho sistema presenta las siguientes caracteristicas: la
geometria tiene aristas de longitud 0.1 m en direccién x y 0.3 m en direccién y. La
velocidad que presenta la pared superior de la cavidad es de 0.5 m/s, véase Tabla
5.

La distribucion de velocidades de este ultimo sistema se muestra en la
siguiente Tabla 5, donde se logra observar un comportamiento similar a los sistemas
de las Tablas 2 y 3, derivado del hecho que la transmisién de movimiento por medio
del fluido presenta limites acorde con la longitud que se trata, ya que presenta una
longitud en el eje y tres veces mayor no se transfiere movimiento hasta la ultima

capa del benceno liquido.
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Tabla 5 Distribuciéon de velocidades de benceno liquido como fluido newtoniano, Sistema Benceno 2.

Comportamiento de benceno liquido

Condiciones Iniciales en WOLFRAM MATHEMATICA Condiciones Iniciales en ANSYS FLUENT

B
u0

time = 0.0;
maxit = 150;

0.3;
= 0.5;

Stiempo inicial$%

nimero méximo de iteraciones$%
%pardmetro de relajacién$
%velocidad inicial%

nx = 34; $numero de nodos en direccidn x% Numero de nodos en direccidén x y y = 3944;
Ax = 0.1/nx; Sespacio entre nodos direccién x% Paso de Tiempo = 0.00001;
ny = 75; $numero de nodos en direccién y% Numero de corridas = 102’. . .
Ay = 0.3/ny; %espacio entre nodos direccién y% p = 0.000589; 6VlSC?Sldad de bencenos
) o = 875; %$densidad de benceno%
At = 0.00001; $paso de tiempo% _ : o . D a o
3 ) p = 0.3; %parametro de relajacidn$

nt = 25000; %numero de corridas$ NC <o . _ .

N . o umero Maximo de Iteraciones = 150;
o = 875; %densidad de benceno% Velocidad Inicial = 0.5:
n = 0.000589; %viscosidad de benceno% T

%1074

1074

%1074

x1074

[ kgis

1.54e-04
1.46e-04
1.38e-04
1.31e-04
1.23e-04
1.15e-04
1.07e-04
9.95e-05
9.21e-05

| 8.45e-05
| 7.68e-05

6.91e-05
B.14e-05
5.37e-05

| 461e-05

3.84e-05
3.07e-05
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1.54e-05
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]D.DDeHJD
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Distribucion de presion

En otro orden de ideas, la descripcidon del comportamiento del campo de
presiones en el sistema se obtiene mediante la interpolacion de las velocidades

intermedias, pretendiendo emplear el arreglo de malla escalonada.

La presion que el fluido ejerce sobre las paredes se debe a la velocidad de

transferencia de cantidad de movimiento de las moléculas a las paredes.

La descripcidn del campo de presiones para la cavidad con aristas iguales,
Sistemas Aire y Glicerina, muestra acumulacion de presion en la esquina superior
derecha e izquierda, mientras tanto, en el resto de la cavidad presenta una presion
menor, véase Tabla 6.

Tabla 6 Campo de presiones de agua como fluido newtoniano en una cavidad con aristas de
igual magnitud.

Distribucién de presiones
WOLFRAM MATHEMATICA ANSYS FLUENT

0.10

0.08}

0.06 |

0.04 |

0.02

0.00] . . n )
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Asimismo, el comportamiento del campo de presion en la cavidad que
presenta aristas de diferente magnitud, Sistemas Benceno 1y 2, es similar que en
los Sistemas Aire y Glicerina, muestra acumulacién de presion en la esquina
superior derecha e izquierda, mientras tanto, en el resto de la cavidad presenta una

presion menor, véase Tabla 7.
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Tabla 7 Campo de presiones de agua como fluido newtoniano en una cavidad con aristas de

diferente magnitud.

Distribucidén de presiones

WOLFRAM MATHEMATICA

ANSYS FLUENT

I!V

Esto es debido a la geometria del sistema, puesto que el fluido presenta una

mayor velocidad en las cercanias de la pared superior de la cavidad, chocando con

la pared derecha, inferior y, finalmente, con la pared izquierda, disminuyendo su

velocidad y acelerando nuevamente al contacto con la pared superior.

El promedio ponderado del tiempo de coOmputo de resolucion del Sistema

Aire, Glicerina y Benceno es de minutos, en este sentido el equipo con el que se

trabajé presenta un sistema con un procesador Intel Core i5 VPro y un sistema

operativo de 64 bits.

Los valores de las propiedades de los diversos fluidos newtonianos utilizados

en este trabajo, fueron obtenidos de la base de datos del programa de CFD ANSYS

FLUENT.
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Conclusiones

vi.

Vii.

Se logré la obtencion de una simulacion por medio de la generacion de
un cédigo de programacion en el software WOLFRAM MATHEMATICA,
el cual logra obtener comportamientos comparables con un software
comercial especializado en la simulacion de CFD, ya que los resultados
arrojados de los diversos sistemas simulados mediante el codigo que se
desarrollo, presentan un comportamiento similar a los resultados
proporcionados por el software ANSYS FLUENT.

Se logro una descripcién apropiada del comportamiento de diversos
fluidos newtonianos a través de la distribucion de velocidades y el campo
de presiones acorde con el método de mecanica de fluidos
computacional y los principios de los fendmenos de transporte.

La distribucion de velocidades se produce por los efectos viscosos y la
condicion de adherencia, donde las finas capas del fluido logran
deslizarse entre si derivado de la transferencia de cantidad de
movimiento.

El comportamiento del campo de presiones se debe al choque de los
elementos del fluido en la pared derecha, es mayor cerca de la esquina
superior derecha de la cavidad, por lo que se deduce que a mayor
velocidad de las particulas del fluido se alcanza una mayor presion.

La velocidad a la que se desplaza el fluido es mayor cerca de la pared
superior de la cavidad, esto derivado de que transfiere el movimiento al
fluido.

Una mejor aproximacion a la solucion se obtiene siempre que el espacio
entre nodos tienda a cero, asi como de la disminucion del tamafio del
paso en el tiempo, sin embargo, el tiempo empleado para la solucion del
sistema se incrementa derivado del nimero de ecuaciones que se
requieren resolver.

El programa que se desarrollé en este trabajo de investigacion, mediante

la escritura adecuada en codigo de programacion de las ecuaciones de
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variacion, facilité en gran medida el procesamiento de datos concretos
de los sistemas computados, es decir para lograr el cddigo de
programacion se emple6 el método de diferencias finitas para la
discretizacion de las ecuaciones de variacion, ademéas de emplear un
método para optimizar la convergencia del célculo de los sistemas v,
asimismo, se emplea la ecuacion de Poisson realizando una correccion
en los términos de presion para hacer que las velocidades
incompresibles con el objeto de eliminar las oscilaciones del campo de

presion.
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Apéndice A

Caodigo de programacion para

software Wolfram Mathematica.

una cavidad con aristas de igual magnitud en el

nx = 20;
ny = 20;
At = 0.0025;
nt = 1000;
u = 0.001003;
o = 998.2;
B = 0.3;
h = 1/nx;
time = 0.0;
maxit = 150;
v = p/p
x[1] = 0.0;
For[i = 1, <= nx, 1i++,
x[1 + 1] = x[1] + h;
Print["x([", i, "] =", x[i]];
1
y[1l] = 0.0;
For[k =1, k <= ny, k++,
ylk + 1] = x[k] + h;
Print["y[", k, "] =", yIlk]I;
1
For[i = 1, 1 <= nx, i++,
For[k = 1, k <= ny, k++,
uli, k] = 0;
ut[i, k] = 0;
v[ii, k] = 0;
vt[i, k] = 0;
p[lr k] = 0;
Print["u[", i, ",", k, "] o ", U[l, k], " ut[", i, ",", k, "] — ",
ut[ll k]l " v["l il "I"I kl "] = "I V[l, k]l " Vt["I il "I"I kl
"] =", vtli, kI, " pl", i, ",", k, "1 =", pli, k11;
1
1
For[i = 2, 1 <= nx - 1, i++,
uli, ny] = 1;
Print["u(l", i, ",", ny, "] =", uli, nyll;
1
For[n = 0, n <= nt, n++
For[i = 2, 1 <= nx - 1, 1i++
For[k = 2, k <= ny - 1, k++,
ut[i, k] =
uli, k]I + (-(At/(
2 h)) (uli, k] (ufi + 1, k] = uli - 1, k]) +
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v[i, k] (uli, k + 1] -

uli, k = 11)) + (At v)/
h*2 (ufi + 1, k] + uli - 1, k] + uli, k + 1] +
uli, k - 1] - 4 uli, k]));

vt[i, k] =

vii, k] + (=(At/(
2 h)) (uli, k] (v[i + 1, k] - v[i - 1, k]) +
v[i, k] (v[i, k + 1] -

vii, k = 11)) + (At v)/
h*2 (v[ii + 1, k] + v[i - 1, k] + v[i, k + 1] +
vii, k - 11 - 4 v[i, k]));

1:
1:
For[i = 2, 1 <= nx - 1, i++,
vt[i, 1] = (v At)/h"2 (v[i, 3] - 2 vI[i, 2]);
vt[i, ny] = (v At)/

h*2 (v[i, ny - 2] - 2 v[i, ny - 11);
1
For[k = 2, k <= ny - 1, k++,
ut[l, k] = (v At)/h*2 (u[3, k] - 2 ul[2, kl);
ut[nx, k] = (v At)/
h*2 (u[nx - 2, k] - 2 ul[nx - 1, kl);
1
For[it = 0, it <= maxit, 1it++,

For[i = 2, 1 <= nx - 1, i++,

pli, 11 = pli, 2] + h/At vt[i, 11;

pli, nyl] = pli, ny - 1] - h/At vt[i, ny]l;
Fir[k =2, k <=ny -1, k++,

pll, k] = pl[2, k] + h/At ut[l, k];

plnx, k] = plnx - 1, k] - h/At ut[nx, k];
1:

For[i =2, 1 <= nx - 1, 1i++,
For[k = 2, k <= ny - 1, k++,
pnueva =
0.25 B (pli + 1, k] + p[i - 1, k] + pli, k + 1] +
pli, k = 1] - (

0.5 h)/ At (ut[i + 1, k] - ut[i - 1, k] +

vtli, k + 1] - vt[i, k - 1])) + (1 - B) pli,
pli, k] = pnueva;
1:
1:
plFloor[nx - 1], Floor[ny - 1]] = 0.0;
1:
For[i = 2, i <= nx - 1, i++,
For[k = 2, k <= ny - 1, k++,
uli, k] =
ut[i, k] - (0.5 At)/h (p[i + 1, k] - pl[i - 1, k]);
vii, k] =
vt[i, k] - (0.5 At)/h (pl[i, k + 1] - pli, k - 11);
1:
1:
For[i = 0, i <= nx, i++,
For[k = 0, k <= ny, k++,
dudx[i, k] = (1/2/h) (ul[i + 1, k] - uli - 1, k]):
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dvdy[i, k] = (1/2/h) (v[i, k + 1] - v[i, k - 11);
1
1

Print[" Time =", n, " ul", nx/2, ",", ny - 1, "1 =",
u[nx/2, ny - 11, " wv[", nx/2, ",", ny - 1, "] =",
v[nx/2, ny - 11, " dudx[", nx/2, ",", ny - 1, "] =",
dudx [nx/2, ny - 1], " dvdy[", nx/2, ",", ny - 1, "] =",
dde[DX/2, ny - l]l " u[“l nx - ll "I"I ny/z, "] = "I
u[nx - 1, ny/21, " v[", nx -1, ",", ny/2, "] =",
vinx - 1, ny/2], " dudx[", nx - 1, ",", ny/2, "] =",
dudx[nx - 1, ny/2], " dvdy[", nx - 1, ",", ny/2, "] =",
dvdy[nx - 1, ny/2], " ul", nx/2, ",", ny/2, "] =",
ul[nx/2, ny/2], " wvI[", nx/2, ",", ny/2, "] =", v[nx/2, ny/2],
" dudx[", nx/2, ",", ny/2, "] =", dudx[nx/2, ny/2], " dvdy[",
nx/2, ",", ny/2, "] =", dvdy[nx/2, ny/2], " ul", 2, ",", ny/2,
"] =", u[2/ HY/2]/ " vi", 2/ "y ny/2/ "] =", V[2I ny/2]/
" dudx[", 2, ",", ny/2, "] =", dudx[2, ny/2], " dvdy[", 2, ",",
ny/zl "] = "I dde[Zl ny/2], " p["I nx - ll "I"I ny - ll "] = "I
p[l’lX - lr ny - l]r " p["r lr "r"r ny - ll "] = "I p[ll ny - l]];
1:
For[i = 1, 1 <= nx, i++,
For[k = 1, k <= ny, k++,
L|J[l, k] = 0;
1:
1:
For[n = 0, n <= nt, n++,
For[i = 2, 1 <= nx - 1, i++,
For[k = 2, k <= ny - 1, k++,
bb[i, k] = (uli, k + 1] - uli, k - 11)/(2 h) - (
v[ii + 1, k] - v[i -1, k1)/(2 h);
Vi,
k] = ((W[1 + 1, kK] + ¥[i -1, k]) h*2 + (V¥[1,
k + 1] + \[Psi][i, k - 1]) h"2 -
bb[i, k] h”2 h"2)/(2 (h"2 + h"2));

For[k = 1, k <= ny, k++,
PerfilVelocidad[k] = Table[{x[i], yI[k], v[i, kI}, {i, 1, nx}]
1
Clear[PerfilVelocidadTot]
PerfilVelocidadTot = {};
For[k =1, k <= ny, k++,
For[i = 2, 1 <= nx, i++,
PerfilVelocidad Tot = Append[PerfilVelocidad Tot, PRI1[k][[i]]]
1
1

ListContourPlot[PerfilVelocidad Tot, PlotRange -> All, Mesh -> None,
PlotLegends -> BarLegend[Automatic, All], Contours -> 10]



Apéndice B

Caodigo de programacion para una cavidad con

software Wolfram Mathematica.

aristas de diferente magnitud en el

nx
Ax
ny
Ay
At

nt =
p:

90;
0.5/nx;
30;
0.1/ny;
0.00001;
100000;
998.2;

u = 0.001003;
time = 0.0;
maxit = 150;
B = 0.3;
x[1] = 0.0;
For[i =1, 1
x[i + 1] =
Print["x[",

17

i <= nx -1,
0.1;

S " "
1 14 14 14

For[i = 2, i++,
uli, ny] =

Print["u[", "] e "

nY’ 4 u[il

1/(2 Ax"2 Ay"2)
At Ay*2 v ul-1 + i, k] +

nyll;
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2 At Ax*2 v uli, -1 + k]
2 Ax"2 Ay*2 uli, k] -
4 At Ax”*2 v uli, k] -
4 At Ay"2 v uli,
k] + At Ax \
Ay*2 ul-1 + i, k] uli, k] +
2 At Ax*2 v uli, 1 + k] +
2 At Ay*2 v ull + 1,
k] - At Ax \
Ay*2 uli, k] ull + i,
k] + At Ax"2 \
Ay uli, -1 + k] v[i,
k] - At Ax"2 \
Ay uli, 1 + k] v[i, k1);
vt[i, k] =
1/(2 Ax*2 Ay™2) (2 \
At Ay*2 v v[-1 + 1,
k] + At Ax \
Ay*~2 uli, k] v[-1 + i, k] +
2 At Ax*2 v vI[i, -1 + k]
2 Ax"2 Ay"2 vI[i, k] -
4 At Ax*2 v vI[i, k] -
4 At Ay"2 v vI[i,
k] + At Ax"2 \
Ay v[i, -1 + k] vI[i, k] +
2 At Ax*2 v vI[i,
1 + k] - At Ax"2 \
Ay vI[i, k] vI[i, 1 + k] +
2 At Ay"2 v vI[1 + i,
k] - At Ax \
Ay*2 uli, k] v[1 + i, k]);
1:
1:
For[i =2, 1 <= nx - 1, 1++,
vtli, 1] = (v At)/ Ay*2 (v[i, 3]
2 vii, 21);
vt[i, ny] = (v At)/ Ay*2 (vI[i,
ny - 2] - 2 v[i, ny - 1]);
1:
For[k = 2, k <= ny - 1, k++,
ut[1l, k] = (v At)/ Ax"2 (ul[3, k]
2 ul2, kl);
ut [nx,
k] = (v At)/ Ax*2 (u[nx - 2, k]
2 ulnx - 1, k]);
1:
For[it = 1, it <= maxit, it++,
For[i = 2, 1 <= nx - 1, i++,
pli, 11 = pli, 2] + Ay/At vtli,
pli, nyl] =
pli, ny - 11 - Ay/At vt[i, nyl;

+

+

1];
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+

1
For[k
pll, k]
plnx, k]
plnx - 1,
17
For[i
For[k
pnueva
2 At
2 At
2 At
2 At
k]
k]

<=ny - 1,
2, kil

k++,

2, k
= pl + Ax/At utl1,

k] - Ax/At ut[nx, k];

2, 1 <= nx -1,

ny - 1,

it++,
k++,

2, k <=
= ((
pl-1 + 1, k]
-1 + k]
1 + k]
Ay pll + 1,
+ Ax Ay ut[-1 + i,
- Ax Ay ut[l + 1,
k] + Ax Ay vt]
i, -1 + k] - Ax Ay vtl[i,
1+ k1)/(
4 At (Ax + Ay)))
pli, kI;
k1] pnueva;

k
B
Ay
Ax pli,

+
+

Ax pli, +

\
(1L - B)
pli,

’

17
[Floor[nx - 11,

Floor[ny - 1]]

p
1
For[i = 2

i <=nx -1,
k <= ny -1,

it+,
k++,

2,
uli, k] =
ut (i, k]l - (
0.5 At)/ Ax (p
pli - 1, k1)
v(ii, k] =
vt[i, k] - (
0.5 At)/ Ay (p
pli, k - 11)

(1 + 1, k] -

’

(i, k + 1]

1
1
For[i i
For [k 0,
dudx[1i,
dvdy[i,
1

= <= nx, 1i++,

k <= ny, k++,
k]l = (1/2/Ax)
k]

= (1/2/Ay)

0,

(ufi + 1,
k +

(v[i,

1
Print[" Time
ulnx/2, ny
v[nx/2, ny
dudx [nx/2,
dvdy[nx/2,
ulnx - 1,
vinx - 1,
dudx [nx -
dvdy[nx -
ulnx/2,

ul", nx/2,
v[", nx/2, ",
, " dudx[", nx/2,
" dvdyl[", nx
ul", nx -
v[", nx - 1,
dudx[", nx -
" dvdy[", nx
ul", nX/ZI
nX/ZI "I"I
ny/2, "]

1,
HY/Z]I v[",
dudx[", nx/2, ",",

nx/2, ",", ny/2, "]

dvdy[nx/2,

k];

0.0;

k]
1]

- uli -1, kl);

- v[i, k - 1]);

o Y — ll "] = "I
", ny - lr "] = "y
,", ny -1, "] =",
/2/ ",y ny - ’
1, ",", HY/Z, "=,
"y ny/2, "=,

i, ", ny/zr "p=",
-1, ",", HY/Z, "=,
UL HY/Z, " n
HY/ZI "1 =",
, dudx[nx/2,

ny/21,

Y

v[nx/2, ny/2],
ny/21, dvdy [",
u[", 2, ",", ny/2,
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"] =", u[zl DY/Z]/ " vi", 2/ ", DY/ZI "] =", V[Zl DY/Z]/

" dUdX[", 2, ",", DY/2, "] = "r dUdX[2r DY/2]1 " dde["r 2! "r"r
ny/2, ||] — ||, dvdy[2, ny/2], " p[n, nx - l, n,n, ny — l, n] — n,
p[l’ly -1, ny - 11, " p["I i, ", ny - i, "1 =" p[ll ny - 111

For[i = 1, i <= nx, i++,
For[k = 1, k <= ny, k++,
di[l, k] = 0;
1
]
For[n = 1, n <= nt, n++,
For[i = 2, 1 <= nx - 1, i++,
For[k = 2, k <= ny - 1, k++,
bbli, k] = (uli, k + 1] - uli, k - 11)/(2 Ay) - (
vii + 1, k] - v[i -1, k])/(2 Ax);
U
k]l = ((p[1 + 1, kI + ¢[1i -1,

k]) Ay*2 + (¢[i, k + 11 + U[i,
k - 11) Ax*2 -
bbli, k] Ax"2 Ay~2)/(
2 (Ax*2 + Ay"2));
1
1
]

For[k = 1, k <= ny, k++,
PerfilVelocidad[k] = Table[{x[i], vI[k], ¥[i, kI1}, {i, 1, nx}]
]
Clear[PerfilVelocidadTot]
PerfilVelocidadTot = {};
For[k = 1, k <= ny, k++,
For[i = 2, 1 <= nx, 1i++,
PerfilVelocidadTot = Append[PerfilVelocidadTot, PerfilVelocidad
[(k1[[i]1]
1
]
ListPlot3D[PerfilVelocidad Tot, PlotRange -> All]

ListContourPlot [PR1Tot, PlotRange -> All, Mesh -> None,
PlotLegends -> BarLegend[Automatic, All], Contours -> 10]
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