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Resumen

En este trabajo de investigacién se presenta el modelado y la simulacién de dos
configuraciones de robots seriales del tipo RRR y RPR, aplicando las teorias de
cinematica diferencial para obtener la representacion de su modelo matematico en una
matriz jacobiana que permita su simulacién. La cinematica diferencial es la relacion
entre dos espacios vectoriales que permite el mapeo de velocidades del espacio
articular al espacio del efector final

Este modelo se obtiene a partir de agregar sistemas de referencia que permiten la
descripcion del movimiento, la diferenciacion del modelo cinemético de posicion
mediante técnicas de diferenciacion como la matriz asimétrica. La informacion
generada es vaciada en una matriz jacobiana que permite conocer las velocidades
articulares que generan una velocidad lineal constante en el efector final. Asi, el
modelo permite la simulacién de los manipuladores, cuando la simulacién es correcta
se valida el modelo.

A través de la validacion de la cinematica diferencial de cadenas seriales simples, los
resultados obtenidos del modelo podran ser aplicados en trabajo a futuro con cadenas
virtuales que serviran para manipular robots seriales, paralelos e hibridos
introduciendo las restricciones cinematicas.



CONTENIDO

1.
11
111
1.1.2
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

2.1
211
2.1.2
2.1.3
2.2
221
221
2.3
231
2.3.2
2.3.3
234
2.4

INEFOTUCCION ...ttt 1
RODOLICA ... 1
RODOT. .. 2
Clasificacion de los manipuladores .........cccooeeeevviviiiiiiiiiieeeeeeeeeen, 3
Cadenas CINEMALICAS ........ccoeeeieeeee e 9
Planteamiento del problema ..o 10
Otras investigaciones sobre cinemética diferencial ............ccccccevvvvvvvviiiiiinnnn... 11
Trabajo de INVESHIGACION .........coiiiiiiee e e e e 12
HIDOTESIS ...ttt e e e e e e e e e e e e e e e e e an 12
B L1 1S3 111> T3 T o 12
(@ o= 110 13
AV =30Te (o] (o | - U PR PPPPPRTT 13
Lo == g (=Tod=To (=T o (= 14
CINEMALICA......cc oo 14
Cinematica de manipuladores ..............veeeieeeeeiiieeiee e, 14
Matriz de rotacion ..........ccooeeeeeeee e 15
Definicion de la matriz de transformacién homogénea..................... 18
Cinematica directa de manipuladores.........cccooeevviviiiiiiiiii e 19
Método de matriz de transformacion homogénea ................cccuueeeee. 20
Método Denavit Hartenberg ............cooovvviiiiiiii e, 21
CINEMALICA INVEISA .....ccceeeeeeeeei et e e e e e et e e e e e e e e e e eaaa e e e eaeeeeennees 23
MELOdO GEOMEBLIICO......cceeeeieeeiice e e e 23
Método algebraiCo.........cooovveiiii i, 26
Método de matriz de transformacion homogénea inversa................ 26
Desacoplo CINEMALICO ..........cuvviiiiiii e 26
Cinematica diferencial ............ccooee i 27



2.5
2.6
2.7
2.7.1
2.7.2
2.8
2.9
3.
3.1
3.2
3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4
3.2.5
3.2.6
3.2.7
3.2.8
3.3
3.3.1
3.3.2
3.3.3
3.34
3.3.5
3.3.6
3.3.7
3.4
3.5

Cinematica diferencial del cuerpo rigido............ouuieiiiieiiiiieici e, 28

Propagacion de VelOCIAAdES..........ccoouiiiiiiiiiiiiiieeeeee e 29
MaALNZ JACODIANGA ....cooiiiiiiiiiiiiie e 29
Jacobiano analitiCo............ccoeeeee e, 30
Matriz jacobiana geOoMELrCaA .........cccevvvviiiie e e 31
Relacion entre la matriz jacobiana geométrica y analitica...........ccccooeeeeeveeenns 33
Matriz de variables de eStado...........coouuiiiiiiiii i 33
Modelado e implementacion de los casos particulares ..........cccooeeeeeeeveeevvvnnnnnn. 38
Definicion del Caso PartiCUIAN..........ccuei i 38
Manipulador serial RRR .........coiiiiiiiice e 39
Postura del manipulador en el plano...........cccccvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiieenenn, 40
Modelado cinemético de los manipuladores ............ccccuvivieeeeeeennnnns 41
Metodologia de Denavit & Hartenberg ...........ccccvvviiiiiiiicieceeviiinn, 41
Método de matriz de transformacion homogénea.............ccccceeeeenne. 50
Cinematica diferencial...............ueuuueuiiiiiiiiiiiiiiii, 52
Jacobiano geométrico (matriz 0mega) .......cceeeeevviiivvieieeeeeeeee e 52
Propagacion de velocidades ...............eeeieeeiiiiiieiiicc e, 54
Implementacion de la matriz del sistema MIMO.............c..cccveeernne 56
Manipulador RPR ..o 57
El Manipulador RPR .........uiiiiiiccceie e 57
Postura del manipulador ... 58
Modelado Cinematico del manipulador ............ccccccceeeeeeeeeeeeeeeiiiinn. 59
Metodologia de Denavit & Hartenberg (Barrientos).........cccccccvvveeeee.. 59
Matrices de transformacion homogéneas .............cccceeeeeeeeieiveininnnnnn. 68
Cinematica diferencial...............uuuueevuiiiiiiiiiiiiiiiiiies 69
Jacobiano geoOMELIiCO .......ccooeeeiieeeeeee 69
Propagacion de VeloCIdades.............ooouuuuiiiiiiii e 71
Implementacion de la matriz en sistema MIMO.............ccceeeii, 72



L@ o 11 11 1 SRR 74

4. RESUIATOS ... 74
4.1 SIMUIBCION .ottt e e e e et e e e e e e e e e 74
4.2 Manipulador RRR ... 77
G T |V = U 1 o101 F= To [ ] gl 4 d U 81
5. CoNCIUSIONES Y PEISPECLIVAS ...uuiieeeieieeiiiici e e e ee e e e e e e e e e et e e e e e e eeanens 85
CONCIUSIONES ...ttt 85
ST S 0= ox 1)Y= L 86
RETEIENCIAS ... 87
Apéndice |. MathemMatiCa .........oieieeiiieieece e e 88
Manipulador RRR ... 88
CINEeMALICA A€ POSICION ....ceviiiiiiiiiiiiieiee et 88

Cinematica dIfEr@NCIAL ...........oooiiiiiiiii e 90
Manipulador RPR ... 93
Cinematica de POSICION ........ccoiiiiiiiiei e e 93

Cinematica diferenCial ...........coooiiiiiiiiiiiii e 94



Nomenclatura

GDL

N T o «~ -+

Grado de libertad

Matriz de transformacion homogénea
Matriz Jacobiana

Variable articular de rotacion

Variable articular prismatica

Eslabon

Matriz asimétrica de velocidad angular






Capitulo 1

1. Introduccion

En este capitulo se expone una breve historia de la robdtica, asi como las disciplinas
gue intervienen en este campo de estudio y se introduce al estudio actual de la roboética
en el campo industrial. Se menciona la clasificaciébn de los robots, asi como su
composicién y se delimita el trabajo de investigacion.

1.1 Robdtica

La robdtica es un campo interdisciplinario que abarca el disefio de las partes
electronicas a componentes mecanicos (Figura 1); la robética surge para satisfacer las
necesidades de la sociedad, realizar tareas repetitivas y riesgosas con el objetivo de
aumentar la productividad, y en tareas donde la seguridad del ser humano esta
comprometida. La robotica se relaciona con el objetivo de sintetizar aspectos de la
funcibn humana mediante el uso de mecanismos, sensores, actuadores y
computadoras [1, 2].

ELECTRONICA

-/

MECANICA CONTROL

-

COMPUTACION

Figura 1. Disciplinas involucradas en la robotica.



Un ejemplo de la necesidad de crear mecanismos para la realizacion de tareas se
remonta al siglo | en Alejandria, en el que se desarroll6 un mecanismo animado que
permitia abrir puertas (Figura 2). El mecanismo consistia en un depdésito subterraneo
con agua, que a su vez estaba conectado a un pebetero que calentaba el aire
contenido en el depdsito. ElI volumen del aire caliente permitia empujar el agua
activando una polea y banda para abrir las puertas [3].

Figura 2. Mecanismo animado de Alejandria [3].

1.1.1 Robot

La palabra robot se entiende como un dispositivo que puede interactuar con el medio
de distintas formas, esencialmente con el movimiento y la manipulacion de objetos a
su alrededor, hay definiciones dependiendo del autor:

El Instituto de Robética de América define como robot a un manipulador
reprogramable y multifuncional disefiado para mover materiales, herramientas
o dispositivos a través de movimientos programados para la realizacion de
tareas [4].

La Organizacion Internacional de Estandares (ISO) define al robot industrial en
la norma ISO 8373, 2012 como un manipulador multifuncional reprogramable
con varios grados de libertad, capaz de manipular materias, piezas,
herramientas o dispositivos especiales segun trayectorias variables
programadas para realizar tareas diversas.



e Es complejo definir un robot, los sensores externos provén de esta inteligencia
al robot y ésta les permite la interaccién con el medio en el que se desarrollan

[51.

1.1.2 Clasificaciéon de los manipuladores

El objetivo de la robdtica en el campo de los manipuladores industriales es automatizar
tareas, teleoperacion de objetos o materiales peligrosos, creando estructuras fuera de
la naturaleza que permiten una manipulacion adecuada a cada tarea para las que
fueron creadas (Figura 3), el campo de estudio es amplio y se han tenido que clasificar
de acuerdo a criterios ligados a su estructura [1, 6].

-]

@da

Figura 3. Robots ménipuladores industriales seriales.

T

La Figura 4 muestra un esquema de clasificacion de los robots manipuladores basado
en el uso de los robots, existen diferentes formas de clasificarlos dependiendo de los
autores, por ejemplo, el robot manipulador de 3 GDL (grados de libertad) se encuentra
dentro de la clasificacién de robots seriales por su configuracion de una cadena
cinematica abierta [2].
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Los robots pueden clasificarse de acuerdo con varios criterios como los grados de
libertad, estructura cinematica, sistema de actuacion, area de trabajo, y caracteristicas
de movimiento [2].

a) Clasificacion por grados de libertad

Un grado de libertad es el nUmero de parametros necesarios para conocer la posicién
y orientacion de un cuerpo en el espacio, la posicidon de un objeto se mide respecto a
un sistema de referencia. A partir de esto, con 3 GDL un manipulador puede posicionar
su efector final en cualquier punto del espacio, su orientacion estara limitada, cuando
posee 6 GDL el efector final del manipulador podra tomar una orientacion respecto a
cada eje coordenado (Figura 5). Mientras que la orientacién y posicion de un cuerpo
rigido se muestran en la Figura 6. Un manipulador ideal consta de 6 GDL para
manipular un objeto libremente en un espacio de tres dimensiones. Desde este
enfoque, se denomina robot de propdsito general si cuenta con 6 GDL, si posee mas
de 6 GDL sera clasificado como un robot redundante; cada robot tiene una aplicacion
diferente dependiendo del entorno en que se utilice [2].



Elevacion

Figura 6. Efector final.

b) Clasificacion por estructura cinematica

Se clasifican por su estructura topoldgica, dependiendo de la cadena cinematica que
se maneje ya sea abierta o cerrada (Figura 7). Los robots seriales cuentan con una
cadena cinematica cerrada mientras que los robots seriales cuentan con una cadena
cinematica abierta ademas de los hibridos que consisten en la combinacion de estas
dos estructuras [2].

Figura 7. Estructuras cinematicas a) serial, b) paralela.



c) Clasificacion por sistema de actuacion

Se clasifican en tres dependiendo de la naturaleza de los actuadores: eléctrico,
neumatico e hidraulico. Generalmente se usan actuadores eléctricos debido a que el
control y el mantenimiento son faciles, pero en caso de necesitar velocidad o se
requieren para una carga pesada recurrimos a actuadores neumaticos o hidraulicos
[2, 6].

d) Clasificacién por area de trabajo y geometria

El 4rea de trabajo de un manipulador esta definida por el volumen de espacio que
puede alcanzar su efector final en todas sus posibles orientaciones (Figura 8) [2].

En los manipuladores seriales se acostumbra una configuracion donde los primeros
tres eslabones conforman una posicion mas una junta que genere orientacion. Esto
genera espacios de trabajo diferentes segun sean las estructuras. Las geometrias mas
utilizadas para los robots seriales son: robot cartesiano, robot cilindrico, robot esférico,
SCARA (selective compliance assembly robot arm, por sus siglas en inglés) [2].
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Figura 8. Manipuladdres y areas de trabajo.

e) Clasificacion por sus caracteristicas motrices

Los robots manipuladores pueden ser clasificados de acuerdo con su naturaleza de
movimiento, cada clasificacion depende del mecanismo, a las juntas con las que esta
constituido y el movimiento que cada una de estas genera; planar, esférico y espacial
(Figura 9) [2].

Los manipuladores seriales se caracterizan por contar con una cadena cinematica
abierta, ademas de esto cuenta con sistemas que permiten llamar robot, como el
sistema de movimiento, sistema de reconocimiento, sistema de control [2]. El sistema
de movimiento esta divido en 4 (manipulador, efector final, actuador y transmisién),
cada subsistema tiene una finalidad comun que es el lograr el movimiento del
manipulador [2].

El manipulador esta constituido por eslabones formados por cuerpos rigidos en la
mayoria de los casos y articulaciones, éstas se encargan de unir a dos eslabones en



serie, para generar un movimiento especifico segun sea la articulacion. Ademas, da la
geometria del robot y su area de trabajo, el lugar mas lejano al que puede llegar o el
mas cercano ademas que mediante de este subsistema se puede ver a grandes rasgos
las particularidades del robot [6].

La union de dos eslabones es llamada articulacion, una articulacién se encarga de
proporcionar restricciones fisicas en el movimiento de los elementos de la articulacion,
las articulaciones se clasifican en dos tipos dependiendo de la superficie de contacto
gue tiene con los eslabones [1, 2, 6]:

e Par cinematico bajo, se define por una superficie de contacto superficial.

e Par cinemaético alto, los elementos estan en contacto en un punto o una linea.

Existen seis tipos de pares cinematicos basicos y dos de pares cinematicos altos:

Cinemaéticos basicos

e Revoltura (R): permite que dos elementos que giran con respecto de otro con
referencia de un eje definido generan un grado de libertad (1 GDL).

e Prismatica (P): permite que un par de elementos se deslicen con respecto uno
del otro a lo largo de un eje definido, genera un grado de libertad (1 GLD).

e Cilindrica (C): permite la rotacion referente un eje y la traslacion independiente
al largo de un eje, genera dos grados de libertad (2 GDL).

e Helicoidal (H): permite que dos elementos giren alrededor y se trasladen
linealmente lo largo de un eje, Genera un grado de libertad (1 GDL).

e Esférica (S): permite que un elemento gire libremente con respecto a otro en
referencia con el centro de la esfera en todas las posibles orientaciones, genera
tres grados de libertad (3 GDL).

e Planar: permite 2 traslaciones libres a través del plano y un grado de rotacion
mediante un eje normal al plano, genera tres grados de libertad (3 GDL).

Cinemaéticos altos
e Engranaje (G): permite que un engrane ruede y se deslice con respecto al
espacio de movimiento de un engranaje resto, helicoidal o conico. Genera dos
grados de libertad (2 GDL).
e Levas (Cp.): Es similar al engranaje excepto que el giro es usado para mantener
presionado a los elementos en contacto.



También se puede clasificar al robot mediante los sistemas que generan el movimiento
[6]:

Efector final este es la parte final de nuestro manipulador, se encarga de manipular
herramientas o tener la capacidad de sujetar objetos y materiales, la idea nace de
emular a la mano humana y su capacidad de manipulacion [2].

Actuador. Tiene la tarea de generar la fuerza con la cual el robot generara su
movimiento, estos pueden generar su fuerza de diferentes fuentes como eléctrica,
neumatica o hidraulica [6].

Transmisién. Tiene como tarea la transmision del movimiento generado por los
actuadores para crear asi una relacion de movimiento con los eslabones [6].

b
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(a) Esférica (3 GDL) (b) Planar (2 GDL) (¢) Tornillo (1 GDL)
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(d) Lineal (1 GDL) (e) Rotacion (1 GDL) (f) Cilindrica (2 GDL)

Figura 9. Articulaciones.

1.2 Cadenas cinematicas

Una cadena cinematica es un ensamble de eslabones que estan conectados por
articulaciones. Cuando cada uno de los eslabones esta conectado con otro por al
menos dos caminos distintos se denomina una cadena cinemética cerrada, mientras



que si en una cadena cinematica, los eslabones estan conectados so6lo por una
articulacion se denomina como una cadena cinematica abierta (Ver Figura 10.) [2].
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Figura 10. Cadenas cinematicas en manipuladores.

1.3 Planteamiento del problema

En los ultimos afos la robdtica ha tomado importancia en el campo industrial debido a
su flexibilidad y rapidez comparadas con los métodos tradicionales. Los robots
industriales pueden ser clasificados como seriales, paralelos e hibridos debido a su
estructura cinematica, el estudio de los manipuladores contiene limitantes
dependiendo del problema que se aborde, como la posicién, velocidad o dinamica de
los manipuladores. Los manipuladores requieren de un trazado de trayectorias para
realizar tareas como pintado en aerosol, soldadura, pick and place, entre otras. Para
gue un manipulador siga una trayectoria la velocidad debe ser continua en el extremo,
esto solo se logra a través de la coordinacion de las variables articulares y el efector
final, la velocidad que se describe en el efector final es constante, pero esto no ocurre
en las variables articulares, es necesario encontrar y desarrollar el modelo cinematico
diferencial. Al desarrollar la cinemética diferencial se obtiene una matriz jacobiana,
ésta realiza la funcién de una transformacion en espacios vectoriales de las variables
articulares y el espacio vectorial de la velocidad en el efector final [2].

La cinematica diferencial aplicada en un modelo de variables de estado brinda la
oportunidad de simular en un ambiente controlado e ideal a cualquier manipulador,
principalmente demuestra la validez de los modelos obtenidos y de acuerdo con los
pardmetros de entrada es observable el comportamiento del manipulador sin llevar a
cabo la construccion fisica del manipulador.
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Por lo que en este trabajo se propone validar un modelo cinematico diferencial de dos
manipuladores obtenido mediante diferentes metodologias, la comparacién entre
distintas metodologias y la simulacion de los manipuladores.

1.4 Otras investigaciones sobre cinematica diferencial

Se han desarrollado distintas metodologias para obtener la cinematica diferencial de
los manipuladores, cada una explica el movimiento de los eslabones respecto a un
marco de referencia y a partir de él se obtiene una velocidad lineal o angular, esta
relacion queda plasmada en la matriz jacobiana.

Kong y Gosling (2004) [7] propusieron una teoria con la que desarrollan una
arquitectura equivalente de manipuladores paralelos a manipuladores seriales,
mediante la sintesis de tipo, configuraciones complejas de manipuladores paralelos
reducidos en cadenas cinematicas seriales simples, propone una serie de cadenas
gue asimilan el patrén de movimiento de los manipuladores paralelos mas usados.
Estas cadenas cineméticas son una manera de simplificar el analisis de los
manipuladores paralelos.

Campos y col. (2009) [8] desarrollaron la cinematica diferencial de cadenas virtuales
obtenidas por la sintesis de tipo, mediante la teoria de grafos, eliminan las juntas
pasivas dentro de la matriz jacobiana para tener un modelo mas compacto de la
cinematica diferencial de los manipuladores.

Martinez Zamudio (2015) [9] desarroll6 la implementacion de una cadena virtual RRR
en un manipulador paralelo 3RRR haciendo uso de la cinemética diferencial tanto del
manipulador como de la cadena virtual para demostrar que es posible la controlabilidad
de un sistema fisico mediante un sistema virtual.

Boche Lucio (2017) [10] desarrollo la implementacion de una cadena virtual haciendo
uso de la cinematica diferencial tanto del manipulador a controlar 3BRRR_(RRR)v como
de la cadena virtual RRR aplicando los modelo diferenciales a un modelo en variables
de estado para la controlabilidad del manipulador.

La cinematica diferencial permite conocer la velocidad de las variables articulares y
transformarlas al espacio vectorial del efector final, esto con el fin de conocer y asi

11



manipular a un robot en una trayectoria. La sintesis de tipo permite generar una
arquitectura sencilla frente a una compleja tomando en cuenta el patrén de movimiento
del manipulador complejo, esto permite que a través de una cadena cinematica simple
se manipule una estructura mas compleja. Cuando se modela una cadena cinematica
simple y se valida su comportamiento es posible escalar estos resultados a robots
paralelos o llegar hasta robots hibridos.

1.5 Trabajo de investigacion

La cinematica diferencial permite el trazado de trayectorias en los manipuladores a
través de la coordinacién de juntas, el efector final y las configuraciones singulares. La
cineméatica diferencial de dos robots seriales RRR y RPR permite conocer el
comportamiento del manipulador bajo parametros de trabajo ademas de observar si
los patrones de movimiento permite ejecutar a un manipulador simple como cadena
cinematica virtual para aplicarlas en robots paralelos complejos o hibridos donde la
sintesis de tipo refleje los pardmetros de movimiento.

Se validaran diferentes metodologias de obtencion del modelo diferencial y matrices
jacobianas de los manipuladores reforzando los conocimientos obtenidos en la materia
de robdtica. En el apartado tedrico los modelos diferenciales pueden ser comparados
para observar las diferencias entre ellos. La simulacion de las cadenas cinematicas
permite observar si el modelo es valido sin llevarlo a la implementacion fisica.

1.6 Hipotesis
¢ Es posible aplicar los modelos de cinematica diferencial de dos robots manipuladores

seriales RRR y RPR para su simulacion en el seguimiento de una trayectoria y validar
los métodos de obtencion de éste?

1.7 Justificacion

El validar e implementar modelos cinematicos diferenciales para el seguimiento de
trayectorias, permitira ser una herramienta que facilitara resolver la cinematica inversa

12



o directa de manipuladores complejos, afiadiendo cadenas virtuales en cinematica
diferencial, la implementacion de restricciones del movimiento mediante una cadena
virtual simplifica la tarea de resolver modelos complejos de manipuladores paralelos o
hibridos usando como base la cinematica diferencial.

1.8 Objetivos

1.9

Obtener el modelo cinematico diferencial de dos manipuladores seriales
mediante diferentes metodologias de cinematica y cinematica diferencial.
Implementar los modelos de cinemética diferencial obtenidos para simular su
comportamiento.

Comparar las distintas metodologias y sus resultados.
Validar los modelos matematicos mediante la simulacién.

Metodologia

Modelar dos manipuladores seriales RRR y RPR para obtener la cinematica de
posicibn mediante diferentes metodologias como: el algoritmo de Denavit &
Hartenberg y matrices de transformacion homogénea.

Obtencién del modelo cinematico diferencial por medio de diferentes métodos
como: matriz asimétrica y propagacion de velocidades, mediante su modelo de
posicion

Implementacion delen variables de estado y en cinemética diferencial

Implementaciéon del modelo cineméatico diferecial para la simulacion y
validacion.
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Capitulo 2

2. Teoria antecedente

En este capitulo se introduce al lector a la teoria necesaria para desarrollar este
trabajo, en particular la cinematica diferencial. Se presentan las herramientas de
posicionamiento en el espacio para la localizacién del manipulador y el modelado
matematico del mismo.

Para conocer la ubicacion del manipulador en el espacio es necesario contar con
herramientas matematicas que brinden esa informacién, la mecanica proporciona
estas herramientas en sus ramas, la posicion y orientacion del manipulador en el
espacio son necesarias, la forma de conocer estas variables es principalmente por
medio de coordenadas cartesianas [4].

2.1 Cinematica

Es la rama de la mecanica que estudia el movimiento sin atender las causas que lo
provocan, esto quiere decir que estudia la trayectoria de un cuerpo en el espacio
respecto a un sistema de referencia sin considerar la fuerza o accion que genera el
movimiento, su objetivo es estudiar la posicién, la velocidad y la aceleracion [11].

2.1.1 Cinematica de manipuladores

En la cinemética de los manipuladores se encuentran dos problemas, la cinematica
directa y la cinemaética inversa del manipulador. Estas dependen directamente de la
geometria con la que esta construido el manipulador. En 1955 Denavit-Hartenberg
propusieron una aproximacion sistematica generalizada utilizando una matriz
algebraica que describe y representa la geometria espacial de los eslabones del
manipulador con respecto a un cuadro de referencia. Este método consiste en una
matriz de transformacion homogénea de 4 x 4, describiendo la relacion espacial que
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tienen los eslabones reduciendo asi el problema de la cinemética directa a una
transformacion homogénea de una matriz [12].

La cinematica directa estudia el movimiento del efector final de los manipuladores con
respecto a un sistema de referencia fijo se encarga de conocer la posicion del efector
final mediante los valores que proporcionan las variables articulares o juntas. Es el
estudio de la posicion y orientaciéon del efector final, conociendo las variables
articulares [2, 11].

Para posicionar un cuerpo en el espacio son necesarios 6 parametros:
e [X,Y,Z] tres parametros para definir la posicion con respecto al origen de un
sistema de referencia.
e [6,,0,,0,] tres parametros para definir la orientacion con respecto a un sistema
de referencia.

2.1.2 Matriz de rotacion

Las matrices de rotacion se conocen mediante los cosenos directores del sistema
inercial y sistema movil. La representacion de los giros y las proyecciones de los
respectivos ejes del sistema mévil con los del sistema inercial se definen de la siguiente
manera [4]:
e Los cosenos directores son la representacion del giro de dos sistemas uno fijo
y otro movil (Figura 11) de los cuales el fijo es la referencia para medir el giro o
angulo del sistema movil con referencia a los ejes [4].
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Figura 11. Sistemas de referencia.

Las Figuras 11 y 12 muestran dos ejemplos de sistemas, uno donde el origen y la
orientacion de los ejes de las bases coinciden Figura 11, donde la matriz de rotaciéon
es igual a la matriz identidad (Ecuacion 1).
1 00
Q=10 1 0 (2)
0 0 1

La matriz identidad de la Ecuacién 1, se puede considerar como la representacion de
la matriz de rotacion del sistema uvw con respecto a xyz, debido a la operacion del
producto punto de los vectores unitarios de los ejes de los sistemas. El sistema xyz es
la base inercial y el sistema uvw se considera la base moévil donde se toma el angulo
gue existe del sistema inercial y se realiza el producto punto de los ejes de las bases
[4]. Los vectores unitarios de cada sistema se definen como se muestra en las
siguientes expresiones [Ecs. 2,3]:

D
Pxyz = [ix jy kz] Py| = pxix + pyjy + psk, (2)
yoa

Dy
Puvw = [iu Jv kw] Pv|= pyly + Dujv + Pwhky (3)
yum
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(ix- iu) (ix-jv) (ix- kw)
Q = (iy-iu) (]y]v) (iy-kw) (4)
(kz i) (kg jv)  (Kz-ky)

Al ser sistemas ortogonales, la diferencia de angulos de los ejes que forman el sistema
es de 90° y al ser coincidentes, los ejes se toman con una diferencia de 90° y cuando
los del sistema coinciden, el angulo que medir es igual a 0°.

(Cos0°) (Cos90°) (Cos90°)
Q =|(Cos90°) (Cos0°) (Cos90°) 5)
(Cos 90°) (Cos90°) (Cos0°)

La Figura 12 representa el caso donde el origen de los sistemas es coincidente pero
el sistema movil se encuentra girado un angulo a sobre un eje que coincide con el
sistema inercial.

\J

.

Figura 12. Sistemas de referencia en rotacion.

J

Este caso origina la matriz de rotacién correspondiente a un solo eje, lo cual
proporcionara la matriz de rotacion en la Ec. (6).

1 0 0
] (6)

Q(x,a)=[0 Cosa Sena
0 —Sena Cosa
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Se definen las matrices de rotacidn con respecto a los otros dos ejes como:

Cos ¢ 0 Sen ¢
Q(y,¢>=[ 0 Cosa 0 ] (7)
—Sen ¢ 0 Cos ¢
Cos@ —Sen6 0
0(z,0) = [Sene Cos 0 0] (8)
0 0 1

Cada matriz (Ecs. 6, 7) representa un giro del sistema respecto a un eje de un angulo
cualquiera y muestra la orientacion de los ejes de cada sistema.

2.1.3 Definicion de la matriz de transformacion homogénea

La matriz homogénea Ec. (9) es una herramienta de la cual la robdtica hace uso para
poder observar el cambio de posicion y orientacién con respecto a una base inercial,
la matriz de transformacidn homogénea es una matriz de 4x4 que provee la
informacion de orientacion, traslacion, escalado y perspectiva teniendo en cuenta que
es necesario una base fija o inercial que dada su definiciéon es una base compuesta de
tres ejes que se tomaran como referencia para las demas bases moviles que se
ubicaran en las articulaciones del manipulador, para ubicar en el espacio cada eslabon
del manipulador esto vuelve a la matriz de transformacion homogénea una herramienta
para la robotica [1, 4, 6].

_ [RZ(3x3) P(3x1)

a
Ty = y(1x3) p(1x1) )
nX OX aX pX
n (0] a
T=|y v % Py (10)
nZ OZ aZ pZ
0O 0 O 1

De acuerdo con la constitucion de la matriz, las primeras tres filas y tres columnas que
comprenden los valores de n,o0,a son nueve parametros que indican la orientacion,
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representan el giro de los ejes u, v,w de un sistema movil con respecto a un sistema
inercial x,y,z. Figura 11 representa en producto punto entre las matrices de
orientacion, el producto punto es igual a coseno del angulo entre dos ejes o también
llamado coseno director [1], recordando que la multiplicacibn no es conmutativa se
obtiene que el sistema de referencia se multiplica por el sistema movil dando asi la
orientacién del sistema con respecto al inercial, o dependiendo del caso se toma el
orden del producto, si la operacion es con respecto al sistema inercial se premultiplica
y si es con respecto al sistema movil se posmultiplica [4].

La posicion del sistema se localiza en la columna 4 con los valores de las 3 primeras
filas de la matriz de transformacion homogénea, dando la traslacion en referencia a
cada uno de los ejes del sistema inercial. Es el vector P que indica el valor de la
traslacion de los sistemas, cuanto esta desfasado el sistema con respecto a los ejes
coordenados del sistema inercial [13].

En el elemento con valor 1 de la Ec. (10) indica el escalamiento se maneja por lo
general en 1 para poder proporcionar la distancia de la traslacion del sistema sin alterar
el modelo. Los elementos a,,, a4,, a,; de la Ec. (10) corresponden a la perspectiva,
esto indica el punto de vista desde la cual se ve el sistema a través de los ejes
coordenados del sistema inercial, se puede ubicar la vista de nuestro sistema en un
gran numero de posiciones para visualizar el manipulador, normalmente el sistema se
observa desde el origen por esto esta en 0,0,0.

Al realizar las operaciones de traslacion y rotacion de los sistemas de referencia se
debe identificar en funcion de que sistema se requiere realizar los movimientos para
poder efectuar las operaciones con las matrices, donde se toma a "Q" como una matriz
de rotacién para el sistema inercial y estara dada en funcioén del eje que se desee rotar

[4].

2.2 Cinematica directa de manipuladores

Para la obtencion de la cinematica directa se emplearon dos métodos, el algoritmo de
Denavit-Hartenberg [4] y matrices de transformacion homogénea [4]. Para el desarrollo
de los dos métodos se consideran las matrices de rotacion y de traslacion para poder
ubicar en el espacio a las transformaciones que ocurren al pasar de base en base, y
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controlar los movimientos [5]. Estas nos indican las transformaciones que ocurren en
el sistema, cada una implica una metodologia propia de como visualizar el problema y
resolverlo.

2.2.1 Método de matriz de transformacion homogénea

e Se obtiene el diagrama del robot, representando articulaciones y eslabones
(incluido el eslabdn de tierra).

e Se enumeran ejes y eslabones comenzando la numeracion con 0 al eslabon de
tierra.

e Se identifica la linea de accion de las articulaciones en el manipulador y se dibuja
una linea punteada a lo largo de la linea de accion

e Se coloca el eje z en la linea de accién de las articulaciones.

e Se coloca el origen del sistema a lo largo de el eje z para hacer que coincida con
el centro de la articulacion

e Se coloca el sistema inercial en la base con el eje “x” a lo largo del eslabon con la
numeracion 0.

e Los sistemas locales se colocaran a partir de cada eje enumerando cada uno de
ellos para tomar referencia de posicion.

e Cada sistema es completado con el eje y para formar un sistema dextrogiro

e Con los sistemas de posicion colocados en las articulaciones se calculan las
transformaciones que cada uno tiene sufrir para colocarse como el sistema
siguiente con el uso de matrices de traslacién y orientacion que representan estas
transformaciones.

Cada sistema se establecera con referencia al primer sistema o sistema inercial, y a
partir de él se orientaran y trasladaran los demas sistemas obteniendo en la matriz.
Estos datos con las restricciones se efectia con referencia al sistema inercial ésta se
premultiplica, por ser una multiplicacion de matrices se conoce que no es conmutativo,
esta regla nos da una jerarquia de operaciones [1].

De esta forma las matrices indican las transformaciones que se realizan para que los
sistemas puedan alinearse con respecto al sistema inercial. Las ecs. (6,7,8)s
anteriores indican los “movimientos” que realizan los sistemas locales para orientarse
y posicionarse con el sistema inercial con esto y un punto en el espacio de trabajo se
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llega a la determinacion de los valores que las variables articuladas deben de tener
para alcanzar esa posicion [1].

2.2.1 Método Denavit Hartenberg

Se trata de un procedimiento sistematico para describir la estructura cinematica de una
cadena articulada constituida por articulaciones con un solo grado de libertad [4]. El
algoritmo esta dado por los siguientes pasos:

D-H 1. Numerar los eslabones comenzando con 1 (primer eslabdon movil de la cadena)
y acabando con n (Ultimo eslabdn mévil). Se numerard como eslabén 0 a la base fija
del robot.

D-H 2. Numerar las articulaciones comenzando por 1 (la correspondiente al primer
grado de libertad) y acabando en n.

D-H 3. Localizar el eje de cada articulacién. Si esta es rotativa, el eje sera su propio
eje de giro. Si es prismatica, sera el eje a lo largo del cual se produce el
desplazamiento.

D-H 4. Para i de 0 a n-1 situar el eje z1 sobre el eje de la articulacion i+1.

D-H 5. Situar el origen del sistema de la base en cualquier punto del eje z0. Los ejes
X0y y0 se situaran de modo que formen un sistema dextrogiro con z0.

D-H 6. Para i de 1 a n-1, situar el sistema (soldado al eslabén i) en la interseccion del
eje z1 con la linea normal comudn a zi-1 y zi. Si ambos ejes se cortasen se situaria en
el punto de corte. Si fuesen paralelos se situaria en la articulacion i+1.

D-H 7. Situar xi en la linea normal comun a zi-1y zi.
D-H 8. Situar yi de modo que forme un sistema dextrégiro con xi y zi.

D-H 9. Situar el sistema (Sn) en el extremo del robot de modo que zn coincida con la
direccion de zn-1y xn sea normal a zn- 1y zn.

D-H 10. Obtener 8i como el angulo que hay que girar en torno a zi-1 para que xi-1y
xi queden paralelos.

D-H 11. Obtener di como la distancia, medida a lo largo de zi-1 que habria de
desplazar (Si-1) para que xi y xi-1 quedasen alineados.
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D-H 12. Obtener ai como la distancia medida a lo largo de xi (que ahora coincidira con
xi-1) que habria que desplazar al nuevo (Si-1) para que su origen coincidiese con (Si).

D-H 13. Obtener ai como el &ngulo que habria que girar en torno a xi (que ahora
coincidiria con xi-1), para que el nuevo (Si-1) coincida totalmente con (Si)

D-H 14. Obtener las matrices de transformacion Ay _;.

D-H 15. Obtener la matriz de transformacion que relaciona al sistema de la base con
el extremo del robot T= 49, AL... A"_,

D-H 16. La matriz T define la orientacién (sub matriz de rotacién) y posicién (sub matriz
de traslacion) del extremo referido a la base en funcion de la n coordenadas articulares.

0i Es el angulo que forman los ejes xi-1 y xi medido en un plano perpendicular al eje
zi-1, utilizando la regla de la mano derecha. Se trata de un parametro variable en
articulaciones giratorias.

di Es la distancia a lo largo del eje zi-1 desde el origen del sistema de coordenadas (i-
1)- esimo hasta la interseccion del eje zi-1 con el eje xi. Se trata de un parametro
variable en articulaciones prismaticas.

ai Es a la distancia a lo largo del eje xi que va desde la interseccion del eje zi-1 con el
eje xi hasta el origen del sistema i-esimo, en el caso de articulaciones giratorias. En el
caso de articulaciones prismaticas, se calcula como la distancia mas corta entre los
ejes zi-1y zi.

ai Es el angulo de separacion del eje zi-1 y el eje zi, medido en un plano perpendicular
al eje xi, utilizando la regla de la mano derecha [4] [10].

El algoritmo D-H consta de 4 transformaciones bésicas que van desde la base inercial
generada en la primer articulacion o variable articular, hasta la base ubicada en el
efector final [4]. La representacion del algoritmo es:

D —H =Qz(0) xTz(d) * Tx(a) * Qx(a) (11)

Se construye una matriz de transformacion homogénea con los paradmetros de
Denavit-Hartenberg.
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2.3 Cinematica inversa

El problema de la cinematica inversa consiste en determinar las variables articulares
correspondientes a la orientacion y posicion del efector final [6]. Este es un estudio
mas complejo con respecto a la cinematica directa de los manipuladores seriales por
las siguientes razones:

e Por lo general, las ecuaciones son no lineales, y no siempre es posible encontrar
una solucion explicita. Entonces, pueden existir multiples soluciones.

e Pueden existir soluciones infinitas como en los manipuladores redundantes.

e Las soluciones pueden ser no admisibles debido a la arquitectura con la que esta
constituido el manipulador.

Cuando se conoce la posicion del efector final entonces, la cinematica inversa es el
estudio de la orientacién y la posicion de las articulaciones del robot, manipulador, en
la literatura hay varios métodos propuestos para resolver la cinematica inversa [2].

e (Geomeétrico

e Algebraico

e Sustitucién polinomial

e Matriz de transformacion homogénea inversa

e Desacople cinemético

2.3.1 Método geomeétrico

Es recomendable utilizarlo en robots con menos de tres grados de libertad o para el
caso donde solo se necesiten los tres primeros grados de libertad, este se basa en
encontrar el suficiente nimero de relaciones geométricas en las que intervienen la
posicion del efector final, la longitud de sus eslabones y sus variables articulares [4].

Se utilizan métodos de resolucion de triangulos ya sean rectangulos u oblicuos donde
las identidades trigonométricas y otras herramientas como la ley de senos y cosenos

y las de identidades trigonométricas [4].

o Ley de cosenos: Es usada para encontrar las partes faltantes de
un triangulo oblicuo (no rectangulo) depende de dos lados y de un angulo interno, o
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las longitudes de tres lados. En cualquiera de estos casos, es imposible usar la ley de
los senos porque no se puede establecer una proporcion que pueda resolverse.
La ley de los cosenos establece (Ec. 13):

c?2=a% + b?-2abcosy (12)
La ley de los cosenos también puede establecerse como:

b%? = a? + ¢%- 2accos (13)
a’? = b? + ¢?- 2bc cosa (14)

o Ley de senos: Es la relacién entre los lados y angulos de triangulos no
rectdngulos u oblicuos. Simplemente, establece que la relacion de la longitud de un
lado de un triangulo al seno del Angulo opuesto a ese lado es igual para todos los lados
y angulos en un triAngulo dado. Entonces:

a b <
SenA  SenB  SenC

(15)

Para usar la ley de los senos se necesita conocer dos angulos y un lado del tridngulo
0 dos lados y un angulo opuesto de uno de ellos. El primero de los dos casos se usa
las mismas partes que utilizé para probar la congruencia de triangulos en geometria,
pero en el segundo caso no podriamos probar los triangulos congruentes dadas esas
partes. Esto es porque las partes faltantes podrian ser de diferentes tamafios [13].

Las identidades trigopnométricas Algunas de las identidades trigonométricas mas
usadas son derivadas del teorema de Pitdgoras, con estas identidades trigpnométricas
es posible encontrar los valores de angulos y largo de los lados para resolver como
triangulos los problemas de la cinematica inversa.

Sen’*x+Cos’x =1 (16)
1+ Tan?x = Sec? (17)
1+ Cot?x = Csc? (18)

Identidades reciprocas:
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S _ ! C _ 1 T _ 1 (29)
X = Csex "2 TSecx T Cotx
1 1 1
= =— = 20
Cscx Senx'Secx Cosx'COtx Tan (20)
Identidades cocientes:
Sen x
Tan x = (21)
Cos x
Cos x
Cot x = (22)
Sen x
Formulas de angulo doble:
Sin(2x) = 2 Sinx Cos x
(23)
Cos (2x) = Cos? x — Sin%? x (24)
2Tan x
T 2X) = ————— 25
an (2x) 1—Tan?x (25)
Formulas del angulo medio o de reduccién de potencias:
1—Cos(2x
Sin?x = # (26)
2
1—Cos(2x
Cos ?x = % (27)
1 — Cos(2x)
Tan?x = —————
amox=T + Cos(2x) (28)
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2.3.2 Método algebraico

Se toma la funcién de la cinematica directa donde la suma de las variables articulares
con sus respectivos eslabones de manera consecutiva proporcionan la posicion y
orientacion del efector final. La posicion del efector final puede ser definida como la
posicion de un punto “Q” con la orientacion de un Angulo “@”. En este caso teniendo
la posicion final quedan como incognitas el valor de las variables articulares y se
efectlan las operaciones pertinentes para encontrar el valor de las variables articulares
haciendo uso de herramientas geométricas [4].

2.3.3 Método de matriz de transformacién homogénea inversa

Se plantea la cinematica inversa que se obtiene a través de la matriz de
transformaciéon homogénea (MTH), al conocer los parametros articulares la posicion
del efector final, mediante la manipulacion de estos parametros [4].

Mediante las ecuaciones de orientacidén y posicion obtenidas a partir de la cinematica
directa se plantea la resolucién de estas para haya el valor de las variables articulares
del robot, el problema fundamental de este método incide en la complejidad del
manipulador y sus grados de libertad, cuando un manipulador contiene 6 grados de
libertad contiene doce ecuaciones de las cuales se debe partir para encontrar los
valores de las seis variables articulares.

Se inicia obteniendo el modelo de las relaciones de los sistemas desde [s,] hasta [s,]
en una matriz de relacion T donde [s,] es el sistema ultimo en el manipulador. Cuando
se obtiene las matrices que de los sistemas se procede a sacar la matriz inversa de
cada sistema [4].

2.3.4 Desacoplo cinematico

El método de desacoplo cinematico divide el problema en dos, la orientacion y la
posicion del efector final para esto, divide la cadena cinematica del robot donde los
primeros tres grados de libertad o articulaciones de la cadena cinematica del
manipulador definirdn la posicion del manipulador y las articulaciones siguientes
definiran la orientacion del efector final [4].
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Se obtiene la matriz T que contiene a los vectores: n,0,a,p , con la primera parte de la
cadena que contiene las variables articulares g1, q2,q3 que dejaremos en funcion de
las componentes del vector px,py,pz ademas que se conocen las constantes que
generan la longitud de los eslabones del manipulador. Usando las matrices inversas
de la relacion de los sistemas obtenidos por la metodologia de Denavit-Hartenberg y
el punto medio de las componentes del vector de posicion.

Se resuelve para encontrar el valor aislado de cada una de las variables articulares
mediante el algebra de matrices y métodos geométricos usando el punto medio de la
matriz T definiendo a este como corresponde a la segunda parte de la division de la
cadena cinematica del manipulador que se realizo al inicio de este método. Esto solo
ilustra a P como un vector de posiciéon resultante de la suma del de los dos vectores
que representan la orientacién demostrado como la matriz T3 y TP que define la
orientacion del efector final con estos procedimientos realizados se obtiene el valor de
las variables articulares para cada posicion y orientacion del efector final deseada [14].

2.4 Cinematica diferencial

El modelo cinematico de un robot relaciona las variables articulares y la posicion del
efector final, asi como su orientacion, en esta relacion no se tiene en cuenta la fuerza
0 pares que produce el cambio o que actlian sobre el robot. Este solo relaciona las
velocidades en el espacio articular del robot que después se ven reflejadas en el
espacio cartesiano, con el modelo cinemético diferencial, el sistema de control del
robot establece la velocidad que debe imprimir en cada articulacion para que el efector
final desarrolle una trayectoria , por ejemplo, una linea recta a velocidad constante [4].

El modelo cinematico diferencial puede ser expresado en una matriz jacobiana ya que
relaciona el vector de velocidades articulares con el vector de velocidades cartesianas
o el vector de velocidades angulares y lineales, estos espacios se pueden definir, a la
primera relacion se le llama jacobiano analitico mientras que a la segunda relacion se
le llama jacobiano geométrico [13].
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2.5 Cinematica diferencial del cuerpo rigido

Velocidad lineal

la velocidad lineal es la representacion del cambio de posicion en un lapso, tomando
en cuenta a partir de que sistema se requiera encontrar la velocidad, ésta sera
diferente por el movimiento relativo a cada base, es por ese motivo que se debe
especificar con respecto a que sistema de referencia se requiere calcular la velocidad,
mientras que la derivada de la posicion indique que no se esta realizando un cambio
con respecto al sistema elegido se dice que su velocidad es cero aunque para otro
sistema no sea asi [1].

17ii+1 = vii + ‘Uf X pii+1 (29)

La velocidad linear de un sistema se compone de un movimiento rotacional de la junta
donde se ubica el sistema (1) afladiendo el movimiento del siguiente sistema contado

como una constante a P.,;, se describe con la siguiente ecuacion:
Vi =V X D (30)
Las ecuaciones generales para la propagacion de velocidades son:
1w = "iRiw + 01441112 (31)
(110 ="TIR(W + (@ X 41P) (32)

Velocidad angular

Describe el atributo de un cuerpo por lo que se comprende que describe el movimiento
giratorio de un sistema y como en la velocidad lineal, se debe especificar el sistema
de referencia al derivar para poder conocer la velocidad con respeto a estos sistemas

[1].
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2.6 Propagacion de velocidades

Un manipulador es una cadena de cuerpos, cada uno capaz de movimiento relativo
con respecto a los cuerpos vecinos; por lo tanto, es posible numerar en orden
comenzando desde la base ver figura 13, hasta el extremo del efector final. La
velocidad angular i+1 es la misma que la velocidad i mas un nuevo componente
causado por el giro en la junta i+1. Esto puede ser descrito en términos del sistema
(1) por la Ec. (32) [1].

Figura 13. Asignacion de sistemas de referencia en un eslabon.

2.7 Matriz Jacobiana

La matriz jacobiana es un elemento critico para la descripcién de los manipuladores y

la generacion de trayectorias prescritas en el efector final. La mayoria de los softwares

industriales utilizan la derivacion analitica para obtener las matrices jacobianas de los

manipuladores, asi como sus inversas para poder variar las velocidades en las bases

y causar un cambio en la trayectoria del efector final. Las primeras apariciones de los

métodos para elaborar una matriz jacobiana aparecieron en 1983 y desde ese

entonces se han desarrollado mas metodologias por diferentes autores para:

e Encontrar configuraciones singulares.

¢ Analizar redundancias.

e Determinar algoritmos de cinematica inversa para el analisis de velocidad.

e Describir la relacion entre las fuerzas aplicadas en el efector final y los pares de
torsion de las articulaciones.
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e Derivar algoritmos de dinamica.

Una de las utilidades de la matriz jacobiana es la de visualizar las configuraciones
singulares, cuando el determinante de la matriz jacobiana es igual a cero. Esto significa
que el manipulador se encuentra en una singularidad, es decir que el manipulador
pierda o gane un grado de libertad [1, 4, 6].

2.7.1 Jacobiano analitico

Cuando la posicion y orientacion del efector final del manipulador es conocida, la matriz
jacobiana analitica relaciona las velocidades articulares con el extremo del robot. Es
el método mas directo para obtener las relaciones entre velocidades articulares y las
del extremo del robot. Este método consiste en la diferenciacion de las ecuaciones
correspondientes al modelo cinematico directo. Se necesitan definir como
coordenadas cartesianas desde coordenadas articulares:

X =1f(q,9,9,):Y =f (a,0,--0,);Z=f,(q,d,---,d,); (33)
a="f,(90,08);#="1,(00.08)r=" (00, .d) (34)

El sistema se diferencia en cada uno de los términos a, 8,v,x,y,z con respecto a g;
mediante la regla de la cadena y se obtiene la velocidad en la articulacion para pasar
de una configuracion a otra hablando de las posiciones [4].

o dX L &dy L & dx

X=) —O,¥y=2, —0,2=) —¢ 35
Z1:dqiq'y ledqiq ledqaq )

_yda d_Ot._.: da |

a—qui G ’ﬂ—qui Gy qui G; (36)

Efectuando la derivada parcial de la posicion de las articulaciones se obtiene la matriz
jacobiana que es la representacion de la velocidad de las articulaciones para adoptar
una posicion nueva o diferente, el valor instantaneo de cada articulacion cambia por lo
que cada derivada sera diferente en el espacio articular [4].
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e 'qll'
y q2
Z' .
i =J| . (37)
B
Ly ] )
Lgn.

El valor de cada uno de los elementos de la matriz Jpg dependera de los valores de

las coordenadas articulares "q", el valor de la matriz jacobiana sera diferente en cada
uno de los puntos del espacio articular [4].

2.7.2 Matriz jacobiana geomeétrica

Establece la relacion entre las velocidades articulares y la velocidad linear y angular
en el extremo del robot expresadas en el sistema inercial del robot. Para su obtencion
es necesaria la matriz de transformacién homogénea que define el modelo cinematico
directo del robot.

. [ '1'
[V x] q.
Vy q2
vzl =g . (38)
wX
wy
FWZ- | gn]

La velocidad linear del extremo del robot expresada desde el sistema inercial se
obtiene mediante las derivadas respecto al tiempo de las coordenadas (X, y, z)
obtenidas de la matriz T. Este procedimiento es igual al del jacobiano analitico, para
obtener la velocidad angular. Al obtener la matriz T de posicién del efector final referido
con el sistema inercial del manipulador serial se obtiene una matriz de rotacién dentro
de la matriz de transformacion homogénea, esta es una matriz ortonormal que contiene
las rotaciones de los sistemas. Para obtener las velocidades angulares se deriva la
matriz de rotacion para esto se hace uso de la matriz asimétrica, se dice que una matriz
es asimétrica cuando al multiplicarla por su transpuesta el resultado es cero, la
diagonal principal es igual a cero, asi como simetria de los elementos internos a través
de la diagonal principal [4].
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La matriz de rotacibn es una matriz cuadrada y ortonormal, para cada matriz
ortonormal, la matriz de rotacion se representa con una letra R y R~ se tiene que:

RR™1 =1, (39)
Donde I,, es la matriz identidad.
Al diferenciar la Ec. (40) se obtiene:
RRT + RRT =0, (40)
Que también puede ser escrito como:
RRT + (RRT)" =0, (41)

Se realiza un cambio de variable en la ecuacion (42)

Q =RRT (42)
La matriz Omega proporciona las velocidades angulares del efector final referido al
sistema inercial.

La notacion de los vectores i, j, k es:

1 0 0
i=[0];j=[1];k=[0] (43)
0 0 1

Dentro de la matriz asimétrica la ubicacion de las componentes de la velocidad angular
cambia a la siguiente manera, debido a que una de sus propiedades es que la diagonal
principal estd formada por ceros. Otra propiedad de la matriz asimétrica es que sus
componentes se encontraran con su inverso aditivo en una simetria dada por la
diagonal principal, estas dos propiedades permiten la verificacion de ésta [4, 13].

00 0 001 0 -1 0
Q) =|0 0 -1;:p)Qj)=| 0 0 0l:0)k)=|1 0 0 (44)
01 0 10 0 00 0
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n=\(0, o0 0, (45)
-0, 2, O
0] [k6]

0= =|k,0|=06k (46)
2.1 k6

2.8 Relacion entre la matriz jacobiana geométricay

analitica

Se basa en la propagacion de velocidades, este método permite la obtencién de las
columnas de la matriz jacobiana que relacionan las velocidades articulares con las
velocidades lineales del efector final del robot. Las matrices de transformacion de los
sistemas en el robot segun la metodologia de Denavit & Hartenberg proporcionan la
informacion de los vectores directores y origen del sistema, en el origen se posiciona
un vector orientado al eje de la articulacion, la informacién del vector esta contenida
en la tercera columna de la matriz que define al sistema [4].

2.9 Matriz de variables de estado

Para definir un a matriz de variables de estado, es necesario definir ciertos puntos de
la teoria de control moderno y como a través de esta es posible la simulacién para
comprobar la cinematica diferencial de los manipuladores propuestos en esta tesis.

La teoria de control moderno se enfoca en sistemas complejos que pueden contener
multiples entradas, asi como multiples salidas ademas de ser variantes con el tiempo,
es esencialmente una aproximacion en el dominio temporal, en la teoria tradicional de
control es una aproximacion en el dominio de la frecuencia compleja, para puntualizar
el control moderno, se tienen definir ciertos términos: estado, variables de estado,
vector de estado y espacio de estados [15].
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Estado

En un sistema dinamico es el conjunto mas pequefio de variables de forma que el
conocimiento de estas variables en t = t, junto con el conocimiento de la entrada para
t > t,, determinan completamente el comportamiento del sistema en cualquier t >
to[15].

Variables de estado

En un sistema dindmico constituyen el menor conjunto de variables que determinan el
estado del sistema. Se necesitan al menos n variables x;, x,, x3, ... x, para describir
completamente el comportamiento del sistema, de tal manera que una vez que la
entrada para t > t, estd dada y el estado inicial t = t, est4 especificado, el sistema
estd determinado completamente. Las, n variables son las variables de estado, las
variables de estado pueden ser elementos fisicamente no medibles o cantidades
observables pero en la practica es recomendables que puedan ser medibles [15].

Vector de estado

Si un sistema necesita de n variables para describir su comportamiento, estas
variables pueden ser las componentes del vector x, este vector se denomina vector de
estado y posee las propiedades de las variables de estado donde; la entrada para t >
t, estda dada y el estado inicial t = t, esta especificado, el sistema esta determinado
completamente [15].

Espacio de estados

En un espacio de n dimensiones cuyos ejes de coordenado conformado por x1, x2, x3,
..., Xn donde x1, x2, x3, ..., xn son las variables de estado, se denomina espacio de
estados. Cualquier estado se puede representar como un punto en el espacio de
estados [15].

Ecuaciones en el espacio de estados
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El andlisis en el espacio de estados se centra en el estudio de tres tipos de variables:
entrada, salida y de estado [15].

Representacion en el espacio de estados

A partir de la cinemética diferencial de los manipuladores es posible obtener un
sistema de ecuaciones diferenciales. El estado de un sistema es la minima cantidad
de informacion necesaria en un instante que, conociendo la entrada en ese instante,
es posible determinar el estado del sistema en cualquier instante posterior.

Una forma de encontrar una representacion de la cinemética del sistema MIMO es
mediante la realizacién de un mapeo de las velocidades de entrada rm, donde n(t)

=[n1, ..., n2] [16].

Siendo el espacio nulo N(ATp), puede ser utilizado para encontrar un conjunto de
vectores suaves de 7, donde o0p(q), ..., Om,(q). Estableciendo X(q) =
[0m1(Q); - , Oy, (@)] €S UNA Matriz con los vectores de velocidades, parametrizada por

las coordenadas angulares 6; ;, se expresa el espacio de estados de las restricciones

g
cinematicas como:

ap= ) (6:) [n) (47)

Donde n es la matriz que representa la velocidad lineal y angular, del extremo del
manipulador. Introduciendo la configuracion de la matriz de rotacibn como una
extension de la matriz de rotacién de postura.

R%(6,) 0 0
R,=| 0o 1, o (48)
0o 0 I

Lo anterior se puede expresar de la forma generalizada:
. {p XY
=\ )=\ . 4
0= (L) = (525-) -t (49)
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Pre multiplicando por la matriz de rotacion Rq en ambos lados la expresién queda de
la siguiente manera:

. . X
q=Rq.qp = Rq.(gi) = RQ'(W;,-) n (50)

i.j
Siendo la ecuacion anterior la representacion del sistema MIMO completo del modelo
cinematico de la configuracion del manipulador.

. {p R(Q)Zf)
= ST . = - = R — .
1 (@).u (9i,j> ( 2 qi0; 7]

A (9)3=0 (51)

Donde, A;(q) € RMM*B+MN) eg |g matriz asociada a la cinematica, g € RG+MN) es el
vector de las coordenadas de configuracion y g € RG*MN) es el vector de las
velocidades de configuracion.

qp :(Xp1ypvép’ql,l’Ql,Z"“’qn,m) (52)

Para solucionar el conjunto es conveniente seleccionar el conjunto de variables
generalizadas que mejor convenga, para representar al sistema del sistema MIMO.
Las velocidades del punto P expresadas en coordenadas respecto al sistema inercial:
Vxp Y Vyp @Si como la velocidad angular w,, del efector final, en este caso describiendo

los pardmetros para un manipulador plano de 3 GDL.
dp = [Senlln] (53)

Donde S;,,son vectores columnay n = [vxp Vyp wp] es el vector de entradas. Por lo
tanto:

qp = [Ser Stz Sezln] (54)

De esta forma se tiene la cinematica del robot expresada en términos de las variables
de entrada 7.
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Xp 1 0 0
(yp\ 0 1 0 \
: ()

Qn,l Stl,l St1,3/
g St3,1 St3,3

Anm

(55)

De esta manera las variables de velocidad en el robot son representadas del sistema
MIMO para pasar a la simulacion [16].
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Capitulo 3

3. Modelado e
Implementacion de los casos

particulares

En el capitulo tres se presenta el desarrollo de los casos particulares mediante las
metodologias antes expuestas. Se analizan a dos robots seriales a partir de sus
ecuaciones de estado; asi como su implementacion, el analisis se enfoca a los
siguientes manipuladores:

e Robot serial plano (RRR)

e Robot serial plano (RPR)

Se decidio estudiar las configuraciones descritas para comprender el comportamiento
y validar la teoria descrita en el capitulo anterior, asi como probar la hipétesis de este
trabajo, validando que es posible controlar a un manipulador serial a partir de la
cinematica diferencial.

3.1 Definicion del caso particular

Los manipuladores por modelar son dos, el primero serd llamado RRR por la
configuracion de sus articulaciones, consta de una cadena cinematica con tres
articulaciones rotacionales, las rotaciones de las tres articulaciones se efectian sobre
el eje z. El segundo manipulador consta de una articulacion rotacional, una articulacion
prismatica seguida de otra articulacion rotacional, las articulaciones rotacionales giran
sobre el eje z como en el caso anterior pero la articulacion prismatica genera un
desplazamiento que puede ser proyectado en los ejes X, y.
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Se decidio estudiar estas dos configuraciones para comprender la teoria antecedente
que propone las cadenas virtuales para la simplificacion de la cinematica en
manipuladores de alta complejidad y las aplicaciones de la cinematica diferencial en la
generacion de trayectorias y su validacion en una simulacion. EI modelo matematico
de la cinemética de posicion y la cinematica diferencial serdn obtenidos por diferentes
metodologias, el objetivo de esto es poder observar y comparar los resultados de cada
método.

3.2 Manipulador serial RRR

1. El manipulador (ver Figura 14) posee un movimiento {x,y, 08}, donde 6 es una
rotacion del efector final sobre el eje z.

2.  Se encuentra compuesto por tres articulaciones rotacionales y tres eslabones.
3. Cada articulacion posee un actuador rotacional que genera el movimiento.
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Xp

¢={x.y.8}

X2
Z3

Xy

Figura 14. Manipulador RRR.

3.2.1 Postura del manipulador en el plano

Para el andlisis de los manipuladores es necesario definir sistemas que permitan
describir el desplazamiento a lo largo del plano en el que se mueve el manipulador. Se
considera al manipulador serial como redundante y su area de trabajo actia en el
plano, con 3 GDL, de los cuales, dos grados de libertad logran posicionar al efector
final a lo largo de los ejes xy vy, el tercero es una rotacion alrededor del eje Z, esto
permite que el manipulador posea la capacidad de manejar una orientacién. La Figura
14 muestra la postura del manipulador RRR, que puede ser definida de forma general:

§=@xyo)’ (56)
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Donde x, y es la posicion del efector final respecto al sistema inercial y 6 = 6, es la

orientacion del efector final referido al sistema absoluto. A partir de esto se obtiene el
vector de postura en velocidades que se expresa mediante las ecuaciones 58 y 59

¢ =Rp(0)% (57)
& =" RE(O)E (58)

Done R es la matriz de rotacion que generan los sistemas cuando se avanza de
articulacion o sistema, esta es una matriz de rotacion respecto al eje z, por ser un
mecanismo plano la rotacion ocurre en el eje z de los sistemas de acuerdo con las
metodologias empleadas, esto puede cambiar dependiendo cada criterio.

Cos(0) —Sen(8) O
R) = [Sen(8) Cos(6) 0 (59)
0 0 1

3.2.2 Modelado cinematico de los manipuladores

El propdsito de conocer la cineméatica de posicion es poder desarrollar un modelo
matematico que describa el comportamiento de cada uno de los elementos del
manipulador, este modelo describe la geometria del movimiento en un ambiente
estatico, es decir; para cada valor en las variables articulares se obtiene un valor de
salida en el efector final. Para encontrar las ecuaciones que describen la posicion se
utiliza la metodologia de Denavit & Hartenberg encontrada en [4] esta metodologia
solo toma en cuenta los giros y traslaciones aplicadas en dos ejes, esto permite que
de las 6 transformaciones existentes so6lo se ocupen 4, reduce el numero de
transformaciones basandose en sistemas colocados para solo actuar en el eje Xy z.

3.2.3 Metodologia de Denavit & Hartenberg
Para el manipulador RRR, la metodologia se utilizé segun Barrientos[4] y se acorto el

desarroll6 para obtener la cinemética directa en solo seis pasos, aunque la
metodologia sefiale mas, la reduccién del procedimiento se realiz6 para simplificar.
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1. Se localizan los ejes de accion de las articulaciones y se proyecta una linea
punteada que coincida con los ejes de accion, Figura 15.

Eje dela articulacion 1 R1

Figura 15. D-H paso 1 manipulador RRR.

2. Enumerar los eslabones méviles comenzando con 1 en el primero y el eslabon de
tierra con 0, Figura 16.

Eje de la articulacién 1 R1

Figura 16. D-H paso 2 manipulador RRR.
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3. Colocar el eje z comenzando con z0 en los ejes de accion de las articulaciones
Figura 17.

\
Eje de la articulacién 3 R3
EjeZ2

Eje dela articulacion 2 R2
Ejez1

Eje de la articulacién 1 R1
Eje Z0

Figura 17. Paso 3 D-H manipulador RRR.

4. Colocar el origen de la base o sistema a lo largo del eje Z, y para los sistemas se
colocaran en los siguientes ejes, pero si los ejes de accion se intersecan el origen
se coloca en la interseccion (Figura 18).

{S3} en el extremo del
efector final

A\
{S2} sobreel ejedela
articulacién R3

{S0} sobre el eje de la
articulacién R1

{S1} sobre el eje de la
articulacién R2

Figura 18. Paso 4 D-H manipulador RRR
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5. Colocar el eje x a los sistemas de tal manera que forme una linea normal comdn
entre los ejes z o si estos ejes se intersecan el eje x formard una linea normal al
plano generado (Figura 19).

Xs
Eleje X;formaunalinea
normal alosejes Z,y Z3

El eje X, formauna linea
normal alosejes Z;y Z,
XZ

Xy
Eleje X; forma una linea
normal alosejes Zoy Z;

Figura 19. Paso5 D-H manipulador RRR.

6. El eje y se coloca de forma que se genere un sistema dextrogiro ver Figura 20.

Figura 20. D-H paso 6 manipulador RRR.
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De acuerdo con la metodologia de Denavit & Hartenberg[4] se enumeran los eslabones
incluyendo el eslabdén de tierra, enumera el eje de accién de cada articulacion y
después colocar al eje z en cada uno de esos ejes, el eje x se sitla en la linea normal
gue generan el eje z anterior con el eje z siguiente y el eje y se coloca generando un
sistema dextrogiro.

Con los sistemas situados se obtienen los parametros de Denavit & Hartenberg, la
Tabla 1 muestra los parametros.

Tabla 1. Pardmetros D-H manipulador RRR por la metodologia de A. Barrientos[4]

i (7] d a; a;
0, 0 0 L
0, 0 0 [,
05 0 0 l5

Entonces, la matriz de transformacién que describe la posicion del manipulador es:

Cos(6,+6,+63) —Sen(0; +6,+63) 0 Cos(8,)¢1+ Cos(0, + 6,)¢, + Cos(6, + 0, + 63)¢;
Sen(6; +60,+605) Cos(6;+60,+0;) 0 Sen(6,)fq+ Sen(6;+ 0,)f,+ Sen(6, + 0, + 63)¢3 (60)
0 0 1 0
0 0 0 1

La matriz de cinemética directa contiene una columna que indica las ecuaciones de
posicion del efector final respecto al sistema inercial, ademas de la submatriz de
rotacion, estos parametros componen la n, o, a, p.

La metodologia de Denavit & Hartenberg tiene variantes donde el andlisis de las
trasformaciones es diferente que la antes mencionada en [1]. Los pardmetros de
Denavit & Hartenberg asi como el posicionamiento de los sistemas es diferente,
empezando con 1 en la primera articulacion, este cambio en el algoritmo indica que
para encontrar los parametros el sistema de referencia cambia con respecto al sistema
siguiente, a diferencia de la metodologia que presenta [4]. Este ultimo enfoque del
algoritmo de Denavit & Hartenberg es utilizado para enumerar desde el sistema
anterior. A continuacion se describe en una secuencia de 5 pasos la metodologia
utilizada en [1], ver Figura 21.
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Figura 21. Manipulador RRR con sistemas de referencia segun Craig.

1. Se localizan los ejes de accion de las articulaciones y se enumeran los eslabones
contando el eslabén de tierra y comenzando con 0, para los ejes de accion
comenzar con 1 en la primera articulaciéon (Figura 22).

Eje de la articulacién 1 R1

Figura 22. D-H Craig manipulador RRR.
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2. Se coloca el eje z comenzando con z1 a lo largo del eje de accion de las
articulaciones, Figura 23.

Ejedela Sniculacién 3R3
EjeZ3

Eje de la articulacién 2 R2
EjeZ2

Ejedela arlciculacién 1R1
Ejez1

Figura 23. D-H Craig manipulador RRR.

3. Colocar el origen de los sistemas en el eje z empezando la numeracién con 1,
Figura 24.

{S4} en el extremo del
efector final

\
{S3} sobre el eje de la
articulacion R3

{S1} sobre el eje de la
articulacién R1

{S2} sobre el eje de la
articulacion R2

Figura 24. D-H Craig manipulador RRR.
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4. El eje x se coloca de forma que ese eje forme una linea normal comudn a los ejes
z 0 en caso de que los ejes z se intersequen el eje x formara una linea normal al
plano que genera en la interseccion (Figura 25).

Xa
El eje X4 formauna linea
normal alosejes Z3y Z,

El eje X, forma una linea
normal alosejes Z,y Z3

Eleje X; formaunalinea
normal alosejes Z,y Z,

Figura 25. D-H Craig manipulador RRR.

El sistema se completa con el eje y formando un sistema dextrogiro, el sistema 0 se
coloca generando el menor numero de parametros y haciendo que la articulacion 1
este en 0, Figura 26.

48



Figura 26. D-H Craig manipulador RRR.

Los sistemas de acuerdo a [1] se muestran en el manipulador, generan la Tabla 2 de

paradmetros:
Tabla 2. Pardmetros D-H de Craig
[ aj_q a_4q d 0
1 0 0 0 6,
2 0 ll 0 92
3 0 l, 0 03
4 0 I3 0 0
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Asi como la metodologia cambia, el orden de las transformaciones dentro de la matriz
de Denavit & Hartenberg son en un orden diferente haciendo alusion que en un
producto matricial no es conmutativo.

Cos(6, + 0, +03) —Sen(8; + 6, +65) Cos(6,)t1 + Cos(61 + 0,)¢, + Cos(61 + 6, + 03)¥3

0
Sen(91 + 62 + 63) COS(91 + 92 + 93) 0 Sen(@l)fl + Sen(91 + 62)#2 + Sen(91 + 92 + 93)‘?3 (61)
0 0 1 0
0

0 0 1

Otra alternativa a esta metodologia es el método llamado Matriz de Transformacion
Homogénea, éste se encarga de obtener una matriz de transformacion de un sistema
inercial a €l efector final del manipulador, mediante matrices de rotacion y traslacion
se encuentra la cinematica de posicion. Este método tiene un procedimiento similar a
los anteriores, ya que se colocan sistemas locales y un inercial en las articulaciones
del manipulador.

3.2.4 Método de matriz de transformacion homogénea

Esta metodologia se encarga de describir la posicién del manipulador colocando bases
de referencia en las articulaciones del manipulador y usando los seis parametros para
ubicar un cuerpo en el espacio y su representacion en matrices, el eje de actuacién en
la articulacion vuelve a ser tomado como referente para ubicar el eje z de los sistemas
locales e inerciales, como segunda referencia este método alinea el eje x con el
eslabén para asi medir la rotacion que tenga el sistema, el eje y es colocado para
formar un sistema dextrogiro ver Figura 27.
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Zo

Figura 27. Método de Matrices de Transformaciéon Homogénea.

La secuencia de transformaciones de sistema a sistema se describe de la siguiente
manera en las Ecs (63, 64, 65):

801: Qz (01).Tx (Il) (62)
$12=Q,(6,)-T,(12) (63)
523=Q,(6,)T,(13) (64)

Donde Qz es la matriz de rotacion respecto al eje z, estos sistemas giran un angulo 6,
esto quiere decir que la cantidad de giro es variable y representa a la articulacion. Tx
la matriz que representa una traslacion sobre el eje x, esto quiere decir que la distancia
entre los sistemas que fisicamente estan representadas por los eslabones. Realizando
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los productos de las matrices que representan a los sistemas obtenemos la matriz de
cinematica de posicion del manipulador.

Cos(6,+ 0, +63) —Sen(6,+6,+63) 0 Cos(8,)¢1+ Cos(6, + 6;)¢, + Cos(6, + 0, + 63)¢;
Sen(6,+60,+63) Cos(0;+6,+05) 0 Sen(6;)¢,+ Sen(6; + 6,)¢, + Sen(6, + 6, + 63)¢; (65)
0 0 1 0
0 0 0 1

Es importante resaltar que la matriz de posicion resulta ser la misma sin importar la
metodologia que se utilice.

3.2.5 Cinematica diferencial

Cuando se logra modelar la posicion del manipulador es posible encontrar la relacion
entre las velocidades articulares y la velocidad lineal del efector final del manipulador,
para esta relacion se utiliza la matriz jacobiana. Esta matriz puede ser obtenida de
diferentes metodologias, a continuacion, se muestran diferentes las metodologias de
obtener la matriz jacobiana del manipulador RRR.

3.2.6 Jacobiano geométrico (matriz omega)

La cinematica diferencial est4 dentro de la matriz jacobiana y sera obtenida por el
método de la matriz omega. La matriz jacobiana contiene el modelo diferencial de la
relacion entre la velocidad articular y la velocidad del efector final, para encontrar el
vector de velocidades del efector final, el procedimiento comienza derivando la
posicidn que se encuentra en la matriz de cinematica directa del manipulador.

Se utiliza la matriz de posicion del manipulador para obtener el modelo diferencial, la
columna de posicion puede ser facilmente diferenciada, mientras que la sub matriz de
rotacion pasa por un procedimiento diferente, la derivada de una matriz ortogonal
guarda una relacion con una matriz asimétrica, esta propiedad es la que nos permite
derivar la matriz de rotacion.

Se comienza derivando parcialmente la sub matriz de rotacién por cada variable

articular, se obtienen 3 matrices de derivadas parciales en este caso, cada una sera
multiplicado por la matriz transpuesta de la sub matriz de rotacion, como proceso final
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las tres matrices se multiplican de nuevo obteniendo una matriz asimétrica donde la
diagonal principal est4 conformada por ceros.

La posicion del efector final se deriva respecto a cada variable articular para encontrar
la velocidad lineal del manipulador.

x = Cos(é,)I1+ Cos(6, +6,)I2+Cos(6, + 6, +6,)I3 (66)
y = Sen(é,)I1+ Sen(6, +6,)12+ Sen(, + 6, + 6,)I3 (67)
5—2 = Sen(é,)11-Sen(6, +6,)I12—Sen(b, + 6, + 6,)I3 (68)
1
OX
R -Sen(6,6,)12-Sen(6, + 6, +6,)I3 (69)
2
OX
—Sen(g, +6,+6,)I3 (70)
00,
% =Cos(6,)I11+ Cos(b, +6,)12+ Cos(6, + 6, +6,)13 (71)
1
%:Cos(01+92)I2+Cos(91+92+93)I3 (72)
2
% =Cos(4, +6,+6,)I3 (73)

3

El manipulador no tiene una componente de posicidbn en z debido a que es un
manipulador plano, esta informacién también se tiene en cuenta para la construccion
de la matriz jacobiana. Para obtener la relacion de la velocidad angular con la velocidad
articular se considera la sub matriz orientacion que se encuentra dentro de la matriz
de cinematica directa.

s OR ORCR

= b 74
46, da, ' da, (74)
dR —Sen(@l + 62 + 93) _COS(Hl + 92 + 63) 0
- = COS(Hl + 62 + 93) —Sen(91 + 92 + 63) 0 (75)
46, 0 0 0
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dR —Sen(6; + 0, +63) —Cos(6,+6,+63) 0
- = COS(Hl + 62 + 93) —Sen(91 + 92 + 03) 0 (76)
do,
0 0 0
dR —Sen(6; + 0, +63) —Cos(6,+6,+63) 0
- = 605(61 + 62 + 93) —Sen(91 + 02 + 93) 0 (77)
do;
0 0 0
. _Sen(91 + 92 + 93) _COS(QI + 02 + 93) 0
R = ( Cos(0; + 6, +0;) —Sen(6; + 6, + 63) 0) (78)
0 0 0
RR" =Q (79)
Cos(0; +6,+06;) Sen(6;+6,+63) 0
RT = (—Sen(91 +0,+05) Cos(6; + 6, +65) o) (80)
0 0 1
0 -1 0 . . _
0= (1 0 0) (6, + 6, + 65) (81)
0 0 O

Cuando se observan los valores que toma la matriz de la ecuacion (82) y se compara
con la configuracién de la matriz y sus componentes, se aprecia que la velocidad
angular se encuentra en el gje z.

La matriz jacobiana del manipulador RRR es la siguiente:

—Sen(6,)¢, — Sen(0; + 0,)¢, — Sen(6; + 0, + 03)¢3 —Sen(6, + 0,)¢, — Sen(6, + 0, + 63)f3 —Sen(6, + 0, + 65)¢5
Cos(0,)¢1 + Cos(8; + 0;,)05 + Cos(0, + 0, + 05)05 Cos(0y + 6,)05 + Cos(0, + 0, + 63)05  Cos(6, + 0, + 63)05

0 0 0
= 83
J 0 0 0 (83)
0 0 0
1 1 1

3.2.7 Propagacion de velocidades
Otro método para obtener la matriz jacobiana es la propagacion de velocidades, este

método se encarga de encontrar las velocidades angulares y lineales en cada sistema,
llevar esa velocidad de sistema en sistema hasta llegar al dltimo sistema, también
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puede ser efectuado de una manera inversa, donde la velocidad se puede llevar del
efector final a la base inercial del manipulador, por ese motivo el nombre es
propagacion de velocidades.

Para este procedimiento es necesario un analisis de sistemas en sistema y para eso
se utilizan los sistemas colocados en el manipulador para su modelo cinematico. La
metodologia contiene dos férmulas para relacionar las velocidades angulares y
lineales de sistema en sistema.

i1 = "R + 041117 (84)

i+1V: i+1R(iiv+ iia)X. IP) (85)

i+1 i i+1

En el primer sistema se localiza la primera articulacion que genera una velocidad
angular, la velocidad lineal es cero debido a la colocacién del sistema, este analisis se
desarrolla del sistema O visto desde 1y para trasladar las velocidades es necesario la
matriz de rotacion de los sistemas.

w1 = (0,0,6,) (86)

0
v = (O) (87)
0

El sistema 1 referenciado desde el sistema 2:

11Sin(6,)6,
2 — .
Y2 =\ l11Cos(6,)6, (89)
0
El sistema 2 referenciado en 3
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(12Sin(65) + 11Sin(6, + 65))6; + 125in(6)6,

v = : : (91)
(12Cos(83) + 11Cos(0, + 63))0, + 12Cos(63)6,
0

El sistema 3 referenciado en 4

(12Sen(65) + 11Sen(6;, + 65))6; + 12Sen(65)6,

Vs = | (13 + 12C05(65) + [1Cos (0, + 6:))6; + (I3 + [2C0s(65))6, + 1365 (93)
0

Para la construccion del jacobiano se ocupan las dos velocidades lineales
encontradas, ya que el movimiento lineal se encuentra en el plano xy mientras que la
velocidad angular solo se encuentra en el eje z.

—(£1Sen(8,) + £2Sen(6, + 6;) + £3Sen(0; + 0, + 05)) — (£2Sen(0y + 0,) + £3Sen(0; + 0, + 03)) — £3Sen (6, + 6, + 63)
J =\ (£1Cos(8)) + £2C0s(8; + 0,) + €3Cos(6; + 0, + 65)) + (£2Cos(0; + 6,) + €3Cos(6; + 6, + 65)) + £3Cos(8; + 6, + 63) (94)
1+1+1

3.2.8 Implementacion de la matriz del sistema MIMO

El sistema del manipulador consta de multiples entradas y multiples salidas, la matriz
del sistema en variables de estado se realiza mediante la seleccion de variables dentro
del sistema, el sistema consta de 3 entradas en los dos casos particulares y con 3
salidas, por tal motivo es necesario definir un vector de entradas para poder resolver
el sistema.

Las tres variables que se seleccionan para el vector de entradas son las velocidades
en las variables articulares de los manipuladores, con el jacobiano obtenido de los
manipuladores, donde se encuentra la relacién de velocidades del extremo del robot
con las de las articulaciones se construyen tres ecuaciones que respectivamente cada
una representa la velocidad en x, y y la velocidad angular que se encuentra en el Z,
estas tres ecuaciones conforman un sistema de ecuaciones el cual se resolvié para
hallar a las variables articulare que fue escogido como vector de entradas para la
matriz del sistema MIMO.
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El sistema de ecuaciones es ordenado de manera matricial de tal forma que se obtiene
una matriz de tres columnas por seis filas la cual contiene la informacion para el mapeo
de las velocidades. La implementacion de este sistema se bas0 en las ecuaciones
obtenidas por el andlisis cinematico diferencial de los manipuladores. La matriz del
sistema MIMO del manipulador RRR es la siguiente:

1 0 0
0 1 0
0 0 1
Cos (6, + 6,)Csc(6,) Csc(8,)Sin(6; + 6,) Csc(8,)Sin(03)fs
| 2 2 2 | (95)
Cos(6; +6;) Cos(6;) Sin(6, +6,) Sin(6,) Csc(0,)(Sin(0, + 03)¢1 + Sin(03)€,)¥;
Csc(O,)(———f—— = =) Cse(8)(———f—— =)~ 7
1 2 1 2 1*t2
\ Cos(6,)Csc(8,) Csc(8,)Sin(6,) 1 Csc(68,)Sin(6, + 035)¢4 /
Z, I ’ z,

Donde ¢,,¢,, %5 es el largo de los eslabones respectivamente al orden en el que estan
situados en el manipulador y 6,, 6,, 6, es el valor de las variables articulares.

En la matriz de variables de estados encontramos la matriz unidad debido a que en
esta parte de la matriz se colocan las transformacion de la sub matriz de la orientacion
para referenciar el efector final al sistema inercial, debido a que la cinematica fue
obtenida refiriendo al efector final del sistema inercial no es necesario hacer otro
procedimiento mas, la cinematica esta referenciada al sistema inercial y no hay
necesidad de trasladar las velocidades del efector final al sistema inercial.

3.3 Manipulador RPR

Las metodologias que se emplearon para obtener el modelado cinematico de posicion
y diferencial del manipulador RPR son las mismas al del manipulador RRR.

3.3.1 El Manipulador RPR

1. El manipular posee un movimiento {x,y,8}, donde 6 es una rotacién del efector
final sobre el eje z.

2. Se encuentra compuesto por dos articulaciones rotacionales y una articulacion
prismatica.
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3. Cada articulacion del manipulador posee un actuador que permite el movimiento
rotacional articulaciones y un desplazamiento en la articulacién prismética.

3.3.2 Postura del manipulador
Para el andlisis de los manipuladores es necesario definir sistemas que permitan

describir el desplazamiento a lo largo del plano en el que se mueve el manipulador
(Figura 28).

¢={x.y.6}

Figura 28. Manipulador RPR.
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3.3.3 Modelado Cinematico del manipulador

El modelo matematico de posicion es realizado mediante diferentes metodologias, el
objetivo es comparar los resultados obtenidos y su convergencia, algunos métodos
pueden ser mas simples en comparacion con otros, dependiendo de la habilidad para
situar los sistemas de referencia

3.3.4 Metodologia de Denavit & Hartenberg (Barrientos)

La primera herramienta a utilizar es Denavit & Hartenberg encontrada en [4] para su
implementacion es necesario integrar los sistemas de lo cuales se describen las
transformaciones necesarias para el movimiento del manipulador.

Siguiendo los pasos se encuentra que a diferencia del manipulador RRR este

manipulador consta de articulacién prismatica. La asignacion de los sistemas se
muestra en la Figura 29.

X1

Zo,Y2

Figura 29. Manipulador RPR.

Para colocar los sistemas dentro de la arquitectura del manipulador se contemplan los
siguientes pasos:
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1. Se localizan los ejes de accion de las articulaciones y se proyecta una linea
punteada.

2. Se enumeran los eslabones méviles comenzando con 1 en el primero y el eslabén
de tierra con 0, Figura 30.

Eje articulacién 2 d2

Eje articulacién 3 R3

Eje articulacién 1R1

Figura 30. Paso 2 D-H manipulador RPR.

3. Colocar y numerar el eje z comenzando con O en el eje de accion de la
articulacioén, Figura 31.

-
-

//’/ Eje articulacién 2 d2
-7 ejez1

=

\
Eje articulacién 3 R3
Eje 22

Eje articulacién 1R1
Eje Z0

Figura 31. Paso 3 D-H manipulador RPR.
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4. Colocar el origen de la base o sistema a lo largo del eje Z, y para los sistemas
siguientes se colocaran en los siguientes ejes, pero si los ejes de accion se
intersecan el origen se coloca en la interseccion ver Figura 32.

{S3} en el extremo del
efector final

{S0} sobre el eje de la
articulacién R1 AN Punto de corte de la
N articulacion d2 (1) y la
articulacion R3 (22)
El punto de corte define el

i sistema {S2}

-~ Punto de corte\d\e la
articulacion R1 (Z0) y la
articulacion d2 (Z1)
El punto de corte define el
sistema {S1}

Figura 32. Paso 4 D-H manipulador RPR.

i

5. El eje x se coloca de tal forma que sea una linea normal comun a los ejes z 0 en
caso de que los sistemas se intersequen, formara una linea normal al plano que
generen los ejes z, ver Figura 33.
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El eje X; es la linea normal X3
entre los ejes 2,y Zs

Z3
El eje z; tiene la misma
direccion que el eje z,

X Es la recta comln al plano Xs
generado por los ejes Z; Z,

X1
X1 Es la recta comun al plano

generado por los ejes Zy Z;

Figura 33. Paso 5 D-H manipulador RPR.

6. Elejey se coloca de forma que se genere un sistema dextrogiro, Figura 34.

X3

Figura 34. Paso 6 D-H manipulador RPR.

Con los sistemas colocados se obtienen los parametros de Denavit & Hartenberg que
se muestran en la Tabla 3.
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Tabla 3 Parametros de D-H manipulador RPR

i ai_q a_q d 0
1 90° 0 0 0,+90°
2 -90° 0 d, 0
3 0 [, 0 0,

Con los parametros se completan las matrices del logaritmo y se procede a obtener la
matriz de cinemética directa del manipulador.

—Sen(01+602) —Cos(61+62) 0 d1Cos(01)—I[2Sen(61+ 62)
T = Cos(01+02) —Sen(601+62) 0 I[2Cos(01+ 62)+ d1Sen(61) (96)
0 0 1 0
0 0 0 1

Es la matriz que contiene la posicién del efector final en funcion de las variables
articulares. La otra vertiente de esta metodologia [1] se desarrolla a continuacion en
una serie de pasos resumidos esta, tiene como objetivo un posicionamiento del
manipulador generado por el final e inicio de los eslabones y como transmiten el
movimiento, la matriz de cinematica directa coincide con las obtenidas con otras
metodologias, ver Figura 35.
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Figura 35. Manipulador RPR.

1. Se localizan los ejes de accion de las articulaciones y se enumeran los eslabones
contando el eslabdn de tierra y comenzando con 0, para los ejes de accion comenzar
con 1 en la primera articulacién, Figura 36.
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Eje articulacion 1R1

Figura 36. Paso 1 D-H Craig Manipulador RPR.

2. Se coloca el eje z a lo largo del eje de accion de las articulaciones, Figura 37.

//// Eje articulacién 2 d2
- ejeZ2

2

\
Eje articulacién 3 R3
EjeZ3

Eje articulacién 1R1
EjeZ1

Figura 37. Paso 2 D-H Craig Manipulador RPR.
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Se coloca el origen de los sistemas sobre el eje z empezando la numeracion con
1, Figura 38.

{S4} en el extremo del
efector final

{S1} sobre el eje de la
articulacion R1 \ Punto de corte de la
N articulacion d2 (22) y la
articulacion R3 (Z3)
El punto de corte define el
sistema {S3}

-

_/// Punto de corte\d\e la
articulacién R1 (Z1) y la
articulacién d2 (22)
El punto de corte define el
sistema {S2}

Figura 38. Paso 3 D-H Craig Manipulador RPR.

El eje x se coloca de forma que ese eje forme una linea normal comun a los ejes z
0 en caso de que los ejes z se intersequen el eje x formara una linea normal al
plano que genera en la interseccion, Figura 39.

X4

Zy

El eje z, tiene la misma
direccién que el eje z;
Xz Es la recta norma comun al los

ejesZ3Z, X3

X2

X Es la recta comun al plano
generado por los ejes Z, Z3

Figura 39. Paso 4 D-H Craig Manipulador RPR.
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5. El sistema se completa con el eje y formando un sistema dextrégiro, el sistema 0
se coloca generando el menor niumero de parametros y haciendo que la articulacion
1 este en un estado donde el valor sea nulo, Figura 40.

Figura 40. Paso 5 D-H Craig Manipulador RPR.

Con los sistemas de referencia ubicados, obtenemos los parametros de Denavit &

Hartenberg en la Tabla 4.

Tabla 4 Parametros D-H Craig manipulador RPR

i ai_q a4 d 0

1 0 0 6,+90°
2 90° d, 0

3 -90° 0 0 0,

4 0 L, 0
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A partir de la informacion de la Tabla 4, se completan las matrices de transformacion
del algoritmo y se obtiene la matriz de posicion del manipulador.

—Sen(61+602) —Cos(01+ 62)
Cos(01+602) —Sen(61+62)
0 0
0 0

d1Cos(01) — [2Sen(601 + 62)
[2Cos(01 + 02) + d1Sen(61)
0
1

T = (97)

o R O O

3.3.5 Matrices de transformacion homogéneas

Como ultimo método para modelar la cinematica de posicion del manipulador se
encuentran las matrices de transformacion homogéneas, con este método se hace una
descripcion mas sencilla de las trasformaciones que sufren los sistemas colocados de
acuerdo con la metodologia en el manipulador hasta llegar al efector final, Figura 41.

Figura 41. Manipulador RPR.
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La secuencia de transformaciones del manipulador son las siguientes:

Ty =Qz(6)-Tx(d,) (98)
le = Qz(ez)'TX(lz) (99)
T23 = QZ(Ha) (100)

Realizando las operaciones pertinentes obtenemos la cinemética de posicion del
manipulador que coincide con los dos métodos anteriores, esto da fiabilidad a los
resultados, la matriz de cinematica directa se muestra a continuacion.

—Sen(601 + 602) —Cos(01+62) d1Cos(61) — [2Sen(01 + 62)

0

Cos(01+62) —Sen(01+62) 0 [2Cos(01+ 62)+ d1Sen(61)
1
0

Té = (101)

0 0 0
0 0 1

3.3.6 Cinematica diferencial
El objetivo de este andlisis es generar la matriz de estados del manipulador, para esto

es necesario primero obtener la descripcién diferencial del manipulador. Para esto se
realiza el andlisis desde el sistema inercial al efector final de las velocidades.

3.3.7 Jacobiano geomeétrico

La cinematica diferencial est4 dentro de la matriz jacobiana y sera obtenida por el
meétodo de la matriz omega. La matriz jacobiana contiene el modelo diferencial de la
relacion entre la velocidad articular y la velocidad del efector final, para encontrar el

vector de velocidades del efector final, el procedimiento comienza derivando la
posicién que se encuentra en la matriz de cinematica directa del manipulador.

x = d1Cos(01) — [2Sen(61 + 62) (102)

Yy =12Cos(6, +0,)+d1Sen(0,) (203)
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La posicion del efector final se deriva respecto a cada variable articular para encontrar
la velocidad lineal del manipulador.

d
% — —Sen(6,)d, — Sen(6; + 6,)L, (104)
1
9% _ Cos(6y) (105)
ad, "%\
0x
—_— = —Sen(91 + 92)[2 (106)
26,
dy
ﬁ = COS(Hl)dl + 605(01 + 02)[2 (107)
1
%1 = Sen(6,) (108)
dy
— = Cos(6, + 6,)1, (109)
a6,

El manipulador no tiene una componente de posicién en z debido a que es un
manipulador plano, esta informacion también se tiene en cuenta para la construccion
de la matriz jacobiana. Para obtener la relacion de la velocidad angular con la velocidad
articular se considera la sub matriz orientacién que se encuentra dentro de la matriz
de cinemética directa.

. dR  dR

= d_91+d_92 (110)

dR —Cos(61)Cos(6,) + Sen(6,)Sen(6,) Cos(6;)Sen(6,) + Cos(6,)Sen(6,) 0O
|

—Cos(6,)Sen(6,) — Cos(6,)Sen(6,) —Cos(61)Cos(6,) + Sin(6,)Sen(6,) O) (111)
0 0 0

—Cos(0,)Cos(0,) + Sen(6,)Sen(6,) Cos(6,)Sen(6;1) + Cos(8,)Sen(6,) O
- = (—Cos(@z)Sen(Hl) — Cos(8,)Sen(6,) —Cos(6,)Cos(6;) + Sin(61)Sen(6,) 0) (112)
2 0 0 0

. —Cos(6, +6,) Sen(6,+6,) O
R = <_Sen(61 + 62) _605(91 + 92) 0) (113)
0 0 0
RR"T=0 (114)
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—Sin(6, +60,) Cos(6;+6,) 0
R" = (—Cos(e1 +6,) —Sin(6, +6,) 0) (115)
0 0 1
0 -1 0
0= (1 0 o) (6, +6,) (116)
0 0 0

Con la informacién obtenida se construye la matriz jacobiana del manipulador RPR y
se muestra a continuacion:

—L2Cos(8, + 0,) —d1Sin(6,) Cos(6,) —¥2Cos(6,+ 6;)
/ d1Cos(6,) — £25in(6; + 0,) Sin(6,) —¥€2Sin(6,+0,)
0 0 0

N |
l 0 0 0 |
\ 0 0 0 /

1 0 1

3.4 Propagacion de velocidades

] (117)

Un método alterno para obtener la cinematica diferencial del manipulador es la
propagacion de velocidades que se desarrolla encontrando las velocidades angulares
de acuerdo a las variables articulares en los sistemas propuestos por la metodologia
de Denavit & Hartenberg utilizada en [1]. Este es método se centra en encontrar las
velocidades angulares y lineales de los vinculos del manipulador en relacion a sus
cuerpos adyacentes. La velocidad se expresa en términos del vinculo en la que esta
se desarrolla.

En el primer sistema se localiza la primera articulacion que genera una velocidad
angular, la velocidad lineal es cero debido a la colocacion del sistema, este analisis se

desarrolla del sistema 0 visto desde 1 y para trasladar las velocidades es necesario la
matriz de rotacion de los sistemas.

wi = (0,0,6,) (118)
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0
v = (0) (119)
0

El sistema 1 referenciado desde el sistema 2:

w3 = (0,6,,0) (120)
0
v2=10 (121)
0
El sistema 2 referenciado en 3
w3 = (0,0,6,) (122)
3 _ d1
v3=10 (123)
0
El sistema 3 referenciado en 4
wi =(0,0,6, +6,) (124)

—d1Sin(61 + 02) — £2Cos(61 + 62)(6; + 65)

Vi =\ Cos(01+ 62)d1 — £2Sin(61 + 62)(6; + 6,) (125)
0

3.5 Implementacion de la matriz en sistema MIMO

El sistema del manipulador consta de multiples entradas y multiples salidas, la matriz
del sistema en variables de estado se realiza mediante la seleccion de variables dentro
del sistema, el sistema consta de 3 entradas en los dos casos particulares y con 3
salidas, por tal motivo es necesario definir un vector de entradas para poder resolver
el sistema.

Las tres variables que se seleccionan para el vector de entradas son las velocidades

en las variables articulares de los manipuladores, con el jacobiano obtenido de los
manipuladores, donde se encuentra la relacién de velocidades del extremo del robot
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con las de las articulaciones se construyen tres ecuaciones que respectivamente cada
una representa la velocidad en x, y y la velocidad angular que se encuentra en el Z,
estas tres ecuaciones conforman un sistema de ecuaciones el cual se resolvid para
hallar a las variables articulare que fue escogido como vector de entradas para la
matriz del sistema MIMO.

El sistema de ecuaciones es ordenado de manera matricial de tal forma que se obtiene
una matriz de tres columnas por seis filas la cual contiene la informacion para el mapeo
de las velocidades. La implementacion de este sistema se bas6 en las ecuaciones
obtenidas por el analisis cinematico diferencial de los manipuladores.

En la matriz de variables de estados encontramos la matriz unidad debido a que en
esta parte de la matriz se colocan las transformacion de la sub matriz de la orientacion
para referenciar el efector final al sistema inercial, debido a que la cinematica fue
obtenida refiriendo al efector final del sistema inercial no es necesario hacer otro
procedimiento mas, la cinematica esta referenciada al sistema inercial y no hay
necesidad de trasladar las velocidades del efector final al sistema inercial. Donde
?1,%,, %5 es ellargo de los eslabones respectivamente al orden en el que estan situados
en el manipuladory 4,, 6,, 65 es el valor de las variables articulares. Para el manipulador
de configuracion RPR la matriz del sistema MIMO es:

1 0 0
0 1 0
0 0 1
Sin(6,) Cos(6,) £25in(6,)
T a1 a1 (126)
Cos(6,) Sin(6,) £2Cos(6,)

Sin(6,) Cos(6,) 1 £2S5in(6,)
dl dl dl
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Capitulo 4

4. Resultados

En este capitulo se muestra el proceso de simulacion mediante el modelo diferencial
obtenido en el capitulo anterior, el proceso de variables de estado vaciado en Simulink
para su aplicacion en la simulacion, se muestran distintas simulaciones para la
validacion de los resultados.

4.1 Simulacion

En este trabajo se obtiene el modelo cinematico diferencial de dos manipuladores
seriales planos de configuraciones RRR y RPR, para llegar al modelo diferencial de
los manipuladores se hizo uso de dos metodologias con el fin de comparar la
informacion obtenida de cada una, cuando los resultados convergen en un solo modelo
diferencial para cada manipulador, cuando los métodos arrojan el mismo resultado se
podria asegurar que los modelos son correctos, pero sin la verificacion de estos
resultados no es posible asegurar que eso sea verdadero, la simulacion de estos
modelos mediante software validan los resultados y muestran la convergencia del
efector final con una trayectoria fijada.

El modelo del sistema MIMO es generado a partir de las ecuaciones obtenidas por el
modelo cinematico diferencial, donde se encuentra la velocidad lineal del efector final
en funcién de las variables articulares asi como la velocidad angular de este, estas
ecuaciones se igualan a cero y se resuelven para encontrar el valor de las variables
articulares, por ultimo los valores obtenido son extraidos y diferenciados por cada una
de las velocidad en el efector final, esto quiere decir que ahora con nueve valores
obtenidos se conforma un arreglo matricial.
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(127)

La Ec. (127) es una forma general de la matriz de variables de estado, esta matriz
puede variar, es decir puede ser diferente aunque el manipulador sea el mismo, esto
se debe a la configuracion de la cinematica diferencial que se obtiene, la cinemética
externa muestra la configuracion de movimiento referida al sistema inercial por lo tanto
la cinemética diferencial esta referida a partir del sistema inercial, cuando se utiliza la
cinematica interna el resultado varia ya que la cinematica diferencial esta referida
desde el sistema ubicada en el efector final, para esto se utiliza la matriz de rotacion
gue va del sistema inercial al sistema final, lleva la velocidad desde el extremo al
sistema inercial.

En esta tesis se utiliz6 la cinematica externa para desarrollar el modelo matematico,
por lo cual no se necesitd la matriz rotacion del sistema inercial al efector final, y en su
lugar solo se coloco la matriz identidad.

La simulacién del modelo diferencial no seria posible sin la aplicacién de este a un
modelo de MIMO que permite conocer la respuesta de los sistemas dinamicos
conociendo las entradas de éste. La simulacion se llevo a cabo utilizando diferentes
parametros de entrada en el manipulador generando asi diferentes patrones de
movimiento o trayectorias a seguir, se utilizaron velocidades senoidales, constantes y
variaciones dentro de estas, las pruebas en proporcionaron que el comportamiento del
extremo del robot coincidia con la trayectoria generada, esto valida los modelos
diferenciales.

Una vez obtenidas las matrices del sistema MIMO de los manipuladores, se realizan
simulaciones buscando comprobar los calculos hechos, y si los resultados son
coherentes, y que cada manipulador responde de la manera esperada. Las
simulaciones también sirven para tener una forma de comparacion de los resultados
de manera ideal y los resultados de la implementacion.
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La simulacion se llevé a cabo en simulink con un diagrama de bloques que representa
a cada elemento del manipulador y despliega en una forma gréfica el comportamiento
del manipulador y la trayectoria generada por las velocidades que se propongan como

entrada, el diagrama de bloques se muestra en la Figura 42.
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Figura 42. Kinematic_Model_Path, diagra de bloques

El bloque de kinematic_model_path, es el bloque de programacién donde se especifica
la matriz del sistema MIMO, resolviendo las salidas mediante integracion numérica.
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4.2 Manipulador RRR

La matriz del sistema MIMO del manipulador RRR es la siguiente:

1 0 0
/ 0 1 0 \\
0 0 1
‘ Cos(61 + 6,)Csc(63) Csc(0,)Sin(6, + 05) Csc(03)Sin(63)%; ‘
£, 4y 4 (1 28)
Cos(0, + 60;) Cos(6;) Sin(6, +6,) Sin(64) Csc(0,)(Sin(0, + 03)¢, + Sin(03)¢;)4;
Cse(0) (— g2 =T ) Cse(B) (- - ) - =
1 2 1 2 1*2
Cos(0,)Csc(6,) Csc(03)Sin(64) Csc(63)Sin(6, + 03)¢3 /
t; €, 12

Donde ¢,,%, y £; representan la longitud de los eslabones respectivamente y
0,,0, y 65 a las variables articulares.

La trayectoria seleccionada para este manipulador es una lemniscata creada con
funciones senoidales, esto quiere decir que se selecciona un moédulo de velocidad
lineal en las dos componentes que responda a una funcién senoidal y una velocidad
angular nula.
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Figura 43. Diagrama de bloques de la simulacion
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La longitud de los eslabones del manipulador no necesitan una medida exacta para
alguna tarea ya que solo se necesita validar el modelo a continuacion, la Tabla 5
muestra las medidas de los eslabones.

Tabla 5. Pardmetros de los eslabones del manipulador RRR

Eslabdn Longitud
(cm)
1 125
2 100
3 44

En la simulacién se muestra el manipulador y su trayectoria, los eslabones son
presentados en diferentes colores, la trayectoria esta simbolizada por puntos negros
donde el efector final coincide y se valida el modelo cinematico diferencial en la Figura
44,
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Figura 44. Simulacion de la trayectoria del manipulador RRR

En la segunda simulacién el parametro a cambiar es la velocidad, la entrada se
compone de velocidades lineales representadas por los bloques Vxmax y Vymax con
una velocidad angular nula, la segunda prueba se realiza para dar mas confiabilidad
en los resultados, los pardmetros de los eslabones son los mismos que los de la
primera prueba que se muestra en la Figura 45.
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Figura 45. Simulacion de la trayectoria del manipulador RRR

La segunda prueba confirma que el modelo cinematico diferencial es valido, asi como
el modelo del sistema MIMO.
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4.3 Manipulador RPR

La matriz del sistema MIMO del manipulador RPR es la siguiente:

1 0 0

0 1 0

0 0 1
Sin(8;) Cos(6;) £2Sin(6,)

d1l d1l d1
Cos(0,) Sin(0,) £2Cos(0;)

Sin(0,) Cos(01) 1 £2Sin(0,)
d1 d1l d1l

(129)

Donde ¢,,%, y £5 representan la longitud de los eslabones respectivamente y
0,,d1 y 65 a las variables articulares.

La trayectoria seleccionada para este manipulador es una lemniscata creada con
funciones senoidales, esto quiere decir que se selecciona un modulo de velocidad
lineal en las dos componentes que responda a una funcién senoidal y una velocidad
angular nula.
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Figura 46. Diagrama de bloques de la simulacion

La longitud de los eslabones del manipulador no necesitan una medida exacta para
alguna tarea ya que solo se necesita validar el modelo a continuacion, se muestra la
Tabla 6 con sus medidas.

Tabla 6. Parametros de eslabon manipulador RPR

Eslabdn Longitud
(cm)
1 125
2 100
3 44

La simulacion muestra el manipulador y su trayectoria, los eslabones son presentados
en diferentes colores para no confundirse, la trayectoria esta simbolizada por puntos
negros donde el efector final coincide y validamos el modelo cinematico diferencial en
la Figura 47.
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Figura 47. Simulacién de la trayectoria del manipulador RPR

El efector final del manipulador coincide con los puntos de la trayectoria, esto quiere
decir que el modelo diferencial es valido, asi como la matriz del sistema MIMO.

En la segunda prueba los pardmetros de entrada son reemplazados para obtener una
velocidad constante en la parte lineal pero la velocidad angular es establecida como
nula, el manipulador tiene que describir una linea recta como trayectoria, los
pardmetros de los eslabones son los mismos, ya que esto no afecta en los resultados,
ver Figura 48.
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Figura 48. Simulacién de la trayectoria del manipulador RPR

Los modelos han sido validados mediante la simulacién, son aplicables a cualquier
configuracion de este tipo de manipuladores.
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5. Conclusionesy

perspectivas

Conclusiones

Los resultados obtenidos fueron comparados, cuando el modelo diferencial converge
sin importar la metodologia el modelo diferencial es correcto, comparando los métodos
para este, se considera como mas util el método de jacobiano geométrico, proporciona
una matriz de velocidades angulares la cual debe ser asimétrica, esto permite
visualizar algun error si en la matriz no encontramos neutro aditivo de la velocidad por
componente.

En cambio, la propagacion de velocidades tiene una desventaja, si ocurre algan error
al inicio del desarrollo por la visualizacién se arrastra con este error ya que este método
lleva la velocidad generada de sistema en sistema.

La teoria para la matriz de sistema MIMO depende de la definicion de nuestras
entradas y salidas, la seleccion de las variables de entrada son definidas mediante la
el jacobiano se llega a la configuracion de velocidad en las juntas, el trazado de
trayectorias es la aplicacién principal de la cinematica diferencial pero la aplicacion del
sistema MIMO permite la simulacion.

En la literatura no se encuentra un modelo que permita el desarrollo de la cinematica
diferencial y su simulacién, como ventaja en el ambiente estudiantil permite que la
teoria sea verificada y aplicada sin la necesidad de la construccion del manipulador,
ademas que permite comprender el fenbmeno de la velocidad en el efector final y el
comportamiento de las juntas.
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Perspectivas

La aplicacion de configuraciones simples de cadenas cinematicas como los
manipuladores modelados permite en conjunto con otras herramientas matematicas
como el algebra de Lie generar las restricciones en los manipuladores para que este
obedezca a la cadena virtual, mediante el anadlisis del patrén de movimiento del
manipulador y de la cadena virtual resulta como la aplicacion del movimiento de la
cadena virtual al manipulador, esto en concreto proporciona un modelo en el que las
juntas pasivas y activas de los manipuladores paralelos son contempladas en la matriz
del sistema MIMO del manipulador y no se limita a solo las juntas activas, los modelos
cinematicos de los manipuladores paralelos contienen la complejidad de la cineméatica
directa, cuando se implementa una cadena virtual la velocidad lineal y angular del
manipulador es igual al de la cadena virtual haciendo que sea posible validar el modelo
cinematico.
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Apéndice |I. Mathematica

En este Apéndice se muestra parte de la programacion en el software Mathematica
para desarrollar la cinematica de posicion de los manipuladores RRR y RPR, asi como
la cinemética diferencial.

Manipulador RRR

Cinemaética de posicion

;1 =Qz[e[t1]].Tx[41];
at =Qz[e,[t2]].Tx[f2];

=Qz[o;[t3]].Tx[/3];

a 1
=at.at;
1 12

a 1 2
at.at.at;
1 2 3

n

// MatrixForm // Simplify;

// MatrixForm // Simplify;

// MatrixForm // Simplify;
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(Cos[ey[tl]] -Sin[&1[tl]] 8 Cos[54[tl]] 4
Sin[&y[tl]] Cos[&y[tl]] © Sin[S.[tl]] 7%
Outie3}= 1
0

a (6] 5]
Q 6] 1

(Cos[63[t2]] -Sin[8;[t2]] @ Cos[S;[t2]] 4 )
Sin[5,[t2]] Cos[5,[t2]] © Sin[5,(t2]] ¢,
0 0 1 0
\ 0 0 0 1 J

Outfe6}MatrxForm=

Cos[&,[tl]] -Sin[&,[tl]] @ Cos|3;[tl]]/
Sin[s,[t1]] Cos[8;[t1]] @ Sin[&y[tl]] 7
&} 0 1 0
&} 0 0 1 )

Cos |5 [t2]] -Sin[s;[t2]]
Sin[&,[t2]] Cos[&,[t2]
0 )

0 0

@ Cos[5;[t2]] #2)
0 Sin[s,(t2]] %
1
0

0

X = at[[1, 4] // FullSimplify
3
a

Y = at[[2, 4] // FullSimplify
3

Z= {t [3, 4] // FullSimplify

COS [By[t1]] fy +COS [61[t1] +85[t2]] #5+COS[6;[t1] +6,[t2] + 63[t3]] 13
Sin &y [t1]] 71 +Sin[Sy[t1] +62[t2]] /2 +Sin[61[t1] + 5, [t2] + 52[t3]] 2
(2}

[/Mat
Cos [6:[t1l] +&,[t2]] -Sin[6;[tl] +6,[t2]] © Cos[E[tl]] 1+ Cos|[B.[tl] + 8 [t2]] 2
+6,[t2]] @ Sin[ei[tl]] ¢ +Sin[es[tl] + 85 [t2]] %

Sin[&,[tl] + & [t2]] Cos[&p[tl]
0 e 1 @
0 e 2 1
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Cinematica diferencial

d11 = D[X, 6,[t1]]
d12 = D[X, ©,[t2]]
d13 = D[X, 65[t3]]
d21 = D[Y, 6,[t1]]
d22 = D[Y, 6,[t2]]
d23 = D[Y, 65[t3]]
d31 =D[Z, 6;[t1]]
d32 = D[Z, 6,[t2]]
d33 = D[Z, 63[t3]]

~Sin[oy[t1]] 1 -Sin[61[t1] +85[t2]] 3 - Sin[e1[tl] +6;3[t2] +&3[t3]] #3
-Sin[ey [t1] +82[t2]] 2 -Sin[E1[t1] +6;[12] +83[t3]] 4

~Sin[&y[tl] +8,(t2] «83[t3]] 43

Cos [&1[t1]] /4 +Cos [61[t1] +6,[t2] | f2+Cos [8;[t1] + 5, (2] +&3[t3]] /3
Cos [S1[t1] +S, [t2]] £ + Cos [61 [t1] + 8,5 [t2] +63[t3]] 43

Cos [&1[t1] +6,[t2] +63[t3]] 3

(6]

:]
TR1 = Man[at];
3

TR1 // MatrixForm;

DTR1 = D[TR1, t1];

DTR11 = DTR1/ 6, [t1];

DTR11 // MatrixForm // FullSimplify

(—S1in S1[t1] —‘52't2_ + 83 [t3] -Cos [©1[t1l] + S5 [t2] +S3([t3
‘ Cos[O1[t1l] +863[12] +63[13]] Sin[61[tl] +62[1t2] + &3 t3]
(6] @
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a
TR2 =M30[at];
3

TR2 // MatrixForm;

DTR2 = D[TR2, t2];

DTR22 = DTR2 / &, [t2];

DTR22 // MatrixForm // FullSimplify

[ —Sin[&1[tl] +62[t2] +63[t3]] -Cos[6y[tl] +82(t2] +863[t3]] @)
Cos [y [tl] +5,[t2] +55[t3]] -Sin[sy[tl] =+ 5,[t2] +55[13]]
| %] @ @,l

a
TR3 =M30[at];
3

TR3 // MatrixForm;

DTR3 = D[TR3, t3];

DTR33 = DTR3 / 65" [t3];

DTR33 // MatrixForm // FullSimplify

(-Sin[8[t1l] +55[t2] +83[t3]] -Cos[oy[tl] +8,(t2] +55[t3]] @)
Cos [S1[tl] +52[t2] +6a[t3]] -Sin[s81[tl] +52[t2] +53[t3]] ©
2 0 0 )
a
TR:M?.D[at];
3
TRT = Transpose [TR];
TRT // MatrixForm
(Cos |8z t3]| ]| (Los|9;|tl]| | Los &u|t2 | -5in|S|t] | 5in|[&|t2] ] + (-Cos|es[t2] | Sin[oy t1] |
Cos[o: t3]] (-Cos &x[t2]] sdnfeq[tl]] -Cos[o1[tl] ]| Sinf[ea(t2]]) - (Cosiei[tl]] Cos|ea[t2]]

(¢}

Q@ = (DTR1.TRT) + (DTRZ.TRT) + (DTR3.TRT) ;
Q // MatrixForm // FullSimplify
] —3y ] -8 [L2] -84 [L3] @
8y [tl] +85" [t2] +84 [ t3 0 0
4] ] o)

Wx = -913, 2] // Fullsimplify;
Wy = -1, 3] // FullSimplify;
Wz =-0T1, 2] // Fullsimplify;

91



Wx1 = D[Wx,
Wx2 = D[Wx,
Wx3 = D[Wx,
Wyl = D[Wy,
Wy2 = D[Wy,
Wy3 = D[Wy,
Wzl = D[Wz,
Wz2 = D[Wz,
Wz3 = D[Wz,

6, [t1]];
8’ [t2]];
63 [t3]];
e [t1]];
8, [t2]];
63 [t3]];
e; [t1]];
8 [t2]];
63 [t3]];

3 = {{d11, d12, d13}, {d21, d22, d23},
{d31, d32, d33}, {Wx1, Wx2, Wx3}, {Wyl, Wy2, Wy3}, {Wzl, Wz2, Wz3}};
J // MatrixForm // Simplify

SAm L] py o SER Sy K] @ ] | f oaini@ ] (S Ie] 0 Sns] ny  AEniEpRL] o 8, Bl | fy - bdn 8 2L e kd] o B (S| [l oSapiEy L] e B i) e SR LN
CosiDy (%) |4y +ConiOg (kl] =2y k2 | My +CosiGy tL) +op £2] +03 83 CosiGytl] v+ Og 2] | #5 v Con Oy (€Y v Gy (XR] v Sa (XD ) fy Com O: (1) v 3 it2] e[| 1
L) e ]
] g E
Ll L] b
1 1 1
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Manipulador RPR

Cinematica de posicién

=Qz[©,] . Tx[#1];

=Qz[©,].Tx[f2];

Qz[es];

PLE RPUS
R VIR S T
- e
w ik
[

// MatrixForm // Simplify
// MatrixForm // Simplify

// MatrixForm // Simplify

wihe MU RO W MO Wi NUR R Do

Out{* Ej/Mafrit=om=

fCos |2y Sin|sy] @ Cos|sp| f1 )
Sin|2y| Cos[5;] @ Sin[sy] #
2] g i, 2]
| a 3 e 1
Qull* 6 ik imuni=

(€CO8[Cy+3a] —-SIN[Oy+Ga] O Cos 4] A2 +CoS [y +0x] fa i

Sinl& + 5 Cos[Sy+8,] @ 8in 5| &~ +Sin[3, +84] 1,
g <] 1 2
g e 2 1 !

Cul [ 7 WMafrie=orm=

(COS|oq +9:+493] -Sin(oi+oa+83] @ Cos[oy] ¥ +COS [ -z 5 )

Sin[Gy+9:+91] CoO5[(G1+3:+63] O 5in[6y] /1 +5in[G1-81] 2
e e 1 =)

| 5] 4] 2] 1 )
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n[18]:=

Out

Out

X

-
1]
we we who

[1, 4] // FullSimplify

[2, 4] // FullSimplify

~N
n

[3, 41 // FullSimplify

gl Cos[S51] #1 +COS (6 +5;] £2
na= Sin[81] 41+ Sin[sy + 5, 4,

out20)= @

Cinematica diferencial

In21]:=

Inf30]:=

d1l = D[X, 6]
d12 = D[X, #1]
d13 = D[X, 6,]
d21 = D[Y, 61]
d22 = D[Y, #1]
d23 = D[Y, 6,]
d31 =D[Z, 61]
d32 =D[Z, #1]
d33 =D[Z, 6,]
-Sin[81] /1 -Sin[&1 +65]
Cos (5,

-Sin(81 + 8] />

Cos[8,] /1 +COS (61 +5,] /,

Sin[8,

= Cos (6, + ;] 1,

0

m:mqa;

TR // MatrixForm;
DTR1 =D[TR, ©,];
DTR1 // MatrixForm;
DTR2 = D[TR, #1];
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DTR2 // MatrixForm;

DTR3 = D[TR, 6,13

DTR3 // MatrixForm;

DTRT = (DTR1 +DTR2 +DTR3) / 2;
DTRT // MatrixForm // Simplify

TRT = Transpose[TR] ;

TRT // MatrixForm // Simplify

0 = DTRT.TRT;

Q // MatrixForm // FullSimplify

QURIIVatrxFom=

‘-S5in[3;+ 3, +33] -Cos[o;+5; +91] @

iy

Cos|[6,+5; +53] -Sin(G,+S8,+5:] @

2. 3

) ) o)

QU4 1 JMarixFe

afrixForm=
" Cos([8y +3 +53] Sin 81+ 35+ 53] \

‘—Sin;__;‘j_—{f!z—:ﬁ_}; Cos o1 +5,+03] @

\ 8 ) 1.9
Cutfd3}MatrixForm=
e -1 0,
‘ 1 0 @© ‘
e e 8
Infdd]:=
Wx = -0[3, 2] « (61+0+6,) // FullSimplify
Wy = -0[1, 3] * (6, +@+6,) // FullSimplify
Wz = -Q[1, 2] » (6, +0@+6,) // FullSimplify
Wx1 = D[Nx, él] 3
Wx2 = D[Wx, 4] ;
Wx3 = D[Wx, éz] 3
Wyl = D[Wy, 61];
Wy2 = D[Wy, #1];
Wy3 = D[Wy, 6,];
Wzl = D[Wz, ©4];
Wz2 - D[Wz, 4]
Wz3 = D[wz, éz];
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In[56]:=
J = {{d11, d12, d13}, {d21, d22, d23},
(d31, d32, d33}, {Wx1, Wx2, Wx3}, {Wyl, Wy2, Wy3}, {Wzl, Wz2, Wz3}};
J // MatrixForm // Simplify

Out[57)/MatrixForm=

/ -Sin S1] 71 - Sin Gy +93 ] "2 Cos;:?l! -Sin S +8;] 43
Cos[6;] f1+Cos[61+5;] f2 Sin[81] Cos[6:+E3] 2
8 e 8
%] e 8
=) =] e
\ 1 e 1 J
]
alt =Qz[O,[t1]].Tx[#];
1
alt =Qz[e,[t2]].Tx[/2]:
2
aat =Qz[e;[t3]].Tx[¥#];
:] £] |
at = at.at;
2 1 2
] ] 1 2
at = at.at.at;
3 : | 2 3
e
at // MatrixForm // Simplify;
a |
(]
at // MatrixForm // Simplify; z
2
Lt}
at // MatrixForm // Simplify;
3
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