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Introduccion

El Movimiento Browniano (o Proceso de Wiener) es el proceso estocastico mas importante
en la teoria de procesos estocasticos. A partir del Movimiento Browniano 1-dimensional se
puede extender su definicién para obtener un Movimiento Browniano d-dimensional con
d € N. El proceso de Bessel de dimensién d es la distancia de un Movimiento Browniano
d-dimensional al origen, es decir, es el proceso (p¢)¢>0 dado por

pri= (B o4 (B, e 0 S

El proceso de Bessel Cuadrado de dimensiéon d € N se define con base en el proceso de
Bessel como Z; := (p;)?, t > 0.

En esta tesis estudiaremos estos dos procesos definidos de una manera mas general, lo
cual se realiza mediante el uso de ecuaciones diferenciales estocéasticas.

Para estudiar a las ecuaciones diferenciales estocdasticas se requiere de una amplia base
tedrica de Procesos Estocasticos. En el capitulo 1 de este trabajo presentamos lo indis-
pensable de esta teoria, en particular damos una idea de la construccién de la integral
estocastica, presentamos la férmula de It6 y el teorema de caracterizacion de Lévy, para
esto nos hemos basado en Introduction to Stochastic Integration de M.E. Caballero. Final-
mente presentamos dos teoremas de Yamada y Watanabe; damos la prueba de uno de ellos
y del otro sdlo la idea de la demostracion. Todo esto lo hacemos con el fin de presentar la
ecuacion diferencial estocédstica cuya solucién define al Proceso de Bessel cuadrado. Esta
ecuacién es la siguiente

t
Zt:Z0~|—6t+2/ JIZ:]dBs, > 0. )
0

Se define el proceso de Bessel Cuadrado (Z;):>0 de dimensién 6 > 0 como la tnica solucién
a la ecuacién (2) (se prueba que existe y es positiva). Y con base en este definimos el
Proceso de Bessel (pt)i>0 de dimensién § > 0 como p; = \V/Z; para todo t > 0. Se
demuestra que si el Proceso de Bessel es de dimensién § > 1, entonces satisface la siguiente
ecuacion diferencial estocastica

bo—1
Pt=P0+/ ds+ By, t>0. (3)
0 2-ps
Veremos cémo las soluciones de (2) y (3) se relacionan con la primera definicién que
dimos del proceso de Bessel y del proceso de Bessel cuadrado de dimensién entera d € N
mediante la ecuacién (1).

En el capitulo 2, hacemos una pequena digresién en el estudio de las ecuaciones di-
ferenciales estocasticas para presentar las distintas versiones del lema de Doob-Dynkin,
donde en particular nos serd de interés el Teorema 2.4.1. Este resultado es poco conocido,
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aunque resulta ser muy util para encontrar soluciones fuertes a ecuaciones diferenciales
estocasticas. Para la primera parte de estos lemas nos hemos basado en Optimal Learning
from Doob-Dynkin Lemma [10] de G. Taraldesn y para el lema de Doob-Dynkin para pro-
cesos estocasticos en el articulo de A.S. Cherny (Teorema 2.1 de [6]) y mostramos varios
ejemplos donde fue posible encontrar explicitamente la funcién subyacente a este teorema.

En el capitulo 3, procedemos a estudiar las dos ecuaciones diferenciales estocasticas an-
teriores. En particular probamos que el Proceso de Bessel Cuadrado de dimensién entera
d € N satisface la ecuacién (2) para todo d > 1 y que el Proceso de Bessel de dimen-
sién entera d € N satisface la ecuacién (3) para todo d > 2. Para esto hemos seguido la
prueba que se da en Brownian Motion and Stochastic Calculus [12] y simplemente hemos
intentado dar més detalles. Posteriormente se calculan las probabilidades de transicién del
proceso definido por (2); esto esta basado en el capitulo XI del libro de D. Revuz y M. Yor
Continuous Martingales and Brownian Motion [22]. Con lo que finalmente extendemos la
demostracién que aparece en [12] para probar que el Proceso de Bessel de dimensién ¢ > 1
(es decir, p; = v/Z; donde (Z)¢>0 es solucién de (2)) satisface la ecuacién (3).

Lo principal de esta tesis es el estudio de las soluciones que tiene la ecuacién (3)
que estd basado en el articulo On the Strong and Weak Solutions of Stochastic Differen-
tial Equations Governing Bessel Processes de A.S. Cherny [6]. En el capitulo 4, hemos
trabajado para desarrollar en detalle este articulo donde se prueba el siguiente teorema:

Theorem 3.2 (i) The §-dimensional Bessel processes (6 > 1) is the unique
(with fived Xo and B) nonnegative solution of (4)'. Moreover, it is a strong
solution.
(ii) If 6 > 2 and Xo # 0 then pathwise uniqueness holds for (4).
(i13) If 1 < 6 < 2 or Xo =0, then

(a) there exist other strong solutions (with the same Xo and B);

(b) there exist weak solutions;

(c) the uniqueness in law does not hold for (4).

La principal técnica que se utiliza para encontrar soluciones es el Teorema 2.4.1 que se
encuentra en el capitulo 2. Este teorema nada nos dice en el caso ¢ € [0, 1). Para estudiar
este caso fue que se introdujo el concepto de tiempo local (L?);>o. En el desarrollo de
este articulo, se pudo dar otra demostracion de que el tiempo local del proceso de Bessel
(cuando § > 1) es cero. La demostracién usual se puede consultar en [3]. Mds atin, que
toda solucién de (3) tiene tiempo local nulo. Con ello se comprueba de manera muy simple
que no existen soluciones para (3) en el caso en que ¢ € [0, 1).

t

o0—1
Esta ecuacién es Xy = Xo + /
0

X, I(Xs #0)ds + B, para t > 0.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

En este capitulo, como en el resto del trabajo, estudiaremos procesos estocésticos (X¢)¢>0
a tiempo continuo que toman valores en (R, B(R)) o (R4, B(R?)).

En la Seccién 1.1, damos la definiciéon de un proceso estocdstico. En particular, la de
proceso de Wiener (o Movimiento Browniano) respecto a una filtracién. Presentamos el
espacio de Wiener y la medida de Wiener.

En la Seccion 1.2, introducimos el concepto de integral estocastica de It6 y damos una
idea de su construccion. Ademas, damos la definicién de lo que es un proceso de It6 y la
férmula de It6 para estos procesos. Por dltimo, utilizando la férmula de It6, damos una
prueba del teorema de Caracterizacién de Lévy.

En la Seccién 1.3, damos la definicién de una ecuacién diferencial estocéstica, se define
lo que es una solucion débil y una solucion fuerte. Definimos los dos tipos de unicidad
que se suelen presentar en una ecuacion diferencial estocastica que son: unicidad en ley y
unicidad trayectorial.

Toda esta primera parte esta basada en Introduction to Stochastic Integration [5]
donde se pueden consultar detalles de los conceptos definidos aqui, asi como algunas de
las pruebas que hemos omitido.

En la Seccion 1.4, presentamos los resultados clasicos de It6 sobre existencia y unicidad,
esto es, cuando se tienen coeficientes Lipchitz continuos. Debido a que éstos teoremas no
son suficientemente fuertes para analizar la existencia y la unicidad en el caso de la ecuacién
del proceso de Bessel Cuadrado, también presentamos los dos teoremas principales de
Yamada y Watanabe y tinicamente damos la prueba de uno de ellos.

1.1. Procesos Estocasticos

Definicién 1.1.1. (Proceso Estocdstico) Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P), un
proceso estocastico a tiempo continuo es un conjunto de variables aleatorias Xy, indexadas
por el pardmetro ¢t en RT := [0, 00) y lo denotaremos por (X;):>o.

Ejemplo 1.1.1. (Caminata aleatoria a tiempo continuo) Sean (2, F,P) un espacio de
probabilidad y (£,)n>1 independientes tales que P[¢, = 1] = P[¢, = —1] = 3. Definimos
Xo(w) := 0 para todo w € Q, X,, :=> """ | &, para n > 1. Entonces el proceso dado por

X = Lppeny®) - [(n+1=)X,+ (E—n)Xnpa], t>0
n=0

es la trayectoria de la caminata aleatoria simétrica extrapolada por linealidad a todo R*.

9



10 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Figura 1.1: Trayectoria de dos caminatas aleatorias.

Hay varias maneras de definir igualdades entre procesos estocésticos.

Definicién 1.1.2. Sean (X;):>0 y (Yi)i>0 dos procesos definidos en el mismo espacio de
probabilidad. Decimos que:

a) (Xt)i>0 es una modificacion (o version) de (Y:)¢>o si para todo t > 0, P[X; = Y;] = 1,

b) (X¢)e>0 es indistinguible de (Y3)¢>0 si P[X: = Y;, paratodo ¢ > 0] = 1. Esto es que casi
seguramente tienen las mismas trayectorias.

Definicién 1.1.3. (distribuciones finito dimensionales) Las Distribuciones finito dimen-
sionales de un proceso (Xi)¢>o es la familia de probabilidades

]P)[th S Bl,...,th EBk]
con ke N, t; >0, BiEB(R),izl,Q,...,k.

Definicién 1.1.4. (Procesos equivalentes) Sean (X;)i>0y (Yz)i>0 dos procesos estocésticos
definidos en (Q, F,P) y (2, F',P') respectivavente. Decimos que son equivalentes si tienen
la misma familia de distribuciones finito dimensionales. Es decir, si

P(Xy, € B, -+, Xy, € B] =P[Y;, € By, , Y, € By
paratodo k € N, t; >0, B; € BR),i=1,2,...,k.

Claramente, si (X)¢>0 es indistinguible de (Y):>0, entonces uno es modificacién del otro
y por lo tanto son equivalentes. Sin embargo, en general las reciprocas implicaciones no
son ciertas.

Ejemplo 1.1.2. (Procesos equivalentes que no son modificacion uno del otro) Sea (X¢)i>o0
como en el Ejemplo 1.1.1, entonces el proceso (Y;)i>o definido como Y; := —X; pa-
ra todo ¢ > 0, es una modificacién de (X¢)¢>0, pues P[Xy, € By, -+, X3, € By =
P[X:, € Ny,---, Xy, € Ni] donde los N; tienen un nimero finito de elementos, con lo que
P[th € By, 7th € Bk] = P[(flv T 7§nk) S N] = P[(_fl,’ e 7_§nk) S N] = ]P)[_th €
Ny, -+, =Xy, € Ni) =P[-Xy, € By,---,—Xy, € Bg]. Sin embargo, por ejemplo X,, # Y,
para todo n impar.

Ejemplo 1.1.3. (Procesos que son modificacion uno del otro pero no son indistinguibles)
Sean (X)¢>0 como en el ejemplo anterior y £ una variable aleatoria continua (que toma
valores sobre los reales positivos). Definimos el proceso (Z;)¢>0 como Z; := Xy +1e—yy, se
verifica P[X; = Z;] = P[{ # t] = 1, por otro lado todas las trayectorias son distintas para
los dos procesos.
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Definicién 1.1.5. (Filtracion) Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P), una filtracion
es una familia de o-dlgebras {F;}+>0 de © contenidas en F tal que Fy C F; para s < t.

Ejemplo 1.1.4. (Filtracion candnica) Intuitivamente, entenderemos que para cada t > 0
el elemento F; de una o-dlgebra {F; };>¢ es la informacién que se tiene hasta el tiempo ¢ en
algin contexto. Asi, por ejemplo, dado un proceso estocastico (X¢)¢>o se define su filtracion
candnica como la o-algebra que tiene como elementos FfX := o(X, : s < t) para t > 0,
que es la minima o-dlgebra generada por las variables aleatorias {Xs}s<¢, se interpreta
que F;¥ contiene toda la informacién del proceso X hasta el tiempo ¢ y solamente esa; asi
a priori no se tiene informacioén en ]-"tX de lo que pasa con el proceso después del tiempo
t. Sin embargo, suele ser necesario trabajar con filtraciones méas grandes que la candnica;
por esta razén introduciremos la siguiente definicion.

Definicién 1.1.6. (Proceso adaptado) Decimos que el proceso estocastico (X¢)i>0 es adap-
tado con respecto a la filtracién {F;}+>o si X; es Fy-medible, para cada ¢ > 0.

Observacion. Todo proceso estocastico es adaptado con respecto a su filtracion candnica.

1.1.1. El movimiento Browniano

El modelo matematico del Movimiento Browniano estd inspirado en un fenémeno fisico.
A continuacion presentaremos una breve resena histdrica de este fendmeno que hemos to-
mado del libro de Eliezer Braun, Un Movimiento en Zig Zag [4].

El movimiento Browniano, el cual es nombrado asi en honor al botanico escosés Robert
Brown, quien a partir de una investigacion en 1827, observé que era posible apreciar
microscépicamente un movimiento erratico (que cambian de direccién permanentemente)
de particulas de polen suspendidas en agua. Brown se dio cuenta de que esto no dependia
del polen en particular (sucedia con todo tipo de particulas pequenas), ni de los flujos en
el fluido; tampoco lo causaba la evaporacién del liquido. En décadas posteriores se intenté
dar distintas explicaciones a este movimiento, entre ellas se propusé que se debia a la
diferencia de temperaturas o, también, a la capilaridad creada por el recipiente: ambas
fueron desechadas [4]. No fue hasta 1905 cuando Albert Einstein [8], tomando en cuenta
la independencia del movimiento en intervalos de tiempo y haciendo uso de la recién
féormulada teoria cinética (basada en suposiciones atémicas), obtiene que la distribucién
del desplazamiento resultante al tiempo t estaria dada por:

n et /4Dt

f(x,t):\/m \/i )

en donde n es el nimero de particulas y D un coeficiente de difusién. Con esto, Einstein
obtuvo predicciones cuantitativas, con las cuales el fisico Jean Perrin, con ayuda de su
discipulo M. Chaudesaigues, bajo una serie de ingeniosos experimentos comprobd empiri-
camente las predicciones de Einstein entre 1908 y 1911.

Louis Bachelier, en 1900, consiguio llegar a un “proceso” con las mismas caracteristicas
sobre el precio de una accién, tomando en cuenta supuestos econémicos. Dejando de un
lado los aspectos fisicos del movimiento Browniano, no fue hasta 1923 que el matemaético
estadounidense Norbert Wiener, dio una construccién rigurosa y bastante complicada de
este proceso.

Una de las propiedades de la particula Browniana es que su desplazamiento es indepen-
diente para intervalos disjuntos en el tiempo. Es posible escribir esta propiedad en términos
de la o-algebra generada por el proceso y es lo que haremos en seguida.
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Proposicién 1.1.1. Sea (X;);>0 un proceso estocastico para el cual las variables aleatorias
Xty Xty — Xty -+, Xt, — X¢,,, son independientes para todo entero n > 1 e indices
0<ty<ty <---<t, <oo. Entonces X; — X, es independiente de fSX para s,t € R tales
que 0 < s < t.

Demostracion. Es obvio que Q2 € D. Sean A,C € D que satisfacen A C C, entonces
P(X;—Xse B)Nn(C\A)]=P[CNn(Xy —Xs € B\A)N(X; — X; € B)]

P[CN(X; — Xs € B)]—P[AN (X, — X5 € B)]

P[X; — X € B](P[C] — P[A])

P[X; — Xs € B]-P[C\ 4],

con lo que se concluye que C'\ A € D. Si {4, }n>1 es una sucesién de eventos crecientes
en D, se tiene que

P[U, An N (X — X, € B)| =1lim P[4, N (X; — X, € B)]
n
=1limP[A,] - P[X; — X, € B
n
=P[U, 4n] - P[X; — X, € B],
por lo que |J,, A, € D, es decir, D es un sistema de Dynkin. Sea C la imagen inversa del
conjunto de cilindros de R*® := {(z1,x9,---) : &; € R, i € N}, es decir:
C:= {th elp, - ,th GIn:nGN},
donde I4,...,I, son intervalos abiertos y 0 < t; < --- < t, < s es evidente que C es
un sistema m ademdas C C D, esto se puede ver ya que cualquier elemento de C se puede

reescribir de la forma (X, € Jo, Xy, — Xy, € J1,- -+ , Xy, — X4, , € Jn) de manera que se
puede concluir por el teorema de clases mondétonas. |

Con esto nos permitiremos dar la siguiente definicién para el movimiento Browniano
de la siguiente manera.

Definicién 1.1.7. (Movimiento Browniano) Dado un espacio de probabilidad filtrado
(Q, F, (Ft)t>0,P), un movimiento Browniano respecto a la filtracién (F;);>0 €s un proceso
estocdstco (By)i>0 adaptado a la filtracién que satisface:

1. By =0 c.s.

2. B, — Bs 1. Fs para s,t € R tales que 0 < s < t.

3. By — Bs ~ N(0,t — s) para s,t € R tales que s < t.

4. Tiene trayectorias continuas, es decir, la funcién ¢ — By(w) es continua para todo
w € .

Dar una demostracion rigurosa de la existencia del movimiento Browniano como proceso
estocdstico, es algo no trivial y no se hard aqui (se puede consultar [12]). Unicamente se
mencionardn los resultados con los cuales es posible llegar a esto.

Teorema 1.1.1. (Eztension de Kolmogorov) Sea {P;} er una familia consistente de dis-
tribuciones finito dimensionales. Entonces existe una unica medida de probabilidad P en

(RO20) B(RIO))) tal que:
P(n;'(A) =P, (A) VreT

T

en donde m; es la proyeccion de las coordenadas T de RIO%) sobre RI7I, es decir, si 7 =
(t1,ta, - ,tn) entonces wy : RO 5 R™ y 7w (2) = (2(t1), 2(t2), - -, x(tn)).
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Teorema 1.1.2. (Continuidad de Kolmogorov) Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad
y un proceso estocdstico (X¢)i>o definido en él. Si existen o, 3, ¢ > 0 tales que:

E[|IX, — X,|* < clt— s/, s,teRy,

entonces X tiene una modificacion Y, tal que para todo w € Q y 0 < v < g, la trayectoria
t — Yi(w) es locamente y-Holder continua, o sea ¥ to € R existen &4, Cy, > 0 tal que
si |t — tol,|s — to] < €1y, entonces |Yi(w) — Ys(w)| < Cy |t — s|7. En particular todas las
trayectorias del proceso Y son continuas.

Una vez que se tiene un movimiento Browniano (B;):>0 en un espacio de probabilidad
(Q, F,P), es posible construir una medida de probabilidad W en el espacio (medible) de
las funciones continuas (C(R*,R),B(C(R*,R))) como W(A) := P o B7!(A) para todo
A e B(C(RT,R)).

Proposicién 1.1.2. Existe una tinica medida de probabilidad W en B (C(R*,R)), para
la cual el proceso coordenado es un movimiento Browniano. A esta medida se le conoce
como la medida de Wiener y al espacio de probabilidad (C(R*,R), B(C(R*,R)), W) se

le nombra espacio de Wiener.

1.1.2. Variaciéon Cuadratica del Movimiento Browniano
t
El hecho que hace posible definir la integral de Riemann-Stieltjes / f(s)da(s) para una

funcién f : Ry — R continua, es que «(t) sea de variacién acotaoda. Sin embargo, las
trayectorias del movimiento Browniano no satisfacen esta propiedad. De hecho sus tra-
yectorias son de variacién infinita con probabilidad uno. Por lo cual, resulta infructuoso
definir la integral respecto al movimiento Browniano de la misma manera que en el caso
de la integral de Rieman-Stieltjes.

Para construir la integral de It6 es necesario adoptar un enfoque mas probabilista;
para ello comenzaremos con el concepto de p-variacion de un proceso estocastico.

Definicién 1.1.8. (p- Variacion) Sea (X;)¢>0 un proceso estocéstico con trayectorias con-
tinuas. Definimos su p-variacion sobre [a, b] C [0, 00) como el limite en probabilidad cuando
||mn|| = O (siempre y cuando exista) de

Qn,p[aa b] = Z |th+1 - Xt2|p7
Tn

en donde {m, : n € N} es una familia de particiones del intervalo [a,b] de la forma
o= {a =t <t < ... <t = b} tales que lim ||7,|| = 0. Cuando p = 2 se le conoce
n
como variacion cuadrdtica de (X¢)i>0 y para p = 1 se le llama variacion total de (X¢)i>o0
en [a,b].
Observacion. Recordamos que la norma de una particién es ||, || = maxg{[t}} ; — }]}.
Ahora, calcularemos la variacién cuadrética del movimiento Browniano. Adoptaremos
— B )%y At} =17 — 1.
k +1 k

la siguiente notacién: AB2, := (B
tk k+1

Proposicién 1.1.3. (Variacion cuadrdtica del M.B.) La variacién cuadrética sobre [0, ¢]
de un movimiento Browniano (By);>o es igual a t y es denotada como (X, X),, es decir:

P— 1fm Qual0,6] =t, >0
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Demostracion. Sea {m, : n € N} una familia de particiones como en la Definicién 1.1.8,
veamos que:

E|(Qn-(b—a)’| =E

2
<Z AB% ~ AtZ)) ] =3 Var (ABEZ - At;;)

Tn Tn,

La ultima igualdad se da debido a que E [an ABEZ — At’d = 0, a su vez estos sumandos

son indepenedientes, por lo que la varianza de la suma es la suma de las varianzas. Usando
el hecho que Var(ABtzg) = 2(At’,§)2, obtenemos

E [(Qn - (b_aﬂ =23 (A)? <2 |Imall - (b a).

Tn

Haciendo ||m,|] — 0, tomando (a,b) = (0,t) y ya que la convergencia en Lo implica la
convergencia en probabilidad se obtiene el resultado deseado. |

Posteriormente, nos encontraremos solo con dos tipos de procesos: los que tienen
variacién cuadratica finita y los que tienen variacion total finita. Un resultado que relaciona
la variacion de este tipo de procesos es el siguiente:

Proposicién 1.1.4. Sea (X;);>0 un proceso estocéstico con trayectorias continuas definido
en un espacio de probabilidad (2, F,P), de variacién total finita. Entonces, existe su
variacion cuadratica y ademads es cero.

Demostracion. Sean {m, : n € N} una familia de particiones como en la Definicién 1.1.8,
y {n], : n € N} otra familia de particiones sobre el mismo intervalo tal que 7, C 7 y

7, C m,,1- Notemos que P—h’én dom | Xen, — Xin| < 00 ya que [|mp|| — 0. Ahora, sea

{my i e N} o= {m, : {n}32, € N} tal que h;rbn > | Xen

Observemos que m, C m,, C 7/ para todo n € N. De la desigualdad:

— Xin| < oo casi seguramente.

DX (W) = Xy (W) < sup{|Xeg, | (W) — Xz (@)} - > Xy, (w) = Xep (W)

Tn

es claro que h'in Z | Xep, | () = Xip (w)|* = 0 casi seguramente, pues h'qgn sup{| Xep, | (W) —

Tn
Xin(w)|} = 0, ya que el proceso tiene trayectorias continuas. [ |

t
Ejemplo 1.1.5. En particular, los procesos estocasticos de la forma (/ b(s, Xs) ds) 0’
t>

con b: Ry xR — R medibles e integrables son de variacién cuadratica cero. Es decir,

</ b(sts)ds,/ b(s,Xs)ds> =0, t>0,
0 0 t

pues al ser derivables casi en toda la recta real, son de variacién total finita; de hecho su

t
variacion a tiempo ¢ > 0 no es otra cosa que / |b(s, Xs)| ds.
0

Proposicién 1.1.5. Sean (X;):>0 un proceso estocastico continuo con variacién cuadréti-
ca finita y (Y;);>0 un proceso continuo de variacién total finita. Entonces (X +Y, X +VY), =
(X, X),, para todo t > 0.
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Demostracion. Sea {m, : n € N} una familia de particiones como en la Definicién 1.1.8.
Llamemos () a la suma } | X (w) + Yip, | (w) — Xep(w) — Y;ZH(W)]?, entonces

:Z’th+1< ~ Xy w +22 X, (@) = Xp(@)) - (Yip, (@) = Yip (w))

+Z’Ytk+l ~ Yy @)

con un argumento similiar al de la proposicion anterior se prueba lim}__ [Xum (w) —
n n

Xp(w)| - [Yap, (w) = Yip(w)| = 0, por lo que el segundo término también se va a cero

conforme ||m,|| — 0. Debido a que h;l;n o Yep, (W) = Vi (w)|?> = 0, pues (V3)i>0 es de

variacion total finita, se puede concluir. |

1.2. Integral Estocastica de Ito

La razén que se tuvo para construir la integral estocédstica fue motivada por la teoria de
procesos de markov, que estuvo bastante influenciada por los trabajos de A.N. Kolmogorov
en 1931 (dos anos antes de que diera la axiomatizacién de la teoria de la probabilidad
por medio de la teoria de la medida desarrollada en ese momento). Kolmogorov probd
que las funciones de densidad f(s,x,t,y) de los procesos de Markov continuos, pueden ser
descritas por medio de dos pardmetros: A(s, z) es el diferencial (tasa de cambio en tiempos
infinitamente pequenos) de la media cuando el proceso se encuentra en x al tiempo s y,
con la misma idea, B(s, z) es la varianza diferencial. Por medio de una ecuacién diferencial
parcial del siguiente estilo:

9 bsrantiy) — Bs,2) 2 (s, t,y)
873’;7 ’y 87:C 81.2 S7x7 7y .

0
7f(8>$7t7y) = _A(sax)ax

ds
La intencién incial de It6 era estudiar las trayectorias de los procesos de Markov, estos al
estar determinados por de medio esos diferenciales homogéneos, entonces se da cuenta de
que esto seria posible por medio de ecuaciones diferenciales estocésticas, de la siguiente
forma:

dXt = O'(Xt) th + /L(Xt) dt

En 1944, le da un significado a o(X;)dWs por medio de la definicién de una integral
estocastica, lo cual hace posible plantear ecuaciones diferenciales estocéasticas cuyas solu-
ciones sean procesos de Markov y, bajo ciertas condiciones en los coeficientes o y i, prueba
la existencia de soluciones. Es en 1951 cuando prueba, la que hoy en dia conocemos como
férmula de Ito:

FX) = /(X0 dX+ 3" (X0)

Mediante la cual le fue posible conectar este enfoque con el de Kolmogorov, al recuperar
por medio de la férmula de It6 las ecuaciones diferenciales parciales planteadas por él.

En aras de dar un significado a fot X (s,w)dB(s,w), es necesario indagar para cudles in-
tegrandos tendra sentido la expresion anterior. Puesto que la finalidad de este trabajo es
obtener ecuaciones diferenciales estocasticas, serfa sumamente convenlente que si (Xt)t>0
es un proceso estocdstico también lo fueran expresiones como Y (t,w) := fo (s,w)ds, para
lo cual son necesarias ciertas condiciones sobre (X;)¢>0 que se espec1ﬁcan en la Definiciéon
1.2.1.
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1.2.1. Construcciéon de la Integral Estocastica

En esta seccion construiremos la integral estocédstica con respecto a un movimiento Brow-
niano (By)i>0 y daremos sus principales propiedades. Para esto nos hemos basado en
Introduction to Stochastic Integration [5].

Definicién 1.2.1. (Proceso progresivamente medible) Se dice que el proceso estocéstico
(X1)i>0 es progresivamente medible con respecto a la filtracion (F;)i>o, si para todo t € R™
el mapeo

[0,t] x @ — (R, B(R))
(s,w) — X(s,w)

es medible con respecto a la o-algebra B([0,t]) ® F;.

En primera instancia que un proceso sea progresivamente medible serd de extrema utili-
dad. Gracias al teorema de Fubini se puede asegurar que la funcién definida por ¢t — E[X}]
es medible en el espacio de probabilidad que se éste trabajando y ademds permite inter-
cambiar el orden de integracién, lo cual también serd utilizado repetidas veces a lo largo
de este texto.

Por otro lado, todo proceso (X;)¢>0 progresivamente medible con respecto a la filtracién
(Ft)e>0 es adaptado a esta filtracién. El reciproco de la afirmacién anterior en general no
es cierto, sin embargo tenemos la siguiente relacion:

Proposicién 1.2.1. Si el proceso estocastico (X¢):>0 es adaptado a la filtracion (F¢)i>0 y
cada una de sus trayectoria es continua por la derecha o continua por la izquierda, entonces
es progresivamente medible con respecto a la filtracion (F;)¢>o.

Demostracion. Haremos la prueba para el caso en que X tenga trayectorias continuas por
la izquierda (el otro caso es andlogo). Definimos:

27L
XM (w) = Xo(w)ioy(s) + > Xpeyon (@) - Lypotyejon<s<htjony, >0, n€N.
k=1

De la definicién de la o-dlgebra producto es claro que (s,w) — Xy /on es B([0,1]) ® Fi-
medible, para k > 0, lo mismo sucede con cada funcién indicadora. Por lo que X{™ es
B(]0,t]) ® Fi-medible para cada n > 0. De la continuidad por la izquierda de (X¢)i>0 se
tiene que si (s,w) € [0,t] x €, entonces h’én X{"(w) = X4(w). Ya que la medibilidad se

conserva bajo limite, se puede concluir. [

La siguiente definicién provee de condiciones suficientes para la integrabilidad de pro-
cesos estocdsticos.

Definicién 1.2.2. Sean (2, F, (F¢)t>0,P) un espacio de probabilidad y 0 < a < b € R
. Denotaremos por L£2[a,b] a la clase de las funciones X (¢,w) : [0,00) x & — R que
satisfacen

a) El proceso (X¢)¢>0 es progresivamente medible con respecto a la filtracién (F;)¢>o.

b) E [/abXQ(t,w)dt] < o0.
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b
Observacion. Notemos que E {/ X2%(s,w) ds] es la norma del proceso {X; : t € [a,b]} en
L?([a, b] x ).

Ejemplo 1.2.1. Dado una espacio de probabilidad (€2, F, (F;)t>0,P) y un Fi-Movimiento
Browniano (Bt)¢>0, sucede que

a) (Bt)i>0,
b) (| Bt])e>0,
c) (sgn(Br)) ¢

estdn en L2[a,b] para cualesquiera 0 < a < b € R. Los primeros dos procesos son
progresivamente medibles, pues son adaptados y tienen trayectorias continuas (Propo-
sicién 1.2.1) ademds la esperanza del inciso b) de la Definicién 1.2.2 en ambos casos
E fab BZdt = f E(B?)dt = f tdt = (b — a?)/2. Para asegurar que el proceso del inci-
so ¢) es progresivamente medible basta ver que es el limite de procesos progresivamen-
te medibles. Ya que sgn(z) es medible existe una sucesién {f, : R - R : n € N} de
funciones continuas tales que f,(x) — sgn(z) para todo z € R, entonces se satisface
11’71}1 fu(Bi(w)) — sgn(Bi(w)) para todo w € Q y t > 0. La condicién b) es clara pues

sgn?(x) = 1, para todo z € R.
En el argumento anterior, para demostrar que (sgn(B;))¢>0 es progresivamente medible,

solamente se utiliza que la funcién sgn(x) es medible, y que (B)¢>0 es Fe-adaptado y tiene
trayectorias continuas. De hecho, este mismo razonamiento prueba la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.2. Sean (X;);>¢ un proceso estocéstico adaptado a la filtracién (F)i>0
con trayectorias continuas y o : R — R una funcién medible. Entonces el proceso estocasti-
co (0(X¢))e>0 es progresivamente medible con respecto a la filtracién (F¢)¢>o.

Definicién 1.2.3. (Procesos elementales) Un proceso estocastico (X;)¢>o en £2[0,7T] que
tiene la siguiente forma

Zél ]l[tl,tﬂq (t) t Z 07

donde 0 =ty <t < -+ <tnp <tpy1 =T, es llamado proceso elemental. La clase de todos
los procesos elementales se denota por £2[0, ).

Observacion. A partir de esta definicién vemos que E(£?) < 0o y que &; es F,-medible. Lo
segundo es consecuencia de que (X3)¢>0 sea adaptado, pues es progresivamente medible.

Por otra parte, la manera més natural de definir fg X (s,w)dB(s,w) para esta clase de
procesos es la siguiente.

Definicién 1.2.4. (Integral de Ito para procesos elementales) La integral de Ité (o integral
estocdstica) de un proceso elemental (X;)¢>0 con respecto de un F;-movimiento Browniano

(Bt)tZO (S}

n

(X - B)y(w / X(s,w) dB(s,w) ==Y _&(w) (Byyynt(w) — Bypr(w)), t<T.

=0

Observacion. Entendemos que la filtracién (F;)¢>o del movimiento Browniano es la subay-
cente en la definicién de £2[0, 7).
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Con esta primera manera de definir la Integral de Ito se verifican las siguientes pro-
piedades.

Proposicién 1.2.3. (Propiedades de la integral de It6) Sean (2, F, (Ft)t>0,P) un espa-
cio de probabilidad, (B:)i>0 un Fi-Movimiento Browniano, y (X¢)i>0, (Yi)i>0 procesos
elementales. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1. (X-B)g=0cs..

2. E[(X - B)|Fs]=(X -B)s,para0 <s<t<T.

w

t
.E[(X-B)? =E [/0 X2 ds] (Isometria de It6), para 0 < s <t <T.

4. ((aX+Y)-B),=a(X-B);+ (Y - B);, para 0 <t < T.
D. ((X . B)t)t>o es un proceso con trayectorias continuas.
Es decir, el proceso ((X - B)t)t>0 es una Fy-martingala continua cuadrado integrable.

Se esperaria poder dar un significado a expresiones del tipo fot B(s,w)dB(s,w), lo cual
es factible ya que se puede definir la integral para los elementos de £2[0, 7). La manera de
hacerlo es la siguiente.

Definicién 1.2.5. (Integral de It6) Sea (X;)i>o en la cerradura de £2[0,T] con respecto
de la norma dada por b) de la Definicién 1.2.2. Definimos la integral estocdstica (o integral
de Ito) de (X)¢>0 con respecto al Fi-Movimiento Browniano (By);>¢ como

t t
(X - B), ;:/ X dB, = Ly— lim | XM dB,, te€l0,T)
0

n—oo fo  °

donde {(X,f")) :n € N} es una sucesion de procesos en £2[0, T] que aproxima a (X¢)s>0.

t>0

Observacion. Debemos comprobar que la integral de It6 esta bien definida, es decir, el
limite Lo-lim,, oo fot X §”) dB; existe, no depende de la sucesién y coincide casi seguramente
con la definicién la integral de la Definicén 1.2.4. Esto iltimo es consecuencia de que el
limite no dependa de la sucesién. Veamos que el limite existe.

Sean (X¢)i>0 ¥ {(Xt(n))tzo :n € N} en £2(0,T] tales que (Xt("))t20 converge a (X;)i>0
en Lo([0,7T] x Q). Entonces es de Cauchy, es decir, si t € [0, T], entonces

t t 2
( / X" aB, — / xm dBS>
0 0

la dltima igualdad se sigue de las propiedades 3 y 4 de la Proposicién 1.2.3. Por lo que
t

t
lfm E[/ (Xé")—Xém))st} — lim E =0,
0

m,n—00 m,n—00

X S(”> dBjs es de Cauchy en Lo(£2, F,P), debido a que éste es completo se sigue entonces

0
que el limite existe.
Ahora verificaremos que el limite no depende de la sucesién que se tome. Sean { (Y;f"))

n e N} y {(Xf"))t>0 'n € N} como en la Defincion 1.2.5, tales que

>0

t t
(X-B)y:=Ly— lim | X™dB,, (Y B);=Ly— lim [ Y dB,.

n—oo 0 n—oo 0
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Denotemos por || - ||, ¥ | - |[1y(j0,4x0) 1as normas de los espacios Lo (€2, F,P) y L2([0,#] x
Q, B[0,t] ® F, \y ® P) respectivamente, donde \; es la medida de Lebesgue restringida al
intervalo [0, ¢]. Al emplear la desigualdad del tridngulo obtenemos que

(X - B)e = (Y- Blill, < I(X - B)e = (X" - Bl +[|(Y™ - B)y = (Y - B)illr,
+ (X" - By = (Y- B,

De la isometria de It6 y de la linealidad de la integral para procesos elementales se tiene
la siguiente igualdad

(X - B)y = (V™ - B)illry = (X )ez0 = (V™ )ezoll Lo (0.4,
por lo que al volver a emplear la desigualdad del trinagulo resulta que
(X - B)e = (V- B)ill, < |I(X - B)e = (X - B)l[, + [|(Y™ - B)y = (Y - B)il|1,
(X )iz0 = (X)L, + |V )ez0 — (Xe)ezoll .-

El lado derecho de la desigualdad se va 0 cuando n — oo, por lo que E[((X - B)? — (Y -
B);)?] = 0. De este modo (X - B); = (Y - B); casi seguramente, como se queria demostar.

Ademas, se comprueba que el proceso ((X - B);)¢>0 sigue cumpliendo las propiedades
enumeradas en la Proposicion 1.2.3. La prueba se basa en la definicién de la integral
estocdstica y en que se satisfacen esas mismas propiedades para los procesos elementales.
Sin embargo, no es claro es que la integral estocédstica sea un proceso continuo.

Teorema 1.2.1. Sea (Xt)i>0 € L£2[0,T]. El proceso definido por
t
(t,w) — / X(s,w)dBs, te]0,T]
0

admite una version continua.

Demostracion. Sea {(Xt("))t>0 in € N} una sucesién de procesos que aproxima a (X¢)i>0
como en la definicién 1.2.5. Por la desigualdad maximal de Doob

lsup /X )dB, — /XdB >e]< /X(”dB /XdB
o<t<T

El lado derecho de la igualdad es cero cuando n — co. Entonces, podemos encontrar un

e > 0.

subsucesion (ng)22, tal que la serie

i(Qk)Q-E [

T
") By — / X, dB,
k=1 0

converge. Por ejemplo, si E UfOT x"ap, — fOT

/X )dB, — /XdB

]P’[h’m sup Ak] = 0.
k

2
s ] < (27)3 obtenemos que

0<t<T

P(Ag) := [ sup k] <27k,

Y por el lema de Borel Cantelli



20 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Esto significa que, para casi todo w €  existe K, tal que

t t
/ XdB, — / X, dB,
0 0

Es decir, fg X S(R’“)st converge uniformemente a fot X dB; casi seguramente. Ya que t —
fg X§”’“)st es continua, tambien t — fg X ,dBs es continua c.s.. [

sup
0<t<T

1
<gp k2K

Ahora, vamos a demostrar que podemos tomar como integrandos los procesos de £2[0, T
para la integral de la integral estocdstica. Es simplemente probar que la cerradura de
£2[0,T) es £2[0,T]. Con este fin necesitaremos del siguiente lema.

Lema 1.2.1. (Lema determinista) En el espacio L?[0,T] de funciones f : [0,7] — R
definimos el operador P, : L?[0,T] — L?[0,T] como:

ti—1

n—1 n t;
Pof(t) =) & Lpyapn(t), con &= / f(s)ds,
=0 '

donde (tj)?:o es la particién uniforme del intervalo [0,7]. Entonces

1. Si ¢ € L%[0,T] y es escalonada, lim || P,¢ — ¢||2 = 0.
n

2. El conjunto de funciones escalonadas es un subconjunto denso de L2[0, T].

3. Siw € L?[0,T], entonces lim || P, — 9||2 = 0.
n

Teorema 1.2.2. La cerradura de £2]0,T] con respecto de la norma en el espacio producto
Lo([0,T] x Q) es £2[0,T).

Demostracion. Dado un proceso (X;)i>0 € £2]0, 7] (supongamos que es acotado utilizando
el método de truncacién, ya que los acotados son densos en £2[0,7]), para cada w €

podemos construir P, X (¢,w) que es un proceso elemental (pues {;(w) = # fttj L X(s,w)ds
i
es Fy;-medible gracias a que (X¢);>0 es progresivamente medible y E[f?] < E[ tt? X 2ds] <
> i
o0), ademds converge en Ls[0, 7], es decir,

T
lim/ P, X (s,w) — X(s,w)|*ds =0
" Jo

Por el teorema de convergencia dominada, también es cierto cuando se toma la esperanza,
es decir:

T T
E [h’m/ |PuX (s,w) —X(s,w)\st] =limE [/ |P, X (s,w) — X(s,w)|*ds| =0,
0 n 0

n

la secuencia que aproxima a X (¢,w) un elemento acotado es P, X (¢,w). |

1.2.2. Procesos de Ito

La integral de It6 nos permite construir una gran cantidad de procesos estocasticos con
buenas propiedades (i.e., procesos con trayectorias continuas y que son martingalas cua-
drado integrables) a partir de un movimiento Browniano (B;):>0, la siguiente definicién
extiende esta idea.
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Definicién 1.2.6. (Proceso de It6) Sea (B;):>0 un movimiento Browniano en el espacio
de probabilidad (2, F, (Ft)t>0,P). Un proceso de Ité es un proceso estocastico de la forma:

¢ ¢
Xi(w) = Xo +/0 u(s,w) ds+/0 v(s,w) dBs(w), t>0,

en donde v(s,w) € L2[0,T], T > 0, u(t,w) es un proceso progresivamente medible e
integrable. A los coeficientes u(s,w) se les conoce como deriva y a v(s,w) como coeficiente
de difusion.

Observemos que un proceso de It6 es adaptado y continuo. Ademds es una semimar-

tingala, ya que es la suma de una martingala continua ( f(f v(s,w) st) >0 ¥ UL proceso
adaptado continuo de variacién acotada ( fg u(s,w)ds) 50"

1.2.3. Foérmula de It6 y Formula de Integracién por Partes.

Calcular integrales estocasticas a partir de la Definicién 1.2.5 no resulta ser sencillo. Esto
mismo sucede en el caso de la integral Riemman, sin embargo el teorema fundamental
del calculo hace posible calcular un gran nimero de integrales. La férmula de It6 también
tiene como aplicacién el hacer posible el calculo de diversas integrales. Pero mas que eso
es la principal herramienta para el estudio de ecuaciones diferenciales estocasticas.

Teorema 1.2.3. (Férmula de Ité) Si f(t,z) € CU? y (Xy)i>0 es un proceso de Ito.
Entonces (f(t, Xt))tzo vuelve a ser un proceso de Ito. Mds aun, se da la siguiente igualdad
c.s.:

t t
f(t, Xy) = £(0, Xp) —|—/0 Z(S,Xs) ds—l—/o g‘i(s,Xs)u(s,w) ds

t 9 1 t 92f 5
+ [ 9 +- | == Vi>0.
; $(S,Xs)v(s,w) dB; 2/, 5 (8, Xs)v™(s,w) ds t>0

esto se suele escribir de una forma mds compacta como (véase el Corolario 1.2.1):

ta t 8 1 t82
1650 = 10,50 + [ Fhexyase [ Fexgaxeg [ e x)axm,

Para la demostracion de este resultado referimos al lector a consultar [5].

Ejemplo 1.2.2. Claramente un movimiento Browniano (B¢)¢>0 es un proceso de Ito, al
aplicar la férmula de Tto con f(z) := 22 a (B;);>¢ obtenemos

t
szz/ B,dBs+t, t>0,
0

al despejar se obtiene

t B? —t
/BSst: t___ t>0.
0 2

De la identidad zy = (1/4) ((z+y)*— (z—y)?) y al aplicar la férmula de It6 para f(z) = 2?
es posible obtener la siguiente férmula.
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Teorema 1.2.4. (Formula de integracion por partes) Sean (Xi)i>0 y (Yi)i>0 dos procesos
de It6 de la forma

t t
x® =x{" + / u® (s, w) ds + / oW (s,w)dBs, t>0,
0 0

t t
x® =x{" + / u® (s,w) ds + / v (s,w)dBs, ¢ 20,
0 0

entonces se satisface
t t t
xM.x® = Xél)-X(()Q)Jr/ xm dX§2>+/ x® dX§1)+/ v (s,w) v (s,w)ds, t>0.
0 0 0
Esto se puede escribir de una forma mds compacta como (vedse la Proposicion 1.2.4):
1 2 1 2 K ¢
xM.x® =xV. xP? +/ XM ax® +/ X@ax® 4 (xW x®) >0,
0 0

Observacion. Los procesos de Itd con deriva u(s,w) = 0 c.s. para todo s > 0 son martin-
galas continuas cuadrado integrables.

Definicién 1.2.7. Sea (M;):>0 una martingala continua cuadrado integrable con My = 0,
decimos que el proceso (A¢)i>o con Ag = 0 es el compensador de (My)i>o si (M7 — At)t>o
es martingala.

Ejemplo 1.2.3. El compensador del Movimiento Browniano (B;)i>0 es A; = t para todo
t > 0, pues se sabe que (B? — t);>0 es martingala.

Se puede probar que tal proceso siempre existe. Pero mas que eso si (A¢)i>0 es la
variacion cuadratica de (My);>0, es decir A; = (M, M),, entonces se satisface la propiedad
anterior y es el iinico proceso (en el sentido que cualquier otro es indistinguible a éste) que
satisface eso. Probar esta afirmacion escapa de nuestras posibilidades, sin embargo para
los procesos de Itd6 que son martingalas cuadrado integrables (es decir, que su deriva se
anula) esto es posible.

Corolario 1.2.1. Si (X¢)¢>0 es un proceso de It6 con deriva u(s,w) = 0 para todo s >
0, existe un tinico proceso (A;);>o adaptado creciente con Ay = 0 tal que X? — A; es
martingala. Mas aun, este proceso es la variacién cuadratica de (X;)i>0 y se satisface:

t
At:<X,X>t:/ v2(s,w)ds, t>0, (1.1)
0

2

Demostracion. Basta aplicar la férmula de It6 para f(z) = x*, con lo que obtenemos

¢ t
X7 - / v?(s,w)ds = 2/ X(s,w)v(s,w)dBs + XZ, t>0,
0 0

de la misma manera al aplicar la férmula de It6 a Xy,,, — X;, nuevamente con f(x) = x?

donde los {t;}I", son un particién del intervalo [0, t], obtenemos
tit1
|Xt¢+1 _Xti|2 :/ 02(5#‘}) ds, i€{0,1,---,n},
t;

— X2 = fg v2(s,w) ds.
|

despues de sumar sobre cualquier particién se tiene que | X,
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Observacion. En virtud de la Proposicién 1.1.5 la igualdad (1.1) se sigue preservando
aun cuando la deriva u(s,w) no se anule, sin embargo ya no es posible garantizar que

(X7 — (X, X), )t>0 sea una martingala.

Definicién 1.2.8. Si (X;)i>0 y (Y2)i>0 son dos procesos de It6 definimos su covariacién
como

(X,Y), ::%. (<X+Y,X+Y)t— (X, X), - <Y,Y>t), t>0.

Proposicién 1.2.4. Si (X;)i>0 y (Y2)¢>0 son dos procesos de It6 con deriva nula existe un
tnico proceso adaptado (A¢):>o de variacién acotada con Ay = 0 tal que (X:Y; — A¢)i>o0
es martingala. Mas ain, se satisface

t
A = (X,Y), = / oD (s, - v (s,w) ds, > 0. (1.2)
0

Observacion. La demostracion de este hecho es similar a la del corolario anterior utilizando
la férmula de integracién por partes para procesos de Ito por lo cual la omitiremos.

1.2.4. Una Aplicacién de la Férmula de 1to, Teorema de Caracterizacion
de Lévy.

Una caracterizacion del movimiento Browniano que primeramente fue observada por Paul
Lévy es la siguiente: el movimiento Browniano es la unica martingala local (My)¢>o conti-
nua, My = 0, cuadrado integrable y variacion cuadrdtica (M, M), = t. Una aplicacién de
la férmula de It6, la cual fue descubierta por Kunita y Watanabe [13] es que se puede dar
un prueba bastante elegante de este resultado. Una demostracion més parecida a la idea
de Lévy y con los conceptos que se conocian hasta ese entonces se puede encontrar en el
famoso libro de Doob [7].

Teorema 1.2.5. (Caracterizacion de Lévy) Sea (Bi)i>0 una Fi-martingala continua cua-
drado integrable tal que: By = 0 y (B, B), = t. Entonces B; es un F;-movimiento Brow-
niano.

Demostracion. (Para procesos de Ité) Aplicamos la férmula de Itd para f(z) = €%, lo
cual es aplicar la férmula de It6 para las funciones fi(z) = cos(uz) y fo(x) = sin(uzx) y
después sumar f1(By) +ifa(B;). Si 0 < r <t tenemos que:

t t
exp (iuBt) =1+ zu/ exp (iuBS) dBs — ;u2/ exp (iuBs) ds, t>0,
0 0

exp (iuBr) =1+ iu/o exp (z’uBS) dBg — ;U2/0 exp (iuBS) ds, t>r>0,

restando estas dos ecuaciones, obtenemos:

t t
exp(iuBy) = exp (iuBT) + zu/ exp (z’uBs) dBs — ;UQ/ exp (iuBs) ds, t>r>0,
T T

—iuB,

Sea A € F,. y multiplicamos la ultima ecuacién por e -1 4, tendriamos que:

t
exp (iu(By — By)) - 1a =14+ iu- 11A/ exp (iu(Bs — By)) dBs
T

1 t
—2u2/ exp(iu(Bs—Br))-]lAds, t>r>0,
T
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Después de tomar esperanza y del hecho de que la integral estocastica es martingala,
tenemos

E {ew(Bt*BT) . ]IA] =P(A) - %UZ /tIE [ei“(BS*BT) . ]IA] ds, t>r>0.

Sivemost — E [e“‘(Bt_BS) -1 A] como una funcién continua esto es una ecuacién diferencial
ordinaria conocida, tendriamos:

1
E [exp (z’u(Bt - Br)) . ]lA] =P(A) - exp <—§u2(t — r)), t>r>0,
como esto es para todo A € F,. con lo que podemos concluir
E [ei“(Bt_Br) | ]-",,} = 6_%“2(t_r), t>r>0,

por lo tanto (By)i>0 es un movimiento Browniano. [ |

1.3. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Una vez que se hubo construido el concepto de de integral estocastica es posible el plantear-
se ecuaciones integrales sobre procesos estocéasticos. Por ejemplo, nos podriamos preguntar
cudles son los procesos estocdsticos que satisfacen la ecuacién:

X(t,w):X(O,w)—i—/OtX(s,w) dB(s,w), t>0.

Sin embargo, es necesario aclarar varios detalles. Procederemos estableciendo lo que es
una ecuacion diferencial estocastica y lo que es una solucién a la misma.

Definicién 1.3.1. (Ecuacion diferencial estocdstica) Sean b, o : [0,00) xR — R funciones
medibles. Una ecuacion diferencial estocdstica es una ecuacién de la forma:

t t
X = Xo +/ b(s, Xs) ds +/ o(s,Xs) dBs, t>0, (1.3)
0 0

siempre que las integrales existan.

Observacion. Escribiremos la ecuacién (1.3) en su forma diferencial como

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
X() = X0.

1.3.1. Tipos de Soluciones para una Ecuacién Diferencial Estocastica.

Una de las principales diferencias entre las ecuaciones integrales y las ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas es que éstas tltimas depende del espacio de probabilidad (2, F,P) y
del movimiento browniano (By):>0 con el que se éste trabajando. Entonces a priori podria
suceder que cierta ecuaciéon tuviese solucién en algin espacio de probabilidad y que en
otro no tuviese solucién. O que si se tienen dos movimientos brownianos definidos en el
mismo espacio de probabilidad, que para un movimiento browniano exista soluciéon y que
para el otro no.
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Definicién 1.3.2. (Solucidn Débil) Dado un espacio de probabilidad filtrado (€2, F, (F¢)¢>0, P)
una solucidn débil (en este espacio) para la ecuacién (1.3) es un par procesos (X¢, Bt)i>0,
tales que:

1) (Xt)i>0 es adaptado a la filtracién (F;)i>0, con trayectorias continuas que satisface
la ecuacién diferencial estocastica (1.3) casi seguramente.

t t
) </ |b(s, Xs)| ds +/ o?(s, Xs) ds> < 0o ,casi seguramente para t € [0, 00).
0 0

111) (By)i>0 es un Fy-movimiento Browniano.

Observacion. Usualmente se suele referirse a una solucién débil simplemente como una
solucién de la ecuacién diferencial estocastica.

Definicién 1.3.3. (Solucion fuerte) Dado un espacio de probabilidad filtrado (€2, F, (F¢)¢>0, P)
una solucidn fuerte para la ecuacién (1.3) es un par procesos (X, Bt)i>o, tales que:

1) (Xi, Bt)t>0 es una solucién débil para la ecuacién (1.3).

11) El proceso (X;)i>0 es adaptado a la filtracién 713 = o(FP UN) donde N son los
conjuntos nulos.

1.3.2. Tipos de Unicidad para una Ecuaciéon Diferencial Estocastica.

Debido a que hay distintas maneras de definir igualdad entre procesos estocéasticos, también
existen distintos tipos de definir unicidad sobre las soluciones de una ecuacién diferencial
estocastica.

Definicién 1.3.4. (Unicidad en ley) Se dice que en la ecuacién diferencial estocéstica
(1.3) hay unicidad en ley, si cada vez que se tengan dos soluciones débiles (X¢, By)i>0 y
(Xt, Bt)t>0 (las cuales pudiesen estar definidas en diferentes espacios de probablhdad) con
Xo = X, entonces la ley de probabilidad de (X¢)e>0 coincide con la ley de (Xt)t>o

Observacidn. Por el teorema de unicidad de probabilidades, que la ley de estos dos procesos
sea la misma, simplemente es que los procesos (X;)i>0 ¥ (X¢)r>0 sean equivalentes.

Definicién 1.3.5. (Unicidad trayectorial) Se dice que en la ecuacién diferencial estocésti-
ca (1.3) hay unicidad trayectorial si cada vez que se tengan dos soluciones débiles (X, By)>0
v (X, Et)tzo para la ecuacién (1.3) (en el mismo espacio de probabilidad) con Xy = X,
entonces (X¢)i>0 y (Xt)tzo son indistinguibles.

1.3.3. Tiempo Local del Movimiento Browniano

Haremos una pequena digresién para introducir un nuevo concepto que es el de tiempo
local del movimiento Browniano, que resultara ser de suma importancia pues con éste es
posible generalizar la férmula de It6 no solamente para funciones f € C? si no también
para funciones convexas (mds aun suma de convexas). Primeramente trataremos de ver
cudl es el tiempo de estancia del movimiento Browniano en el origen, es decir por cada
trayectoria del movimiento browniano nos fijaremos en los puntos donde permanece en el
origen, con lo cual tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 1.3.6. Sea (B;);>¢ un JF;-movimiento Browniano en una espacio de proba-
bilidad (Q, F, (F¢)t>0,P). Dado w € Q definimos la estancia en el origen del movimiento
Browniano en w como el conjunto

Lw):={0<t<o00: B(w)=0}, wel
Observacion. Primeramente el conjunto antes definido es medible, esto se puede ver ya
que L := {(t,w) € [0,00) x Q : B(t,w) =0} € B(R) ® F, esto pues B(t,w) es medible
con lo cual la w-seccién de B es medible, es decir, B;1({0}) = L(w) € B(R).
Una vez que sabemos que este conjunto es medible, lo mas sensato seria calcular su medida
de Lebesgue, con lo que tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.1. El conjunto £(w) tiene medida de Lebesgue cero P-casi seguramente.

Demostracion. Por el teorema de Fubini se tiene que
E\(Lw))] = A® P (£(w)) = / P(B, = 0]dt = 0,
0

ya que A (L(w)) > 0 se puede concluir que A (£(w)) = 0 P-casi seguramente. [ |

Es decir, de esta manera no se puede obtener informacién del tiempo que permanece el
movimiento browniano en el origen, sin embargo existe otra manera de medir la estancia en
el origen (y en general en cualquier punto) del movimiento browniano la cual fue propuesta
por Paul Lévy en 1939 (antes de conocer los resultados de Itd) que es

¢
Ow) = 1%121E A{0<s<t: [Bow)|<e}= 1%1215/0 1(0 < | By(w)| < ) ds
y ademds dié otras equivalencias de esta definicion, probd que este limite existe en un
cierto sentido, es finito pero no es cero. A estos tipo procesos son a los que llamaremos
tiempos locales.

Veremos como es que aparece el tiempo local de una manera muy natural al intentar
de calcular el valor absoluto al movimiento Browniano.

1.3.4. Formula de Tanaka.

Ejemplo 1.3.1. (Fdrmula de Tanaka) Sea (Bi):>0 un movimiento Browniano, entonces

si definimos
o || si |z] > e,

T) =
9:(2) { %(5—1——’”;) si || <e
derivando obtenemos entonces que

1 sixz > ¢

gé(az) = -1 si xz < —¢,

2 osifzl< ¢

veamos que g. es C1 y que |g”(z)| < 1 tiene dos puntos de discontinuidades en 4-e. Con
lo cual aplicando la férmula de It6 al movimiento Browniano B; tenemos que

t
9e(Bt) = g=(Bo) +/ gL (Bs)ds + LY, >0,
0
y ya que g-(x) — |z| uniformemente, g.(z) — sgn(z), entonces:

t
|Bt]:/ sgn(Bs) ds + LY, t>0.
0
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1.3.5. Ejemplos de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas.

En esta parte, presentaremos seis ejemplos de ecuaciones diferenciales estocdsticas en
todos ellos exhibiremos al menos una solucién y verificaremos si es soluciéon fuerte o no.
Unicamente en tres de ellos hay unicidad trayectorial, sin embargo no seremos capaces de
demostrar esto si no hasta la siguiente seccion.

Ejemplo 1.3.2. (Ecuacion exponencial) Nos propondremos a encontrar una solucién para
la ecuacién diferencial estocéstica (en su forma diferencial)

dX, = X; dB,,
Xo = 1.

Supongamos que existe una solucién para la ecuacién anterior y que ésta siempre es distinta
de cero (tal y como se hace en cdlculo para resolver la ecuacién dxy; = x4 dt). Al aplicar la
féormula de Ito, al proceso de It6 X; = 1+fg XsdBgs, con la funcién f(z) = log(z), tenemos
que

log(X:;) = log(Xo) /dX + = /—d(X X),
X, b X2
= [ Z2dB, — ds
/0 X5 X2
=By —t/2

Finalmente, al volver a aplicar la férmula de It6, al movimiento Browniano (Bi):>0, con
la funcién f(z) = exp{z — t/2}, podemos ver que en efecto X; = exp{B; — t/2} es una
solucion fuerte de la ecuacién, pues claramente para cualquier movimiento Browniano
(Bt)>0 €l proceso (exp{B; —t/2})i>0 es ?f—adaptado.

Ejemplo 1.3.3. (Puente Browniano) Sea y(t) = a(1 —t) + bt, es decir, y(t) interpola los
puntos (0,a) y (1,b) en R?, ademds y/(t) = b — a. Esto nos permite escribir:

b—y(t)
1—t’

y'(t) =
y(0) = a.

€[0,1),

En analogia con la ecuacién anterior, podemos preguntarnos si existe un proceso que
satisfaga la ecuacién diferencial estocdstica

dY; =

€[0,1).

Podemos intentar resolver la ecuacién de la misma forma que en el ejemplo anterior,
es decir, intentar encontrar una funcién f(z,t) € 21 tal que podamos despejar Y; en
términos de By, después de haber aplicado la férmula de It6. Al aplicarla se tendria que:

F(Yit) = £(¥5,0) /ft Y. s) ds+/fm Yi.s)-

+/0 f$(1/;,8) st+2/0 fmw(}/s,S) ds.
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Una forma en que se podria conseguir despejar Y; en términos de By, es que el lado derecho
de la ecuacién anterior ya no dependiese de Y;, esto es:

"31(5) = fx(xv S),

ko(s) = fi(x,s) + fz(x,s) - bh—

1—

rz 1
S + Efxz‘(x7 8)7

que es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Resolviendo, se puede ver que
f(z,s) = z/(1 — s) satisface dichas ecuaciones y entonces k1(s) = 1/(1 — s) y ka(z) =
b/(1 — s)%. Al aplicar la férmula de Ito para esta funcién e integrar por partes se llega a
que:
Eoob |
= ——d —— dB;, telo,1
a+/0(1_s)2 s+01_8 s [0,1)

t
B,
N Yt:a(1t)+bt+(1t)/ aBs
0o 1—s

Y;
1-1¢

te]0,1)

:a(lt)+bt+Bt(1t)/tuBs)2ds, tel0,1).
o (1—s

Finalmente, faltaria comprobar que en efecto el proceso Y;, definido de esta tltima ma-

nera, es soluciéon de dicha ecuacién, lo que se puede lograr al sustituir directamente en la
ecuacién, esto es:

tb—Y;g t s Bu t Bs
Y0—|—/0 1_Sds+Bt a+tb—a)+ B /0/0 (1_u)2duds—|—/01_sds
t s Bu Bs
a(l t)—l—bt—l—Bt—i—/O( /O(I—U)Qdu+1—8>d8
t s 1
:a(l—t)—l-bt—i—Bt—i—/ </ dBu>ds
0 0 1—u
t B

:a(l—t)+bt+Bt+(1—t)/ ﬁds
o (1—s

-,

Al final se utiliz6 el hecho de que (1 —t) fg Bs/(1 —5)% ds = fg Jo1/(1 = u) dB,. Para
probar esta igualdad basta notar que al derivar el lado derecho se obtiene: — fot Bs/(1 —
s)2ds + By/(1 — t) y la derivada de el lado izquierdo es fg 1/(1 — s)dBs, estas dos son
iguales por la férmula de integracién por partes, es decir, si a(s) = 1/(1 — s) se tiene
que fga(s)dBS + fot Bsda(s) = Bia(t) — a(0)By. Ademas, sucede que Lo — limyq (1 —
t) fot 1/(1 — s) dBs = 0, entonces limy Y; = b, es decir este proceso empieza en a € R
al tiempo ¢t = 0, termina en b € R a tiempo t = 1 y E[Y;] = at + (1 — ¢)b. De la misma
manera que en el ejemplo anterior ésta es una solucién fuerte.

Observemos que en estos dos ejemplos las soluciones encontradas estan expresadas en
términos del Movimiento Browniano de la ecuacién. Es decir, en la primera ecuacién, para
conocer el valor al tiempo ¢ de la solucién, es necesario conocer el valor del Movimiento
Browniano inicamente en el tiempo t. Para la segunda ecuacion sucede algo parecido, es
decir, para conocer el valor de la solucién al tiempo %, es necesario conocer el valor del
Movimiento Browniano en todo el intervalo [0, ¢]. Esto sucede debido a que son soluciones
fuertes (vedse el teorema 2.4.1) . En seguida presentaremos la famosa ecuacién de Tanaka
la cual no tiene ninguna solucién fuerte, a pesar de ello existen soluciones débiles y hay
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unicidad en ley.
Se define la funcién signo como sgn(z) := 1 g;~01 — Lz<0}, es decir, es la derivada por
la izquierda de la funcién  — |x|.

Ejemplo 1.3.4. (FEcuacién de Tanaka) A continuacién estudiaremos la ecuacién de Ta-
naka

¢
Xt = / sgn(Xs) dBs, t>0. (1.4)
0

Sin embargo, hay unicidad en ley ya que (X, X), fo (Sgn (X ))st =t para todo t > 0,
es decir, cualquier solucién es una martingala contlnua cuadrado integrable con variacion
cuadratica igual a t. Por lo cual es un movimiento Browniano (teorema de caracterizacién
de Lévy) y por tanto su ley siempre es la misma.

Ahora veremos que no hay unicidad trayectorial para esta ecuacién. Sea (Bi);>p un
Fi-movimiento Browniano, entonces el par (X, W;) := (B, f(f sgn(Bs) dBs) es solucién de
(1.4) pues

t t
Xt:Bt:/ XdeS:/ (sen(Bs))*dBs, t>0.
0 0

Ahora sea (X, Bt)i>0 una solucién (por ejemplo la que acabamos de presentar) deb1do
a que fo (Xs = 0)dBs = 0 para todo t > 0, pues E( fo s = 0)dBs) fo =
0) ds = 0, entonces

¢ ¢ ¢ ¢
-X; = —/ sgn(Xs) dBs = / —sgn(Xg) dBs — 2/ 1(Xs =0)dBs = / sgn(—Xs) dBs,
0 0 0 0

para todo ¢ > 0. Es decir, (—X¢, Bt)¢>0 también seria una solucidn.
Miés atn, si 79 = inf {t > 6 : X; = 0} y definimos X fo (1 <s) —1(mp > s)dXs
se verifica que (X[”, By)¢>0 también es solucién (1.4). Esto pues

t t
X =x, = / sgn(X,) dB, = / sgn(X®)dB,, t<,
0 0
y también se satisfacen la siguientes igualdades

t
x® _ x© = / L(ry < 5) = U(mp > 8) dX, = = X; + X, t> T,

To
To

t t t
:—/ sgn(Xs)dBS:/ sgn(—Xs)dBS:/ sgn(Xs(e)) dBs, t> 1.

T 0 To

Por lo que (X", By)i>0 también es solucién (1.4).
Ahora probaremos que no hay unicidad trayectorial. Al aplicar la la férmula de Tanaka
a la ecuacién diferencial estocastica (1.4) obtenemos

t
| X4 :/ sgn(X,) dX, + LY(X), t>0,
0

1 t
en donde LY(X) = P — lim / 1(|Xs| <€) ds, entonces
0

e—0 2¢

1 t
Bt:\xt\_m%/o 1(X,| < 2)ds, >0,
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Por esta ultima igualdad, (Bt):>0 es adaptado a la filtracién (7LX| ) > Y& que si 0 <

s < t entonces 1(|X;| < €) es le‘—progresivamente medible, de donde (por el teorema

de Tonelli) se sigue que también lo es HH(I) o fg 1(|Xs| < €) ds. Es decir, B; es igual (casi
E—

X . :
seguramente) a un proceso Ft‘ |—medlble, entonces podemos concluir que:

FEcFN 1>

. ., , —B
Si (X¢, Bt)e>0 fuese una solucién fuerte, tendriamos que X; es adaptado a F, con lo cual
también se tendria que

=X _ =B
ft g ]:t bl t Z 07
=X - =X
= ‘Ft g f1|‘/ ‘7 t Z 07
. —IX| =X . —=X| =X
Y como también sucede que F; ' C F, , entonces se obtendria F; = F, lo cual no es
cierto pues (X¢)¢>0 es un movimiento Browniano.

Ahora veremos qué pasa al elevar al cuadrado la ecuacién de Tanaka. Esta serd la
primera vez que aparezca esta ecuacién que es un caso particular de las ecuaciones que
estudiaremos mas adelante.

Ejemplo 1.3.5. (Ecuacion del proceso de Bessel cuadrado) Al aplicar la féormula de It
para f(r) = 2 a la ecuacién de Tanaka (1.4) obtenemos

t ¢ t
X} = 2/ XsdXs +/ sgn?(X,) ds = t+2/ | Xs|dBs, t>0.
0 0 0
Haciendo el cambio de variablde X? = Y}, la ecuacién anterior la podemos reescribir como

t
Yt—t+2/ V¥ dB,, t>0. (1.5)
0

Es decir que (Bf, f(f sgn(Bs)st> es solucién de (1.5), en efecto podemos comprobar

t>0
que
t t
t—|—2/ \/\Yf|st:t+2/ |B,| - sgn(B,) dBs, t>0,
0 0
t B? —t
:t+2/ BSdBS:t+2< f2 > t>0,
0
=B =Y, t>0.

Por lo demostrado anteriormente, podemos concluir que (By):>0 no es adaptado a la fil-
tracién candnica completada del proceso ( fg sgn(BS)dBS) >0+ Sin embargo, sucede que
(B2)>0 sf 1o es, como lo veremos a continuacién, para ello necesitaremos el siguiente lema

de Skorokhod el cual lo tomamos de [9].

Lema 1.3.1. (Skorokhod) Sea y una funcién continua real valuada con dominio [0, co) tal
que y(0) > 0. Entonces existe un tnico par (z,a) de funciones con dominio [0, 00) tales
que

1. Se satisface z = y + a.
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2. La funcion z es positiva definida.

3. La funcién a es creciente, continua, se anula en cero y fo s)da(s) = 0 para todo
t>0.

Més atin la funcién a esta dada por a(t) = sups<; {—¥(s) V 0}, para todo ¢ > 0.

Demostracion. Notemos que si ¢ es un punto de crecimiento de la funcién a, entonces
a(t) = —y(t), pues de 10 contrarlo si a(t) —y( ) con s < t, entonces a(s) = —y(s),
por lo cual fg a(s)d fo s)da(s) = fo s) da(s) = 0; es facil comprobar que
a definida de esta manera cumple todo 10 demas. Ahora supongamos que existe otro par
(2,a) ya que z—Z = a—a es diferencia de dos funciones crecientes entonces es de variacién
acotada y utilizando la formula de integracién por partes y 3 obtenemos que:

z—3)?2 = tzs—is a(s) —a(s)) = — tés a(s) — tzs a(s
0 (=52 =2 [ +(s) = 25) dlals) ~(s)) = =2 | Z(a)dale) ~2 [ s(dis) <0,
de donde deducimos la unicidad. [

La relevancia de este lema es que es aplicable a la férmula de Tanaka (véase el ejemplo
1.3.1)

¢ t
| By | :/ sgn(Bs) dBs + LY(B), t>0, donde LY(B):= P — lim 1/ 1 B,|<e} ds.

0 e—0 2¢ 0

Tomando 2(t) := | By|, y(t) := i sgn(Bs) dBs y a(t) := LY(B). Claramente t — LY(B) es

creciente, continuo y se anula en 0. Sin embargo, probar que el tiempo local satisface la

ultima propiedad del inciso 3 va més alla de lo desarrollado en este trabajo pero se puede

consultar la prueba de esto en [22].

Al aplicar el lema de Skorokhod al tiempo local se obtiene que

t
L%B%=wp{—/n%MBQﬂ%},t20,
0

s<t
1 i By o= [ dB lo visto en el ejemplo ant tonces Fy | = F)
con lo que si B := fo sgn(Bs)dBs y por lo visto en el ejemplo anterior entonces ¢
., =B?
y como también F, = 7|5 l, entonces tenemos que la soluciéon a esta ecuacion es fuerte.

Otra manera de encontrar soluciones dado un movimiento Browniano (W;)¢>0 es definir
2
Ty = (Wt + Supg<; {—Ws}) , entonces

/‘vfdw/ ./ <W’+sup{ M/}>

u<s

—t
= +/ sup {—W,} dW;
2 0

u<s
W2 —t t
=t + Wy -sup{— W}+ —Ws dsup {—W,}
2 s<t u<s
Wt2 —t t
= + Wy -sup {—Ws} + sup{ W, } dsup{ Wy}
2 s<t 0 u<ls
W2 ¢ Supg<; {—Ws
=t + Wi -sup {—Ws} + ( Poci { })
2 s<t 2
 Zi—t

2
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El siguiente ejemplo es bastante artificial. Su importancia esta en que esta ecuacion tiene
soluciones débiles y fuertes. Ademéds no hay unicidad en ley ni unicidad trayectorial.

Ejemplo 1.3.6. (Coeficiente 0 = 1(z # 0)) En la siguiente ecuacién sucede que no hay
unicidad trayectorial y tampoco hay unicidad en ley;

t
th/ 1(X, #0) dBs, t>0.
0

Esto ya que, si (B:)i>0 es un movimiento Browniano, tanto (By, Bt)i>0 como (0, Bt)i>o
son soluciones. Ahora estas dos soluciones son fuertes, pero se puede construir una que no
lo sea. Sea & una variable aleatoria independiente de (B:):>o tal que P(§ = 1) = P(¢§ =
—1) = 1/2. Definimos el proceso (X;)i>0 como X; := 1¢_;} B; para todo ¢t > 0, entonces

(Xt, Bt)t>0 es una solucién donde X; no es adaptado a .TtB.

Otro ejemplo donde también sucede esto, pero donde los coeficientes de la ecuacién dife-
rencial estocdstica son continuos es el siguiente

Ejemplo 1.3.7. (It & Watanabe) La siguiente ecuacién diferencial estocéstica

t t
X, :3/ VX, ds+3/ /X2 dB,, t>0,
0 0

tiene una cantidad no numerable de soluciones de la forma

o 0 s 0<t<m,
Xy (w) =
Bj(w) si 79 <t< oo,

en donde 0 < 6 < oo y Ty(w) := Inf{s >0 : Bs(w) =0} esto se puede ver utilizando
la férmula de Itd con la funcién f(z) = 3 aplicada a By, con la cual se obtiene B} =
3f0t B, ds + ng B2 dBs, por lo cual B} = 3f:9 By ds + Sthg B? dBg, es decir,

t t
x® = 3/ VX9 ds + 3/ V(xX24B,, t>1
To To

si t < 71y, sucede que Xt(e) = 0 entonces

t t
X0 =3 [ {x0 ass [ o2 an, i<n
0 0

por lo que no hay unicidad en ley ni en trayectorias. Claramente estas soluciones son fuertes
y utilizando el mismo método que en el ejemplo anterior podemos construir soluciones
débiles.

1.4. Teoremas sobre Existencia y Unicidad de Soluciones.

En esta seccién presentamos el teorema de existencia y unicidad de It6 y los teoremas de
unicidad de Yamada & Watanabe de los cuales inicamente damos la demostracion de uno
de ellos.
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1.4.1. Teorema de Existencia y Unicidad de Ito.

Teorema 1.4.1. (Ezistencia y unicidad, Ito) Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad,
(Bt)t>0 un movimiento Browniano. Si los coeficientes b(t, z) y o(t,x) de la ecuacion (1.3)
satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existe una constante L > 0 tal que para todo t > 0;

|b(t’$) - b(tay)|2 + |U(t’$) - O-(ta y)|2 < L|1‘ - y|27 T,y € R7

2. FExiste K > 0 tal que para todo t > 0 se tiene:

b(t,2)]* +lo(t,2) < K(1+[2%), zeR.

Entonces existe un proceso (X¢)i>0 que es solucion fuerte de (1.3).

Ahora, existen condiciones suficientes sobre los coeficientes (o,b) de la ecuacién (1) que
garantizan unicidad trayectorial. El primer teorema necesita que los coeficientes sean deri-
vables y que su derivada este localmente acotada o lo que es lo mismo que los coeficientes
sean localmente Lipschitz, el teorema es el siguiente:

Teorema 1.4.2. Supdngase que los coeficientes b(t,x) y o(t,x) son localmente Lipschitz,
es decir, para cada entero n > 1 existe K,, > 0 tal que para todo t > 0, |z| <n y |y| < n:

b(t, 2) = b(t,y)| + |o(t, x) —o(t,y)| < Knlz —yl,
y ademds se satisface la condicion de crecimiento:
b(t,2)]” +|o(t,x))* < L(1+[z*), = €R,
Entonces hay unicidad trayectorial para la ecuacion (1.3) y existe una solucion débil.

Demostracion. Sean (X, By)i>o, (j(t~7 Bi)i>0 dos soluciones para la ecuacién (1.3), S, el
primer momento en que (X¢):>0 y (Xt)t>0 dejan la bola B(0,n) para cualquier n € N. Al
restar las ecuaciones que satisfacen estos procesos obtenemos

B tASn 5 tASn -
X5 — X5 = / b(s, X5) — b(s, X5n)ds +/ o(s, X)) —o(s, X5")dB,, t>0.
0 0

Aplicamos la férmula de Ité con la funcién f(x) = 2
B tASn . -
(e = X =2 [ 00— X (0l X5 — b(s, X)) s
0

tASn ~ _
+ 2/ (X5 — XIm)(o(s, X5™) — o(s, X)) dBs
0
tASh ~ )
+ / (o(5, X57) — o (s, X5%)2 ds,
0

para todo t > 0. Al tomar la esperanza de ambos lados de la igualdad y utilizar la condicién
local de Lipchitz de los coeficientes

2 t -
] <c, [E UXS - X5
0

~ 2
E UXE — X5 ] ds, t>0,
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donde C,, := 3 - K2. Finalmente por la desigualdad de Gronwall se concluye que

E Uan — X

2
]:Q t>0,

para todo n € N. Claramente, de la continuidad de los procesos (XtS")tzo y (thn)tzo te-
nemos que son indistinguibles, por lo que los procesos (X¢)¢>0 y (X¢)+>0 son indistinguibles.

(Ezistencia) Definamos el conjunto de funciones gy : R — R, donde para todo = € R:

1 si lz| < N
gy(z) =49 N+1—|z| si N <lz|<N+1
0 siN+1< |z

Definimos bV (s, z) := gn(x) - b(s,z) y o™V (s, 2) := gn(x) - 0(s, ), notemos que para todo
x € R excepto para un conjunto N de medida de Lebesgue cero se tiene:

d
7bN(Sa:L‘) :gg\/(‘r)b(svl‘)+9N($)b/(sax) < sup {|b(5,l‘)|}+KN+1, VS R\N7
dx [0,7]x [N,N+1]

de esto se sigue que bV (s,z) es Lipchitz continua en la variable z, es decir, satisface la
condicion 1 del Teorema 1.4.1. Lo mismo sucede con o. Ademads, claramente:

BV (s,0)? + o™ (5,2) 2 < [b(s, )| + lo(s,2)> < L(L + |e?), z € R.

Es decir, que la ecuacién diferencial estocastica con coeficientes b (s, x), o™ (s, ) tiene
una tinica solucién, digamos que es (X7¥);>0 el proceso que satisface:

t t
XgV:X0+/ bN(s,XéV)ds+/ o (s, XN)dB,, tel0,T],
0 0

para algin movimiento Browniano (Bi):>0. Después de tomar valor absoluto, utilizar la
desigualdad del tridangulo y tomar el supremo tenemos:
} P—c.s.

Después de elevar al cuadrado, de utilizar las desigualdades de Jensen, Cauchy-Schwarz y
la de Doob (E[supejo 7] [Mi[F] < (p/(1 — p))PE[|Mr[F]) para p = 2 tenemos que

(/ TaN<s,X£V>dBS)2

y al utilizar la condicién de crecimiento obtenemos que podemos encontrar un L; > 0, que
depende de T', Xy, L (pero no de N) de tal forma que:

t
/ o (s,XN)dB,
0

T
sup {|XtNr}srXor+/ 169 (s, X[ ds + sup {
te[0,7) 0 t€[0,7]

T
E| sup {‘XtN|2}} <3 <X§+T/ E[\bN(s,Xév)\Q} ds + 4E
t€(0,T] 0

T
=] g (1] < 1 (3 + [ 2] s ).

te[0,T) u€l0,s]

Por la desigualdad de Gronwall tenemos que

E| sw {|X7}| < X3 Liexp(T- L1},
te€[0,7
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A esta nueva constante la nombraremos Lo := Ly exp{T' L1}, por la desigualdad de Markov
tenemos entonces:

X2 Ly

ol C >0.

P| sup {|X]'P} > €] <
te[0,7]

Después de tomar el supremo sobre N y hacer tender C' — oo, llegamos a lo siguiente:

hm supIF’[ sup {\XN] }>C’} = 0.
C—oo N tG[

Podemos tomar una sucesion de enteros crecientes de tal forma que P [ supte[O’T]{|XtN 12} >

1
Nk} < 2 para toda N > Nj. Ahora notemos que si N’ > N y las dos soluciones son tales
que SupP;e[o, 7] XN < Ny SUDye0,7] |IXN'| < N, entonces X} es indistinguible de X}V

Entonces

P| sup {IX/ = x|} > 0] <P| sw (X} > N|+P| sw (X} >N|, N> N,
te[0,T] t€[0,T te[0,T]

aplicando estas desigualdades a la nuestra sucesion {Nj}7° ,, obtenemos

P| sup {1x;% — X[} > 0] <P sup {13} > Ne| +P| sup {IX[]} > Ny
te[0,T] t€[0,T te[0,T]

1 1 2
SR TET

Por el lema de Borel Cantelli, tendriamos que existe M € N, de tal forma que:

k e N.

]P’[ sup {|XM — XM} = o}, k> M,
te[0,7)

en efecto, sustituyendo en la primera ecuacion y si ademads k > M, observamos que:
t ¢
XtM:Xo—l—/ ka(s,Xy)ds+/ oNe(s,XMydB, te€0,T],
0 0

es posible ver gracias a la condicién de crecimiento que o™V* (s, XM) converge en probabi-
lidad a o(s, X 5\4 ) y ésta ademads estd acotada uniformemente, por lo que después de tomar
el limite se puede concluir. |

Que los coeficientes o(x) y b(x) de una ecuacién diferencial estocdstica sean continuos
no es suficiente para garantizar que hay unicidad trayectorial. Esto lo hace notar el Ejem-
plo 1.3.7. Yamada y Watanabe encontraron que imponiendo ciertas condiciones sobre el
modulo de continuidad de cada uno de los coeficientes involucrados en la ecuacién se puede
garantizar que hay unicidad trayectorial.

1.4.2. Teoremas de Yamada & Watanabe.

En su trabajo [21] Yamada y Watanabe mencionan que una vez que Skorokhod [19] obtie-
ne condiciones bastante fuertes para la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales
estocdsticas, entonces cobré importancia determinar cuando hay unicidad, por ello dis-
tinguen entre la unicidad trayectorial y la unicidad en ley. Demuestran que bajo ciertas
condiciones sobre el modulo de continuidad de los coeficientes es posible asegurar que hay
unicidad trayectorial y que ésta es mas fuerte que la unicidad en ley. Precisaremos estos
resultados més adelante.
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Teorema 1.4.3. (Yamada y Watanabe) Supdngase que los coeficientes de la ecuacion
(1.3) satisfacen:

1. Eziste una constante K > 0 tal que para todo t > 0:
b(t,z) —b(t,y)| < K|z —y|, =zyek

2. Eziste una funcion p : [0,00) — [0,00) estrictamente creciente con p(0) = 0 tal que
para todo t > 0:
|O'(t,l‘)—0'(t,y)| SI()(|x_y|)a l’,yER,

¢ du
y/ —— = 00 para todo € > 0.
p*(u)

Entonces hay unicidad trayectorial para la ecuacion (1.3).

La idea de la prueba es la misma que la del Teorema 1.4.2, obtener la desigualdad de
Gronwall con la funcién a(t) := E[|X; — X;|?] para concluir que E[|X; — X¢|?] = 0. Se
procedera de la misma manera, es decir, se tratard de obtener la desigualdad de Gronwall
pero con la funcién B(t) := E[|X; — X;|]. La dificultad de esto proviene de que la funcién
f(x) = |z| no es C?, por lo que no es posible aplicar la férmula de It6 directamente a esa
diferencia para poder obtener una ecuacién integral y después llegar a la desigualdad de
Gronwall. En general el que no podamos aplicar la férmula de It6 por no ser la funcién
que se quiere utilizar de clase C2, es un problema frecuente con el que nos encontraremos
en el presente texto. La manera en que se puede solucionar esto es encontrar una sucesion
de funciones 1, (x) que sean C? aproximen a la funcién.

Demostracion. Dadas las condiciones impuesta al médulo de continuidad de o(t,x), es
posible encontrar una sucesién decreciente {a,} C (0,1] tal que ap = 1, a,, = 0 y que
faan"’l p~2(u)du = n, para todo n > 1. También es posible encontrar para cada n > 1 una

funcién p,, continua en R tal que: tenga soporte en (an,an—1), 0 < pu(z) < 2/(np?(z))
para x > 0y que f "' pp(x)dx = 1. Definimos cada funcién del conjunto {¢,,(z) : n > 1}

como
lz|  ry
:/ / pn(u) du dy, n>1.
0o Jo
Entonces 1, satisface:

1. ¥u(z) : R — RT U {0} es de clase C2.

2. Yp(x) T |2| , ya que fa" " pn(z)dx = 1 entonces claramente se tiene i, (x) < |z|,
también ya que pp41(u) > pn( ) = 0 para u € [0,ay,] con lo cual [ ppi1(u )du >
fO pn(u)du = 0 si y € [0,a,] y finalmente ya que 1 = fo Pn+1(uw)du > fO pn(u)du
para y > a, se puede concluir que v, es mondtona creciente, pero entonces ya
que fo pn(u)du T 1 para cada y > 0, nuevamente por el teorema de convergencia
monétona se puede concluir.

3. |l ()] <1, lo cual es claro ya que ¥, (z) = sgn(z) O'“T‘ pn(u)du.
4. 0 <y (x)p?(z) < 2/n, esto ya que ¢y (x) = p(@).

Esta 1iltima observacion es la que hace especial a la familia de funciones 1, procediendo
de la misma manera que en el teorema anterior tenemos que

tASh _ tASh -
X5 — X = / b(s, X5) —b(s, X5n)ds +/ o(s, X5") —o(s,X5") dBs, t>0,
0 0

Adoptaremos la siguiente notacién:
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1. AX; = X — X,
2. b(AX;) == b(t, X)) — b(t, X°),
3. o(AXy) = o(t, X ") —o(t, X7") |
4. t, :=tAS,.
y al aplicar la férmula de It6 para la funcién v, se tiene que

tn
VYn (AX:) = ; l/J (AXy) b(AXy) ds + ¢ (AX:)b (AXt)st-l-;/O Un(AX1)o(AX;)? ds

tomando la esperanza y aplicando Fubini tenemos que:

Bl (AX0) = [ B[ (AX0)HAX) [ ds+ 5 [T EIAX)o(AX)? ] ds

De las hipotesis sobre el médulo de continuidad sobre los coeficientes, las desigualdades 3
y 4 que se obtuvieron sobre ¥/, y ¢! y y de que t, <t se llega a que

t
t
E(un (AX)) <K [ B(AX[)ds+ 1, t20
0
Al hacer n — oo finalmente se obtiene que
~ t ~
EHXt — Xt” S K/ EHXt — XtH dS, t Z 0.
0

Por el lema de Gronwall se puede concluir que uno es modificacién del otro y de que (X¢)¢>0
y (X¢)e>0 tienen trayectorias continuas se puede concluir que son indistinguibles. |

Ejemplo 1.4.1. El Teorema 1.4.2 nos asegura que hay unicidad trayectorial para la ecua-
cién:

t
Xt:/ 1X,|*dB,, t>0, (1.6)
0

para o > 1, debido a que la condicién que o(z) := |z|* sea localmente Lipchitz es equiva-
lente a que o(x) sea derivable excepto para conjunto de medida de Lebesgue cero y que su
derivada sea localmente acotada. Esto tltimo se comprueba pues |o’(z)| < a|z|*~!, con lo
que o’(x) es localmente acotada, es decir, ya que |o’(z)| < a|n|*Lsi|z| <ny a > 1, se
obtienen las siguientes desigualdades:

||z = [y|*] = |o(2) - o(y)| < / ] |0'(s)|ds < aln|* Mz —yl, |zl ]yl <n.
@y

Con lo anterior podemos asegurar que hay unicidad trayectorial para la ecuacién (1.6),

por lo tanto toda solucién es la constante 0. Sin embargo, este argumento no funciona

para a < 1, aun asi es cierto que si 1 > a > 1/2, entonces hay unicidad trayectorial para

la ecuacién 1.6. Esto se puede comprobar por el Teorema 1.4.3, ya que si p(z) := x“ es

concava, entonces

Hx|a_’y‘a‘§’x_y’a7 $7y€R7 046[1/2,1},

y ademds [;(1/z)**dz > [, Ine /xdxr = 0o, es decir, se cumplen las hipStesis del Teorema
de Yamada-Watanabe y por lo tanto hay unicidad trayectorial y toda soluciéon vuelve a
ser la constante 0.
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La ecuacién de Tanaka (vedse el Ejemplo 1.3.4) muestra que aun cuando hay unici-
dad en ley para una ecuacién diferencial estocastica, esto no asegura que exista unicidad
trayectorial. Sin embargo, el reciproco es cierto: si hay unicidad trayectorial entonces hay

unicidad en ley. Esto es lo que es lo que afirma el siguente teorema de Yamada-Watanabe
[21].

Teorema 1.4.4. (Yamada & Watanabe) Si hay unicidad trayectorial para la ecuacion
(1.3) entonces:

1. Hay unicidad en ley para la ecuacion (1.3).

2. Para toda solucion (X¢, By)i>o existe ¥
¥ : (C(R+,R), B(C(R+,R))) — (C(Ry,R), B(C(R4, R)))
medible tal que X (w) = ¥(B(w)) c.s. En particular toda solucion es solucion fuerte.

La idea de la demostracion del teorema anterior consiste en que dadas dos soluciones
(Xt, Bt)t>0 v (Xt, Bt)t>0 en dos espacios de probabilidad distintos, se puede construir una
medida de probabilidad @ en el espacio (W x W x W, B(W)@B(W)®@B(W)) de tal manera

que al definir los procesos estocasticos coordenados (wt(i)) i~ o barat =1,2,3 (con regla de
correspondencia dada por wf) (v) = vi(t) donde v := (v1,va,v3) € W x W x W) se cumple
d 1 3 > S d 2 3 . s

que (X, Bt)i>0 @ (w,g ),w,g ))tZO v (Xt, Bt)e>0 @ (wt( ), w,g ))tZO por lo que la Proposicién
2.3.2 garantiza que (wt(l),wt?) )e>0Y (wt@),wt(g’))tzo satisfacen la misma ecuacién diferencial
estocastica, por lo que al haber unicidad trayectorial se tiene que (wgl))tzo y (wt@))tzg son
indistinguibles y por lo tanto tienen la misma ley de esto que (X¢)i>0 y (Xt)i>0 sean
equivalentes.

Sin embargo, se necesita de un amplio conocimiento de la teoria de probabilidad para
la construccion de la medida @) del cual no disponemos, por lo cual omitiremos la prueba.



Capitulo 2

Lemas de Doob-Dynkin

Este capitulo tiene como finalidad demostrar el Teorema 2.4.1, que nos da condiciones
necesarias para que ciertos procesos sean soluciones fuertes de ecuaciones diferenciales es-
tocdsticas y es una especie de reciprco del Teorema 1.4.4. Este resultado corresponde al
Teorema 2.1 del articulo de A.S. Cherny [6] y serd fundamental para encontrar soluciones
fuertes en ecuaciones diferenciales estocasticas. Cherny no lo demuestra en detalle en su
articulo y es por eso que se buscé hacer un estudio a partir de otras referencias de manera
que el teorema quede demostrado en mayor detalle.

En la Seccion 2.1, damos la definicién de un espacio de Borel, un isomorfismo de Borel
esto para enunciar el teorema de isomorfismo de Borel, del cual no presentaremos una
demostracién.

En la Seccion 2.2, enunciamos y damos la prueba de los lemas de Doob-Dynkin, asi
como su generalizacién en espacios de Borel.

En la Seccién 2.3, presentamos algunos resultados sobre convergencia en probabilidad
y distribucién con lo que probamos un resultado auxiliar concerniente a la distribucién de
la integral estocéstica.

En la Seccion 2.4, se hace uso de los resultados desarollados en las secciones anteriores
para finalmente prensentar la prueba del Teorema 2.4.1.

En la Seccion 2.5, damos algunos ejemplos de la funcién medible que se obtiene del
teorema de Doob-Dynkin para procesos estocéasticos en donde los procesos son soluciones
fuertes de ecuaciones diferencial es estocdsticas (E.D.E.).

2.1. Espacios de Borel

Recordemos que la o-dlgebra de Borel en R estd definida como B(R) := o({(a,b) :
a,b € R}). Ahora, si Tr es la topologia usual para el conjunto de los reales, debido a que
a esta topologia es seqgundo numerable (existe una base numerable para esta topologia)
es posible probar que B(R) = o(7r). En analogia a lo anterior, para cualquier espacio
topolégico (E,Tg) su o-élgebra de Borel es la o-algebra generada por la topologia Tg y
se denota por Bg := 0(7g). De esta manera, al par (F, Bg) se le conoce como espacio de
Borel y alos elementos de esta o-algebra los llamaremos conjuntos de Borel o simplemente
Borelianos.

Asi por ejemplo, un espacio de particular interés es (C’(R+,R),B(C (R+,R))), donde
B(C(R4,R)) es la o-dlgebra inducida por B(RI%>)), es decir B(C(R4,R)) := C(RT,R) N
B(R[O’OO)). Por otro lado, el espacio C'(R4,R) dotado con la topologia T4 generada por la
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métrica

a9 =3 PO con dy(a,9) 1= minfsupgcendle(t) — y(0l1 1)
n=1

es completo y separable. Ademds, la o-dlgebra de Borel del espacio (C(R™,R), 73) coincide
con la o-4lgebra anterior, es decir, que B(C(RT,R)) = Bo®+ Rr)-

En general, si tenemos dos espacios medibles digamos &€ = (E,Bg) y D = (D, Bp),
nos interesa saber cuando en “esencia”’ estamos hablando del mismo espacio, por lo que
viene natural la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1. (Isomorfismo de Borel) Sean £ = (E,Bg) y D = (D, Bp) espacios de
Borel. Se dice que f : E — D es un isomorfismo de Borel si f es biyectiva, f es Bg/Bp
medible y f~! es Bp/Bg medible.

Por ejemplo, si I := (—7/2,7/2), £ := (II,By) y D := (R,B(R)), la funcién tan :
II — R es un isomorfismo de Borel, més aun es un homeomorfismo. También resulta ser
cierto que I = [—~7/2, /2] es isomorfo (en el sentido de Borel) a R. Sin embargo, es bien
sabido que estos dos espacios no son homeomorfos, es decir, en cierto sentido la definicion
de isomorfismo de Borel es menos restrictiva que la de homeomorfismo.

La siguiente definicién es esencial para enunciar el teorema de isomorfismos de Borel.

Definicién 2.1.2. (Espacio estindar de Borel) Se dice que un espacio medible (E, B) es
un espacio de Borel estindar si existe un isomorfismo de Borel entre (E, B) y un espacio
de Borel Polaco.

Observacion. Recordemos que un espacio topolégico es polaco si es metrizable, segundo
numerable y completo.

Es claro que II es un espacio de estandar de Borel, pues es métrico, segundo numerable,
completo e isomorfo a si mismo. A pesar de que el espacio II que con su métrica usual no
es completo, es un espacio estandar de Borel, aunque no con el isomorfismo trivial como
es en el caso de II, sf lo es con el isomorfismo antes mencionado. Una vez establecido estos
conceptos estamos preparados para enunciar el siguiente teorema del cual su demostracion
se puede consultar en [20].

Teorema 2.1.1. (Teorema de isomorfismo de Borel) Sean (E,E) y (D, D) dos espacios
de Borel estandar. Entonces hay un isomorfismo de Borel si y solamente si |E| = |D|
(|A| denota la cardinalidad de A). En particular cualesquiera dos espacios estdndar no-
numerables son isomorfos en el sentido de Borel.

En particular el teorema anterior nos asegura que existe un isomorfismo de Borel entre

los espacios (R, B(R)) y (C(R4+,R),B(C(R4,R))).

2.2. Primeros Lemas de Doob-Dynkin.

Para esta parte nos hemos basado en Optional Learning from Doob-Dynkin Lemma [10]
en donde se dan distintas versiones de los lemas de Doob-Dynkin.

Lema 2.2.1. (Doob-Dynkin, Medible) Sean (£2, F,P) un espacio de probabilidad, X,Y
dos variables aleatorias en él y o(Y') la o-algebra generada por Y. Entonces X es o(Y)-
medible si y solamente si existe una funcién medible, ¢ : (R, B(R)) — (R, B(R)) tal que
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X(w) = ¢(Y(w)), es decir, el siguiente diagrama conmuta

(@, TY)) —— (R B(R))
®BE®)

Demostracion. Si X es de la forma X(w) = 14(w) y es o(Y) medible entonces A =
X~1{1}) = Y=YB) para algtin B € B(R), es decir, X(w) = 15(Y(w)) = ¢(Y (w)) en
donde ¢(z) := 1p(x), asi se puede extender esto para X simple, luego positiva y después
para cualquier variable aleatoria. El reciproco es inmediato. |

Lema 2.2.2. (Doob-Dynkin, Esperanza condicional) Sea (€2, F,P) un espacio de probabi-
lidad, X una variable aleatoria no negativa e integrable, Y : Q — (E, &) y & = Y 1(&)
la o-dlgebra generada por Y. Entonces existe una funcién medible, ¢ : (E, &) — (R, B(R))
tal que E[X|Ey](w) = ¢(Y (w)), es decir, el siguiente diagrama conmuta

(&) ——= (E,€)

E[Xng]l y /¢

/

(R, B(R)) *

Demostracidén. Por el teorema de Radon-Nikodym existe ¢ tal que f(YeA) XdP = [, o(y)Py (dy)
para todo A Borel-medible, luego por el teorema general de cambio de variable se tiene
que f(YeA) X P(dw) = f(YeA) #(Y)P(dw), por lo cual se tiene que E[X|Ey] = ¢(Y).

|

Lema 2.2.3. (Doob-Dynkin, casi seqguramente) Sean (£, F,P) un espacio de probabilidad,
X:0 = (BE,),Y :Q — (D,D)y Dy := Y D). Si X(Q) estd contenido en un
espacio estdndar de Borel y X es Dy /E-medible, entonces existe una funcién medible
¢ : (D,D) — (E,€) tal que X(w) = ¢(Y (w)) P-casi seguramente, es decir, el siguiente
diagrama conmuta casi seguramente

(2, Dy) (D, D)
Xl ) /;
(B,&)*

Demostracion. Por el teorema de isomorfismo de Borel sabemos que existe un isomorfismo
¢ : (E,E) — (R,B(R)), al aplicar el teorema anterior a ®(X) : (2,Dy) — (R, B(R)),
obtenemos que ®(X) = E[®(X)|Ey] = #(Y) con lo cual X = &~ 1(¢(Y)). En forma de
diagramas se ve de la siguiente manera

(Q,DY) - (D,D)
/
Xl L7
®(X)=E[®(X)|Dy] (E,€) /
o
e ,
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Lema 2.2.4. (Completacion) Sea (£, F,P) un espacio de probabilidad, G C F una sub-
o-algebra, entonces
G={ACQ:(3B€G)AABeN}

en donde A son los conjuntos P-nulos con respecto de F, es decir, N :={N CQ:(3IF €
F,P(F)=0) N C F}.

Demostracion. Llamemos G* :== {A C Q : (3B € F) AAB € N} ysea A € G*,
dado que A\B, B\A C A A B, se sigue que A\B, B\A € N' C (G UN), con lo que
AUB = BU (A\B) € c(GUN) y finalmente A = (AU B)\(B\A) € 0c(GUN) = G.
Es decir G* C G. Claramente G, N' C G*, verificar que G* es una o-algebra se vuelve un
ejercicio de rutina y lo omitiremos. Con ello se obtiene que o(G UN) C G*. [

Proposicién 2.2.1. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, G C F una sub-o-dlgebra
y (E,€) un espacio de Borel estdandar. Entonces X : (,G) — (E,€) es medible si y
solamente si existe X : (2,G) — (E, &) medible tal que se satisface que X = X P-casi
seguramente.

Demostracién. Empezaremos suponiendo que (E,€) = ([0,1], B[0,1]) y ademds X = 1 4.
Al tomar B como en el Lema 2.2.4 definimos X := 15, entonces E[(X — X)?] = E[(14 —
15)?] = E[lzap] = P[AAB] = 0. Ahora, si X es G/B[0, 1] medible, sabemos que existe una
sucesién (X, )n>0 que también es G/B[0, 1] medible de funciones simples, tal que 0 < X, 1
X y por lo demostrado anteriormente se puede obtener un sucesién (X, )n>0 satisfaciendo
Xn(w) = X,(w) para todo w € €, con P[Q2,] = 1. Con lo que finalmente, tomando
X := limsup,, X,,, entonces se verifican las siguientes igualdades X (w) = lim sup,, X,,(w) =
lim,, X (w) = X (w) para todo w € |J,, Q. Asimismo se cumple P[|J, ©,] = 1. Por tltimo,
sean (E,€) un espacio de Borel estdndar y X una funcién G/€ medible. Es vélido aplicar
el teorema de isomorfismo de Borel con lo que obtenemos X o ® una funcién G/B[0,1]
medible. Por el resultado anterior existe ¢ siendo G/B[0,1] medible tal que X o ® = ¢

P-casi seguramente, de esta manera X := ® ! o £ = X P-casi seguramente. |

2.3. Convergencia en probabilidad y distribucion

Dado (€2, F,P) un espacio de probabilidad y (F, &) un espacio de Borel, una funcion
aleatoria X : @ — E es una funcién F/E-medible. A continuacién diremos cudndo una
sucesion de funciones aleatorias {X,, : n € N} converge en probababilidad y en distribucion
a otra funcién aleatoria X. Un estudio detallado sobre estos tipos de convergencia se puede
encontrar en [2]. Sin embargo, para los fines de este trabajo nos es suficiente el hecho que
la convergencia en probabilidad implica la convergencia en distribucién y que los limites
de estas convergencias son Unicos.

Definicién 2.3.1. (Convergencia en probabilidad) Sean X, (X, )n>0 funciones aleatorias
de X : Q — (E,&), donde (E, &) es un espacio de Borel con métrica p. Decimos que X,

converge a X en probabilidad y lo denotamos por X, B X s

lim Pp(X,, X) >l =0, &>0.

n—oo

Observacion. En principio no es obvio que esta definicion sea independiente de la eleccién
de la métrica p y que uinicamente dependa de la topologia de E. Aun asi esta afirmacién
es cierta esto se puede consultar [11].



2.3. CONVERGENCIA EN PROBABILIDAD Y DISTRIBUCION 43

Definicién 2.3.2. (Convergencia débil) Sean p, i1, pi2, - - - medidas en probabilidad en un
espacio de Borel (E, ). Decimos que p, converge débilmente a p si

lfim f ) pin (dz) = /f w(dz), feCE),

n—oo

donde C*(E) := {f : (E,Tg) — R| f es continuay acotada}. Y lo denotamos por i, = j.

Definicién 2.3.3. (Convergencia en distribucion) Sean X, (X,)n>0 funciones aleatorias
de Qa (E,E), donde (E, &) es un espacio de Borel. Decimos que X,, converge en distribu-

cton a X y lo denotamos por X, 4 X s
L(X,) = L(X), (2.1)
donde L(X,) es la ley de probabilidad inducida por X,, y andlogamente con X.

Observacion. Por el teorema de cambio de variable la condicién (2.1) de la definicién
anterior es simplemente que

lim E[f(X,)] — E[f(X)], feCE).

n—oo

Las medidas en un espacio de métrico (F, p) quedan unicamente determinadas por las
integrales de las funciones en Cb( ), en el sentido de que si P y@ son dos medidas de
probabilidad tales que [ f i f(w)dP(dw) = [uf 5 f(w)dQ(dw) para toda funcién f € Ct(E),
entonces P = ) (para la demostra(non de este resultado puede consultarse [2]). Si tenemos
que fip a, 1by fip, a4, 1y ademas py, = fin, entonces u = 1. Nos serd de utilidad el siguiente
resultado.

Proposicién 2.3.1. (Convergencia en probabilidad y distribucion) Sean X, X1, Xo, - -
funciones aleatorias en un espacio de Borel (E,7Tg) con métrica p. Entonces X, I x

implica que X, NS'S

La siguiente proposicién, la cual se encuentra en [22], serd de suma utilidad para probar
el Teorema 2.4.1, que como mencionamos es uno de los resultados principales del presente
trabajo.

Proposicién 2.3.2. Sean (Bi)i>0 y (Et)tzo movimientos Brownianos definidos en espa-
cios de probabilidad filtrados (€2, F, (F¢)t>0,P) vy (Q, F, (ft)tzg,f”) respectivamente. Sean
(Xt)es0 y (Xt)tZO dos procesos, definidos en los espacios anteriores respectivamente, que
cumplen las hipotésis de la Definicién 1.2.2 tales que (X¢, Bt)t>0 @ ()Z't, Et)tzo. Entonces,
también se

satisface que ((X . B)t,Xt,Bt) @ (()N( . é)t,)?t,ét)

t>0 t>0"

Demostracion. Empezaremos suponiendo que los integrandos son procesos elementales.
Existe una sucesién {t@-}:-fol ERcon 0=ty <ty <--+ <tyy1, de tal forma que es posible
darles a (X¢)¢>0 y (X¢)t>0 las siguientes representaciones

Zgl t,,tl_H)( ) )}(87&3) = Zgl(&}) ' ]l[ti,ti.ﬂ)(s)’ S Z 0.

Definimos el conjunto de funciones f,, : R2"*3 — R como f,,(zo, - ,Zn,bo, -+ ,bpi1) i=
S o @i(bis1 —b;) que claramente es continua en R*"*3, por lo tanto medible en B(R**+3).
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Sea t > 0, entonces t, < t o existe un tnico k € {1,---,n} de tal forma que t;_; <
t < t; de esta forma Xi(w) = Ean(w) y Xt( ) = kan( ). En particular X;, = & vy
Xy, = &. Definimos los siguientes vectores aleatorios X¢ := (X, Xy, -+, Xy, Xt) ¥

Bt = (Bto, Bt17 s 7Btk—17Bt/\tk)7 entonces

k k

t
feXe,B) =Y Xi, - (Biont — B) = Y & (Bioyne — By,) = / X, dB,
i=0 i=0 0
y de manera andloga:
o k _ _ _ k » _ _ t _
A B) = Y Ko (Brooyna = Br) = & (Broyna — Br) = [ XudB.
i=0 i=0 0

Denotamos a la terna de la integral, 1ntegrand0 e integrador en el tiempo ¢ por X; :=
fo XsdBg, Xt, Bt) y de forma similar X; := fo X dBs, X3, Bt) Ahora consideramos la
funcién F; : R%*+5 — R3 definida con regla de correspondencia Fi(x,x,b) := (fix(x),x,b)
con x € R%+3 que claramente es medible. Si B es un Boreliano de R3 entonces:

P[Xt S B] - ]P)[(X(h te 7Xt7B07”’ 7Bt/\tn7Xtht) S Fﬁl(B)]
]P)[ (X()) e 7Xt7B07 T 7Bt/\tn7Xt7Bt) € Fﬁl(B)]
= P[X, € B],

Mas aun, si 57 < sg < -+ < S, es una sucesion de reales no negativos, definimos
F o (R2EH5)m 5 (R3)™ la funcién definida por F := (Fs,, Fs,, -, Fs, ) (que vuelve a
ser medible), una sucesiéon By, Ba,--- , By, de Borelianos de R3, el conjunto de vectores
aleatorios Y; : Q — R2?**5 (donde k depende de t) como Y; := (X;, By, X¢, B;) v de
manera analoga se define ?t, para t > 0, siendo asi:

P[X81 eBl)"' 7Xsm EBm]:P[(Ysl, ,Ysm)GFil(Bl XBQX...me)
:ﬁ{(?s“'” =?Sm)€F71(Bl XBQX"'XBW)}

—

:@[Xsl € By, X, € B,

Es decir, (X)¢>0 y (§~§)t20 son equivalentes por lo que (X):>0 @ (X)tzg. Ahora, si (X¢)t>0
es acotado, también lo es ()A(;t)tzo. De la definicén dada en el Lema 1.2.1 es claro que
P, X es un proceso elemental con la misma distribucién que Pn)? para todo intervalo
[0,T]. Si sg < 81 < -+ < Sy, es una sucesiéon de reales no negativos, denotemos por
Xg{") = ((PX - B)t,, Xt,,By,) para k € {0,1,--- ,m} de manera andloga se define X () y
X, := ((P,X-B), X, B) de manera similar definimos X,, de lo probado anterior mente estos
dos procesos tienen las mismas distribuciones finito dimensionales. Es posible comprobar
que

<X(0)7X$})a”‘ 7X1(1m)> L (Xsovxsla'” 7X8m)-

Si p es la métrica usual en R*™*+1) |y tomamos que Y, = (X%O),XS), e ,X,(lm)>, 7 =
(Xsps Xgy, -+, X, ) obtenemos que:

m Sk Sk
p(Yp,Z) = Z(/ PnXdBS—/ Xsst>
k=0 /0 0

2
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Del hecho de que Lo — lim, (P, X - B); = (X - B)¢, t > 0 y por la desigualdad de Markov

Sk Sk 2
(/ P, X dBs — / X st>
0 0

lim P[p(Y,,Z) >¢e] =0, &>0.
n—oo

Plp(Yn,Z) > €] <

52
1 m
=32 E
k=0

por lo cual

De manera analoga se puede comprobar que

(RO,ZD, ) L (R, Kapy - Ku), mimel.

n

Por lo demostrado anteriormente para procesos elementales tenemos que:

n n

(X«J) X0 ... ,XW) @ (X%O),XS>,~- 732%’")), m.n € N.

Finalmente, por la unicidad se tiene que:

—

d) [~ ~ ~
(X307X81)”' X ) :) <X307X31,"' 7X5m) .

I Sm

Es decir, las distribuciones finito dimensionales son la mismas. Se procede de manera

analoga utilizando el método de truncacién para procesos no acotados y entonces se obtiene
s

que X @ X, [ |

2.4. Lema de Doob-Dynkin para Procesos Estocasticos

La primera parte del siguiente teorema es un lema de Doob-Dynkin para procesos
estocdsticos, de hecho para su demostracién solo es necesario que el proceso (X;)i>o sea

7B o1
adaptado F, . La segunda parte del teorema es la que es de utilidad para encontrar otras
soluciones fuertes.

Teorema 2.4.1. Sea (Xy, Bt)i>0 una solucion fuerte para (1.3). Entonces:
1. Existe una funcion medible:
v (C(R-f—a R)7 B(C(R+,R))) — (C(R+?R)7 B(C(R-H R)))
tal que X (w) = ¥(B(w)) P-c.s..

2. SZ'NE es un_movimiento Browniano en el espacio de probabilidad filtrado (fz,gﬁgﬁ,]?)
y Z := VY(B), entonces (Zi, Bt)i>0 es una solucion fuerte para (1.3).

Demostracion. Sea (C(RT,R), B(C(RT,R)), W) el espacio de Wiener y (z):>¢ el proceso
coordenado, es decir, z; : C(RT,R) — R donde z:(w) = w(t), Ny M los conjuntos
nulos de W y P en las o-dlgebras B(C(R",R)) y F respectivamente, G := o (zs : s < t),
Gi := 0(GY UN). Primeramente, observemos que B~1(N) C M (si N C A con W(A) = 0,
se sigue que B~Y(N) C B~!(A), entonces P(B~1(A4)) = W(A) = 0, lo cual implica que
B7Y(N) € M). Ahora, notemos que para cada ¢ € Q*, se satisface:

BG) = B (0(U,cq 27 'BR)) ) = 0 (Uyey B (a7 BR)))
C 0 (Usey(@s 0 B)'BR)) = 0 (U, B BR)) = FP
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Al ser (Xt)t>0 solucién fuerte, en particular X, es }" /B(R) medible, por el Lema 2.2.1

existe Xq que es JF, B /B(R) medible con X = X, casi seguramente. Entonces en el siguiente
diagrama todas las funciones son medibles, asf pues, al aplicar el Lema 2.2.1 es posible
completar el diagrama

(2. FP) — (C(R+.R),G))
W
SRR
(R, B(R))
Es decir, )N((w)q = &,(B(w)) y ademés X, = £, (B) P-casi seguramente, definimos
A={zx e CR",R): (37 CR"R))Z, =E&(x)VqgeQt},

SiQyi={we Q: X, (w) =&(Bw)) Vg € Qi}, ya que X tiene trayectorias continuas
sucede que B(ﬂqu+ Qq) C A, por lo tanto Nyeo, 2 € B~ (B(ﬂqEQ+ Q,)) € B71(4)
y entonces 1 = P Q) < PB~ (B(ﬂqu+ Qq))} < P[B71(A)] = W(A). Es decir,
que A € Gp.

q€Q+

Para todo n € N, el proceso \Ifgn) : (C(RY,R),G) — (R, B(R)), definido como

U () := &o(2) oy +Z§k/2n )L gpjon << (k1) )27}

es progresivamente medible. Por lo tanto

Wi(2) = Lzeay - lim sup v (z)

sigue siendo progresivamente medible y continuo para cada t € RT, z € C(RT, B(R™)).
Si G := B(C(Rt,R)) = o(C(R",R) UN), entonces ¥ es G/B(C(R*,R))-medible. Por
la Proposicién 2.2.1 existe @ que es B(C(RT,R)/B(C(R*,R))-medible y tal que ®(x) =
U(z) W- casi seguramente. Con lo que ¥(B(w)) = ®(B(w)) P-c.s, pero ya que también
Xy(w) = &(w) = Vy(w) P-cs. Si g, € Q4 es tal que g, — t € RT entonces Xy(w) =
lim,, X, (w) = lim,, ¥y, = ¥Uy(w) = ®4(w) P-c.s.

La segunda parte del teorema es evidente de la Proposicién 2.3.2 pues (V(B), B) = (X, B)
@ (X,B) = (¥(B),B) por lo que (X - B,X,B) Y (X - B, X, B) entonces

t t
X = X, +/ b(Xs) ds—l—/ o0(Xs)dBs P—c.s.
0 0

si y solamente si

2.5. Algunos Ejemplos

Ejemplo 2.5.1. (Ejemplos de V) En seguida recopilamos la WU que fue posible encontrar
en cada uno de los ejemplos anteriores. En el caso de que no existe unicidad trayectorial
0 no existe dicha funcién o no es tunica.
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Unicidad

Ecuacién Diferencial Estocastica Trayectorial Uy (x)
X, =1+ [ X, dB v exp{z; —t/2}
Y, =a+ [y 5 ds+ B, v a(l— 1) + btz + (1= 1) [ 7255 ds
X; = fot sgn(X;) dBs X No existe
Yi=t+ 2]5 VYs| dBs v (2t + supy i {—ws})?
= [L1(X, # 0)dBy x Ty
X, =3 fo VX ds+3 [} /X2 dB, X 1iry<ty @}

Tabla 2.1: Ejemplos.

En la primera ecuacién diferencia estocastica Xy = 1+ fg X dBs, que se vié en el Ejemplo
1.3.2 tiene una solucién fuerte X; = exp{B; — t/2}. Resulta interesante que la solucién a
tiempo t puede expresarse solamente en términos de del movimiento Browniano al tiempo
t es decir no es necesario conocer el movimiento Browniano en todo el intervalo [0, ). Por
lo que, las conclusiones sobre la funcién ¥ del teorema 2.4.1 para esta ecuacién son menos
restrictivas, es decir, la funcién ¥,(B) mas que ser o(Bs : s < t)-medible simplemente es
o(By)-medible. Por otro lado, un ejemplo donde no sucede esto es en la ecuacion:

t
Yi—tez [ VIVidB., tzo, (2.2)
0

que por el Teorema 1.4.3 hay unicidad trayectorial por lo tanto toda solucion es fuerte. Co-
mo vimos en el Ejemplo 1.3.5 una manera rapida de encontrar soluciones para la ecuacién
anterior es proponer

¢
Y; = Wt, By :/ sgn(Ws) dWs, t>0.
0

A la luz del punto uno del Teorema 2.4.1 sabemos entonces que W2 se puede escribir
en “términos” de fg sgn(Ws) dWs, esto se logré conseguir en el Ejemplo 1.3.5 con ayuda
del Lema de Skorokhod (Lema 1.3.1). Por el inciso dos del Teorema anterior también es

inmediato que
Y; = (W + sup {~W,})?, By =W, t>0,
{s<t}
siempre es solucién para la ecuacién (2.2) para todo movimiento Browniano (W;)¢>o. Es
decir, que a luz de este teorema las tltimas cuentas del Ejemplo 1.3.5 estan de mas. Por
otra parte, ¥;(B) = (By+sup,«;{—Bs})? es en efecto o(Bs : s < t)-medible y no solamente
o(B;)-medible. Més adelante mostraremos que una solucién fuerte para

t
Zt_t-d—i—Q/ JIZidB,, >0,
0

estd dada por

t g (d)

t
B
Zy = B“>2+---+ B(d)z, Bt:/ s dB(1)+'--+/ °_dBY, t>0.
(B:") (B:”) -z P oz P
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Encontrar ¥; de tal forma que

"B B (1)2 @)2
i} =S _ 4B +---+/—dB = (B +.--+ (B , t>0.
t</0 \/Zs ’ 0 \/Zs ’ > ( ! ) ( ! )

parece ser bastante mas complicado por tal razén es importante tener un resultado de
existencia.



Capitulo 3

El Proceso Bessel Cuadrado y el
Proceso de Bessel.

Este capitulo tiene como finalidad presentar a los procesos de Bessel y a los procesos
Bessel Cuadrado, primeramente de dimensioén d entera positiva, para después extender su
definicién por medio de ecuaciones diferenciales estocdsticas a cualquier dimensién § > 0.

En la Seccién 3.1, nos limitamos a dar la definicién de un F;-Movimiento Browniano
d-dimensional, con el fin de construir el proceso Bessel Cuadrado de dimensién d y al
proceso de Bessel d-dimensional.

En la Seccion 3.2, definimos con base en el movimiento Browniano d-dimensional el
proceso Bessel Cuadrado de dimensién d y el proceso de Bessel de dimension d. Probamos
que si d > 1 el proceso Bessel Cuadrado es solucién fuerte de una ecuacion diferencial
estocastica. Por otro lado, probamos que si d > 2 entonces el proceso de Bessel de igual
manera es solucién fuerte de otra ecuacién diferencial estocastica.

En la Seccién 3.3, se generaliza la definicion de proceso Bessel Cuadrado para dimen-
sién § > 0, por medio de una ecuacién diferencial estocastica. Se calcula la densidad para
el proceso Bessel Cuadrado con lo que es posible demostrar que si 6 > 1 entonces el pro-
ceso de Bessel de dimensién § > 1 también satisface una ecuacién diferencial estocastica.
Finalmente, vemos que el proceso de Bessel no es un proceso de It6 para ¢ < 1.

En la Seccién 3.4, presentamos la formula de It6-Tanaka.

3.1. Movimiento Browniano d-Dimensional

Definicién 3.1.1. (Movimiento Browniano d-dimensional) Sea d un entero positivo y
(Wi)t=0 un proceso estocéstico, adaptado a la filtracion (Fi):>0, que toma valores en
(Rd, B(Rd)), definido en algtn espacio de probabilidad. A este proceso lo llamaremos Fi-
movimiento Browniano d-dimensional centrado en x € RY si:

1. Wy =x c.s.

2. W; — W tiene distribucién normal con media cero y matriz de covarianza (t — s)lg,
donde I; es la matriz identidad de d X d y ademéds 0 < s < t

3. Wy — W5 es independiente de F;, para 0 < s < t
4. (Wi)e>o tiene trayectorias continuas
Proposicién 3.1.1. Si (W;)i>0 es un Fi-movimiento Browniano d-dimensional, donde

W; = (Wt(l), ‘e ,Wt(d)), entonces

49



50CAPITULO 3. EL PROCESO BESSEL CUADRADO Y EL PROCESO DE BESSEL.

L- (Wt(i))tzo es un Fy-movimiento Browniano, para 1 <1 < d.
II.- <Wt(1)a Wt(])> — 51»]. -t, para 1 <i,j <d.

Demostracion. (I) De que J(Wt(i) — WS(Z)) C o(W; — W) para 0 < s < t, se tiene que es
(Wt(z))tzo es Fi-adaptado y que Wt(l) W es independiente a F. Que Wt(z) — W tiene
distribucién N (0,¢—s) se sigue del inciso 3. Para probar II basta ver que si i # j, entonces
Wt(l) . Wt(] ) es una Fi-martingala, esto pues si adoptamos la notacion AX; = Xy — X,
sucede que:

EWOWD\F] = E[awP aw | 7] + E[aw WD) F]
+E[AWI WO F] + E[WOWD) | F,]
— WwOw.
n

3.2. Los Procesos de Bessel y Bessel Cuadrado de Dimen-
sion Entera Positiva.

La manera en que introduciremos el proceso Bessel Cuadrado es la siguiente. Considere-
mos un F-Movimiento Browniano (W;)¢>o d-dimensional con d > 1 tal que Wy =z € R4
c.s.. Ahora fijémonos en la distancia de este movimiento Browniano al origen, es decir, en
el proceso estocdstico

1/2
pt = [[Wil|2 = [(V[/'t(l))2 + -t (Wt(d))ﬂ , 120,

y definimos (Z;);>0 como el proceso Z; := p?, para todo t > 0, estos son respectivamente
el proceso de Bessel y el proceso de Bessel Cuadrado de dimension d € N.

Definicién 3.2.1. (Proceso Cuadrado de Bessel) Al proceso (Z;):>0 lo llamaremos proceso
de Cuadrado Bessel de dimension d centrado en = y lo denotaremos como BESQ(x,d).

Definicién 3.2.2. (Proceso de Bessel) Al proceso (pt)¢>0 lo llamaremos proceso de Bessel
de dimensién d centrado en z y lo denotaremos como BES(z,d).

Observacion. Cada uno de estos procesos es adaptado a la filtracién (F;)¢>o del movimiento

Browniano d-dimensional, ya que cada Wt(i) es adaptado a esta filtracién para todo i €
{1,2,---,d}.

3.2.1. Ecuacién Diferencial Estocastica del Proceso Bessel Cuadrado de
Dimensién Entera.

En seguida nos enfocaremos en demostrar que el proceso Bessel Cuadrado de dimensién
d, donde d es un entero mayor o igual que 1, es solucién fuerte de una ecuacién diferencial
estocastica.

Proposicién 3.2.1. (E.D.E del Proceso Bessel Cuadrado d-dimensional.) El proceso Bes-
sel Cuadrado de dimensién d > 1 satisface la siguiente ecuacién diferencial estocéastica

t
Zt:Zo+t~d+2/ /ZsdBs, t>0, (3.1)
0

para algin JF;-movimiento Browniano (Bt)>o.
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Demostracion. Aplicamos la férmula de Ité6 con f(z) := 22 para cada coordenada del

movimiento Browniano, es decir a cada (Wt(i)) en donde 1 <7 < d. Se tiene que

>0
0% 0% "W g :
(W) = (Wd") +t+2 [ whaw®, 1<i<a
0
Luego, sumamos estas ecuaciones sobre ¢ = 1,--- ,d, y obtenemos que:
d t 4
Z = Zo+t-d+22/ w aw®
=10
d t W(l) (i)
=Zo+t-d+2 /\/ZS. *_ AW
; 0 \% Zs

t
:Zo+t~d+2/ V/Zs dBs
0

en donde B; : . Solamente falta comprobar que (By)i>0 es un Fy-

0
movimiento Brownlano esto pues (B¢)i>0 es una Fi-martingala continua, esto ya que cada

W(Z) )
sumando / *_ AW es una Fr-martingala continua. Veamos que (By)i>o es cuadrado
0

W]
/( (Z))d]:d-t.

La primera igualdad se da al aplicar la férmula de integracién por partes a los procesos

integrable.

D)
E[B?] = ZE[/WS WS] ”] ZE

i,j=1

(Wt(i))tzo y (Wt(j))tzo para i,j € {1,2---,d} y después tomar la esperanza. La segunda
igualdad es consecuencia de la Proposicién 3.1.1. Ahora, calculemos la variacion cuadrética
de (Bt)tZO:

d

' . tVVS(i)2 t
(B,B), = /WS ! §Z>,W§J>>S=Z/O( )ds:/ozsds:t.

Z
ij=1 i=1 s s

Por lo tanto (B¢)i>0 es un Fi-Movimiento Browniano. Es decir, una solucién para (3.1) es
el par

(Z1,By) = (i Z/O > t>0.

i=1
De los resultados de Yamada & Watanabe, se sigue que hay unicidad trayectorial, por lo
cual esta solucién es fuerte. |

3.2.2. Ecuacion Diferencial Estocastica del Proceso de Bessel de Dimen-
sién Entera.

Ahora demostraremos que el proceso de Bessel, de dimensién entera d > 2, es solucién
fuerte de cierta ecuacion diferencial estocéastica.
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La primera referencia que se tiene acerca de este hecho se encuentra en uno de los tra-
bajos de McKean [17] de 1960, en donde demuestra que el proceso de Bessel, de dimensién
entera d > 2, satisface la ecuacion

td—1
pt = po+ 5
0 * Ps

para algin movimiento Browniano (Et)tzo- Sin embargo, por la manera en que McKean
probo esto no le fue posible encontrar un relacién directa entre este movimiento Browniano
(Bt)t>0 y el movimiento Browniano d-dimensional subyacente en la definicién del proceso
de Bessel.

La demostraciéon de que el proceso de Bessel satisface la ecuaciéon anterior la hemos
tomado de [12].

d8+§t, tZO,

Proposicién 3.2.2. (Ecuacion estocdstica del proceso de Bessel de dimension entera)
El proceso de Bessel (pt)i>0 de dimensién entera d > 2 satisface la siguiente ecuacién
estocdstica

td_l d t s(l) .
pt:po+/ ds+2 W, dWS(Z), t>0
0 2'/)5 i—1 0 Ps

Demostracion. Como la funcién z — /= no es C? debemos aproximar por la siguiente
familia de funciones g : RT — R y para cada € > 0 definiremos g.(y) : RT — R, como

3 3 2
\/g—l— vy _ Y siy <e,

9(W) =y, 9=(y) = 8 4 8eE
VY siy > e,

ésta ultima es continua y asi también

9:(y) = <4\3[ 45@) {y<e} T < f) Ly
9:(y) = (-Zl;@) Apyeey — <4yl\/§) Agy>e,

+
Es decir, g-(y) es de clase C? y ademas es claro que g.(y) 207, g(y). Siendo asi podemos
aplicar la férmula de It6 al proceso Z;, viéndolo como un proceso de It6 de la forma:

§
dzy=d-dt+2-Y W aw.
=1

Con lo que también tendriamos (Z, Z); = 4 fg Z,ds o en forma diferencial (dZ,)* = 4Z, dt.
Después de aplicar la férmula de It6 para g.(y), obtenemos que

t 1 t
0(2) = 0:20) + | dlZ)dzo+ s [ dzaz 2, e

entonces después de “sustituir’los diferenciales dZs, (Z, Z), en la ecuacién anterior

t
gs(Zt):ge<Z0)+/ (d-gé(Zs)Jr?Zs-gg d8+2 Z/ 9.(Zs) W aw, t>o0.
0
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Empezaremos analizando el segundo sumando del lado derecho de la ecuacién anterior,
desarrollando tenemos que

/td' [(Zs) + 22, - g(Zs)d —/t 3d_Zedy oy (L) a,d
0 Ge\ZLs s " ge\4s)as = 0 4\/5 48\@ {Zs<e} 2\/Z {Zs>e} OS
+/t ~ 2 ) (% )1
0 2ey/e {Zs<ed 27\ Zs {Zs>¢}
b 3d Zy tg_1
= T = d+2)-1 - .1 d
/0 <4\/§ 46\[>( T ) {Zs<5}+/0v 2\/73 {Zs>e} @S,

una vez desarrollado este calculo, vemos que la expresion con la que empezamos es

t
g;(Zt>=g;<Zo>+/O 2f Mz,epds +2- Z/ 9e(Zs) - W aw )

/t ! 3d—£(d+2) 1 ds, t>0
0 4\/* {Z3<6} 87 - Y-

Una vez que hemos simplificado este calculo, ya estamos en posibilidad de determinar en
donde se da la convergencia de cada uno de los términos anteriores y a qué convergen.
Para esto convendremos adoptar la siguiente notacién

1) ::/0 2. g\ (Zy) - WD aw ), t>0,

d—1
Jt(€) ::/O 2\/7 ]l{Z >5}d8 tZO,

t
Kt(€) = /0 4\1[ <3d — 7(d+ 2)) ]l{Zs<a} ds, t>0.

Ahora analizaremos el segundo término que es quiza el mas facil, por el teorema de con-
vergencia monotona tenemos que

c.s d— 1
J, — t>0,.
t(g) £10 /0 2F - Y

En seguida veremos que es posible acotar el integrando de Ky(¢), esto debido a que en
particular sabemos d > 1, entonces es ficil comprobar que se cumplen la siguiente serie
de desigualdades:

2d — 2 1 s 3d
0< < NG > lyz,<p < WG <3d - ?(d‘F 2)) Liz,<e1 < 1 1iz,<¢}-

Ya que el proceso Z; es medible, entonces 17 .} es medible en el o-dlgebra del produc-
to y no negativa, lo mismo sucede para cada término que aparece en las desigualdades
anteriores. Por el teorema de Tonelli y las cotas obtenidas previamente, queda que:

0 <E[Ki(e)] < </0tIP’[ZS <£]ds> <4?12), t>0.

Hasta este momento no hemos utilizado la condiciéon d > 2, en lo siguiente se vera la

relevancia de esta condicion. Notemos que
2 2
e[ () s
a Vs Vs s

2

P[Z;<e] =P [é (W? < 5] <P [Z (W)? < e

i=1
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(1) e/

w2 W@\ 2 1
S s 2
Entonces, como < 75 ) + ( G ) ~ X{2) tenemos que IP’[ZS < 6] < 2/0

para s > 0. Haciendo el cambio de variable z = p?/s tendrfamos que

S
e /2 dx,

e
Pz <e] < [ /s dp
0

después de integrar sobre [0,¢] y aplicar Fubini

t t e ) Ve te—p2/2s
/ P[Zs < €] dsg/ / e’ /QS(p/s)dpds:/ p / ds | dp, t>0.
0 0 Jo 0 0 s

Haciendo el cambio de variable £ = p/4/s, nos queda que

¢ Ve >~ 1 2
/]P’[ZS<E]ds§2-/ p / e 2de | dp, t>0.
0 0 PRVAS

Es decir, de esta forma es claro como aplicar el primer teorema fundamental del calculo,
con lo que se tendria aplicando ademas la regla de L’Hopital

NG 00
2./ p / 16—52/20;5 dp
0 pIVEE

€0 \/g T glo \/g

2/ 26_52/2d§
m; =lim —Vt-e-e /% = 0.

el

[e.e]
1
:h’m2\/5/ Ze€/2d¢ = lim
Vs/tg el0 NG

Es decir, fg P[Zs < €]ds es de orden o(y/e), para toda t > 0 y puesto que:

0 <E[Ki(e)] < (/OtP[ZS <e] ds) <i/§) ’

una vez hecho estos calculos es inmediato que lim. o E[K¢(¢)] = 0. Ahora sélo queda por

analizar el sumando It(i) (), veamos que después de desarrollar obtenemos

t 7
Ve) = _a . L W@ g ®
I = — -1 1 >
¢ (6) /0 |:<2\/g 28\/5) {Zs<€} \/ ZS’ {ZSZE}:| 5 d 57 t - 0

entonces

) 2 -
. t @ 4 tr 3 Z 1 ; 2\’
E | [0 _/ s -E / _Ls w® . q AW @
<t =) vz ™ o \2vE " 2eF Vz,) e AT

, 2
‘ 1 ZZ5\\ W Z-
- </o (1452 (V2 - 252) )V r o and

2

2 .
t 1 (2, Z, (Wi
=5 /0 (‘”z 5<3‘5)) S Lz ds |
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Es claro que %\ / % (3 — %) > 0 cuando Z; < g, entonces se comprueba lo siguiente:

2
1 /Z; Zg
(w:")?
Z

S
algo ya conocido. Nuevamente por el teorema de Tonelli

y como también < 1, entonces hemos podido acotar ese dltimo integrando por

) t ) @ 2 t t
E Ize—/ *_aw ! gEUn }ds—/}P’Zs<5 ds, t>0,
t () 0 \/Z 0 {Zs<e} 0 ( )

t
pero ya habiamos demostrado que / P(Zs <€) ds es de orden o(y/€) es inmediato que
0

t (@)
(%) Lo W
L7 () —
@) 5 e

dWs(i). Recapitulado hemos probado lo siguiente

, t (0 .
It(z)(e) 8—_)—0) / Ws dWs(Z)a t Z 07 (NS {]-a e 7d}a
0

Lo N
Ki(e) 5:—°> 0, t>0,
1

td—1
J, ﬂ/ d t>0,
t(E) c.s. 0 2,/ZS 5 -

e—0

9:(Z4) ? Zt t>0,
por lo cual también convergen en probabilidad y por lo tanto es posible concluir. |

Corolario 3.2.1. (E.D.E del proceso de Bessel de dimension entera) El proceso de Bessel
(pt)t>0, de dimension entera d > 2 es solucién fuerte de la ecuacién diferencial estocastica

t
d—1
Pt = Po —I—/ ds+ By, t>0, (3.2)
0 2. Ps
d_ et ()
W. .
en donde B; = Z S dw .
i=1 Y0 Ps
Demostracion. Es inmediato de la Proposicion 3.2.1 y de la 3.2.2. |
Observacion. Es claro que si d = 1, entonces p; = |Wt(l)| no es solucién de (3.2), pues

By = fg sgn(Ws(l)) dWs(l). Por lo que si fuese solucién se tendria que el tiempo local en

1 p .
cero de Wt( ) serfa cero, lo cual no es cierto.

3.2.3. Unicidad Trayectorial de la Ecuacién del Proceso de Bessel.

Es interesante observar que en la ecuacién que satisface el proceso Cuadrado de Bessel
hay unicidad trayectorial. Esto se deduce de los teoremas de Yamada-Watanabe. A dife-
rencia de la ecuacion que satisface el proceso de Bessel donde no hay algtn resultado en la
teoria que garantice esto mismo. Sin embargo, cuando se estad trabajando con soluciones
positivas se puede garantizar que hay unicidad trayectorial.
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Proposicién 3.2.3. (McKean) Hay unicidad trayectorial para las soluciones positivas de
la ecuacion diferencial estocéastica:

d—1 (1
Pt = Po +Bt =+ 2/ p;l dS, t Z 0, (33)
0

cuando d > 1 (El caso en el que d = 1 es trivial).

Demostracion. Sean (p,(f>,Bt) i>00 con ¢ = 1,2, dos soluciones positivas para la ecuacion
(3.3) definidas en el mismo espacio de probabilidad, entonces notemos que

B t @
p)(fl) —pf) _ d 1/ Ps Ps ds, t>0,
0

9 o pff)

adoptaremos la notacién Ay := pi* — pi”. Del hecho que |A¢| < pi + pi¥ tenemos:

d—1 [t |A d—1 [t 1 1
( ) t
Ptl)—Pf < 5 /op(l pds < —— ot @ ds<oo, t2>0,

Wl 2 Jo ps  pf

de esto y de la primera expresién tenemos que A; es derivable de lo que se sigue:

d A2 <0

—A?:2At'A;:—(d—1)W_ , t=>0,
Pt - Py

dt

después de integrar de sobre [0,t] se obtiene que A? < 0. Por lo que al cumplirse las
igualdades anteriores en un conjunto con probabilidad 1, tendriamos que:

Pl =p’] =1, t>0,
de la continuidad de los procesos se deduce que son indistinguibles. |

Cherny, en su articulo [6], también da una prueba de este mismo hecho tomando un
enfoque maés probabilista.

3.3. El Proceso Bessel Cuadrado y el Proceso de Bessel

Ahora, extenderemos la definicién del Proceso Bessel Cuadrado en donde la dimensién
la consideraremos como un real 6 > 0. Lo definiremos como la dnica solucién a la E.D.E

t
Zt:ZO+6t+2/ V\|Zs| dBs, t>0. (3.4)
0

La existencia de soluciones positivas de esta ecuacién se demuestra en [16], donde se
toma la idea de Skorohod [19] de aproximar por el método de diferencias finitas. Luego por
los teoremas de Yamada & Watanabe, ya que |\/x — \/y| < /| — y|, podemos asegurar
que hay unicidad trayectorial por lo cual toda solucién a (3.4) es solucién fuerte.

3.3.1. Proceso Bessel Cuadrado.

Para el desarrollo de esta parte nos hemos basado principalmente en el Capitulo XI de
[22].

Definicién 3.3.1. (Proceso Bessel Cuadrado) Sean 6 > 0y Zy = zp > 0. A la tnica
solucién fuerte de la ecuacion (3.4) la llamaremos el proceso Bessel Cuadrado de dimensién
6 y centrado en zy. A la ley de este proceso la denotaremos por ng.
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Sean d, d dos enteros no negativos, z, T reales mayores iguales que cero y (Z¢)1>0, (Zt)t>0
dos procesos Bessel Cuadrado de dimensién d,d, y centrados en z,T respectivamente.
Ademds supongamos que sus correspondientes d, d-movimientos Brownianos son indepen-

dientes. Entonces BESQ(z,d) + BESQ(Z,d) = BESQ(x + Z,d + d), esto pues

Zi+ Zo= (W) + ok (W] (W) 4 o (W], 20,
Zo—l-Zo::E—l-f

y los d+d sumandos del lado derecho de la primera ecuacién son movimientos Brownianos
independientes. Es decir, que la suma de dos procesos de Bessel Cuadrado vuelve a ser un
proceso de Bessel Cuadrado. Ahora veremos que esto también se cumple para § > 0 no
necesariamente entero.

Proposicién 3.3.1. (Invarianza aditiva del proceso Bessel cuadrado) Sean (Zi, Bt),>o,

(Z, Et)tzo dos procesos de Bessel Cuadrados de dimensién 9, § no negativa, centrados en

Zo 'y Zo, respectivamente definidos en el mismo espacio de probabilidad, donde ademas
(Bt)i>0 y (Bt)t>0 son independientes, entonces se cumple lo siguiente

1) (Z,+ Zt,ﬁt)tzo es un BESQ(Zy + Z(), 0+ N), donde X; = Z; + 2,5, para todot >0y

7. t N t R
\/Y dBs + ; ]1(0700)()(5)\/7)T dBs + A ﬂ{o}(XS)dBS, t >0,

un movimiento Browniano independiente a los dos anteriores.

¢
Bt 1:/0 10,00y (X5s)

siendo (B\t)t>0

11) Las leyes de probabilidad de estos procesos satisfacen
s 6 _ o+
QZO * QEO - on-‘rg()’
con zp,20 >0y 5,52 0.

Demostracion. Al sumar las E.D.E de ambos procesos obtenemos las siguiente ecuacién

Xt::Zt—i-Zt:(Zo+ZO)+(5+5)‘t+2'/\/stBs+2‘/ \/ Zs dBs, t=0.
0 0

Por la independencia de los movimientos Brownianos la variacién cuadréatica de B; es

t

: Z, Z, !
(B, B), Z/ ]l(O,oo)(XS)Y d8+/ ]l(O,oo)(Xs)YdS +/ Ty (Xs) ds
0 s 0 s 0

t t
—/0 L9,00)(X5) ds+/0 Lioy(Xs) ds
=t.

Se comprueba que E[Bf] < 3t, para todo t > 0, entonces por el teorema de caracteri-
zacién de Lévy el proceso estocastico (f:):>0 es un movimiento Browniano. Finalmente,
observemos que

t t t — t R
/0 VX, dﬁs_/o 10,00)(Xs) vV Zs st+/0 1(0,00)(X)\/ Zs st+/O 1y (X,) - X, dB,

t t o
—/\/stBs+/\/stBs, t>0.
0 0
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Al sustituir en la primera ecuacién que obtuvimos al sumar los procesos (Z;)¢>0 y (Zt)tzo,
llegamos a que

~ ~ ~ t ~
0

de la uncidad en ley de la ecuacién (3.4) y de la independencia de los procesos (Z;)i>0 y
(Z¢)e>0 es claro 11. [ |

La utilidad de la proposicién anterior radica en que nos serd de ayuda para encontrar
la funcién de densidad del proceso Bessel Cuadrado.

Proposicién 3.3.2. Existen dos nimeros Ay ; y By tales que

E[exp{ —A-Z}] = (4n)™ - (Bas)',
donde (Z;)>0 es el proceso Bessel Cuadrado de dimensién ¢ y centrado en Zy = 2.
Demostracion. Sea ¢i(z0,9) := E [exp{—X\ - Z;}], por la desigualdad de Jensen
¢i(20,6) = Efexp{—A- Z;}] > exp{E [\ - Z]} = exp{—A(z0 + 0t)} >0, &,20=>0.

Si Z y Z son como la proposicién anterior, pero estan centrados en x y y, respectivamente,
entonces:

dr(x+y,0+0) =Eexp{—\- Xi}| =E|exp{—X\- Zt}}]E [exp{—)\ . Zt}:| = ¢ (z,0) e (y, ),

esto para todas las condiciones iniciales x,y > 0 y cualquier dimensién 9, > 0. Ahora,
veamos que:

1. ¢+(0,0) = 1, esto a consecuencia de que al evaluar x =y = § = §=0enla expresion
obtenida anteriormente se tiene que ¢:(0,0) = ¢;(0,0)2, debido a que ¢¢(20,6) es
positivo ¢;(0,0) = 1.

2. ¢y(+,0) y ¢¢(0,-) son decrecientes, ya que, al tomar (Z, B) y (Z, B) dos procesos de
Bessel Cuadrado de dimensién 6 = 0 con condiciones iniciales tales que zg < 2
por el teorema de comparacién se tiene P[Z; < Zy, t > 0] = 1 entonces con lo
cual: exp{—\- Z;} < exp{—\- Z;} y en consecuencia ¢;(Zp,0) = Elexp{—\ - Z;}] <
Elexp{—AX - Zi}] = ¢+(20,0). El otro caso es totalmente anélgo.

3. ¢¢(x,0),¢:(0,2) € C! con respecto a z Notemos que si § =& = 0, entonces de(x,0) =
o¢(2,0) - d¢(y,0). Como ¢¢(x,0) es mondtona decreciente, entonces es diferenciable
(teorema de diferenciabilidad de Lebesgue) casi en todas partes, pero ya que

ﬁqbt(x’o) — lim ¢t(m + h70) — (bt(xao) — (lim ¢t(y+ hv 0) — ¢t(y70))¢t(l' —, 0)

oz h—0 h h—0 h

tomado y suficientemente pequeno, en donde ¢:(y,0) sea derivable y x —y > 0
(la manera més rigurosa de probar lo anterior es con un argumento £—9, que lo
omitiremos). Podemos concluir que ¢;(x,0) € C!. El otro caso es analogo.

Es bien conocido que estas tres propiedades caracterizan a la funcién ¢.(-,0) (de manera
andloga estas propiedades también caracterizan a la funcién ¢:(0,-)). Podemos concluir
¢r(x,0) = A3, v ¢(0,0) = Bit y como ¢y(x,0) = ¢¢(x,0) - $:(0,d) de esta manera
obtenemos el resultado deseado. |
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Corolario 3.3.1. (Transformada de Laplace del BESQ) La transformada de Laplace de
la funcién de densidad del Bessel Cuadrado estd dada por

1 8/2 —Azg
By lexp{=A-Z}] = <1+2)\t> $exp { 1+ 2>\t} » 120,

donde (Z;)>¢ tiene condicién inicial Zy = xo.

Demostracion. Si d = 1 entonces Z; = Bt2 v si By = g entonces

2 L 2 (z — 0)?
E,,lexp{—X- B/}] = \/?T(t exp {—/\:L‘ }exp v dr.
Observando que

2
26 2t/ (14 2tX) 1+ 2tA

entonces

exp

V2t oo 2t/ (14 2t0)

/\x% 1/2
XP |~ 132tx ot ( 1 > { — AT }
— . = - exp ,

exp{—lj\r%} /oo (x—:vo/(1+2t)\)>2

Egolexp{~A- B}] =

V2ort 14 2tA 142Xt 1+ 2Xt

por la proposicion anterior es facil concluir. |

Proposicién 3.3.3. (Funcion de densidad del BESQ) La densidad del proceso Bessel
Cuadrado a tiempo t > 0 y de pardmetro v := §/2 — 1 estd dada por

(2t)~HID(§/2) eV e/ si Zg =0,
(v)
¢ (2o, 1) :=

Lo \v/2 _( in .
%(%) e~ @FD)/2 [ (\Jroz/t) si Zog = o,

2 2k+v

donde I, ( Z B x/ Y es la funcién de Bessel modificada.
(v

Un estudio detallado de esta familia de funciones se encuentra en [15].

Demostracion. Sean v ~ Gamma(v + K + 1,1), y supongamos que K ~ Poisson(z) con

(

z,v+1>0. Sea dmy) la funcién de v condicionada a K, es decir:

1/+k — e—mxk

a5y ZfV'K k(ylk) Zl“y+k+1 k!

V/2+k

=e ( )V/QZ - u+ k+1) = (%)V/Q L(2vey),

esto es posible hacerlo debido a la convergencia uniforme de la serie. Después de sustituir
x por x/2t y y/2t (y multiplicar por 1/2t), tendriamos que:

v v/2 .
a" (@) = 5 A (/20 (y) e WP (ay/2t),
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también una funcién de densidad. Ahora, calcularemos la transformada de Laplace de la
funcién de densidad dg/)(y), haciendo uso del hecho de que la tranformada de Laplace de

de la densidad de una I'(k, 1) es (A+1)"* entonces si 7 es la variable aleatoria con funcién
: (v) .
de densidad dy ’(y), tenemos que:

_ 0 0 —x ..k
E[e_/\v] = /0 dW) (u)e M du = Z()\ 4+ 1)~ (kD) £ k'x
k=0

B 1\t (—x) x B 1\t Az
=337 exp{—z}exp ¢ o7 1 = | 157 XPY T [

Ahora, si calcularemos la transformada de Laplace que nos interesa, haciendo el cambio
de variable u = y/2t, dentro de la integral, obtenemos que:

/O Q§V) (, y)e—Aydy = /0 (1/2t) - d;l;)Qt(y/Qt)e_/\ydy — /0 diV/)Qt(U)e_z/\Utdu

“\ox+1 FPVT o [

el caso cuando x = 0, se hace con el mismo procedimiento por lo cual lo omitiremos. W

La siguiente proposicion sera de gran utilidad para calculos posteriores.

Proposicién 3.3.4. Sid > 1 (v > —1/2), entonces

lim &1/2 . ¢ (wg, €) = 0.

Demostracion. Analizaremos los dos casos por separado Xg = 0y Xg # 0. Empezamos
con Xg = 0.

lim &'/2. qéy)(:co,a) = lim &/2.(2t)"FID(§/2) " tev e/

e—0t e—0t
= (26)"HID(§/2)7 1 - lm VT2
e—0
= 0.

Veamos que lo mismo se cumple cuando Xy # 0.

v/2
lim /2. qu)(xo,e) = lim £Y/2. ! (i) / e~ (wo+e)/2 I, (Vzo-€/t).

e—0t+ e—0t 2t \ o

Primero notemos que:

(v+1)/2 — (V@o- 5/2)2k+y

lim e TV/2. T, (zg - g/t) = lim e

e—0t e—0t b k!- F(k +v+ 1)
. 0 (\/%/2)2]“"’ . 8k:+u/2 . 5(l/-l-l)/2
e—0t o k!- F(k +v+ 1)

2k+v v
e o (VEn/2) T ek
e—0t i k!'r(k-l-l/-f—l)
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Nuevamente ya que k + v 4+ 1/2 > 0 para todo k € N y por la convergencia uniforme de
la serie entonces se tiene que:

oo (\/:70/2)2’””-( lim gk+”+1/2)
tm e HD/2. S TE /) = g0t —
o, € Lu(vaoe/) =2, KT(k+v+1) >

e—0t

Finalmente con lo cual tenemos que

lim 51/2-q(y)(x0 g) = [ lim e—(ro+€)/2} : { lim eY/2. 1 (Vzo -€/t) }
e—0t t ’ e—0t 9t 336/2 e—0t v

6710/2

2t - x

El siguiente lema lo hemos tomado de [14] en donde se puede consultar la demostracién.

Lema 3.3.1. (Cota para I,)) Para un real v, sea I,(z) la funcién de Bessel modificada. Se
satisfacen las siguientes desigualdades

eV " (;:)V > ?;g; > eV (g)y, v>—(1/2), 0<z<uy.

Observacion. El lema anterior establece que la funcién © — e %z 7, (x) es estrictamente
decreciente y que x — x~VI,(x) es estrictamente creciente en (0,00) para v + 1/2 > 0.
Recordando cémo definimos v, esta condicién simplemente es § > 1.

Corolario 3.3.2. La convergencia de la Proposicién 3.3.4 es uniforme en cualquier inter-
valo [0,t] para todo t > 0.

Demostracion. Abordaremos primero el caso cuando xy = 0, para esto vemos que

%el%@ (0,2) = 27V~ 1=V =3e=2/2D(5/2) gV 12 — 2ty + 1)], t> 0.

Por otro lado veamos que %g% 51/2qu)(0,3:) = 0 y también tli)rgo 51/2qu)(0,;1:) = 0. Por lo

que, cualquier maximo local de &'/ quy) (0, x) es maximo global y del calculo anterior éste

se alcanza cuando t = L. Entonces
2(v+1)

sup ‘51/2qu) (0’ l‘)| < $21/+3/21-\(5/2)71(V + 1)71171671171’ t>0.
s€[0,¢]

Como 2v+3/2 > 0, entonces gl/ quy) (0, x) converge uniformente a 0 en cualquier intervalo
[0,¢]. Ahora analizaremos el caso cuando g > 0. Sea {&,, }nen un sucesién decreciente tal
que €, > 0 para todo n € N y que &, — 0. Definimos

t¥ Vv ‘Cn
- Ep

T t

Por el Lema 3.3.1 {f,}nen es una sucesion de funciones mondtonas decrecientes fuera
del cero. Definamos g, (t) := e~7/? . f,(t) para cada n € N, entonces g, (t) sigue siendo
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monotona decreciente, pero ademés %1’11(1] gn(t) = 0. Es decir, podemos extender de manera
—
continua a g, (t) al definir g, (0) = 0 para todo n € N. Por el teorema de Dini g, () converge

uniformemente en cualquier compacto. Definamos

51/+1/2 o
n
hn(t) = Wexp{—g}, t>0,n€N

Podemos comprobar de la misma manera que al inicio de la prueba que la sucesion de
funciones {hy,(t)}nen converge uniformemente. Por lo que hy(t) - gn(t) = e/ q,g )(x x)
converge uniformemente a 0. |

3.3.2. Ecuacién Diferencial Estocastica del Proceso de Bessel

Una vez que conocemos las funciones de densidad del Proceso Bessel Cuadrado, estamos
en posibilidad de probar que el Proceso de Bessel de dimensién § > 1 satisface la ecuacién
(3.2).

Proposicién 3.3.5. (E.D.E del Proceso de Bessel) Si § > 1 (v + 1/2 > 0), entonces el
proceso de Bessel es solucién fuerte de

te—1
X; = X, d B t>0. .
t 0+/02‘Xs s + by, >0 (35)

Demostracion. Procederemos de la misma manera como se hizo en la Proposicién 3.2.2.
Sea (Z;)¢>0 un proceso cuadrado de Bessel, es decir una solucién fuerte de

t
thzo+5t+2./ V/Zs dBs, t>0.
0

Tomemos g.(t) asi como se definié anteriormente, por la férmula de Itd tenemos que

0-(Z) = (Z>+/t(35—25'5)-11 +(‘5>-11 ds

e\ 4t ge\ 240 o \IVE ey {Zs<e} A {Zs>¢€}
+ ' 3 Zs 1 1 1 -2/ Z,dB
/0 ((m w&) {Zs<€}+<2¢z) Wf}) S5

1t 1 1
(R P S| .47, ds.
T3 /0 < deyfo <N T 4z 7, {Zs>5}> ’

Simplificando queda que:

9:(%1) = 9-(Z0) + /0 y \[(3(5—(5+2))]l{2<5}d5+ / NAE (3- ) 1z.caan.

+/0 2\/* ]l{Z >€}d5+/ ]l{Zg>€}dB

Analizaremos el segundo sumando. De que ¢ > 1 y se puede comprobar que se satisfacen
las siguientes desigualdades:

1 s
0< e (35 -0+ 2)> Liz,<e) < 4\[ 1iz,<c3, s€[0,1],

esta misma desigualdad aparecié en la proposiciéon 3.2.2. Al tomar esperanza a cada
término obtenemos

0<E /t ! 35—2(5+2) 1 d </t35 P[Z, < e]ds, t>0
= 4[ {Zs<8} S| S 04\@ s g S, -~ U.
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t
5
Probaremos que hm 4?[ P[Zs < €] ds = 0. Esto pues
t € t
/ P(Zs <¢) / / ¢ (xo, x) dz ds / ¢\ (zo, ) ds du
lim *Y = lim = lim 2070
e—07t \/g e—07t e—0t \/g
— lim 2% / qu)($0,€)dS=2‘ / ltm, /% - ) (z0,€) ds
e—=0t 0 g e—0t
=2-0=0

La segunda igualdad se da al aplicar Fubini, y la tercera iguald por la regla de L’Hopital.
permutar el limite con la integral fue posible gracias al corolario 3.3.2. La prueba se sigue
de la misma manera que en la Proposicion 3.2.2. |

Observacion. La prueba depende profundamente de la Proposicién 3.3.4, es importante
observar que si 6 < 1, entonces ya no se satisface la convergencia de esta proposicién.
Es decir, nuestra prueba no permite extender este resultado para el proceso de Bessel
Cuadrado con dimensién § menor o igual que 1.

3.3.3. El Proceso de Bessel como Procceso de Ito.

Proposicién 3.3.6. Sea (pt, Bt)t>0 un proceso de Bessel, entonces (p:)i>0 €s un proceso
de It6 (semi-martingala) si y solamente si 0 > 1.

Demostracién. Supongamos que (pt)¢>0 es un proceso de It6 (semi-martingala). Entonces
se satisfacen las siguientes igualdades

t 2 9 t 2 _ 5t 2
/psdps:pt <p,2p)t p. /deBs:Pth’o’ £>0,
0 0

de donde podemos obtener que

. . t t . .
</ PsdPS>/ psd/)8> :/ ,02 d{p, p)s = <p P > / P? ds = </ PsdBS>/ Psst> .
0 0 t 0 0 0 0 t

Ademas, utilizando el teorema del valor medio para la integral de Stieltjes tenemos que:

[Yp2 dlp,p)s  PEUPs Py — (s P)2)

_ en donde ¢ € [z,y],
Yy—x y—x

»-Jk\i—‘

ya que p es continua. Tomando el limite cuando x — y tenemos que

d
Py 3y PPy = Py,

donde la igualdad anterior se da para todo y € R excepto en un conjunto de medida de
Lebesgue cero. Ademds se prueba en [22] que si § > 0 la medida de Lebesgue del tiempo
que p; permanece en el origen es cero con lo cual es ficil concluir que (p, p); = t. Ahora
fijémonos en lo siguiente

. . t 1 t
</ psdps,/ psst> =/ P2 d<p,B>s=4<p2,p2>t=/ p:ds, t>0.
0 0 t 0 0
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De esta ultima serie de igualdades obtenemos tenemos que:
t t t t t
/ ped{p—B,p—B), = / pad(p,p), —/ pad{p,B), —/ p§d<B,p>s+/ psd(B, B),
0 0 0 0 0
=0.

Ya que (p — B,p — B), es no decreciente, integrar con respecto a este proceso de varia-
cién acotada es integrar con respecto a la medida de Raddén asociada a éste, ya que ésta
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y del hecho que p?
se anula solamente en un conjunto de medida de Lebesgue cero, entonces tenemos que
(p—B,p—B), = 0 para t > 0 casi seguramente. Recordando que (p¢)¢>¢ es un proceso
de It6 (semi-martingala) entonces p; = pg + B + A; donde Ay es adaptado, continuo y de
variacion acotada. Entonces, se satisface que:

t

t t
p§=p3+t+/psdps=p3+t+2/ psdAs~|—2/ psdBs, t>0.
0 0 0

t
Recordando que también se satisface p? = p% +0t+2 / ps dBg, para todo t > 0, al restar
0

estas dos igualdades se obtendria que
t

t+2/ psdAs =0t, t>0,
0

de donde también tenemos que

ty—1
At: ds, tZO,
2
0 Ps

es decir, que si el proceso (p;)i>0 fuese un proceso de Ité (semi-martingala) de hecho
tendria que satisfacer (jLa ecuacién del proceso de Bessel!):

ts—1
ptzpo+/ ds+ By, t>0.
0 2ps

De esta tultima desigualdad se satisface que p; < pg + B; para t > 0. Con lo que
0 < liminf p; < pg + liminf By = —o0,
lo cual es una clara contradiccion. [

Notemos que si tuviésemos una manera de saber si un proceso es o no de Ito (es una
semi-martingala) conociendo su densidad tendriamos otra prueba de la Proposicién 3.3.5
en principio mas sencilla.

3.4. Una generalizacion de la Férmula de Tanaka

Ahora procederemos a enunciar el teorema con el cual es posible generalizar la férmula
de Itd, ya que en éste si se tiene un proceso de Itd (semi-martingala) X; continuo y una
funcién f € C2, sabemos que f(X;) sigue siendo proceso de Itd (semimartingala) y més atin
se satisface f(X;) = f(Xo)—i-fg f(Xs)dXs+1 fot 1"(Xs) (X, X),, esto se sigue cumpliendo
para funciones convexas es decir f(X;) permanece siendo proceso de It6 (semimartingala)
si X lo es.
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Teorema 3.4.1. Si (X;);>0 es un proceso de Ité (semi-martingala), f una funcidn con-

vera, entonces existe un proceso creciente (A{ ) tal que

t>0
F(X)) = f(Xo) + /f ) dX, + A t>0,

donde [’ es la derivada por la izquierda de f.

Demostracién. El caso en el que f es de clase C?, es trivial pues al ser convexa en-
tonces f” > 0 por lo que lo anterior nos es mds que la férmula de It6 para Af: =
f(f f"(Xs)d(X,X), que es claramente creciente. Ahora sea j una funcién positiva, de
clase C* con soporte compacto en (—oo,0] y tal que f y)dy = 1. Por ejemplo, la

funcién definida como j*(y) := e~+/(17¥*) dentro del 1ntervalo [ 1,1] y 0 fuera de él, es de
clase C* y es integrable, por lo que j(y) := j*(y—1)/ f 1 7 (y) dy satisface las condiciones
anteriores. Definimos

D= [ it -var= [ 1 (o) swa

—00

del hecho que las funciones convexas real valuadas son continuas en cualquier intervalo
acotado, la expresién anterior estd bien definida. Ademds la diferenciabilidad de f,, (que
sea C*) la hereda de j, es decir, también es C*° (no es mas que la regla de derivacién
de Leibniz vedse [1]) y de la misma manera de la segunda igualdad también se puede
apreciar que f, hereda la convexidad de f. Al ser f convexa entonces la derivada por la
izquierda y por la derecha existen excepto para un conjunto de medida de Lebesgue cero,
ademads son iguales salvo en una cantidad numerable de puntos, ademads, se satisface que
fl(x) < fl(x) < fL(y) < fi(y), con z < y. Parala demostracién de estos hechos se puede
consultar [18], con lo que se verifica utilizando el teorema de convergencia dominada que:

0 0

i fole) =t [ f (2= 2) sy =tim £G) [ i)y = fa),

n—00 n—oo J_ oo

de la misma manera podemos comprobar que:
0 y 0 y
i / . / . ’
@ = [ (=LY swa= [ s (o= Y) iy = (1)),
oo n oo n
por lo que, la derivada es decreciente conforme n se va a co. Mas atn:

lim £, (x) = lim /(=) = lim £4() = £ (@).

n—oo
Utilizando el método de localizacién, es decir, parando el proceso en Sy, := Ty A T_p,,

donde T, := inf{t > 0 : X; = m} y andlogamente se define T_,,. Aplicamos la férmula de
Ito al proceso X; obtenemos que:

Fa30) = o)+ [ () (X)axX,+ AT

y en efecto se tiene que el proceso A{ " es creciente, pues f, es convexa. Notemos entonces
del hecho f] decrezca a f y ambas son continuas, el teorema de Dini asegura que en
cualquier intervalo compacto la convergencia se da uniformemente. Por lo tanto

tASm 9
lim E‘(fn),—(XS)_f/—(Xs)‘ d<X7X>5:0a

n—oo 0
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que por la isometria de It0 para semi-martingalas esto es equivalente que fg N\Sm (fn)(Xs)dXs L3

fOt/\Sm 1 (Xs)dX, por lo cual también

tASm P tASm
/ (fn)l—(Xs)dXs _>/ f/_(XS)dXS.
0 0
De igual forma, sucede que f,(Xins,,) — fa(Xo) =2 f(Xins,,) — f(Xo) por lo que también

Fa(Xinsn) = fa(X0) 25 f(Xins,) — F(Xo).

En consecuencia A{X s,, converge en probabilidad a un proceso Aips,,, (debido a que con-

verge en probabilidad existe un subsucesiéon que converge casi seguramente de forma que

el proceso A{ £, hereda la monotonia de A{}\L Sm)' Es decir se satisface que

tASH 1
f(Xins,) = FX0) + [ 710 X+ Jafs, e
0

Finalmente haciendo m — oo se concluye. |

Una vez teniendo el teorema anterior y las mismas hipdtesis no es dificil comprobar los
siguiente

Teorema 3.4.2. (Formula de Tanaka) Para cualquier real a existe un proceso creciente
L® al cual llamaremos tiempo local de X tal que

t
|Xt—a|:|X0—a|—|—/ sgn(Xs —a) dXs+ L(X), t>0
0

Demostracion. Simplemente basta aplicar el teorema anterior. |



Capitulo 4

La Ecuacion Diferencial
Estocastica del Proceso de Bessel.

Este ultimo capitulo tiene como principal objetivo el estudio de las soluciones de la si-
guiente ecuaciéon diferencial estocédstica

-1
X=X ds+ By, t>0 4.1
t 0 +/0 2. Xg s + Dy, = Yy ( )
y ésta basado en el articulo de A.S Cherny On the strong and weak solutions of stochastic
differential equations governing Bessel proccesses [6], donde se estudia el caso en que § > 1,
hemos agregado el caso en que § € [0,1).

En la Seccién 4.1, se estudia el caso en que d € [0, 1) encontrando que no hay soluciones.

En la Seccién 4.2, se analiza el caso en el § > 2y § > 1 donde se encuentra que hay
uncidad trayectorial para la ecuacién (4.1) y que toda solucién positiva de la ecuacién
(4.1) es el proceso de Bessel.

En la Seccién 4.3, se estudia el caso en el que § € (1,2) en la ecuacién (4.1) encontrando
otras soluciones fuertes y débiles para esta ecuacién.

4.1. El caso en el que § € [0,1)

A continuacién estudiaremos el caso en que 0 € [0, 1). Para ello calcularemos el tiempo
local de los procesos que satisfacen la ecuacién (4.1). La idea es la misma que se usa en el
Ejemplo 1.3.1.

Proposicién 4.1.1. Sea (X;):>0 un proceso en un espacio de probabilidad (2, F, (Ft)+>0, P)
y (Bt)i>0 un Fr-movimiento Browniano que satisfacen la siguiente ecuacién

te—1
X; = X d B t>0
t 0+A2XS s+ ts = Y,

con ¢ > 0, entonces se cumple que
t
| X = | Xo] +/ sgn(X,) dX, +6 - LY(X), t>0,
0

t
donde LY (X) = P — lim x / L) (Xs)ds cont>0.
0

e—0 2¢
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Demostracion. Aplicando la férmula de 1t6 con la misma funcién g., del Ejemplo 1.3.1,
para este nuevo proceso se tiene entonces que

t 1 t
(X0 = 0:0X0) + [ gl ax w3 [ g6 dlx. X0,

desarrollando la expresién anterior se obtiene que:

t _ Xs 1 t
ge(Xt) = gs(XO) + /0 {Sgn(XS) ’ ]l[a,oo) ( ’Xs‘ ) + ? ’ ]1(—5,5) (Xs)} dXs + 26/0 ]1(—8,8) (Xs) ds

t Xs 1 t
= gs(XO) + /0 {Sgn(Xs) ’ ]1[5,00)( |Xs| ) + ? ’ 1(—6,5) (Xs) } dBs + 28/0 ]1(—6,6) (Xs) ds

bro—1 §—1
+/0 {2)(8‘ . ]1[5700) (XS) =+ Tg . ]1(—876) (Xs)} dS.

Simplificando obtenemos lo siguiente
t tXS
9-(Xt) = g=(Xo) +/0 Sgn(Xs) : ﬂ[a,oo) ( ’Xs|) dBs + /0 = IL(—6,5) (Xs) dBs

bs bo-1
) Tg . ]1(—6,8) (Xs) ds +/0 m . ]1[5700) (Xs) ds.

Ahora solamente falta establecer en dénde se da la convergencia de cada término y deter-
minar a qué converge.

+

1) Observamos que sup,cp ‘gg(az) - |x|’ =¢/2, con lo que E’gE(Xt) - |Xt|‘2 < (¢/2%). BEs
decir, se satisface lo siguiente:

L P
g&*(Xt) = ’Xt’ = ga(_Xt) —2> |.’E‘ = ga(Xt) — ‘Xt’
11) Vemos que claramente % . ]1[8700)(Xs) < % para € > 0, y de que el término de

la izquierda de la igualdad anterior es creciente respecto a €, entonces por el teorema
de convergencia monotona se satisface:

ts—1 c.s /td—l
——— L. o) (X) ds — ds,
/02-\Xs| ei00) (X) 0 2 |X]

por lo que también se satisface que

ts—1 P /f5—1
—— 1. o) (Xs) ds ds.
/0 21X, B ) (Xs) o 2 |X,|

111) De la isometria de It6 obtenemos lo siguiente

tX, 2
( / T (X) st>
0

t y2
E =E [ X -n(_eﬁ)(zvs)ds]

052

<E Uotn(o,s)(xspds] |

Por el teorema de convergencia dominada es facil ver que éste tltimo término se va
. t L ‘s
a cero conforme ¢ — 0. Es decir, fo % g YO (XS) dBs —2+ 0, por lo que también:
t X, P

t
Lo (X.) dBs 22,0 :>/O X7 1 en(Xs) dBy 2 0.
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1v) De manera andloga al inciso anterior, utilizando lo isometria de It6 y por el teorema
de convergencia dominada es posible establecer que:

E [(/Otsgn(xs).n[m)(|xs\) — sgn(X,) st>2 ) [/Ot (1 —]1[5,00)(|Xsy))2 ds] =20,

Con lo que tendriamos que fg Sgn(Xs) . ]1[6’00)(|XS|) dBs Lo, f(f sgn(XS) dBs por
ende también se cumple que

t t
/0 sgn (Xs) - Lieooy (1Xs] ) dBs 5/0 sgn(X,) dB.

Hemos comprobado que todos los términos de nuestra expresién inicial convergen en pro-
babilidad, con lo cual finalmente haciendo ¢ — 0" llegamos a que

t
P—1lim 6 - Lj(X) = [ X — [Xo| - /0 sgn(Xs) dX,.

En seguida refinaremos el resultado anterior comparando el calculo anterior con el que
se tiene de la férmula de Ito-Tanaka.

Proposicién 4.1.2. Sea (X;):>0 un proceso en un espacio de probabilidad (2, F, (F¢)i>0, P)
y (Bt)t>0 un Fe-movimiento Borwniano que satisfacen la siguiente ecuacién

t
6—1
X; = X, ds+ By, t>0 4.2
t 0+/02Xs s+ ty - Y, ( )

entonces se cumple que:
t
X4 = [Xo| + / sen(X,) dXs, ¢ 0,
0

t5—1 t
= | X —|—/ ds+/snXs dBs, t>0.
RCRNAPI AL LA

Es decir, que si (X¢, By)>0 es solucién de (4.2) entonces también lo es (| X/, fg sgn(Xs) st)t>0‘

Demostracion. Tanto del ultimo teorema como de la ultima proposiciéon tenemos que se
satisface que:

t
X = [ Xo| + / sen(X,) dX, +6 - L(X), t>0,
0
t
\Xt—]XolJr/ sgn(X,) dX, + LY(X), t>0,
0

restando estas igualdades se llega que entonces
§- LX) =LY%X), t>o0,

por lo que si § # 1, entonces se tiene que LY(X) = 0 con lo que se puede concluir. |
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Después intentando corroborar este cdlculo con otras referencias se encontré que existen
otras maneras mucho méas “simples” de llegar a que LY(X) = 0 para dos procesos que
satisface la ecuacién anterior, por ejemplo en [3] por una proposicién de [22] esto se vuelve
obvio del hecho de que fot X% ds < oo.

Proposicién 4.1.3. Si § € [0,1), no existe solucién para (4.1).

Demostracién. Supongamos que existe una solucién (Xy, By)i>o para (4.1). De la propo-
sicién anterior se tiene que ()?t,ét)tzo con X; = | Xe| v B = fg sgn(Xs) dBs también es
solucién de (4.1), es decir, a partir de cualquier solucién se puede construir una solucién
postiva; por el mismo argumento que en la Proposicién 3.3.6 se puede concluir que tal
soluciéon no puede existir . |

4.2. El caso en el que § > 2.

En seguida veremos que la unica solucién no negativa para (4.1) es el proceso de Bes-
sel y que cuando § > 2 y la condicién incial es distinta de cero entonces hay unicidad
trayectorial.

Teorema 4.2.1. Dados Xy y (Bt)e>0 un movimiento Browniano el proceso de Bessel de
dimension 0 > 1 es la iunica solucion no negativa de

bs—1
Xt:Xo—i-/ 7’1{)(3750} ds+ By, t>0 (4.3)
0 2-Xs

Mas atun es una solucion fuerte. Ademds si 0 > 2 y Xog # 0 hay unicidad trayectorial para

(4.).

Demostracion. Sea (pt, Bt)e>0 una solucién no negativa de (4.3), al elevar al cuadrado por
la férmula de It6 obtenemos

t

. t~ B 1 t _ t B
szﬁ%+2'/ﬂsdps+2'/2d<p,ﬁ>s:ﬁ(2)+(5—1)/]l{ﬁs;«é(]}dS"‘Q/ psdBs +1t
0 0 0 0

t t
:ﬁ%+6t+2/ ﬁSst—|—(6—1)/ Iy5,—0yds, t>0.
0 0

Por la férmula de ocupacién del tiempo local se tiene que

t t 0
/0 ]1{53:0} ds :/0 ]l{ﬁs:()} d<ﬁaﬁ>s = /—oo ]l{w:O}Ltm(m dr =0, t>0,

ya que p; = |p¢| para t > 0 y por esta ultima igualdad se tiene que
t
ﬁ?=ﬁ5+5t+2-/ \ps| dBs, t>0.
0

Entonces (p?, Bt)i>0 es una solucién a la ecuacién del proceso Bessel Cuadrado por la
unicidad trayectorial de ésta, si tuviésemos otra solucién (p¢, Bt)t>0 de (4.3) entonces los
procesos (p7)i>0 ¥ (p7)i>0 serfan indistinguibles, es decir:

Plp; =p; :t>0] =1,

como son no negativos se sigue que (p)i>0 vy (pt)¢>o0 seran indistinguibles. Ya que la ecua-
cién del proceso de Bessel Cuadrado sélo posee soluciones fuertes (debido a la unicidad
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trayectorial) entonces (p¢, Bt)¢>0 también es una solucién fuerte.

Supongamos nuevamente que (p¢, B)i>0 es solucién de (4.3) y que pg > 0 y haciendo
t
B = / sgn(ps) dBs, t >0,
0

ya que (B, B); = t, en efecto (Bt)i>0 es un movimiento Browniano. Elevando al cuadrado
como anteriormente se hizo obtenemos

t t ~
ﬁ?:ﬁ%+5t+2-/ﬁSdBS:ﬁ§+ﬁ3+5t+2./ ps| dBs, >0
0 0

Es decir, (p2, B;)i>0 es solucién de la ecuacién del proceso Bessel Cuadrado. Como (52)>0
tienen la misma ley de probabilidad que el proceso de Bessel Cuadrado (nuevamente debido
a que hay unicidad trayectorial). Recordando que el proceso Bessel Cuadrado (pt)i>0
cumple que

Plps >0, Vt>0 =1, parad>2, py >0,

asi, también sucede que P [ﬁf >0, Vt> 0} = 1 esto pues py > 0 y por la continuidad
de la solucién entonces Plp; > 0, V¢t > 0] = 1 ya que pp > 0. Con lo cual sgn(ps) =1y
entonces Et = B; por lo que (ﬁ?, Bi)>0 es una solucion de la ecuacién del proceso Bessel
Cuadrado por la unicidad trayectorial de éste, p?> y p? son indistinguibles al ser ambos
positivos p 'y p también lo son. El mismo argumento prueba que si py < 0 entonces entonces
Plps < 0,Vt > 0] =1y que

t
ﬁfzﬁ?+ﬁ%+6t—2-/ |Ps| dBs, t>0.
0

Y como también hay unicidad trayectorial para la ecuacién Z; = Zy + ot — 2 fg \/|Zs| dBs
se sigue que py = —v/ Z;. |

4.3. El caso en el que § € (1,2)

A continuacién analizaremos el caso en el que § € (1,2). Presentaremos la manera en
que Cherny consigue encontrar otras soluciones ademas del proceso de Bessel para esta
ecuacion.

Teorema 4.3.1. (Cherny) Sea (Bt)t>0 un movimiento Browniano. Sil < § < 2, entonces
enla E.D.E .
Xt—X()—i-/ gin'n{Xs#O} ds+ By, t>0, (44)
0 T s
se tiene que:
a) Existen otras soluciones fuertes ademds del proceso de Bessel. (con la misma condicion
inicial y el mismo movimiento Browniano)
b) Existen soluciones débiles;
¢) No hay unicidad en ley para (4.4).

Demostracion. a) Por lo visto previamente ya que el proceso de Bessel (p;)¢>0 de dimensién
0 > 1 es una solucién fuerte de (4.4) entonces existe & : C(Ry) — C(R4) tal que p = ®(B)
c.s. Entonces podemos reescribir esta ecuaciéon como

bos—1
<I>t (Bs(w)) (I)o (BS(LL))) -l-/o 2‘1)5 (Bs(w))]l{és(BS(w))?éo} ds + Bt, t>0



72CAPITULO 4. LA ECUACION DIFERENCIAL ESTOCASTICA DEL PROCESO DE BESSEL.

Si XO = O, sea ~((-‘) — B(UJ) con lo que q)( NB) vuelve a ser una solucién fuerte con lo que
tenemos
t S 0 2@5 (—Bs(w)) {Is(st(UJ))yéO}d Bt, s

t 5—1
:> —(P _BS g ]]_ _ _ w d +B, tz 0
(B = [ o Bt et + B

Esto es que (pt, Bt)i>0 es una solucién fuerte donde p(w) = —®(—B(w)). Como (pt, Bt)>0
también es una solucién fuerte en donde pg = pg sin embargo son distintas pues p es
positiva mientras que p es negativa.

Ahora supongamos Xy > 0, sea p un proceso de Bessel de dimensién 1 < § < 2. Sea
T(w) :=mf{t > : p(w) = 0} entonces P[r < oo] = 1. Definamos:

-~ t
B = / (]I{SST} B 1{S>T}) dBs, t>0,
0

() = { ¢ (B(w)) si t<71(w),

—P4(B(w)) si t>T1(w),

Si t < 7, notemos coinciden (p;, B;) con (py, By), entonces:

bo—1
ﬁt—5+/ —ds+ By, t<T; (45)
0 2/08

sit > 7, tenemos que

~ ~ tg—1 ~ = tog—1 t
@t(B)—QT(B):/ (bédS‘i_Bt_Bq—:/ §d$+/ (]l{SST}_]]'{S>T}) dBS

De donde tendriamos que

- bo—1

Pt = —ds+B;— By, t>r.
T 2 ps

Con esto y junto con la ecuacién (4.5) es posible comprobar que (pt, Bt)i>o también es

solucién fuerte de (4.4). Comprobar que no hay unicidad en ley se puede comprobar con

el mismo método que en el Ejemplo 1.3.6. |
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