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A Juan Ruiz de Chávez, por tan desinteresadamente regalarme su libro.

Al pueblo mexicano, porque d́ıa a d́ıa paga por la educación.

A Aquel que Es, que Era y que ha de venir.

3



4
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1.1. Procesos Estocásticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1. El movimiento Browniano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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1.3.2. Tipos de Unicidad para una Ecuación Diferencial Estocástica. . . . . 25
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Introducción

El Movimiento Browniano (o Proceso de Wiener) es el proceso estocástico más importante
en la teoŕıa de procesos estocásticos. A partir del Movimiento Browniano 1-dimensional se
puede extender su definición para obtener un Movimiento Browniano d-dimensional con
d ∈ N. El proceso de Bessel de dimensión d es la distancia de un Movimiento Browniano
d-dimensional al origen, es decir, es el proceso (ρt)t≥0 dado por

ρt :=
[
(B(1)

t )2 + · · ·+ (B(d)

t )2
] 1
2 , t ≥ 0. (1)

El proceso de Bessel Cuadrado de dimensión d ∈ N se define con base en el proceso de
Bessel como Zt := (ρt)

2, t ≥ 0.

En esta tesis estudiaremos estos dos procesos definidos de una manera más general, lo
cual se realiza mediante el uso de ecuaciones diferenciales estocásticas.

Para estudiar a las ecuaciones diferenciales estocásticas se requiere de una amplia base
teórica de Procesos Estocásticos. En el caṕıtulo 1 de este trabajo presentamos lo indis-
pensable de esta teoŕıa, en particular damos una idea de la construcción de la integral
estocástica, presentamos la fórmula de Itô y el teorema de caracterización de Lévy, para
esto nos hemos basado en Introduction to Stochastic Integration de M.E. Caballero. Final-
mente presentamos dos teoremas de Yamada y Watanabe; damos la prueba de uno de ellos
y del otro sólo la idea de la demostración. Todo esto lo hacemos con el fin de presentar la
ecuación diferencial estocástica cuya solución define al Proceso de Bessel cuadrado. Esta
ecuación es la siguiente

Zt = Z0 + δt+ 2

∫ t

0

√
|Zs| dBs, t ≥ 0. (2)

Se define el proceso de Bessel Cuadrado (Zt)t≥0 de dimensión δ ≥ 0 como la única solución
a la ecuación (2) (se prueba que existe y es positiva). Y con base en este definimos el
Proceso de Bessel (ρt)t≥0 de dimensión δ ≥ 0 como ρt :=

√
Zt para todo t ≥ 0. Se

demuestra que si el Proceso de Bessel es de dimensión δ > 1, entonces satisface la siguiente
ecuación diferencial estocástica

ρt = ρ0 +

∫ t

0

δ − 1

2 · ρs
ds+Bt, t ≥ 0. (3)

Veremos cómo las soluciones de (2) y (3) se relacionan con la primera definición que
dimos del proceso de Bessel y del proceso de Bessel cuadrado de dimensión entera d ∈ N
mediante la ecuación (1).

En el caṕıtulo 2, hacemos una pequeña digresión en el estudio de las ecuaciones di-
ferenciales estocásticas para presentar las distintas versiones del lema de Doob-Dynkin,
donde en particular nos será de interés el Teorema 2.4.1. Este resultado es poco conocido,
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aunque resulta ser muy útil para encontrar soluciones fuertes a ecuaciones diferenciales
estocásticas. Para la primera parte de estos lemas nos hemos basado en Optimal Learning
from Doob-Dynkin Lemma [10] de G. Taraldesn y para el lema de Doob-Dynkin para pro-
cesos estocásticos en el art́ıculo de A.S. Cherny (Teorema 2.1 de [6]) y mostramos varios
ejemplos donde fue posible encontrar expĺıcitamente la función subyacente a este teorema.

En el caṕıtulo 3, procedemos a estudiar las dos ecuaciones diferenciales estocásticas an-
teriores. En particular probamos que el Proceso de Bessel Cuadrado de dimensión entera
d ∈ N satisface la ecuación (2) para todo d ≥ 1 y que el Proceso de Bessel de dimen-
sión entera d ∈ N satisface la ecuación (3) para todo d ≥ 2. Para esto hemos seguido la
prueba que se da en Brownian Motion and Stochastic Calculus [12] y simplemente hemos
intentado dar más detalles. Posteriormente se calculan las probabilidades de transición del
proceso definido por (2); esto esta basado en el caṕıtulo XI del libro de D. Revuz y M. Yor
Continuous Martingales and Brownian Motion [22]. Con lo que finalmente extendemos la
demostración que aparece en [12] para probar que el Proceso de Bessel de dimensión δ > 1
(es decir, ρt =

√
Zt donde (Zt)t≥0 es solución de (2)) satisface la ecuación (3).

Lo principal de esta tesis es el estudio de las soluciones que tiene la ecuación (3)
que está basado en el art́ıculo On the Strong and Weak Solutions of Stochastic Differen-
tial Equations Governing Bessel Processes de A.S. Cherny [6]. En el caṕıtulo 4, hemos
trabajado para desarrollar en detalle este art́ıculo donde se prueba el siguiente teorema:

Theorem 3.2 (i) The δ-dimensional Bessel processes (δ > 1) is the unique
(with fixed X0 and B) nonnegative solution of (4)1. Moreover, it is a strong
solution.
(ii) If δ ≥ 2 and X0 6= 0 then pathwise uniqueness holds for (4).
(iii) If 1 < δ < 2 or X0 = 0, then

(a) there exist other strong solutions (with the same X0 and B);
(b) there exist weak solutions;
(c) the uniqueness in law does not hold for (4).

La principal técnica que se utiliza para encontrar soluciones es el Teorema 2.4.1 que se
encuentra en el caṕıtulo 2. Este teorema nada nos dice en el caso δ ∈ [0, 1). Para estudiar
este caso fue que se introdujo el concepto de tiempo local (L0

t )t≥0. En el desarrollo de
este art́ıculo, se pudo dar otra demostración de que el tiempo local del proceso de Bessel
(cuando δ > 1) es cero. La demostración usual se puede consultar en [3]. Más aún, que
toda solución de (3) tiene tiempo local nulo. Con ello se comprueba de manera muy simple
que no existen soluciones para (3) en el caso en que δ ∈ [0, 1).

1Esta ecuación es Xt = X0 +

∫ t

0

δ − 1

2Xs
I(Xs 6= 0) ds+Bt para t ≥ 0.



Caṕıtulo 1

Conceptos Básicos

En este caṕıtulo, como en el resto del trabajo, estudiaremos procesos estocásticos (Xt)t≥0

a tiempo continuo que toman valores en (R,B(R)) o (Rd,B(Rd)).

En la Sección 1.1, damos la definición de un proceso estocástico. En particular, la de
proceso de Wiener (o Movimiento Browniano) respecto a una filtración. Presentamos el
espacio de Wiener y la medida de Wiener.

En la Sección 1.2, introducimos el concepto de integral estocástica de Itô y damos una
idea de su construcción. Además, damos la definición de lo que es un proceso de Itô y la
fórmula de Itô para estos procesos. Por último, utilizando la fórmula de Itô, damos una
prueba del teorema de Caracterización de Lévy.

En la Sección 1.3, damos la definición de una ecuación diferencial estocástica, se define
lo que es una solución débil y una solución fuerte. Definimos los dos tipos de unicidad
que se suelen presentar en una ecuación diferencial estocástica que son: unicidad en ley y
unicidad trayectorial.

Toda esta primera parte esta basada en Introduction to Stochastic Integration [5]
donde se pueden consultar detalles de los conceptos definidos aqúı, aśı como algunas de
las pruebas que hemos omitido.

En la Sección 1.4, presentamos los resultados clásicos de Itô sobre existencia y unicidad,
esto es, cuando se tienen coeficientes Lipchitz continuos. Debido a que éstos teoremas no
son suficientemente fuertes para analizar la existencia y la unicidad en el caso de la ecuación
del proceso de Bessel Cuadrado, también presentamos los dos teoremas principales de
Yamada y Watanabe y únicamente damos la prueba de uno de ellos.

1.1. Procesos Estocásticos

Definición 1.1.1. (Proceso Estocástico) Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), un
proceso estocástico a tiempo continuo es un conjunto de variables aleatorias Xt, indexadas
por el parámetro t en R+ := [0,∞) y lo denotaremos por (Xt)t≥0.

Ejemplo 1.1.1. (Caminata aleatoria a tiempo continuo) Sean (Ω,F ,P) un espacio de
probabilidad y (ξn)n≥1 independientes tales que P[ξn = 1] = P[ξn = −1] = 1

2 . Definimos
X0(ω) := 0 para todo ω ∈ Ω, Xn :=

∑n
i=1 ξn para n ≥ 1. Entonces el proceso dado por

Xt =

∞∑
n=0

1[n,n+1)(t) ·
[
(n+ 1− t)Xn + (t− n)Xn+1

]
, t ≥ 0

es la trayectoria de la caminata aleatoria simétrica extrapolada por linealidad a todo R+.
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Figura 1.1: Trayectoria de dos caminatas aleatorias.

Hay varias maneras de definir igualdades entre procesos estocásticos.

Definición 1.1.2. Sean (Xt)t≥0 y (Yt)t≥0 dos procesos definidos en el mismo espacio de
probabilidad. Decimos que:

a) (Xt)t≥0 es una modificación (o versión) de (Yt)t≥0 si para todo t ≥ 0, P[Xt = Yt] = 1,

b) (Xt)t≥0 es indistinguible de (Yt)t≥0 si P[Xt = Yt, para todo t ≥ 0] = 1. Esto es que casi
seguramente tienen las mismas trayectorias.

Definición 1.1.3. (distribuciones finito dimensionales) Las Distribuciones finito dimen-
sionales de un proceso (Xt)t≥0 es la familia de probabilidades

P[Xt1 ∈ B1, . . . , Xtk ∈ Bk]

con k ∈ N, ti ≥ 0, Bi ∈ B(R), i = 1, 2, . . . , k.

Definición 1.1.4. (Procesos equivalentes) Sean (Xt)t≥0 y (Yt)t≥0 dos procesos estocásticos
definidos en (Ω,F ,P) y (Ω′,F ′,P′) respectivavente. Decimos que son equivalentes si tienen
la misma familia de distribuciones finito dimensionales. Es decir, si

P[Xt1 ∈ B1, · · · , Xtk ∈ Bk] = P′[Yt1 ∈ B1, · · · , Ytk ∈ Bk]

para todo k ∈ N, ti ≥ 0, Bi ∈ B(R), i = 1, 2, . . . , k.

Claramente, si (Xt)t≥0 es indistinguible de (Yt)t≥0, entonces uno es modificación del otro
y por lo tanto son equivalentes. Sin embargo, en general las rećıprocas implicaciones no
son ciertas.

Ejemplo 1.1.2. (Procesos equivalentes que no son modificación uno del otro) Sea (Xt)t≥0

como en el Ejemplo 1.1.1, entonces el proceso (Yt)t≥0 definido como Yt := −Xt pa-
ra todo t ≥ 0, es una modificación de (Xt)t≥0, pues P[Xt1 ∈ B1, · · · , Xtk ∈ Bk] =
P[Xt1 ∈ N1, · · · , Xtk ∈ Nk] donde los Ni tienen un número finito de elementos, con lo que
P[Xt1 ∈ B1, · · · , Xtk ∈ Bk] = P[(ξ1, · · · , ξnk) ∈ N ] = P[(−ξ1, · · · ,−ξnk) ∈ N ] = P[−Xt1 ∈
N1, · · · ,−Xtk ∈ Nk] = P[−Xt1 ∈ B1, · · · ,−Xtk ∈ Bk]. Sin embargo, por ejemplo Xn 6= Yn
para todo n impar.

Ejemplo 1.1.3. (Procesos que son modificación uno del otro pero no son indistinguibles)
Sean (Xt)t≥0 como en el ejemplo anterior y ξ una variable aleatoria continua (que toma
valores sobre los reales positivos). Definimos el proceso (Zt)t≥0 como Zt := Xt+1{ξ=t}, se
verifica P[Xt = Zt] = P[ξ 6= t] = 1, por otro lado todas las trayectorias son distintas para
los dos procesos.
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Definición 1.1.5. (Filtración) Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), una filtración
es una familia de σ-álgebras {Ft}t≥0 de Ω contenidas en F tal que Fs ⊆ Ft para s ≤ t.
Ejemplo 1.1.4. (Filtración canónica) Intuitivamente, entenderemos que para cada t ≥ 0
el elemento Ft de una σ-álgebra {Ft}t≥0 es la información que se tiene hasta el tiempo t en
algún contexto. Aśı, por ejemplo, dado un proceso estocástico (Xt)t≥0 se define su filtración
canónica como la σ-álgebra que tiene como elementos FXt := σ(Xs : s ≤ t) para t ≥ 0,
que es la mı́nima σ-álgebra generada por las variables aleatorias {Xs}s≤t, se interpreta
que FXt contiene toda la información del proceso Xs hasta el tiempo t y solamente esa; aśı
a priori no se tiene información en FXt de lo que pasa con el proceso después del tiempo
t. Sin embargo, suele ser necesario trabajar con filtraciones más grandes que la canónica;
por esta razón introduciremos la siguiente definición.

Definición 1.1.6. (Proceso adaptado) Decimos que el proceso estocástico (Xt)t≥0 es adap-
tado con respecto a la filtración {Ft}t≥0 si Xt es Ft-medible, para cada t ≥ 0.

Observación. Todo proceso estocástico es adaptado con respecto a su filtración canónica.

1.1.1. El movimiento Browniano

El modelo matemático del Movimiento Browniano está inspirado en un fenómeno f́ısico.
A continuación presentaremos una breve reseña histórica de este fenómeno que hemos to-
mado del libro de Eliezer Braun, Un Movimiento en Zig Zag [4].

El movimiento Browniano, el cual es nombrado aśı en honor al botánico escosés Robert
Brown, quien a partir de una investigación en 1827, observó que era posible apreciar
microscópicamente un movimiento errático (que cambian de dirección permanentemente)
de part́ıculas de polen suspendidas en agua. Brown se dio cuenta de que esto no depend́ıa
del polen en particular (suced́ıa con todo tipo de part́ıculas pequeñas), ni de los flujos en
el fluido; tampoco lo causaba la evaporación del ĺıquido. En décadas posteriores se intentó
dar distintas explicaciones a este movimiento, entre ellas se propusó que se deb́ıa a la
diferencia de temperaturas o, también, a la capilaridad creada por el recipiente: ambas
fueron desechadas [4]. No fue hasta 1905 cuando Albert Einstein [8], tomando en cuenta
la independencia del movimiento en intervalos de tiempo y haciendo uso de la recién
fórmulada teoŕıa cinética (basada en suposiciones atómicas), obtiene que la distribución
del desplazamiento resultante al tiempo t estaŕıa dada por:

f(x, t) =
n√
4πD

e−x
2/4Dt

√
t

,

en donde n es el número de párticulas y D un coeficiente de difusión. Con esto, Einstein
obtuvo predicciones cuantitativas, con las cuales el f́ısico Jean Perrin, con ayuda de su
disćıpulo M. Chaudesaigues, bajo una serie de ingeniosos experimentos comprobó emṕıri-
camente las predicciones de Einstein entre 1908 y 1911.

Louis Bachelier, en 1900, consiguió llegar a un “proceso” con las mismas caracteŕısticas
sobre el precio de una acción, tomando en cuenta supuestos económicos. Dejando de un
lado los aspectos f́ısicos del movimiento Browniano, no fue hasta 1923 que el matemático
estadounidense Norbert Wiener, dio una construcción rigurosa y bastante complicada de
este proceso.

Una de las propiedades de la part́ıcula Browniana es que su desplazamiento es indepen-
diente para intervalos disjuntos en el tiempo. Es posible escribir esta propiedad en términos
de la σ-álgebra generada por el proceso y es lo que haremos en seguida.
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Proposición 1.1.1. Sea (Xt)t≥0 un proceso estocástico para el cual las variables aleatorias
Xt0 , Xt1 − Xt0 , · · · , Xtn − Xtn−1 son independientes para todo entero n ≥ 1 e ı́ndices
0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn <∞. Entonces Xt−Xs es independiente de FXs para s, t ∈ R tales
que 0 ≤ s < t.

Demostración. Es obvio que Ω ∈ D. Sean A,C ∈ D que satisfacen A ⊆ C, entonces

P[(Xt −Xs ∈ B) ∩ (C \A)] = P[C ∩ (Xt −Xs ∈ B \A) ∩ (Xt −Xs ∈ B)]

= P[C ∩ (Xt −Xs ∈ B)]− P[A ∩ (Xt −Xs ∈ B)]

= P[Xt −Xs ∈ B](P[C]− P[A])

= P[Xt −Xs ∈ B] · P[C \A],

con lo que se concluye que C \A ∈ D. Si {An}n≥1 es una sucesión de eventos crecientes
en D, se tiene que

P
[⋃

nAn ∩ (Xt −Xs ∈ B)
]

= ĺım
n

P[An ∩ (Xt −Xs ∈ B)]

= ĺım
n

P[An] · P[Xt −Xs ∈ B]

= P
[⋃

nAn
]
· P[Xt −Xs ∈ B],

por lo que
⋃
nAn ∈ D, es decir, D es un sistema de Dynkin. Sea C la imagen inversa del

conjunto de cilindros de R∞ := {(x1, x2, · · · ) : xi ∈ R, i ∈ N}, es decir:

C := {Xt0 ∈ I0, · · · , Xtn ∈ In : n ∈ N},

donde I1, . . . , In son intervalos abiertos y 0 ≤ t1 < · · · < tn ≤ s es evidente que C es
un sistema π además C ⊆ D, esto se puede ver ya que cualquier elemento de C se puede
reescribir de la forma (Xt0 ∈ J0, Xt1 −Xt0 ∈ J1, · · · , Xtn −Xtn−1 ∈ Jn) de manera que se
puede concluir por el teorema de clases monótonas. �

Con esto nos permitiremos dar la siguiente definición para el movimiento Browniano
de la siguiente manera.

Definición 1.1.7. (Movimiento Browniano) Dado un espacio de probabilidad filtrado
(Ω,F , (Ft)t≥0,P), un movimiento Browniano respecto a la filtración (Ft)t≥0 es un proceso
estocástco (Bt)t≥0 adaptado a la filtración que satisface:

1. B0 = 0 c.s.

2. Bt −Bs ⊥ Fs para s, t ∈ R tales que 0 ≤ s < t.

3. Bt −Bs ∼ N(0, t− s) para s, t ∈ R+ tales que s < t.

4. Tiene trayectorias continuas, es decir, la función t → Bt(ω) es continua para todo
ω ∈ Ω.

Dar una demostración rigurosa de la existencia del movimiento Browniano como proceso
estocástico, es algo no trivial y no se hará aqúı (se puede consultar [12]). Únicamente se
mencionarán los resultados con los cuales es posible llegar a esto.

Teorema 1.1.1. (Extensión de Kolmogorov) Sea {Pτ}τ∈T una familia consistente de dis-
tribuciones finito dimensionales. Entonces existe una única medida de probabilidad P en(
R[0,∞),B(R[0,∞))

)
tal que:

P
(
π−1
τ (A)

)
= Pτ (A) ∀ τ ∈ T

en donde πτ es la proyección de las coordenadas τ de R[0,∞) sobre R|τ |, es decir, si τ =
(t1, t2, · · · , tn) entonces πτ : R[0,∞) → Rn y πτ (x) = (x(t1), x(t2), · · · , x(tn)).
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Teorema 1.1.2. (Continuidad de Kolmogorov) Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad
y un proceso estocástico (Xt)t≥0 definido en él. Si existen α, β, c > 0 tales que:

E [|Xt −Xs|α] ≤ c|t− s|1+β, s, t ∈ R+,

entonces X tiene una modificación Y , tal que para todo ω ∈ Ω y 0 < γ < β
α , la trayectoria

t 7→ Yt(ω) es locamente γ-Holder continua, o sea ∀ t0 ∈ R+ existen εt0 , Ct0 > 0 tal que
si |t − t0|, |s − t0| < εt0, entonces |Yt(ω) − Ys(ω)| ≤ Ct0 |t − s|γ. En particular todas las
trayectorias del proceso Y son continuas.

Una vez que se tiene un movimiento Browniano (Bt)t≥0 en un espacio de probabilidad
(Ω,F ,P), es posible construir una medida de probabilidad W en el espacio (medible) de
las funciones continuas

(
C(R+,R),B (C(R+,R))

)
como W (A) := P ◦ B−1(A) para todo

A ∈ B (C(R+,R)).

Proposición 1.1.2. Existe una única medida de probabilidad W en B (C(R+,R)), para
la cual el proceso coordenado es un movimiento Browniano. A esta medida se le conoce
como la medida de Wiener y al espacio de probabilidad

(
C(R+,R),B (C(R+,R)) ,W

)
se

le nombra espacio de Wiener.

1.1.2. Variación Cuadrática del Movimiento Browniano

El hecho que hace posible definir la integral de Riemann-Stieltjes

∫ t

0
f(s) dα(s) para una

función f : R+ → R continua, es que α(t) sea de variación acotada. Sin embargo, las
trayectorias del movimiento Browniano no satisfacen esta propiedad. De hecho sus tra-
yectorias son de variación infinita con probabilidad uno. Por lo cual, resulta infructuoso
definir la integral respecto al movimiento Browniano de la misma manera que en el caso
de la integral de Rieman-Stieltjes.

Para construir la integral de Itô es necesario adoptar un enfoque más probabiĺısta;
para ello comenzaremos con el concepto de p-variación de un proceso estocástico.

Definición 1.1.8. (p-Variación) Sea (Xt)t≥0 un proceso estocástico con trayectorias con-
tinuas. Definimos su p-variación sobre [a, b] ⊂ [0,∞) como el ĺımite en probabilidad cuando
||πn|| → 0 (siempre y cuando exista) de

Qn,p[a, b] :=
∑
πn

|Xtnk+1
−Xtnk

|p,

en donde {πn : n ∈ N} es una familia de particiones del intervalo [a, b] de la forma
πn := {a = t(n)0 < t(n)1 < · · · < t(n)mn = b} tales que ĺım

n
||πn|| = 0. Cuando p = 2 se le conoce

como variación cuadrática de (Xt)t≥0 y para p = 1 se le llama variación total de (Xt)t≥0

en [a, b].

Observación. Recordamos que la norma de una partición es ||πn|| = máxk{|tnk+1 − tnk |}.
Ahora, calcularemos la variación cuadrática del movimiento Browniano. Adoptaremos

la siguiente notación: ∆B2
tnk

:= (Btnk+1
−Btnk )2 y ∆tnk := tnk+1 − tnk .

Proposición 1.1.3. (Variación cuadrática del M.B.) La variación cuadrática sobre [0, t]
de un movimiento Browniano (Bt)t≥0 es igual a t y es denotada como 〈X,X〉t, es decir:

P− ĺım
n→∞

Qn,2[0, t] = t, t ≥ 0
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Demostración. Sea {πn : n ∈ N} una familia de particiones como en la Definición 1.1.8,
veamos que:

E
[(
Qn − (b− a)

)2]
= E

[(∑
πn

∆B2
tnk
−∆tnk)

)2
]

=
∑
πn

Var
(

∆B2
tnk
−∆tnk

)

La última igualdad se da debido a que E
[∑

πn
∆B2

tnk
−∆tnk

]
= 0, a su vez estos sumandos

son indepenedientes, por lo que la varianza de la suma es la suma de las varianzas. Usando
el hecho que Var

(
∆B2

tnk

)
= 2
(
∆tnk

)2
, obtenemos

E
[(
Qn − (b− a)

)2]
= 2

∑
πn

(
∆tnk

)2 ≤ 2 · ||πn|| · (b− a).

Haciendo ||πn|| → 0, tomando (a, b) = (0, t) y ya que la convergencia en L2 implica la
convergencia en probabilidad se obtiene el resultado deseado. �

Posteriormente, nos encontraremos solo con dos tipos de procesos: los que tienen
variación cuadrática finita y los que tienen variación total finita. Un resultado que relaciona
la variación de este tipo de procesos es el siguiente:

Proposición 1.1.4. Sea (Xt)t≥0 un proceso estocástico con trayectorias continuas definido
en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), de variación total finita. Entonces, existe su
variación cuadrática y además es cero.

Demostración. Sean {πn : n ∈ N} una familia de particiones como en la Definición 1.1.8,
y {π′n : n ∈ N} otra familia de particiones sobre el mismo intervalo tal que πn ⊆ π′n y
π′n ⊆ π′n+1. Notemos que P− ĺım

n

∑
π′n
|Xtnk+1

− Xtnk
| < ∞ ya que ||πn|| → 0. Ahora, sea

{π′′n : n ∈ N} := {π′nk : {nk}∞k=1 ⊆ N} tal que ĺım
n

∑
π′′n
|Xtnk+1

−Xtnk
| <∞ casi seguramente.

Observemos que πn ⊆ π′n ⊆ π′′n para todo n ∈ N. De la desigualdad:∑
πn

|Xtnk+1
(ω)−Xtnk

(ω)|2 ≤ sup
π′′n

{|Xtnk+1
(ω)−Xtnk

(ω)|} ·
∑
π′′n

|Xtnk+1
(ω)−Xtnk

(ω)|

es claro que ĺım
n

∑
πn

|Xtnk+1
(ω)−Xtnk

(ω)|2 = 0 casi seguramente, pues ĺım
n

supπ′′n{|Xtnk+1
(ω)−

Xtnk
(ω)|} = 0, ya que el proceso tiene trayectorias continuas. �

Ejemplo 1.1.5. En particular, los procesos estocásticos de la forma
(∫ t

0
b(s,Xs) ds

)
t≥0

,

con b : R+ × R→ R medibles e integrables son de variación cuadrática cero. Es decir,〈∫ ·
0
b(s,Xs) ds,

∫ ·
0
b(s,Xs) ds

〉
t

= 0 , t ≥ 0,

pues al ser derivables casi en toda la recta real, son de variación total finita; de hecho su

variación a tiempo t ≥ 0 no es otra cosa que

∫ t

0
|b(s,Xs)| ds.

Proposición 1.1.5. Sean (Xt)t≥0 un proceso estocástico continuo con variación cuadráti-
ca finita y (Yt)t≥0 un proceso continuo de variación total finita. Entonces 〈X + Y,X + Y 〉t =
〈X,X〉t, para todo t ≥ 0.
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Demostración. Sea {πn : n ∈ N} una familia de particiones como en la Definición 1.1.8.
Llamemos (∗) a la suma

∑
πn
|Xtnk+1

(ω) + Ytnk+1
(ω)−Xtnk

(ω)− Ytnk+1
(ω)|2, entonces

(∗) =
∑
πn

|Xtnk+1
(ω)−Xtnk

(ω)|2 + 2
∑
πn

(
Xtnk+1

(ω)−Xtnk
(ω)
)
·
(
Ytnk+1

(ω)− Ytnk (ω)
)

+
∑
πn

|Ytnk+1
(ω)− Ytnk (ω)|2

con un argumento similiar al de la proposición anterior se prueba ĺım
n

∑
πn
|Xtnk+1

(ω) −
Xtnk

(ω)| · |Ytnk+1
(ω) − Ytnk (ω)| = 0, por lo que el segundo término también se va a cero

conforme ||πn|| → 0. Debido a que ĺım
n

∑
πn
|Ytnk+1

(ω) − Ytnk (ω)|2 = 0, pues (Yt)t≥0 es de

variación total finita, se puede concluir. �

1.2. Integral Estocástica de Itô

La razón que se tuvo para construir la integral estocástica fue motivada por la teoŕıa de
procesos de markov, que estuvo bastante influenciada por los trabajos de A.N. Kolmogorov
en 1931 (dos años antes de que diera la axiomatización de la teoŕıa de la probabilidad
por medio de la teoŕıa de la medida desarrollada en ese momento). Kolmogorov probó
que las funciones de densidad f(s, x, t, y) de los procesos de Markov continuos, pueden ser
descritas por medio de dos parámetros: A(s, x) es el diferencial (tasa de cambio en tiempos
infinitamente pequeños) de la media cuando el proceso se encuentra en x al tiempo s y,
con la misma idea, B(s, x) es la varianza diferencial. Por medio de una ecuación diferencial
parcial del siguiente estilo:

∂

∂s
f(s, x, t, y) = −A(s, x)

∂

∂x
f(s, x, t, y)−B2(s, x)

∂2

∂x2
f(s, x, t, y).

La intención incial de Itô era estudiar las trayectorias de los procesos de Markov, estos al
estar determinados por de medio esos diferenciales homogéneos, entonces se da cuenta de
que esto seŕıa posible por medio de ecuaciones diferenciales estocásticas, de la siguiente
forma:

dXt = σ(Xt) dWt + µ(Xt) dt

En 1944, le da un significado a σ(Xt)dWs por medio de la definición de una integral
estocástica, lo cual hace posible plantear ecuaciones diferenciales estocásticas cuyas solu-
ciones sean procesos de Markov y, bajo ciertas condiciones en los coeficientes σ y µ, prueba
la existencia de soluciones. Es en 1951 cuando prueba, la que hoy en d́ıa conocemos como
fórmula de Itô:

f(Xt) = f ′(Xt) dXt +
1

2
f ′′(Xt) dt.

Mediante la cual le fue posible conectar este enfoque con el de Kolmogorov, al recuperar
por medio de la fórmula de Itô las ecuaciones diferenciales parciales planteadas por él.

En aras de dar un significado a
∫ t

0 X(s, ω) dB(s, ω), es necesario indagar para cuáles in-
tegrandos tendrá sentido la expresión anterior. Puesto que la finalidad de este trabajo es
obtener ecuaciones diferenciales estocásticas, seŕıa sumamente conveniente que si (Xt)t≥0

es un proceso estocástico también lo fueran expresiones como Y (t, ω) :=
∫ t

0 X(s, ω) ds, para
lo cual son necesarias ciertas condiciones sobre (Xt)t≥0 que se especifican en la Definición
1.2.1.
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1.2.1. Construcción de la Integral Estocástica

En esta sección construiremos la integral estocástica con respecto a un movimiento Brow-
niano (Bt)t≥0 y daremos sus principales propiedades. Para esto nos hemos basado en
Introduction to Stochastic Integration [5].

Definición 1.2.1. (Proceso progresivamente medible) Se dice que el proceso estocástico
(Xt)t≥0 es progresivamente medible con respecto a la filtración (Ft)t≥0, si para todo t ∈ R+

el mapeo

[0, t]× Ω −−→ (R,B(R))

(s, ω) −−→ X(s, ω)

es medible con respecto a la σ-álgebra B([0, t])⊗Ft.

En primera instancia que un proceso sea progresivamente medible será de extrema utili-
dad. Gracias al teorema de Fubini se puede asegurar que la función definida por t→ E[Xt]
es medible en el espacio de probabilidad que se éste trabajando y además permite inter-
cambiar el orden de integración, lo cual también será utilizado repetidas veces a lo largo
de este texto.

Por otro lado, todo proceso (Xt)t≥0 progresivamente medible con respecto a la filtración
(Ft)t≥0 es adaptado a esta filtración. El rećıproco de la afirmación anterior en general no
es cierto, sin embargo tenemos la siguiente relación:

Proposición 1.2.1. Si el proceso estocástico (Xt)t≥0 es adaptado a la filtracion (Ft)t≥0 y
cada una de sus trayectoria es continua por la derecha o continua por la izquierda, entonces
es progresivamente medible con respecto a la filtración (Ft)t≥0.

Demostración. Haremos la prueba para el caso en que X tenga trayectorias continuas por
la izquierda (el otro caso es análogo). Definimos:

X(n)
s (ω) := X0(ω)1{0}(s) +

2n∑
k=1

Xkt/2n(ω) · 1{(k−1)t/2n<s≤ kt/2n}, s ≥ 0, n ∈ N.

De la definición de la σ-álgebra producto es claro que (s, ω) → Xkt/2n es B([0, t]) ⊗ Ft-
medible, para k ≥ 0, lo mismo sucede con cada función indicadora. Por lo que X(n)

s es
B([0, t]) ⊗ Ft-medible para cada n ≥ 0. De la continuidad por la izquierda de (Xt)t≥0 se
tiene que si (s, ω) ∈ [0, t] × Ω, entonces ĺım

n
X(n)
s (ω) = Xs(ω). Ya que la medibilidad se

conserva bajo ĺımite, se puede concluir. �

La siguiente definición provee de condiciones suficientes para la integrabilidad de pro-
cesos estocásticos.

Definición 1.2.2. Sean (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espacio de probabilidad y 0 ≤ a < b ∈ R
. Denotaremos por L2[a, b] a la clase de las funciones X(t, ω) : [0,∞) × Ω −→ R que
satisfacen

a) El proceso (Xt)t≥0 es progresivamente medible con respecto a la filtración (Ft)t≥0.

b) E
[∫ b

a
X2(t, ω)dt

]
<∞.
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Observación. Notemos que E
[∫ b

a
X2(s, ω) ds

]
es la norma del proceso {Xt : t ∈ [a, b]} en

L2([a, b]× Ω).

Ejemplo 1.2.1. Dado una espacio de probabilidad (Ω,F , (Ft)t≥0,P) y un Ft-Movimiento
Browniano (Bt)t≥0, sucede que

a) (Bt)t≥0,

b) (|Bt|)t≥0,

c)
(
sgn(Bt)

)
t≥0

,

están en L2[a, b] para cualesquiera 0 ≤ a < b ∈ R. Los primeros dos procesos son
progresivamente medibles, pues son adaptados y tienen trayectorias continuas (Propo-
sición 1.2.1) además la esperanza del inciso b) de la Definición 1.2.2 en ambos casos

E
∫ b
a B

2
t dt =

∫ b
a E(B2

t ) dt =
∫ b
a t dt = (b2 − a2)/2. Para asegurar que el proceso del inci-

so c) es progresivamente medible basta ver que es el ĺımite de procesos progresivamen-
te medibles. Ya que sgn(x) es medible existe una sucesión {fn : R → R : n ∈ N} de
funciones continuas tales que fn(x) → sgn(x) para todo x ∈ R, entonces se satisface
ĺım
n
fn(Bt(ω)) → sgn(Bt(ω)) para todo ω ∈ Ω y t ≥ 0. La condición b) es clara pues

sgn2(x) = 1, para todo x ∈ R.

En el argumento anterior, para demostrar que (sgn(Bt))t≥0 es progresivamente medible,
solamente se utiliza que la función sgn(x) es medible, y que (Bt)t≥0 es Ft-adaptado y tiene
trayectorias continuas. De hecho, este mismo razonamiento prueba la siguiente proposición.

Proposición 1.2.2. Sean (Xt)t≥0 un proceso estocástico adaptado a la filtración (Ft)t≥0

con trayectorias continuas y σ : R→ R una función medible. Entonces el proceso estocásti-
co (σ(Xt))t≥0 es progresivamente medible con respecto a la filtración (Ft)t≥0.

Definición 1.2.3. (Procesos elementales) Un proceso estocástico (Xt)t≥0 en L2[0, T ] que
tiene la siguiente forma

X(t, ω) =

n∑
i=0

ξi(ω) · 1[ti,ti+1)(t), t ≥ 0,

donde 0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = T , es llamado proceso elemental. La clase de todos
los procesos elementales se denota por E2[0, T ].

Observación. A partir de esta definición vemos que E(ξ2
i ) <∞ y que ξi es Fti-medible. Lo

segundo es consecuencia de que (Xt)t≥0 sea adaptado, pues es progresivamente medible.

Por otra parte, la manera más natural de definir
∫ t

0 X(s, ω) dB(s, ω) para esta clase de
procesos es la siguiente.

Definición 1.2.4. (Integral de Itô para procesos elementales) La integral de Itô (o integral
estocástica) de un proceso elemental (Xt)t≥0 con respecto de un Ft-movimiento Browniano
(Bt)t≥0 es

(X ·B)t(ω) :=

∫ t

0
X(s, ω) dB(s, ω) :=

n∑
i=0

ξi(ω)
(
Bti+1∧t(ω)−Bti∧t(ω)

)
, t ≤ T.

Observación. Entendemos que la filtración (Ft)t≥0 del movimiento Browniano es la subay-
cente en la definición de L2[0, T ].
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Con esta primera manera de definir la Integral de Itô se verifican las siguientes pro-
piedades.

Proposición 1.2.3. (Propiedades de la integral de Itô) Sean (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espa-
cio de probabilidad, (Bt)t≥0 un Ft-Movimiento Browniano, y (Xt)t≥0, (Yt)t≥0 procesos
elementales. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1. (X ·B)0 = 0 c.s..

2. E[(X ·B)t|Fs] = (X ·B)s, para 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

3. E[(X ·B)2
t ] = E

[∫ t

0
X2
s ds

]
(Isometŕıa de Itô), para 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

4.
(
(αX + Y ) ·B

)
t

= α(X ·B)t + (Y ·B)t, para 0 ≤ t ≤ T .

5.
(
(X ·B)t

)
t≥0

es un proceso con trayectorias continuas.

Es decir, el proceso ((X ·B)t)t≥0 es una Ft-martingala continua cuadrado integrable.

Se esperaŕıa poder dar un significado a expresiones del tipo
∫ t

0 B(s, ω) dB(s, ω), lo cual
es factible ya que se puede definir la integral para los elementos de L2[0, T ]. La manera de
hacerlo es la siguiente.

Definición 1.2.5. (Integral de Itô) Sea (Xt)t≥0 en la cerradura de E2[0, T ] con respecto
de la norma dada por b) de la Definición 1.2.2. Definimos la integral estocástica (o integral
de Itô) de (Xt)t≥0 con respecto al Ft-Movimiento Browniano (Bt)t≥0 como

(X ·B)t :=

∫ t

0
Xs dBs = L2− ĺım

n→∞

∫ t

0
X(n)
s dBs, t ∈ [0, T ]

donde
{(
X(n)

t

)
t≥0

: n ∈ N
}

es una sucesión de procesos en E2[0, T ] que aproxima a (Xt)t≥0.

Observación. Debemos comprobar que la integral de Itô está bien definida, es decir, el

ĺımite L2-ĺımn→∞
∫ t

0 X
(n)
s dBs existe, no depende de la sucesión y coincide casi seguramente

con la definición la integral de la Definicón 1.2.4. Esto último es consecuencia de que el
ĺımite no dependa de la sucesión. Veamos que el ĺımite existe.

Sean (Xt)t≥0 y
{(
X(n)

t

)
t≥0

: n ∈ N
}

en E2[0, T ] tales que
(
X(n)

t

)
t≥0

converge a (Xt)t≥0

en L2([0, T ]× Ω). Entonces es de Cauchy, es decir, si t ∈ [0, T ], entonces

ĺım
m,n→∞

E
[∫ t

0

(
X(n)
s −X(m)

s

)2
ds

]
= ĺım

m,n→∞
E

[(∫ t

0
X(n)
s dBs −

∫ t

0
X(m)
s dBs

)2
]

= 0,

la última igualdad se sigue de las propiedades 3 y 4 de la Proposición 1.2.3. Por lo que∫ t

0
X(n)
s dBs es de Cauchy en L2(Ω,F ,P), debido a que éste es completo se sigue entonces

que el ĺımite existe.

Ahora verificaremos que el ĺımite no depende de la sucesión que se tome. Sean
{(
Y (n)

t

)
t≥0

:

n ∈ N
}

y
{(
X(n)

t

)
t≥0

: n ∈ N
}

como en la Definción 1.2.5, tales que

(X ·B)t := L2− ĺım
n→∞

∫ t

0
X(n)
s dBs, (Y ·B)t = L2− ĺım

n→∞

∫ t

0
Y (n)
s dBs.
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Denotemos por || · ||L2 y || · ||L2([0,t]×Ω) las normas de los espacios L2(Ω,F ,P) y L2([0, t]×
Ω,B[0, t] ⊗ F , λt ⊗ P) respectivamente, donde λt es la medida de Lebesgue restringida al
intervalo [0, t]. Al emplear la desigualdad del triángulo obtenemos que

||(X ·B)t − (Y ·B)t||L2 ≤ ||(X ·B)t − (X(n) ·B)t||L2 + ||(Y (n) ·B)t − (Y ·B)t||L2

+ ||(X(n) ·B)t − (Y (n) ·B)t||L2 .

De la isometŕıa de Itô y de la linealidad de la integral para procesos elementales se tiene
la siguiente igualdad

||(X(n) ·B)t − (Y (n) ·B)t||L2 = ||(X(n)

t )t≥0 − (Y (n)

t )t≥0||L2([0,t]×Ω),

por lo que al volver a emplear la desigualdad del trinagulo resulta que

||(X ·B)t − (Y ·B)t||L2 ≤ ||(X ·B)t − (X(n) ·B)t||L2 + ||(Y (n) ·B)t − (Y ·B)t||L2

+ ||(X(n)

t )t≥0 − (Xt)t≥0||L2 + ||(Y (n)

t )t≥0 − (Xt)t≥0||L2 .

El lado derecho de la desigualdad se va 0 cuando n → ∞, por lo que E[((X · B)2
t − (Y ·

B)t)
2] = 0. De este modo (X ·B)t = (Y ·B)t casi seguramente, como se queŕıa demostar.

Además, se comprueba que el proceso ((X ·B)t)t≥0 sigue cumpliendo las propiedades
enumeradas en la Proposición 1.2.3. La prueba se basa en la definición de la integral
estocástica y en que se satisfacen esas mismas propiedades para los procesos elementales.
Sin embargo, no es claro es que la integral estocástica sea un proceso continuo.

Teorema 1.2.1. Sea (Xt)t≥0 ∈ L2[0, T ]. El proceso definido por

(t, ω)→
∫ t

0
X(s, ω) dBs, t ∈ [0, T ]

admite una versión continua.

Demostración. Sea
{(
X(n)

t

)
t≥0

: n ∈ N
}

una sucesión de procesos que aproxima a (Xt)t≥0

como en la definición 1.2.5. Por la desigualdad maximal de Doob

P

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0
X(n)
s dBs −

∫ t

0
Xs dBs

∣∣∣∣ > ε

]
≤ 1

ε2
E

[∣∣∣∣∫ T

0
X(n)
s dBs −

∫ T

0
Xs dBs

∣∣∣∣2
]
, ε > 0.

El lado derecho de la igualdad es cero cuando n → ∞. Entonces, podemos encontrar un
subsucesión (nk)

∞
k=1 tal que la serie

∞∑
k=1

(
2k
)2 · E[∣∣∣∣∫ T

0
X(nk)
s dBs −

∫ T

0
Xs dBs

∣∣∣∣2
]

converge. Por ejemplo, si E
[∣∣∣∫ T0 X

(nk)
s dBs −

∫ T
0 Xs dBs

∣∣∣2] ≤ (2−k)3 obtenemos que

P(Ak) := P

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0
X(nk)
s dBs −

∫ t

0
Xs dBs

∣∣∣∣ > 1

2k

]
≤ 2−k.

Y por el lema de Borel Cantelli

P
[

ĺım sup
k

Ak
]

= 0.
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Esto significa que, para casi todo ω ∈ Ω existe Kω tal que

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0
X(nk)
s dBs −

∫ t

0
Xs dBs

∣∣∣∣ ≤ 1

2k
, k ≥ Kω.

Es decir,
∫ t

0 X
(nk)
s dBs converge uniformemente a

∫ t
0 Xs dBs casi seguramente. Ya que t→∫ t

0 X
(nk)
s dBs es continua, tambien t→

∫ t
0 XsdBs es continua c.s.. �

Ahora, vamos a demostrar que podemos tomar como integrandos los procesos de L2[0, T ]
para la integral de la integral estocástica. Es simplemente probar que la cerradura de
E2[0, T ] es L2[0, T ]. Con este fin necesitaremos del siguiente lema.

Lema 1.2.1. (Lema determinista) En el espacio L2[0, T ] de funciones f : [0, T ] −→ R
definimos el operador Pn : L2[0, T ] −→ L2[0, T ] como:

Pnf(t) :=

n−1∑
j=0

ξj · 1[tj ,tj+1)(t), con ξj :=
n

T

∫ tj

tj−1

f(s) ds,

donde (tj)
n
j=0 es la partición uniforme del intervalo [0, T ]. Entonces

1. Si φ ∈ L2[0, T ] y es escalonada, ĺım
n
||Pnφ− φ||2 = 0.

2. El conjunto de funciones escalonadas es un subconjunto denso de L2[0, T ].

3. Si ψ ∈ L2[0, T ], entonces ĺım
n
||Pnψ − ψ||2 = 0.

Teorema 1.2.2. La cerradura de E2[0, T ] con respecto de la norma en el espacio producto
L2([0, T ]× Ω) es L2[0, T ].

Demostración. Dado un proceso (Xt)t≥0 ∈ L2[0, T ] (supongamos que es acotado utilizando
el método de truncación, ya que los acotados son densos en L2[0, T ]), para cada ω ∈ Ω
podemos construir PnX(t, ω) que es un proceso elemental (pues ξj(ω) = n

T

∫ tj
tj−1

X(s, ω) ds

es Ftj -medible gracias a que (Xt)t≥0 es progresivamente medible y E[ξ2
j ] ≤ E[

∫ tj
tj−1

X2
s ds] <

∞), además converge en L2[0, T ], es decir,

ĺım
n

∫ T

0
|PnX(s, ω)−X(s, ω)|2 ds = 0

Por el teorema de convergencia dominada, también es cierto cuando se toma la esperanza,
es decir:

E
[
ĺım
n

∫ T

0
|PnX(s, ω)−X(s, ω)|2 ds

]
= ĺım

n
E
[∫ T

0
|PnX(s, ω)−X(s, ω)|2 ds

]
= 0,

la secuencia que aproxima a X(t, ω) un elemento acotado es PnX(t, ω). �

1.2.2. Procesos de Itô

La integral de Itô nos permite construir una gran cantidad de procesos estocásticos con
buenas propiedades (i.e., procesos con trayectorias continuas y que son martingalas cua-
drado integrables) a partir de un movimiento Browniano (Bt)t≥0, la siguiente definición
extiende esta idea.
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Definición 1.2.6. (Proceso de Itô) Sea (Bt)t≥0 un movimiento Browniano en el espacio
de probabilidad (Ω,F , (Ft)t≥0,P). Un proceso de Itô es un proceso estocástico de la forma:

Xt(ω) = X0 +

∫ t

0
u(s, ω) ds+

∫ t

0
v(s, ω) dBs(ω), t ≥ 0,

en donde v(s, ω) ∈ L2[0, T ], T ≥ 0, u(t, ω) es un proceso progresivamente medible e
integrable. A los coeficientes u(s, ω) se les conoce como deriva y a v(s, ω) como coeficiente
de difusión.

Observemos que un proceso de Itô es adaptado y continuo. Además es una semimar-
tingala, ya que es la suma de una martingala continua

( ∫ t
0 v(s, ω) dBs

)
t≥0

y un proceso

adaptado continuo de variación acotada
( ∫ t

0 u(s, ω) ds
)
t≥0

.

1.2.3. Fórmula de Itô y Fórmula de Integración por Partes.

Calcular integrales estocásticas a partir de la Definición 1.2.5 no resulta ser sencillo. Esto
mismo sucede en el caso de la integral Riemman, sin embargo el teorema fundamental
del cálculo hace posible calcular un gran número de integrales. La fórmula de Itô también
tiene como aplicación el hacer posible el cálculo de diversas integrales. Pero más que eso
es la principal herramienta para el estudio de ecuaciones diferenciales estocásticas.

Teorema 1.2.3. (Fórmula de Itô) Si f(t, x) ∈ C(1,2) y (Xt)t≥0 es un proceso de Itô.
Entonces (f(t,Xt))t≥0 vuelve a ser un proceso de Itô. Más aún, se da la siguiente igualdad
c.s.:

f(t,Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

∂f

∂s
(s,Xs) ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Xs)u(s, ω) ds

+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Xs)v(s, ω) dBs +

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Xs)v

2(s, ω) ds ∀ t ≥ 0.

esto se suele escribir de una forma más compacta como (véase el Corolario 1.2.1):

f(t,Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

∂f

∂s
(s,Xs) ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Xs) dXs +

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Xs) d 〈X,X〉s

Para la demostración de este resultado referimos al lector a consultar [5].

Ejemplo 1.2.2. Claramente un movimiento Browniano (Bt)t≥0 es un proceso de Itô, al
aplicar la fórmula de Itô con f(x) := x2 a (Bt)t≥0 obtenemos

B2
t = 2

∫ t

0
Bs dBs + t, t ≥ 0,

al despejar se obtiene ∫ t

0
Bs dBs =

B2
t − t
2

, t ≥ 0.

De la identidad xy = (1/4)
(
(x+y)2−(x−y)2

)
y al aplicar la fórmula de Itô para f(x) = x2

es posible obtener la siguiente fórmula.
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Teorema 1.2.4. (Fórmula de integración por partes) Sean (Xt)t≥0 y (Yt)t≥0 dos procesos
de Itô de la forma

X
(1)
t =X

(1)
0 +

∫ t

0
u(1)(s, ω) ds+

∫ t

0
v(1)(s, ω) dBs, t ≥ 0,

X
(2)
t =X

(1)
0 +

∫ t

0
u(2)(s, ω) ds+

∫ t

0
v(2)(s, ω) dBs, t ≥ 0,

entonces se satisface

X
(1)
t ·X

(2)
t = X

(1)
0 ·X

(2)
0 +

∫ t

0
X(1)
s dX(2)

s +

∫ t

0
X(2)
s dX(1)

s +

∫ t

0
v(1)(s, ω)·v(2)(s, ω) ds, t ≥ 0.

Esto se puede escribir de una forma más compacta como (veáse la Proposición 1.2.4):

X
(1)
t ·X

(2)
t = X

(1)
0 ·X(2)

0 +

∫ t

0
X(1)
s dX(2)

s +

∫ t

0
X(2)
s dX(1)

s +
〈
X(1), X(2)

〉
t
, t ≥ 0,

Observación. Los procesos de Itô con deriva u(s, ω) = 0 c.s. para todo s ≥ 0 son martin-
galas continuas cuadrado integrables.

Definición 1.2.7. Sea (Mt)t≥0 una martingala continua cuadrado integrable con M0 = 0,
decimos que el proceso (At)t≥0 con A0 = 0 es el compensador de (Mt)t≥0 si (M2

t −At)t≥0

es martingala.

Ejemplo 1.2.3. El compensador del Movimiento Browniano (Bt)t≥0 es At = t para todo
t ≥ 0, pues se sabe que (B2

t − t)t≥0 es martingala.

Se puede probar que tal proceso siempre existe. Pero más que eso si (At)t≥0 es la
variación cuadrática de (Mt)t≥0, es decir At = 〈M,M〉t, entonces se satisface la propiedad
anterior y es el único proceso (en el sentido que cualquier otro es indistinguible a éste) que
satisface eso. Probar esta afirmación escapa de nuestras posibilidades, sin embargo para
los procesos de Itô que son martingalas cuadrado integrables (es decir, que su deriva se
anula) esto es posible.

Corolario 1.2.1. Si (Xt)t≥0 es un proceso de Itô con deriva u(s, ω) = 0 para todo s ≥
0, existe un único proceso (At)t≥0 adaptado creciente con A0 = 0 tal que X2

t − At es
martingala. Más aún, este proceso es la variación cuadrática de (Xt)t≥0 y se satisface:

At = 〈X,X〉t =

∫ t

0
v2(s, ω) ds, t ≥ 0, (1.1)

Demostración. Basta aplicar la fórmula de Itô para f(x) = x2, con lo que obtenemos

X2
t −

∫ t

0
v2(s, ω) ds = 2

∫ t

0
X(s, ω)v(s, ω) dBs +X2

0 , t ≥ 0,

de la misma manera al aplicar la fórmula de Itô a Xti+1 −Xti nuevamente con f(x) = x2

donde los {ti}ni=0 son un partición del intervalo [0, t], obtenemos

|Xti+1 −Xti |2 =

∫ ti+1

ti

v2(s, ω) ds, i ∈ {0, 1, · · · , n},

despues de sumar sobre cualquier partición se tiene que
∑

πn
|Xti+1−Xti |2 =

∫ t
0 v

2(s, ω) ds.
�
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Observación. En virtud de la Proposición 1.1.5 la igualdad (1.1) se sigue preservando
aún cuando la deriva u(s, ω) no se anule, sin embargo ya no es posible garantizar que(
X2
t − 〈X,X〉t

)
t≥0

sea una martingala.

Definición 1.2.8. Si (Xt)t≥0 y (Yt)t≥0 son dos procesos de Itô definimos su covariación
como

〈X,Y 〉t :=
1

4
·
(
〈X + Y,X + Y 〉t − 〈X,X〉t − 〈Y, Y 〉t

)
, t ≥ 0.

Proposición 1.2.4. Si (Xt)t≥0 y (Yt)t≥0 son dos procesos de Itô con deriva nula existe un
único proceso adaptado (At)t≥0 de variación acotada con A0 = 0 tal que (XtYt − At)t≥0

es martingala. Más aún, se satisface

At = 〈X,Y 〉t =

∫ t

0
v(1)(s, ω) · v(2)(s, ω) ds, t ≥ 0. (1.2)

Observación. La demostración de este hecho es similar a la del corolario anterior utilizando
la fórmula de integración por partes para procesos de Itô por lo cual la omitiremos.

1.2.4. Una Aplicación de la Fórmula de Itô, Teorema de Caracterización
de Lévy.

Una caracterización del movimiento Browniano que primeramente fue observada por Paul
Lévy es la siguiente: el movimiento Browniano es la única martingala local (Mt)t≥0 conti-
nua, M0 = 0, cuadrado integrable y variación cuadrática 〈M,M〉t = t. Una aplicación de
la fórmula de Itô, la cual fue descubierta por Kunita y Watanabe [13] es que se puede dar
un prueba bastante elegante de este resultado. Una demostración más parecida a la idea
de Lévy y con los conceptos que se conoćıan hasta ese entonces se puede encontrar en el
famoso libro de Doob [7].

Teorema 1.2.5. (Caracterización de Lévy) Sea (Bt)t≥0 una Ft-martingala continua cua-
drado integrable tal que: Bt = 0 y 〈B,B〉t = t. Entonces Bt es un Ft-movimiento Brow-
niano.

Demostración. (Para procesos de Itô) Aplicamos la fórmula de Itô para f(x) = eiux, lo
cual es aplicar la fórmula de Itô para las funciones f1(x) = cos(ux) y f2(x) = sin(ux) y
después sumar f1(Bt) + if2(Bt). Si 0 ≤ r < t tenemos que:

exp
(
iuBt

)
= 1 + iu

∫ t

0
exp

(
iuBs

)
dBs −

1

2
u2

∫ t

0
exp

(
iuBs

)
ds, t ≥ 0,

exp
(
iuBr

)
= 1 + iu

∫ r

0
exp

(
iuBs

)
dBs −

1

2
u2

∫ r

0
exp

(
iuBs

)
ds, t > r ≥ 0,

restando estas dos ecuaciones, obtenemos:

exp(iuBt) = exp
(
iuBr

)
+ iu

∫ t

r
exp

(
iuBs

)
dBs −

1

2
u2

∫ t

r
exp

(
iuBs

)
ds, t > r ≥ 0,

Sea A ∈ Fr y multiplicamos la última ecuación por e−iuBr · 1A, tendŕıamos que:

exp
(
iu(Bt −Br)

)
· 1A = 1A + iu · 1A

∫ t

r
exp

(
iu(Bs −Br)

)
dBs

− 1

2
u2

∫ t

r
exp

(
iu(Bs −Br)

)
· 1A ds, t > r ≥ 0,
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Después de tomar esperanza y del hecho de que la integral estocástica es martingala,
tenemos

E
[
eiu(Bt−Br) · 1A

]
= P(A)− 1

2
u2

∫ t

r
E
[
eiu(Bs−Br) · 1A

]
ds, t > r ≥ 0.

Si vemos t 7→ E
[
eiu(Bt−Bs) · 1A

]
como una función continua esto es una ecuación diferencial

ordinaria conocida, tendŕıamos:

E
[
exp

(
iu(Bt −Br)

)
· 1A

]
= P(A) · exp

(
−1

2
u2(t− r)

)
, t > r ≥ 0,

como esto es para todo A ∈ Fr con lo que podemos concluir

E
[
eiu(Bt−Br) | Fr

]
= e−

1
2
u2(t−r), t > r ≥ 0,

por lo tanto (Bt)t≥0 es un movimiento Browniano. �

1.3. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas

Una vez que se hubo construido el concepto de de integral estocástica es posible el plantear-
se ecuaciones integrales sobre procesos estocásticos. Por ejemplo, nos podŕıamos preguntar
cuáles son los procesos estocásticos que satisfacen la ecuación:

X(t, ω) = X(0, ω) +

∫ t

0
X(s, ω) dB(s, ω), t ≥ 0.

Sin embargo, es necesario aclarar varios detalles. Procederemos estableciendo lo que es
una ecuación diferencial estocástica y lo que es una solución a la misma.

Definición 1.3.1. (Ecuación diferencial estocástica) Sean b, σ : [0,∞)×R→ R funciones
medibles. Una ecuación diferencial estocástica es una ecuación de la forma:

Xt = X0 +

∫ t

0
b(s,Xs) ds+

∫ t

0
σ(s,Xs) dBs, t ≥ 0, (1.3)

siempre que las integrales existan.

Observación. Escribiremos la ecuación (1.3) en su forma diferencial como

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt,

X0 = x0.

1.3.1. Tipos de Soluciones para una Ecuación Diferencial Estocástica.

Una de las principales diferencias entre las ecuaciones integrales y las ecuaciones diferen-
ciales estocásticas es que éstas últimas depende del espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y
del movimiento browniano (Bt)t≥0 con el que se éste trabajando. Entonces a priori podŕıa
suceder que cierta ecuación tuviese solución en algún espacio de probabilidad y que en
otro no tuviese solución. O que si se tienen dos movimientos brownianos definidos en el
mismo espacio de probabilidad, que para un movimiento browniano exista solución y que
para el otro no.
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Definición 1.3.2. (Solución Débil) Dado un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F , (Ft)t≥0,P)
una solución débil (en este espacio) para la ecuación (1.3) es un par procesos (Xt, Bt)t≥0,
tales que:

i) (Xt)t≥0 es adaptado a la filtración (Ft)t≥0, con trayectorias continuas que satisface
la ecuación diferencial estocástica (1.3) casi seguramente.

ii)

(∫ t

0
|b(s,Xs)| ds+

∫ t

0
σ2(s,Xs) ds

)
<∞ ,casi seguramente para t ∈ [0,∞).

iii) (Bt)t≥0 es un Ft-movimiento Browniano.

Observación. Usualmente se suele referirse a una solución débil simplemente como una
solución de la ecuación diferencial estocástica.

Definición 1.3.3. (Solución fuerte) Dado un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F , (Ft)t≥0,P)
una solución fuerte para la ecuación (1.3) es un par procesos (Xt, Bt)t≥0, tales que:

i) (Xt, Bt)t≥0 es una solución débil para la ecuación (1.3).

ii) El proceso (Xt)t≥0 es adaptado a la filtración FBt := σ(FBt ∪ N ) donde N son los
conjuntos nulos.

1.3.2. Tipos de Unicidad para una Ecuación Diferencial Estocástica.

Debido a que hay distintas maneras de definir igualdad entre procesos estocásticos, también
existen distintos tipos de definir unicidad sobre las soluciones de una ecuación diferencial
estocástica.

Definición 1.3.4. (Unicidad en ley) Se dice que en la ecuación diferencial estocástica
(1.3) hay unicidad en ley, si cada vez que se tengan dos soluciones débiles (Xt, Bt)t≥0 y

(X̃t, B̃t)t≥0 (las cuales pudiesen estar definidas en diferentes espacios de probabilidad) con

X0 = X̃0, entonces la ley de probabilidad de (Xt)t≥0 coincide con la ley de (X̃t)t≥0.

Observación. Por el teorema de unicidad de probabilidades, que la ley de estos dos procesos
sea la misma, simplemente es que los procesos (Xt)t≥0 y (X̃t)t≥0 sean equivalentes.

Definición 1.3.5. (Unicidad trayectorial) Se dice que en la ecuación diferencial estocásti-
ca (1.3) hay unicidad trayectorial si cada vez que se tengan dos soluciones débiles (Xt, Bt)t≥0

y (Xt, B̃t)t≥0 para la ecuación (1.3) (en el mismo espacio de probabilidad) con X0 = X̃0,

entonces (Xt)t≥0 y (X̃t)t≥0 son indistinguibles.

1.3.3. Tiempo Local del Movimiento Browniano

Haremos una pequeña digresión para introducir un nuevo concepto que es el de tiempo
local del movimiento Browniano, que resultará ser de suma importancia pues con éste es
posible generalizar la fórmula de Itô no solamente para funciones f ∈ C2 si no también
para funciones convexas (más aún suma de convexas). Primeramente trataremos de ver
cuál es el tiempo de estancia del movimiento Browniano en el origen, es decir por cada
trayectoria del movimiento browniano nos fijaremos en los puntos donde permanece en el
origen, con lo cual tenemos la siguiente definición.
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Definición 1.3.6. Sea (Bt)t≥0 un Ft-movimiento Browniano en una espacio de proba-
bilidad (Ω,F , (Ft)t≥0,P). Dado ω ∈ Ω definimos la estancia en el origen del movimiento
Browniano en ω como el conjunto

L(ω) := { 0 ≤ t <∞ : Bt(ω) = 0}, ω ∈ Ω.

Observación. Primeramente el conjunto antes definido es medible, esto se puede ver ya
que L := {(t, ω) ∈ [0,∞) × Ω : B(t, ω) = 0} ∈ B(R) ⊗ F , esto pues B(t, ω) es medible
con lo cual la ω-sección de B es medible, es decir, B−1

ω ({0}) = L(ω) ∈ B(R).

Una vez que sabemos que este conjunto es medible, lo más sensato seŕıa calcular su medida
de Lebesgue, con lo que tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.3.1. El conjunto L(ω) tiene medida de Lebesgue cero P-casi seguramente.

Demostración. Por el teorema de Fubini se tiene que

E [λ (L(ω))] = λ⊗ P (L(ω)) =

∫ ∞
0

P [Bt = 0] dt = 0,

ya que λ (L(ω)) ≥ 0 se puede concluir que λ (L(ω)) = 0 P-casi seguramente. �

Es decir, de esta manera no se puede obtener información del tiempo que permanece el
movimiento browniano en el origen, sin embargo existe otra manera de medir la estancia en
el origen (y en general en cualquier punto) del movimiento browniano la cual fue propuesta
por Paul Lévy en 1939 (antes de conocer los resultados de Itô) que es

L0
t (ω) := ĺım

ε↓0

1

2ε
· λ {0 ≤ s ≤ t : |Bs(ω)| ≤ ε} = ĺım

ε↓0

1

2ε

∫ t

0
1(0 ≤ |Bs(ω)| ≤ ε) ds

y además dió otras equivalencias de esta definición, probó que este ĺımite existe en un
cierto sentido, es finito pero no es cero. A estos tipo procesos son a los que llamaremos
tiempos locales.

Veremos como es que aparece el tiempo local de una manera muy natural al intentar
de calcular el valor absoluto al movimiento Browniano.

1.3.4. Fórmula de Tanaka.

Ejemplo 1.3.1. (Fórmula de Tanaka) Sea (Bt)t≥0 un movimiento Browniano, entonces
si definimos

gε(x) :=

{
|x| si |x| ≥ ε,

1
2(ε+ x2

ε ) si |x| < ε

derivando obtenemos entonces que

g′ε(x) =


1 si x ≥ ε,
−1 si x ≤ −ε,
x
ε si |x| < ε

veamos que gε es C1 y que |g′′ε (x)| ≤ 1 tiene dos puntos de discontinuidades en ±ε. Con
lo cual aplicando la fórmula de Itô al movimiento Browniano Bt tenemos que

gε(Bt) = gε(B0) +

∫ t

0
g′ε(Bs)ds+ L0

t , t ≥ 0,

y ya que gε(x)→ |x| uniformemente, g′ε(x)→ sgn(x), entonces:

|Bt| =
∫ t

0
sgn(Bs) ds+ L0

t , t ≥ 0.
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1.3.5. Ejemplos de Ecuaciones Diferenciales Estocásticas.

En esta parte, presentaremos seis ejemplos de ecuaciones diferenciales estocásticas en
todos ellos exhibiremos al menos una solución y verificaremos si es solución fuerte o no.
Únicamente en tres de ellos hay unicidad trayectorial, sin embargo no seremos capaces de
demostrar esto si no hasta la siguiente sección.

Ejemplo 1.3.2. (Ecuación exponencial) Nos propondremos a encontrar una solución para
la ecuación diferencial estocástica (en su forma diferencial)

dXt = Xt dBt,

X0 = 1.

Supongamos que existe una solución para la ecuación anterior y que ésta siempre es distinta
de cero (tal y como se hace en cálculo para resolver la ecuación dxt = xt dt). Al aplicar la
fórmula de Itô, al proceso de Itô Xt = 1+

∫ t
0 XsdBs, con la función f(x) = log(x), tenemos

que

log(Xt) = log(X0) +

∫ t

0

1

Xs
dXs +

1

2

∫ t

0
− 1

X2
s

d 〈X,X〉s

=

∫ t

0

Xs

Xs
dBs −

1

2

∫ t

0

X2
s

X2
s

ds

= Bt − t/2

Finalmente, al volver a aplicar la fórmula de Itô, al movimiento Browniano (Bt)t≥0, con
la función f(x) = exp {x− t/2}, podemos ver que en efecto Xt = exp{Bt − t/2} es una
solución fuerte de la ecuación, pues claramente para cualquier movimiento Browniano

(Bt)t≥0 el proceso (exp{Bt − t/2})t≥0 es FBt -adaptado.

Ejemplo 1.3.3. (Puente Browniano) Sea y(t) = a(1− t) + bt, es decir, y(t) interpola los
puntos (0, a) y (1, b) en R2, además y′(t) = b− a. Esto nos permite escribir:

y′(t) =
b− y(t)

1− t
, t ∈ [0, 1),

y(0) = a.

En analoǵıa con la ecuación anterior, podemos preguntarnos si existe un proceso que
satisfaga la ecuación diferencial estocástica

dYt =
b− Yt
1− t

dt+ dBt, t ∈ [0, 1).

Podemos intentar resolver la ecuación de la misma forma que en el ejemplo anterior,
es decir, intentar encontrar una función f(x, t) ∈ C(2,1) tal que podamos despejar Yt en
términos de Bt, después de haber aplicado la fórmula de Itô. Al aplicarla se tendŕıa que:

f(Yt, t) = f(Y0, 0) +

∫ t

0
ft(Ys, s) ds+

∫ t

0
fx(Ys, s) ·

b− Ys
1− s

ds

+

∫ t

0
fx(Ys, s) dBs +

1

2

∫ t

0
fxx(Ys, s) ds.
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Una forma en que se podŕıa conseguir despejar Yt en términos de Bt, es que el lado derecho
de la ecuación anterior ya no dependiese de Yt, esto es:

κ1(s) = fx(x, s),

κ2(s) = ft(x, s) + fx(x, s) · b− x
1− s

+
1

2
fxx(x, s),

que es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Resolviendo, se puede ver que
f(x, s) = x/(1 − s) satisface dichas ecuaciones y entonces κ1(s) = 1/(1 − s) y κ2(x) =
b/(1 − s)2. Al aplicar la fórmula de Itô para esta función e integrar por partes se llega a
que:

Yt
1− t

= a+

∫ t

0

b

(1− s)2
ds+

∫ t

0

1

1− s
dBs, t ∈ [0, 1)

⇒ Yt = a(1− t) + bt+ (1− t)
∫ t

0

dBs
1− s

, t ∈ [0, 1)

= a(1− t) + bt+Bt − (1− t)
∫ t

0

Bs
(1− s)2

ds, t ∈ [0, 1).

Finalmente, faltaŕıa comprobar que en efecto el proceso Yt, definido de esta última ma-
nera, es solución de dicha ecuación, lo que se puede lograr al sustituir directamente en la
ecuación, esto es:

Y0 +

∫ t

0

b− Yt
1− s

ds+Bt = a+ t(b− a) +Bt −
∫ t

0

∫ s

0

Bu
(1− u)2

du ds+

∫ t

0

Bs
1− s

ds

= a(1− t) + bt+Bt +

∫ t

0

(
−
∫ s

0

Bu
(1− u)2

du+
Bs

1− s

)
ds

= a(1− t) + bt+Bt +

∫ t

0

(∫ s

0

1

1− u
dBu

)
ds

= a(1− t) + bt+Bt + (1− t)
∫ t

0

Bs
(1− s)2

ds

= Yt.

Al final se utilizó el hecho de que (1 − t)
∫ t

0 Bs/(1 − s)
2 ds =

∫ t
0

∫ s
0 1/(1 − u) dBu. Para

probar esta igualdad basta notar que al derivar el lado derecho se obtiene: −
∫ t

0 Bs/(1 −
s)2ds + Bt/(1 − t) y la derivada de el lado izquierdo es

∫ t
0 1/(1 − s)dBs, estas dos son

iguales por la fórmula de integración por partes, es decir, si α(s) = 1/(1 − s) se tiene
que

∫ t
0 α(s)dBs +

∫ t
0 Bs dα(s) = Btα(t) − α(0)B0. Además, sucede que L2 − ĺımt↑1(1 −

t)
∫ t

0 1/(1 − s) dBs = 0, entonces ĺımt↑1 Yt = b, es decir este proceso empieza en a ∈ R
al tiempo t = 0, termina en b ∈ R a tiempo t = 1 y E [Yt] = at + (1 − t)b. De la misma
manera que en el ejemplo anterior ésta es una solución fuerte.

Observemos que en estos dos ejemplos las soluciones encontradas están expresadas en
términos del Movimiento Browniano de la ecuación. Es decir, en la primera ecuación, para
conocer el valor al tiempo t de la solución, es necesario conocer el valor del Movimiento
Browniano únicamente en el tiempo t. Para la segunda ecuación sucede algo parecido, es
decir, para conocer el valor de la solución al tiempo t, es necesario conocer el valor del
Movimiento Browniano en todo el intervalo [0, t]. Esto sucede debido a que son soluciones
fuertes (veáse el teorema 2.4.1) . En seguida presentaremos la famosa ecuación de Tanaka
la cual no tiene ninguna solución fuerte, a pesar de ello existen soluciones débiles y hay
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unicidad en ley.
Se define la función signo como sgn(x) := 1{x>0}−1{x≤0}, es decir, es la derivada por

la izquierda de la función x→ |x|.

Ejemplo 1.3.4. (Ecuación de Tanaka) A continuación estudiaremos la ecuación de Ta-
naka

Xt =

∫ t

0
sgn(Xs) dBs, t ≥ 0. (1.4)

Sin embargo, hay unicidad en ley ya que 〈X,X〉t =
∫ t

0

(
sgn(Xs)

)2
ds = t para todo t ≥ 0,

es decir, cualquier solución es una martingala continua, cuadrado integrable con variación
cuadrática igual a t. Por lo cual es un movimiento Browniano (teorema de caracterización
de Lévy) y por tanto su ley siempre es la misma.

Ahora veremos que no hay unicidad trayectorial para esta ecuación. Sea (Bt)t≥0 un
Ft-movimiento Browniano, entonces el par (Xt,Wt) := (Bt,

∫ t
0 sgn(Bs) dBs) es solución de

(1.4) pues

Xt = Bt =

∫ t

0
Xs dWs =

∫ t

0

(
sgn(Bs)

)2
dBs, t ≥ 0.

Ahora sea (Xt, Bt)t≥0 una solución (por ejemplo la que acabamos de presentar), debido
a que

∫ t
0 1(Xs = 0) dBs = 0 para todo t ≥ 0, pues E(

∫ t
0 1(Xs = 0)dBs)

2 =
∫ t

0 P(Xs =
0) ds = 0, entonces

−Xt = −
∫ t

0
sgn(Xs) dBs =

∫ t

0
−sgn(Xs) dBs − 2

∫ t

0
1(Xs = 0)dBs =

∫ t

0
sgn(−Xs) dBs,

para todo t ≥ 0. Es decir, (−Xt, Bt)t≥0 también seŕıa una solución.

Más aún, si τθ = ı́nf {t ≥ θ : Xt = 0} y definimos X
(θ)
t =

∫ t
0 1(τθ ≤ s) − 1(τθ > s) dXs

se verifica que (X(θ)

t , Bt)t≥0 también es solución (1.4). Esto pues

X
(θ)
t = Xt =

∫ t

0
sgn(Xs) dBs =

∫ t

0
sgn(X(θ)

s ) dBs, t ≤ τθ,

y también se satisfacen la siguientes igualdades

X
(θ)
t −X(θ)

τθ
=

∫ t

τθ

1(τθ ≤ s)− 1(τθ > s) dXs = −Xt +Xτθ t > τθ,

= −
∫ t

τθ

sgn(Xs) dBs =

∫ t

τθ

sgn(−Xs) dBs =

∫ t

τθ

sgn
(
X(θ)
s

)
dBs, t > τθ.

Por lo que (X(θ)

t , Bt)t≥0 también es solución (1.4).
Ahora probaremos que no hay unicidad trayectorial. Al aplicar la la fórmula de Tanaka

a la ecuación diferencial estocástica (1.4) obtenemos

|Xt| =
∫ t

0
sgn(Xs) dXs + L0

t (X), t ≥ 0,

en donde L0
t (X) = P − ĺım

ε→0

1

2ε

∫ t

0
1(|Xs| < ε) ds, entonces

Bt = |Xt| − ĺım
ε→0

1

2ε

∫ t

0
1(|Xs| < ε) ds, t ≥ 0.
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Por esta última igualdad, (Bt)t≥0 es adaptado a la filtración
(
F |X|t

)
t≥0

ya que si 0 ≤
s ≤ t entonces 1(|Xs| < ε) es F |X|t -progresivamente medible, de donde (por el teorema
de Tonelli) se sigue que también lo es ĺım

ε→0

1
2ε

∫ t
0 1(|Xs| < ε) ds. Es decir, Bt es igual (casi

seguramente) a un proceso F |X|t -medible, entonces podemos concluir que:

FBt ⊆ F
|X|
t , t ≥ 0.

Si (Xt, Bt)t≥0 fuese una solución fuerte, tendŕıamos que Xt es adaptado a FBt con lo cual
también se tendŕıa que

FXt ⊆ F
B
t , t ≥ 0,

⇒ F X
t ⊆ F

|X|
t , t ≥ 0,

Y como también sucede que F |X|t ⊆ FXt , entonces se obtendŕıa F |X|t = FXt lo cual no es
cierto pues (Xt)t≥0 es un movimiento Browniano.

Ahora veremos qué pasa al elevar al cuadrado la ecuación de Tanaka. Ésta será la
primera vez que aparezca esta ecuación que es un caso particular de las ecuaciones que
estudiaremos más adelante.

Ejemplo 1.3.5. (Ecuación del proceso de Bessel cuadrado) Al aplicar la fórmula de Itô
para f(x) = x2 a la ecuación de Tanaka (1.4) obtenemos

X2
t = 2

∫ t

0
Xs dXs +

∫ t

0
sgn2(Xs) ds = t+ 2

∫ t

0
|Xs| dBs, t ≥ 0.

Haciendo el cambio de variablde X2
t = Yt, la ecuación anterior la podemos reescribir como

Yt = t+ 2

∫ t

0

√
|Ys| dBs, t ≥ 0. (1.5)

Es decir que
(
B2
t ,
∫ t

0 sgn(Bs)dBs

)
t≥0

es solución de (1.5), en efecto podemos comprobar

que

t+ 2

∫ t

0

√
|Ys|dBs = t+ 2

∫ t

0
|Bs| · sgn(Bs) dBs, t ≥ 0,

= t+ 2

∫ t

0
Bs dBs = t+ 2

(
B2
t − t
2

)
, t ≥ 0,

= B2
t = Yt, t ≥ 0.

Por lo demostrado anteriormente, podemos concluir que (Bt)t≥0 no es adaptado a la fil-
tración canónica completada del proceso

( ∫ t
0 sgn(Bs)dBs

)
t≥0

. Sin embargo, sucede que

(B2
t )t≥0 śı lo es, como lo veremos a continuación, para ello necesitaremos el siguiente lema

de Skorokhod el cual lo tomamos de [9].

Lema 1.3.1. (Skorokhod) Sea y una función continua real valuada con dominio [0,∞) tal
que y(0) ≥ 0. Entonces existe un único par (z, a) de funciones con dominio [0,∞) tales
que

1. Se satisface z = y + a.
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2. La función z es positiva definida.

3. La función a es creciente, continua, se anula en cero y
∫ t

0 z(s)da(s) = 0 para todo
t ≥ 0.

Más aún la función a esta dada por a(t) = sups≤t {−y(s) ∨ 0}, para todo t ≥ 0.

Demostración. Notemos que si t es un punto de crecimiento de la función a, entonces
a(t) = −y(t), pues de lo contrario, si a(t) = −y(s) con s < t, entonces a(s) = −y(s),
por lo cual

∫ t
0 a(s)da(s) =

∫ t
0 −y(s)da(s) ⇒

∫ t
0 z(s) da(s) = 0; es fácil comprobar que

a definida de esta manera cumple todo lo demás. Ahora supongamos que existe otro par
(z̃, ã) ya que z− z̃ = a− ã es diferencia de dos funciones crecientes entonces es de variación
acotada y utilizando la fórmula de integración por partes y 3 obtenemos que:

0 ≤ (z − z̃)2 = 2

∫ t

0
z(s)− z̃(s) d(a(s)− ã(s)) = −2

∫ t

0
z̃(s)da(s)− 2

∫ t

0
z(s)dã(s) ≤ 0,

de donde deducimos la unicidad. �

La relevancia de este lema es que es aplicable a la fórmula de Tanaka (véase el ejemplo
1.3.1)

|Bt| =
∫ t

0
sgn(Bs) dBs + L0

t (B), t ≥ 0, donde L0
t (B) := P − ĺım

ε→0

1

2ε

∫ t

0
1{|Bs|<ε} ds.

Tomando z(t) := |Bt|, y(t) :=
∫ t

0 sgn(Bs) dBs y a(t) := L0
t (B). Claramente t → L0

t (B) es
creciente, continuo y se anula en 0. Sin embargo, probar que el tiempo local satisface la
última propiedad del inciso 3 va más allá de lo desarrollado en este trabajo pero se puede
consultar la prueba de esto en [22].

Al aplicar el lema de Skorokhod al tiempo local se obtiene que

L0
t (B) = sup

s≤t

{
−
∫ t

0
sgn(Bs)dBs

}
, t ≥ 0,

con lo que si βt :=
∫ t

0 sgn(Bs)dBs y por lo visto en el ejemplo anterior entonces F |B|t = Fβt
y como también FB

2

t = F |B|t , entonces tenemos que la solución a esta ecuación es fuerte.
Otra manera de encontrar soluciones dado un movimiento Browniano (Wt)t≥0 es definir

Zt :=
(
Wt + sups≤t {−Ws}

)2
, entonces∫ t

0

√
Zs dWs =

∫ t

0

(
Ws + sup

u≤s
{−Wu}

)
dWs

=
W 2
t − t
2

+

∫ t

0
sup
u≤s
{−Wu} dWs

=
W 2
t − t
2

+Wt · sup
s≤t
{−Ws}+

∫ t

0
−Ws d sup

u≤s
{−Wu}

=
W 2
t − t
2

+Wt · sup
s≤t
{−Ws}+

∫ t

0
sup
u≤s
{−Wu} d sup

u≤s
{−Wu}

=
W 2
t − t
2

+Wt · sup
s≤t
{−Ws}+

(
sups≤t {−Ws}

)2
2

=
Zt − t

2
.
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El siguiente ejemplo es bastante artificial. Su importancia está en que esta ecuación tiene
soluciones débiles y fuertes. Además no hay unicidad en ley ni unicidad trayectorial.

Ejemplo 1.3.6. (Coeficiente σ = 1(x 6= 0)) En la siguiente ecuación sucede que no hay
unicidad trayectorial y tampoco hay unicidad en ley;

Xt =

∫ t

0
1(Xs 6= 0) dBs, t ≥ 0.

Esto ya que, si (Bt)t≥0 es un movimiento Browniano, tanto (Bt, Bt)t≥0 como (0, Bt)t≥0

son soluciones. Ahora estas dos soluciones son fuertes, pero se puede construir una que no
lo sea. Sea ξ una variable aleatoria independiente de (Bt)t≥0 tal que P(ξ = 1) = P(ξ =
−1) = 1/2. Definimos el proceso (Xt)t≥0 como Xt := 1{ξ=1}Bt para todo t ≥ 0, entonces

(Xt, Bt)t≥0 es una solución donde Xt no es adaptado a FBt .

Otro ejemplo donde también sucede esto, pero donde los coeficientes de la ecuación dife-
rencial estocástica son continuos es el siguiente

Ejemplo 1.3.7. (Itô & Watanabe) La siguiente ecuación diferencial estocástica

Xt = 3

∫ t

0

3
√
Xs ds+ 3

∫ t

0

3
√
X2
s dBs, t ≥ 0,

tiene una cantidad no numerable de soluciones de la forma

X
(θ)
t (ω) =


0 si 0 ≤ t < τθ,

B3
t (ω) si τθ < t <∞,

en donde 0 ≤ θ ≤ ∞ y τθ(ω) := ı́nf {s ≥ θ : Bs(ω) = 0} esto se puede ver utilizando
la fórmula de Itô con la función f(x) = x3 aplicada a Bt, con la cual se obtiene B3

t =
3
∫ t

0 Bs ds+ 3
∫ t

0 B
2
s dBs, por lo cual B3

t = 3
∫ t
τθ
Bs ds+ 3

∫ t
τθ
B2
s dBs, es decir,

X
(θ)
t = 3

∫ t

τθ

3

√
X

(θ)
s ds+ 3

∫ t

τθ

3

√
(X

(θ)
s )2 dBs, t > τθ

si t ≤ τθ, sucede que X
(θ)
t = 0 entonces

X
(θ)
t = 3

∫ t

0

3

√
X

(θ)
s ds+ 3

∫ t

0

3

√
(X

(θ)
s )2 dBs, t ≤ τθ

por lo que no hay unicidad en ley ni en trayectorias. Claramente estas soluciones son fuertes
y utilizando el mismo método que en el ejemplo anterior podemos construir soluciones
débiles.

1.4. Teoremas sobre Existencia y Unicidad de Soluciones.

En esta sección presentamos el teorema de existencia y unicidad de Itô y los teoremas de
unicidad de Yamada & Watanabe de los cuales únicamente damos la demostración de uno
de ellos.
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1.4.1. Teorema de Existencia y Unicidad de Itô.

Teorema 1.4.1. (Existencia y unicidad, Itô) Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad,
(Bt)t≥0 un movimiento Browniano. Si los coeficientes b(t, x) y σ(t, x) de la ecuación (1.3)
satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existe una constante L > 0 tal que para todo t ≥ 0;

|b(t, x)− b(t, y)|2 + |σ(t, x)− σ(t, y)|2 ≤ L|x− y|2, x, y ∈ R,

2. Existe K > 0 tal que para todo t ≥ 0 se tiene:

|b(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 ≤ K
(
1 + |x|2

)
, x ∈ R.

Entonces existe un proceso (Xt)t≥0 que es solución fuerte de (1.3).

Ahora, existen condiciones suficientes sobre los coeficientes (σ, b) de la ecuación (1) que
garantizan unicidad trayectorial. El primer teorema necesita que los coeficientes sean deri-
vables y que su derivada este localmente acotada o lo que es lo mismo que los coeficientes
sean localmente Lipschitz, el teorema es el siguiente:

Teorema 1.4.2. Supóngase que los coeficientes b(t, x) y σ(t, x) son localmente Lipschitz,
es decir, para cada entero n ≥ 1 existe Kn > 0 tal que para todo t ≥ 0, |x| ≤ n y |y| ≤ n:

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ Kn |x− y| ,

y además se satisface la condición de crecimiento:

|b(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 ≤ L
(
1 + |x|2

)
, x ∈ R,

Entonces hay unicidad trayectorial para la ecuación (1.3) y existe una solución débil.

Demostración. Sean (Xt, Bt)t≥0, (X̃t, Bt)t≥0 dos soluciones para la ecuación (1.3), Sn el
primer momento en que (Xt)t≥0 y (X̃t)t≥0 dejan la bola B(0, n) para cualquier n ∈ N. Al
restar las ecuaciones que satisfacen estos procesos obtenemos

XSn
t − X̃

Sn
t =

∫ t∧Sn

0
b(s,XSn

s )− b(s, X̃Sn
s )ds+

∫ t∧Sn

0
σ(s,XSn

s )− σ(s, X̃Sn
s ) dBs, t ≥ 0.

Aplicamos la fórmula de Itô con la función f(x) = x2

(XSn
t − X̃

Sn
t )2 = 2

∫ t∧Sn

0
(XSn

s − X̃Sn
s )
(
b(s,XSn

s )− b(s, X̃Sn
s )
)
ds

+ 2

∫ t∧Sn

0
(XSn

s − X̃Sn
s )
(
σ(s,XSn

s )− σ(s, X̃Sn
s )
)
dBs

+

∫ t∧Sn

0

(
σ(s,XSn

s )− σ(s, X̃Sn
s )
)2
ds,

para todo t ≥ 0. Al tomar la esperanza de ambos lados de la igualdad y utilizar la condición
local de Lipchitz de los coeficientes

E
[∣∣∣XSn

t − X̃
Sn
t

∣∣∣2] ≤ Cn ∫ t

0
E
[∣∣∣XSn

s − X̃Sn
s

∣∣∣2] ds, t ≥ 0,
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donde Cn := 3 ·K2
n. Finalmente por la desigualdad de Gronwall se concluye que

E
[∣∣∣XSn

t − X̃
Sn
t

∣∣∣2] = 0, t ≥ 0,

para todo n ∈ N. Claramente, de la continuidad de los procesos (XSn
t )t≥0 y (X̃Sn

t )t≥0 te-

nemos que son indistinguibles, por lo que los procesos (Xt)t≥0 y (X̃t)t≥0 son indistinguibles.

(Existencia) Definamos el conjunto de funciones gN : R→ R, donde para todo x ∈ R:

gN (x) :=


1 si |x| ≤ N
N + 1− |x| si N < |x| ≤ N + 1
0 si N + 1 < |x|

Definimos bN (s, x) := gN (x) · b(s, x) y σN (s, x) := gN (x) · σ(s, x), notemos que para todo
x ∈ R excepto para un conjunto N de medida de Lebesgue cero se tiene:

d

dx
bN (s, x) = g′N (x)b(s, x) + gN (x)b′(s, x) ≤ sup

[0,T ]×[N,N+1]
{|b(s, x)|}+KN+1, x ∈ R\N,

de esto se sigue que bN (s, x) es Lipchitz continua en la variable x, es decir, satisface la
condición 1 del Teorema 1.4.1. Lo mismo sucede con σ. Además, claramente:

|bN (s, x)|2 + |σN (s, x)|2 ≤ |b(s, x)|2 + |σ(s, x)|2 ≤ L(1 + |x|2), x ∈ R.

Es decir, que la ecuación diferencial estocástica con coeficientes bN (s, x), σN (s, x) tiene
una única solución, digamos que es (XN

t )t≥0 el proceso que satisface:

XN
t = X0 +

∫ t

0
bN (s,XN

s ) ds+

∫ t

0
σN (s,XN

s ) dBs, t ∈ [0, T ],

para algún movimiento Browniano (Bt)t≥0. Después de tomar valor absoluto, utilizar la
desigualdad del triángulo y tomar el supremo tenemos:

sup
t∈[0,T ]

{|XN
t |} ≤ |X0|+

∫ T

0

∣∣bN (s,XN
s )
∣∣ ds+ sup

t∈[0,T ]

{∣∣∣∣∫ t

0
σN (s,XN

s ) dBs

∣∣∣∣} P− c.s.

Después de elevar al cuadrado, de utilizar las desigualdades de Jensen, Cauchy-Schwarz y
la de Doob (E[supt∈[0,T ] |Mt|p] ≤ (p/(1− p))pE[|MT |p]) para p = 2 tenemos que

E
[

sup
t∈[0,T ]

{|XN
t |2}

]
≤ 3

(
X2

0 + T

∫ T

0
E
[∣∣bN (s,XN

s )
∣∣2] ds+ 4E

[(∫ T

0
σN (s,XN

s ) dBs

)2
])

,

y al utilizar la condición de crecimiento obtenemos que podemos encontrar un L1 > 0, que
depende de T , X0, L (pero no de N) de tal forma que:

E
[

sup
t∈[0,T ]

{|XN
t |2}

]
≤ L1

(
X2

0 +

∫ T

0
E
[

sup
u∈[0,s]

{|XN
u |2}

]
ds

)
.

Por la desigualdad de Gronwall tenemos que

E
[

sup
t∈[0,T ]

{|XN
t |2}

]
≤ X2

0 · L1 exp{T · L1}.
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A esta nueva constante la nombraremos L2 := L1 exp{TL1}, por la desigualdad de Markov
tenemos entonces:

P
[

sup
t∈[0,T ]

{|XN
t |2} > C

]
≤ X2

0 · L2

C
, C > 0.

Después de tomar el supremo sobre N y hacer tender C →∞, llegamos a lo siguiente:

ĺım
C→∞

sup
N

P
[

sup
t∈[0,T ]

{|XN
t |2} > C

]
= 0.

Podemos tomar una sucesión de enteros crecientes de tal forma que P
[

supt∈[0,T ]{|XN
t |2} >

Nk

]
≤ 1

k2
para toda N ≥ Nk. Ahora notemos que si N ′ > N y las dos soluciones son tales

que supt∈[0,T ] |XN
t | < N y supt∈[0,T ] |XN ′

t | < N , entonces XN
t es indistinguible de XN ′

t .
Entonces

P
[

sup
t∈[0,T ]

{|XN
t −XN ′

t |} > 0
]
≤ P

[
sup
t∈[0,T ]

{|XN ′
t |} > N

]
+P
[

sup
t∈[0,T ]

{|XN
t |} > N

]
, N ′ > N,

aplicando estas desigualdades a la nuestra sucesión {Nk}∞k=1, obtenemos

P
[

sup
t∈[0,T ]

{|XNk
t −XNk+1

t |} > 0
]
≤ P

[
sup
t∈[0,T ]

{|XNk+1

t |} > Nk

]
+ P

[
sup
t∈[0,T ]

{|XNk
t |} > Nk

]
≤ 1

k2
+

1

k2
=

2

k2
, k ∈ N.

Por el lema de Borel Cantelli, tendŕıamos que existe M ∈ N, de tal forma que:

P
[

sup
t∈[0,T ]

{|XNk
t −XM

t |} = 0
]
, k ≥M,

en efecto, sustituyendo en la primera ecuación y si además k ≥M , observamos que:

XM
t = X0 +

∫ t

0
bNk(s,XM

s ) ds+

∫ t

0
σNk(s,XM

s ) dBs t ∈ [0, T ],

es posible ver gracias a la condición de crecimiento que σNk(s,XM
s ) converge en probabi-

lidad a σ(s,XM
s ) y ésta además está acotada uniformemente, por lo que después de tomar

el ĺımite se puede concluir. �

Que los coeficientes σ(x) y b(x) de una ecuación diferencial estocástica sean continuos
no es suficiente para garantizar que hay unicidad trayectorial. Esto lo hace notar el Ejem-
plo 1.3.7. Yamada y Watanabe encontraron que imponiendo ciertas condiciones sobre el
módulo de continuidad de cada uno de los coeficientes involucrados en la ecuación se puede
garantizar que hay unicidad trayectorial.

1.4.2. Teoremas de Yamada & Watanabe.

En su trabajo [21] Yamada y Watanabe mencionan que una vez que Skorokhod [19] obtie-
ne condiciones bastante fuertes para la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales
estocásticas, entonces cobró importancia determinar cuándo hay unicidad, por ello dis-
tinguen entre la unicidad trayectorial y la unicidad en ley. Demuestran que bajo ciertas
condiciones sobre el módulo de continuidad de los coeficientes es posible asegurar que hay
unicidad trayectorial y que ésta es más fuerte que la unicidad en ley. Precisaremos estos
resultados más adelante.
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Teorema 1.4.3. (Yamada y Watanabe) Supóngase que los coeficientes de la ecuación
(1.3) satisfacen:

1. Existe una constante K > 0 tal que para todo t ≥ 0:

|b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|, x, y ∈ R.

2. Existe una función ρ : [0,∞) → [0,∞) estrictamente creciente con ρ(0) = 0 tal que
para todo t ≥ 0:

|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ ρ(|x− y|), x, y ∈ R,

y

∫ ε

0

du

ρ2(u)
=∞ para todo ε > 0.

Entonces hay unicidad trayectorial para la ecuación (1.3).

La idea de la prueba es la misma que la del Teorema 1.4.2, obtener la desigualdad de
Gronwall con la función α(t) := E

[
|Xt − X̃t|2

]
para concluir que E

[
|Xt − X̃t|2

]
= 0. Se

procederá de la misma manera, es decir, se tratará de obtener la desigualdad de Gronwall
pero con la función β(t) := E[|Xt − X̃t|]. La dificultad de esto proviene de que la función
f(x) = |x| no es C2, por lo que no es posible aplicar la fórmula de Itô directamente a esa
diferencia para poder obtener una ecuación integral y después llegar a la desigualdad de
Gronwall. En general el que no podamos aplicar la fórmula de Itô por no ser la función
que se quiere utilizar de clase C2, es un problema frecuente con el que nos encontraremos
en el presente texto. La manera en que se puede solucionar esto es encontrar una sucesión
de funciones ψn(x) que sean C2 aproximen a la función.

Demostración. Dadas las condiciones impuesta al módulo de continuidad de σ(t, x), es
posible encontrar una sucesión decreciente {an} ⊂ (0, 1] tal que a0 = 1, an → 0 y que∫ an−1

an
ρ−2(u)du = n, para todo n ≥ 1. También es posible encontrar para cada n ≥ 1 una

función ρn continua en R tal que: tenga soporte en (an, an−1), 0 ≤ ρn(x) ≤ 2/(nρ2(x))
para x > 0 y que

∫ an−1

an
ρn(x)dx = 1. Definimos cada función del conjunto {ψn(x) : n ≥ 1}

como

ψn(x) :=

∫ |x|
0

∫ y

0
ρn(u) du dy, n ≥ 1.

Entonces ψn satisface:

1. ψn(x) : R→ R+ ∪ {0} es de clase C2.

2. ψn(x) ↑ |x| , ya que
∫ an−1

an
ρn(x)dx = 1 entonces claramente se tiene ψn(x) ≤ |x|,

también ya que ρn+1(u) ≥ ρn(u) = 0 para u ∈ [0, an] con lo cual
∫ y

0 ρn+1(u)du ≥∫ y
0 ρn(u)du = 0 si y ∈ [0, an] y finalmente ya que 1 =

∫ y
0 ρn+1(u)du ≥

∫ y
0 ρn(u)du

para y > an se puede concluir que ψn es monótona creciente, pero entonces ya
que

∫ y
0 ρn(u)du ↑ 1 para cada y > 0, nuevamente por el teorema de convergencia

monótona se puede concluir.

3. |ψ′n(x)| ≤ 1, lo cual es claro ya que ψ′n(x) = sgn(x)
∫ |x|

0 ρn(u)du.

4. 0 ≤ ψ′′n(x)ρ2(x) ≤ 2/n, esto ya que ψ′′n(x) = ρn(x).

Esta última observación es la que hace especial a la familia de funciones ψn, procediendo
de la misma manera que en el teorema anterior tenemos que

XSn
t − X̃

Sn
t =

∫ t∧Sn

0
b(s,XSn

s )− b(s, X̃Sn
s )ds+

∫ t∧Sn

0
σ(s,XSn

s )− σ(s, X̃Sn
s ) dBs, t ≥ 0,

Adoptaremos la siguiente notación:
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1. ∆Xt := XSn
t − X̃

Sn
t ,

2. b(∆Xt) := b(t,XSn
t )− b(t, X̃Sn

t ),

3. σ(∆Xt) := σ(t,XSn
t )− σ(t, X̃Sn

t ) ,

4. tn := t ∧ Sn.

y al aplicar la fórmula de Itô para la función ψn se tiene que

ψn (∆Xt) =

∫ tn

0
ψ′n (∆Xt) b(∆Xt) ds+

∫ tn

0
ψ′n(∆Xt)b(∆Xt)dBs +

1

2

∫ tn

0
ψ′′n(∆Xt)σ(∆Xt)

2 ds

tomando la esperanza y aplicando Fubini tenemos que:

E [ψn (∆Xt)] =

∫ tn

0
E
[
ψ′n (∆Xt) b(∆Xt)

]
ds+

1

2

∫ tn

0
E
[
ψ′′n(∆Xt)σ(∆Xt)

2
]
ds

De las hipótesis sobre el módulo de continuidad sobre los coeficientes, las desigualdades 3
y 4 que se obtuvieron sobre ψ′n y ψ′′n y y de que tn ≤ t se llega a que

E [ψn (∆Xt)] ≤ K
∫ t

0
E [|∆Xt|] ds+

t

n
, t ≥ 0.

Al hacer n→∞ finalmente se obtiene que

E[|Xt − X̃t|] ≤ K
∫ t

0
E[|Xt − X̃t|] ds, t ≥ 0.

Por el lema de Gronwall se puede concluir que uno es modificación del otro y de que (Xt)t≥0

y (X̃t)t≥0 tienen trayectorias continuas se puede concluir que son indistinguibles. �

Ejemplo 1.4.1. El Teorema 1.4.2 nos asegura que hay unicidad trayectorial para la ecua-
ción:

Xt =

∫ t

0
|Xs|α dBs, t ≥ 0, (1.6)

para α ≥ 1, debido a que la condición que σ(x) := |x|α sea localmente Lipchitz es equiva-
lente a que σ(x) sea derivable excepto para conjunto de medida de Lebesgue cero y que su
derivada sea localmente acotada. Esto último se comprueba pues |σ′(x)| ≤ α|x|α−1, con lo
que σ′(x) es localmente acotada, es decir, ya que |σ′(x)| ≤ α|n|α−1 si |x| ≤ n y α ≥ 1, se
obtienen las siguientes desigualdades:∣∣|x|α − |y|α∣∣ = |σ(x)− σ(y)| ≤

∫
[x,y]
|σ′(s)| ds ≤ α|n|α−1|x− y|, |x|, |y| ≤ n.

Con lo anterior podemos asegurar que hay unicidad trayectorial para la ecuación (1.6),
por lo tanto toda solución es la constante 0. Sin embargo, este argumento no funciona
para α < 1, aun aśı es cierto que si 1 ≥ α ≥ 1/2, entonces hay unicidad trayectorial para
la ecuación 1.6. Esto se puede comprobar por el Teorema 1.4.3, ya que si ρ(x) := xα es
concava, entonces ∣∣|x|α − |y|α∣∣ ≤ |x− y|α, x, y ∈ R, α ∈ [1/2, 1],

y además
∫ ε

0 (1/x)2α dx ≥
∫ 1∧ε

0 1/x dx =∞, es decir, se cumplen las hipótesis del Teorema
de Yamada-Watanabe y por lo tanto hay unicidad trayectorial y toda solución vuelve a
ser la constante 0.
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La ecuación de Tanaka (veáse el Ejemplo 1.3.4) muestra que aun cuando hay unici-
dad en ley para una ecuación diferencial estocástica, esto no asegura que exista unicidad
trayectorial. Sin embargo, el rećıproco es cierto: si hay unicidad trayectorial entonces hay
unicidad en ley. Esto es lo que es lo que afirma el siguente teorema de Yamada-Watanabe
[21].

Teorema 1.4.4. (Yamada & Watanabe) Si hay unicidad trayectorial para la ecuación
(1.3) entonces:

1. Hay unicidad en ley para la ecuación (1.3).

2. Para toda solución (Xt, Bt)t≥0 existe Ψ

Ψ : (C(R+,R),B(C(R+,R))) −→ (C(R+,R),B(C(R+,R)))

medible tal que X(ω) = Ψ(B(ω)) c.s. En particular toda solución es solución fuerte.

La idea de la demostración del teorema anterior consiste en que dadas dos soluciones
(Xt, Bt)t≥0 y (X̃t, B̃t)t≥0 en dos espacios de probabilidad distintos, se puede construir una
medida de probabilidad Q en el espacio

(
W×W×W,B(W )⊗B(W )⊗B(W )

)
de tal manera

que al definir los procesos estocásticos coordenados
(
w

(i)
t

)
t≥0

, para i = 1, 2, 3 (con regla de

correspondencia dada por w
(i)
t (v) = vi(t) donde v := (v1, v2, v3) ∈W ×W ×W ) se cumple

que (Xt, Bt)t≥0
(d)
= (w

(1)
t , w

(3)
t )t≥0 y (X̃t, B̃t)t≥0

(d)
= (w

(2)
t , w

(3)
t )t≥0 por lo que la Proposición

2.3.2 garantiza que (w
(1)
t , w

(3)
t )t≥0 y (w

(2)
t , w

(3)
t )t≥0 satisfacen la misma ecuación diferencial

estocástica, por lo que al haber unicidad trayectorial se tiene que (w
(1)
t )t≥0 y (w

(2)
t )t≥0 son

indistinguibles y por lo tanto tienen la misma ley de esto que (Xt)t≥0 y (X̃t)t≥0 sean
equivalentes.

Sin embargo, se necesita de un amplio conocimiento de la teoŕıa de probabilidad para
la construcción de la medida Q del cual no disponemos, por lo cual omitiremos la prueba.



Caṕıtulo 2

Lemas de Doob-Dynkin

Este caṕıtulo tiene como finalidad demostrar el Teorema 2.4.1, que nos da condiciones
necesarias para que ciertos procesos sean soluciones fuertes de ecuaciones diferenciales es-
tocásticas y es una especie de rećıprco del Teorema 1.4.4. Este resultado corresponde al
Teorema 2.1 del art́ıculo de A.S. Cherny [6] y será fundamental para encontrar soluciones
fuertes en ecuaciones diferenciales estocásticas. Cherny no lo demuestra en detalle en su
art́ıculo y es por eso que se buscó hacer un estudio a partir de otras referencias de manera
que el teorema quede demostrado en mayor detalle.

En la Sección 2.1, damos la definición de un espacio de Borel, un isomorfismo de Borel
esto para enunciar el teorema de isomorfismo de Borel, del cual no presentaremos una
demostración.

En la Sección 2.2, enunciamos y damos la prueba de los lemas de Doob-Dynkin, aśı
como su generalización en espacios de Borel.

En la Sección 2.3, presentamos algunos resultados sobre convergencia en probabilidad
y distribución con lo que probamos un resultado auxiliar concerniente a la distribución de
la integral estocástica.

En la Sección 2.4, se hace uso de los resultados desarollados en las secciones anteriores
para finalmente prensentar la prueba del Teorema 2.4.1.

En la Sección 2.5, damos algunos ejemplos de la función medible que se obtiene del
teorema de Doob-Dynkin para procesos estocásticos en donde los procesos son soluciones
fuertes de ecuaciones diferencial es estocásticas (E.D.E.).

2.1. Espacios de Borel

Recordemos que la σ-álgebra de Borel en R está definida como B(R) := σ({(a, b) :
a, b ∈ R}). Ahora, si TR es la topoloǵıa usual para el conjunto de los reales, debido a que
a esta topoloǵıa es segundo numerable (existe una base numerable para esta topoloǵıa)
es posible probar que B(R) = σ(TR). En analoǵıa a lo anterior, para cualquier espacio
topológico (E, TE) su σ-álgebra de Borel es la σ-álgebra generada por la topoloǵıa TE y
se denota por BE := σ(TE). De esta manera, al par (E,BE) se le conoce como espacio de
Borel y a los elementos de esta σ-álgebra los llamaremos conjuntos de Borel o simplemente
Borelianos.

Aśı por ejemplo, un espacio de particular interés es
(
C(R+,R),B(C(R+,R))

)
, donde

B(C(R+,R)) es la σ-álgebra inducida por B(R[0,∞)), es decir B(C(R+,R)) := C(R+,R) ∩
B(R[0,∞)). Por otro lado, el espacio C(R+,R) dotado con la topoloǵıa Td generada por la

39
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métrica

d(x, y) :=

∞∑
n=1

dn(x, y)

2n
con dn(x, y) := mı́n{sup0≤t≤n{|x(t)− y(t)|}, 1}.

es completo y separable. Además, la σ-álgebra de Borel del espacio (C(R+,R), Td) coincide
con la σ-álgebra anterior, es decir, que B(C(R+,R)) = BC(R+,R).

En general, si tenemos dos espacios medibles digamos E = (E,BE) y D = (D,BD),
nos interesa saber cuando en “esencia” estamos hablando del mismo espacio, por lo que
viene natural la siguiente definición.

Definición 2.1.1. (Isomorfismo de Borel) Sean E = (E,BE) y D = (D,BD) espacios de
Borel. Se dice que f : E → D es un isomorfismo de Borel si f es biyectiva, f es BE/BD
medible y f−1 es BD/BE medible.

Por ejemplo, si Π := (−π/2, π/2), E := (Π,BΠ) y D := (R,B(R)), la función tan :
Π −→ R es un isomorfismo de Borel, más aún es un homeomorfismo. También resulta ser
cierto que Π = [−π/2, π/2] es isomorfo (en el sentido de Borel) a R. Sin embargo, es bien
sabido que estos dos espacios no son homeomorfos, es decir, en cierto sentido la definición
de isomorfismo de Borel es menos restrictiva que la de homeomorfismo.

La siguiente definición es esencial para enunciar el teorema de isomorfismos de Borel.

Definición 2.1.2. (Espacio estándar de Borel) Se dice que un espacio medible (E,B) es
un espacio de Borel estándar si existe un isomorfismo de Borel entre (E,B) y un espacio
de Borel Polaco.

Observación. Recordemos que un espacio topológico es polaco si es metrizable, segundo
numerable y completo.

Es claro que Π es un espacio de estándar de Borel, pues es métrico, segundo numerable,
completo e isomorfo a śı mismo. A pesar de que el espacio Π que con su métrica usual no
es completo, es un espacio estándar de Borel, aunque no con el isomorfismo trivial como
es en el caso de Π, śı lo es con el isomorfismo antes mencionado. Una vez establecido estos
conceptos estamos preparados para enunciar el siguiente teorema del cual su demostración
se puede consultar en [20].

Teorema 2.1.1. (Teorema de isomorfismo de Borel) Sean (E, E) y (D,D) dos espacios
de Borel estándar. Entonces hay un isomorfismo de Borel si y solamente si |E| = |D|
(|A| denota la cardinalidad de A). En particular cualesquiera dos espacios estándar no-
numerables son isomorfos en el sentido de Borel.

En particular el teorema anterior nos asegura que existe un isomorfismo de Borel entre
los espacios (R,B(R)) y

(
C(R+,R),B(C(R+,R))

)
.

2.2. Primeros Lemas de Doob-Dynkin.

Para esta parte nos hemos basado en Optional Learning from Doob-Dynkin Lemma [10]
en donde se dan distintas versiones de los lemas de Doob-Dynkin.

Lema 2.2.1. (Doob-Dynkin, Medible) Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X,Y
dos variables aleatorias en él y σ(Y ) la σ-álgebra generada por Y . Entonces X es σ(Y )-
medible si y solamente si existe una función medible, φ : (R,B(R)) → (R,B(R)) tal que
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X(ω) = φ(Y (ω)), es decir, el siguiente diagrama conmuta

(Ω, σ(Y ))

X
��

Y // (R,B(R))

φvv
(R,B(R))

Demostración. Si X es de la forma X(ω) = 1A(ω) y es σ(Y ) medible entonces A =
X−1({1}) = Y −1(B) para algún B ∈ B(R), es decir, X(ω) = 1B(Y (ω)) = φ(Y (ω)) en
donde φ(x) := 1B(x), aśı se puede extender esto para X simple, luego positiva y después
para cualquier variable aleatoria. El rećıproco es inmediato. �

Lema 2.2.2. (Doob-Dynkin, Esperanza condicional) Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabi-
lidad, X una variable aleatoria no negativa e integrable, Y : Ω → (E, E) y EY = Y −1(E)
la σ-álgebra generada por Y . Entonces existe una función medible, φ : (E, E)→ (R,B(R))
tal que E[X|EY ](ω) = φ(Y (ω)), es decir, el siguiente diagrama conmuta

(Ω, EY )

E[X|EY ]
��

Y // (E, E)

φ

��(R,B(R))

Demostración. Por el teorema de Radon-Nikodym existe φ tal que
∫

(Y ∈A)XdP =
∫
A φ(y)PY (dy)

para todo A Borel-medible, luego por el teorema general de cambio de variable se tiene
que

∫
(Y ∈A)X P(dω) =

∫
(Y ∈A) φ(Y )P(dω), por lo cual se tiene que E[X|EY ] = φ(Y ).

�

Lema 2.2.3. (Doob-Dynkin, casi seguramente) Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad,
X : Ω → (E, E), Y : Ω → (D,D) y DY := Y −1(D). Si X(Ω) está contenido en un
espacio estándar de Borel y X es DY /E-medible, entonces existe una función medible
φ : (D,D) → (E, E) tal que X(ω) = φ(Y (ω)) P-casi seguramente, es decir, el siguiente
diagrama conmuta casi seguramente

(Ω,DY )

X
��

Y // (D,D)

φ

}}(E, E)

Demostración. Por el teorema de isomorfismo de Borel sabemos que existe un isomorfismo
Φ : (E, E) → (R,B(R)), al aplicar el teorema anterior a Φ(X) : (Ω,DY ) → (R,B(R)),
obtenemos que Φ(X)

c.s.
= E[Φ(X)|EY ] = φ(Y ) con lo cual X

c.s.
= Φ−1(φ(Y )). En forma de

diagramas se ve de la siguiente manera

(Ω,DY )

Φ(X)=E[Φ(X)|DY ]

""

X
��

Y // (D,D)

φ

��

(E, E)

Φ
��

(R,B(R))

�
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Lema 2.2.4. (Completación) Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, G ⊆ F una sub-
σ-álgebra, entonces

G = {A ⊆ Ω : (∃B ∈ G) A4B ∈ N}

en donde N son los conjuntos P-nulos con respecto de F , es decir, N := {N ⊆ Ω : (∃F ∈
F ,P(F ) = 0) N ⊆ F}.

Demostración. Llamemos G∗ := {A ⊆ Ω : (∃B ∈ F) A 4 B ∈ N} y sea A ∈ G∗,
dado que A\B, B\A ⊆ A 4 B, se sigue que A\B, B\A ∈ N ⊆ σ(G ∪ N ), con lo que
A ∪ B = B ∪ (A\B) ∈ σ(G ∪ N ) y finalmente A = (A ∪ B)\(B\A) ∈ σ(G ∪ N ) = G.
Es decir G∗ ⊆ G. Claramente G, N ⊆ G∗, verificar que G∗ es una σ-álgebra se vuelve un
ejercicio de rutina y lo omitiremos. Con ello se obtiene que σ(G ∪ N ) ⊆ G∗. �

Proposición 2.2.1. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, G ⊆ F una sub-σ-álgebra
y (E, E) un espacio de Borel estándar. Entonces X : (Ω,G) −→ (E, E) es medible si y
solamente si existe X : (Ω,G) −→ (E, E) medible tal que se satisface que X = X P-casi
seguramente.

Demostración. Empezaremos suponiendo que (E, E) = ([0, 1],B[0, 1]) y además X = 1A.
Al tomar B como en el Lema 2.2.4 definimos X := 1B, entonces E[(X −X)2] = E[(1A −
1B)2] = E[1A4B] = P[A4B] = 0. Ahora, siX es G/B[0, 1] medible, sabemos que existe una
sucesión (Xn)n≥0 que también es G/B[0, 1] medible de funciones simples, tal que 0 ≤ Xn ↑
X y por lo demostrado anteriormente se puede obtener un sucesión (Xn)n≥0 satisfaciendo
Xn(ω) = Xn(ω) para todo ω ∈ Ωn, con P[Ωn] = 1. Con lo que finalmente, tomando
X := ĺım supnXn, entonces se verifican las siguientes igualdades X(ω) = ĺım supnXn(ω) =
ĺımnXn(ω) = X(ω) para todo ω ∈

⋃
n Ωn. Asimismo se cumple P[

⋃
n Ωn] = 1. Por último,

sean (E, E) un espacio de Borel estándar y X una función G/E medible. Es válido aplicar
el teorema de isomorfismo de Borel con lo que obtenemos X ◦ Φ una función G/B[0, 1]
medible. Por el resultado anterior existe ξ siendo G/B[0, 1] medible tal que X ◦ Φ = ξ
P-casi seguramente, de esta manera X := Φ−1 ◦ ξ = X P-casi seguramente. �

2.3. Convergencia en probabilidad y distribución

Dado (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y (E, E) un espacio de Borel, una función
aleatoria X : Ω → E es una función F/E-medible. A continuación diremos cuándo una
sucesión de funciones aleatorias {Xn : n ∈ N} converge en probababilidad y en distribución
a otra función aleatoria X. Un estudio detallado sobre estos tipos de convergencia se puede
encontrar en [2]. Sin embargo, para los fines de este trabajo nos es suficiente el hecho que
la convergencia en probabilidad implica la convergencia en distribución y que los ĺımites
de estas convergencias son únicos.

Definición 2.3.1. (Convergencia en probabilidad) Sean X, (Xn)n≥0 funciones aleatorias
de X : Ω → (E, E), donde (E, E) es un espacio de Borel con métrica ρ. Decimos que Xn

converge a X en probabilidad y lo denotamos por Xn
P→ X si

ĺım
n→∞

P [ρ(Xn, X) > ε] = 0, ε > 0.

Observación. En principio no es obvio que esta definición sea independiente de la elección
de la métrica ρ y que únicamente dependa de la topoloǵıa de E. Aun aśı esta afirmación
es cierta esto se puede consultar [11].
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Definición 2.3.2. (Convergencia débil) Sean µ, µ1, µ2, · · · medidas en probabilidad en un
espacio de Borel (E, E). Decimos que µn converge débilmente a µ si

ĺım
n→∞

∫
E
f(x)µn(dx) =

∫
E
f(x)µ(dx), f ∈ Cb(E),

donde Cb(E) := {f : (E, TE)→ R | f es continua y acotada}. Y lo denotamos por µn ⇒ µ.

Definición 2.3.3. (Convergencia en distribución) Sean X, (Xn)n≥0 funciones aleatorias
de Ω a (E, E), donde (E, E) es un espacio de Borel. Decimos que Xn converge en distribu-

ción a X y lo denotamos por Xn
d→ X si

L(Xn)⇒ L(X), (2.1)

donde L(Xn) es la ley de probabilidad inducida por Xn y análogamente con X.

Observación. Por el teorema de cambio de variable la condición (2.1) de la definición
anterior es simplemente que

ĺım
n→∞

E[f(Xn)]→ E[f(X)], f ∈ Cb(E).

Las medidas en un espacio de métrico (E, ρ) quedan únicamente determinadas por las
integrales de las funciones en Cb(E), en el sentido de que si P yQ son dos medidas de
probabilidad tales que

∫
E f(ω) dP (dω) =

∫
E f(ω) dQ(dω) para toda función f ∈ Cb(E),

entonces P = Q (para la demostración de este resultado puede consultarse [2]). Si tenemos

que µn
d−→ µ, µ̃n

d−→ µ̃ y además µn = µ̃n, entonces µ = µ̃. Nos será de utilidad el siguiente
resultado.

Proposición 2.3.1. (Convergencia en probabilidad y distribución) Sean X,X1, X2, · · ·
funciones aleatorias en un espacio de Borel (E, TE) con métrica ρ. Entonces Xn

P−→ X

implica que Xn
d−→ X.

La siguiente proposición, la cual se encuentra en [22], será de suma utilidad para probar
el Teorema 2.4.1, que como mencionamos es uno de los resultados principales del presente
trabajo.

Proposición 2.3.2. Sean (Bt)t≥0 y (B̃t)t≥0 movimientos Brownianos definidos en espa-

cios de probabilidad filtrados (Ω,F , (Ft)t≥0,P) y (Ω̃, F̃ , (F̃t)t≥0, P̃) respectivamente. Sean

(Xt)t≥0 y (X̃t)t≥0 dos procesos, definidos en los espacios anteriores respectivamente, que

cumplen las hipotésis de la Definición 1.2.2 tales que (Xt, Bt)t≥0
(d)
= (X̃t, B̃t)t≥0. Entonces,

también se

satisface que
(
(X ·B)t, Xt, Bt

)
t≥0

(d)
=
(
(X̃ · B̃)t, X̃t, B̃t

)
t≥0

.

Demostración. Empezaremos suponiendo que los integrandos son procesos elementales.
Existe una sucesión {ti}n+1

i=0 ∈ R con 0 = t0 < t1 < · · · < tn+1, de tal forma que es posible

darles a (Xt)t≥0 y (X̃t)t≥0 las siguientes representaciones

X(s, ω) =

n∑
i=0

ξi(ω) · 1[ti,ti+1)(s), X̃(s, ω̃) =

n∑
i=0

ξ̃i(ω̃) · 1[ti,ti+1)(s), s ≥ 0.

Definimos el conjunto de funciones fn : R2n+3 → R como fn(x0, · · · , xn, b0, · · · , bn+1) :=∑n
i=0 xi(bi+1−bi) que claramente es continua en R2n+3, por lo tanto medible en B(R2n+3).
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Sea t ≥ 0, entonces tn ≤ t o existe un único k ∈ {1, · · · , n} de tal forma que tk−1 ≤
t < tk; de esta forma Xt(ω) = ξk∧n(ω) y X̃t(ω̃) = ξ̃k∧n(ω̃). En particular Xti = ξi y

X̃ti = ξ̃i. Definimos los siguientes vectores aleatorios Xt := (Xt0 , Xt1 , · · · , Xtk−1
, Xt) y

Bt := (Bt0 , Bt1 , · · · , Btk−1
, Bt∧tk), entonces

fk(Xt,Bt) =

k∑
i=0

Xti · (Bti+1∧t −Bti) =

k∑
i=0

ξi · (Bti+1∧t −Bti) :=

∫ t

0
Xs dBs,

y de manera análoga:

fk(X̃t, B̃t) =

k∑
i=0

X̃ti · (B̃ti+1∧t − B̃ti) =

k∑
i=0

ξ̃i · (B̃ti+1∧t − B̃ti) :=

∫ t

0
X̃s dB̃s.

Denotamos a la terna de la integral, integrando e integrador en el tiempo t por Xt :=
(
∫ t

0 Xs dBs, Xt, Bt) y de forma similar X̃t := (
∫ t

0 X̃s dB̃s, X̃t, B̃t). Ahora consideramos la
función Ft : R2k+5 → R3 definida con regla de correspondencia Ft(x, x, b) := (fk(x), x, b)
con x ∈ R2k+3, que claramente es medible. Si B es un Boreliano de R3 entonces:

P[Xt ∈ B ] = P[ (X0, · · · , Xt, B0, · · · , Bt∧tn , Xt, Bt) ∈ F−1(B) ]

= P̃[ (X̃0, · · · , X̃t, B̃0, · · · , B̃t∧tn , X̃t, B̃t) ∈ F−1(B) ]

= P̃[ X̃t ∈ B ],

Mas aún, si s1 < s2 < · · · < sm es una sucesión de reales no negativos, definimos
F : (R2k+5)m → (R3)m la función definida por F := (Fs1 , Fs2 , · · · , Fsm) (que vuelve a
ser medible), una sucesión B1, B2, · · · , Bm de Borelianos de R3, el conjunto de vectores
aleatorios Yt : Ω → R2k+5 (donde k depende de t) como Yt := (Xt,Bt, Xt, Bt) y de
manera análoga se define Ỹt, para t ≥ 0, siendo aśı:

P [Xs1 ∈ B1, · · · ,Xsm ∈ Bm] = P
[
(Ys1 , · · · ,Ysm) ∈ F−1(B1 ×B2 × · · · ×Bm)

]
= P̃

[
(Ỹs1 , · · · , Ỹsm) ∈ F−1(B1 ×B2 × · · · ×Bm)

]
= P̃

[
X̃s1 ∈ B1, · · · X̃sm ∈ Bm

]
.

Es decir, (X)t≥0 y (X̃)t≥0 son equivalentes por lo que (X)t≥0
(d)
= (X̃)t≥0. Ahora, si (Xt)t≥0

es acotado, también lo es (X̃t)t≥0. De la definicón dada en el Lema 1.2.1 es claro que

PnX es un proceso elemental con la misma distribución que PnX̃ para todo intervalo
[0, T ]. Si s0 < s1 < · · · < sm es una sucesión de reales no negativos, denotemos por

X(k)
n := ((PnX ·B)tk , Xtk , Btk) para k ∈ {0, 1, · · · ,m} de manera análoga se define X̃(k) y

Xn := ((PnX ·B), X,B) de manera similar definimos X̃n de lo probado anterior mente estos
dos procesos tienen las mismas distribuciones finito dimensionales. Es posible comprobar
que (

X(0)
n ,X(1)

n , · · · ,X(m)
n

)
P−→ (Xs0 ,Xs1 , · · · ,Xsm) .

Si ρ es la métrica usual en R3(m+1), y tomamos que Yn =
(
X(0)
n ,X(1)

n , · · · ,X(m)
n

)
, Z :=

(Xs0 ,Xs1 , · · · ,Xsm) obtenemos que:

ρ (Yn,Z) =

√√√√ m∑
k=0

(∫ sk

0
PnX dBs −

∫ sk

0
Xs dBs

)2
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Del hecho de que L2 − ĺımn(PnX ·B)t = (X ·B)t, t ≥ 0 y por la desigualdad de Markov

P [ρ(Yn,Z) > ε] ≤ E[ρ(Yn,Z)2]

ε2

=
1

ε2

m∑
k=0

E

[(∫ sk

0
PnX dBs −

∫ sk

0
Xs dBs

)2
]

por lo cual
ĺım
n→∞

P [ρ(Yn,Z) > ε] = 0, ε > 0.

De manera análoga se puede comprobar que(
X̃(0)
n , X̃(1)

n , · · · , X̃(m)
n

)
P−→
(
X̃s0 , X̃s1 , · · · , X̃sm

)
, m, n ∈ N.

Por lo demostrado anteriormente para procesos elementales tenemos que:(
X(0)
n ,X(1)

n , · · · ,X(m)
n

)
(d)
=
(
X̃(0)
n , X̃(1)

n , · · · , X̃(m)
n

)
, m, n ∈ N.

Finalmente, por la unicidad se tiene que:

(Xs0 ,Xs1 , · · · ,Xsm)
(d)
=
(
X̃s0 , X̃s1 , · · · , X̃sm

)
.

Es decir, las distribuciones finito dimensionales son la mismas. Se procede de manera
análoga utilizando el método de truncación para procesos no acotados y entonces se obtiene
que X (d)

= X̃. �

2.4. Lema de Doob-Dynkin para Procesos Estocásticos

La primera parte del siguiente teorema es un lema de Doob-Dynkin para procesos
estocásticos, de hecho para su demostración solo es necesario que el proceso (Xt)t≥0 sea

adaptado FBt . La segunda parte del teorema es la que es de utilidad para encontrar otras
soluciones fuertes.

Teorema 2.4.1. Sea (Xt, Bt)t≥0 una solución fuerte para (1.3). Entonces:

1. Existe una función medible:

Ψ : (C(R+,R),B(C(R+,R))) −→ (C(R+,R),B(C(R+,R)))

tal que X(ω) = Ψ(B(ω)) P-c.s..

2. Si B̃ es un movimiento Browniano en el espacio de probabilidad filtrado (Ω̃, G̃, G̃t, P̃)
y Z̃ := Ψ(B̃), entonces (Z̃t, B̃t)t≥0 es una solución fuerte para (1.3).

Demostración. Sea (C(R+,R),B(C(R+,R)),W ) el espacio de Wiener y (xt)t≥0 el proceso
coordenado, es decir, xt : C(R+,R) → R donde xt(ω) = ω(t), N y M los conjuntos
nulos de W y P en las σ-álgebras B(C(R+,R)) y F respectivamente, G0

t := σ(xs : s ≤ t),
Gt := σ(G0

t ∪N ). Primeramente, observemos que B−1(N ) ⊆M (si N ⊆ A con W (A) = 0,
se sigue que B−1(N) ⊆ B−1(A), entonces P(B−1(A)) = W (A) = 0, lo cual implica que
B−1(N) ∈M). Ahora, notemos que para cada q ∈ Q+, se satisface:

B−1(G0
q ) = B−1

(
σ
(⋃

s≤q x
−1
s B(R)

))
= σ

(⋃
s≤q B

−1
(
x−1
s B(R)

))
⊆ σ

(⋃
s≤q(xs ◦B)−1B(R)

)
= σ

(⋃
s≤q B

−1
s B(R)

)
= FBq
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Al ser (Xt)t≥0 solución fuerte, en particular Xq es FBq /B(R) medible, por el Lema 2.2.1

existe X̃q que es FBq /B(R) medible con X̃q = Xq casi seguramente. Entonces en el siguiente
diagrama todas las funciones son medibles, aśı pues, al aplicar el Lema 2.2.1 es posible
completar el diagrama

(Ω,FBq )

X̃q
��

B // (C(R+,R),G0
q )

ξq
ww(R,B(R))

Es decir, X̃(ω)q = ξq(B(ω)) y además Xq = ξq(B) P-casi seguramente, definimos

A := {x ∈ C(R+,R) : (∃ x̃ ∈ C(R+,R)) x̃q = ξq(x) ∀ q ∈ Q+},

Si Ωq := {ω ∈ Ω : Xq(ω) = ξq(B(ω)) ∀ q ∈ Q+}, ya que X tiene trayectorias continuas
sucede que B

(⋂
q∈Q+

Ωq

)
⊆ A, por lo tanto

⋂
q∈Q+

Ωq ⊆ B−1
(
B
(⋂

q∈Q+
Ωq

))
⊆ B−1(A)

y entonces 1 = P[
⋂
q∈Q+

Ωq] ≤ P[B−1
(
B
(⋂

q∈Q+
Ωq

))
] ≤ P[B−1(A)] = W (A). Es decir,

que A ∈ G0.

Para todo n ∈ N, el proceso Ψ
(n)
t : (C(R+,R),Gt) −→ (R,B(R)), definido como

Ψ
(n)
t (x) := ξ0(x)1{t=0} +

∞∑
k=0

ξk/2n(x)1{k/2n<t≤(k+1)/2n}

es progresivamente medible. Por lo tanto

Ψt(x) = 1{x∈A} · ĺım sup
n→∞

Ψ
(n)
t (x)

sigue siendo progresivamente medible y continuo para cada t ∈ R+, x ∈ C(R+,B(R+)).
Si G := B(C(R+,R)) = σ(C(R+,R) ∪ N ), entonces Ψ es G/B(C(R+,R))-medible. Por
la Proposición 2.2.1 existe Φ que es B(C(R+,R)/B(C(R+,R))-medible y tal que Φ(x) =
Ψ(x) W - casi seguramente. Con lo que Ψ(B(ω)) = Φ(B(ω)) P-c.s, pero ya que también
Xq(ω) = ξq(ω) = Ψq(ω) P-c.s. Si qn ∈ Q+ es tal que qn → t ∈ R+ entonces Xt(ω) =
ĺımnXqn(ω) = ĺımn Ψqn = Ψt(ω) = Φt(ω) P-c.s.

La segunda parte del teorema es evidente de la Proposición 2.3.2 pues (Ψ(B), B) = (X,B)
(d)
= (X̃, B̃) = (Ψ(B̃), B̃) por lo que (X ·B,X,B) (d)

= (X̃ · B̃, X̃, B̃) entonces

Xt = X0 +

∫ t

0
b(Xs) ds+

∫ t

0
σ(Xs) dBs P−c.s.

si y solamente si

X̃t = X̃0 +

∫ t

0
b(X̃s) ds+

∫ t

0
σ(X̃s) dB̃s P̃−c.s.

�

2.5. Algunos Ejemplos

Ejemplo 2.5.1. (Ejemplos de Ψ) En seguida recopilamos la Ψ que fue posible encontrar
en cada uno de los ejemplos anteriores. En el caso de que no existe unicidad trayectorial
o no existe dicha función o no es única.
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Ecuación Diferencial Estocástica
Unicidad

Trayectorial
Ψt(x)

Xt = 1 +
∫ t

0 Xs dBs X exp{xt − t/2}

Yt = a+
∫ t

0
b−Ys
1−s ds+Bt X a(1− t) + bt+ xt + (1− t)

∫ t
0

xs
(1−s)2 ds

Xt =
∫ t

0 sgn(Xs) dBs ××× No existe

Yt = t+ 2
∫ t

0

√
|Ys| dBs X (xt + sups≤t{−xs})2

Xt =
∫ t

0 1(Xs 6= 0) dBs ××× xt

Xt = 3
∫

0
3
√
Xs ds+ 3

∫ t
0

3
√
X2
s dBs ××× 1{τθ<t}x

3
t

Tabla 2.1: Ejemplos.

En la primera ecuación diferencia estocástica Xt = 1+
∫ t

0 Xs dBs, que se vió en el Ejemplo
1.3.2 tiene una solución fuerte Xt = exp{Bt − t/2}. Resulta interesante que la solución a
tiempo t puede expresarse solamente en términos de del movimiento Browniano al tiempo
t es decir no es necesario conocer el movimiento Browniano en todo el intervalo [0, t). Por
lo que, las conclusiones sobre la función Ψ del teorema 2.4.1 para esta ecuación son menos
restrictivas, es decir, la función Ψt(B) más que ser σ(Bs : s ≤ t)-medible simplemente es
σ(Bt)-medible. Por otro lado, un ejemplo donde no sucede esto es en la ecuación:

Yt = t+ 2

∫ t

0

√
|Ys| dBs, t ≥ 0, (2.2)

que por el Teorema 1.4.3 hay unicidad trayectorial por lo tanto toda solución es fuerte. Co-
mo vimos en el Ejemplo 1.3.5 una manera rápida de encontrar soluciones para la ecuación
anterior es proponer

Yt = W 2
t , Bt =

∫ t

0
sgn(Ws) dWs, t ≥ 0.

A la luz del punto uno del Teorema 2.4.1 sabemos entonces que W 2
t se puede escribir

en “términos” de
∫ t

0 sgn(Ws) dWs, esto se logró conseguir en el Ejemplo 1.3.5 con ayuda
del Lema de Skorokhod (Lema 1.3.1). Por el inciso dos del Teorema anterior también es
inmediato que

Yt = (Wt + sup
{s≤t}

{−Ws})2, Bt = Wt, t ≥ 0,

siempre es solución para la ecuación (2.2) para todo movimiento Browniano (Wt)t≥0. Es
decir, que a luz de este teorema las últimas cuentas del Ejemplo 1.3.5 están de más. Por
otra parte, Ψt(B) = (Bt+sups≤t{−Bs})2 es en efecto σ(Bs : s ≤ t)-medible y no solamente
σ(Bt)-medible. Más adelante mostraremos que una solución fuerte para

Zt = t · d+ 2

∫ t

0

√
|Zs| dBs, t ≥ 0,

está dada por

Zt =
(
B(1)

t

)2
+ · · ·+

(
B(d)

t

)2
, Bt =

∫ t

0

B(1)
s√
Zs

dB(1)
s + · · ·+

∫ t

0

B(d)
s√
Zs

dB(d)
s , t ≥ 0.
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Encontrar Ψt de tal forma que

Ψt

(∫ ·
0

B(1)
s√
Zs

dB(1)
s + · · ·+

∫ ·
0

B(d)
s√
Zs

dB(d)
s

)
=
(
B(1)

t

)2
+ · · ·+

(
B(d)

t

)2
, t ≥ 0.

parece ser bastante más complicado por tal razón es importante tener un resultado de
existencia.



Caṕıtulo 3

El Proceso Bessel Cuadrado y el
Proceso de Bessel.

Este caṕıtulo tiene como finalidad presentar a los procesos de Bessel y a los procesos
Bessel Cuadrado, primeramente de dimensión d entera positiva, para después extender su
definición por medio de ecuaciones diferenciales estocásticas a cualquier dimensión δ ≥ 0.

En la Sección 3.1, nos limitamos a dar la definición de un Ft-Movimiento Browniano
d-dimensional, con el fin de construir el proceso Bessel Cuadrado de dimensión d y al
proceso de Bessel d-dimensional.

En la Sección 3.2, definimos con base en el movimiento Browniano d-dimensional el
proceso Bessel Cuadrado de dimensión d y el proceso de Bessel de dimensión d. Probamos
que si d ≥ 1 el proceso Bessel Cuadrado es solución fuerte de una ecuación diferencial
estocástica. Por otro lado, probamos que si d ≥ 2 entonces el proceso de Bessel de igual
manera es solución fuerte de otra ecuación diferencial estocástica.

En la Sección 3.3, se generaliza la definición de proceso Bessel Cuadrado para dimen-
sión δ ≥ 0, por medio de una ecuación diferencial estocástica. Se calcula la densidad para
el proceso Bessel Cuadrado con lo que es posible demostrar que si δ > 1 entonces el pro-
ceso de Bessel de dimensión δ > 1 también satisface una ecuación diferencial estocástica.
Finalmente, vemos que el proceso de Bessel no es un proceso de Itô para δ < 1.

En la Sección 3.4, presentamos la fórmula de Itô-Tanaka.

3.1. Movimiento Browniano d-Dimensional

Definición 3.1.1. (Movimiento Browniano d-dimensional) Sea d un entero positivo y
(Wt)t≥0 un proceso estocástico, adaptado a la filtración (Ft)t≥0, que toma valores en(
Rd,B(Rd)

)
, definido en algún espacio de probabilidad. A este proceso lo llamaremos Ft-

movimiento Browniano d-dimensional centrado en x ∈ Rd si:

1. W0 = x c.s.

2. Wt −Ws tiene distribución normal con media cero y matriz de covarianza (t− s)Id,
donde Id es la matriz identidad de d× d y además 0 ≤ s < t

3. Wt −Ws es independiente de Fs, para 0 ≤ s < t

4. (Wt)t≥0 tiene trayectorias continuas

Proposición 3.1.1. Si (Wt)t≥0 es un Ft-movimiento Browniano d-dimensional, donde

Wt =
(
W

(1)
t , · · · ,W (d)

t

)
, entonces

49
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I.- (W
(i)
t )t≥0 es un Ft-movimiento Browniano, para 1 ≤ i ≤ d.

II.- 〈W (i)
t ,W

(j)
t 〉 = δij · t, para 1 ≤ i, j ≤ d.

Demostración. (I) De que σ(W
(i)
t −W

(i)
s ) ⊆ σ(Wt −Ws) para 0 ≤ s < t, se tiene que es

(W
(i)
t )t≥0 es Ft-adaptado y que W

(i)
t −W

(i)
s es independiente a Fs. Que W

(i)
t −W

(i)
s tiene

distribución N(0, t−s) se sigue del inciso 3. Para probar II basta ver que si i 6= j, entonces

W
(i)
t ·W

(j)
t es una Ft-martingala, esto pues si adoptamos la notación ∆Xt := Xt − Xs,

sucede que:

E
[
W

(i)
t W

(j)
t |Fs

]
= E

[
∆W

(i)
t ∆W

(j)
t |Fs

]
+ E

[
∆W

(i)
t W (j)

s |Fs
]

+ E
[
∆W

(j)
t W (i)

s |Fs
]

+ E
[
W (i)
s W (j)

s |Fs
]

= W (i)
s W (j)

s .

�

3.2. Los Procesos de Bessel y Bessel Cuadrado de Dimen-
sión Entera Positiva.

La manera en que introduciremos el proceso Bessel Cuadrado es la siguiente. Considere-
mos un Ft-Movimiento Browniano (Wt)t≥0 d-dimensional con d ≥ 1 tal que W0 = x ∈ Rd
c.s.. Ahora fijémonos en la distancia de este movimiento Browniano al origen, es decir, en
el proceso estocástico

ρt := ||Wt||2 =
[(
W

(1)
t

)2
+ · · ·+

(
W

(d)
t

)2]1/2
, t ≥ 0,

y definimos (Zt)t≥0 como el proceso Zt := ρ2
t , para todo t ≥ 0, estos son respectivamente

el proceso de Bessel y el proceso de Bessel Cuadrado de dimensión d ∈ N.

Definición 3.2.1. (Proceso Cuadrado de Bessel) Al proceso (Zt)t≥0 lo llamaremos proceso
de Cuadrado Bessel de dimensión d centrado en x y lo denotaremos como BESQ(x, d).

Definición 3.2.2. (Proceso de Bessel) Al proceso (ρt)t≥0 lo llamaremos proceso de Bessel
de dimensión d centrado en x y lo denotaremos como BES(x, d).

Observación. Cada uno de estos procesos es adaptado a la filtración (Ft)t≥0 del movimiento

Browniano d-dimensional, ya que cada W
(i)
t es adaptado a esta filtración para todo i ∈

{1, 2, · · · , d}.

3.2.1. Ecuación Diferencial Estocástica del Proceso Bessel Cuadrado de
Dimensión Entera.

En seguida nos enfocaremos en demostrar que el proceso Bessel Cuadrado de dimensión
d, donde d es un entero mayor o igual que 1, es solución fuerte de una ecuación diferencial
estocástica.

Proposición 3.2.1. (E.D.E del Proceso Bessel Cuadrado d-dimensional.) El proceso Bes-
sel Cuadrado de dimensión d ≥ 1 satisface la siguiente ecuación diferencial estocástica

Zt = Z0 + t · d+ 2

∫ t

0

√
Zs dBs, t ≥ 0, (3.1)

para algún Ft-movimiento Browniano (Bt)t≥0.
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Demostración. Aplicamos la fórmula de Itô con f(x) := x2 para cada coordenada del

movimiento Browniano, es decir a cada
(
W

(i)
t

)
t≥0

en donde 1 ≤ i ≤ d. Se tiene que

(
W

(i)
t

)2
=
(
W

(i)
0

)2
+ t+ 2

∫ t

0
W (i)
s dW (i)

s , 1 ≤ i ≤ d.

Luego, sumamos estas ecuaciones sobre i = 1, · · · , d, y obtenemos que:

Zt = Z0 + t · d+ 2
d∑
i=1

∫ t

0
W (i)
s dW (i)

s

= Z0 + t · d+ 2
d∑
i=1

∫ t

0

√
Zs ·

W
(i)
s√
Zs

dW (i)
s

= Z0 + t · d+ 2

∫ t

0

√
Zs dBs

en donde Bt :=

d∑
i=1

∫ t

0

W
(i)
s√
Zs
dW (i)

s . Solamente falta comprobar que (Bt)t≥0 es un Ft-

movimiento Browniano, esto pues (Bt)t≥0 es una Ft-martingala continua, esto ya que cada

sumando

∫ t

0

W
(i)
s√
Zs
dW (i)

s es una Ft-martingala continua. Veamos que (Bt)t≥0 es cuadrado

integrable.

E
[
B2
t

]
=

d∑
i,j=1

E

[∫ t

0

W
(i)
s W

(j)
s

Zs
d〈W (i)

s ,W
(j)
s 〉s

]
=

d∑
i=1

E

[∫ t

0

(
W

(i)
s

)2
Zs

ds

]
= d · t.

La primera igualdad se da al aplicar la fórmula de integración por partes a los procesos

(W
(i)
t )t≥0 y (W

(j)
t )t≥0 para i, j ∈ {1, 2 · · · , d} y después tomar la esperanza. La segunda

igualdad es consecuencia de la Proposición 3.1.1. Ahora, calculemos la variación cuadrática
de (Bt)t≥0:

〈B,B〉t =
d∑

i,j=1

∫ t

0

W
(i)
s W

(j)
s

Zs
d〈W (i)

s ,W (j)
s 〉s =

d∑
i=1

∫ t

0

(
W

(i)
s

)2
Zs

ds =

∫ t

0

Zs
Zs

ds = t.

Por lo tanto (Bt)t≥0 es un Ft-Movimiento Browniano. Es decir, una solución para (3.1) es
el par

(Zt, Bt) =

(
d∑
i=1

(
W

(i)
t

)2
,

d∑
i=1

∫ t

0

W
(i)
s√
Zs

dW (i)
s

)
, t ≥ 0.

De los resultados de Yamada & Watanabe, se sigue que hay unicidad trayectorial, por lo
cual esta solución es fuerte. �

3.2.2. Ecuacion Diferencial Estocástica del Proceso de Bessel de Dimen-
sión Entera.

Ahora demostraremos que el proceso de Bessel, de dimensión entera d ≥ 2, es solución
fuerte de cierta ecuación diferencial estocástica.
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La primera referencia que se tiene acerca de este hecho se encuentra en uno de los tra-
bajos de McKean [17] de 1960, en donde demuestra que el proceso de Bessel, de dimensión
entera d ≥ 2, satisface la ecuación

ρt = ρ0 +

∫ t

0

d− 1

2 · ρs
ds+ B̃t, t ≥ 0,

para algún movimiento Browniano (B̃t)t≥0. Sin embargo, por la manera en que McKean
probó esto no le fue posible encontrar un relación directa entre este movimiento Browniano
(B̃t)t≥0 y el movimiento Browniano d-dimensional subyacente en la definición del proceso
de Bessel.

La demostración de que el proceso de Bessel satisface la ecuación anterior la hemos
tomado de [12].

Proposición 3.2.2. (Ecuación estocástica del proceso de Bessel de dimensión entera)
El proceso de Bessel (ρt)t≥0 de dimensión entera d ≥ 2 satisface la siguiente ecuación
estocástica

ρt = ρ0 +

∫ t

0

d− 1

2 · ρs
ds+

d∑
i=1

∫ t

0

W
(i)
s

ρs
dW (i)

s , t ≥ 0

Demostración. Como la función x →
√
x no es C2 debemos aproximar por la siguiente

familia de funciones g : R+ −→ R y para cada ε > 0 definiremos gε(y) : R+ −→ R, como

g(y) :=
√
y, gε(y) :=


3
√
ε

8
+

3y

4
√
ε
− y2

8ε
√
ε

si y < ε,
√
y si y ≥ ε,

ésta última es continua y aśı también

g′ε(y) =

(
3

4
√
ε
− y

4ε
√
ε

)
· 1{y<ε} +

(
1

2
√
y

)
· 1{y≥ε}

g′′ε (y) =

(
− 1

4ε
√
ε

)
· 1{y<ε} −

(
1

4y
√
y

)
· 1{y≥ε},

Es decir, gε(y) es de clase C2 y además es claro que gε(y)
ε→0+−−−−→ g(y). Siendo aśı podemos

aplicar la fórmula de Itô al proceso Zt, viéndolo como un proceso de Itô de la forma:

dZt = d · dt+ 2 ·
δ∑
i=1

W
(i)
t dW

(i)
t .

Con lo que también tendŕıamos 〈Z,Z〉t = 4
∫ t

0 Zs ds o en forma diferencial (dZt)
2 = 4Zt dt.

Después de aplicar la fórmula de Itô para gε(y), obtenemos que

gε(Zt) = gε(Z0) +

∫ t

0
g′ε(Zs) dZs +

1

2

∫ t

0
g′′ε (Zt) d 〈Z,Z〉s , t ≥ 0,

entonces después de “sustituir”los diferenciales dZs, 〈Z,Z〉s en la ecuación anterior

gε(Zt) = gε(Z0) +

∫ t

0

(
d · g′ε(Zs) + 2Zs · g′′ε (Zs)

)
ds+ 2 ·

d∑
i=1

∫ t

0
g′ε(Zs) ·W (i)

s dW (i)
s , t ≥ 0.
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Empezaremos analizando el segundo sumando del lado derecho de la ecuación anterior,
desarrollando tenemos que∫ t

0
d · g′ε(Zs) + 2Zs · g′′ε (Zs) ds =

∫ t

0

(
3d

4
√
ε
− Zs · d

4ε
√
ε

)
· 1{Zs<ε} +

(
d

2
√
Zs

)
· 1{Zs≥ε} ds

+

∫ t

0

(
− Zs

2ε
√
ε

)
· 1{Zs<ε} −

(
Zs

2Zs
√
Zs

)
· 1{Zs≥ε}

=

∫ t

0

(
3d

4
√
ε
− Zs

4ε
√
ε

)
(d+ 2) · 1{Zs<ε} +

∫ t

0

d− 1

2
√
Zs
· 1{Zs≥ε} ds,

una vez desarrollado este cálculo, vemos que la expresión con la que empezamos es

g′ε(Zt) = g′ε(Z0)+

∫ t

0

d− 1

2
√
Zs
· 1{Zs≥ε} ds+ 2 ·

d∑
i=1

∫ t

0
g′ε(Zs) ·W (i)

s dW (i)
s

+

∫ t

0

1

4
√
ε

(
3d− Zs

ε
(d+ 2)

)
1{Zs<ε} ds, t ≥ 0.

Una vez que hemos simplificado este cálculo, ya estamos en posibilidad de determinar en
dónde se da la convergencia de cada uno de los términos anteriores y a qué convergen.
Para esto convendremos adoptar la siguiente notación

I
(i)
t (ε) :=

∫ t

0
2 · g′ε(Zs) ·W (i)

s dW (i)
s , t ≥ 0,

Jt(ε) :=

∫ t

0

d− 1

2
√
Zs
· 1{Zs≥ε} ds, t ≥ 0,

Kt(ε) :=

∫ t

0

1

4
√
ε

(
3d− Zs

ε
(d+ 2)

)
1{Zs<ε} ds, t ≥ 0.

Ahora analizaremos el segundo término que es quizá el más fácil, por el teorema de con-
vergencia monótona tenemos que

Jt(ε)
c.s−−→
ε ↓ 0

∫ t

0

d− 1

2
√
Zs

ds, t ≥ 0, .

En seguida veremos que es posible acotar el integrando de Kt(ε), esto debido a que en
particular sabemos d ≥ 1, entonces es fácil comprobar que se cumplen la siguiente serie
de desigualdades:

0 ≤
(

2d− 2

4
√
ε

)
· 1{Zs<ε} ≤

1

4
√
ε

(
3d− Zs

ε
(d+ 2)

)
1{Zs<ε} ≤

3d

4
√
ε
· 1{Zs<ε}.

Ya que el proceso Zs es medible, entonces 1{Zs<ε} es medible en el σ-álgebra del produc-
to y no negativa, lo mismo sucede para cada término que aparece en las desigualdades
anteriores. Por el teorema de Tonelli y las cotas obtenidas previamente, queda que:

0 ≤ E
[
Kt(ε)

]
≤
(∫ t

0
P[Zs < ε] ds

)(
3d

4
√
ε

)
, t ≥ 0.

Hasta este momento no hemos utilizado la condición d ≥ 2, en lo siguiente se verá la
relevancia de esta condición. Notemos que

P
[
Zs < ε

]
= P

[
d∑
i=1

(
W (i)
s

)2
< ε

]
≤ P

[
2∑
i=1

(
W (i)
s

)2
< ε

]
= P

(W (1)
s√
s

)2

+

(
W

(2)
s√
s

)2

<
ε

s

 .
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Entonces, como
(
W

(1)
s√
s

)2

+
(
W

(2)
s√
s

)2

∼ χ2
(2), tenemos que P

[
Zs < ε

]
≤ 1

2

∫ ε/s

0
e−x/2 dx,

para s > 0. Haciendo el cambio de variable x = ρ2/s tendŕıamos que

P
[
Zs < ε

]
≤
∫ √ε

0
e−ρ

2/2s(ρ/s) dρ,

después de integrar sobre [0, t] y aplicar Fubini∫ t

0
P
[
Zs < ε

]
ds ≤

∫ t

0

∫ √ε
0

e−ρ
2/2s(ρ/s) dρ ds =

∫ √ε
0

ρ

(∫ t

0

e−ρ
2/2s

s
ds

)
dρ, t ≥ 0.

Haciendo el cambio de variable ξ = ρ/
√
s, nos queda que∫ t

0
P[Zs < ε] ds ≤ 2 ·

∫ √ε
0

ρ

(∫ ∞
ρ/
√
t

1

ξ
e−ξ

2/2 dξ

)
dρ, t ≥ 0.

Es decir, de esta forma es claro como aplicar el primer teorema fundamental del cálculo,
con lo que se tendŕıa aplicando además la regla de L’Hôpital

0 ≤ ĺım
ε↓0

∫ t

0
P[Zs < ε] ds

√
ε

≤ ĺım
ε↓0

2 ·
∫ √ε

0
ρ

(∫ ∞
ρ/
√
t

1

ξ
e−ξ

2/2 dξ

)
dρ

√
ε

= ĺım
ε↓0

2
√
ε

∫ ∞
√
ε/t

1

ξ
e−ξ

2/2 dξ = ĺım
ε↓0

2

∫ ∞
√
ε/t

1

ξ
e−ξ

2/2 dξ

1√
ε

= ĺım
ε↓0
−
√
t · ε · e−ε/2t = 0.

Es decir,
∫ t

0 P[Zs < ε] ds es de orden o(
√
ε), para toda t ≥ 0 y puesto que:

0 ≤ E
[
Kt(ε)

]
≤
(∫ t

0
P
[
Zs < ε

]
ds

)(
3 · d
4
√
ε

)
,

una vez hecho estos cálculos es inmediato que ĺımε↓0 E[Kt(ε)] = 0. Ahora sólo queda por

analizar el sumando I
(i)
t (ε), veamos que después de desarrollar obtenemos

I
(i)
t (ε) =

∫ t

0

[(
3

2
√
ε
− Zs

2ε
√
ε

)
· 1{Zs<ε} +

1√
ZS

1{Zs≥ε}

]
W (i)
s dW (i)

s , t ≥ 0

entonces

E

(I(i)
t (ε)−

∫ t

0

W
(i)
s√
Zs

dW (i)
s

)2
 = E

[(∫ t

0

(
3

2
√
ε
− Zs

2ε
√
ε
− 1√

Zs

)
W (i)
s · 1{Zs<ε} dW

(i)
s

)2
]

= E

(∫ t

0

(
−1 +

1

2
√
ε

(
3
√
Zs −

Zs
√
Zs
ε

))
W

(i)
s√
Zs

1{Zs<ε} dW
(i)
s

)2


= E

∫ t

0

(
−1 +

1

2

√
Zs
ε

(
3− Zs

ε

))2

·
(
W

(i)
s

)2
Zs

1{Zs<ε} ds

 ,
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Es claro que 1
2

√
Zs
ε

(
3− Zs

ε

)
≥ 0 cuando Zs < ε, entonces se comprueba lo siguiente:(

−1 +
1

2

√
Zs
ε

(
3− Zs

ε

))2

· 1{Zs<ε} ≤ 1{Zs<ε}, s ≥ 0

y como también

(
W

(i)
s

)2
Zs

≤ 1, entonces hemos podido acotar ese último integrando por

algo ya conocido. Nuevamente por el teorema de Tonelli

E

(I(i)
t (ε)−

∫ t

0

W
(i)
s√
Zs

dW (i)
s

)2
 ≤ E

[∫ t

0
1{Zs<ε}

]
ds =

∫ t

0
P (Zs < ε) ds, t ≥ 0,

pero ya hab́ıamos demostrado que

∫ t

0
P (Zs < ε) ds es de orden o(

√
ε) es inmediato que

I
(i)
t (ε)

L2−−→
ε ↓ 0

∫ t

0

W
(i)
s√
ZS

dW (i)
s . Recapitulado hemos probado lo siguiente

I
(i)
t (ε)

ε→0−−−→
L2

∫ t

0

W
(i)
s√
Zs

dW (i)
s , t ≥ 0, i ∈ {1, · · · , d},

Kt(ε)
ε→0−−−→
L1

0, t ≥ 0,

Jt(ε)
ε→0−−−→
c.s.

∫ t

0

d− 1

2
√
Zs

ds t ≥ 0,

gε(Zt)
ε→0−−−→
c.s.

√
Zt t ≥ 0,

por lo cual también convergen en probabilidad y por lo tanto es posible concluir. �

Corolario 3.2.1. (E.D.E del proceso de Bessel de dimensión entera) El proceso de Bessel
(ρt)t≥0, de dimensión entera d ≥ 2 es solución fuerte de la ecuación diferencial estocástica

ρt = ρ0 +

∫ t

0

d− 1

2 · ρs
ds+Bt, t ≥ 0, (3.2)

en donde Bt =
d∑
i=1

∫ t

0

W
(i)
s

ρs
dW (i)

s .

Demostración. Es inmediato de la Proposición 3.2.1 y de la 3.2.2. �

Observación. Es claro que si d = 1, entonces ρt = |W (1)
t | no es solución de (3.2), pues

Bt =
∫ t

0 sgn(W
(1)
s ) dW

(1)
s . Por lo que si fuese solución se tendŕıa que el tiempo local en

cero de W
(1)
t seŕıa cero, lo cual no es cierto.

3.2.3. Unicidad Trayectorial de la Ecuación del Proceso de Bessel.

Es interesante observar que en la ecuación que satisface el proceso Cuadrado de Bessel
hay unicidad trayectorial. Esto se deduce de los teoremas de Yamada-Watanabe. A dife-
rencia de la ecuación que satisface el proceso de Bessel donde no hay algún resultado en la
teoŕıa que garantice esto mismo. Sin embargo, cuando se está trabajando con soluciones
positivas se puede garantizar que hay unicidad trayectorial.
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Proposición 3.2.3. (McKean) Hay unicidad trayectorial para las soluciones positivas de
la ecuación diferencial estocástica:

ρt = ρ0 +Bt +
d− 1

2

∫ t

0
ρ−1
s ds, t ≥ 0, (3.3)

cuando d > 1 (El caso en el que d = 1 es trivial).

Demostración. Sean
(
ρ(i)

t , Bt
)
t≥0

, con i = 1, 2, dos soluciones positivas para la ecuación

(3.3) definidas en el mismo espacio de probabilidad, entonces notemos que

ρ(1)

t − ρ
(2)

t =
d− 1

2

∫ t

0

ρ(1)
s − ρ(2)

s

ρ(1)
s · ρ(2)

s
ds, t ≥ 0,

adoptaremos la notación ∆t := ρ(2)

t − ρ
(1)

t . Del hecho que |∆t| ≤ ρ(1)

t + ρ(2)

t tenemos:

ρ(1)

t − ρ
(2)

t ≤
d− 1

2

∫ t

0

|∆t|
ρ(1)
s · ρ(2)

s
ds ≤ d− 1

2

∫ t

0

1

ρ(1)
s

+
1

ρ(2)
s
ds <∞, t ≥ 0,

de esto y de la primera expresión tenemos que ∆t es derivable de lo que se sigue:

d

dt
∆2
t = 2∆t ·∆′t = −(d− 1)

∆2
t

ρ(1)

t · ρ
(2)

t

≤ 0, t ≥ 0,

después de integrar de sobre [0, t] se obtiene que ∆2
t ≤ 0. Por lo que al cumplirse las

igualdades anteriores en un conjunto con probabilidad 1, tendŕıamos que:

P
[
ρ(1)

t = ρ(2)

t

]
= 1, t ≥ 0,

de la continuidad de los procesos se deduce que son indistinguibles. �

Cherny, en su art́ıculo [6], también da una prueba de este mismo hecho tomando un
enfoque más probabilista.

3.3. El Proceso Bessel Cuadrado y el Proceso de Bessel

Ahora, extenderemos la definición del Proceso Bessel Cuadrado en donde la dimensión
la consideraremos como un real δ ≥ 0. Lo definiremos como la única solución a la E.D.E

Zt = Z0 + δt+ 2

∫ t

0

√
|Zs| dBs, t ≥ 0. (3.4)

La existencia de soluciones positivas de esta ecuación se demuestra en [16], donde se
toma la idea de Skorohod [19] de aproximar por el método de diferencias finitas. Luego por
los teoremas de Yamada & Watanabe, ya que |

√
x − √y| ≤

√
|x− y|, podemos asegurar

que hay unicidad trayectorial por lo cual toda solución a (3.4) es solución fuerte.

3.3.1. Proceso Bessel Cuadrado.

Para el desarrollo de esta parte nos hemos basado principalmente en el Caṕıtulo XI de
[22].

Definición 3.3.1. (Proceso Bessel Cuadrado) Sean δ ≥ 0 y Z0 = z0 ≥ 0. A la única
solución fuerte de la ecuación (3.4) la llamaremos el proceso Bessel Cuadrado de dimensión
δ y centrado en z0. A la ley de este proceso la denotaremos por Qδz0 .
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Sean d, d̃ dos enteros no negativos, x, x̃ reales mayores iguales que cero y (Zt)t≥0, (Z̃t)t≥0

dos procesos Bessel Cuadrado de dimensión d, d̃, y centrados en x, x̃ respectivamente.
Además supongamos que sus correspondientes d, d̃-movimientos Brownianos son indepen-
dientes. Entonces BESQ(x, d) +BESQ(x̃, d̃) = BESQ(x+ x̃, d+ d̃), esto pues

Zt + Z̃t =
[(
W

(1)
t

)2
+ · · ·+

(
W

(d)
t

)2]
+
[(
W̃

(1)
t

)2
+ · · ·+

(
W̃

(d̃)
t

)2]
, t ≥ 0,

Z0 + Z̃0 = x+ x̃

y los d+ d̃ sumandos del lado derecho de la primera ecuación son movimientos Brownianos
independientes. Es decir, que la suma de dos procesos de Bessel Cuadrado vuelve a ser un
proceso de Bessel Cuadrado. Ahora veremos que esto también se cumple para δ ≥ 0 no
necesariamente entero.

Proposición 3.3.1. (Invarianza aditiva del proceso Bessel cuadrado) Sean (Zt, Bt)t≥0,

(Z̃t, B̃t)t≥0 dos procesos de Bessel Cuadrados de dimensión δ, δ̃ no negativa, centrados en

Z0 y Z̃0, respectivamente definidos en el mismo espacio de probabilidad, donde además
(Bt)t≥0 y (B̃t)t≥0 son independientes, entonces se cumple lo siguiente

i) (Zt + Z̃t, βt)t≥0 es un BESQ(Z0 + Z̃0, δ + δ̃), donde Xt = Zt + Z̃t, para todo t ≥ 0 y

βt :=

∫ t

0
1(0,∞)(Xs)

√
Zs√
Xs

dBs +

∫ t

0
1(0,∞)(Xs)

√
Z̃s√
Xs

dB̃s +

∫ t

0
1{0}(Xs)dB̂s, t ≥ 0,

siendo
(
B̂t
)
t≥0

un movimiento Browniano independiente a los dos anteriores.

ii) Las leyes de probabilidad de estos procesos satisfacen

Qδz0 ∗Q
δ̃
z̃0

= Q δ+δ̃
z0+z̃0

,

con z0, z̃0 ≥ 0 y δ, δ̃ ≥ 0.

Demostración. Al sumar las E.D.E de ambos procesos obtenemos las siguiente ecuación

Xt := Zt + Z̃t = (Z0 + Z̃0) + (δ + δ̃) · t+ 2 ·
∫ t

0

√
Zs dBs + 2 ·

∫ t

0

√
Z̃s dB̃s, t ≥ 0.

Por la independencia de los movimientos Brownianos la variación cuadrática de βt es

〈β, β〉t =

∫ t

0
1(0,∞)(Xs)

Zs
Xs

ds+

∫ t

0
1(0,∞)(Xs)

Z̃s
Xs

ds+

∫ t

0
1{0}(Xs) ds

=

∫ t

0
1(0,∞)(Xs) ds+

∫ t

0
1{0}(Xs) ds

= t.

Se comprueba que E
[
β2
t

]
≤ 3t, para todo t ≥ 0, entonces por el teorema de caracteri-

zación de Lévy el proceso estocástico (βt)t≥0 es un movimiento Browniano. Finalmente,
observemos que∫ t

0

√
Xs dβs =

∫ t

0
1(0,∞)(Xs)

√
Zs dBs +

∫ t

0
1(0,∞)(Xs)

√
Z̃s dB̃s +

∫ t

0
1{0}(Xs) ·Xs dB̂s

=

∫ t

0

√
Zs dBs +

∫ t

0

√
Z̃s dB̃s, t ≥ 0.
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Al sustituir en la primera ecuación que obtuvimos al sumar los procesos (Zt)t≥0 y (Z̃t)t≥0,
llegamos a que

(Zt + Z̃t) = (Z0 + Z̃0) + (δ + δ̃) · t+ 2 ·
∫ t

0

√
Zs + Z̃s dβs, t ≥ 0,

de la uncidad en ley de la ecuación (3.4) y de la independencia de los procesos (Zt)t≥0 y

(Z̃t)t≥0 es claro II. �

La utilidad de la proposición anterior radica en que nos será de ayuda para encontrar
la función de densidad del proceso Bessel Cuadrado.

Proposición 3.3.2. Existen dos números Aλ,t y Bλ,t tales que

E
[

exp
{
− λ · Zt

}]
=
(
Aλ,t

)z0 · (Bλ,t)δ,
donde (Zt)t≥0 es el proceso Bessel Cuadrado de dimensión δ y centrado en Z0 = z0.

Demostración. Sea φt(z0, δ) := E [exp{−λ · Zt}], por la desigualdad de Jensen

φt(z0, δ) = E [exp{−λ · Zt}] ≥ exp{E [−λ · Zt]} = exp{−λ(z0 + δt)} > 0, δ, z0 ≥ 0.

Si Z y Z̃ son como la proposición anterior, pero están centrados en x y y, respectivamente,
entonces:

φt(x+ y, δ + δ̃) = E [exp{−λ ·Xt}] = E
[

exp{−λ · Zt}
]
E
[
exp{−λ · Z̃t}

]
= φt

(
x, δ
)
φt
(
y, δ̃
)
,

esto para todas las condiciones iniciales x, y ≥ 0 y cualquier dimensión δ, δ̃ ≥ 0. Ahora,
veamos que:

1. φt(0, 0) = 1, esto a consecuencia de que al evaluar x = y = δ = δ̃ = 0 en la expresión
obtenida anteriormente se tiene que φt(0, 0) = φt(0, 0)2, debido a que φt(z0, δ) es
positivo φt(0, 0) = 1.

2. φt(·, 0) y φt(0, ·) son decrecientes, ya que, al tomar (Z,B) y (Z̃, B) dos procesos de
Bessel Cuadrado de dimensión δ = 0 con condiciones iniciales tales que z0 ≤ z̃0

por el teorema de comparación se tiene P[Zt ≤ Z̃t, t ≥ 0] = 1 entonces con lo
cual: exp{−λ · Z̃t} ≤ exp{−λ · Zt} y en consecuencia φt(z̃0, 0) = E[exp{−λ · Z̃t}] ≤
E[exp{−λ · Zt}] = φt(z0, 0). El otro caso es totalmente análgo.

3. φt(x, 0), φt(0, x) ∈ C1 con respecto a x Notemos que si δ̃ = δ = 0, entonces φt(x, 0) =
φt(x, 0) · φt(y, 0). Como φt(x, 0) es monótona decreciente, entonces es diferenciable
(teorema de diferenciabilidad de Lebesgue) casi en todas partes, pero ya que

∂

∂x
φt(x, 0) = ĺım

h→0

φt(x+ h, 0)− φt(x, 0)

h
=

(
ĺım
h→0

φt(y + h, 0)− φt(y, 0)

h

)
φt(x− y, 0)

tomado y suficientemente pequeño, en donde φt(y, 0) sea derivable y x − y > 0
(la manera más rigurosa de probar lo anterior es con un argumento ε−δ, que lo
omitiremos). Podemos concluir que φt(x, 0) ∈ C1. El otro caso es análogo.

Es bien conocido que estas tres propiedades caracterizan a la función φt(·, 0) (de manera
análoga estas propiedades también caracterizan a la función φt(0, ·)). Podemos concluir
φt(x, 0) = Axλ,t y φt(0, δ) = Bδ

λ,t y como φt(x, δ) = φt(x, 0) · φt(0, δ) de esta manera
obtenemos el resultado deseado. �
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Corolario 3.3.1. (Transformada de Laplace del BESQ) La transformada de Laplace de
la función de densidad del Bessel Cuadrado está dada por

Ex0 [exp{−λ · Zt}] =

(
1

1 + 2λt

)δ/2
· exp

{
−λx0

1 + 2λt

}
, t ≥ 0,

donde (Zt)t≥0 tiene condición inicial Z0 = x0.

Demostración. Si δ = 1 entonces Zt = B2
t y si B0 = x0 entonces

Ex0 [exp{−λ ·B2
t }] =

1√
2πt

∫ ∞
−∞

exp
{
−λx2

}
exp

{
−(x− x0)2

2t

}
dx.

Observando que

−λx2 − (x− x0)2

2t
= −

(
x− x0/(1 + 2tλ)

)2

2t/
(
1 + 2tλ

) − λx2
0

1 + 2tλ

entonces

Ex0 [exp{−λ ·B2
t }] =

exp
{
− λx20

1+2tλ

}
√

2πt

∫ ∞
−∞

exp

−
(
x− x0/(1 + 2tλ)

)2

2t/
(
1 + 2tλ

)
 dx

=
exp

{
− λx20

1+2tλ

}
√

2πt
·
√

2tπ

1 + 2tλ
=

(
1

1 + 2λt

)1/2

· exp

{
−λx0

1 + 2λt

}
,

por la proposición anterior es fácil concluir. �

Proposición 3.3.3. (Función de densidad del BESQ) La densidad del proceso Bessel
Cuadrado a tiempo t > 0 y de parámetro ν := δ/2− 1 está dada por

q
(ν)
t (x0, x) :=


(2t)−(ν+1)Γ(δ/2)−1xνe−x/2t si Z0 = 0,

1

2t

( x
x0

)ν/2
e−(x0+x)/2t Iν(

√
x0x/t) si Z0 = x0,

donde Iν(x) :=

∞∑
k=0

(x/2)2k+ν

k! · Γ(ν + k + 1)
es la función de Bessel modificada.

Un estudio detallado de esta familia de funciones se encuentra en [15].

Demostración. Sean γ ∼ Gamma(ν + K + 1, 1), y supongamos que K ∼ Poisson(x) con

x, ν + 1 > 0. Sea d
(ν)
x la función de γ condicionada a K, es decir:

d(ν)
x (y) =

∞∑
k=0

fγ |K=k(y|k) · P
[
K = k

]
=
∞∑
k=0

yν+ke−y

Γ(ν + k + 1)
· e
−xxk

k!

= e−(x+y)
(y
x

)ν/2 ∞∑
k=0

(xy)ν/2+k

k! · Γ(ν + k + 1)
= e−(x+y)

(y
x

)ν/2
Iν(2
√
xy),

esto es posible hacerlo debido a la convergencia uniforme de la serie. Después de sustituir
x por x/2t y y/2t (y multiplicar por 1/2t), tendŕıamos que:

q
(ν)
t (x, y) :=

1

2t
d

(ν)
x/2t(y/2t) =

1

2t

(x
y

)ν/2
e−(x+y)/2t Iν(

√
xy/2t),
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también una función de densidad. Ahora, calcularemos la transformada de Laplace de la

función de densidad d
(ν)
x (y), haciendo uso del hecho de que la tranformada de Laplace de

de la densidad de una Γ(k, 1) es (λ+1)−k, entonces si γ̃ es la variable aleatoria con función

de densidad d
(ν)
x (y), tenemos que:

E
[
e−λγ̃

]
=

∫ ∞
0

d(ν)
x (u)e−λudu =

∞∑
k=0

(λ+ 1)−(ν+k+1) · e
−xxk

k!

=

(
1

λ+ 1

)ν+1

exp{−x} exp

{
x

λ+ 1

}
=

(
1

λ+ 1

)ν+1

exp

{
λx

1 + λ

}
.

Ahora, śı calcularemos la transformada de Laplace que nos interesa, haciendo el cambio
de variable u = y/2t, dentro de la integral, obtenemos que:∫ ∞

0
q

(ν)
t (x, y)e−λydy =

∫ ∞
0

(1/2t) · d(ν)
x/2t(y/2t)e

−λydy =

∫ ∞
0

d
(ν)
x/2t(u)e−2λutdu

=

(
1

2λt+ 1

)ν+1

exp

{
λx

1 + 2λt

}
,

el caso cuando x = 0, se hace con el mismo procedimiento por lo cual lo omitiremos. �

La siguiente proposición será de gran utilidad para cálculos posteriores.

Proposición 3.3.4. Si δ > 1 (ν > −1/2), entonces

ĺım
ε→0

ε1/2 · q(ν)
t (x0, ε) = 0.

Demostración. Analizaremos los dos casos por separado X0 = 0 y X0 6= 0. Empezamos
con X0 = 0.

ĺım
ε→0+

ε1/2 · q(ν)
t (x0, ε) = ĺım

ε→0+
ε1/2 · (2t)−(ν+1)Γ(δ/2)−1ενe−ε/2t

= (2t)−(ν+1)Γ(δ/2)−1 · ĺım
ε→0

εν+1/2e−ε/2t

= 0.

Veamos que lo mismo se cumple cuando X0 6= 0.

ĺım
ε→0+

ε1/2 · q(ν)
t (x0, ε) = ĺım

ε→0+
ε1/2 · 1

2t

( ε
x0

)ν/2
e−(x0+ε)/2 Iν

(√
x0 · ε/t

)
.

Primero notemos que:

ĺım
ε→0+

ε(ν+1)/2 · Iν
(√
x0 · ε/t

)
= ĺım

ε→0+
ε(ν+1)/2 ·

∞∑
k=0

(√
x0 · ε/2

)2k+ν

k! · Γ(k + ν + 1)

= ĺım
ε→0+

∞∑
k=0

(√
x0/2

)2k+ν · εk+ν/2 · ε(ν+1)/2

k! · Γ(k + ν + 1)

= ĺım
ε→0+

∞∑
k=0

(√
x0/2

)2k+ν · εk+ν+1/2

k! · Γ(k + ν + 1)
.
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Nuevamente ya que k + ν + 1/2 > 0 para todo k ∈ N y por la convergencia uniforme de
la serie entonces se tiene que:

ĺım
ε→0+

ε(ν+1)/2 · Iν
(√
x0 · ε/t

)
=

∞∑
k=0

(√
x0/2

)2k+ν ·
(

ĺım
ε→0+

εk+ν+1/2
)

k! · Γ(k + ν + 1)
= 0.

Finalmente con lo cual tenemos que

ĺım
ε→0+

ε1/2 · q(ν)
t (x0, ε) =

[
ĺım
ε→0+

e−(x0+ε)/2

2t · xν/20

]
·
[

ĺım
ε→0+

ε1/2 · Iν
(√
x0 · ε/t

) ]
=

e−x0/2

2t · xν/20

· 0 = 0.

�

El siguiente lema lo hemos tomado de [14] en donde se puede consultar la demostración.

Lema 3.3.1. (Cota para Iν) Para un real ν, sea Iν(x) la función de Bessel modificada. Se
satisfacen las siguientes desigualdades

ey−x
(
x

y

)ν
>
Iν(x)

Iν(y)
> ex−y

(
x

y

)ν
, ν > −(1/2), 0 < x < y.

Observación. El lema anterior establece que la función x→ e−xx−νIν(x) es estrictamente
decreciente y que x → x−νIν(x) es estrictamente creciente en (0,∞) para ν + 1/2 > 0.
Recordando cómo definimos ν, esta condición simplemente es δ > 1.

Corolario 3.3.2. La convergencia de la Proposición 3.3.4 es uniforme en cualquier inter-
valo [0, t] para todo t > 0.

Demostración. Abordaremos primero el caso cuando x0 = 0, para esto vemos que

d

dt
ε1/2q

(ν)
t (0, x) = 2−ν−1t−ν−3e−x/2tΓ(δ/2)−1xν+1/2[x− 2t(ν + 1)], t > 0.

Por otro lado veamos que ĺım
t→0

ε1/2q
(ν)
t (0, x) = 0 y también ĺım

t→∞
ε1/2q

(ν)
t (0, x) = 0. Por lo

que, cualquier máximo local de ε1/2q
(ν)
t (0, x) es máximo global y del cálculo anterior éste

se alcanza cuando t =
x

2(ν + 1)
. Entonces

sup
s∈[0,t]

∣∣ε1/2q(ν)
s (0, x)

∣∣ ≤ x2ν+3/2Γ(δ/2)−1(ν + 1)−ν−1e−ν−1, t > 0.

Como 2ν+3/2 > 0, entonces ε1/2q
(ν)
s (0, x) converge uniformente a 0 en cualquier intervalo

[0, t]. Ahora analizaremos el caso cuando x0 > 0. Sea {εn}n∈N un sucesión decreciente tal
que εn > 0 para todo n ∈ N y que εn → 0. Definimos

fn(t) :=
tν

x
ν/2
0 · εν/2n

· Iν
(√

x0 · εn
t

)
, t > 0, n ∈ N.

Por el Lema 3.3.1 {fn}n∈N es una sucesión de funciones monótonas decrecientes fuera
del cero. Definamos gn(t) := e−εn/2t · fn(t) para cada n ∈ N, entonces gn(t) sigue siendo
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monótona decreciente, pero además ĺım
t→0

gn(t) = 0. Es decir, podemos extender de manera

continua a gn(t) al definir gn(0) = 0 para todo n ∈ N. Por el teorema de Dini gn(t) converge
uniformemente en cualquier compacto. Definamos

hn(t) :=
ε
ν+1/2
n

2tν+1
exp

{
−x0

2t

}
, t > 0, n ∈ N.

Podemos comprobar de la misma manera que al inicio de la prueba que la sucesión de

funciones {hn(t)}n∈N converge uniformemente. Por lo que hn(t) · gn(t) = ε
1/2
n q

(ν)
t (x0, x)

converge uniformemente a 0. �

3.3.2. Ecuación Diferencial Estocástica del Proceso de Bessel

Una vez que conocemos las funciones de densidad del Proceso Bessel Cuadrado, estamos
en posibilidad de probar que el Proceso de Bessel de dimensión δ > 1 satisface la ecuación
(3.2).

Proposición 3.3.5. (E.D.E del Proceso de Bessel) Si δ > 1 (ν + 1/2 > 0), entonces el
proceso de Bessel es solución fuerte de

Xt = X0 +

∫ t

0

δ − 1

2 ·Xs
ds + Bt, t ≥ 0. (3.5)

Demostración. Procederemos de la misma manera como se hizo en la Proposición 3.2.2.
Sea (Zt)t≥0 un proceso cuadrado de Bessel, es decir una solución fuerte de

Zt = Z0 + δt+ 2 ·
∫ t

0

√
Zs dBs, t ≥ 0.

Tomemos gε(t) aśı como se definió anteriormente, por la fórmula de Itô tenemos que

gε(Zt) = gε(Z0) +

∫ t

0

(
3δ

4
√
ε
− Zs · δ

4ε
√
ε

)
· 1{Zs<ε} +

(
δ

2
√
Zs

)
· 1{Zs≥ε} ds

+

∫ t

0

((
3

4
√
ε
− Zs·

4ε
√
ε

)
· 1{Zs<ε} +

(
1

2
√
Zs

)
· 1{Zs≥ε}

)
· 2
√
Zs dBs

+
1

2

∫ t

0

(
− 1

4ε
√
ε
· 1{Zs<ε} −

1

4Zs
√
Zs
· 1{Zs≥ε}

)
· 4Zs ds.

Simplificando queda que:

gε(Zt) = gε(Z0) +

∫ t

0

1

4
√
ε

(
3δ − Zs

ε
(δ + 2)

)
1{Zs<ε} ds+

∫ t

0

1

2

√
Zs
ε

(
3− Zs

ε

)
1{Zs<ε}dBs

+

∫ t

0

δ − 1

2
√
Zs
· 1{Zs≥ε} ds+

∫ t

0
1{Zs≥ε} dBs

Analizaremos el segundo sumando. De que δ > 1 y se puede comprobar que se satisfacen
las siguientes desigualdades:

0 ≤ 1

4
√
ε

(
3δ − Zs

ε
(δ + 2)

)
1{Zs<ε} ≤

3δ

4
√
ε
· 1{Zs<ε}, s ∈ [0, t],

esta misma desigualdad apareció en la proposición 3.2.2. Al tomar esperanza a cada
término obtenemos

0 ≤ E
[∫ t

0

1

4
√
ε

(
3δ − Zs

ε
(δ + 2)

)
1{Zs<ε} ds

]
≤
∫ t

0

3δ

4
√
ε
· P[Zs < ε] ds, t ≥ 0.
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Probaremos que ĺım
ε→0

∫ t

0

3δ

4
√
ε
· P[Zs < ε] ds = 0. Esto pues

ĺım
ε→0+

∫ t

0
P(Zs ≤ ε) ds
√
ε

= ĺım
ε→0+

∫ t

0

∫ ε

0
q(ν)
s (x0, x) dx ds

√
ε

= ĺım
ε→0+

∫ ε

0

∫ t

0
q(ν)
s (x0, x) ds dx

√
ε

= ĺım
ε→0+

2
√
ε

∫ t

0
q(ν)
s (x0, ε) ds = 2 ·

∫ t

0
ĺım
ε→0+

√
ε · q(ν)

s (x0, ε) ds

= 2 · 0 = 0

La segunda igualdad se da al aplicar Fubini, y la tercera iguald por la regla de L’Hopital.
permutar el ĺımite con la integral fue posible gracias al corolario 3.3.2. La prueba se sigue
de la misma manera que en la Proposición 3.2.2. �

Observación. La prueba depende profundamente de la Proposición 3.3.4, es importante
observar que si δ < 1, entonces ya no se satisface la convergencia de esta proposición.
Es decir, nuestra prueba no permite extender este resultado para el proceso de Bessel
Cuadrado con dimensión δ menor o igual que 1.

3.3.3. El Proceso de Bessel como Procceso de Itô.

Proposición 3.3.6. Sea (ρt, Bt)t≥0 un proceso de Bessel, entonces (ρt)t≥0 es un proceso
de Itô (semi-martingala) si y solamente si δ ≥ 1.

Demostración. Supongamos que (ρt)t≥0 es un proceso de Itô (semi-martingala). Entonces
se satisfacen las siguientes igualdades∫ t

0
ρsdρs =

ρ2
t − 〈ρ, ρ〉t − ρ2

0

2
;

∫ t

0
ρsdBs =

ρ2
t − δt− ρ2

0

2
, t ≥ 0,

de donde podemos obtener que〈∫ ·
0
ρsdρs,

∫ ·
0
ρsdρs

〉
t

=

∫ t

0
ρ2
s d〈ρ, ρ〉s =

1

4

〈
ρ2, ρ2

〉
t

=

∫ t

0
ρ2
s ds =

〈∫ ·
0
ρsdBs,

∫ ·
0
ρsdBs

〉
t

.

Además, utilizando el teorema del valor medio para la integral de Stieltjes tenemos que:∫ y
x ρ

2
s d〈ρ, ρ〉s
y − x

=
ρ2
ξ
(〈ρ, ρ〉y − 〈ρ, ρ〉x)

y − x
en donde ξ ∈ [x, y],

ya que ρ es continua. Tomando el ĺımite cuando x→ y tenemos que

ρ2
y ·

d

dy
〈ρ, ρ〉y = ρ2

y,

donde la igualdad anterior se da para todo y ∈ R excepto en un conjunto de medida de
Lebesgue cero. Además se prueba en [22] que si δ > 0 la medida de Lebesgue del tiempo
que ρt permanece en el origen es cero con lo cual es fácil concluir que 〈ρ, ρ〉t = t. Ahora
fijémonos en lo siguiente〈∫ ·

0
ρsdρs,

∫ ·
0
ρsdBs

〉
t

=

∫ t

0
ρ2
s d〈ρ,B〉s =

1

4

〈
ρ2, ρ2

〉
t

=

∫ t

0
ρ2
s ds, t ≥ 0.
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De esta última serie de igualdades obtenemos tenemos que:∫ t

0
ρ2
s d 〈ρ−B, ρ−B〉s =

∫ t

0
ρ2
s d 〈ρ, ρ〉s −

∫ t

0
ρ2
s d 〈ρ,B〉s −

∫ t

0
ρ2
s d 〈B, ρ〉s +

∫ t

0
ρ2
s d 〈B,B〉s

= 0.

Ya que 〈ρ−B, ρ−B〉t es no decreciente, integrar con respecto a este proceso de varia-
ción acotada es integrar con respecto a la medida de Radón asociada a éste, ya que ésta
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y del hecho que ρ2

t

se anula solamente en un conjunto de medida de Lebesgue cero, entonces tenemos que
〈ρ−B, ρ−B〉t = 0 para t ≥ 0 casi seguramente. Recordando que (ρt)t≥0 es un proceso
de Itô (semi-martingala) entonces ρt = ρ0 +Bt +At donde At es adaptado, continuo y de
variación acotada. Entonces, se satisface que:

ρ2
t = ρ2

0 + t+

∫ t

0
ρsdρs = ρ2

0 + t+ 2

∫ t

0
ρs dAs + 2

∫ t

0
ρs dBs, t ≥ 0.

Recordando que también se satisface ρ2
t = ρ2

0 + δt+ 2

∫ t

0
ρs dBs, para todo t ≥ 0, al restar

estas dos igualdades se obtendŕıa que

t+ 2

∫ t

0
ρs dAs = δt, t ≥ 0,

de donde también tenemos que

At =

∫ t

0

δ − 1

2ρs
ds, t ≥ 0,

es decir, que si el proceso (ρt)t≥0 fuese un proceso de Itô (semi-martingala) de hecho
tendŕıa que satisfacer (¡La ecuación del proceso de Bessel!):

ρt = ρ0 +

∫ t

0

δ − 1

2ρs
ds+Bt, t ≥ 0.

De esta última desigualdad se satisface que ρt ≤ ρ0 +Bt para t ≥ 0. Con lo que

0 ≤ ĺım inf ρt ≤ ρ0 + ĺım inf Bt = −∞,

lo cual es una clara contradicción. �

Notemos que si tuviésemos una manera de saber si un proceso es o no de Itô (es una
semi-martingala) conociendo su densidad tendŕıamos otra prueba de la Proposición 3.3.5
en principio más sencilla.

3.4. Una generalización de la Fórmula de Tanaka

Ahora procederemos a enunciar el teorema con el cual es posible generalizar la fórmula
de Itô, ya que en éste si se tiene un proceso de Itô (semi-martingala) Xt continuo y una
función f ∈ C2, sabemos que f(Xt) sigue siendo proceso de Itô (semimartingala) y más aún
se satisface f(Xt) = f(X0)+

∫ t
0 f
′(Xs)dXs+ 1

2

∫ t
0 f
′′(Xs) 〈X,X〉s, esto se sigue cumpliendo

para funciones convexas es decir f(Xt) permanece siendo proceso de Itô (semimartingala)
si X lo es.
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Teorema 3.4.1. Si (Xt)t≥0 es un proceso de Itô (semi-martingala), f una función con-

vexa, entonces existe un proceso creciente
(
Aft
)
t≥0

tal que

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0
f ′−(Xs) dXs +

1

2
Aft , t ≥ 0,

donde f ′− es la derivada por la izquierda de f .

Demostración. El caso en el que f es de clase C2, es trivial pues al ser convexa en-
tonces f ′′ ≥ 0 por lo que lo anterior nos es más que la fórmula de Itô para Aft =∫ t

0 f
′′(Xs) d 〈X,X〉s que es claramente creciente. Ahora sea j una función positiva, de

clase C∞ con soporte compacto en (−∞, 0] y tal que
∫ 0
−∞ j(y) dy = 1. Por ejemplo, la

función definida como j∗(y) := e−1/(1−y2) dentro del intervalo [−1, 1] y 0 fuera de él, es de
clase C∞ y es integrable, por lo que j(y) := j∗(y−1)/

∫ 1
−1 j

∗(y) dy satisface las condiciones
anteriores. Definimos

fn(x) := n

∫ ∞
−∞

f(y) · j
(
n(x− y)

)
dy =

∫ 0

−∞
f
(
x− y

n

)
· j(y) dy,

del hecho que las funciones convexas real valuadas son continuas en cualquier intervalo
acotado, la expresión anterior está bien definida. Además la diferenciabilidad de fn (que
sea C∞) la hereda de j, es decir, también es C∞ (no es más que la regla de derivación
de Leibniz veáse [1]) y de la misma manera de la segunda igualdad también se puede
apreciar que fn hereda la convexidad de f . Al ser f convexa entonces la derivada por la
izquierda y por la derecha existen excepto para un conjunto de medida de Lebesgue cero,
además son iguales salvo en una cantidad numerable de puntos, además, se satisface que
f ′−(x) ≤ f ′+(x) ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y), con x < y. Para la demostración de estos hechos se puede
consultar [18], con lo que se verifica utilizando el teorema de convergencia dominada que:

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞

∫ 0

−∞
f
(
x− z

n

)
· j(y) dy = ĺım

z ↑x
f(z)

∫ 0

−∞
j(y) dy = f(x),

de la misma manera podemos comprobar que:

(fn)′−(x) =

∫ 0

−∞
f ′−

(
x− y

n

)
· j(y) dy =

∫ 0

−∞
f ′+

(
x− y

n

)
· j(y) dy = (fn)′+(x),

por lo que, la derivada es decreciente conforme n se va a ∞. Más aún:

ĺım
n→∞

f ′n(x) = ĺım
z ↑x

f ′−(z) = ĺım
z ↑x

f ′+(z) = f ′−(x).

Utilizando el método de localización, es decir, parando el proceso en Sm := Tm ∧ T−m,
donde Tm := ı́nf{t ≥ 0 : Xt = m} y análogamente se define T−m. Aplicamos la fórmula de
Itô al proceso Xt obtenemos que:

fn(Xt) = fn(X0) +

∫ t

0
(fn)′−(Xs)dXs +

1

2
Afnt ,

y en efecto se tiene que el proceso Afnt es creciente, pues fn es convexa. Notemos entonces
del hecho f ′n decrezca a f y ambas son continuas, el teorema de Dini asegura que en
cualquier intervalo compacto la convergencia se da uniformemente. Por lo tanto

ĺım
n→∞

∫ t∧Sm

0
E
∣∣(fn)′−(Xs)− f ′−(Xs)

∣∣2 d 〈X,X〉s = 0,
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que por la isometŕıa de Itô para semi-martingalas esto es equivalente que
∫ t∧Sm

0 (fn)′−(Xs)dXs
L2→∫ t∧Sm

0 f ′−(Xs)dXs por lo cual también∫ t∧Sm

0
(fn)′−(Xs)dXs

P−→
∫ t∧Sm

0
f ′−(Xs)dXs.

De igual forma, sucede que fn(Xt∧Sm)−fn(X0)
c.s−→ f(Xt∧Sm)−f(X0) por lo que también

fn(Xt∧Sm)− fn(X0)
P−→ f(Xt∧Sm)− f(X0).

En consecuencia Afnt∧Sm converge en probabilidad a un proceso At∧Sm , (debido a que con-
verge en probabilidad existe un subsucesión que converge casi seguramente de forma que
el proceso Aft∧Sm hereda la monotońıa de Afnt∧Sm). Es decir se satisface que

f(Xt∧Sm) = f(X0) +

∫ t∧Sm

0
f ′−(Xs) dXs +

1

2
Aft∧Sm , c.s.

Finalmente haciendo m→∞ se concluye. �

Una vez teniendo el teorema anterior y las mismas hipótesis no es dif́ıcil comprobar los
siguiente

Teorema 3.4.2. (Fórmula de Tanaka) Para cualquier real a existe un proceso creciente
La al cual llamaremos tiempo local de X tal que

|Xt − a| = |X0 − a|+
∫ t

0
sgn(Xs − a) dXs + Lat (X), t ≥ 0

Demostración. Simplemente basta aplicar el teorema anterior. �



Caṕıtulo 4

La Ecuación Diferencial
Estocástica del Proceso de Bessel.

Este último caṕıtulo tiene como principal objetivo el estudio de las soluciones de la si-
guiente ecuación diferencial estocástica

Xt = X0 +

∫ t

0

δ − 1

2 ·Xs
ds+Bt, t ≥ 0, (4.1)

y ésta basado en el art́ıculo de A.S Cherny On the strong and weak solutions of stochastic
differential equations governing Bessel proccesses [6], donde se estudia el caso en que δ > 1,
hemos agregado el caso en que δ ∈ [0, 1).

En la Sección 4.1, se estudia el caso en que δ ∈ [0, 1) encontrando que no hay soluciones.
En la Sección 4.2, se analiza el caso en el δ ≥ 2 y δ > 1 donde se encuentra que hay

uncidad trayectorial para la ecuación (4.1) y que toda solución positiva de la ecuación
(4.1) es el proceso de Bessel.

En la Sección 4.3, se estudia el caso en el que δ ∈ (1, 2) en la ecuación (4.1) encontrando
otras soluciones fuertes y débiles para esta ecuación.

4.1. El caso en el que δ ∈ [0, 1)

A continuación estudiaremos el caso en que δ ∈ [0, 1). Para ello calcularemos el tiempo
local de los procesos que satisfacen la ecuación (4.1). La idea es la misma que se usa en el
Ejemplo 1.3.1.

Proposición 4.1.1. Sea (Xt)t≥0 un proceso en un espacio de probabilidad (Ω,F , (Ft)t≥0,P)
y (Bt)t≥0 un Ft-movimiento Browniano que satisfacen la siguiente ecuación

Xt = X0 +

∫ t

0

δ − 1

2 ·Xs
ds+Bt, t ≥ 0,

con δ ≥ 0, entonces se cumple que

|Xt| = |X0|+
∫ t

0
sgn(Xs) dXs + δ · L0

t (X), t ≥ 0,

donde L0
t

(
X
)

= P − ĺım
ε→0

1

2ε

∫ t

0
1(−ε,ε)

(
Xs

)
ds con t ≥ 0.

67
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Demostración. Aplicando la fórmula de Itô con la misma función gε, del Ejemplo 1.3.1,
para este nuevo proceso se tiene entonces que

gε(Xt) = gε(X0) +

∫ t

0
g′ε(Xs) dXs +

1

2

∫ t

0
g′′ε (Xs) d〈X,X〉t,

desarrollando la expresión anterior se obtiene que:

gε(Xt) = gε(X0) +

∫ t

0

{
sg̃n
(
Xs

)
· 1[ε,∞)

(
|Xs|

)
+
Xs

ε
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)}
dXs +

1

2ε

∫ t

0
1(−ε,ε)

(
Xs

)
ds

= gε(X0) +

∫ t

0

{
sgn
(
Xs

)
· 1[ε,∞)

(
|Xs|

)
+
Xs

ε
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)}
dBs +

1

2ε

∫ t

0
1(−ε,ε)

(
Xs

)
ds

+

∫ t

0

{
δ − 1

2 · |Xs|
· 1[ε,∞)

(
Xs

)
+
δ − 1

2 · ε
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)}
ds.

Simplificando obtenemos lo siguiente

gε(Xt) = gε(X0) +

∫ t

0
sgn
(
Xs

)
· 1[ε,∞)

(
|Xs|

)
dBs +

∫ t

0

Xs

ε
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)
dBs

+

∫ t

0

δ

2 · ε
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)
ds+

∫ t

0

δ − 1

2 · |Xs|
· 1[ε,∞)

(
Xs

)
ds.

Ahora solamente falta establecer en dónde se da la convergencia de cada término y deter-
minar a qué converge.

i) Observamos que supx∈R
∣∣gε(x)−|x|

∣∣ = ε/2, con lo que E
∣∣gε(Xt)−|Xt|

∣∣2 ≤ (ε/22). Es
decir, se satisface lo siguiente:

gε(Xt) ⇒ |Xt| ⇒ gε(Xt)
L2−−→ |x| ⇒ gε(Xt)

P−−→ |Xt|.

ii) Vemos que claramente δ−1
2·|Xs| · 1[ε,∞)(Xs) ≤ δ−1

2·|Xs| para ε > 0, y de que el término de
la izquierda de la igualdad anterior es creciente respecto a ε, entonces por el teorema
de convergencia monótona se satisface:

∫ t

0

δ − 1

2 · |Xs|
· 1[ε,∞)(Xs) ds

c.s−−→
∫ t

0

δ − 1

2 · |Xs|
ds,

por lo que también se satisface que∫ t

0

δ − 1

2 · |Xs|
· 1[ε,∞)(Xs) ds

P−−→
∫ t

0

δ − 1

2 · |Xs|
ds.

iii) De la isometŕıa de Itô obtenemos lo siguiente

E

[(∫ t

0

Xs

ε
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)
dBs

)2
]

= E
[∫ t

0

X2
s

ε2
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)
ds

]
≤ E

[∫ t

0
1(0,ε)

(
|Xs|

)
ds

]
.

Por el teorema de convergencia dominada es fácil ver que éste último término se va

a cero conforme ε→ 0. Es decir,
∫ t

0
Xs
ε · 1(−ε,ε)

(
Xs

)
dBs

L2−−→ 0, por lo que también:∫ t

0

Xs

ε
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)
dBs

L2−−→ 0 ⇒
∫ t

0

Xs

ε
· 1(−ε,ε)

(
Xs

)
dBs

P−−→ 0.
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iv) De manera análoga al inciso anterior, utilizando lo isometŕıa de Itô y por el teorema
de convergencia dominada es posible establecer que:

E

[(∫ t

0
sgn
(
Xs

)
· 1[ε,∞)

(
|Xs|

)
− sgn

(
Xs

)
dBs

)2
]

= E
[∫ t

0

(
1− 1[ε,∞)

(
|Xs|

))2
ds

]
ε→0−−−→ 0.

Con lo que tendŕıamos que
∫ t

0 sgn
(
Xs

)
· 1[ε,∞)

(
|Xs|

)
dBs

L2−→
∫ t

0 sgn
(
Xs

)
dBs por

ende también se cumple que∫ t

0
sgn
(
Xs

)
· 1[ε,∞)

(
|Xs|

)
dBs

P−→
∫ t

0
sgn
(
Xs

)
dBs.

Hemos comprobado que todos los términos de nuestra expresión inicial convergen en pro-
babilidad, con lo cual finalmente haciendo ε→ 0+ llegamos a que

P− ĺım
ε→0

δ · L0
t

(
X
)

=
∣∣Xt

∣∣− ∣∣X0

∣∣− ∫ t

0
sgn
(
Xs

)
dXs.

�

En seguida refinaremos el resultado anterior comparando el cálculo anterior con el que
se tiene de la fórmula de Itô-Tanaka.

Proposición 4.1.2. Sea (Xt)t≥0 un proceso en un espacio de probabilidad (Ω,F , (Ft)t≥0,P)
y (Bt)t≥0 un Ft-movimiento Borwniano que satisfacen la siguiente ecuación

Xt = X0 +

∫ t

0

δ − 1

2 ·Xs
ds+Bt, t ≥ 0, (4.2)

entonces se cumple que:

|Xt| = |X0|+
∫ t

0
sgn(Xs) dXs, t ≥ 0,

= |X0|+
∫ t

0

δ − 1

2 · |Xs|
ds+

∫ t

0
sgn(Xs) dBs, t ≥ 0.

Es decir, que si (Xt, Bt)t≥0 es solución de (4.2) entonces también lo es
(
|Xt|,

∫ t
0 sgn(Xs) dBs

)
t≥0

.

Demostración. Tanto del último teorema como de la última proposición tenemos que se
satisface que:

|Xt| = |X0|+
∫ t

0
sgn(Xs) dXs + δ · L0

t (X), t ≥ 0,

|Xt| = |X0|+
∫ t

0
sgn(Xs) dXs + L0

t (X), t ≥ 0,

restando estas igualdades se llega que entonces

δ · L0
t (X) = L0

t (X), t ≥ 0,

por lo que si δ 6= 1, entonces se tiene que L0
t (X) = 0 con lo que se puede concluir. �
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Después intentando corroborar este cálculo con otras referencias se encontró que existen
otras maneras mucho más “simples” de llegar a que L0

t (X) = 0 para dos procesos que
satisface la ecuación anterior, por ejemplo en [3] por una proposición de [22] esto se vuelve
obvio del hecho de que

∫ t
0

1
Xs
ds <∞.

Proposición 4.1.3. Si δ ∈ [0, 1), no existe solución para (4.1).

Demostración. Supongamos que existe una solución (Xt, Bt)t≥0 para (4.1). De la propo-

sición anterior se tiene que (X̃t, B̃t)t≥0 con X̃t = |Xt| y B̃ =
∫ t

0 sgn(Xs) dBs también es
solución de (4.1), es decir, a partir de cualquier solución se puede construir una solución
postiva; por el mismo argumento que en la Proposición 3.3.6 se puede concluir que tal
solución no puede existir . �

4.2. El caso en el que δ ≥ 2.

En seguida veremos que la única solución no negativa para (4.1) es el proceso de Bes-
sel y que cuando δ ≥ 2 y la condición incial es distinta de cero entonces hay unicidad
trayectorial.

Teorema 4.2.1. Dados X0 y (Bt)t≥0 un movimiento Browniano el proceso de Bessel de
dimensión δ > 1 es la única solución no negativa de

Xt = X0 +

∫ t

0

δ − 1

2 ·Xs
· 1{Xs 6=0} ds+Bt, t ≥ 0 (4.3)

Más aún es una solución fuerte. Además si δ ≥ 2 y X0 6= 0 hay unicidad trayectorial para
(4.3).

Demostración. Sea (ρ̃t, Bt)t≥0 una solución no negativa de (4.3), al elevar al cuadrado por
la fórmula de Itô obtenemos

ρ̃2
s = ρ̃2

0 + 2 ·
∫ t

0
ρ̃s dρ̃s +

1

2
·
∫ t

0
2 d 〈ρ̃, ρ̃〉s = ρ̃2

0 + (δ − 1)

∫ t

0
1{ρ̃s 6=0} ds+ 2

∫ t

0
ρ̃sdBs + t

= ρ̃2
0 + δt+ 2

∫ t

0
ρ̃s dBs + (δ − 1)

∫ t

0
1{ρ̃s=0}ds, t ≥ 0.

Por la fórmula de ocupación del tiempo local se tiene que∫ t

0
1{ρ̃s=0} ds =

∫ t

0
1{ρ̃s=0} d 〈ρ̃, ρ̃〉s =

∫ ∞
−∞

1{x=0}L
x
t (ρ̃) dx = 0, t ≥ 0,

ya que ρ̃t = |ρ̃t| para t ≥ 0 y por esta última igualdad se tiene que

ρ̃2
t = ρ̃2

0 + δt+ 2 ·
∫ t

0
|ρ̃s| dBs, t ≥ 0.

Entonces (ρ̃2
t , Bt)t≥0 es una solución a la ecuación del proceso Bessel Cuadrado por la

unicidad trayectorial de ésta, si tuviésemos otra solución (ρt, Bt)t≥0 de (4.3) entonces los
procesos (ρ̃2

t )t≥0 y (ρ2
t )t≥0 seŕıan indistinguibles, es decir:

P
[
ρ2
t = ρ̃2

t : t ≥ 0
]

= 1,

como son no negativos se sigue que (ρ̃)t≥0 y (ρt)t≥0 serán indistinguibles. Ya que la ecua-
ción del proceso de Bessel Cuadrado sólo posee soluciones fuertes (debido a la unicidad
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trayectorial) entonces (ρ̃t, Bt)t≥0 también es una solución fuerte.

Supongamos nuevamente que (ρ̃t, Bt)t≥0 es solución de (4.3) y que ρ̃0 > 0 y haciendo

B̃t :=

∫ t

0
sgn(ρ̃s) dBs, t ≥ 0,

ya que 〈B̃, B̃〉t = t, en efecto (B̃t)t≥0 es un movimiento Browniano. Elevando al cuadrado
como anteriormente se hizo obtenemos

ρ̃2
t = ρ̃2

0 + δt+ 2 ·
∫ t

0
ρ̃s dBs = ρ̃2

t + ρ̃2
0 + δt+ 2 ·

∫ t

0
|ρ̃s| dB̃s, t ≥ 0

Es decir, (ρ̃2
t , B̃t)t≥0 es solución de la ecuación del proceso Bessel Cuadrado. Como (ρ̃2

t )t≥0

tienen la misma ley de probabilidad que el proceso de Bessel Cuadrado (nuevamente debido
a que hay unicidad trayectorial). Recordando que el proceso Bessel Cuadrado (ρt)t≥0

cumple que
P [ρt > 0, ∀ t ≥ 0] = 1, para δ ≥ 2, ρ0 > 0,

aśı, también sucede que P
[
ρ̃2
t > 0, ∀ t ≥ 0

]
= 1 esto pues ρ̃0 > 0 y por la continuidad

de la solución entonces P [ρ̃t > 0, ∀ t ≥ 0] = 1 ya que ρ̃0 > 0. Con lo cual sgn(ρ̃s) = 1 y
entonces B̃t = Bt por lo que (ρ̃2

t , Bt)t≥0 es una solucioń de la ecuación del proceso Bessel
Cuadrado por la unicidad trayectorial de éste, ρ̃2 y ρ2 son indistinguibles al ser ambos
positivos ρ̃ y ρ también lo son. El mismo argumento prueba que si ρ̃0 < 0 entonces entonces
P[ρt < 0, ∀t ≥ 0] = 1 y que

ρ̃2
t = ρ̃2

t + ρ̃2
0 + δt− 2 ·

∫ t

0
|ρ̃s| dBs, t ≥ 0.

Y como también hay unicidad trayectorial para la ecuación Zt = Z0 + δt− 2
∫ t

0

√
|Zs| dBs

se sigue que ρt = −
√
Zt. �

4.3. El caso en el que δ ∈ (1, 2)

A continuación analizaremos el caso en el que δ ∈ (1, 2). Presentaremos la manera en
que Cherny consigue encontrar otras soluciones además del proceso de Bessel para esta
ecuación.

Teorema 4.3.1. (Cherny) Sea (Bt)t≥0 un movimiento Browniano. Si 1 < δ < 2, entonces
en la E.D.E

Xt = X0 +

∫ t

0

δ − 1

2 ·Xs
· 1{Xs 6=0} ds+Bt, t ≥ 0, (4.4)

se tiene que:
a) Existen otras soluciones fuertes además del proceso de Bessel. (con la misma condición
inicial y el mismo movimiento Browniano)
b) Existen soluciones débiles;
c) No hay unicidad en ley para (4.4).

Demostración. a) Por lo visto previamente ya que el proceso de Bessel (ρt)t≥0 de dimensión
δ > 1 es una solución fuerte de (4.4) entonces existe Φ : C(R+)→ C(R+) tal que ρ = Φ(B)
c.s. Entonces podemos reescribir esta ecuación como

Φt (Bs(ω)) = Φ0 (Bs(ω)) +

∫ t

0

δ − 1

2Φs (Bs(ω))
1{Φs(Bs(ω)) 6=0} ds+Bt, t ≥ 0.
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Si X0 = 0, sea B̃(ω) = −B(ω) con lo que Φ(B̃) vuelve a ser una solución fuerte con lo que
tenemos

Φt (−Bs(ω)) =

∫ t

0

δ − 1

2Φs (−Bs(ω))
1{Φs(−Bs(ω))6=0}ds−Bt, t ≥ 0,

⇒ −Φt (−Bs(ω)) =

∫ t

0

δ − 1

−2Φs (−Bs(ω))
1{−Φs(−Bs(ω)) 6=0}ds+Bt, t ≥ 0.

Esto es que (ρ̃t, Bt)t≥0 es una solución fuerte donde ρ̃(ω) = −Φ(−B(ω)). Como (ρt, Bt)t≥0

también es una solución fuerte en donde ρ̃0 = ρ0 sin embargo son distintas pues ρ es
positiva mientras que ρ̃ es negativa.

Ahora supongamos X0 > 0, sea ρ un proceso de Bessel de dimensión 1 < δ < 2. Sea
τ(ω) := ı́nf{t ≥ : ρt(ω) = 0} entonces P [τ <∞] = 1. Definamos:

B̃t =

∫ t

0

(
1{s≤τ} − 1{s>τ}

)
dBs, t ≥ 0,

ρ̃t(ω) =

{
Φt(B(ω)) si t ≤ τ(ω),

−Φt(B̃(ω)) si t > τ(ω),

Si t < τ , notemos coinciden (ρ̃t, B̃t) con (ρt, Bt), entonces:

ρ̃t = ρ̃0 +

∫ t

0

δ − 1

2ρ̃s
ds+Bt, t ≤ τ ; (4.5)

si t > τ , tenemos que

Φt(B̃)− Φτ (B̃) =

∫ t

τ

δ − 1

−2Φs(B̃)
ds+ B̃t − B̃τ =

∫ t

τ

δ − 1

−2Φs(B̃)
ds+

∫ t

τ

(
1{s≤τ} − 1{s>τ}

)
dBs

De donde tendŕıamos que

ρ̃t =

∫ t

τ

δ − 1

2 · ρ̃s
ds+Bt −Bτ , t > τ.

Con esto y junto con la ecuación (4.5) es posible comprobar que (ρ̃t, Bt)t≥0 también es
solución fuerte de (4.4). Comprobar que no hay unicidad en ley se puede comprobar con
el mismo método que en el Ejemplo 1.3.6. �
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