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Introduccion

La Cohomologia de Grupos surgi6 de la extensa algebraizacion de la Topologia Combi-
natoria. El punto de partida de la teoria fue el trabajo de Hurewicz en 1936 sobre “espacios
no esféricos”. Aproximadamente un afo antes, Hurewicz defini6 los grupos de homotopia
de grado superior 7,(X) de un espacio X paran > 2y se enfocd en el estudio de aquellos
espacios X conexos por trayectorias, cuyos grupos de homotopia de grado superior son to-
dos triviales, pero cuyo grupo fundamental 7 = 71 (.X') no necesariamente es trivial. A éstos
espacios los llamoé espacios no esféricos.

Hurewicz demostro, entre otras cosas, que el tipo de homotopia de un espacio no esférico
X esta completamente determinado por su grupo fundamental 7. Mas adelante Hopf en
1942 y Eckmann, Eilenberg-MacLane, Freudenthal hicieron avances y en 1949 se tenia una
definicion puramente algebraica de la cohomologia de grupos, de la cual se hizo evidente
que el tema era de interés tanto para los algebristas como para los topélogos. De hecho, se
observo que los grupos de cohomologia en dimensiones bajas coincidian con grupos que
se habian estudiado en los trabajos de Schur sobre “representaciones proyectivas” y en los
trabajos de Schreier sobre extensiones de grupos.

En este trabajo iniciamos estudiando el anillo de grupo RG, donde G es cualquier grupo
y R un anillo asociativo con 1. Después desarrollamos el resto de la teoria trabajando ni-
camente sobre el anillo de grupo ZG. Lo anterior nos sirve como fundamento para definir
a los grupos de cohomologia

Hn(G7 M) = EX%G(Zv M)’

de un grupo G con coeficientes en un G-médulo M.

Ahora bien, el objetivo principal de este trabajo es mostrar interpretaciones concretas
de los grupos de cohomologia H°(G, M), H (G, M) y H*(G, M). Sin embargo, también
incluimos algunos resultados interesantes como son: el calculo de los grupos de cohomolo-
gia H*(C,,, M), para C,, un grupo ciclico finito de orden n y la demostracion del Teorema de
Schur-Zassenhaus, el cual establece condiciones necesarias pero no suficientes para que un
grupo finito G con K < G sea un producto semidirecto de K por G/ K. Para ello supondre-
mos que el lector tiene los conocimientos basicos de la Teoria de Grupos, Anillos y Modulos
que se ofrecen en los cursos de Licenciatura en Matematicas de la Facultad de Ciencias de
la UNAM.

El trabajo esta dividido como sigue:

En el Capitulo 1 definimos al anillo de grupo RG y demostramos algunas propiedades

I
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de este anillo y de su ideal de aumento /.

En el Capitulo 2 definimos para cada entero n > 0 el grupo de cohomologia H" (G, M)
de un grupo G con coeficientes en un G-mddulo M y nos centramos en el estudio del grupo
H°(G, M)y de los grupos H"(C},, M) con Cj, un grupo ciclico finito de orden k. Posterior-
mente construimos algunas resoluciones proyectivas que usamos en el Capitulo 3 y en el
Capitulo 4 para calcular los grupos de cohomologia H*(G, M)y H'(G, M).

En el Capitulo 3 estudiamos las extensiones de grupos con nucleo abeliano, esto con la
finalidad de mostrar una manera de clasificarlas mediante el grupo H*(G, M),

Por ultimo, en el Capitulo 4 estudiamos a los morfismos estabilizadores de una extension
y su relacién con las derivaciones, los cuales usamos para identificar al grupo H'(G, M).
Finalizamos enunciando y demostrando el Teorema de Schur-Zassenhaus.



Capitulo 1

Anillos de Grupo

En este capitulo comenzamos con la nocion de moédulo libre y después definimos el
anillo de grupo RG de un grupo G con coeficientes en un anillo 1. Estudiamos algunas
propiedades del anillo RG y de su ideal de aumento /.

A lo largo de este trabajo supondremos que R es un anillo asociativo con 1.

1.1. Modulos libres

Definicion 1.1.1. Sea M un R-mddulo. Un subconjunto finito {ay,as,...,a,} de M es
linealmente independiente si para todo rq, ..., 7, € R laigualdad

n
E r;a; = 0,
i=1

implica que r; = 0 para cada i.

Ejemplo. Si R es un anillo y M = R, entonces {1} es un conjunto linealmente indepen-
diente.

Definicién 1.1.2. Sean M un R-moédulo y S un subconjunto de M. Decimos que S es
linealmente independiente si cada subconjunto finito de S es linealmente independiente.

Ejemplo. Sean R un anillo y M = R[] (el anillo de polinomios con coeficientes en R),
entonces S = {1,x, 22, ...} es un conjunto linealmente independiente.

Definiciéon 1.1.3. Sea X un conjunto. Un R-moédulo libre sobre X estd dado por un

R-médulo g L(X) junto con una funcién jx : X — gL(X), que cumplen con lo siguiente:
Para todo R-moédulo M y toda funcién f : X — M existe un unico morfismo de R-moddulos
g: rL(X) — M tal que gjx = f, es decir, el siguiente diagrama conmuta.

X X L L(X)

fL 5
4
M
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Lema 1.1.4. Sea X un conjunto. Si existe un R-modulo libre sobre X este es tinico salvo iso-
morfismos.

Demostracion. Sean L y L' R-mddulos libres sobre X conj : X — Ly j : X — I/
las funciones correspondientes a L y L', entonces existen morfismos unicos g : L — L'y
g : L' — Ltalesque gj=j'y ¢'j' = J.

X1-op
|
|

N
7

P
X ——1L

[
1Xj Iy’

y
X——1L

J

g

~

Por otro lado, 1.7 = j = ¢'j' = ¢'gJ, se sigue de la unicidad que ¢'g = 1. De forma similar
se demuestra que gg' = 1. O

Definicion 1.1.5. Sea M un R-moédulo. Diremos que S C M es una base de M si S es
linealmente independiente y S genera al R-moédulo M.

Ejemplo. Sean R un anillo y a : X — R una funcién. Definimos el soporte de oo como
Sop(a) = {z € X : a(z) #0}.

Consideremos el R-médulo R™) = {a : X — R | Sop(a) es finito}. Para cada z € X
definimos ¢, : X — R, llamada la funcion caracteristica de x 6 funcion indicadora, como

1 siy==x
0:(y) =
() {O siy#

la cual claramente es de soporte finito, y S = {536 e X } es un subconjunto de RX)
linealmente independiente. En efecto, si z1,...,z, € X yry,...,r, € R satisfacen que

n

Z’I’Z’(Swi = 0,

i=1
entonces paracada j € {1,...,n}

n

0= Zrz(;Iz(x]) = Tj(sxj(J;j) =T;.

=1

Por lo tanto S es linealmente independiente. Por otro lado, si « € RX), entonces

o= Za(w)éx € (9).

zeX
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Esta ultima igualdad se verifica evaluando en un elemento arbitrario de X, digamos ,
(30t ) ) = et ) = s () = ato).
reX zeX
Por lo tanto S = {(5x rT € X} es una base para R(Y).
Teorema 1.1.6. Para todo conjunto X, existe un R-modulo libre sobre X .

Demostracion. Sean rL(X) = R¥) y jx : X — rL(X) la funcién dada por

entonces si M es un R-moéduloy f : X — M es una funcion arbitraria, definimos
g: rL(X)— M como

zeX

g definido asi resulta ser un R-morfismo. En efecto,

gla+p8)=> (a+p)@)f(z) = al@)f(x)+ Y Bx)f(x)=g(a)+g(B)

zeX rzeX zeX

g(ra) = Z(r&)(x)f(:c) = Z ra(x)f(z)=r Z alz)f(x) =rg(a),

zeX reX reX

ademas g hace conmutar el siguiente diagrama

pues gjx(s) = 9(0,) = X ,(a)f (@) = 8, (s) = f(y). Finalmente, g es nica ya que

sig' : RX) — M es otro R-morfismo tal que ¢'jx = f, entonces

gla)=¢ <Z a(ﬁ)%) =Y a(2)g(0,) =Y alw)gix(z) = Y alz)f(z) = g(a).

reX reX reX zeX
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1.2. El anillo de Grupo RG

En esta secciéon veremos que si G es un grupo (el cual siempre sera pensado multiplica-
tivamente), entonces el R-modulo libre R'©) admite estructura de anillo.

Definicién 1.2.1. Sean G un grupo y R un anillo con identidad. El anillo de grupo de G con
coeficientes en R, denotado por RG 6 R[G], es el R-mddulo libre R con base G, con la
siguiente operacién producto: Para cualesquiera o'y 3 € R(?)

(@B)(@) = a(y)Bly™'z) = Y aly)s(z).

yeG Yyz=c
La siguiente Proposicién nos muestra que en efecto RG es un anillo.
Proposicion 1.2.2. Sean G un grupo y R un anillo, entonces RG' es un anillo.

Demostracion. De la definicion de RG se tiene que (RG,+) es un grupo abeliano. Por otro
lado, el producto cumple lo siguiente: si o, 3y v € R(?), entonces

((@B)y) (@) =D (@) w)(z) =D (Z a(S)B@))W(z)

=Y (as)8)7(2) = Y als)(B(1)(=))
:Za@( 3 mtw(z))

= Z a(s) (Z ﬁ(tW(tl(Slx)))

= >~ a(=)(B)(s™2) = (a(B7) (@)

El elemento ¢;, es neutro multiplicativo

(adie)(@) = ) aly)die(2) = a(@)dis(le) = alx),

Yz=T

analogamente 0;,a = o. Finalmente, el producto se distribuye sobre la suma

(@ +8)7) (@) =D (a+B)w(z) = D (ay)r(z) + By)¥(2))

=Y a)(z)+ D Bw(z) = () (@) + (B7)(x)
= (ay + B7)(x)

Y de manera similar, se muestra que (S + ) = af + a~y. Por lo tanto RG es un anillo. [
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A continuaciéon veremos algunas de las propiedades del anillo de grupo RG.

Proposicion 1.2.3. Sean G un grupo y R un anillo. Entonces R es isomorfo a un subanillo de

RG.
Demostracion. Para cada r € R, definimos () : G — R como:
r sir=I1g
r)(x) =

Notemos que (r) estd en RG. Veamos que ¢ : R — RG dada por r — ¢(7) es un morfismo
de anillos.
Seanr, s € R.Paraz = 1g

o(r+s)(1a) =74 s = (r)(le) + ¢(s)(1g)
= (o(r) + ¢(s)) (1c)

y
((r)e(s))(1a) = > e(r)(m)e(s)y™)
yeG

= ¢(r)(1a)e(s)(1a)

= ¢(rs)(la)
Siz # 1g

p(r+s)(x) =0=0+0=@(r)(z)+¢(s)()

y

(p(r)e(9)(x) = Y e(r)(y)els)(yz)

= o(r)(1e)e(s)(x)
=7r-0

—0

= o(rs)(z)

Por lo tanto, o(r + s) = ¢(r) + ¢(s) y ¢(rs) = ¢(r)e(s), ademas

o(1g)(x) = {“‘

es decir, ¢(1g) = 01, = 1gre. Por Gltimo, si r € Ker(yp), entonces r = ¢(r)(1g) = 0. Por lo
tanto, o es inyectiva y asi R ~ Im(p) < RG. O
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Proposicion 1.2.4. El grupo de unidades de RG' contiene un subgrupo isomorfo a G.

Demostracion. Denotemos por RG™ al grupo de unidades de RG. Para cada x € G se tiene
que 0, € RG*, ya que

(3:801)(2) = D 8. (082 (r7'2)

yeG

= 6,(2)01 (271 2)

5 (_1> {1 siz lz=x"1
= 0,-1(T Z2) =

0 sizlz#£z!

1 siz=1
= . ¢ :51(}(2)’
0 siz#lg

esto es, 0,0,-1 = 01, = lgrg, del mismo modo se prueba que 9,-10, = lpg. Definimos
Y G — RG* como 9)(x) = 6, el cual resulta ser un morfismo de grupos.

(¢(x)1/’<y))(z) = (590511)(2) = Z 6m(w)5y(w_lz)

weG

= 0, (2)0,(z712) = 6, (27 '2)

1 sizTlz =y )1 siz=uwy
B {0 siz™lz Ay B {0 siz # xy
= 0ay(2) = ¥(2y)(2)

Por lo tanto, ¢ (zy) = ¥ (x)(y). O

Sean a, 3 € RYX) yr € R, definiendo 7, = a(z), s, = B(z) v la identificacién = = J,
se obtiene lo siguiente:

atB=> (a+B)(@)0=> (al@)+ ()6 =Y (rs + sa)z

rzeX zeX zeX
roa = Z(ra)(x) = Z ra(zr) = Z Ty
reX rzeX zeX

Si X = G es un grupo, el producto en el anillo RG se ve como

aB=> (ap)(2)d. =Y (Z a(m)ﬁ(y))az =Y (Z ) 2.

zeG z€G \zy==z z€G \zy==2

Teniendo esto en mente, de ahora en adelante pensaremos en el R-modulo libre con base en
X como el conjunto de sumas formales de elementos de X, esto es,

Ly = {a:erx:rxeRyrx:OparacasitodoxeX}

zeX
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donde las operaciones estan dadas como sigue: Sia = > r,z, 8= > s,x € Lx yr € R,

reX zeX
entonces
a+ = g rzx+§ Spx = E (re + 8z)x
zeX zeX rzeX
ra=r E TeX = g (rry)x.

reX zeX

1.3. Ideales del anillo RG

En esta seccion se presentan algunos de los ideales del anillo de grupo junto con algunas
de sus propiedades.

Proposicion 1.3.1. Sean G un grupo, R un anillo e I un ideal izquierdo de R. Definimos el
conjunto IG como

1G = {me € RG :r, € I paratodo x € G}.

zeG
Entonces IG es un ideal izquierdo de RG.

Demostracion. IG es no vacio pues [ es no vacio. Sean o« = > sz, 5 = > t,x € IGy

zeG zeG
v = Y. r.x € RG, entonces
zeG
a—ﬁzZ(sm—tx)xGIG Pues s, — t, € I por ser [ ideal de R
zeG
o= Z <Z rxsy)z € lG Pues r,s, € I paratodoz,y € GG
z€G \zy==z

Del mismo modo podemos definir para un ideal derecho .J de R el conjunto

JG = {Zrmx € RG :r, € J paratodo z € G}

zeG

y en este caso JG resulta ser un ideal derecho de RG. Si I es un ideal bilateral de R, entonces

IG es un ideal bilateral de RG.

Proposicion 1.3.2. Sean G, H grupos 'y [ : G — H un morfismo de grupos, entonces f
induce un morfismo entre anillos de grupo f : RG — RH dado por

T(Z ) Y fa)

zeG zeG
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Demostracion. Sia = > rpxy =Y s,z € RG, entonces
el el

7(04 + 6) = 7(2(%5 + Sz>x> - Z(rm + Sm)f(x) = Z(Tmf(x) + Smf(x))

€@ zeCG z€G
= raf@)+ D s f(x + f(8)
zeG zeG
flap) = 7( > (resy my) > rasyflxy)
z,yeG z,yeG
= D (resy) f(@)fly) = (Z T‘J(@) (Z Syf(y)>
z,yeG zeG yeG
= f(a)f(B)

f(lre) = f(1rle) = 1rf(lg) = 1rly = 1pn.
]

E_n particular, si H = {1} y f : G — H es el morfismo trivial, f induce el morfismo
e =f:RG — RH ~ R que esta dado por

g(z x) ~Y
zeG zeG
Al morfismo ¢ se le llama el morfismo de aumento y su nicleo
Ker(e {erxERG er—()}
e zeG
resulta ser un ideal bilateral llamado ideal de aumento, el cual denotaremos por /.
Proposicion 1.3.3. El ideal de aumento I es un R-médulo libre con base en el conjunto
{x —lg:zeqG X}
donde G* = G\ {1g}.

Demostracion. Sia = Y r,x € I, entonces »_ r, = 0. Se sigue que

el zeG
« :Zrzx — (Z )10
zeCG €@
= Z re(x —1¢g)
zelG
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es decir, o € <{x— 1:2 € GX}>.Finalmente, si $1,...,8, € Ryxy,...,x, € G*

n
satisfacen que > s;(z; — 1) = 0, entonces
=1

0= Zs, x; — 1g)
—ZS% < Zsl)lg

=1

y como RG es un R-médulo libre con base en G se tiene que s; = O paratodoi € {1,...,n}.
N



Capitulo 2

Cohomologia de Grupos

En este capitulo definimos para cada entero n > 0 el grupo de cohomologia H" (G, M)
de un grupo G con coeficientes en un G-moédulo M y nos centramos en el estudio del grupo
HY(G, M), para ello damos por conocido las nociones basicas del Algebra Homolégica. Una
vez descrita la cohomologia de grupo de grado cero, procedemos a calcular la cohomologia
de los grupos ciclicos finitos. Posteriormente construimos la resolucion estandar, la reso-
lucién barra y la resolucién barra normalizada del G-mddulo trivial Z, las cuales usamos
después para dar interpretaciones concretas de los grupos de cohomologia en dimensiones
bajas.

2.1. G-modulos

Definicion 2.1.1. Sean G un grupo y (M, +) un grupo abeliano. Diremos que M es un
G-modulo izquierdo si existe una funcion p : G x M — M escrita como u(x,a) = z - a tal
que:

a) 1¢-a=aparatodoa € M
b) (xy)-a==x-(y-a)paratodor,y €« Gyae M
c)x-(a+b)=x-a+x-bparatodox € Gya,be M.

Es decir, GG opera en el grupo abeliano M por la izquierda. A la funcién p se le llama una
accion de G en M.
Si E es un grupo (no necesariamente abeliano). El grupo de automorfismos de £ se
define como:
Aut(E) = {¢: E — E | ¢ es un isomorfismo}

en donde la operacion esta dada por la composicion de funciones. Un automorfismo ¢ es un
automorfismo interior si es una conjugacion, es decir, si existe un elemento c € E tal que

o(e) = cec™?

10



CAPITULO 2. COHOMOLOGIA DE GRUPOS 11

para todo e € E. Un automorfismo es exterior si no es interior. El subconjunto Inn(E) de
todos los automorfismos interiores es un subgrupo normal de Aut(E); al grupo cociente
Aut(E)/Inn(E) se le llama el grupo de automorfismos exteriores y se denota por Out(E).

La siguiente Proposicion nos muestra algunas de las equivalencias acerca del concepto
de G-modulo.

Proposicion 2.1.2. Sean G un grupo y (M, +) un grupo abeliano. Los siguientes enunciados
son equivalentes.

a) M es un G-médulo izquierdo.
b) Existe un morfismo de grupos \ : G — Aut(M).
c) M es un ZG-moédulo izquierdo.

Demostracion.

a) = b) Supongamos que M es un G-modulo izquierdo, definimos \ : G — Au#(M)
mediante \(x)(a) = z-a.Paracadax € G, \(z) : M — M es un morfismo de grupos

Mz)(a+b)=z-(a+b)=z-a+z-b=\z)(a)+ \Nz)(b),
ademas \(z7') es inverso de (), pues

(Mz) o A7) (@) = M=) (A(z™")(a))
=Mz)(z - a)

z-(z7"a)
= (zz ™Y -a
=1¢-a
=a

se sigue que \(z) o A(z~!) = 1j,, andlogamente obtenemos que A(z ™) o A\(x) = 1.
Por lo tanto \(x) es un isomorfismo. Finalmente,

May)(a) = (vy) -a=x-(y-a) = Az)(y - a) = Mz) (A¥)(a)) = (M=) o A(y))(a)
es decir, A(zy) = A(x) o A(y).

b) = a)Sea A : G — Aut(M) un morfismo de grupos, definimos p : G x M — M
como

p(z,a) =x-a= \z)(a).
Entonces,
1) lg-a=X1g)(a) =1y(a) =a
2) (zy)-a = Aazy)(a) = (Ax)oA(y))(a) = Az) (My)(a)) = M=) (y-a) = z-(y-a)
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3w+ (a+b) = A(@)(a+b) = Az)(a) + A(&)(B) =2 -a+z-b
b) = c)Por la Propiedad Universal del anillo ZG, el morfismo de grupos
A: G — Aut(M) C Endy(M)

determina un tinico morfismo de anillos ¢ : ZG — Endy(M ), induciendo en M una
estructura de ZG-modulo izquierdo.

¢) = b)Yaque M esun ZG-mddulo, existe un morfismo de anillos ¢ : ZG — Endy(M).
Por otro parte, los elementos de G son unidades en ZG, se sigue que
Y(G) C Endz(M)* = Aut(M) y por lo tanto la restricion ¢ |¢: G — Aut(M)
es un morfismo de grupos.

]

La Proposicion 2.1.2 nos permite hablar indistintamente de un G-moédulo izquierdo M o
de un ZG-mdbdulo izquierdo M vy asilo haremos a lo largo de este trabajo, teniendo en cuenta
lo siguiente: dada la accion - : G x M — M de G sobre M la estructura de ZG-moédulo en
M queda definida de la siguiente manera: Si Y r,z € ZG y a € M, entonces

<§; x) _ 2 ro(z - ).

Recordemos también que si M es un R-modulo izquierdo entonces M es un R°’-mddulo
derecho, donde R’ denota al anillo opuesto de R. En el caso de que R = ZG podemos
asegurar que todo Z(G-moédulo izquierdo M es también un ZG-modulo derecho, esto ultimo

se debe a que ZG' y ZG? son anillos isomorfos como se muestra a continuacién: la funcion
¢ ZG — ZG°? definida como

@ (Z maz) => ra!

zeCG z€G

es biyectiva ya que para cada o = > r,x € ZG
zeG

olota)) = o (L raa ) = rela ) = Err—a,

zeG zeG zeG

es decir, ella misma es su propio inverso. Ademas, paracadaa = > r,z, f = > s,z € ZG

ot 5) = o L lra+50) I x

rzeG
-1
= E (ry + Sg)x
zeG
= E rxx’l—l— E sx:c’l
zeG zeG

= (@) +¢(P)
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y
p(af) = @( > (Tysz)y2>
y,2€G

= > (rys)(y2)™!
y,2€G

— Z (s.my) (27 'y ™)
y,2€G

= p(B)p(a)

y asi ¢ se traduce a un isomorfismo de ZG en ZG*?.

Definicion 2.1.3. Sean G un grupo y (M, +) un grupo abeliano. Diremos que )M es un
G-moédulo trivial siz - a = aparatodoxr € Gya € M.

Es claro entonces que todo grupo abeliano M admite estructura de G-moédulo trivial,
simplemente definiendo en M dicha accién. En este caso, la estructura de ZG-modulo sobre
M se puede escribir en términos del morfismo de aumento € : ZG — 7Z como sigue: si

a= > r.x € ZGya € M, entonces
zeG

(Z 7"9033>@ = ra(z-a) =) r.a=c(a)a

zeG zeG zeG

Por ejemplo, cuando hablemos del grupo de los numeros enteros Z lo estaremos pensando
como GG-moddulo trivial, es decir, z - m = m paratodox € Gy m € Z.
Ahora estamos listos para definir a nuestros objetos de estudio.

Definicion 2.1.4. Si M es un G-moédulo y n > 0 es un entero, el n-ésimo grupo de coho-
mologia de G con coeficientes en M es

H"(G, M) := Exty,(Z, M),
donde Z es considerado como GG-modulo trivial.

Recordemos que estos grupos se pueden calcular de dos formas. La primera de ellas es
tomando una resolucion proyectiva P del G-mddulo trivial Z, donde por tltimo estos grupos
resultan de considerar la homologia del complejo Homy (Pz, M), donde Pz es el complejo
reducido (que se obtiene de P al suprimir a Z); la segunda forma de hacerlo seria toman-
do una resolucién inyectiva E de M para finalmente calcular la cohomologia del complejo
Homy;(Z,EM), donde EM es el complejo reducido (que se obtiene de E al suprimir a M).

Observacion. Algunas propiedades acerca de los funtores derivados se traducen a este con-
texto como sigue:
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1. H(G, M) = Exty(Z, M) ~ Homyg(Z, M).
2. H'(G, M) = 0 para todon > 1 si M es un G-mddulo inyectivo.
3. Dada una sucesion exacta corta de G-moddulos
0O—M-—N-—L-—0
se tiene asociada la sucesion larga de cohomologia
.o — H'Y(G, L) — H*YG,M) — H"YG,N) — H"(G,L) — ---

parai > 0.

2.2. HY(G,M)

Nuestro estudio de estos grupos empieza por el mas facil de calcular, el H°(G, M),y que
por definicién corresponde al Ext)(Z, M), el cual sabemos es isomorfo al Homyg(Z, M).
Este ultimo grupo resulta ser isomorfo a un submoédulo de M. Para darnos una idea de esto
consideremos la siguiente sucesion exacta

0—Iq—57G 57 —0

M)

donde ¢ es el morfismo de aumento y /; el ideal de aumento. Ya que el funtor Homy,(
es exacto izquierdo, la sucesion

—)

0— Hong(Z, M) E—*> HOng(ZG, M) z—*) Hong(lg, M)

es exacta, y como el Homy(ZG, M) ~ M concluimos que Homy(Z, M) es isomorfo a un
submodulo de M. En la siguiente Proposicion mostramos que dicho submoédulo corresponde
al subconjunto de M formado por los elementos que quedan fijos bajo la acciéon de G:

MY = {aEM:x-a:aparatodoxGG}.

Claramente, MS es por definiciéon un G-mddulo trivial, llamado el submaédulo de inva-
riantes de M. Ademas, M es el mayor GG-submodulo trivial de M, es decir, si N C M es
cualquier submoédulo con una accién trivial de G (i.e., x - a = a para cualquier z € G'y
a € N), entonces N C ME.

Por otro lado, si ¢ : M — N es un G-morfismo, entonces p(M G) C N¢ ya que si
a € M%yx € G, entonces

z - pla) = p(z-a) = p(a),

es decir, p(a) € N y asi podemos definir ¢© : M€ — NY como ¢ := p|,sc. Esta forma
de asignar a ¢ el morfimo ¢ respeta la composicién de morfismos, esto es, si ) : M — N
y ¢ : N — L son G-morfismos, entonces

(0% 0y (a) = ¢(U(a)) = (pov)(a) = (pov)%(a),
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y por lo tanto ¢ o ¢ = (p o )%, Por ultimo, si 157 : M — M es la identidad en M,
15,(a) = 1p(a) = a, asi 1§, = 1,,¢. Todo lo hecho previamente se resume en lo siguiente:
la asignacion Fix“ : zaMod — zgMod dada por Fix® (M) = M€ y Fix%(¢) = ¢ es un
funtor llamado el funtor de puntos fijos.

Proposicion 2.2.1. SiZ es considerado como G'-modulo trivial, entonces existe un isomorfismo

natural
Homy(Z, ) ~ Fix®

En particular, Fix® es exacto izquierdo.
Demostracion. Sean M un G-moédulo y f : Z — M un G-morfismo, entonces para todo
r € @G,
v f(1) = flz-1) = (1),
asi f(1) € M©. Definimos 7y, : Homzg(Z, M) — M como
nu(f) = f(1)
a) ny es un morfismo de grupos abelianos, pues
mu(f+9) = (F+9) (1) = f(1) +g(1) = nu(f) +nm(g)-
b) n es inyectiva: si f € Ker(ny), entonces f(1) = na(f) = 0, se sigue que
f(m) = f(m1) =mf(1) =0
yasi f = 0.

¢) nu es suprayectiva: si a € MY, la funcién f, : Z — M dada por f,(m) = ma es un
morfismo de grupos abelianos. Ademas, si x € G y m € Z, entonces

fo(x-m) = fo(m) =ma=m(x-a) =z (ma) =2x- f,(m)
de modo que f, resulta ser un G-morfismo, y nx/(f,) = fu(1) = la = a.

d) Esnatural, es decir, si ¢ : M — N es un G-morfismo, entonces el siguiente diagrama

conmuta.
Homg(Z, M) -2 MC
T
Homg(Z, N) —— N¢
En efecto,
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O]

La Proposicion anterior nos muestra otra manera de definir a los grupos de cohomologia
H™(G, M), a saber, como los funtores derivados derechos del funtor Fix®. Para concluir con
esta pequea seccion enunciamos el siguiente Corolario.

Corolario 2.2.2. Sean G un grupo y M un G-médulo. Entonces
H(G, M) ~ M€

En particular, si M es un G-mddulo trivial, entonces HO(G, M)~ M.

2.3. Cohomologia de grupos ciclicos finitos

En este apartado diremos con exactitud quienes son cada uno de los grupos H™ (G, M),
en el caso de que el grupo G sea ciclico y finito; si G no es el grupo trivial veremos que
param > 1 esencialmento solo podemos tener a lo mas dos posibilidades y estas dependen
de la paridad de m. La manera en la que calcularemos estos grupos sera construyendo una
resolucion libre (y por lo tanto proyectiva) P del G-moédulo trivial Z, para después calcu-
lar la correspondiente homologia del complejo Homy(Pz, M). Iniciamos presentando a la
susodicha resolucion.

Proposicion 2.3.1. Sea G = (x) un grupo ciclico finito de ordenn. Consideremos los siguientes
dos elementos en ZG':

D:=x-1 y Ni=1l+z+a>+ - +2"
entonces la sucesién
Po. — 726 257206 Lzg 226 57— 0,

donde ¢ es el morfismo de aumento y D, N denotan multiplicaciones por D y N respectiva-
mente, es una G-resolucion libre de Z.

Demostracion. Abusaremos de la notacion al denotar por D y N alos morfismos multiplica-
cion respectivamente. Ya que GG es abeliano (pues G es ciclico), el anillo ZG es conmutativo
y por lo tanto las multiplicaciones por D y N resultan ser G-morfismos.

La sucesion es un complejo ya que:

a) DoN=DN=(z—-1)14+x+---4+2" ) =2"—1=0,pues 2" = 1.
b) NoD=ND = DN = 0.
c) eoD =0, yaquesia € ZG, entonces
(e0D)(a) =e(D(a)) =e(Da) =e((z — 1)a) =e(z — 1)e(a) = 0.

La penultima igualdad se tiene porque € es un morfismo de anillos.
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Ahora veamos que la sucesion es exacta.
d) Ker(e) = I C Im(D), en efecto, si o € I; por la Proposicién 1.3.3
a=r(r—1)+r(z>=1)+-+r, (2" —1)
con r; € Z. Entonces

a=ri(r—1)+r@®—1)+ - +r, (=" —1)
:Tl([L'—]_)—l—’I“Q(:L‘—]_)(l‘—|—]_)—|—..._|_7~n_1(x_1)(‘,L.n—2+xn—3+.__+1)
:(m—1)<T1+T2(x+1)+---+rn_1(x”—2+x”—3_|_..._|_1))

= D<r1 +rg(x+ D)4+ (@24 1))

Por lo tanto o € Im(D).

n—1
e) Ker(D) C Im(N),yaquesiu= Y. r,z* € Ker(D), entonces
k=0

0= D(u)
= Du
=(@—1)(ro+ma+- - +r_2" )
=ror + 12+ Ty =g — T — e — 1y
=ror 4+ rmat oy lg—ro—rx— - — 1y}

n—1

= (Tn—l — 7’0) . 1@ + (7”0 — 7‘1)?[) + -+ (T’n_Q — Tn_l)l‘
Se siguequerg —7y =+ ="1p_9 — 11 =11 — 1o = 0. Por lo tanto
To=7T1=""=T"Tn-1,
n—1
y asiu = rg (Zx’“) =1roN = Nrog = N(ro) € Im(N).
k=0
n—1
f) Ker(N) C Im(D).Siu = _rpa* € Ker(N), entonces
k=0
0=e(N(u)) =e(Nu) = e(N)e(u) = ne(u)
n—1

por lo tanto e(u) = > 7, = 0. Realizando unos cuantos calculos obtenemos la si-
k=0
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k

guiente igualdad: Para k > 1, sea s, = > r;, entonces
i=0

-D (ro + s x4+ sn,gx”’z) =(1-2) (7’0 + 514+ sn,gx”’Q)
=T+ S1T 4+ Sy_gx”

— 1T — S107 — e — 8o

:T0+<81—T0)$+"'

+ (5n72 - 3n73>xn72

—9 _
=ro+nrT+--Frpex" " +r, 2"

o Snizxnfl

1
=Uu

La pendltima igualdad se tiene porque s, o + 1,1 = &(u) = 0. Por lo tanto
u € Im(D).

O

En lo sucesivo, si G = (x) es un grupo ciclico de orden n, las letras D y N representaran
alos elementos z — 1y 1 +x+2%+- - -+ 2" ! respectivamente. Ademés, para un G-modulo
M, denotaremos por I M al subgrupo de M generado por los elementos de la forma y-a—a
cony € Gya € M,por y\M = {aGM:Na:O}ypornM: {aEM:nazO}.

Lema 2.3.2. Sea G = (x) un grupo ciclico finito de orden n. Si M es un G-médulo, entonces:
a) MY = pM ={a€ M : (x —1)a = Da =0}
b) DM = IoM
c¢) Si M es un G-moédulo trivial, entonces NM =nM, NM =, M y DM = 0.
Demostracion.

a) Sib € MY entonces z - b = b, es decir, Db = (v — 1)b = 2 - b — b = 0. Por lo tanto
b€ {a € M : Da = 0}. Reciprocamente, si b € {a € M : Da = 0}, entonces
z-b—b=(x—1)b= Db=0.Por lo tanto = - b = b. Por inducciéon obtenemos que
x¥ - b = x parak > 1y como el grupo G es ciclico se tiene el resultado.

b) Seaa € M, entonces Da = (x — 1)a =z -a —a € IgM, por lo tanto DM C IoM.
Reciprocamente, siy € G'y a € M, entonces y = 2" para algin k > 1. Luego

y-a—a:xk-a—a:(:Bk—l)a:(x—1)(xk_1+xk_2+---—|—x+1)a

Por lo tanto 4y - @ — a € DM, se sigue que IcM C DM.
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c¢) Las dos primeras igualdades se siguen de que para todo a € M

Na=(1+z+a°+ - +2""a
=a+z-a+2’-a+--+2""a
:a+a+...+a
=na
Para la tercera igualdad. Sia € M, entonces Da = (r —l)a=z-a—a=a—a = 0.

O

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar lo que prometimos al inicio de esta
seccion.

Teorema 2.3.3. Sea G = (x) un grupo ciclico finito de ordenn. Si M es un G-médulo, entonces
para todo k > 1
H(G, M) ~ M€

H* NG, M)~ yM/DM = yM/IoM
H?*(G, M)~ pM/NM = MY/NM

Demostracién. Por el Corolario 2.2.2 tenemos que H°(G, M) ~ M. Para calcular los gru-
pos restantes procedemos de la siguiente manera: aplicando el funtor Homy,(_, M) al com-
plejo Pz de la Proposicién 2.3.1 se obtiene el complejo

0 — Homgzg(ZG, M) EEAN Homyo(ZG, M) ELAN Homyq(ZG, M) AN
Homy(Z.G, M) EARN Homyz(ZG, M) N Homyzq(ZG, M) — - --
Este complejo es isomorfo al complejo
0— M2 M 2% M 22 M ES M — -

donde los morfismos ¢p : M — My oy : M — M estan dados por

dicho isomorfismo de complejos se debe a que el morfismo ¢ : Homyg(ZG, M) — M
definido como

hace conmutar el diagrama

Hong(ZG, M) L Hong(ZG, M) L Hong(ZG, M)

‘| ‘| ‘|
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En efecto,
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Ademas, se verifica facilmente que 1) es un isomorfismo. Por lo tanto
Ker(N*)/Im(D*) ~ Ker(¢n)/Im(pp) 'y Ker(D*)/Im(N¥)

Por otro lado, los morfismos en el complejo Py estan dados por: ds,—1 = Dy day,

n > 1. Entonces

(G, M) = Bxtly (2, M)

= Ker(N™)/Im(D")

~ Ker(ypn)/Im(¢p)

— vM/DM
= wM/IgM

~ Ker(¢p)/Im(pn).

(Z,
= Ker(ds,)/Im(d3; ;)
)

20

= N para
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donde la ultima igualdad se tiene por el inciso b) del Lema 2.3.2.
H?*(G, M) = Exk.(7Z, M)
= Ker(dyy,i.1) /Tm(dyy,)
= Ker(D*)/Im(N™)

~ Ker(p)/Im(¢on)
={a€M:Da=0}/NM

= MY /NM
y la dltima igualdad se tiene por el inciso a) del Lema 2.3.2. ]
Ejemplo 2.3.4. Sea G = (z) un grupo ciclico finito de orden n, entonces

H*(G,Z2G) =0
para todo k£ > 1.

Demostracion. Recordemos que la resolucion

P — LG 5 LG 5 2G5 LG 57— 0,
dada en 2.3.1 es exacta. Por el Teorema 2.3.3 tenemos que si &k es impar,
H*(G,ZG) ~ yZG |/ DZG
={a€ZG: Na=0}/{Da:acZG}
= Ker(N)/Im(D)
=0
Analogamente, si k es par, entonces
H*(G,ZG) ~ pZG /NZG
={a €ZG:Da=0}/{Na:acZG}
= Ker(D)/Im(N)
=0
O

Corolario 2.3.5. Si G = {1}, entonces H"(G, M) = {0} para todon > 1 y para todo
G-modulo M.

Demostracion. Ya que G = {1} es un grupo ciclico generado por x = 1, se tiene que N = 1
y D = 0. Por lo tanto

vM={aeM:Na=0}={0} ={Da:ae M} =DM

y
MG:{aEM:y~a:aparatodoy€G}:M:{Na:aeM}:NM.

De estas igualdades y del Teorema 2.3.3 se sigue el resultado. ]
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Corolario 2.3.6. Si G es un grupo ciclico de orden n y M es un G-médulo trivial, entonces
para todo k > 1
H°(G, M)~ M

H* NG, M)~ M = {a € M:na=0}
H?**(G, M) ~ M/nM

En particular, si M es el G-modulo trivial 7, entonces
HY(G,Z)~7
H*YG,7Z)~0
H*(G,Z) ~ 7,
Demostracion. Como M es un G-mddulo trivial, M® = M. Por el inciso c) del Lema 2.3.2
NM = M, NM =nM y DM = 0. Finalmente, por el Teorema 2.3.3, se tiene que
HY(G, M)~ M =M
H*YG M)~ yM/DM = ,M
H*(G, M)~ M%/NM = M/nM

y para el caso en el que M es el G-modulo trivial Z,

HY(G,Z)~ 7
H*NG,Z) ~,Z={a€Z:na=0} = {0}
H?*(G,Z) ~ Z/nZ = Z,.

2.4. Resolucion homogénea y resolucion barra

Dar una descripcion precisa de la cohomologia de los grupos ciclicos finitos fue, en cier-
ta forma, sencillo, esto se debi6 a la existencia de una resolucién proyectiva del G-mddulo
trivial Z que simplificé6 en gran medida las expresiones que se obtenian. Nuestra tarea
en esta seccion sera mostrar, a manera de ejemplo, algunas resoluciones proyectivas del
GG-modulo trivial Z para un grupo arbitrario (; éstas resoluciones son usadas en el Capitulo
3y en el Capitulo 4 para obtener algunos resultados.

Para un grupo arbitrario G, sea P, el Z-moédulo libre con base el conjunto Gt es decir,

P, = {p = Z T(yoreyn) Y05 - - s Yn) © T(yo,..ym) € Z son casi todos ceros}

(Y0seeeyYn ) EGNT1

y definimos la acciéon de G sobre P, en los generadores, mediante traslaciones, i.e., para
cadaz € G

x'(y()w'wyn) = (:Ey()w"axyn)
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de modo que los P, son, en efecto, G-moddulos. Estos G-mddulos seran los proyectivos de
nuestra resolucion, puesto que resultan ser ZG-moddulos libres tal y como se demuestra en
el siguiente Lema.

Lema 2.4.1. Para cadan € N, P, es un ZG-mddulo libre, que tiene a

X = {(1g,$1,...,xn) cw; € G}
como base.

Demostracion. Sea p € P, , entonces

P =D ) W0 Un)

(y07~"7yn)€Gn+1

= Zr(yo,...,yn) (yO ’ (1G7 y()_lyla s 7y0_1yn))
(Y0,--syn ) EGT T

- Z <Zr(y0,y1,...,yn)?/0 (1Ga y()_lyla ces ,yo_lyn)>

(y1,.-,yn)EG™ \yo€G
= Z Xy1,....yn) (1G’a y()_lylv s ayo_lyn)
(Y1,.-Yn)EG™
donde vy, .y) = D T(woun,..umYo € ZG y asi p es una ZG-combinacion lineal de ele-
Yo€G

mentos de X. Ahora veamos que X es un conjunto linealmente independiente: Si

O = Z Oé(gzl,..‘,xn)(]-G, L1y ’:L'n)

(z1,eeeyxn) EG™

es una suma finita con oy, .. ,,) € ZG, entonces Q(z,, . 2,) = 2 T(zo21,...z,)T0 donde
oG

T(2o,21,...2n) € Z.Por lo tanto

0 = Z Oé(,z’l ..... xn)(lG,xl,...7In)

(21,eeeyn ) EG™

- Z (Z r(xO:fﬂlrn,fEn)xU(lG? L1y 7xn)>

(21,eeeyn) EG™ oG

- Z (Z T(xo,m,...,xn)(z(), ToZy, - - - 7I0wn))

(z1,eTn ) EG™ \T0EG

— E T(xo,...,xn)<x07 oLy .- - ,xoxn)

(x07-~~7$n)€Gn+1

puesto que P,, como Z-médulo, es libre sobre G"*!, podemos concluir que T(20,zn) = U

para todo (2o, ..., 2,) € G" yasi gy, w) = D Tworwr,en)To = 0. O
ro€G
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Para n > 1, los morfismos 0,, : P, — P,_; se definen, también en los generadores,
mediante la férmula

n

On(o, 1,y n) = > (=1 (20, ., Ty, )

=0

donde el simbolo 7; indica que el elemento correspondiente ha sido omitido, en particular
81(1}0, 513'1) = T1 — X2p.

Por ultimo, el morfismo ¢ : ) — Z se define enviando cada generador x € Gace(x) =1,y

(Sr) - T

zeG zeG
i.e., € es el morfismo de aumento.
Que esta sucesion es exacta, es lo que se afirma a continuacion.

Proposicion 2.4.2. Sea G un grupo. La sucesion de ZG-modulos libres
PG):— PP PP 70
es exacta.
Demostracién. Primero veamos que P((G) es un complejo.
a) €0 0; =0, ya que para todo generador (z¢, 1) € P; se tiene que

(5 o 81)(ZE(),$1) = 8(81($0,£B1)) = 8(&71 — [L’()) =1—-1=0

b) Op_100, = 0 paratodon > 1. En efecto, si (o, ..., z,) € P,, entonces
(an—l o an)(xm s 71:71) = an—l (8n(x0) s 71:71))

= an—l (Z(—l)ﬂ(xo, R ,/.I\j, .. ,ZL’n)>

j=0

Z(—l)jﬁn_l (ZL‘O, ce ,&Z\j7 PN ,ZL‘n)
j=0

3

=0

(—1)J (Z(—l)’(wo, PN ,/I\i, c. ,/l'\j, ce ,[En)

J=0

+ Z (—1)i_1($0,...,fj,...,&f\“...,l’n))

i=j+1
=0

ya que la primera suma tiene el signo (—1)**7 y la segunda suma el signo (—1)""7~1
y por lo tanto se cancelan.
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Para terminar de probar la exactitud de P(G), basta ver que 1p(¢;) es nulhomotdpico, es decir,
que en el siguiente diagrama

On+1 01

€
P, P, P, .- = Fy Z 0
B g Sn—1 d s 7 s 1 4
n n— 0 -1 7
1Pn+1l //anl // llpnl 1P1l //IPOL #/ 1z
» » »
P, P, P, e P P Z
n+1 Ot nT ) n—1 1 X 0" ¢ 0

existen morfismos s,, : P, — P, tales que

anJrl 0 Sy + Sp—1 Oan = 1Pn
Oyosg+s_10e =1p,

EO0S_1 = 1Z

Estos morfismos se definen de la siguiente manera: s_; : Z — Py estd dadopors_;(1) = 14
(el neutro de G) y paran > 0, s,, : P,, = P, se define como

Sn(Zoy ooy xn) = (1g, Toy -+, Tp)-

Para (z¢,...,z,) € P,yz € G:

b (671—1—1 0 8p 4 Sp—10 871)(1‘07 s 7mn) = (871—1—1 © Sn)($07 s ,l’n) + (Sn—l © an)(l'o, s 71771)
= Un+1 (Sn(ZL‘[), s 7mn)) + Sp-1 (an(xO; s ,ZL‘n>>
= n+1<1G7I07 s 7$n)
+ Sn_1 (Z(—w‘(%, T ,xn)>
=0
- (xOJ 7xn> +Z(_1>] (1va07 y Ljs 7‘rn)
=0
+ Z(_l)jsn—l(‘rOa 7/.1'\], 71;71)
7=0
= (x07 7xn) +Z(_1)J (1G7$07 y Ljs 73:71)
=0
+Z(_1)j(1G7$07 1y Lj, 7xn)
=0
= (o, ..., Tp)

L4 (81 0Sp+5S_1 05)(23) = 81 (SQ($)) +5_1 (E([L’)) = 81(1g, ZE) +S_1(1) =T — 1G + 1(; =T
e (cos.1)(1) = £(s1(1) = £(1) = 1
[l
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A la sucesion
PG): - — PP — o — PP -7 —0

se le llama la resolucion homogénea o estandar de Z.

Ahora es el turno de presentar a nuestra segunda resolucion proyectiva de Z. Empeza-
mos como sigue.

Sea G un grupo arbitrario, y sea By el ZG-moédulo libre generado por un solo simbolo
denotado por [ |, por lo tanto By ~ ZG. Paran > 1, definimos a B,, como el ZG-modulo
libre con base G" (de este modo cada B, es proyectivo). Denotaremos a los elementos de
G" por [z | ... | x,] envez de (z1,...,x,). Paran > 1, los morfismos d,, : B, — B, 1
estan dados por

dolzy [ 2o | oo | 2] = wza | -0 | @)

—_

n—

(]

1

—1)n[l’1 | Ce | xn—l]-

N S

+

En particular,
difz] = a[ ] -]
dafz | y] = 2[y] — [zy] + [2]
dslz |y | 2] =aly| 2] —[zy | 2] + [z [ yz] — [z ]9].
Finalmente, ¢ : By — Z es el morfismo de aumento.

El siguiente Lema tiene como objetivo demostrar que esta sucesion es un complejo y que
ademas es isomorfo al complejo P(G).

Lema 2.4.3. Para todon > 0, existe un isomorfismo de modulos 7,, : B, — P, tal que
Tp—10© dn - an O Tn,

es decir, el siguiente diagrama conmuta.

d7L
Bn - anl

ml %1

Pn —3n> Pn—l
Demostracion. Definimos 7, : B,, — P, como
Tolz1 ] - | ] = (lg, 21, 2129, ..., 2120 - - - Ty)
cuya inversa o, : P, = B,, esta dada por

oullgrn, ) = [o1 | aibes | .. | ptym].
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En efecto,
(Tn © O-n)(lexla s al‘n) - Tn(o-n(lG)xh s ,l'n))
= Tn[xl | o s | .. | x;ilxn]
= (lg, 21 (27 'w), (o) ) - (2,0 2))
- <1G7$17 Loy 71771)
y
(onoma)zr | ... | @] = on(malz | ... | 22))
=o.(lg,T1, 2122, ..., X1 X2 -+ - Ty,)
= [z |27 (@1m2) | .o | (@1 ) T (@1 2]
=[zy | z2] ... | 2]

Para verificar la conmutatividad mostraremos que d,, = Tn__ll 00,07, =0,_100,0 Tp.

(On_100hom)xr | ... | xp) = 0ns <8n(7n[x1 | xn]))

= Op-—1 (an(lGa L1, 1X2y...,T1L2 """ .Tn))

= 0p_1 ((351, T1To, ..., BTy~ Tp)
n—1
+ Z(_1>‘7<1G7x17 e ’xl/':'\ffj’ e, 1T In>
j=1

+ (_1>n(]-G7 L1, L1225 -« -, L1 T2 " " xn—l))

= O0p—1\T1,T122,...,T1T2 " l’n)
n—1
+ (—l)Jan_l(lg,xl,...,xﬂj,...,wlxg---xn)
j=1
+ (_]-)no-n—l(lGu L1, L1225 - ., T1T2 " " xn—l)
= xlanfl(lGax% sy, Lyt xn)
n—1
+> (e | @) ) |
j=1

(21 Tp_y) (- xn)]
+ (—].)n[l'l | ) | e | xn—l]
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=xilre | 23| ... | 24)
n—1
T N o P F e R P
j=1
+ (—1)”[1‘1 | i) | | [I)n_l]
=dp[zy | 2o | ... | 2]
Por lo tanto, 7,,_1 o d,, = 0,, © Ty,. ]

Proposicion 2.4.4. Sea G un grupo. La sucesion de ZG-maddulos libres

BG):+ — B, "B,y — - — B -2 By -7 —0
es exacta.
Demostraciéon. B(G) es un complejo ya que
a) codifa] =e(a[ | -[]) =ae[ ] —e[]=¢[]-c[]=0
b) Sin > 1, por el Lema 2.4.3,

dn © dn+1 = (Tn__ll © an o Tn) © (Tn_l O 0np+10 Tn+1)
= 7,01 00,0 (T2 07, ") © 01 © Tt

-1
=T7,.100,01p, 00,110 Tpy1

= ,;11 o (3n ° an+1) O Tnt1

=0

Finalmente, como los cuadrados del Lema 2.4.3 conmutan, la familia
7= (1) : B(G) — P(G)

es un isomorfismo de complejos, y por lo tanto induce isomorfismos en la cohomologia de
los complejos B(G) y P(G), pero P(G) es exacto, entonces para todo n > 0

H"(B(G)) ~ H"(P(G)) =0,
es decir, B(G) es una sucesion exacta. O
A la sucesion
B(G): - — By 2 B, —— B -2 By -5 Z—0

se le llama la resolucion barra de Z.
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2.5. Resolucion barra normalizada

A continuacion construimos la resolucion barra normalizada de Z, la cual usaremos en
el Capitulo 4 para interpretar al segundo grupo de cohomologia H*(G, M).
Sea (G un grupo, para todo entero n > 1, sea

Y, = {[xl |z € G™: almenosunxizlg}

Definimos a Uj como el submoddulo cero de By y paran > 1 sea U, el ZG-moddulo generado
por Y,,. Claramente U,, es un submédulo de B,, y ademas d,,(U,,) C U,,_; para todon > 1,
para verificar esto dltimo, basta ver que d,,(Y,,) C U,,_1.

Yaque di[lg] =1¢-[ ] =[] =0, entonces

Sin>1yl[z]|...|x,] €Y, podemos considerar los siguientes dos casos.

Caso 1. Al menos dos entradas son iguales a 15, entonces

dolzy | 22 |- | xp) = 21z | .o | 2)
n—1
) (e | miia | ] )
i=1
+ (-1)”[,’171 ‘ . | Infl]

tiene al menos una entrada igual a 1 en cada sumando.

Caso 2. Una sola entrada es igual a 1. Si 7 = 14, entonces

dalle [T || @] = [22 ] oo | 2] = 22 | ... | 7]
. f_1<—1>i[1a | i | | 2
CUllg . 2o
- S(—1)i[1a ooz | | )
S| e

el cual tiene exactamente una entrada igual a 1 en cada sumando. Si z,, = 1¢,
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entonces
dn[l'l |$2 | ’ 1(,*]:.]]15(}2 ’ | 1g]
n—2
+ (—1)Z[ZE1 | . | TiTi4+1 | e | ]-G]
i=1
+ (=D)" Moy | oo | 2]+ (D) 2 | | 2]
= T1|T2 | | 1(;]
n—2
+ (—1)1[551 | ce ’ TiTi4+1 | Ce ’ 1G]
i=1

el cual también tiene una entrada igual a 15 en cada sumando. Finalmente, si
x; = lg paral < j < n, entonces los términos que no tienen ninguna entrada
igual a 15 son exactamente dos, a saber,

(1) oy | ... Tz | .| x] = (=1 oy | ... g | .| @)

(~Dler | e | el = (<1l | 2 | | 2]

los cuales se cancelan.

Se tiene entonces que la sucesion
UG : - —U, Uy — - — U Uy —0

donde s,, = d,,|v, es un subcomplejo de B(G), por lo que podemos considerar el complejo
cociente B(G)/U(G).

Definicion 2.5.1. Sea GG un grupo. La resolucion barra normalizada de 7 es la sucesion
B*(G): -+ — B,/Uy = By_1/Upy — -+ — B JU =% By —>7Z — 0
donde los morfismos r,, : B,,/U,, — B,,_1/U,_1 estan dados por
ro(x 4+ Uy) = dp(z) + Up—q
para todo x € B,,. En particular,
rn([xl | zo | ... ]xn]—l—Un) =dplry | 2o | ... | 2p] + Una

Proposicion 2.5.2. Para cadan > 1, B, /U, es un ZG-médulo libre con base el conjunto

Xn = {[% | ...l x,) + U, € B,/U, : x; € G\ {lg} para todoi}.
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Demostracion. Primero veamos que el conjunto es linealmente independiente. Para
i=1,...,mseanc; € ZGy [z | ... | x;,] + U, € X, tales que

Zazle| x4+ Uy)

(Z 7 || 1) +U,

m m k
entonces Y «;fz;, | ... | x| € U, = <Yn> y asi Zlai[xil | .o ], = Zlﬁj[yjl o]y
1= ]:

=1
con 3; € ZGy [yj, | - | yj.] € Ya. Luego

> ailwi || @] - Z i |- 1y =0
=1

N

y como B, es libre sobre G se tiene que o; = 0 para todo 7. Finalmente, si
Y Qar,e) @1 | @2 | ... | 2] € By, entonces

(Z oram|r | T2 | - | :cn]> U =D (o1 |2 | 2] + U)
Gn

= > (a@enler 22 ]2 + U
(G=)r
donde G* = G\ {1}, y esto ultimo se tiene porque [zy | z2 | ... | 2]+ U, =0siz; = 1g
para algin i. Por lo tanto X, generaa B,,/U,,. O]

Lema 2.5.3. Para cadan > 1, B,,/U,, es un Z-mbdulo libre con base el conjunto
Z, = {x[xl | ...|zp) + U, € ByJU, :x € G,y € G\ {1} para todoi}.

Demostracién. Primero veremos que Z,, genera a B, /U,, como grupo abeliano. Un elemento
p € B, es de la forma

p= Za(m,...,xn)[l’l | ‘ xn]
Gn
donde . 4,) € ZG son casi todos ceros. Por otro lado, para cada (x1,...,2,) € G"
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con "™ € 7. Por lo tanto

p+U, _(Z@ ..... e - |$n]>+Un

- (a(m ----- xn)[xl ‘ | :L’n] + Un)

(1505n)E(GX)™

donde G* = G \ {1}, esto ultimo se tiene pues [x; | ... | z,] + U, = 0siz; = 1g
para algun 7. Se sigue que p + U,, € <Zn> Ahora veremos que el conjunto es linealmente
independiente. Para ¢ = 1,...,mseanr; € Z,y; € Gy [z;, | ... | z;,] € G" tal que
x;; # l1g para todo i, j. Si

m

:Zrl yilzi, | - ]xzn]—i—U)

1

%

= Z(szz['xh | ]+ U”)

=1

(Z TiY; "L‘n | | xZn]) + Un

3

i=1
entonces ilrzyz (@i | ... | @,] € Uy = (Ys), luego
gmyi[wil @] = Jéﬁj[zjl | ... ] z,] yasi
m k
Zmyz'[xil | o] a,] — Zﬁj[zjl ... ]2.]=0
i=1 o

Se sigue que 7;y; = 0 para todo 7, pues B,, es un ZG-modulo libre sobre G™ y por lo tanto
r; = 0 para cada 1. ]

Lema 2.5.4. Si .
(Cayda) : v+ — Coy =8 O 25 Gy — -
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es un complejo de R-modulos y {sn Oy — C"+1}nez es una familia de Z-morfismos que
satisfacen
dn+13n + Snfldn = 1Cn

para todon € 7Z, entonces (C,, d,) es una sucesion exacta.

Demostracion. Ya que (C,, d,) es un complejo, d,d,,+1 = 0y asi Im(d, 1) C Ker(d,). Reci-
procamente, si a € Ker(d,) entonces

a = (dn—i-lsn + Sn—ldn) (CI,)

por lo tanto a = d,, 11 (sn(a)) € Im(d,41). O
Proposicion 2.5.5. Sea G un grupo. La resolucion barra normalizada
B (G): -+ — B,/U, ™ B, 1/Uyy —> +++ — B JU; = By —Z — 0

es una ZG -resolucién libre de 7.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5.2 cada uno de los ZG-médulos B,, /U, es ZG-libre. Pa-
ra probar la exactitud de B*(G), por el Lema 2.5.4, basta construir una familia
{ Sp: Bp/Up — Bpi1/ Un+1}n>71 de Z-morfismos que satisfagan

ES_1 = 1Z
7189 + S_1€ = 130

Tnt18n + Sn—1Tn = 1B, /U,

Estos morfismos se definen en la base de la siguiente manera: s_; : Z — By como

So : By — By/U; como
so(z[ ]) = [z] + U,

yparan > 1, s, : B,/U, = B,1+1/U,41 como

snt (@l | @]+ U) =[] || @n) + Unsa



CAPITULO 2. COHOMOLOGIA DE GRUPOS 34

Para facilitar la notacion denotaremos por [z | ... | z,)* = [z1 | ... | &,] + U,. Entonces

o (118, + sn_lrn)(x[ml | ...

| 20)") = rogasn(zfz || 20]")
+ Sn_lrn(x[xl | ... xn]*)
=rple |z | @) s (arale || 2]7)
=z ||z = ey |2 || @]
n—1
+ (DY | e | ] )
i=1
+ ()" | @]
+ Sn-1 <$$1[$2 | @]
n—1
+ (=" zlzy | rwig || @a]”
i=1
+ (=Dl || ] )
=[xy || x| = ry |2 || ]
n—1
+ (=" x| w2
i=1
D o] |zl
+ Sp—1 <l’l’1[l’2 ‘ R ‘ .Z'n]*>
n—1
+ (—1)’an_1<:17[x1 || wimi | xn]*>
i=1
+(=1)"s, <a:[x1 | .. xn,l]*)
=z | .. | wp) = [zey |22 | .. | @]
n—1
TNl w |z || ]
i=1
+ (=D e o | @]
+ [zzy |22 | | @)
n—1
o VD A R B 32N O M
i=1
+ (=D e [ [ ana]

=[xy | ... | 2]
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o (1180 + s_1€) (SC[ ]) = 7"150(33'[ ]) + 3715(1'[ ])
= 2] +5.1(1)

= (@[ ]=[1)+[]

35



Capitulo 3

Extensiones de grupos 'y H%(G, M)

Describir a cada uno de los grupos H"(G, M) cuando G no es ciclico, en términos de
grupos mas simples, se vuelve una tarea muy complicada. En algunos casos, por ejemplo,
para H?(G, M) se pueden dar interpretaciones relativamente sencillas y este sera el objeti-
vo de este capitulo. Empezaremos por desarrollar los conceptos y resultados necesarios que
nos permitiran dar una interpretacion del segundo grupo de cohomologia H*(G, M), en tér-
minos de clases de extensiones de M por GG que preservan la accion. Para ello comenzamos
explicando de manera muy breve en que consiste el “problema de la extension”.

3.1. Extensiones de grupos

Dada una pareja de grupos (M, G), el problema de la extension consiste en encontrar a
todos los grupos F que contengan un subgrupo normal M, isomorfo a M de tal modo que
el grupo G sea isomorfo al grupo cociente £/Mj, es decir, lo que queremos es que E' esté
en una sucesion exacta de la forma:

l1— M —F—G—1.

Lo anterior da origen a la siguiente definicion.

Definicion 3.1.1. Si M y G son grupos, entonces una extension de M por G es una suce-
sioén exacta corta '
1—M-5FE-5G—1

En el problema de la extensiéon no asumimos que el grupo M sea abeliano, sin embargo
para nuestros fines M siempre sera considerado un grupo abeliano y estara escrito aditiva-
mente. Los grupos F y G no necesariamente son abelianos y ambos se escribiran multipli-
cativamente. Una caracteristica especial de considerar a M abeliano es que una extension

0—sM-SE2 G —1

induce una accién de G sobre M, haciendo de M un G-mdédulo. Empezaremos con los con-
ceptos necesarios para demostrar esta ultima afirmacion.

36
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Definicién 3.1.2. Sea 0 — M —— E -5 G — 1 una extensién. Una seccién es una
funcién s : G — E, no necesariamente un morfismo, tal que po s = 15y s(1) = 1.

Ya que p : & — G es suprayectiva, el axioma de elecciéon garantiza la existencia de una
inversa derecha, es decir, de una funciéon r : G — F tal que por = 1¢.Sir(1) = 1, entonces
r es una seccion. Si (1) # 1, entonces podemos definir s : G — F como

] 1
5(z) = r(x) siz#
1 siz =1
y claramente p o s = 1. Por lo tanto, siempre es posible hallar una seccion.

Proposiciéon 3.1.3. Sean 0 — M — F 2+ G — 1 una extension y s : G — E
una seccion. Si M' = Im(i), entonces s(G) es un sistema completo de representantes de clases
laterales derechas de M’ en E.

Demostracion. Sea e € F, entonces x = p(e) € Gy

p(s(z)e™) = ps(z)ple) ' =za™' =1,

se sigue que s(z)e~! € Ker(p) = Im(i) = M’y por lo tanto M's(x) = M’e, esto es, toda
clase lateral derecha tiene un representante en s(G). Ahora mostraremos que s(G) no tiene
dos elementos de la misma clase. Si M's(z) = M’s(y), entonces existe a € M’ tal que
s(z) = as(y), asi

x = ps(x) = plas(y)) = pla)p(s(y)) = ps(y) =y

donde la pendltima igualdad se tiene porque a € M’ = Im(i) = Ker(p), por lo tanto
s(z) = s(y). O

Si0 — M — E 25 G — 1 es una extensién de un grupo M por un grupo G,
entonces Im(i) = Ker(p) < FE, por lo tanto, si s : G — F es una seccion tenemos que
paracadax € Gya € M s(x)i(a)s(z)™! € Im(i), luego existe un tinico b, € M tal que
i(by) = s(x)i(a)s(z)~'. Denotaremos por 0,(a) = b,.

Proposicion 3.1.4. Sea0) — M —— E -5 G — 1 una extension de un grupo M por un
grupo G. Sis : G — E es una seccion, entonces:

a) Para todo x € G, la funcién 6, : M — M, donde 6,(a) es el unico elemento en M tal
que
i(0:(a)) = s(z)i(a)s(z)~",
es independiente de la eleccion de la seccion s en x.
b) Para todox € G, 0, : M — M es un isomorfismo de grupos.

¢) La funcion 0 : G — Aut(M ), definida por 6(x) = 0., es un morfismo de grupos.
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d) M es un G-modulo izquierdo con la accion dada por
x-a=0.a).
Demostracion.
a) Sea r otra seccion y sea a € M. Ya que
p(s(z) 'r(z)) = ps(z) 'pr(z) =o'z =1,

s(x)~'r(z) € Ker(p) = Im(i), por lo tanto existe ¢ € M tal que s(z)'r(z) = i(c). Se
sigue que r(x) = s(x)i(c). Luego,

r(z)i(a)r(z) ™t = s(x)i(c)i(a)i(c) 's(z) ™ = s(x)i(cta—c)s(z) ™! = s(x)i(a)s(x)*
donde la ultima igualdad se tiene porque a, c conmutan en el grupo abeliano M.

b) Sean a,b € M y x € (G. Tenemos que

i(6,(a) + 0,(b)) =i

y por lo tanto ,(a + b) = 6,(a) + 6,(b).
c) Seanz,y € Gya € M,yaque
p(s(y)"s(x)'s(xy)) = ps(y)"'ps(x) 'ps(ey) =y aay = 1,

s(y)ts(x)"ts(zy) € Ker(p) = Im(i), asi s(y)'s(z)"ts(zy) = i(c) para algin
¢ € M. Por lo tanto s(zy) = s(x)s(y)i(c). Finalmente,

i(0ay(a)) = s(zy)i(a)s(zy) ™

se sigue que 0(xy) = 0, = 0,0, = 6()0(y).
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d) Se sigue del inciso c) y de la Proposicion 2.1.2.
O]

Sean GG un grupo y M un G-mddulo. Ya que tanto M como G son grupos podemos hablar
de las extensiones de M por G y como un ejemplo de dicha extension podemos considerar
el producto directo de M por G, esto es, el conjunto de parejas ordenadas (a,z) € M x G
en donde la operacion esta dada por

(a,2)(b,y) = (a + b, zy).

Este grupo tiene como neutroa (0, 1) y como inverso de (a, z) a (—a, x~'). Elmonomorfismo
i: M — M x G definido por i(a) = (a, 1) y el epimorfismo p : M x G — G definido por
p(a,x) = z satisfacen que la Im(i) = Ker(p) y por lo tanto la sucesion

00— M-S MxG2G—1

es, en efecto, una extension de M por (. Por el inciso d) de la Proposicion 3.1.4 esta ex-
tension induce una acciéon * : G x M — M, haciendo de M un GG-méddulo, y es natural
preguntarnos si esta accion coincide con la que M tenia en un principio. Para responder a es-
ta pregunta consideremos la seccién s : G — M x G definida por s(x) = (0, z). Realizando
los siguientes calculos, tenemos que paratodoz € Gya € M

i(x*a) =1i(0,(a))

= s(z)i(a)s(z) ™
0,2)(a,1)(0,z)"!
,2)(a,1)(0,271)
+a+0,zz7"h)
1

y podemos concluir que = * a = a, es decir, M con esta nueva accién es un G-modulo trivial
y es de esperarse que en general no coincida con la que M tenia. Nosotros nos centraremos
unicamente en aquellas extensiones cuyas dos acciones coincidan, por lo que conviene dar
un nombre a este tipo de extensiones.

Definicién 3.1.5. Sea M un G-médulo. Una extensiéon 0 — M —» E 25 G —» 1
preserva la accion si, paratodoxr € Gya € M

i(z - a) = s(x)i(a)s(z)™",
donde s : G — E es una seccion.

Para que esta definicion realmente tenga sentido sera necesario demostrar la existencia
de este tipo de extensiones. El estudio del producto semidirecto de un G-médulo M nos
dara un primer ejemplo de estas extensiones, para ello empezamos recordando lo que esto
significa.
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3.2. Productos Semidirectos

El concepto de producto semidirecto es una generalizacion del producto directo, al igual
que en este ultimo, los productos semidirectos describen una forma muy particular en la
que un grupo esta compuesto por dos grupos.

Definicién 3.2.1. Una extension 0 — M 4 E 23 G — 1 se escinde si existe un
morfismo s : G — Etalquepos = 1g.

Entonces una extension se escinde siy solo si existe una seccion, digamos s, que también
es un morfismo. Por ejemplo, la extension

0— M-S MxG2G—1

se escinde, ya que la secciéon s : G — M x G dada por s(z) = (0, x) es un morfismo.

Proposicion 3.2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) La extension 0 — M s E 25 G —> 1 se escinde.
b) Existe un subgrupo ) C E talque Q ~ G,i(M)NQ =1yi(M)Q = E.

c¢) Existe un subgrupo Q C E tal que todo elemento e € E se expresa de manera tinica
comoe =i(a)x cona € M yx € Q.

Demostracion.

a) = b) Por hipoétesis existe un morfismo s : G — E tal que ps = 1¢, lo que implica
que s es inyectiva y asi ) := Im(s) ~ G.Sie € E, entoncesy = p(e) € Gy
ps(y) = y = p(e) por lo tanto es(y)~' € Ker(p) = i(M), luego e = i(a)s(y) para
algin a € M, es decir, e € i(M)Q. Finalmente, si e € (M) N @, entonces e = i(a)
para algin a € M y e = s(z) para algun = € G pues e € Q = Im(s). Por otro lado,
x = ps(z) = p(e) = pi(a) = 1, se sigue que e = s(z) = s(1) = 1.

b) = c¢) Supongamos que tenemos dos expresiones de e, digamos
ila)r =e=1i(b)y

cona,b € Myux,y € Q,entoncesi(—b+a) =i(b) ti(a) =yz~' € i(M)NQ = {1}.
Porlotantoa =byz =y.

¢) = a) Veamos que p |g: Q — G es un isomorfismo. Sean z, y € (@ tales que
p(z) = p(y), entonces ry~' € Ker(p) = i(M) y asi zy~' = i(a) para algin a € M.
Tenemos las siguientes dos expresiones de z € £ como

i(0)z =1z =2= (zy ')y =i(a)y
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de la unicidad se sigue que z = y y por lo tanto p|g es un monomorfismo. Por otro
lado, si z € G, existe e € E tal que p(e) = z, pues p es un epimorfismo. Por hipdtesis

e=i(a)rcona € Myx € (Q, sesigue que

z=p(e) = p(i(a)z) = pi(a)p(z) = 1p(z) = p(z),

es decir, p |g es suprayectiva. Sis : G — @ C E es el inverso de p | entonces

pos =1y asila sucesion se escinde.

O

Definicion 3.2.3. Diremos que un grupo E es producto semidirecto de M por G si se

satisface alguna de las condiciones de la Proposicion 3.2.2.

De la definicion anterior tenemos que si M y G son grupos, entonces el producto directo
M x (G es un producto semidirecto. A continuacién mostraremos otra manera de construir

un producto semidirecto de M por G si M es un G-modulo.

Definicion 3.2.4. Sean G un grupo y M un G-moédulo. Definimos el producto semidirecto
de M por G denotado M x GG como el conjunto cuyos elementos son parejas ordenadas

(a,x) € M x G, junto con la siguiente operacion
(a,2)(b,y) = (a+x-b,xy)
Desde luego, este conjunto con esta operacion resulta ser un grupo.
Proposicion 3.2.5. Sean G un grupo y M un G-moédulo, entonces M x G es un grupo.

Demostracion. Sean (a, z), (b,y) y (¢,z) € M x G.
La operacion es asociativa

((a,x)(b, y))(c7 Z) - (a +x- b7 xy)(c, Z)
a+z-b+ (zy)-c (2y)z2)

El elemento (0,1) € M x G es el neutro de la operacion
(a'a I)(O, 1) = (CL +x-0, ‘/L‘l)

= (CL, I)

(0,1)(a,z) =(0+1-a,lx)

= (CL, ZL’)
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El inverso de (a,z) es (—(z7' - a),z7!)

(a, x)(—(l’_l . a),a:_l) = (a —x-(z7t- a),xx_l)

=(a—1-a,1)
=(0,1)
Yy
() e o) = (@) b2 a0 )

]

Los morfismos canénicos j : M — M x Gy m : M x G — G que se definen como
j(a) = (a,1) y m(a,z) = z resultan ser monomorfismo y epimorfismo respectivamente.
Ademas, la Im(j) = {(a,1) : a € M} = Ker() de modo que la sucesién

e 00— M2 MxGG—1

resulta ser una extension de M por G. Esta extension, al igual que en el producto directo,
se escinde y ademas tiene la propiedad adicional de preservar la accién. La siguiente Propo-
siciéon demuestra lo dicho anteriormente y resuelve la incognita acerca de la existencia de
extensiones que preservan la accion.

Proposicion 3.2.6. Sean G un grupo y M un G-mddulo. La extension

e 00— M-I MxG "G —1

se escinde y preserva la accion.

Demostracion. Primero veamos que la sucesion se escinde. Definimos s : G — M x G como
s(z) = (0, ).
Six,y € G, entonces

s(x)s(y) = (0,2)(0,y) = (0 + 2 - 0,2y) = (0, 2y) = s(zy),

es decir, s es un morfismo. Ademés (7 o s)(z) = w(s(z)) = 7(0,z) = z, por lo tanto
mo s = lg vy la extension se escinde.

Ahora veamos que la extension preserva la accion, para ello obsérvese que toda seccion
r: G — M x G es delaformar(z) = (c,x) para algun ¢ € M. Entonces

r(z)j(a)r(z)™ = (¢, x)(a, 1) (=(z7" - ¢),27)
=(ct+z-a,z)(—(x"c),z7")

=(c+z-a—z- (z7" c),zz")
=(c+xz-a—c1)

=(z-a,l)

:j(:p-a)
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Notese que en el caso de que M sea un G-modulo trivial, su producto semidirecto M x G
coincide con el producto directo M x G, ya que

(a,2)(b,y) = (a+x-bzy) = (a+b,zYy),

que es la operacion definida en el producto directo.

Recordemos que si E es un grupo, entonces el centro de F, denotado por Z(FE), es el
conjunto (que resulta ser un subgrupo de E) de elementos del grupo que conmutan con
todos los elementos del mismo, es decir,

Z(E):={e€ E:e =¢eparatodoe € E}.

Proposicion 3.2.7. Sean M un G-méduloy 0 — M s E -5 G —5 1 una extensién
que preserva la accion. Entonces M es un G-médulo trivial si y solo sii(M) C Z(E).

Demostracion. Seana € M y x € GG, ya que M es un GG-moédulo trivial, x - @ = a. Por otro
lado, i(a) = i(x - a) = s(x)i(a)s(z)~" pues la extension preserva la accién, se sigue que
s(x)i(a) = i(a)s(x), es decir, i(a) conmuta con todos los elementos de s(G). En general, un
elemento e € F es de la forma e = i(c)s(x) para algun ¢ € M y x € GG. Entonces

y por lo tanto i(a) € Z(E).

Reciprocamente, si « € M y x € G, entonces i(a)e = ei(a) para todo e € E, en
particular conmuta con los elementos de s(G). Asii(x - a) = s(z)i(a)s(z)™' = i(a), por lo
tanto x - a = a, es decir, M es un G-mddulo trivial. O]

A una extension de grupos 0 — M ——= E 25 G — 1tal que i(M) C Z(F) sele
llama una extension central de G.

Entre los objetivos a resolver en el problema de la extension esta el de encontrar una
manera de clasificar dichas extensiones. Antes de intentar hacer esto, es conveniente definir
cuando dos extensiones son en esencia muy “parecidas”. Por ejemplo, podriamos decir que
dos extensiones

c0—M-S5E2G—51  y f0—M-SE a1

son equivalentes si existe un isomorfismo ¢ : F — FE’. Sin embargo, nosotros pediremos
una condicion maés fuerte pero antes de hacerlo demostraremos el siguiente Lema.
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Proposicion 3.2.8 (Lema del 3). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo (de gru-
pos) con renglones exactos.

l—sH—>G-—2>Q—>1

4o

1 H =G 2L2=Q 1

Si dos de los tres morfismos f, g, h son isomorfismos. Entonces el tercero también es un isomor-
fismo.

Demostracion. Supongamos que f y h son isomorfismos. Veamos que g es un isomorfismo:
Sea x € Ker(g); entonces

hp(z) = p'g(x) =p'(1) = 1
Ya que h es un isomorfismo se tiene que p(x) = 1, es decir, x € Ker(p) = Im(i) yasiz = i(y)
para algiin y € H. Luego,

i'fy) = gily) = g(x) =1
Puesto que 7’ f es un monomorfismo, se tiene que y = 1 y por lo tanto z = i(y) = i(1) = 1.
Ahora veamos que g es un epimorfismo: Sea ' € G’. Ya que h es un isomorfismo, existe
z € @ tal que h(z) = p'(2'). Como p también es un epimorfismo, existe z € G tal que
p(z) = z. Luego,

P (9(x)) = hp(z) = h(z) = p'(a)

el cual equivale a que g(z)~'2’ € Ker(p/) = Im(i') y asi g(z)~ 2’ = #'(y') para algin
y' € H'.Como f es un isomorfismo, existe y € H tal que f(y) = v/. Se sigue que

g(i(y)) =i'fly) =i'(y) = g(z) o

Por lo tanto, g(zi(y)) = g(z)g(i(y)) = «'. Los otros dos casos posibles se demuestran de
manera similar. O

Definicién 3.2.9. Sean GG un grupo y M un G-médulo. Si
£ 0-—M-SE2G—1 3y &:0—oM-SE a1

son extensiones de M por GG que preservan la accion, diremos que la extension & es equiva-
lente a la extension £’ si existe un morfismo de grupos ¢ : £ — E’ que hace conmutar el
siguiente diagrama.

£€:0 M—tsF-".q 1

|
1M\ @l 1Gj
, Y /

£ :0 M-—>Fp-L2-G 1

Obsérvese que por el Lema 3.2.8 los grupos F y E’ son isomorfos, de manera que ain
seguimos conservando parte de la idea de que estas extensiones son muy “parecidas”. La si-
guiente Proposicion muestra que esta relacion es de equivalencia y esto nos permite agrupar
en conjuntos ajenos a todas aquellas extensiones que son equivalentes.
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Proposicion 3.2.10. La relacion de la definicion 3.2.9 es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sea& : 0 —» M —3 E -5 G —> 1 una extensioén, claramente el morfismo
identidad 15 : £ — E hace conmutar el diagrama

£€:0 M—tsE-LtsqQ 1

£:0 M—sE-LtsqQ 1
y asi la relacion es reflexiva.

Sila extension € : 0 — M —» E 25 G — 1 es equivalente a la extension

&:0—o M ANy AN TN 1, entonces existe un morfismo ¢ : £ — E’ tal que
pi =1y p'p = p, es decir, el diagrama

£:0 M—=F-2L-q 1

|
11\4\ @l 1Gj
. /

A
£ :0 M—t>p-L2-G 1

conmuta. Por el Lema 3.2.8 tenemos que ¢ es un isomorfismo y asi podemos considerar a
Y : E' — F el inverso de . Veamos que el diagrama

/

&0 M-tsp-T.oq 1

4

£€:0 M—=F-2-q@ 1

conmuta. En efecto,

vl = (i) = (V)i = Lpi =

Y = (P'e) =p' (o) =p'lp =p'
Por lo tanto &’ es equivalente a &, es decir, la relacion es simétrica.

Finalmente, si la extension & : 0 — M B G — 1 es equivalente a la
extensién£’:0—>Mi>E’L/>G—>1y£’:0—>Mi>E’L/>G—>1es
equivalente a la extension &’ : 0 — M Z—N> £ p%/ G — 1, entonces existen morfismos
o:FE—FEyyo:E — E'talesque pi =i, p'p =py i =", p"¢ = p, es decir, cada
cuadrado del diagrama

£:0 M—=E-">q 1
|
ll\/lj @l 1GL
’ M !
£:0 M—~F-rsq 1

1nr

-
<
N
ﬁ\
- = —
~
N
—
Q
-~

=
!

=
Q

&0
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conmuta. Si consideramos la composicion ¢’p, entonces
plp)i= @' (p1) = i’ =i"
P'(@'e) = ") =pe=0p
y asi el diagrama

£:0 M—tsp-LtsG—s1

|
IM] ool 1Gl
=11

v /!
¢ 0—=M-—"+E -+G—>1

también conmuta, lo que demuestra que ¢ es equivalente a £” y por lo tanto la relacién es
transitiva. [

Sean G un grupo y M un G-médulo. Denotaremos por e(G, M) al conjunto de clases
de equivalencia de extensiones de M por GG que preservan la accion.

Para poder clasificar a estas extensiones salvo equivalencia, empezaremos por encontrar
representantes adecuados de cada una de las clases de equivalencia. La siguiente Proposicion
nos da un candidato a considerar en la clase de extensiones que se escinden.

Proposicion 3.2.11. Sean G un grupo y M un G-moédulo. Si la extension
0—M-“EG—1

se escinde y preserva la accion, entonces existe un morfismo ¢ : . — M x G que hace conmutar
el siguiente diagrama.

0 M—-F_* . 1
|
I8, @l 1Gl

. \
0— M- MxG G —>1

Demostracion. Ya que la extension se escinde, por la Proposicion 3.2.2, existe un subgrupo
() C FE tal que todo elemento e € E se escribe de manera tnica como e = i(a)z cona € M
y z € (). Veamos que p|¢ es un isomorfismo.

Sean z,w € @ tales que p(z) = p(w), entonces zw™! € Ker(p) = i(M) yasizw™! = i(c)
para algun ¢ € M. Tenemos las siguientes expresiones para z € () C E

i(0)z =1z =z = (2w ) w = i(c)w,

se sigue de la unicidad, que z = w y por lo tanto p|¢ es un monomorfismo. Por otro lado, si
x € G, existe e € E tal que p(e) = x, ya que p es un epimorfismo. Por hipotesis e = i(a)z
cona € MyzeQ,luego
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es decir, p| es suprayectiva. Si s : G — (@ es el inverso de p|g, entonces s resulta ser una
seccion y por la Proposicion 3.1.4 la estructura de G-moddulo sobre M esta dada como sigue:

Paratodor € Gya e M
i(za) = s(x)i(a)s(x)*

es decir za = 0,(a). Ahora definimos ¢ : E — M x G de la siguiente manera: Si e € F,
e=i(a)zconae MyzeQ

ple) = p(i(a)z) = (a,p(2))

¢ esta bien definido pues a, z son unicos y p|g es un isomorfismo. Veamos que ¢ es un
morfismo. Sean e = i(a)zy f =i(b)w cona, b€ My z, w e Q

a)z - i(b)w)
a)sp(z) - Z(b)w)
(a)s (p(z
(a)

ple- f) =i

(
(

~
.

~.

i(a)i(p(z
(a + p(2)b) zw)

1 1 I
TEE S 8 8 5

I
S
—~ L~
~
~—
S
~—
&
~—
S
o~
—
=
~—
S
~—

Il
©

Si (a,2) € M x G, entonces ¢(i(a)s(z)) = (a,ps(z)) = (a,) y asi ¢ es suprayectiva.
Finalmente, sie = i(a)z € E'y

(0.1) = ¢(i(a)z) = (a,p())

entonces a = 0y plg (2) = p(z) = 1, esto Gltimo implica que z = 1 pues p |g es un
isomorfismo. Por lo tanto e = i(a)z = i(0)1 = 1-1 = 1, es decir, el Ker(p) = 1. Por lo tanto
 es inyectiva. Por ultimo,

pi(a) = ¢(i(a)1) = (a,p(1)) = (a,1) = j(a)

mo(e) = mp(i(a)z) = m(a,p(2)) = p(z) = 1p(z) = pi(a)p(z) = p(i(a)z) = p(e),

es decir, p1 = jy T = p. [
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3.3. Conjuntos factores

Para encontrar al resto de los representantes de las respectivas clases de equivalencia
(en el caso de que existan mas clases), el primer paso que realizaremos sera introducir fun-
ciones que nos permitan comparar que tanto difieren estas extensiones respecto de las que

. . i p ..
se escinden, para ello recordemos que si 0 — M —= E —— G — 1 es una extensién y
s : G — F es una seccidn, entonces para cada x,y € G

p(s(x)s(y)) = ps(x)ps(y) = zy = ps(ay),

es decir, s(z)s(y)s(xy)~! € Ker(p) = Im(i) y por lo tanto existe un tnico elemento a € M
(que depende de x y y) tal que s(z)s(y) = i(a)s(zy).

Definicién 3.3.1. Sean 0 — M —— E %5 G’ — 1 una extensién que preserva la accién
y s : G — E una seccion. Un conjunto factor es una funcion f : G x G — M tal que

s(x)s(y) = if(z,y)s(wy).

Como se mencion6 anteriormente estos conjuntos factores de alguna forma miden lo
que le falta a la seccion s para ser un morfismo y por lo tanto para que la extension se
escinda. Obsérvese que en el caso de que la sucesion se escinda, existe una seccioén que es
un morfismo, cuyo correspondiente conjunto factor es identicamente la funcién cero. Los
siguientes Teoremas caracterizan a estos conjuntos factores.

Teorema 3.3.2. Sean G un grupo, M un G-médulo y0 — M — E 25 G — 1 una
extension que preserva la accion. Si s : G — F es una seccion y f : G x G — M su
correspondiente conjunto factor, entonces:

a) Paratodox,y € G
flx,1)=0= f(1,y)

b) Se satisface la identidad del cociclo: para todo x, y, z € G, se cumple que
f@y) + f(ry,2) = xf(y, 2) + [, y2).

Demostracion.

a) Por hipétesis tenemos que s(z)s(y) = if(z,y)s(ry). Tomando y = 1 y usando el
hecho de que s(1) = 1 (ya que s es una seccidn) se tiene que

s(z) = s(x)s(1) = if(z,1)s(z- 1) = if(z,1)s(x)

lo que implica que if(z,1) = 1, es decir, f(z,1) € Ker(i) = {0} y por lo tanto
f(z,1) = 0. Andlogamente, haciendo x = 1 obtenemos que f(1,y) = 0.
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b) La identidad del cociclo se obtiene de la asociatividad en 'y en G. Para todo =z, v,
z € @G, se tiene que

(s(x)s(y))s(z) = if (z,y)s(xy)s(z)
=if(z,y)if(zvy, z)s(zyz)
=i(f(z,y) + f(zy, 2))s(zyz)

Por otro lado,

s(x)(s(y)s(2)) = s(x)if(y, 2)s(y2)
= s(x)if (y, z)s(x) " s(x)s(y2)
= i(xf(y,2))if(x,yz)s(zyz)

y,z) + fx yz))s xYz)
Se sigue que i (f(z,y) + f(zy,2)) = i(xf(y,2) + f(z,yz)) y como i es inyectiva
f@y) + f(zy,2) = 2 f(y, 2) + f(z,92).

0

En la demostracion del siguiente Teorema se generaliza la construccion del producto
semidirecto de un G-médulo M.

Teorema 3.3.3. Sean G' un grupo, M un G-médulo y f : G x G — M una funciéon que
satisface:

a) Para todox,y € G
fl@,1)=0=f(1,y)

b) Paratodox,y,z € G
xf(y,z) - f('rwa) + f(x,yz) - f(xvy) =0.

. ., Jr Ty .,y
Entonces existe una extension ey : 0 — M —— Ey — G — 1 que preserva la accién y
existe una seccion s cuyo correspondiente conjunto factor es f.

Demostracion. Definimos M Xy G como el conjunto de parejas ordenadas (a,z) € M x G
junto con la siguiente operacion

(a,2)(b,y) = (a+z-b+ f(z,y), zy)

Veamos que M X ¢ G es un grupo con esta operacion.
La operacion es asociativa

((a, x)(b, y)) (c,2) = (a +xb+ f(z,y), xy) (¢, 2)
= (a +xb+ f(z,y) + (xy)c+ f(xy, 2), (xy)z)
= (a+ab+ (zy)c+ f(z,y) + f(zy, 2), 2y2)
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Por otro lado,

(a,2)((b,y)(c, 2)) = (a,2)(b+ye + [(y, 2),y2)
(a +z(b+yc+ fy,2)) + f($,yz),x(yz)>
= (a+ab+z(yc) + f(y,2) + f(z,y2), zyz2)
Finalmente, la igualdad se sigue de que f(z,y) + f(zy,2) =z f(y, 2) + f(z,y2).

El elemento (0, 1) es el neutro de la operacion
(a,2)(0,1) = (a+ -0+ f(z,1),2- 1)
=(a+0+0,x)
= (a, )

(0,1)(a,z) = (0+1-a+ f(1,z),1-z)
=(a+0,2)
:(a’x)

En lo que sigue, las expresiones de la forma —xa conz € Gy a € M se entienden como
—(za), por ejemplo, —z'a = —(z7'a) y a7 f(z,27") = — (27 f(x,27")). Habiendo
dicho lo anterior, el inverso de (a,z) es (—z~'a — x7! f(x,27"),z7"), para verificar esto
ultimo, observemos que de la identidad del cociclo

vf(y,z) — flxy,2) + fz,yz) — f(z,y) =0
y de las sustituciones y = 7! y 2 = x, se obtiene lo siguiente:
0=af(z7" 2) — flae™" 2) + f(z,27'2) = flz,27)
=af(z72) = f(La) + f(z,1) — flz,27")
=xf(x” ,x) 0+0— f(z,z71)
=zf(z7! 2) — flz,27")
Multiplicando esta ultima igualdad por z~! obtenemos que f(z~ %, z) — 271 f(z,27!) = 0.

Luego,

(a,2)(—27'a — 2" f(z, 2~

<a+a: —zla— a7 fz,27h)) + f(x,x_l),xx_l)
(a —z(z7 flz,2™)) + f(z,27h), 1)
(a—a— _1)+f(3:,:1:_1),1)

=(0,1)

y

(—zla—a7 flz,a™), 27 ) (a,2) = (—ala— a7 flz,a™") a7 la+ fla™ 2), 27 )

= (f(:p_l, z) — 2 f(z,27h), 1)
= (07 1)
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Por lo tanto M ¢ G es un grupo.

Desde luego, las funciones j; : M — M xy Gy s : M xy G — G definidas como
jr(a) = (a,1) y m¢(a, x) = x resultan ser morfismos. Claramente j; es un monomorfismo,
7 un epimorfismo y Im(j;) = {(a,1) : @ € M } = Ker(my). Por lo tanto la sucesién

8f10—>Mi>M>4fG1>G—>1

es una extension de M por G. Solo resta ver que la extension construida preserva la accion,
para ello elegimos una seccién r : G — M x ¢ G, dicha seccion es de la forma r(z) = (¢, x)
para algun c € M, entonces

r(z)js(a)r(z)™" = (e, 2)(a, 1)(c, )"
= (c+aza+ f(z,1),2-1)(—z e — a7 fz,a™"),27")

= (c+aa,a) (—a e — a  f(z, 2, )

(c +za+z(—zlc—a fz,ah) + flz,a7"), 2 x’1>
= (c +za—z(z'e) —x(a fz,27h) + flz,a™h), 1)
= (ct+za—c—flz,27) + f(z,27"),1)

Por dltimo, la funcién s : G — M x; G, donde 5 : © (0, ), es una secciéon cuyo
correspondiente conjunto factor es f. En efecto,

s(x)s(y)s(zy) ™ = (0,2)(0,)(0, zy) ™"
= (0+2-0+ f(w,y),ay) (—(ey) "0 = (wy) " f (wy, (2)"). (29) )
= (f(@,y), wy) (~(on) " F (g, () 7). (am) ")

(f(x,y +wy( (zy) " f (. (:Uy)’l)> + f(=y, (wy)’l),(fry)(xy)”)

(Fl@.y) = F @y, () ™) + £ 2y, (29) 7). 1)

= (f(z,9),1)

= jifl(z, )

es decir, s(z)s(y) = js f(z,y)s(zy). O

El siguiente Corolario es consecuencia de las dos Proposiciones anteriores.

Corolario 3.3.4. Sean G un grupo y M un G-mddulo. Una funcion f : G x G — M es un
conjunto factor si y solo si satisface la identidad del cociclo: para todo x, y, z € G

xf(y,z)—f(xy,z)+f(x,yz)—f(m,y) =0

y para todox,y € G
fl@,1) =0=f(1,y).
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El Corolario 3.3.4 nos da la ventaja de poder caracterizar a los conjuntos factores pres-
cindiendo de la extension y de la seccion usadas en su definicién. Por otro lado, podemos
considerar la funcién en la que a cada conjunto factor f se le asigna la clase [¢¢] y es natural
preguntarnos si esta funcion es inyectiva, suprayectiva o biyectiva.

Teorema 3.3.5. Sean G un grupo, M un G-médulo y
0—M-S5ELG—1

una extension que preserva la accion. Entonces existe un conjunto factor f y un morfismo
¢ : E — M x¢ G que hace conmutar el siguiente diagrama

0—M—* g2 . qg—+1

N

0—M—EMx; GG —>1

Demostracion. Sea s : G — F una seccioén y sea f su correspondiente conjunto factor, es
decir, s(z)s(y) = if(z,y)s(xy). Por la Proposicién 3.1.3 tenemos que s(G) es un sistema
completo de representantes de clases laterales derechas de M’ := Im(i) en E. Por lo tanto,
sie € F entonces M'e = M's(z) para un unico x € G, asi e = i(a)s(x) y ademas esta
expresion es Unica. Definimos ¢ : E — M ¢ G como

p(e) = ¢(i(a)s(z)) = (a,z),
ya que a, x son unicos ¢ es una funcién biyectiva. Ahora veamos que ¢ es un morfismo.
Sean e =i(a)s(x)y f =i(b)s(y), entonces

plef) = p(ila)s(x)i(b)s(y))

= ¢ (i(a)s(x)i(b)s(x) " s(x)s(y))
(ia)i(xb)if (x,y)s(zy))
((a+xb+f:x y))s( a:y)

2

P\

= P\t

= (a+ab+ f(z,y),2y)
(a,2)(b,y)

i

2

Finalmente, el diagrama conmuta puesto que sia € M y e = i(a)s(z) € E, entonces
(poi)(a) =p(i(a) = ¢(i(a)s(1)) = (a,1) = js(a)

y

(rpop)(e) = 75 (1 (i(a)s(2) ) = m4(a,2) = 2 = L-w = pila)ps(x) = p(i(a)s(x)) = ple),

es decir, poi = jry s 0 = p. 0
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Lema 3.3.6. Sean G un grupo, M un G-méduloy 0 — M — E 25 G — 1 una exten-
sion que preserva la accion. Si s yr son secciones con conjuntos factores f y g respectivamente,
entonces existe una funciéon h : G — M con h(1) = 0 tal que para todo z, y € G

9(z,y) — f(z,y) = zh(y) — h(zy) + h(z).

Demostracion. Para cada x € G, r(x)s(x)~" € Ker(p) = Im(i), podemos entonces definir a
la funcién h : G — M donde h(z) es el tnico elemento en M tal que i (h(z)) = r(z)s(z) ™",
es decir, r(z) = i(h(z))s(z) y asi tenemos lo siguiente

i(0) =1=7r(1)=1d(h(1))s(1) = i(h(1)) -1 =1i(h(1)),

se sigue que h(1) = 0. Por otro lado,

r(z)r(y) = i(h(z))s(@)i(h(y))s(y)
= i(h(x))s(x)i(h(y))s(z) " s(z)s(y)
= i(h(x))i(zh(y))s(z)s(y)
= i(h(x) + zh(y))i(f(z,y))s(zy)
= i(h(x) + zh(y) + f(2.y))i(hlzy)) r(zy)
= i(h(z) + 2h(y) + f(z,9))i(=h(zy)) (ig(z,y)) " r(z)r(y)
= i(h(x) + zh(y) + f(z,y) = h(zy))i(=g(z,y))r(z)r(y)
= i(h(x) + 2h(y) + f(z.y) — h(zy) — g(a,y))r(z)r(y)

Se sigue que i(h(z) + zh(y) + f(z,y) — h(zy) — g(z,y)) = 1 = i(0), por lo tanto
h(z) + 2h(y) + f(2,y) = h(zy) = g(z,y) = 0,

es decir, g(z,y) — f(z,y) = zh(y) — h(zy) + h(x). O

Definicién 3.3.7. Sean G un grupo y M un G-méddulo. Una funcién g : G x G — M es
una cofrontera si existe una funciéon h : G — M con h(1) = 0 tal que para todo z, y € G,

9(z,y) = zh(y) — h(zy) + h(z).

Por lo tanto, el Lema 3.3.6 afirma que si s y r son secciones con conjuntos factores f y
g respectivamente, entonces f — g es una cofrontera.

Definicioén 3.3.8. Sean GG un grupo y M un G-méddulo. Definimos

Z2(G,M) = {f :G x G — M | f es un conjunto factor}

B*(G,M) = {g :GxG— M |gesuna cofrontera}.
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Enseguida veremos que estos dos conjuntos admiten estructura de grupo abeliano bajo
la suma puntual de funciones y que ademés B?(G, M) resulta ser un subgrupo de Z2(G, M).

Proposicion 3.3.9. Si G es un grupo y M un G-médulo, entonces Z*(G, M) es un grupo
abeliano bajo la suma puntual, es decir, si f, [ € Z*(G, M)

f+ 1 (y) — flay) + fzy),
y B2(G, M) es un subgrupo de Z*(G, M).
Demostracion. Si fy f’ son conjuntos factores entonces para todo x, y, z € G

(f + £)(x,1) = fle, 1) + f'(z,1) =0
(F+ )Ly =f(Ly) + 1y =0

e(f+ ) 2) = (f+ )y, 2) + (f + ) (@y2) = (F+ 1) (2,y)
= zf(y,2) +xf'(y,2) — f(zy,2) — f(zy,2) + f(x,y2)
+f(@,yz) — f(z,y) — ['(2,y)
= af(y,2) — f(ay,2) + f(z,y2) — f(z,y)
+a f'(y, 2) = f(wy, 2) + f(x,y2) — [z, y)
= 0

Por lo tanto f + f’ también es un conjunto factor.

La asociatividad de la suma en Z?(G, M) se sigue de la asociatividad en M.

La funcion fy(x,y) = 0 para todo z, y € G es un conjunto factor y es el neutro en
Z3(G,M).

Si f es un conjunto factor, entonces g(z,y) := — f(z, y) también es un conjunto factor
pues para todo z, y, z € G

:[;g(y, Z) — g(:vy, Z) + g(%yz) - g(IL“,y)
= —I'f(y, Z) + f([L‘y,Z) - f(x7y2> +f<$’y)
= —(2f(y,2) = flay, =) + f(2,92) = f(z,))
= 0

ademas (f +9)(z,y) = f(z,y) +g(z,y) = f(z,y) + (—f(z,y)) = 0. Finalmente, el grupo
es abeliano ya que si f, f' € Z*(G, M)

(f+ 1) (y) = flay) + fley) = @y + fla,y) = (f + f)(@y)
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esdecir f+ f'= "+ f.
Ahora veamos que B*(G, M) es un subgrupo de Z?(G, M ). Para empezar B%(G, M) es
un conjunto no vacio, ya que la funcién fy(z,y) = 0 para todo z, y € G es una cofrontera.
Sea g € B*(G, M), entonces existe una funcién h : G — M con h(1) = 0 tal que para
todoz,y € G

9(z,y) = zh(y) — h(zy) + h(z).

De lo anterior tenemos que:

29(y,z) — 9(xy, 2) + g(x,y2) — g(z,y)
= z(yh(z) — h(y2) + h(y)) — (zyh(z) — h(zyz) + h(zy))
+(zh(yz) — h(zyz) + h(z)) — (zh(y) — h(zy) + h(z))
= ayh(z) — zh(yz) + zh(y) — xyh(z) + h(xyz) — h(zy)
+zh(yz) — h(zyz) + h(x) — xh(y) + h(zy) — h(x)
= 0
Por lo tanto, g es un conjunto factor, es decir, g € Z*(G, M) y asi B*(G, M) C Z*(G, M).

Por tltimo, si g, ¢ € B?*(G, M), entonces existen funciones h, i’ : G — M tales que
h(1) =0=h/(1) y paratodo z,y € G

9(z,y) = zh(y) — h(zy) + h(z)
g'(z,y) = zh'(y) = I (zy) + B'(x)
definimos b : G — M, h" : © — h(x) — h/(x), entonces h"(1) = h(1) =K' (1) =0—-0 =

y
(9—9)(x,y) =g(z,y) — g'(z,9)

= zh(y) — h(zy) + h(z) — (ah/(y) — W (zy) + W' (2))
= xh(y) — h( y) + hiz) - Ih'( )+ W (zy) — ' (x)
=z(h(y) — W' (y)) — (h(zy) — W' (zy)) + h(z) — I'(z)
=ah"(y) — h"(fcy) W (;,;)
es decir, g — ¢’ es una cofrontera. [

Posteriormente demostraremos que el segundo grupo de cohomologia H*(G, M) es iso-

morfo al grupo Z*(G, M)/B*(G, M).
Lema 3.3.10. Sean G un grupo y M un GG-médulo. Dos extensiones
£ 0—M-"SE2G 1y ¢ 0—M-SE a1

que preservan la accion son equivalentes si y solo si existen conjuntos factores f de& y f' de &’
tal que f — ' es una cofrontera.
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Demostracion. Sean s : G — E'y s’ : G — E' secciones de las extensiones £ y £’ respecti-
vamente.

Supongamos que las extensiones son equivalentes, es decir, existe un morfismo
¢ F — FE'tal que pi = i’ y p'o = p. Sea f el correspondiente conjunto factor de la
seccion s, esto es, para todo z, Y € G

s(x)s(y) = if(z,y)s(zy).
Definimos r : G — E’ como r := s y afirmamos que r es una seccion de la extension

"0 — M -5 E' 25 G — 1 que también tiene a f como conjunto factor. En efecto,
q ]
paratodor,y € G

pr(z) =p'es(z) = ps(z) =,
es decir, p'r = 1g y
r(z)r(y) = ps(x)es(y)
= p(s(2)s(y))
= o(if(z,y)s(xy))
= (i) f(z,y)es(zy)
=i'f(z, y)r(zy)
Finalmente, por el Lema 3.3.6 f — f’ es una cofrontera.
Reciprocamente, supongamos que existen conjuntos factores f y f’ de las extensiones £

y & respectivamente tal que f — f’ es una cofrontera, esto es, existe una funcion h : G — M
con h(1) = 0 tal que para todo z,y € G

flz.y) = fi(z,y) = zh(y) — h(zy) + h(z)
o lo que es lo mismo,
f(z.y) + h(zy) = zh(y) + f(z,y) + h().

Supongamos ademas que s y 7 son las secciones asociadas a los conjuntos factores fy f’
respectivamente, asi cada elemento e € F y ¢/ € E’ se expresan de manera Ginica como
e=1i(a)s(x)ye =i(c)r(z) cona,c € Myux, 2z € G.Definimos ¢ : E —E’ mediante

p(e) = p(i(a)s(z)) =i (a+ h(z))r(z)
Primero veamos que ¢ es un morfismo. Sean e = i(a)s(x) y | = i(b)s(y) € E, entonces
ple-1) = @(i(a)S(x)i(b)S(y))

(z a b) (2))s(2)s(y) )
= o(i(a)i(zb)s(z)s(y))
= o (i( a+xb zf z,y)s(zy))
@(z a+ab+ f(z,y))s (xy))
=i (a+ab+ f(z,y) + h(zy))r(zy)
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=i (a+ab+zh(y) + f'(z,y) + h(z ))T(:cy)

<a+h( )+ z(b+hy) + f(x y)

= (a+n(@))i (2(b+ h(y)) )i (@, y)r(zy)

(20 + h(y)) )r()r

mw(mwwwm yumw

7' (b+ h(y))r(y)

~— —
/N

pple) = p'o(i(b)s(x))
=/ (b4 h(@))r(@))

= p'z"(b + h(a:))p’r(a:)
1.2

— pifb) - ps()

= p(i(b)s(x))

= p(e)

Por lo tanto, @i = ' y p'¢ = p y asi las extensiones £ y £ son equivalentes. H
¥ ypey y y q

Teorema 3.3.11 (Schreier). Sean G un grupo y M un G-méddulo. Existe una biyeccion
Y Z*(G, M)/B*(G, M) — e(G, M)
tal que 1)(0) = [¢] donde ¢ es la extension
00— M- MGG —1.
Demostraciéon. Definimos v : Z%(G, M)/B*(G, M) — e(G, M) mediante
v(f+BAG M) = ]
donde wy es la extension

Wf0—>ML>MNfGl>G—>1
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Esta funcién esta bien definida, puesto que si f + B*(G, M) = f’ + B*(G, M), entonces
f — f € B*(G, M)y por el Lema 3.3.10 las extensiones w; y wy son equivalentes y asi
[w¢] = [wp]. Ahora veamos que 9 es inyectiva, para ello, supongamos que

o+ BAG, M) =[] = lwp] = v (/' + BXG, M),

La extension wy tiene a f como conjunto factor y ya que wy es equivalente a wy, f también
es un conjunto factor de la extensiéon wy y por el Lema 3.3.6, f — f' € BQ(G, M), es decir,
f + B*G,M) = f"+ B*G,M). La funcién ¢ también es suprayectiva, ya que si

(€] € e(G, M), por el Teorema 3.3.5, existe un conjunto factor f tal que la extensiéon &
es equivalente a wy y por lo tanto

U (f+BAG. M) = ) = [¢)
Por dltimo, si f = 0, entonces M x; G = M x G es el producto semidirecto de M por G'y

wfzs:O—>Mi>M>4Gi>G—>1.



Capitulo 4

Derivaciones y H' (G, M)

En este capitulo damos una descripcion del primer grupo de cohomologia H' (G, M)
en términos de clases de equivalencia de derivaciones. Al final del capitulo usamos esta
descripcion y la teoria desarrollada en el Capitulo 3 para demostrar el Teorema de Zassenhaus
el cual establece condiciones necesarias pero no suficientes para que un grupo finito G con
K <1 G sea un producto semidirecto de K por G/ K.

4.1. Automorfismos estabilizadores

Definicion 4.1.1. Sean GG un grupo, M un G-méduloy 0 — M 3 E -2 G—>1una
extension. Un automorfismo ¢ : £ — £ es un estabilizador de la extension si el siguiente
diagrama conmuta

0 M—sE-2.G
1Ml Y g
0 M —- .G

1

E
Si G es un grupo, M un G-méduloy 0 — M s E 25 @ —> 1 una extensién,
definimos el conjunto

Stabg (G, M) = {cp : E — E'| v es un automorfismo estabilizador},

esto es, el Stabg (G, M) es el conjunto de todos los automorfismos estabilizadores de la ex-
tension. Posteriormente veremos que Stabgr(G, M) es un grupo abeliano bajo la composi-
cion de funciones.

Lema 4.1.2. Sean G un grupo, M un G-médulo y 0 — M 5 F % G — 1una
extension que preserva la accion. Entonces ¢ : E — E € Stabp(G, M) si y solo si existe una
funcion d : G — M tal que:

a) Para toda seccion s : G — F,
e(i(a)s(z)) =i(a+d(z))s(z)

59
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b) Para todo x,y € G se tiene que d(xy) = xd(y) + d(x).
Demostracion.

a) Sea s : G — M una seccidn, por hipotesis i = 7y pp = p, entonces paracadaxr € G
se tiene que

T ———
= ps(x)(ps(z))

=gz !

=1,

es decir, ¢(s(z))s(z)™' € Ker(p) = Im(i), por lo que podemos definir a la funcién
d : G — M donde d(z) es el tnico elemento en M tal que

i(d(z)) = ¢(s(x))s(z) "

Por lo tanto, ¢(s(z)) = i(d(z))s(z). Sie € E, entonces ¢ = i(a)s(x) y ademas esta
expresion es unica, asi

I
-~
—
IS
_l’_
2
=
~—
2
Na¥

Ahoraveamos qued : G — M esindependiente de la eleccion de la seccidon s. Para ello
consideremos 7 : G — M otra seccidn, dicha seccién induce una funciond’ : G — M
donde d'(z) es el unico elemento en M tal que

i(d'(z)) = (r(z))r(z)~"

Por otro lado, s(z)"'r(z) € Ker(p) = Im(i), ya que s y 7 son secciones. Se sigue que
r(z) = s(z)i(a) para algun a € M. Entonces,

de la inyectividad de 7 se sigue que d'(x) = d(x).
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b) Seanz,y € G'y f el correspondiente conjunto factor asociado a la seccion s, entonces

s(x)s(y) = if(x,y)s(wy)

Evaluaremos a ¢ de dos maneras. Por un lado tenemos que

p(s(2)s(y)) = ¢(s(2))(s(y))
=i(d(z))s(x)i(d(y))s(y
— i(d(x)) (sa)i(dl y>) ) sl@)s(y)
= i(d(z))i(2d(y))if (=, ) (zy)
= i(d(z) +2d(y) + f(z,y))s(zy)

Por otro lado,
o(s(x)s(y)) = @(if(x,y)s(zy))
= o(if(x,y))e(s(zy))
= if(z,y)i(d(zy))s(zy)
= i(f(x,y) + d(zy))s(zy)

se sigue que i(d(z) + zd(y) + f(z,y)) = i(f(z,y) + d(zy)) y como i es inyectiva
d(z) + zd(y) + f(z,y) = f(z,y) + d(zy). Por lo tanto, d(zy) = xd(y) + d(z).

Reciprocamente, si existe una funciéon d : G — M que satisface los incisos a) y b) y
s : G — FE es una seccidn, entonces

d(1)=d(1-1)=1-d(1) +d(1) =d(1) +d(1)
por lo tanto d(1) = 0. Luego paracadaa € M ye =i(a')s(x) € E
pi(a) = p(i(a)s(1)) =i(a+d(1))s(l) =i(a+0) = i(a)

pe(e) = p(s@(i(a’)S(x)))
— p(i(a’ + d(x))s(x))
= pi (a' + d(:v))ps(:v)
=lx
= pi(a’)ps(v)
= p(i(a)s(x))

= p(e).

Daremos un nombre a aquellas funciones que satisfacen el inciso b).
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4.2. Derivaciones

Definicién 4.2.1. Sean G un grupo y M un G-médulo. Una derivacion (o homomorfismo
cruzado) es una funcion d : G — M tal que paratodo z,y € G

d(zy) = xd(y) + d(x).
Denotaremos por Der(G, M) al conjunto de todas las derivaciones.

Ejemplo 4.2.2. Sean GG un grupo, M un G-méduloy a € M. Lafunciéon d, : G — M dada
por
do(z) = za —a

es una derivacion, pues

xdy(y) + do(x) = x(ya —a) + za —a
=x(ya) —zra+za—a
= (zy)a—a
= da(zy).

Definicion 4.2.3. Sean GG un grupo y M un G-moédulo. Decimos que d : G — M es una
derivacion principal si existe a € M tal que

d(z) =za—a
para todo x € G.

Denotaremos por PDer(G, M) al conjunto de todas las derivaciones principales. A con-
tinuacion enunciamos algunas de sus propiedades.

Proposicion 4.2.4. Sean G un grupo y M, N G-médulos. Entonces
a) Der(G, M) es un grupo abeliano bajo la suma puntual de funciones.
b) PDer(G, M) es un subgrupo de Der(G, M ).
c) Si M es un GG-moédulo trivial, entonces

Der(G, M) = Hom(G, M).

d) Sif: M — N esun G-morfismo yd € Der(G, M), entonces f o d € Der(G,N).
Demostracion.

a) Se verifica facilmente.
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b) La funcién dy(z) = 0 para todo = € G, es una derivacioén ya que
zdo(y) + do(x) = - 040 = 0 = do(zy)

por lo tanto PDer(G, M) # () y ademés PDer(G, M) C Der(G, M). Por dltimo si d,
d'" € PDer(G, M) entonces existen a, a’ € M tales que

dz)=rxa—a y d(x)=zd —d
para todo z € G. Asi

(d—d)(z) =d(z) — d'(z)
=za—a—xd +d

=x(a—ad)— (a—d)
Por lo tanto, d — d’ € PDer(G, M).
c) Sid € Der(G, M), entonces
d(xy) = zd(y) + d(x) = d(y) + d(z) = d(z) + d(y),

donde la segunda igualdad se tiene porque M es G-trivial. Por lo tanto,
Der(G, M) C Hom(G, M). De la misma manera se obtiene la otra contencion.

d) Paratodox,y € G

O

Proposicion 4.2.5. Sean G un grupo, M un G-modulo y(0 — M 5 E -2y G —> 1 una
extension. Entonces

a) Stabp (G, M) es un grupo bajo la composicion de funciones.

b) Existe un isomorfismo de grupos
o : Stabg(G, M) — Der(G, M),

donde () = d si p(i(a)s(x)) = i(a + d(x))s(z). En particular, Stabg(G, M) es un
grupo abeliano.

Demostracion.
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a) Sean @, ¢’ : E — E € Stabg(G, M), entonces los siguientes diagramas conmutan

b)

0 M—tsp-2.q 1 0 M—tsp-2.q 1
1ML @’ 1Gl 1Ml l‘P 1Gj
0 M .G 1 0 M—tsp-2.q 1

es decir, ¢'i =i, p' = py i =1, pp = p. Por lo tanto,
(pp')i = @) = pi =i

y

!/

p(pe’) = (o)’ =pe' =p

y asi el siguiente diagrama conmuta

0 M—t-EF-?.q 1

N

0 Mg 2.q 1

Se tiene entonces que la composicion de funciones es una operacion cerrada en
Stabp (G, M). La asociatividad se sigue de la asociatividad de la composicién de fun-
ciones. La identidad 15 : F — F € Stabg(G, M) y es neutro para la operacion. Por
ultimo, si ¢ € Stabp (G, M), ¢ es un isomorfismo y podemos considerar a ¢ la inversa
de ¢, es decir, 0 = 1y y ¥¢ = 1g. Entonces,

Vi =P(pi) = (Yp)i = 1pi =i

y
pY = (pp) = p(wy) = plg = p,

es decir, el siguiente diagrama conmuta.

y asi ¢ € Stabg(G, M).

Sea s : G — F una seccidn. Si ¢ € Stabp(G, M) entonces por la Proposicion 4.1.2
existe d € Der(G, M) tal que ¢(i(a)s(x)) = i(a + d(x))s(z). Es facil demostrar que
dicha derivacion es tnica, por lo que podemos definir o : Stabg(G, M) — Der(G, M)
como () = d. Veamos que o es un morfismo de grupos.

Sean o, ¢’ € Stabp(G, M)y d,d € Der(G, M) tales que

gp(i(a)s(x)) = z'(a + d(x))s(x)
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y
¢ (i(a)s(z)) =i(a+d(x))s(z),

es decir, o(p) = dy o(¢’) = d'. Se tiene lo siguiente

(o) (i(a)s()) = (' (i(@)s(x)))
e(ila+d(@)s()
(a+d(2)) +d())s(a)
a+ (d+d)(x))s(x)

'). Finalmente, para ver que o es un isomor-

) — Stabg(G, M) donde

1

1

entonces o (') =d+d = o(p) + o
fismo exhibimos su inversa 7 : Der(G,
7(d) : E — E esta dada por

7(d) (e =i(a)s(z)) =i(a+ d(z))s(z)

obsérvese que por el Lema 4.1.2, 7(d) € Stabp(G, M). Claramente o(7(d)) =
para todo d € Der(G, M), es decir, 0T = lpeg,m). Sean ¢ € StabE(G,M
d € Der(G, M) tales que ¢(i(a)s(z)) = i(a + d(z))s(z), esto es, o(p) = d. E

tonces,
(ro)() (ia)s(z)) =

iﬁ

| |
€ =
<.
= +
SN—
&
5 B
= —
[VA)
—
K
N—

Por lo tanto, (70)(y) = ¢ para todo ¢ € Stabg(G, M), es decir, 70 = Lgiap,, (1)
O

No es obvio que Stabg (G, M) sea un grupo abeliano, ya que la operacion esta dada por
la composicion de funciones. Esto se concluye del inciso b) de la Proposicion 4.2.5.

Corolario 4.2.6. Sean G un grupo y M un G-médulo. Si
0—M-SE-5HG—1 vy 0— M-S E-5G6—1
son dos extensiones de M por G, entonces Stabp (G, M) ~ Stabg:/ (G, M).

Demostracion. Ambos grupos Stabg(G, M) y Stabg:(G, M) son isomorfos a Der(G, M ).
0

Teorema 4.2.7. Sean G un grupo, M un G-modulo y 0 — M 3 E -G —> 1una
extension que preserva la accion. Entonces

Stabp(G, M)/ (Inn(E) N Stabg(G, M)) ~ Der(G, M)/PDer(G, M).
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Demostracion. Sea s : G — E una seccidn, por el inciso b) de la Proposicion 4.2.5, existe un
isomorfismo o : Stabg(G, M) — Der(G, M), donde

olp)=d si p(i(a)s(z)) =i(a+ d(z))s(z).

Veamos que o (Inn(E) N Stabp (G, M)) = PDer(G, M). Sea ¢ € Inn(E) N Stabp(G, M), ya
que ¢ € Stab(G, M) se tiene que @i = i. Por otro lado, existe ¢ € F tal que p(e) = cec™
para todo e € FE, pues ¢ € Inn(E). Afirmamos que ¢ € Im(i). En efecto, sea a € M,
ci(a)c™t € Im(i) puesto que Im(i) < E, asi ci(a)c™* = i(b) para algin b € M. Entonces

ci(a)e™h =i(b) = ¢ (i(b)) = ci(b)c ",

—1

)

se sigue que i(a) = i(b) y asi a = b. Se tiene que ci(a)c™' = i(a) o equivalentemente que
ci(a) = i(a)c para todo a € M, es decir, ¢ € Z(Im(i)) = Im(i), ya que Im(i) es abeliano.

Sea a9 € M tal que i(a,) = ¢y sea d € Der(G,M) tal que
¢(i(a)s(x)) = i(a + d(z))s(z). Tenemos lo siguiente

p(i(a)s(x) )

ci(a)s(x)c™?

(ag)i(a)s(x)i(ag) ™"

(00)i0) (5(@)i(—a0)s(x) ) 3()
i(ag)i(a)i(—wao)s(x)

(

i(ap + a — xag)s(x)

(a+d )

I ||
~.

I
~.

Se sigue que d(x) = ag — zao, es decir, d € PDer(G,M) y o(¢) = d, por lo tanto
o(Inn(E) N Stabp(G,M)) C PDer(G, M). Reciprocamente, si d € PDer(G, M), existe
ag € M tal que d(z) = zay — ag para todo x € G. Si definimos ¢ : F — E como

p(e=1i(a)s(z)) = i(a+d(z))s(z),

entonces ¢ € Stabp(G, M) y ademas

p(e=1i(a)s(z)) =i(a+d(z))s(z)
=i(a+ zay — ap)s(x)
ap + a + zag)s(z)

1
(
(=
(—ao)i(a)i(zag)s(z)
(a) ™" )
(
(

=1

I
o~

ap) ™ "i(a) (s(w)i(ao
ap)”"i(a)s(x)i(ao)
)

= i(ap) 'ei(ap)

s(x))s(x)

=1

=1

es decir, ¢ es la conjugacién por i(ag) ~'. Por lo tanto d = o(¢) € o (Inn(E)NStabp(G, M)).
O
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Por el inciso d) de la Proposicion 4.2.4 tenemos que: Si f : M — N es un G-morfismo y
d € Der(G,M), entonces f o d € Der(G,N) y asi podemos definir a la funcién
f« : Der(G, M) — Der(G, N) como

fild) = fod
Tenemos las siguientes propiedades.
Proposicion 4.2.8. Si f : M — N yg: N — L son G-morfismos. Entonces
a) f.: Der(G, M) — Der(G, N) es un morfismo de grupos abelianos.
b) (9f)« = 9.t
¢) Sily : M — M es la identidad en M, entonces (1r1)« = Lperc,m)-

Demostracion.

a) Seand, d’ € Der(G, M)y a € M. Entonces,

(feld+d))(a)= (fo(d+d))(a)
(d+d')(a))
)

=f((

= f(d(a) + d'(a))

(d(a)) + f(d'(a))
(fod)(a)+ (fod)(a)
—(f od+fod’)()

= (fuld) + fu(d))(a)

Por lo tanto, f,(d + d') = f.(d) + f.(d').
b) (9f)«(d) = (9f)d = g(fd) = g.(fd) = g.(f«(d)) = (g..f)(d).

O

La Proposicion anterior nos dice que si G es un grupo, entonces la asignacion
Der(G, _) : zcMod — Ab definida por Der(G, _)(M) = Der(G, M) y Der(G,_)(f) = f« es

un funtor covariante.

Proposicion 4.2.9. Sea G un grupo. Entonces, existe un isomorfismo natural
7 : Homy(Ilg, ) — Der(G,_),

donde I es el ideal de aumento.
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Demostracion. Sean M un G-moédulo y ¢ : I¢ — M un G-morfismo, si definimos
¢ G — M como

P'(z) =p(x—1)
Entonces ¢’ resulta ser una derivacion. En efecto,
' (zy) = (xy — 1)
=@y —1)+(z—1))
=ap(y —1) + oz —1)
= 2¢'(y) + ¢ ()
Definimos 7 : Homyi(Ig, M) — Der(G, M) mediante 75/(¢) = ¢'.

a) Ty es un morfismo de grupos abelianos, ya que

(e +9)(x) = (¢ +¢)(2)

= (p+¢)(z—1)
=z —1)+¢(-1)
= ¢'(z) + ' (v)

= (¢' +¢')(z)

= (Tar () + T () ()

Por lo tanto, 7 (¢ + ©) = mar() + Tar ().

b) T es suprayectiva. Por la Proposicion 1.3.3 el ideal de aumento /¢ es un grupo abe-
liano libre con base el conjunto

X={z—-1:2€G\{1}}
Sid € Der(G, M), definimos d: X — M mediante
d(z — 1) = d(z),

esto induce un tGnico morfismo de grupos ¢ : I — M tal que p|x= d. Para verificar
que ¢ es un G-morfismo basta demostrar que p(z(y — 1)) = z¢(y — 1) para todo
r € Gyy € G\ {1}. En efecto,

= pley—1—(z—1))

=y —1) —p(z—1)
=d(zy—1)—d(z —1)
= d(zy) — d(x)

= zd(y)
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Finalmente,

mi(p)(z) = ¢'(2)
=p(z—1)
=d(z—1)
=d(x)

Por lo tanto, 7/ (¢) = d.

¢) Ta es inyectiva ya que si ¢ € Ker(7)), entonces para todo z € G\ {1}

p(x—1) = ¢'(v) = Tn(p)(z) = 0
Por lo tanto, ¢ = 0.

d) Parala naturalidad, si ¢ : M — N es un G-morfismo, entonces el siguiente diagrama
conmuta
Hong(fg, M) ﬂ> DBF(G, M)

o Jo

Homgg(Ig, N) —= Der(G, N)
En efecto,

(T8 ) () = T (0:(9))
= 75 (0p)
= ()
= ¢y’
= o.(¢)
= ¢y (TM(SD))
= (¢x71)()

Teorema 4.2.10. Sean G un grupo y M un G-modulo. Entonces
HY(G, M) ~ Der(G, M)/PDer(G, M).

Demostracion. Aplicando el funtor Homy(_, M) a la resolucion reducida de B(G) de la

Proposicion 2.4.4, obtenemos el complejo

—)

0 — Homgzg( By, M) i> Homyg(By, M) £> Homzg (B, M) — - -+

Por definicion H(G, M) = Ext,(Z, M) = Ker(d})/Im(d).
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Sea  : By — M € Ker(d}) , entonces para todo z, y € G
0=d5()[z | 9]
= ddsz | Y]

= 0([y] — [zy] + [x])
= 20[y] — o[zy] + o[x].

Se sigue que d[xy] = xd[y] + d[x] y por lo tanto §|z€ Der(G, M). Definimos
Y : Ker(dy) — Der(G, M) como
$(0) = dla

Claramente 1) es un morfismo de grupos abelianos.
a) 1 es inyectiva ya que si § : By — M € Ker(1)), entonces para todo z € G
0 =9(0)[z] = dlc [2].
Por lo tanto 6 = 0, ya que B es libre sobre G.

b) 1 es suprayectiva. Sea p € Der(G, M), entonces existe un unico ZG-morfismo
p: By — G tal que p |¢g= p pues B; es un ZG-moddulo libre sobre G. Ademas,
paratodo z,y € G

dy(p)[z | Yl = pdafx | y]

= p(zy] — [zy] + [2])
= 2ply] — plzy] + plz]
= wply] — plry] + plz]

asi p € Ker(d3) y ¢(p) = pla= p.
Por lo tanto, ¢ : Ker(dy) — Der(G, M) es un isomorfismo el cual induce un morfismo
¢ : Ker(dy) /Im(d}) — Der(G, M) /v (Im(d}))

el cual también es un isomorfismo. Solo resta verificar que 1/)(Im(d’{)) = PDer(G, M), para
ello, sea ¢ € Homz(By, M) y seaag = ¢([ |) € M. Tenemos que

(pdi)le [2] = pdifa] = @(z[ ] = [ ]) = ¢l ] — o[ ] = zao — a.

Se sigue que, ¥ (di(¢)) = W(pdi) = (pdi) |cE PDer(G,M). Por lo tanto,
¢ (Im(d})) C PDer(G, M). Reciprocamente, si p € PDer(G, M), entonces existe ag € M tal
que p(z) = wag — ag para todo = € G. Definimos ¢ : By — M como ¢ ([ ]) = ao, entonces

(pdi)lg [] = edi[z] = @(x[ | = [ ]) =zl | — @[ ] = zao — ag = p[z].

Por lo tanto, p = (i) |e= ¥ (pds) = ¥(d;(¢2)) € ¥ (Im(d)). m
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Proposicion 4.2.11. Sean G un grupo, M un G-médulo y0 — M S E-LyG—1
una extension que preserva la accion y se escinde. Si H'(G, M) = 0, entonces cualesquiera dos
complementos C' y () de Im(i) en E son conjugados.

Demostracién. Ya que la extension se escinde existen morfismos 7 y s tales que la Im(r) = C'
y Im(s) = Q. Sean f y g los correspondientes conjuntos factores de r y s respectivamente.
Por el Lema 3.3.6, g — f es una cofrontera, i.e., existe una funciéon b : G — M con h(1) =0
tal que

9(x,y) = f(z,y) = zh(y) — h(zy) + h(z),
ademas dicha h es tal que i (h(z)) = s(x)r(z)*. Por otro lado, ya que r y s son morfismos,
f(z,y) = 0= g(z,y).
Se sigue que, zh(y) — h(zy) + h(z) = 0, es decir, h € Der(G, M). Por el Teorema 4.2.10
Der(G, M) /PDer(G, M) ~ H'(G, M) = 0,

entonces Der(G, M) = PDer(G, M) y asi h(z) = zay — ag para algin ay € M. Luego,

= i(zag — ap)
= i(zag)i(ag)

s(z)i(ag)s(z) ti(ag) ™"

s(@)r(z)™"

Entonces, 7(x) ™! = i(ag)s(x)'i(ag) ™' o equivalentemente r(z) = i(ag)s(x)i(ag)". Por

lo tanto, C' = Im(r) = i(ag)Im(s)i(ag) ' = i(ag)Qi(ag) . O
Proposicion 4.2.12. Sean G un grupo y M un G-médulo. Entonces,
H*(G,M) ~ Z*(G,M)/B*(G, M).

Demostracion. Aplicando el funtor Homy(_, M) a la resolucion reducida de B*(G) de la
Proposicioén 2.5.5 obtenemos el complejo

0 — Homze(Bo, M)~ Homgze (B /Ui, M) 2 Homge(Bs/Us, M) 25 - ..

Por definicion, H*(G, M) = Ext;o(Z, M) = Ker(r})/Im(r}). Sean 1 : By — By /U, ,
Ty : By — By /U, las proyecciones candnicas 'y f : By/Uy — M € Ker(r}). Tenemos lo
siguiente: Para todo z, y, 2 € G

(fm2)lee [ 1] = f ([ [ 1] + U2)

= f(0)
=0
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analogamente (f73)|g2 [1 | y] = 0. Ademas,

r(fma)lee [y | 2] = (fm2)laz [xy | 2] + (fm2)lee [z | yz] — (fma)|Ge [2 | Y]
=af(lyl 2]+ U2) — f(lzy | 2] + Vo) + f([a | y2] + Us) = f([z [ y] + U2)
= ((aly | 2] = oy | 2] + o | y2] = [ | o)) + O2)
= f(dslx [y | 2]+ U2)
= fra([z [y | 2]+ Us)

=r5(f)([z [y | 2]+ Us)
=0,

es decir, (fm2)|g2 es un conjunto factor. Definimos ¢ : Ker(r) — Z*(G, M) como

o(f) = (fm2)lc

La funcién ¢ es un morfismo de grupos, ya que si f, f € Ker(r}), entonces

e(f+ 1) = ((f + [)m2) e
= (fmy+ f'm2) |
= (fm) e +(f'm)|e
= o(f) +e(f)

Ademas,

a) ¢ es inyectiva, ya que si ¢(f) = 0, entonces para todo z,y € G \ {1} se tiene que

Sz |yl + U2) = (fma)lee [ | y] = w( )]z | y] =0,
es decir, f|x,= 0y por lo tanto f = 0 pues X, es base de By /Us.

b) © también es suprayectiva. Para verificar esto, sea g € Z?(G, M). Ya que B; es un
ZG-modulo libre sobre G2, existe un tinico ZG-morfismo g : By — M tal que
J|lg2= g. Ademas, U, C Ker(g) pues U, esta genereado por

Y, = {[acl | 29] € G : al menos un x; = 1}
={[z[1),[1]y]: 2,y € G}
y paratodo z,y € G
gl [ 1] =glz[1]=0=g[1[y]=7[L |yl

Por lo tanto, existe un inico ZG-morfismo f : By/Us — M tal que fma = §. Veamos
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que f € Ker(r}), para ello notemos que para todo z, y, z € G \ {1}

(e y |2+ Us) = fra(le |y | 2] + Us)
= fdslw |y | 2] + Ua)
— f(ma(dsle 1] 21))
= f(mlely 12~ oy | 1+ [ [ 2]~ 2] 9]))
=z fmly | 2] — fmalzy | 2] + fmafz | yz] — fralz | y]
=gly | 2] —glay | 2] +glz [ y2] — glz | Y]

= xgly | 2] — glzy | 2] + gz | y2] — glz | y]
=0

y como X3 = {[:1: |y | 2] +Us € B3/Us : x,y,2 € G\{l}} es base de B3/Us se

tiene que 75(f) = 0. Finalmente,
o(f) = (fm2)le2=gla2= g.
Por lo tanto, ¢ : Ker(r;) — Z*(G, M) es un isomorfismo, el cual induce un isomorfismo
© : Ker(r}) /Im(r}) — Z*(G, M) /o (Im(r})).

Para concluir con la demostracién mostraremos que ¢ (Im(r3)) = B*(G, M). Para ello, sea
h € Homg(B,/Uy, M). Definimos h' : G — M como

h' = (hm)|a
entonces 1/[1] = (hm)|q [1] = h([1] + U1) = h(0) =0y

(hrymo) |2 [x | y] = hra([z | y] + Ua)
= h(dyfz | 4] + UL)
—h<7T1 dy[x | y] )
= h(m (aly] - loy) + [+1) )

= zhm[y] — hmi[zy] + hmi[7]
= ah'[y] — W [zy] + B'[x],

es decir, p(r3(h)) = @(hrs) = (hram)|g2€ B*(G, M). Reciprocamente, si g € B*(G, M),
entonces existe una funciéon b : G — M con h[l] = 0 tal que

glr [ y] = xhly] — hlzy] + hlx].
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Ya que B es un ZG-moédulo libre _sobre G, existe un tnico ZG-morfismo h : B; — M tal
que h|g= h. Ademas, U; C Ker(h), por lo que i también induce un tnico ZG-morfismo
f: B1/U; — M tal que fm; = h. Finalmente,

(froma)|ee (@ | y] = frao([z | y] + Us)
= f(do[z | y] + Uh)

= f(m(dal 1 9)))

= £(m(ely] — [oy] + )
=afmlyl — fmlzy] + fmiz]
= whly] — hlzy] + hlz]

= xhly] — hlzy] + hlz]

= gl | y]

Por lo tanto, g = (from)|ge= p(fr2) = W(Tg(f)) € go(Im('r’;)). O

Corolario 4.2.13. Sean G un grupo y M un G-modulo. Existe una biyeccion
¢: H*(G,M) — e(G, M)

tal que ¢(0) = [¢], donde ¢ es la extension

e 0— M- MxG "G — 1
Demostracion. Por el Teorema 3.3.11 existe una biyeccion

Y Z3(G, M) /B*(G, M) — e(G, M)
tal que ¢/(0) = [¢], donde ¢ es la extension

£:0—M-L MxG G —1
y por la Proposicion 4.2.12, H*(G, M) ~ Z*(G, M) /B*(G, M). O

Corolario 4.2.14. Sean G un grupo y M un G-médulo. Si H*(G, M) = 0, entonces toda
extension de M por G' que preserva la accion se escinde. Es decir, si

0—M-E-2aG—1
es una extension que preserva la accion, entonces £ ~ M x G.

Demostracion. Seaw : 0 — M — F X+ G — 1 una extension que preserva la accion.
Por el Corolario 4.2.13 tenemos que

(w] € e(G, M) = Im(¢) = {6(0) } = {[e]},
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donde ¢ es la extension
£ 00— M- MxG G — 1.

Y asi, [w] = [¢] y por lo tanto las extensiones w : 0 — M —» E 25 G —» 1y
£:0— M - M x G -+ G — 1 son equivalentes. En particular, E ~ M x G. [

Teorema 4.2.15. Sea G un grupo finito de orden m y sea M un G-modulo. Entonces,
mH"(G,M) =0
para todon > 1.

Demostracion. Aplicando el funtor Homzg(_, M) a la resolucion reducida de B(G) de la

Proposicion 2.4.4 se obtiene el complejo

—)

0— Hong(Bo, M) d—T) HomZ(;(Bl, M) —_—
* d* 1
Homyg(By—1, M) ny Homgzq(B,, M) =5 Homgzq(Byyr, M) — -+

Por definicion, H" (G, M) = Exty,(Z, M) = Ker(d;, . ,)/Im(d},).
Sea f : B,, = M € Ker(d},, ), definimos ¢ : B,_1 — M como

go[l‘l|..-|J,‘n_ﬂ:z_f[$1|...|l‘n_1|I]-

zeG

El morfismo ¢ esta bien definido pues G es finito. Por otro lado, para cada x € G
O=dy (o] ... |zp | 2] = fdnpalo | ... | 20 | 2]

_f<x1[ac2|...|xn|x]—|—Z(—l)i[x1\...|xixi+1\...|xn|x]

+(=D)"xy | ... | Tpor | wpz] + (—1)"+1[$1 | .o zpot | a:n]>
= 21 fla | ...\xn|x]+2(—1)if[x1 | @iz |- | e | 4]

+(=1)"flzy |- | T | ] + (_1)n+1f[$1 | [T | ).



CAPITULO 4. DERIVACIONES Y H'(G, M) 76

Realizando la suma sobre cada z € G tenemos que

n—1
=2 ) floa | @ 2]+ (DD flen | mwi |2 | 2]
=1

el zeG
e VLD I 1 O A e e O D e YD AT O O
zeG zeG
=z1p[z2 | ... [ @a] + Z eler |- [ @iziva | - | 2]
+(=1)"lor | zaa] + (D" mflen | 2 | )
n—1
= @(x [z | | ] + ey [ | @iz |- | 2
=1
+(=1)"[21 | .. |$n1>+ D" mflay | ... | 21 | 2]
= @dp[r1 | ... | 2] 1)n+1 flon || @)
= ((pdn -+ (— )”+1mf) [ZEl | e | Tn—1 | I’n]
Por lo tanto, ¢d,, + (—1)""'mf = 0, asi mf = +od, = d(xp) € Im(d). O

Lema 4.2.16. Sea G un grupo finito y sea M un ZG-médulo finitamente generado. Entonces,
M como grupo abeliano es finitamente generado.

Demostracion. Sea G = {x1,...,x,} ysea {ay,...,a,} C M tal que M = <a1, . ,am>.
Veamos que M como grupo abeliano esta generado por el conjunto

{xiajzlgign,lgjgm}.

En efecto, si a € M, entonces a = a1 + Y202 + - - - + Ymay, con y; € ZG. Ademas, para

n
cada j se tiene que y; = > 7;;x; con rj; € Z. Por lo tanto,

4 = Y101 + Y202 &+ + Ymlm

(Z 7“11.’13'Z> ay + <Z TQZ.Z'Z) ag + -+ (Z rlixi> Am,
=1

:E Th(:pal +E TQZI'QQ +E Tm,xam
=1

=1 i=1

= Z T'ji (J;z-aj).

1<i<n
1<j<m
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Lema 4.2.17. Sean R un anillo y M un R-modulo finitamente generado. Si R es noetheriano
izquierdo, entonces M es noetheriano.

Demostracién. Como M es finitamente generado existe un epimorfismo ¢ : R*¥ — M. Ya
que R es noetheriano, R* es noetheriano y como ¢ es un epimorfismo M es noetheriano. [

Del Lema 4.2.17, eligiendo R = Z, concluimos que todo subgrupo de un grupo abeliano
finitamente generado es también finitamente generado.

Lema 4.2.18. Sean R un anillo conmutativo y M, N R-modulos finitamente generados. Si R
es noetheriano, entonces Homg(M, N) es un R-médulo finitamente generado.

Demostracién. Como M es finitamente generado, existe un epimorfismo ¢ : R¥ — M. Ya
que el funtor Hompg(_, N) es exacto izquierdo,

¢* : Homp(M, N) — Homg(R*, N)

es un monomorfismo. Por otro lado, Homg(R*, N) ~ Homp(R, N)* ~ N* el cual es tam-
bién finitamente generado pues NV lo es. Finalmente, como R es noetheriano y Hompg(R*, N)
es finitamente generado, del Lema 4.2.17, se sigue que Homp(R", N) es noetheriano y por
lo tanto, Homg(M, N) ~ Im(¢*) es finitamente generado. O

Lema 4.2.19. Sea M un grupo abeliano finitamente generado. Si M es un grupo de torsion,
entonces M es finito.

Demostracion. Sea {al, - ,an} C M tal que M = <a1, - ,an>. Ya que M es de torsion
todos sus elementos son de orden finito. Sea r; = ord(a;). Definimos

f:é?@» — M

como f(rias,...,rpa,) =ria; + - -+ rpa,. Claramente f es suprayectiva y por lo tanto

n

SPIC

i=1

n n

= H|<az> = Hri < 0.

i=1 i=1

M| <

O

Corolario 4.2.20. Sea G un grupo finito y sea M un ZG-mobdulo finitamente generado. En-
tonces, H" (G, M) es finito para todon > 1.

Demostracion. Los términos B, en la resolucion barra B(G) son ZG-mdédulos finitamen-
te generados, puesto que son libres sobre G". Del Lema 4.2.16, se sigue que, como grupos
abelianos M y B,, son finitamente generados. Ya que Z es noetheriano, del Lema 4.2.18,
Homgz(B,, M) es un grupo abeliano finitamente generado. Puesto que Ker(dy ) y
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Homgz(B,,, M) son subgrupos de Homy,(B,,, M), entonces Homy(B,,, M) y Ker(d, , ;) tam-
bién son grupos abelianos finitamente generados y por lo tanto,

H™(G, M) = Ext;(Z, M) = Ker(d,,,,)/Im(d,)

es también un grupo abeliano finitamente generado. Finalmente, si m = |G| entonces por
el Teorema 4.2.15, mH™(G, M) = 0. Se sigue que, H"(G, M) es un grupo de torsion, y por
el Lema 4.2.19 concluimos que H"(G, M) es finito. O

Lema 4.2.21. Sean ¢ : R — S un morfismo de anillos y M un S-maédulo. Entonces,
a) M admite estructura de R-moédulo a través de .

b) Si M es un S-médulo finitamente generado y ¢ es un morfismo suprayectivo, entonces
M como R-médulo también es finitamente generado.

Demostracion.

a) Sir € Ry a € M, definimos
r-a=@(r)a.

Dicha accién hace de M un R-modulo. En efecto, para cualesquiera r, v’ € Ry a,
be M

1) (rr') -a = p(rr')a= (p(r)p(r)a = p(r)(e(r')a) = @) -a) =7 (1 -a)
2) (r+1)-a=pr+r)a= (or)+e())a=er)a+o(r
3)r-(a+b)=pr)(at+d) =pr)a+pr)b=r-a+r-b
4) lg-a=yp(lg)a=1lga=a

(Ma=r-a+7r-a

b) Sean ay, . ..,a, € M tales que M = > Sa,. Entonces,
i=1

iR-ai :igo(R)ai :iSai = M,
i=1 i=1 i=1

es decir, M como R-moédulo también esta generado por ay, . .., a,.

Ejemplo 4.2.22. Consideremos el grupo ciclico C5 = (x) = {1, z, 2?} de orden 3,
ZCg = {0627’0+7"1.T—|—7°2$2 T0,T1, T2 EZ}

su anillo de grupo y € : ZC3 — 7Z el morfismo de aumento. Ya que ZC'3 es un Z-mddulo
finitamente generado (pues es libre sobre C5) y € un morfismo suprayectivo, el Lema 4.2.21
nos garantiza que ZC5 es un Z(Cs-mddulo (via el morfismo ¢) finitamente generado. Por
el Corolario 4.2.20, H"(C3,ZCs) es finito para todo n > 1. Para este caso en particular,
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podemos verificar esta dltima afirmacién usando algunos de los resultados obtenidos en el
Capitulo 2. Para ello, observemos que Z(Cj5 es un C5-moédulo trivial, pues

r-a=¢r)a=la=a

Ademas, ZCs ~ 7Z? como C3-médulos triviales. Del Corolario 2.3.6, se sigue que para todo
kE>1

» H(C3,ZC3) ~ ZC3 ~ 73

» H?YC3,2C3) ~ H*7Y((C3,73) ~ H*7Y((C3,7)> ~ 0

» H?*(C5,2C3) ~ H?*(Cs,73) ~ H*(C3,7)3 ~ 73

4.3. El Teorema de Schur-Zassenhaus

Teorema 4.3.1 (Zassenhaus). Sea G un grupo finito de orden nm con (n,m) = 1. Si M
es un subgrupo normal abeliano de orden n, entonces G es un producto semidirecto de M por
G/M, ademas cualesquiera dos complementos de M son conjugados.

Demostracion. Atn cuando M es un grupo abeliano, seguiremos utilizando notacién mul-
tiplicativa. Sea ) = G /M, consideremos la sucesion exacta corta

w:1—>M—i>GL>Q—>1

donde ¢ es la inclusion y p la proyeccion canédnica. Sea s : () — G una seccién, por la Pro-
posicion 3.1.4, M admite estructura de ()-moédulo, el cual esta dada de la siguiente manera:
Paratodor € Qya € M,
ra = s(z)as(x) .
De este modo la extension w preserva la acciéon. Consideremos la funcion p : M — M
definida como
p(a) = a™

Afirmamos que p es un ()-isomorfismo. Primero veamos que es un ()-morfismo. Sean a,
be Myx e @, entonces

p(ab) = (ab)™ = a™b™ = p(a)u(b),

donde la penultima igualdad se tiene porque M es abeliano, y

p(za) = p(s(x)as(z)™) = (s(x)as(z)™)" = s(z)a™s(z)" = zp(a).

Ahora veamos que p es un isomorfismo. Si a € Ker(11), entonces 1 = u(a) = a™ por lo que
ord(a)|m, ademas ord(a)ln yaquea € My ‘M‘ = n, por lo tanto ord(a)|(n,m) = 1y asi
a=1.Yaque y: M — M esinyectivay M es finito, ; también resulta ser suprayectiva.
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Para cada entero k& > 0, consideremos el funtor 7, = Homy(By, _), donde By son los
proyectivos que aparecen en la resolucién de la Proposicion 2.4.4, y sea

1 = Ty (1) - Homye(By, M) — Homyg(By, M)

Ya que y es un isomorfismo, entonces ;X = T} (1) también es un isomorfismo, el cual resulta
ser la multiplicaciéon por m. Esto tltimo se verifica como sigue

p(f)(e) = (uf)(@) = u(f(2) = fa)" = (mf)(z)

Por lo tanto, u*(f) = mf. Ademas, se verifica facilmente que el siguiente diagrama conmuta

d*
Homy (B, M) — Homzg(Biy1, M)

u’fl Lu’i“

Hong(Bk, M) d—*> Hong<Bk+1, M)

k+1

Se sigue que la familia y = {,u’j : Homyg(By, M) — Homgg (DB, M)} es un isomorfis-
k>0

mo de complejos el cual induce un isomorfismo, en la cohomologia de los complejos,
o : Ker(dy, ) /Im(dy,) — Ker(dy ) /Im(dy)
el cual esta dado por

ok (f +Im(dy)) = pi(f) + Im(dy) = mf + Im(dy) = m(f + Im(d;))

es decir, el isomorfismo

or: H*(Q, M) — H*(Q, M)

es también la multiplicaciéon por m. Ya que |Q| = |G| /|M| = mn/n = m el Teorema
4.2.15 nos garantiza que mH"(Q, M) = 0. Por lo tanto, si z € H*(Q, M) entonces existe
y € H*(Q, M) tal que

x=pp(y) =my =0

y asi H*(Q, M) = 0. En particular, H*(Q, M) = 0 = H'(Q, M) y del Corolario 4.2.14 la
extension A
w:l—M-"5G5H0Q—1

se escinde y por la Proposicion 4.2.11 cualesquiera dos complementos de M son conjugados.

O

Lema 4.3.2. Sean G un grupo finito de orden nm con (n,m) = 1 y K un subgrupo normal
de GG de orden m. Si G contiene un subgrupo () de orden n, entonces G es producto semidirecto

de K por Q).
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Demostracion. Sean () un subgrupo de G de orden ny d = |K N Q)|. Por el Teorema de
Lagrange d|n 'y d|m, se sigue que d|(n,m) = 1, entonces K N = {1}. Por otro lado,
K < G implica que K@) es un subgrupode Gy K N Q) < Q, por el Segundo Teorema de
Isomorfismo

QIKNQ)~KQ/K
Luego,
QI/IKNQI=[Q: KNQ|=|Q/KNQ|=|KQ/K|=[KQ: K|=|KQ|/|K|,

Ya que |[K N Q| =1,

KQ| = |K||Q| = nm, por lo tanto KQ = G. O

Ejemplo 4.3.3. Sea A, el grupo formado por las permutaciones pares de Sy, es decir,

4 — 1,(1,2,3),(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4),(1,4,2), (1,4, 3)
T (2,3,4),(2,4,3),(3,4)(1,2),(2,4)(1,3),(2,3)(1,4)

y sea
v ={1,3,4)(1,2), (2.4)(1,3),(2,3)(1,4)}
el 4-grupo de Klein. Veamos que V' <1 Ay, para ello observemos lo siguiente:

1) Paratodoo € V, 0% = 1.

2) V' \ {1} son todos los elementos de A4 de orden 2.
Sean T € Ay y 0 € V, entonces
(707_1)2 = (707_1) (707_1) =o't =71t =1

se sigue que el ordende 707 1 es 16 2. Siel ordende 707 ! es 1, entonces Tor ! =1 € V.
Si el orden de 707! es 2, entonces 7o' € V \ {1} C V. Por lo tanto V' < A,. Sea
Q1 =((1,2,3)) = {1, (1,2,3), (1,3, 2)}, entonces por el Lema 4.3.2 Ay = V X Q1.

Lema 4.3.4 (Argumento de Frattini). Sean G un grupo finito y K un subgrupo normal de
G. Si P es un p-subgrupo de Sylow de K para algin primo p, entonces

G = KNg(P).
En particular, si P <1 K entonces P <1 G.

Demostracion. Ya que K < G, K Ng(P) es un subgrupo de G. Reciprocamente, si x € G,
entonces rPr ! < xKz7! = K, pues K <1 G. Por lo tanto x Pxr~* también es un p-sub-
grupo de Sylow de K. Por el Segundo Teorema de Sylow Py x Px~! son conjugados, es decir,
existe y € K tal que

zPr ' =yPy,
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equivalentemente
(v ') P(y'z) " =y aPely =P,
es decir, y 'z € Ng(P) yasiz = y(y~'z) € KNg(P).
Si P < K, entonces yPy~! = P para todo y € K, esto es, K C Ng(P). Se sigue que
G = KNg(P) = Ng(P),
es decir, P < G. O

Para dar por terminado este trabajo demostraremos el Teorema 4.3.1 para el caso en el
que el subgrupo normal M del grupo G no es abeliano. Sin embargo, la demostracién de que
cualesquiera dos complementos de M son conjugados esta fuera del alcance de este trabajo.

Teorema 4.3.5 (Schur-Zassenhaus). Sean G un grupo finito y K un subgrupo normal de G
tal que (|K|, |G : K]) = 1. Entonces G contiene un subgrupo de orden [G : K.

Demostracion. Probaremos el Teorema por induccion sobre |G|. Si |G| = 1 claramente el
Teorema se cumple. Supongamos que |G| > 1y que la afirmacion se cumple para cualquier
grupo de orden menor a |G].

Si K es el grupo trivial, el Teorema se cumple trivialmente, pues en este caso
|G| = [G : K]. Podemos entonces suponer que K no es trivial. Sea p un primo tal que
p‘ |K| y sea P un p-subgrupo de Sylow de K. Por el Lema 4.3.4 y el Segundo Teorema de
Isomorfismo

G/K = KNo(P)/K = Na(P)/(Na(P) N K) = Na(P)/Nk(P),
se sigue que
[Na(P) : Nk(P)] = [Na(P)/Nk(P)| = |G/K| =[G : K].
Si P no es normal en G, entonces Ng(P) es un subgrupo propio de G y

(INk(P)], [Na(P) : Ng(P)]) = 1,

pues | N (P)| || K|. Por lo tanto N (P) y su subgrupo normal N (P) satisfacen la hipétesis
de induccion, esto es, Ni(P) contiene (y por lo tanto G también) un subgrupo de orden
[No(P) : Ng(P)] =[G : K].

Si P < G, entonces P <« Ky K/P < G/P. Por el Tercer Teorema de Isomorfismo

(G/P)/(K/P) ~G/K,

luego
[G/P:K/P)=|(G/P)/(K/P)| =|G/K| =[G : K].

De lo anterior y del hecho de que | K/ P| || K| también podemos concluir que

(|K/P|,|[G/P:K/P]) =1
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y como |G/P| < |G

, existe un subgrupo H/P de G/ P tal que
\H/P| = [G/P: K/P] =[G : K].

Por otro lado, Z( P) es no trivial, pues P es un p-grupo no trivial, ademas P < GG implica que
Z(P) < G, en particular, Z(P) < Py Z(P) < H. Usando nuevamente el Tercer Teorema
de Isomorfismo obtenemos que

[H/Z(P)) : P/Z(P)] = [H : P] = [H/P| =[G : K],
luego
(1P/2(P)|,[H/Z(P)): P/Z(P)]) =1

ya que |P/Z(P)|||K|. Como |H/Z(P)| < |H| < |G
H/Z(P) tal que

, existe un subgrupo 7'/Z(P) de
T/Z(P)| = [H/Z(P)) : P/Z(P)] =[G : K].
Tenemos que Z(P) < Ty
[T:Z(P)=|T/Z(P)| =[G : K], (4.1)

ademas
(1Z(P)|,IT: Z(P)) =1

pues | Z(P)|||K]|. Si |T| < |G|, podemos aplicar la hipétesis de induccién y concluir que
T contiene (y por lo tanto G también) un subgrupo de orden [T : Z(P)] = [G : K]. Si
|T| = |G|, entonces T' = G y de 4.1 podemos concluir que K = Z(P) y por lo tanto K es
abeliano. Puesto que

|Gl = [K|[G: K]

y (|K|,[G : K]) = 1, se sigue del Teorema 4.3.1 que G es producto semidirecto de K por
G/K y de la Proposicion 3.2.2 tenemos que existe un subgrupo @) ~ G/K de G tal que
G = KQy KNQ = {1}. Finalmente,

QI =G/K| =[G : K].
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