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Introducción

La Cohomología de Grupos surgió de la extensa algebraización de la Topología Combi-
natoria. El punto de partida de la teoría fue el trabajo de Hurewicz en 1936 sobre “espacios
no esféricos”. Aproximadamente un año antes, Hurewicz de�nió los grupos de homotopía
de grado superior πn(X) de un espacio X para n ≥ 2 y se enfocó en el estudio de aquellos
espacios X conexos por trayectorias, cuyos grupos de homotopía de grado superior son to-
dos triviales, pero cuyo grupo fundamental π = π1(X) no necesariamente es trivial. A éstos
espacios los llamó espacios no esféricos.

Hurewicz demostró, entre otras cosas, que el tipo de homotopía de un espacio no esférico
X está completamente determinado por su grupo fundamental π. Más adelante Hopf en
1942 y Eckmann, Eilenberg-MacLane, Freudenthal hicieron avances y en 1949 se tenía una
de�nición puramente algebraica de la cohomología de grupos, de la cual se hizo evidente
que el tema era de interés tanto para los algebristas como para los topólogos. De hecho, se
observó que los grupos de cohomología en dimensiones bajas coincidían con grupos que
se habían estudiado en los trabajos de Schur sobre “representaciones proyectivas” y en los
trabajos de Schreier sobre extensiones de grupos.

En este trabajo iniciamos estudiando el anillo de grupoRG, dondeG es cualquier grupo
y R un anillo asociativo con 1. Después desarrollamos el resto de la teoría trabajando úni-
camente sobre el anillo de grupo ZG. Lo anterior nos sirve como fundamento para de�nir
a los grupos de cohomología

Hn(G,M) := ExtnZG(Z,M),

de un grupo G con coe�cientes en un G-módulo M .
Ahora bien, el objetivo principal de este trabajo es mostrar interpretaciones concretas

de los grupos de cohomología H0(G,M), H1(G,M) y H2(G,M). Sin embargo, también
incluimos algunos resultados interesantes como son: el cálculo de los grupos de cohomolo-
gíaHk(Cn,M), para Cn un grupo cíclico �nito de orden n y la demostracion del Teorema de
Schur-Zassenhaus, el cual establece condiciones necesarias pero no su�cientes para que un
grupo �nitoG conK C G sea un producto semidirecto deK porG/K . Para ello supondre-
mos que el lector tiene los conocimientos básicos de la Teoría de Grupos, Anillos y Módulos
que se ofrecen en los cursos de Licenciatura en Matemáticas de la Facultad de Ciencias de
la UNAM.

El trabajó está dividido como sigue:
En el Capítulo 1 de�nimos al anillo de grupo RG y demostramos algunas propiedades
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de este anillo y de su ideal de aumento IG.
En el Capítulo 2 de�nimos para cada entero n ≥ 0 el grupo de cohomología Hn(G,M)

de un grupoG con coe�cientes en unG-móduloM y nos centramos en el estudio del grupo
H0(G,M) y de los grupos Hn(Ck,M) con Ck un grupo cíclico �nito de orden k. Posterior-
mente construimos algunas resoluciones proyectivas que usamos en el Capítulo 3 y en el
Capítulo 4 para calcular los grupos de cohomología H2(G,M) y H1(G,M).

En el Capítulo 3 estudiamos las extensiones de grupos con núcleo abeliano, esto con la
�nalidad de mostrar una manera de clasi�carlas mediante el grupo H2(G,M).

Por último, en el Capítulo 4 estudiamos a los mor�smos estabilizadores de una extensión
y su relación con las derivaciones, los cuales usamos para identi�car al grupo H1(G,M).
Finalizamos enunciando y demostrando el Teorema de Schur-Zassenhaus.



Capítulo 1

Anillos de Grupo

En este capítulo comenzamos con la noción de módulo libre y después de�nimos el
anillo de grupo RG de un grupo G con coe�cientes en un anillo R. Estudiamos algunas
propiedades del anillo RG y de su ideal de aumento IG.

A lo largo de este trabajo supondremos que R es un anillo asociativo con 1R.

1.1. Módulos libres
De�nición 1.1.1. Sea M un R-módulo. Un subconjunto �nito {a1, a2, . . . , an} de M es
linealmente independiente si para todo r1, . . . , rn ∈ R la igualdad

n∑
i=1

riai = 0,

implica que ri = 0 para cada i.

Ejemplo. Si R es un anillo y M = R, entonces {1} es un conjunto linealmente indepen-
diente.

De�nición 1.1.2. Sean M un R-módulo y S un subconjunto de M . Decimos que S es
linealmente independiente si cada subconjunto �nito de S es linealmente independiente.

Ejemplo. Sean R un anillo y M = R[x] (el anillo de polinomios con coe�cientes en R),
entonces S = {1, x, x2, . . .} es un conjunto linealmente independiente.

De�nición 1.1.3. Sea X un conjunto. Un R-módulo libre sobre X está dado por un
R-módulo RL(X) junto con una función jX : X → RL(X), que cumplen con lo siguiente:
Para todoR-móduloM y toda función f : X →M existe un único mor�smo deR-módulos
g : RL(X)→M tal que gjX = f , es decir, el siguiente diagrama conmuta.

X

f
��

jX //
RL(X)

g
{{

M

1
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Lema 1.1.4. Sea X un conjunto. Si existe un R-módulo libre sobre X este es único salvo iso-
mor�smos.

Demostración. Sean L y L′ R-módulos libres sobre X con j : X → L y j′ : X → L′

las funciones correspondientes a L y L′, entonces existen mor�smos únicos g : L → L′ y
g′ : L′ → L tales que gj=j′ y g′j′ = j.

X

1X
��

j // L

g
��

X

1X
��

j′ // L′

g′

��
X

j
// L

Por otro lado, 1Lj = j = g′j′ = g′gj, se sigue de la unicidad que g′g = 1L. De forma similar
se demuestra que gg′ = 1L′ .

De�nición 1.1.5. Sea M un R-módulo. Diremos que S ⊆ M es una base de M si S es
linealmente independiente y S genera al R-módulo M .

Ejemplo. Sean R un anillo y α : X → R una función. De�nimos el soporte de α como

Sop(α) =
{
x ∈ X : α(x) 6= 0

}
.

Consideremos el R-módulo R(X) =
{
α : X → R | Sop(α) es �nito

}
. Para cada x ∈ X

de�nimos δx : X → R, llamada la función característica de x ó función indicadora, como

δx(y) =

{
1 si y = x

0 si y 6= x

la cual claramente es de soporte �nito, y S =
{
δx : x ∈ X

}
es un subconjunto de R(X)

linealmente independiente. En efecto, si x1, . . . , xn ∈ X y r1, . . . , rn ∈ R satisfacen que
n∑
i=1

riδxi = 0,

entonces para cada j ∈ {1, . . . , n}

0 =
n∑
i=1

riδxi(xj) = rjδxj(xj) = rj.

Por lo tanto S es linealmente independiente. Por otro lado, si α ∈ R(X), entonces

α =
∑
x∈X

α(x)δx ∈ 〈S〉 .
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Esta última igualdad se veri�ca evaluando en un elemento arbitrario de X , digamos y,(∑
x∈X

α(x)δx

)
(y) =

∑
x∈X

α(x)δx(y) = α(y)δy(y) = α(y).

Por lo tanto S =
{
δx : x ∈ X

}
es una base para R(X).

Teorema 1.1.6. Para todo conjunto X , existe un R-módulo libre sobre X .

Demostración. Sean RL(X) = R(X) y jX : X → RL(X) la función dada por

jX(x) = δx,

entonces si M es un R-módulo y f : X → M es una función arbitraria, de�nimos
g : RL(X)→M como

g(α) =
∑
x∈X

α(x)f(x),

g de�nido así resulta ser un R-mor�smo. En efecto,

g(α + β) =
∑
x∈X

(α + β)(x)f(x) =
∑
x∈X

α(x)f(x) +
∑
x∈X

β(x)f(x) = g(α) + g(β)

y

g(rα) =
∑
x∈X

(rα)(x)f(x) =
∑
x∈X

rα(x)f(x) = r
∑
x∈X

α(x)f(x) = rg(α),

además g hace conmutar el siguiente diagrama

X

f
��

jX // R(X)

g
||

M

pues gjX(y) = g(δy) =
∑
x∈X

δy(x)f(x) = δy(y)f(y) = f(y). Finalmente, g es única ya que

si g′ : R(X) →M es otro R-mor�smo tal que g′jX = f , entonces

g′(α) = g′

(∑
x∈X

α(x)δx

)
=
∑
x∈X

α(x)g′(δx) =
∑
x∈X

α(x)g′jX(x) =
∑
x∈X

α(x)f(x) = g(α).
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1.2. El anillo de Grupo RG
En esta sección veremos que si G es un grupo (el cual siempre será pensado multiplica-

tivamente), entonces el R-módulo libre R(G) admite estructura de anillo.

De�nición 1.2.1. SeanG un grupo yR un anillo con identidad. El anillo de grupo deG con
coe�cientes en R, denotado por RG ó R[G], es el R-módulo libre R(G) con base G, con la
siguiente operación producto: Para cualesquiera α y β ∈ R(G)

(αβ)(x) =
∑
y∈G

α(y)β(y−1x) =
∑
yz=x

α(y)β(z).

La siguiente Proposición nos muestra que en efecto RG es un anillo.

Proposición 1.2.2. Sean G un grupo y R un anillo, entonces RG es un anillo.

Demostración. De la de�nición de RG se tiene que (RG,+) es un grupo abeliano. Por otro
lado, el producto cumple lo siguiente: si α, β y γ ∈ R(G), entonces

(
(αβ)γ

)
(x) =

∑
yz=x

(αβ)(y)γ(z) =
∑
yz=x

(∑
st=y

α(s)β(t)

)
γ(z)

=
∑
stz=x

(
α(s)β(t)

)
γ(z) =

∑
stz=x

α(s)
(
β(t)γ(z)

)
=
∑
s∈G

α(s)

( ∑
tz=s−1x

β(t)γ(z)

)

=
∑
s∈G

α(s)

(∑
t∈G

β(t)γ
(
t−1(s−1x)

))
=
∑
s∈G

α(s)(βγ)(s−1x) =
(
α(βγ)

)
(x)

El elemento δ1G es neutro multiplicativo

(αδ1G)(x) =
∑
yz=x

α(y)δ1G(z) = α(x)δ1G(1G) = α(x),

análogamente δ1Gα = α. Finalmente, el producto se distribuye sobre la suma(
(α + β)γ

)
(x) =

∑
yz=x

(α + β)(y)γ(z) =
∑
yz=x

(
α(y)γ(z) + β(y)γ(z)

)
=
∑
yz=x

α(y)γ(z) +
∑
yz=x

β(y)γ(z) = (αγ)(x) + (βγ)(x)

= (αγ + βγ)(x)

Y de manera similar, se muestra que α(β+γ) = αβ+αγ. Por lo tantoRG es un anillo.
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A continuación veremos algunas de las propiedades del anillo de grupo RG.

Proposición 1.2.3. Sean G un grupo y R un anillo. Entonces R es isomorfo a un subanillo de
RG.

Demostración. Para cada r ∈ R, de�nimos ϕ(r) : G→ R como:

ϕ(r)(x) =

{
r si x = 1G

0 si x 6= 1G

Notemos queϕ(r) está enRG. Veamos queϕ : R→ RG dada por r 7→ ϕ(r) es un mor�smo
de anillos.

Sean r, s ∈ R. Para x = 1G

ϕ(r + s)(1G) = r + s = ϕ(r)(1G) + ϕ(s)(1G)

=
(
ϕ(r) + ϕ(s)

)
(1G)

y (
ϕ(r)ϕ(s)

)
(1G) =

∑
y∈G

ϕ(r)(y)ϕ(s)(y−1)

= ϕ(r)(1G)ϕ(s)(1G)

= rs

= ϕ(rs)(1G)

Si x 6= 1G

ϕ(r + s)(x) = 0 = 0 + 0 = ϕ(r)(x) + ϕ(s)(x)

y (
ϕ(r)ϕ(s)

)
(x) =

∑
y∈G

ϕ(r)(y)ϕ(s)(y−1x)

= ϕ(r)(1G)ϕ(s)(x)

= r · 0
= 0

= ϕ(rs)(x)

Por lo tanto, ϕ(r + s) = ϕ(r) + ϕ(s) y ϕ(rs) = ϕ(r)ϕ(s), además

ϕ(1R)(x) =

{
1R si x = 1G

0 si x 6= 1G
= δ1G(x),

es decir, ϕ(1R) = δ1G = 1RG. Por último, si r ∈ Ker(ϕ), entonces r = ϕ(r)(1G) = 0. Por lo
tanto, ϕ es inyectiva y así R ' Im(ϕ) ≤ RG.
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Proposición 1.2.4. El grupo de unidades de RG contiene un subgrupo isomorfo a G.

Demostración. Denotemos por RG× al grupo de unidades de RG. Para cada x ∈ G se tiene
que δx ∈ RG×, ya que(

δxδx−1

)
(z) =

∑
y∈G

δx(y)δx−1(y−1z)

= δx(x)δx−1(x−1z)

= δx−1(x−1z) =

{
1 si x−1z = x−1

0 si x−1z 6= x−1

=

{
1 si z = 1G

0 si z 6= 1G
= δ1G(z),

esto es, δxδx−1 = δ1G = 1RG, del mismo modo se prueba que δx−1δx = 1RG. De�nimos
ψ : G→ RG× como ψ(x) = δx, el cual resulta ser un mor�smo de grupos.(

ψ(x)ψ(y)
)
(z) = (δxδy)(z) =

∑
w∈G

δx(w)δy(w
−1z)

= δx(x)δy(x
−1z) = δy(x

−1z)

=

{
1 si x−1z = y

0 si x−1z 6= y
=

{
1 si z = xy

0 si z 6= xy

= δxy(z) = ψ(xy)(z)

Por lo tanto, ψ(xy) = ψ(x)ψ(y).

Sean α, β ∈ R(X) y r ∈ R, de�niendo rx = α(x), sx = β(x) y la identi�cación x = δx
se obtiene lo siguiente:

α + β =
∑
x∈X

(α + β)(x)δx =
∑
x∈X

(
α(x) + β(x)

)
δx =

∑
x∈X

(rx + sx)x

rα =
∑
x∈X

(rα)(x) =
∑
x∈X

rα(x) =
∑
x∈X

rrx

Si X = G es un grupo, el producto en el anillo RG se ve como

αβ =
∑
z∈G

(αβ)(z)δz =
∑
z∈G

(∑
xy=z

α(x)β(y)

)
δz =

∑
z∈G

(∑
xy=z

rxsy

)
z.

Teniendo esto en mente, de ahora en adelante pensaremos en elR-módulo libre con base en
X como el conjunto de sumas formales de elementos de X , esto es,

LX =

{
α =

∑
x∈X

rxx : rx ∈ R y rx = 0 para casi todo x ∈ X

}
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donde las operaciones están dadas como sigue: Si α =
∑
x∈X

rxx, β =
∑
x∈X

sxx ∈ LX y r ∈ R,

entonces

α + β =
∑
x∈X

rxx+
∑
x∈X

sxx =
∑
x∈X

(rx + sx)x

rα = r
∑
x∈X

rxx =
∑
x∈X

(rrx)x.

1.3. Ideales del anillo RG
En esta sección se presentan algunos de los ideales del anillo de grupo junto con algunas

de sus propiedades.

Proposición 1.3.1. Sean G un grupo, R un anillo e I un ideal izquierdo de R. De�nimos el
conjunto IG como

IG =

{∑
x∈G

rxx ∈ RG : rx ∈ I para todo x ∈ G

}
.

Entonces IG es un ideal izquierdo de RG.

Demostración. IG es no vacío pues I es no vacío. Sean α =
∑
x∈G

sxx, β =
∑
x∈G

txx ∈ IG y

γ =
∑
x∈G

rxx ∈ RG, entonces

α− β =
∑
x∈G

(sx − tx)x ∈ IG Pues sx − tx ∈ I por ser I ideal de R

γα =
∑
z∈G

(∑
xy=z

rxsy

)
z ∈ IG Pues rxsy ∈ I para todo x, y ∈ G

Del mismo modo podemos de�nir para un ideal derecho J de R el conjunto

JG =

{∑
x∈G

rxx ∈ RG : rx ∈ J para todo x ∈ G

}
y en este caso JG resulta ser un ideal derecho deRG. Si I es un ideal bilateral deR, entonces
IG es un ideal bilateral de RG.

Proposición 1.3.2. Sean G, H grupos y f : G → H un mor�smo de grupos, entonces f
induce un mor�smo entre anillos de grupo f : RG→ RH dado por

f

(∑
x∈G

rxx

)
=
∑
x∈G

rxf(x).
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Demostración. Si α =
∑
x∈G

rxx y β =
∑
x∈G

sxx ∈ RG, entonces

f(α + β) = f

(∑
x∈G

(rx + sx)x

)
=
∑
x∈G

(rx + sx)f(x) =
∑
x∈G

(
rxf(x) + sxf(x)

)
=
∑
x∈G

rxf(x) +
∑
x∈G

sxf(x) = f(α) + f(β)

f(αβ) = f

(∑
x,y∈G

(rxsy)xy

)
=
∑
x,y∈G

rxsyf(xy)

=
∑
x,y∈G

(rxsy)f(x)f(y) =

(∑
x∈G

rxf(x)

)(∑
y∈G

syf(y)

)
= f(α)f(β)

f(1RG) = f(1R1G) = 1Rf(1G) = 1R1H = 1RH .

En particular, si H = {1} y f : G → H es el mor�smo trivial, f induce el mor�smo
ε = f : RG→ RH ' R que está dado por

ε

(∑
x∈G

rxx

)
=
∑
x∈G

rx.

Al mor�smo ε se le llama el mor�smo de aumento y su núcleo

Ker(ε) =
{∑
x∈G

rxx ∈ RG :
∑
x∈G

rx = 0

}
resulta ser un ideal bilateral llamado ideal de aumento, el cual denotaremos por IG.

Proposición 1.3.3. El ideal de aumento IG es un R-módulo libre con base en el conjunto{
x− 1G : x ∈ G×

}
donde G× = G \ {1G}.

Demostración. Si α =
∑
x∈G

rxx ∈ IG, entonces
∑
x∈G

rx = 0. Se sigue que

α =
∑
x∈G

rxx−
(∑
x∈G

rx

)
1G

=
∑
x∈G

rx(x− 1G)

=
∑
x∈G×

rx(x− 1G)
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es decir, α ∈
〈{
x − 1 : x ∈ G×

}〉
. Finalmente, si s1, . . . , sn ∈ R y x1, . . . , xn ∈ G×

satisfacen que
n∑
i=1

si(xi − 1G) = 0, entonces

0 =
n∑
i=1

si(xi − 1G)

=
n∑
i=1

sixi +
(
−

n∑
i=1

si

)
1G

y comoRG es unR-módulo libre con base enG se tiene que si = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}.



Capítulo 2

Cohomología de Grupos

En este capítulo de�nimos para cada entero n ≥ 0 el grupo de cohomología Hn(G,M)
de un grupoG con coe�cientes en unG-móduloM y nos centramos en el estudio del grupo
H0(G,M), para ello damos por conocido las nociones básicas del Álgebra Homológica. Una
vez descrita la cohomología de grupo de grado cero, procedemos a calcular la cohomología
de los grupos cíclicos �nitos. Posteriormente construimos la resolución estándar, la reso-
lución barra y la resolución barra normalizada del G-módulo trivial Z, las cuales usamos
después para dar interpretaciones concretas de los grupos de cohomología en dimensiones
bajas.

2.1. G-módulos
De�nición 2.1.1. Sean G un grupo y (M,+) un grupo abeliano. Diremos que M es un
G-módulo izquierdo si existe una función µ : G×M →M escrita como µ(x, a) = x · a tal
que:

a) 1G · a = a para todo a ∈M

b) (xy) · a = x · (y · a) para todo x, y ∈ G y a ∈M

c) x · (a+ b) = x · a+ x · b para todo x ∈ G y a, b ∈M .

Es decir,G opera en el grupo abelianoM por la izquierda. A la función µ se le llama una
acción de G en M .

Si E es un grupo (no necesariamente abeliano). El grupo de automor�smos de E se
de�ne como:

Aut(E) =
{
ϕ : E → E | ϕ es un isomor�smo

}
en donde la operación está dada por la composición de funciones. Un automor�smo ϕ es un
automor�smo interior si es una conjugación, es decir, si existe un elemento c ∈ E tal que

ϕ(e) = cec−1

10
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para todo e ∈ E. Un automor�smo es exterior si no es interior. El subconjunto Inn(E) de
todos los automor�smos interiores es un subgrupo normal de Aut(E); al grupo cociente
Aut(E)/Inn(E) se le llama el grupo de automor�smos exteriores y se denota por Out(E).

La siguiente Proposición nos muestra algunas de las equivalencias acerca del concepto
de G-módulo.

Proposición 2.1.2. Sean G un grupo y (M,+) un grupo abeliano. Los siguientes enunciados
son equivalentes.

a) M es un G-módulo izquierdo.

b) Existe un mor�smo de grupos λ : G→ Aut(M).

c) M es un ZG-módulo izquierdo.

Demostración.

a) ⇒ b) Supongamos que M es un G-módulo izquierdo, de�nimos λ : G → Aut(M)
mediante λ(x)(a) = x ·a. Para cada x ∈ G, λ(x) :M →M es un mor�smo de grupos

λ(x)(a+ b) = x · (a+ b) = x · a+ x · b = λ(x)(a) + λ(x)(b),

además λ(x−1) es inverso de λ(x), pues(
λ(x) ◦ λ(x−1)

)
(a) = λ(x)

(
λ(x−1)(a)

)
= λ(x)(x−1 · a)
= x · (x−1 · a)
= (xx−1) · a
= 1G · a
= a

se sigue que λ(x) ◦ λ(x−1) = 1M , análogamente obtenemos que λ(x−1) ◦ λ(x) = 1M .
Por lo tanto λ(x) es un isomor�smo. Finalmente,

λ(xy)(a) = (xy) · a = x · (y · a) = λ(x)(y · a) = λ(x)
(
λ(y)(a)

)
=
(
λ(x) ◦ λ(y)

)
(a)

es decir, λ(xy) = λ(x) ◦ λ(y).

b) ⇒ a) Sea λ : G → Aut(M) un mor�smo de grupos, de�nimos µ : G ×M → M
como

µ(x, a) = x · a = λ(x)(a).

Entonces,

1) 1G · a = λ(1G)(a) = 1M(a) = a

2) (xy)·a = λ(xy)(a) =
(
λ(x)◦λ(y)

)
(a) = λ(x)

(
λ(y)(a)

)
= λ(x)(y·a) = x·(y·a)
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3) x · (a+ b) = λ(x)(a+ b) = λ(x)(a) + λ(x)(b) = x · a+ x · b

b) ⇒ c) Por la Propiedad Universal del anillo ZG, el mor�smo de grupos

λ : G→ Aut(M) ⊆ EndZ(M)

determina un único mor�smo de anillos ψ : ZG→ EndZ(M), induciendo en M una
estructura de ZG-módulo izquierdo.

c) ⇒ b) Ya queM es unZG-módulo, existe un mor�smo de anillosψ : ZG→ EndZ(M).
Por otro parte, los elementos de G son unidades en ZG, se sigue que
ψ(G) ⊆ EndZ(M)× = Aut(M) y por lo tanto la restrición ψ |G: G → Aut(M)
es un mor�smo de grupos.

La Proposición 2.1.2 nos permite hablar indistintamente de unG-módulo izquierdoM o
de unZG-módulo izquierdoM y así lo haremos a lo largo de este trabajo, teniendo en cuenta
lo siguiente: dada la acción · : G×M →M de G sobre M la estructura de ZG-módulo en
M queda de�nida de la siguiente manera: Si

∑
x∈G

rxx ∈ ZG y a ∈M , entonces(∑
x∈G

rxx

)
a =

∑
x∈G

rx(x · a).

Recordemos también que siM es unR-módulo izquierdo entoncesM es unRop-módulo
derecho, donde Rop denota al anillo opuesto de R. En el caso de que R = ZG podemos
asegurar que todo ZG-módulo izquierdoM es también un ZG-módulo derecho, esto ultimo
se debe a que ZG y ZGop son anillos isomorfos como se muestra a continuación: la función
ϕ : ZG→ ZGop de�nida como

ϕ

(∑
x∈G

rxx

)
=
∑
x∈G

rxx
−1

es biyectiva ya que para cada α =
∑
x∈G

rxx ∈ ZG

ϕ
(
ϕ(α)

)
= ϕ

(∑
x∈G

rxx
−1
)

=
∑
x∈G

rx
(
x−1
)−1

=
∑
x∈G

rxx = α,

es decir, ella misma es su propio inverso. Además, para cada α =
∑
x∈G

rxx, β =
∑
x∈G

sxx ∈ ZG

ϕ(α + β) = ϕ

(∑
x∈G

(rx + sx)x

)
=
∑
x∈G

(rx + sx)x
−1

=
∑
x∈G

rxx
−1 +

∑
x∈G

sxx
−1

= ϕ(α) + ϕ(β)
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y

ϕ(αβ) = ϕ

(∑
y,z∈G

(rysz)yz

)
=
∑
y,z∈G

(rysz)(yz)
−1

=
∑
y,z∈G

(szry)
(
z−1y−1

)
=

(∑
x∈G

sxx
−1
)(∑

x∈G

rxx
−1
)

= ϕ(β)ϕ(α)

y así ϕ se traduce a un isomor�smo de ZG en ZGop.

De�nición 2.1.3. Sean G un grupo y (M,+) un grupo abeliano. Diremos que M es un
G-módulo trivial si x · a = a para todo x ∈ G y a ∈M .

Es claro entonces que todo grupo abeliano M admite estructura de G-módulo trivial,
simplemente de�niendo enM dicha acción. En este caso, la estructura de ZG-módulo sobre
M se puede escribir en términos del mor�smo de aumento ε : ZG → Z como sigue: si
α =

∑
x∈G

rxx ∈ ZG y a ∈M , entonces

(∑
x∈G

rxx

)
a =

∑
x∈G

rx(x · a) =
∑
x∈G

rxa = ε(α)a.

Por ejemplo, cuando hablemos del grupo de los números enteros Z lo estaremos pensando
como G-módulo trivial, es decir, x ·m = m para todo x ∈ G y m ∈ Z.

Ahora estamos listos para de�nir a nuestros objetos de estudio.

De�nición 2.1.4. Si M es un G-módulo y n ≥ 0 es un entero, el n-ésimo grupo de coho-
mología de G con coe�cientes en M es

Hn(G,M) := ExtnZG(Z,M),

donde Z es considerado como G-módulo trivial.

Recordemos que estos grupos se pueden calcular de dos formas. La primera de ellas es
tomando una resolución proyectiva P delG-módulo trivialZ, donde por último estos grupos
resultan de considerar la homología del complejo HomZG(PZ,M), donde PZ es el complejo
reducido (que se obtiene de P al suprimir a Z); la segunda forma de hacerlo sería toman-
do una resolución inyectiva E de M para �nalmente calcular la cohomología del complejo
HomZG(Z,EM), donde EM es el complejo reducido (que se obtiene de E al suprimir a M ).
Observación. Algunas propiedades acerca de los funtores derivados se traducen a este con-
texto como sigue:



CAPÍTULO 2. COHOMOLOGÍA DE GRUPOS 14

1. H0(G,M) = Ext0ZG(Z,M) ' HomZG(Z,M).

2. Hn(G,M) = 0 para todo n ≥ 1 si M es un G-módulo inyectivo.

3. Dada una sucesión exacta corta de G-módulos

0 −→M −→ N −→ L −→ 0

se tiene asociada la sucesión larga de cohomología

· · · −→ H i(G,L) −→ H i+1(G,M) −→ H i+1(G,N) −→ H i+1(G,L) −→ · · ·

para i ≥ 0.

2.2. H0(G,M)

Nuestro estudio de estos grupos empieza por el más fácil de calcular, elH0(G,M), y que
por de�nición corresponde al Ext0ZG(Z,M), el cual sabemos es isomorfo al HomZG(Z,M).
Este último grupo resulta ser isomorfo a un submódulo de M . Para darnos una idea de esto
consideremos la siguiente sucesión exacta

0 −→ IG
i−→ ZG ε−→ Z −→ 0

donde ε es el mor�smo de aumento y IG el ideal de aumento. Ya que el funtor HomZG(_,M)
es exacto izquierdo, la sucesión

0 −→ HomZG(Z,M)
ε∗−→ HomZG(ZG,M)

i∗−→ HomZG(IG,M)

es exacta, y como el HomZG(ZG,M) 'M concluimos que HomZG(Z,M) es isomorfo a un
submódulo deM . En la siguiente Proposición mostramos que dicho submódulo corresponde
al subconjunto de M formado por los elementos que quedan �jos bajo la acción de G:

MG :=
{
a ∈M : x · a = a para todo x ∈ G

}
.

Claramente, MG es por de�nición un G-módulo trivial, llamado el submódulo de inva-
riantes de M . Además, MG es el mayor G-submódulo trivial de M , es decir, si N ⊆ M es
cualquier submódulo con una acción trivial de G (i.e., x · a = a para cualquier x ∈ G y
a ∈ N ), entonces N ⊆MG.

Por otro lado, si ϕ : M → N es un G-mor�smo, entonces ϕ(MG) ⊆ NG ya que si
a ∈MG y x ∈ G, entonces

x · ϕ(a) = ϕ(x · a) = ϕ(a),

es decir, ϕ(a) ∈ NG y así podemos de�nir ϕG : MG → NG como ϕG := ϕ|MG . Esta forma
de asignar a ϕ el mor�mo ϕG respeta la composición de mor�smos, esto es, si ψ :M → N
y ϕ : N → L son G-mor�smos, entonces(

ϕG ◦ ψG
)
(a) = ϕ

(
ψ(a)

)
= (ϕ ◦ ψ)(a) = (ϕ ◦ ψ)G(a),
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y por lo tanto ϕG ◦ ψG = (ϕ ◦ ψ)G. Por último, si 1M : M → M es la identidad en M ,
1GM(a) = 1M(a) = a, así 1GM = 1MG . Todo lo hecho previamente se resume en lo siguiente:
la asignación FixG : ZGMod → ZGMod dada por FixG(M) = MG y FixG(ϕ) = ϕG es un
funtor llamado el funtor de puntos �jos.
Proposición 2.2.1. SiZ es considerado comoG-módulo trivial, entonces existe un isomor�smo
natural

HomZG(Z, _) ' FixG

En particular, FixG es exacto izquierdo.

Demostración. Sean M un G-módulo y f : Z → M un G-mor�smo, entonces para todo
x ∈ G,

x · f(1) = f(x · 1) = f(1),
así f(1) ∈MG. De�nimos ηM : HomZG(Z,M)→MG como

ηM(f) = f(1)

a) ηM es un mor�smo de grupos abelianos, pues

ηM(f + g) = (f + g)(1) = f(1) + g(1) = ηM(f) + ηM(g).

b) ηM es inyectiva: si f ∈ Ker(ηM), entonces f(1) = ηM(f) = 0, se sigue que

f(m) = f(m1) = mf(1) = 0

y así f = 0.

c) ηM es suprayectiva: si a ∈ MG, la función fa : Z → M dada por fa(m) = ma es un
mor�smo de grupos abelianos. Además, si x ∈ G y m ∈ Z, entonces

fa(x ·m) = fa(m) = ma = m(x · a) = x · (ma) = x · fa(m)

de modo que fa resulta ser un G-mor�smo, y ηM(fa) = fa(1) = 1a = a.

d) Es natural, es decir, si ϕ :M → N es un G-mor�smo, entonces el siguiente diagrama
conmuta.

HomG(Z,M)

ϕ∗

��

ηM //MG

ϕG

��
HomG(Z, N) ηN

// NG

En efecto, (
ϕG ◦ ηM

)
(f) = ϕG

(
ηM(f)

)
= ϕG

(
f(1)

)
= ϕ

(
f(1)

)
=
(
ϕ ◦ f

)
(1)

= ηN(ϕ ◦ f)
= ηN

(
ϕ∗(f)

)
=
(
ηN ◦ ϕ∗

)
(f)
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La Proposición anterior nos muestra otra manera de de�nir a los grupos de cohomología
Hn(G,M), a saber, como los funtores derivados derechos del funtor FixG. Para concluir con
esta pequeña sección enunciamos el siguiente Corolario.

Corolario 2.2.2. Sean G un grupo yM un G-módulo. Entonces

H0(G,M) 'MG

En particular, siM es un G-módulo trivial, entonces H0(G,M) 'M .

2.3. Cohomología de grupos cíclicos �nitos
En este apartado diremos con exactitud quienes son cada uno de los grupos Hm(G,M),

en el caso de que el grupo G sea cíclico y �nito; si G no es el grupo trivial veremos que
para m ≥ 1 esencialmento solo podemos tener a lo más dos posibilidades y estas dependen
de la paridad de m. La manera en la que calcularemos estos grupos será construyendo una
resolución libre (y por lo tanto proyectiva) P del G-módulo trivial Z, para después calcu-
lar la correspondiente homología del complejo HomZG(PZ,M). Iniciamos presentando a la
susodicha resolución.

Proposición 2.3.1. SeaG = 〈x〉 un grupo cíclico �nito de ordenn. Consideremos los siguientes
dos elementos en ZG:

D := x− 1 y N := 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1,

entonces la sucesión

P : · · · −→ ZG D−→ ZG N−→ ZG D−→ ZG ε−→ Z −→ 0,

donde ε es el mor�smo de aumento y D, N denotan multiplicaciones por D y N respectiva-
mente, es una G-resolución libre de Z.

Demostración. Abusaremos de la notación al denotar porD yN a los mor�smos multiplica-
ción respectivamente. Ya que G es abeliano (pues G es cíclico), el anillo ZG es conmutativo
y por lo tanto las multiplicaciones por D y N resultan ser G-mor�smos.

La sucesión es un complejo ya que:

a) D ◦N = DN = (x− 1)(1 + x+ · · ·+ xn−1) = xn − 1 = 0, pues xn = 1.

b) N ◦D = ND = DN = 0.

c) ε ◦D = 0, ya que si α ∈ ZG, entonces(
ε ◦D

)
(α) = ε

(
D(α)

)
= ε(Dα) = ε

(
(x− 1)α

)
= ε(x− 1)ε(α) = 0.

La penúltima igualdad se tiene porque ε es un mor�smo de anillos.
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Ahora veamos que la sucesión es exacta.

d) Ker(ε) = IG ⊆ Im(D), en efecto, si α ∈ IG por la Proposición 1.3.3

α = r1(x− 1) + r2(x
2 − 1) + · · ·+ rn−1(x

n−1 − 1)

con ri ∈ Z. Entonces

α = r1(x− 1) + r2(x
2 − 1) + · · ·+ rn−1(x

n−1 − 1)

= r1(x− 1) + r2(x− 1)(x+ 1) + · · ·+ rn−1(x− 1)(xn−2 + xn−3 + · · ·+ 1)

= (x− 1)
(
r1 + r2(x+ 1) + · · ·+ rn−1(x

n−2 + xn−3 + · · ·+ 1)
)

= D
(
r1 + r2(x+ 1) + · · ·+ rn−1(x

n−2 + xn−3 + · · ·+ 1)
)

Por lo tanto α ∈ Im(D).

e) Ker(D) ⊆ Im(N), ya que si u =
n−1∑
k=0

rkx
k ∈ Ker(D), entonces

0 = D(u)

= Du

= (x− 1)(r0 + r1x+ · · ·+ rn−1x
n−1)

= r0x+ r1x
2 + · · ·+ rn−1x

n − r0 − r1x− · · · − rn−1xn−1

= r0x+ r1x
2 + · · ·+ rn−1 · 1G − r0 − r1x− · · · − rn−1xn−1

= (rn−1 − r0) · 1G + (r0 − r1)x+ · · ·+ (rn−2 − rn−1)xn−1

Se sigue que r0 − r1 = · · · = rn−2 − rn−1 = rn−1 − r0 = 0. Por lo tanto

r0 = r1 = · · · = rn−1,

y así u = r0

(
n−1∑
k=0

xk
)

= r0N = Nr0 = N(r0) ∈ Im(N).

f) Ker(N) ⊆ Im(D). Si u =
n−1∑
k=0

rkx
k ∈ Ker(N), entonces

0 = ε
(
N(u)

)
= ε(Nu) = ε(N)ε(u) = nε(u)

por lo tanto ε(u) =
n−1∑
k=0

rk = 0. Realizando unos cuantos cálculos obtenemos la si-
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guiente igualdad: Para k ≥ 1, sea sk =
k∑
i=0

ri, entonces

−D
(
r0 + s1x+ · · ·+ sn−2x

n−2
)
= (1− x)

(
r0 + s1x+ · · ·+ sn−2x

n−2
)

= r0 + s1x+ · · ·+ sn−2x
n−2

− r0x− s1x2 − · · · − sn−2xn−1

= r0 + (s1 − r0)x+ · · ·
+ (sn−2 − sn−3)xn−2 − sn−2xn−1

= r0 + r1x+ · · ·+ rn−2x
n−2 + rn−1x

n−1

= u

La penúltima igualdad se tiene porque sn−2 + rn−1 = ε(u) = 0. Por lo tanto
u ∈ Im(D).

En lo sucesivo, siG = 〈x〉 es un grupo cíclico de orden n, las letrasD yN representarán
a los elementos x−1 y 1+x+x2+ · · ·+xn−1 respectivamente. Además, para unG-módulo
M , denotaremos por IGM al subgrupo deM generado por los elementos de la forma y ·a−a
con y ∈ G y a ∈M , por NM =

{
a ∈M : Na = 0

}
y por nM =

{
a ∈M : na = 0

}
.

Lema 2.3.2. Sea G = 〈x〉 un grupo cíclico �nito de orden n. SiM es un G-módulo, entonces:

a) MG = DM = {a ∈M : (x− 1)a = Da = 0}

b) DM = IGM

c) SiM es un G-módulo trivial, entonces NM = nM , NM = nM y DM = 0.

Demostración.

a) Si b ∈ MG, entonces x · b = b, es decir, Db = (x − 1)b = x · b − b = 0. Por lo tanto
b ∈ {a ∈ M : Da = 0}. Recíprocamente, si b ∈ {a ∈ M : Da = 0}, entonces
x · b − b = (x − 1)b = Db = 0. Por lo tanto x · b = b. Por inducción obtenemos que
xk · b = x para k ≥ 1 y como el grupo G es cíclico se tiene el resultado.

b) Sea a ∈ M , entonces Da = (x− 1)a = x · a− a ∈ IGM , por lo tanto DM ⊆ IGM .
Recíprocamente, si y ∈ G y a ∈M , entonces y = xk para algún k ≥ 1. Luego

y · a− a = xk · a− a =
(
xk − 1

)
a = (x− 1)

(
xk−1 + xk−2 + · · ·+ x+ 1

)
a

Por lo tanto y · a− a ∈ DM , se sigue que IGM ⊆ DM .
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c) Las dos primeras igualdades se siguen de que para todo a ∈M

Na =
(
1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1

)
a

= a+ x · a+ x2 · a+ · · ·+ xn−1 · a
= a+ a+ · · ·+ a

= na

Para la tercera igualdad. Si a ∈M , entonces Da = (x− 1)a = x · a− a = a− a = 0.

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar lo que prometimos al inicio de esta
sección.

Teorema 2.3.3. SeaG = 〈x〉 un grupo cíclico �nito de orden n. Si M es unG-módulo, entonces
para todo k ≥ 1

H0(G,M) 'MG

H2k−1(G,M) ' NM/DM = NM/IGM

H2k(G,M) ' DM/NM =MG/NM

Demostración. Por el Corolario 2.2.2 tenemos que H0(G,M) ' MG. Para calcular los gru-
pos restantes procedemos de la siguiente manera: aplicando el funtor HomZG(_,M) al com-
plejo PZ de la Proposición 2.3.1 se obtiene el complejo

0 −→ HomZG(ZG,M)
D∗−→ HomZG(ZG,M)

N∗−→ HomZG(ZG,M)
D∗−→

HomZG(ZG,M)
N∗−→ HomZG(ZG,M)

D∗−→ HomZG(ZG,M) −→ · · ·

Este complejo es isomorfo al complejo

0 −→M
ϕD−→M

ϕN−→M
ϕD−→M

ϕN−→M −→ · · · ,

donde los mor�smos ϕD :M →M y ϕN :M →M están dados por

ϕD(a) = Da

ϕN(a) = Na,

dicho isomor�smo de complejos se debe a que el mor�smo ψ : HomZG(ZG,M) → M
de�nido como

ψ(f) = f(1)

hace conmutar el diagrama

HomZG(ZG,M)

ψ
��

D∗ // HomZG(ZG,M)

ψ
��

N∗ // HomZG(ZG,M)

ψ
��

M
ϕD //M

ϕN //M
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En efecto,
(ψ ◦D∗)(f) = ψ

(
D∗(f)

)
= ψ(f ◦D)

= (f ◦D)(1)

= f
(
D(1)

)
= f(D · 1)
= Df(1)

= ϕD
(
f(1)

)
= ϕD

(
ψ(f)

)
=
(
ϕD ◦ ψ

)
(f)

y
(ψ ◦N∗)(f) = ψ

(
N∗(f)

)
= ψ(f ◦N)

= (f ◦N)(1)

= f
(
N(1)

)
= f(N · 1)
= Nf(1)

= ϕN
(
f(1)

)
= ϕN

(
ψ(f)

)
= (ϕN ◦ ψ)(f)

Además, se veri�ca facilmente que ψ es un isomor�smo. Por lo tanto

Ker(N∗)/Im(D∗) ' Ker(ϕN)/Im(ϕD) y Ker(D∗)/Im(N∗) ' Ker(ϕD)/Im(ϕN).

Por otro lado, los mor�smos en el complejo PZ están dados por: d2n−1 = D y d2n = N para
n ≥ 1. Entonces

H2k−1(G,M) = Ext2k−1ZG (Z,M)

= Ker(d∗2k)/Im(d∗2k−1)

= Ker(N∗)/Im(D∗)

' Ker(ϕN)/Im(ϕD)

= NM/DM

= NM/IGM
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donde la ultima igualdad se tiene por el inciso b) del Lema 2.3.2.

H2k(G,M) = Ext2kZG(Z,M)

= Ker(d∗2k+1)/Im(d∗2k)

= Ker(D∗)/Im(N∗)

' Ker(ϕD)/Im(ϕN)

= {a ∈M : Da = 0}/NM
=MG/NM

y la última igualdad se tiene por el inciso a) del Lema 2.3.2.

Ejemplo 2.3.4. Sea G = 〈x〉 un grupo cíclico �nito de orden n, entonces

Hk(G,ZG) = 0

para todo k ≥ 1.

Demostración. Recordemos que la resolución

P : · · · −→ ZG D−→ ZG N−→ ZG D−→ ZG ε−→ Z −→ 0,

dada en 2.3.1 es exacta. Por el Teorema 2.3.3 tenemos que si k es impar,

Hk(G,ZG) ' NZG/DZG
=
{
α ∈ ZG : Nα = 0

}
/
{
Dα : α ∈ ZG

}
= Ker(N)/Im(D)

= 0

Análogamente, si k es par, entonces

Hk(G,ZG) ' DZG/NZG
=
{
α ∈ ZG : Dα = 0

}
/
{
Nα : α ∈ ZG

}
= Ker(D)/Im(N)

= 0

Corolario 2.3.5. Si G = {1}, entonces Hn(G,M) = {0} para todo n ≥ 1 y para todo
G-móduloM .

Demostración. Ya que G = {1} es un grupo cíclico generado por x = 1, se tiene que N = 1
y D = 0. Por lo tanto

NM =
{
a ∈M : Na = 0

}
= {0} =

{
Da : a ∈M

}
= DM

y
MG =

{
a ∈M : y · a = a para todo y ∈ G

}
=M =

{
Na : a ∈M

}
= NM .

De estas igualdades y del Teorema 2.3.3 se sigue el resultado.
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Corolario 2.3.6. Si G es un grupo cíclico de orden n y M es un G-módulo trivial, entonces
para todo k ≥ 1

H0(G,M) 'M

H2k−1(G,M) ' nM =
{
a ∈M : na = 0

}
H2k(G,M) 'M/nM

En particular, siM es el G-módulo trivial Z, entonces

H0(G,Z) ' Z
H2k−1(G,Z) ' 0

H2k(G,Z) ' Zn

Demostración. Como M es un G-módulo trivial, MG = M . Por el inciso c) del Lema 2.3.2
NM = nM , NM = nM y DM = 0. Finalmente, por el Teorema 2.3.3, se tiene que

H0(G,M) 'MG =M

H2k−1(G,M) ' NM/DM = nM

H2k(G,M) 'MG/NM =M/nM

y para el caso en el que M es el G-módulo trivial Z,

H0(G,Z) ' Z
H2k−1(G,Z) ' nZ =

{
a ∈ Z : na = 0

}
= {0}

H2k(G,Z) ' Z/nZ = Zn.

2.4. Resolución homogénea y resolución barra
Dar una descripción precisa de la cohomología de los grupos cíclicos �nitos fue, en cier-

ta forma, sencillo, esto se debió a la existencia de una resolución proyectiva del G-módulo
trivial Z que simpli�có en gran medida las expresiones que se obtenían. Nuestra tarea
en esta sección será mostrar, a manera de ejemplo, algunas resoluciones proyectivas del
G-módulo trivial Z para un grupo arbitrarioG; éstas resoluciones son usadas en el Capítulo
3 y en el Capítulo 4 para obtener algunos resultados.

Para un grupo arbitrarioG, sea Pn el Z-módulo libre con base el conjuntoGn+1, es decir,

Pn =

{
p =

∑
(y0,...,yn)∈Gn+1

r(y0,...,yn)(y0, . . . , yn) : r(y0,...,yn) ∈ Z son casi todos ceros

}

y de�nimos la acción de G sobre Pn en los generadores, mediante traslaciones, i.e., para
cada x ∈ G

x · (y0, . . . , yn) = (xy0, . . . , xyn)
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de modo que los Pn son, en efecto, G-módulos. Estos G-módulos serán los proyectivos de
nuestra resolución, puesto que resultan ser ZG-módulos libres tal y como se demuestra en
el siguiente Lema.

Lema 2.4.1. Para cada n ∈ N, Pn es un ZG-módulo libre, que tiene a

X =
{
(1G, x1, . . . , xn) : xi ∈ G

}
como base.

Demostración. Sea p ∈ Pn , entonces

p =
∑

(y0,...,yn)∈Gn+1

r(y0,...,yn)(y0, . . . , yn)

=
∑

(y0,...,yn)∈Gn+1

r(y0,...,yn)
(
y0 · (1G, y−10 y1, . . . , y

−1
0 yn)

)
=

∑
(y1,...,yn)∈Gn

(∑
y0∈G

r(y0,y1,...,yn)y0
(
1G, y

−1
0 y1, . . . , y

−1
0 yn

))
=

∑
(y1,...,yn)∈Gn

α(y1,...,yn)

(
1G, y

−1
0 y1, . . . , y

−1
0 yn

)
donde α(y1,...,yn) =

∑
y0∈G

r(y0,y1,...,yn)y0 ∈ ZG y así p es una ZG-combinación lineal de ele-

mentos de X . Ahora veamos que X es un conjunto linealmente independiente: Si

0 =
∑

(x1,...,xn)∈Gn

α(x1,...,xn)(1G, x1, . . . , xn)

es una suma �nita con α(x1,...,,xn) ∈ ZG, entonces α(x1,...,,xn) =
∑
x0∈G

r(x0,x1,...,xn)x0 donde

r(x0,x1,...,xn) ∈ Z. Por lo tanto

0 =
∑

(x1,...,xn)∈Gn

α(x1,...,xn)(1G, x1, . . . , xn)

=
∑

(x1,...,xn)∈Gn

(∑
x0∈G

r(x0,x1,...,xn)x0(1G, x1, . . . , xn)

)

=
∑

(x1,...,xn)∈Gn

(∑
x0∈G

r(x0,x1,...,xn)(x0, x0x1, . . . , x0xn)

)
=

∑
(x0,...,xn)∈Gn+1

r(x0,...,xn)(x0, x0x1, . . . , x0xn)

puesto que Pn, como Z-módulo, es libre sobre Gn+1, podemos concluir que r(x0,...,xn) = 0
para todo (x0, . . . , xn) ∈ Gn+1, y así α(x1,...,xn) =

∑
x0∈G

r(x0,x1,...,xn)x0 = 0.
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Para n ≥ 1, los mor�smos ∂n : Pn → Pn−1 se de�nen, también en los generadores,
mediante la fórmula

∂n(x0, x1, . . . , xn) =
n∑
j=0

(−1)j(x0, . . . , x̂j, . . . , xn)

donde el símbolo x̂j indica que el elemento correspondiente ha sido omitido, en particular

∂1(x0, x1) = x1 − x0.

Por ultimo, el mor�smo ε : P0 → Z se de�ne enviando cada generador x ∈ G a ε(x) = 1, y
así

ε

(∑
x∈G

rxx

)
=
∑
x∈G

rx,

i.e., ε es el mor�smo de aumento.
Que esta sucesión es exacta, es lo que se a�rma a continuación.

Proposición 2.4.2. Sea G un grupo. La sucesión de ZG-módulos libres

P(G) : · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
ε−→ Z −→ 0

es exacta.

Demostración. Primero veamos que P(G) es un complejo.

a) ε ◦ ∂1 = 0, ya que para todo generador (x0, x1) ∈ P1 se tiene que

(ε ◦ ∂1)(x0, x1) = ε
(
∂1(x0, x1)

)
= ε(x1 − x0) = 1− 1 = 0

b) ∂n−1 ◦ ∂n = 0 para todo n ≥ 1. En efecto, si (x0, . . . , xn) ∈ Pn, entonces

(∂n−1 ◦ ∂n)(x0, . . . , xn) = ∂n−1
(
∂n(x0, . . . , xn)

)
= ∂n−1

(
n∑
j=0

(−1)j
(
x0, . . . , x̂j, . . . , xn

))

=
n∑
j=0

(−1)j∂n−1
(
x0, . . . , x̂j, . . . , xn

)
=

n∑
j=0

(−1)j
(
j−1∑
i=0

(−1)i
(
x0, . . . , x̂i, . . . , x̂j, . . . , xn

)
+

n∑
i=j+1

(−1)i−1
(
x0, . . . , x̂j, . . . , x̂i, . . . , xn

))
= 0

ya que la primera suma tiene el signo (−1)i+j y la segunda suma el signo (−1)i+j−1
y por lo tanto se cancelan.
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Para terminar de probar la exactitud de P(G), basta ver que 1P(G) es nulhomotópico, es decir,
que en el siguiente diagrama

Pn+1

1Pn+1

��

∂n+1 // Pn

1Pn

��

∂n //

sn

||

Pn−1

1Pn−1

��

//

sn−1

||

· · · // P1

1P1

��

∂1 // P0

1P0

��

ε //

s0

~~

Z
1Z
��

//

s−1

��

0

Pn+1 ∂n+1

// Pn ∂n
// Pn−1 // · · · // P1 ∂1

// P0 ε
// Z // 0

existen mor�smos sn : Pn → Pn+1 tales que

∂n+1 ◦ sn + sn−1 ◦ ∂n = 1Pn

∂1 ◦ s0 + s−1 ◦ ε = 1P0

ε ◦ s−1 = 1Z

Estos mor�smos se de�nen de la siguiente manera: s−1 : Z→ P0 está dado por s−1(1) = 1G
(el neutro de G) y para n ≥ 0, sn : Pn → Pn+1 se de�ne como

sn(x0, . . . , xn) = (1G, x0, . . . , xn).

Para (x0, . . . , xn) ∈ Pn y x ∈ G:

• (∂n+1 ◦ sn + sn−1 ◦ ∂n)(x0, . . . , xn) = (∂n+1 ◦ sn)(x0, . . . , xn) + (sn−1 ◦ ∂n)(x0, . . . , xn)
= ∂n+1

(
sn(x0, . . . , xn)

)
+ sn−1

(
∂n(x0, . . . , xn)

)
= ∂n+1(1G, x0, . . . , xn)

+ sn−1

(
n∑
j=0

(−1)j(x0, . . . , x̂j, . . . , xn)

)

= (x0, . . . , xn) +
n∑
j=0

(−1)j−1
(
1G, x0, . . . , x̂j, . . . , xn

)
+

n∑
j=0

(−1)jsn−1
(
x0, . . . , x̂j, . . . , xn

)
= (x0, . . . , xn) +

n∑
j=0

(−1)j−1
(
1G, x0, . . . , x̂j, . . . , xn

)
+

n∑
j=0

(−1)j
(
1G, x0, . . . , x̂j, . . . , xn

)
= (x0, . . . , xn)

• (∂1 ◦ s0 + s−1 ◦ ε)(x) = ∂1
(
s0(x)

)
+ s−1

(
ε(x)

)
= ∂1(1G, x)+ s−1(1) = x− 1G+1G = x

• (ε ◦ s−1)(1) = ε
(
s−1(1)

)
= ε(1) = 1
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A la sucesión

P(G) : · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
ε−→ Z −→ 0

se le llama la resolución homogénea o estándar de Z.
Ahora es el turno de presentar a nuestra segunda resolución proyectiva de Z. Empeza-

mos como sigue.
Sea G un grupo arbitrario, y sea B0 el ZG-módulo libre generado por un solo símbolo

denotado por [[[ ]]], por lo tanto B0 ' ZG. Para n ≥ 1, de�nimos a Bn como el ZG-módulo
libre con base Gn (de este modo cada Bn es proyectivo). Denotaremos a los elementos de
Gn por [[[x1 | . . . | xn]]] en vez de (x1, . . . , xn). Para n ≥ 1, los mor�smos dn : Bn → Bn−1
están dados por

dn[[[x1 | x2 | . . . | xn]]] = x1[[[x2 | . . . | xn]]]

+
n−1∑
i=1

(−1)i[[[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn]]]

+ (−1)n[[[x1 | . . . | xn−1]]].

En particular,
d1[[[x]]] = x[[[ ]]]− [[[ ]]]

d2[[[x | y]]] = x[[[y]]]− [[[xy]]] + [[[x]]]

d3[[[x | y | z]]] = x[[[y | z]]]− [[[xy | z]]] + [[[x | yz]]]− [[[x | y]]].
Finalmente, ε : B0 → Z es el mor�smo de aumento.

El siguiente Lema tiene como objetivo demostrar que esta sucesión es un complejo y que
además es isomorfo al complejo P(G).

Lema 2.4.3. Para todo n ≥ 0, existe un isomor�smo de módulos τn : Bn → Pn tal que

τn−1 ◦ dn = ∂n ◦ τn,

es decir, el siguiente diagrama conmuta.

Bn

τn
��

dn // Bn−1

τn−1

��
Pn ∂n

// Pn−1

Demostración. De�nimos τn : Bn → Pn como

τn[[[x1 | . . . | xn]]] = (1G, x1, x1x2, . . . , x1x2 · · ·xn)

cuya inversa σn : Pn → Bn está dada por

σn(1G, x1, . . . , xn) =
[[[
x1 | x−11 x2 | . . . | x−1n−1xn

]]]
.
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En efecto,

(τn ◦ σn)(1G, x1, . . . , xn) = τn
(
σn(1G, x1, . . . , xn)

)
= τn

[[[
x1 | x−11 x2 | . . . | x−1n−1xn

]]]
=
(
1G, x1, x1(x

−1
1 x2), . . . , x1(x

−1
1 x2) · · · (x−1n−1xn)

)
= (1G, x1, x2, . . . , xn)

y

(σn ◦ τn)[[[x1 | . . . | xn]]] = σn
(
τn[[[x1 | . . . | xn]]]

)
= σn(1G, x1, x1x2, . . . , x1x2 · · ·xn)
=
[[[
x1 | x−11 (x1x2) | . . . | (x1 · · · xn−1)−1(x1 · · ·xn−1xn)

]]]
= [[[x1 | x2 | . . . | xn]]].

Para veri�car la conmutatividad mostraremos que dn = τ−1n−1 ◦ ∂n ◦ τn = σn−1 ◦ ∂n ◦ τn.

(σn−1 ◦ ∂n ◦ τn)[[[x1 | . . . | xn]]] = σn−1

(
∂n
(
τn[[[x1 | . . . | xn]]]

))
= σn−1

(
∂n(1G, x1, x1x2, . . . , x1x2 · · ·xn)

)
= σn−1

(
(x1, x1x2, . . . , x1x2 · · ·xn)

+
n−1∑
j=1

(−1)j(1G, x1, . . . , ̂x1 · · ·xj, . . . , x1x2 · · ·xn)

+ (−1)n(1G, x1, x1x2, . . . , x1x2 · · ·xn−1)

)
= σn−1(x1, x1x2, . . . , x1x2 · · · xn)

+
n−1∑
j=1

(−1)jσn−1(1G, x1, . . . , ̂x1 · · ·xj, . . . , x1x2 · · ·xn)

+ (−1)nσn−1(1G, x1, x1x2, . . . , x1x2 · · · xn−1)
= x1σn−1(1G, x2, . . . , x2 · · · xn)

+
n−1∑
j=1

(−1)j
[[[
x1 | . . . | (x1 · · ·xj−1)−1(x1 · · ·xj+1) | . . . |

(x1 · · · xn−1)−1(x1 · · ·xn)
]]]

+ (−1)n[[[x1 | x2 | . . . | xn−1]]]
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= x1[[[x2 | x3 | . . . | xn]]]

+
n−1∑
j=1

(−1)j[[[x1 | . . . | xjxj+1 | . . . | xn]]]

+ (−1)n[[[x1 | x2 | . . . | xn−1]]]
= dn[[[x1 | x2 | . . . | xn]]]

Por lo tanto, τn−1 ◦ dn = ∂n ◦ τn.

Proposición 2.4.4. Sea G un grupo. La sucesión de ZG-módulos libres

B(G) : · · · −→ Bn
dn−→ Bn−1 −→ · · · −→ B1

d1−→ B0
ε−→ Z −→ 0

es exacta.

Demostración. B(G) es un complejo ya que

a) ε ◦ d1[[[x]]] = ε
(
x[[[ ]]]− [[[ ]]]

)
= xε[[[ ]]]− ε[[[ ]]] = ε[[[ ]]]− ε[[[ ]]] = 0

b) Si n ≥ 1, por el Lema 2.4.3,

dn ◦ dn+1 =
(
τ−1n−1 ◦ ∂n ◦ τn

)
◦
(
τ−1n ◦ ∂n+1 ◦ τn+1

)
= τ−1n−1 ◦ ∂n ◦

(
τn ◦ τ−1n

)
◦ ∂n+1 ◦ τn+1

= τ−1n−1 ◦ ∂n ◦ 1Bn ◦ ∂n+1 ◦ τn+1

= τ−1n−1 ◦
(
∂n ◦ ∂n+1

)
◦ τn+1

= 0

Finalmente, como los cuadrados del Lema 2.4.3 conmutan, la familia

τ = (τn) : B(G)→ P(G)

es un isomor�smo de complejos, y por lo tanto induce isomor�smos en la cohomología de
los complejos B(G) y P(G), pero P(G) es exacto, entonces para todo n ≥ 0

Hn(B(G)) ' Hn(P(G)) = 0,

es decir, B(G) es una sucesión exacta.

A la sucesión

B(G) : · · · −→ Bn
dn−→ Bn−1 −→ · · · −→ B1

d1−→ B0
ε−→ Z −→ 0

se le llama la resolución barra de Z.
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2.5. Resolución barra normalizada
A continuación construimos la resolución barra normalizada de Z, la cual usaremos en

el Capítulo 4 para interpretar al segundo grupo de cohomología H2(G,M).
Sea G un grupo, para todo entero n ≥ 1, sea

Yn =
{
[[[x1 | . . . | xn]]] ∈ Gn : al menos un xi = 1G

}
De�nimos a U0 como el submódulo cero deB0 y para n ≥ 1 sea Un el ZG-módulo generado
por Yn. Claramente Un es un submódulo de Bn y además dn(Un) ⊆ Un−1 para todo n ≥ 1,
para veri�car esto último, basta ver que dn(Yn) ⊆ Un−1.

Ya que d1[[[1G]]] = 1G · [[[ ]]]− [[[ ]]] = 0, entonces

d1(Y1) = {0} = U0.

Si n ≥ 1 y [[[x1 | . . . | xn]]] ∈ Yn, podemos considerar los siguientes dos casos.

Caso 1. Al menos dos entradas son iguales a 1G, entonces

dn[[[x1 | x2 | . . . | xn]]] = x1[[[x2 | . . . | xn]]]

+
n−1∑
i=1

(−1)i[[[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn]]]

+ (−1)n[[[x1 | . . . | xn−1]]]

tiene al menos una entrada igual a 1G en cada sumando.

Caso 2. Una sola entrada es igual a 1G. Si x1 = 1G, entonces

dn[[[1G | x2 | . . . | xn]]] = [x2 | . . . | xn]− [x2 | . . . | xn]

+
n−1∑
i=2

(−1)i[1G | . . . | xixi+1 | . . . | xn]

+ (−1)n[1G | . . . | xn−1]

=
n−1∑
i=2

(−1)i[1G | . . . | xixi+1 | . . . | xn]

+ (−1)n[1G | . . . | xn−1]

el cual tiene exactamente una entrada igual a 1G en cada sumando. Si xn = 1G,
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entonces

dn[x1 | x2 | . . . | 1G] = x1[x2 | . . . | 1G]

+
n−2∑
i=1

(−1)i[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | 1G]

+ (−1)n−1[x1 | . . . | xn−1] + (−1)n[x1 | . . . | xn−1]
= x1[x2 | . . . | 1G]

+
n−2∑
i=1

(−1)i[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | 1G]

el cual también tiene una entrada igual a 1G en cada sumando. Finalmente, si
xj = 1G para 1 < j < n, entonces los términos que no tienen ninguna entrada
igual a 1G son exactamente dos, a saber,

(−1)j−1[x1 | . . . | xj−1xj | . . . | xn] = (−1)j−1[x1 | . . . | xj−1 | . . . | xn]

y
(−1)j[x1 | . . . | xjxj+1 | . . . | xn] = (−1)j[x1 | . . . | xj+1 | . . . | xn]

los cuales se cancelan.

Se tiene entonces que la sucesión

U(G) : · · · −→ Un
sn−→ Un−1 −→ · · · −→ U1

s1−→ U0 −→ 0

donde sn = dn |Un es un subcomplejo de B(G), por lo que podemos considerar el complejo
cociente B(G)/U(G).

De�nición 2.5.1. Sea G un grupo. La resolución barra normalizada de Z es la sucesión

B∗(G) : · · · −→ Bn/Un
rn−→ Bn−1/Un−1 −→ · · · −→ B1/U1

r1−→ B0
ε−→ Z −→ 0

donde los mor�smos rn : Bn/Un → Bn−1/Un−1 están dados por

rn(x+ Un) = dn(x) + Un−1

para todo x ∈ Bn. En particular,

rn
(
[x1 | x2 | . . . | xn] + Un

)
= dn[x1 | x2 | . . . | xn] + Un−1

Proposición 2.5.2. Para cada n ≥ 1, Bn/Un es un ZG-módulo libre con base el conjunto

Xn =
{
[x1 | . . . | xn] + Un ∈ Bn/Un : xi ∈ G \ {1G} para todo i

}
.
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Demostración. Primero veamos que el conjunto es linealmente independiente. Para
i = 1, . . . ,m sean αi ∈ ZG y [xi1 | . . . | xin ] + Un ∈ Xn tales que

0 =
m∑
i=1

(
αi[xi1 | . . . | xin ] + Un

)
=

(
m∑
i=1

αi[xi1 | . . . | xin ]

)
+ Un

entonces
m∑
i=1

αi[xi1 | . . . | xin ] ∈ Un =
〈
Yn
〉

y así
m∑
i=1

αi[xi1 | . . . | xin ] =
k∑
j=1

βj[yj1 | . . . | yjn ]

con βj ∈ ZG y [yj1 | . . . | yjn ] ∈ Yn. Luego

m∑
i=1

αi[xi1 | . . . | xin ]−
k∑
j=1

βj[yj1 | . . . | yjn ] = 0

y como Bn es libre sobre Gn se tiene que αi = 0 para todo i. Finalmente, si∑
Gn

α(x1,...,xn)[x1 | x2 | . . . | xn] ∈ Bn, entonces

(∑
Gn

α(x1,...,xn)[x1 | x2 | . . . | xn]
)
+ Un =

∑
Gn

(
α(x1,...,xn)[x1 | x2 | . . . | xn] + Un

)
=
∑
(G×)n

(
α(x1,...,xn)[x1 | x2 | . . . | xn] + Un

)
donde G× = G \ {1G}, y esto último se tiene porque [x1 | x2 | . . . | xn] +Un = 0 si xi = 1G
para algún i. Por lo tanto Xn genera a Bn/Un.

Lema 2.5.3. Para cada n ≥ 1, Bn/Un es un Z-módulo libre con base el conjunto

Zn =
{
x[x1 | . . . | xn] + Un ∈ Bn/Un : x ∈ G, xi ∈ G \ {1G} para todo i

}
.

Demostración. Primero veremos queZn genera aBn/Un como grupo abeliano. Un elemento
p ∈ Bn es de la forma

p =
∑
Gn

α(x1,...,xn)[x1 | . . . | xn]

donde α(x1,...,xn) ∈ ZG son casi todos ceros. Por otro lado, para cada (x1, . . . , xn) ∈ Gn

α(x1,...,xn) =
∑
x∈G

r
(x1,...,xn)

x x
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con r(x1,...,xn)

x ∈ Z. Por lo tanto

p+ Un =

(∑
Gn

α(x1,...,xn)[x1 | . . . | xn]
)
+ Un

=
∑
Gn

(
α(x1,...,xn)[x1 | . . . | xn] + Un

)
=
∑
Gn

((∑
G

r
(x1,...,xn)

x x

)
[x1 | . . . | xn] + Un

)
=
∑
x∈G

(x1,...,xn)∈Gn

r
(x1,...,xn)

x

(
x[x1 | . . . | xn] + Un

)
=

∑
x∈G

(x1,...,xn)∈(G×)n

r
(x1,...,xn)

x

(
x[x1 | . . . | xn] + Un

)

donde G× = G \ {1G}, esto ultimo se tiene pues [x1 | . . . | xn] + Un = 0 si xi = 1G
para algun i. Se sigue que p + Un ∈

〈
Zn
〉
. Ahora veremos que el conjunto es linealmente

independiente. Para i = 1, . . . ,m sean ri ∈ Z, yi ∈ G y [xi1 | . . . | xin ] ∈ Gn tal que
xij 6= 1G para todo i, j. Si

0 =
m∑
i=1

ri
(
yi[xi1 | . . . | xin ] + Un

)
=

m∑
i=1

(
riyi[xi1 | . . . | xin ] + Un

)
=

(
m∑
i=1

riyi[xi1 | . . . | xin ]

)
+ Un

entonces
m∑
i=1

riyi[xi1 | . . . | xin ] ∈ Un =
〈
Yn
〉
, luego

m∑
i=1

riyi[xi1 | . . . | xin ] =
k∑
j=1

βj[zj1 | . . . | zjn ] y así

m∑
i=1

riyi[xi1 | . . . | xin ]−
k∑
j=1

βj[zj1 | . . . | zjn ] = 0

Se sigue que riyi = 0 para todo i, pues Bn es un ZG-módulo libre sobre Gn y por lo tanto
ri = 0 para cada i.

Lema 2.5.4. Si
(C•, d•) : · · · −→ Cn+1

dn+1−→ Cn
dn−→ Cn−1 −→ · · ·
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es un complejo de R-módulos y
{
sn : Cn → Cn+1

}
n∈Z es una familia de Z-mor�smos que

satisfacen
dn+1sn + sn−1dn = 1Cn

para todo n ∈ Z, entonces (C•, d•) es una sucesión exacta.

Demostración. Ya que (C•, d•) es un complejo, dndn+1 = 0 y así Im(dn+1) ⊆ Ker(dn). Recí-
procamente, si a ∈ Ker(dn) entonces

a =
(
dn+1sn + sn−1dn

)
(a)

= dn+1

(
sn(a)

)
+ sn−1

(
dn(a)

)
= dn+1

(
sn(a)

)
+ sn−1

(
0
)

= dn+1

(
sn(a)

)
+ 0

= dn+1

(
sn(a)

)
por lo tanto a = dn+1

(
sn(a)

)
∈ Im(dn+1).

Proposición 2.5.5. Sea G un grupo. La resolución barra normalizada

B∗(G) : · · · −→ Bn/Un
rn−→ Bn−1/Un−1 −→ · · · −→ B1/U1

r1−→ B0
ε−→ Z −→ 0

es una ZG-resolución libre de Z.

Demostración. Por la Proposición 2.5.2 cada uno de los ZG-módulosBn/Un es ZG-libre. Pa-
ra probar la exactitud de B∗(G), por el Lema 2.5.4, basta construir una familia{
sn : Bn/Un → Bn+1/Un+1

}
n≥−1 de Z-mor�smos que satisfagan

εs−1 = 1Z

r1s0 + s−1ε = 1B0

rn+1sn + sn−1rn = 1Bn/Un

Estos mor�smos se de�nen en la base de la siguiente manera: s−1 : Z→ B0 como

s−1(1) = [ ],

s0 : B0 → B1/U1 como
s0
(
x[ ]
)
= [x] + U1

y para n ≥ 1, sn : Bn/Un → Bn+1/Un+1 como

sn :
(
x[x1 | . . . | xn] + Un

)
= [x | x1 | . . . | xn] + Un+1
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Para facilitar la notación denotaremos por [x1 | . . . | xn]∗ = [x1 | . . . | xn] + Un. Entonces

• (rn+1sn + sn−1rn)
(
x[x1 | . . . | xn]∗

)
= rn+1sn

(
x[x1 | . . . | xn]∗

)
+ sn−1rn

(
x[x1 | . . . | xn]∗

)
= rn+1[x | x1 | . . . | xn]∗ + sn−1

(
xrn[x1 | . . . | xn]∗

)
= x[x1 | . . . | xn]∗ − [xx1 | x2 | . . . | xn]∗

+ (−1)i+1

n−1∑
i=1

[x | . . . | xixi+1 | . . . | xn]∗

+ (−1)n+1[x | x1 | . . . | xn−1]∗

+ sn−1

(
xx1[x2 | . . . | xn]∗

+ (−1)i
n−1∑
i=1

x[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn]∗

+ (−1)nx[x1 | . . . | xn−1]∗
)

= x[x1 | . . . | xn]∗ − [xx1 | x2 | . . . | xn]∗

+ (−1)i+1

n−1∑
i=1

[x | . . . | xixi+1 | . . . | xn]∗

+ (−1)n+1[x | x1 | . . . | xn−1]∗

+ sn−1

(
xx1[x2 | . . . | xn]∗

)
+ (−1)i

n−1∑
i=1

sn−1

(
x[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn]∗

)
+ (−1)nsn

(
x[x1 | . . . | xn−1]∗

)
= x[x1 | . . . | xn]∗ − [xx1 | x2 | . . . | xn]∗

+ (−1)i+1

n−1∑
i=1

[x | x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn]∗

+ (−1)n+1[x | x1 | . . . | xn−1]∗

+ [xx1 | x2 | . . . | xn]∗

+ (−1)i
n−1∑
i=1

[x | x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn]∗

+ (−1)n[x | x1 | . . . | xn−1]∗

= x[x1 | . . . | xn]∗
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• (r1s0 + s−1ε)
(
x[ ]
)
= r1s0

(
x[ ]
)
+ s−1ε

(
x[ ]
)

= r1[x]
∗ + s−1(1)

=
(
x[ ]− [ ]

)
+ [ ]

= x[ ]

• (εs−1)(1) = εs−1(1)

= ε[ ]

= 1



Capítulo 3

Extensiones de grupos y H2(G,M)

Describir a cada uno de los grupos Hn(G,M) cuando G no es cíclico, en términos de
grupos más simples, se vuelve una tarea muy complicada. En algunos casos, por ejemplo,
para H2(G,M) se pueden dar interpretaciones relativamente sencillas y este será el objeti-
vo de este capítulo. Empezaremos por desarrollar los conceptos y resultados necesarios que
nos permitirán dar una interpretación del segundo grupo de cohomologíaH2(G,M), en tér-
minos de clases de extensiones de M por G que preservan la acción. Para ello comenzamos
explicando de manera muy breve en que consiste el “problema de la extensión”.

3.1. Extensiones de grupos
Dada una pareja de grupos (M,G), el problema de la extensión consiste en encontrar a

todos los grupos E que contengan un subgrupo normal M1 isomorfo a M de tal modo que
el grupo G sea isomorfo al grupo cociente E/M1, es decir, lo que queremos es que E esté
en una sucesión exacta de la forma:

1 −→M −→ E −→ G −→ 1.

Lo anterior da origen a la siguiente de�nición.

De�nición 3.1.1. Si M y G son grupos, entonces una extensión de M por G es una suce-
sión exacta corta

1 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1.

En el problema de la extensión no asumimos que el grupo M sea abeliano, sin embargo
para nuestros �nes M siempre será considerado un grupo abeliano y estará escrito aditiva-
mente. Los grupos E y G no necesariamente son abelianos y ambos se escribirán multipli-
cativamente. Una característica especial de considerar a M abeliano es que una extensión

0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1

induce una acción de G sobre M , haciendo de M un G-módulo. Empezaremos con los con-
ceptos necesarios para demostrar esta última a�rmación.

36
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De�nición 3.1.2. Sea 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una extensión. Una sección es una
función s : G→ E, no necesariamente un mor�smo, tal que p ◦ s = 1G y s(1) = 1.

Ya que p : E → G es suprayectiva, el axioma de elección garantiza la existencia de una
inversa derecha, es decir, de una función r : G→ E tal que p◦r = 1G. Si r(1) = 1, entonces
r es una sección. Si r(1) 6= 1, entonces podemos de�nir s : G→ E como

s(x) =

{
r(x) si x 6= 1

1 si x = 1

y claramente p ◦ s = 1G. Por lo tanto, siempre es posible hallar una sección.

Proposición 3.1.3. Sean 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una extensión y s : G → E
una sección. SiM ′ = Im(i), entonces s(G) es un sistema completo de representantes de clases
laterales derechas deM ′ en E.

Demostración. Sea e ∈ E, entonces x = p(e) ∈ G y

p
(
s(x)e−1

)
= ps(x)p(e)−1 = xx−1 = 1,

se sigue que s(x)e−1 ∈ Ker(p) = Im(i) = M ′ y por lo tanto M ′s(x) = M ′e, esto es, toda
clase lateral derecha tiene un representante en s(G). Ahora mostraremos que s(G) no tiene
dos elementos de la misma clase. Si M ′s(x) = M ′s(y), entonces existe a ∈ M ′ tal que
s(x) = as(y), así

x = ps(x) = p
(
as(y)

)
= p(a)p

(
s(y)

)
= ps(y) = y

donde la penúltima igualdad se tiene porque a ∈ M ′ = Im(i) = Ker(p), por lo tanto
s(x) = s(y).

Si 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 es una extensión de un grupo M por un grupo G,
entonces Im(i) = Ker(p) C E, por lo tanto, si s : G → E es una sección tenemos que
para cada x ∈ G y a ∈ M s(x)i(a)s(x)−1 ∈ Im(i), luego existe un único bx ∈ M tal que
i(bx) = s(x)i(a)s(x)−1. Denotaremos por θx(a) = bx.

Proposición 3.1.4. Sea 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una extensión de un grupoM por un
grupo G. Si s : G→ E es una sección, entonces:

a) Para todo x ∈ G, la función θx : M → M , donde θx(a) es el único elemento enM tal
que

i
(
θx(a)

)
= s(x)i(a)s(x)−1,

es independiente de la elección de la sección s en x.

b) Para todo x ∈ G, θx :M →M es un isomor�smo de grupos.

c) La función θ : G→ Aut(M), de�nida por θ(x) = θx, es un mor�smo de grupos.
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d) M es un G-módulo izquierdo con la acción dada por

x · a = θx(a).

Demostración.

a) Sea r otra sección y sea a ∈M . Ya que

p
(
s(x)−1r(x)

)
= ps(x)−1pr(x) = x−1x = 1,

s(x)−1r(x) ∈ Ker(p) = Im(i), por lo tanto existe c ∈M tal que s(x)−1r(x) = i(c). Se
sigue que r(x) = s(x)i(c). Luego,

r(x)i(a)r(x)−1 = s(x)i(c)i(a)i(c)−1s(x)−1 = s(x)i(c+a−c)s(x)−1 = s(x)i(a)s(x)−1

donde la última igualdad se tiene porque a, c conmutan en el grupo abeliano M .

b) Sean a, b ∈M y x ∈ G. Tenemos que

i
(
θx(a) + θx(b)

)
= i
(
θx(a)

)
i
(
θx(b)

)
= s(x)i(a)s(x)−1s(x)i(b)s(x)−1

= s(x)i(a)i(b)s(x)−1

= s(x)i(a+ b)s(x)−1

= i
(
θx(a+ b)

)
y por lo tanto θx(a+ b) = θx(a) + θx(b).

c) Sean x, y ∈ G y a ∈M , ya que

p
(
s(y)−1s(x)−1s(xy)

)
= ps(y)−1ps(x)−1ps(xy) = y−1x−1xy = 1,

s(y)−1s(x)−1s(xy) ∈ Ker(p) = Im(i), así s(y)−1s(x)−1s(xy) = i(c) para algún
c ∈M . Por lo tanto s(xy) = s(x)s(y)i(c). Finalmente,

i
(
θxy(a)

)
= s(xy)i(a)s(xy)−1

= s(x)s(y)i(c)i(a)i(c)−1s(y)−1s(x)−1

= s(x)s(y)i(c+ a− c)s(y)−1s(x)−1

= s(x)s(y)i(a)s(y)−1s(x)−1

= s(x)i
(
θy(a)

)
s(x)−1

= i
(
θx
(
θy(a)

))
= i
(
θxθy(a)

)
se sigue que θ(xy) = θxy = θxθy = θ(x)θ(y).
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d) Se sigue del inciso c) y de la Proposición 2.1.2.

SeanG un grupo yM unG-módulo. Ya que tantoM comoG son grupos podemos hablar
de las extensiones de M por G y como un ejemplo de dicha extensión podemos considerar
el producto directo de M por G, esto es, el conjunto de parejas ordenadas (a, x) ∈ M ×G
en donde la operación está dada por

(a, x)(b, y) = (a+ b, xy).

Este grupo tiene como neutro a (0, 1) y como inverso de (a, x) a (−a, x−1). El monomor�smo
i : M → M ×G de�nido por i(a) = (a, 1) y el epimor�smo p : M ×G→ G de�nido por
p(a, x) = x satisfacen que la Im(i) = Ker(p) y por lo tanto la sucesión

0 −→M
i−→M ×G p−→ G −→ 1

es, en efecto, una extensión de M por G. Por el inciso d) de la Proposición 3.1.4 esta ex-
tensión induce una acción ∗ : G ×M → M , haciendo de M un G-módulo, y es natural
preguntarnos si esta acción coincide con la queM tenía en un principio. Para responder a es-
ta pregunta consideremos la sección s : G→M ×G de�nida por s(x) = (0, x). Realizando
los siguientes calculos, tenemos que para todo x ∈ G y a ∈M

i(x ∗ a) = i(θx(a))

= s(x)i(a)s(x)−1

= (0, x)(a, 1)(0, x)−1

= (0, x)(a, 1)(0, x−1)

= (0 + a+ 0, xx−1)

= (a, 1)

= i(a)

y podemos concluir que x∗a = a, es decir,M con esta nueva acción es unG-módulo trivial
y es de esperarse que en general no coincida con la que M tenía. Nosotros nos centraremos
únicamente en aquellas extensiones cuyas dos acciones coincidan, por lo que conviene dar
un nombre a este tipo de extensiones.

De�nición 3.1.5. Sea M un G-módulo. Una extensión 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1
preserva la acción si, para todo x ∈ G y a ∈M

i(x · a) = s(x)i(a)s(x)−1,

donde s : G→ E es una sección.

Para que esta de�nición realmente tenga sentido será necesario demostrar la existencia
de este tipo de extensiones. El estudio del producto semidirecto de un G-módulo M nos
dará un primer ejemplo de estas extensiones, para ello empezamos recordando lo que esto
signi�ca.
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3.2. Productos Semidirectos
El concepto de producto semidirecto es una generalización del producto directo, al igual

que en este último, los productos semidirectos describen una forma muy particular en la
que un grupo está compuesto por dos grupos.

De�nición 3.2.1. Una extensión 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 se escinde si existe un
mor�smo s : G→ E tal que p ◦ s = 1G.

Entonces una extensión se escinde si y sólo si existe una sección, digamos s, que también
es un mor�smo. Por ejemplo, la extensión

0 −→M
i−→M ×G p−→ G −→ 1

se escinde, ya que la sección s : G→M ×G dada por s(x) = (0, x) es un mor�smo.

Proposición 3.2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) La extensión 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 se escinde.

b) Existe un subgrupo Q ⊆ E tal que Q ' G, i(M) ∩Q = 1 y i(M)Q = E.

c) Existe un subgrupo Q ⊆ E tal que todo elemento e ∈ E se expresa de manera única
como e = i(a)x con a ∈M y x ∈ Q.

Demostración.

a) ⇒ b) Por hipótesis existe un mor�smo s : G → E tal que ps = 1G, lo que implica
que s es inyectiva y así Q := Im(s) ' G. Si e ∈ E, entonces y = p(e) ∈ G y
ps(y) = y = p(e) por lo tanto es(y)−1 ∈ Ker(p) = i(M), luego e = i(a)s(y) para
algún a ∈ M , es decir, e ∈ i(M)Q. Finalmente, si e ∈ i(M) ∩ Q, entonces e = i(a)
para algún a ∈ M y e = s(x) para algún x ∈ G pues e ∈ Q = Im(s). Por otro lado,
x = ps(x) = p(e) = pi(a) = 1, se sigue que e = s(x) = s(1) = 1.

b) ⇒ c) Supongamos que tenemos dos expresiones de e, digamos

i(a)x = e = i(b)y

con a, b ∈M y x, y ∈ Q, entonces i(−b+a) = i(b)−1i(a) = yx−1 ∈ i(M)∩Q = {1}.
Por lo tanto a = b y x = y.

c) ⇒ a) Veamos que p |Q: Q → G es un isomor�smo. Sean x, y ∈ Q tales que
p(x) = p(y), entonces xy−1 ∈ Ker(p) = i(M) y así xy−1 = i(a) para algún a ∈ M .
Tenemos las siguientes dos expresiones de x ∈ E como

i(0)x = 1x = x =
(
xy−1

)
y = i(a)y
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de la unicidad se sigue que x = y y por lo tanto p |Q es un monomor�smo. Por otro
lado, si z ∈ G, existe e ∈ E tal que p(e) = z, pues p es un epimor�smo. Por hipótesis
e = i(a)x con a ∈M y x ∈ Q, se sigue que

z = p(e) = p
(
i(a)x

)
= pi(a)p(x) = 1p(x) = p(x),

es decir, p |Q es suprayectiva. Si s : G → Q ⊆ E es el inverso de p |Q entonces
p ◦ s = 1G y así la sucesión se escinde.

De�nición 3.2.3. Diremos que un grupo E es producto semidirecto de M por G si se
satisface alguna de las condiciones de la Proposición 3.2.2.

De la de�nición anterior tenemos que siM yG son grupos, entonces el producto directo
M ×G es un producto semidirecto. A continuación mostraremos otra manera de construir
un producto semidirecto de M por G si M es un G-módulo.

De�nición 3.2.4. Sean G un grupo y M un G-módulo. De�nimos el producto semidirecto
de M por G denotado M o G como el conjunto cuyos elementos son parejas ordenadas
(a, x) ∈M ×G, junto con la siguiente operación

(a, x)(b, y) = (a+ x · b, xy)

Desde luego, este conjunto con esta operación resulta ser un grupo.

Proposición 3.2.5. Sean G un grupo yM un G-módulo, entoncesM oG es un grupo.

Demostración. Sean (a, x), (b, y) y (c, z) ∈M oG.
La operación es asociativa(

(a, x)(b, y)
)
(c, z) = (a+ x · b, xy)(c, z)

=
(
a+ x · b+ (xy) · c, (xy)z

)
=
(
a+ x · b+ x · (y · c), x(yz)

)
=
(
a+ x · (b+ y · c), x(yz)

)
= (a, x)(b+ y · c, yz)
= (a, x)

(
(b, y)(c, z)

)
El elemento (0, 1) ∈M oG es el neutro de la operación

(a, x)(0, 1) = (a+ x · 0, x1)
= (a, x)

y
(0, 1)(a, x) = (0 + 1 · a, 1x)

= (a, x)
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El inverso de (a, x) es
(
−(x−1 · a), x−1

)
(a, x)

(
−(x−1 · a), x−1

)
=
(
a− x · (x−1 · a), xx−1

)
= (a− 1 · a, 1)
= (0, 1)

y (
−(x−1 · a), x−1

)
(a, x) =

(
−(x−1 · a) + x−1 · a, x−1x

)
= (0, 1)

Los mor�smos canónicos j : M → M o G y π : M o G → G que se de�nen como
j(a) = (a, 1) y π(a, x) = x resultan ser monomor�smo y epimor�smo respectivamente.
Además, la Im(j) =

{
(a, 1) : a ∈M

}
= Ker(π) de modo que la sucesión

ε : 0 −→M
j−→M oG

π−→ G −→ 1

resulta ser una extensión de M por G. Esta extensión, al igual que en el producto directo,
se escinde y además tiene la propiedad adicional de preservar la acción. La siguiente Propo-
sición demuestra lo dicho anteriormente y resuelve la incógnita acerca de la existencia de
extensiones que preservan la acción.

Proposición 3.2.6. Sean G un grupo yM un G-módulo. La extensión

ε : 0 −→M
j−→M oG

π−→ G −→ 1

se escinde y preserva la acción.

Demostración. Primero veamos que la sucesión se escinde. De�nimos s : G→MoG como

s(x) = (0, x).

Si x, y ∈ G, entonces

s(x)s(y) = (0, x)(0, y) = (0 + x · 0, xy) = (0, xy) = s(xy),

es decir, s es un mor�smo. Además (π ◦ s)(x) = π
(
s(x)

)
= π(0, x) = x, por lo tanto

π ◦ s = 1G y la extensión se escinde.
Ahora veamos que la extensión preserva la acción, para ello obsérvese que toda sección

r : G→M oG es de la forma r(x) = (c, x) para algun c ∈M . Entonces

r(x)j(a)r(x)−1 = (c, x)(a, 1)
(
−(x−1 · c), x−1

)
= (c+ x · a, x)

(
−(x−1 · c), x−1

)
=
(
c+ x · a− x · (x−1 · c), xx−1

)
= (c+ x · a− c, 1)
= (x · a, 1)
= j(x · a)
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Nótese que en el caso de queM sea unG-módulo trivial, su producto semidirectoMoG
coincide con el producto directo M ×G, ya que

(a, x)(b, y) = (a+ x · b, xy) = (a+ b, xy),

que es la operación de�nida en el producto directo.
Recordemos que si E es un grupo, entonces el centro de E, denotado por Z(E), es el

conjunto (que resulta ser un subgrupo de E) de elementos del grupo que conmutan con
todos los elementos del mismo, es decir,

Z(E) :=
{
e ∈ E : ee′ = e′e para todo e′ ∈ E

}
.

Proposición 3.2.7. SeanM un G-módulo y 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una extensión
que preserva la acción. EntoncesM es un G-módulo trivial si y solo si i(M) ⊆ Z(E).

Demostración. Sean a ∈ M y x ∈ G, ya que M es un G-módulo trivial, x · a = a. Por otro
lado, i(a) = i(x · a) = s(x)i(a)s(x)−1 pues la extensión preserva la acción, se sigue que
s(x)i(a) = i(a)s(x), es decir, i(a) conmuta con todos los elementos de s(G). En general, un
elemento e ∈ E es de la forma e = i(c)s(x) para algun c ∈M y x ∈ G. Entonces

i(a)e = i(a)i(c)s(x)

= i(a+ c)s(x)

= i(c+ a)s(x)

= i(c)i(a)s(x)

= i(c)s(x)i(a)

= ei(a)

y por lo tanto i(a) ∈ Z(E).
Recíprocamente, si a ∈ M y x ∈ G, entonces i(a)e = ei(a) para todo e ∈ E, en

particular conmuta con los elementos de s(G). Así i(x · a) = s(x)i(a)s(x)−1 = i(a), por lo
tanto x · a = a, es decir, M es un G-módulo trivial.

A una extensión de grupos 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 tal que i(M) ⊆ Z(E) se le
llama una extensión central de G.

Entre los objetivos a resolver en el problema de la extensión está el de encontrar una
manera de clasi�car dichas extensiones. Antes de intentar hacer esto, es conveniente de�nir
cuando dos extensiones son en esencia muy “parecidas”. Por ejemplo, podríamos decir que
dos extensiones

ε : 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 y ε′ : 0 −→M
i′−→ E ′

p′−→ G −→ 1

son equivalentes si existe un isomor�smo ϕ : E → E ′. Sin embargo, nosotros pediremos
una condición más fuerte pero antes de hacerlo demostraremos el siguiente Lema.
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Proposición 3.2.8 (Lema del 333). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo (de gru-
pos) con renglones exactos.

1 // H

f
��

i // G

g

��

p // Q

h
��

// 1

1 // H ′
i′ // G′

p′ // Q′ // 1

Si dos de los tres mor�smos f , g, h son isomor�smos. Entonces el tercero también es un isomor-
�smo.

Demostración. Supongamos que f y h son isomor�smos. Veamos que g es un isomor�smo:
Sea x ∈ Ker(g); entonces

hp(x) = p′g(x) = p′(1) = 1

Ya que h es un isomor�smo se tiene que p(x) = 1, es decir, x ∈ Ker(p) = Im(i) y así x = i(y)
para algún y ∈ H . Luego,

i′f(y) = gi(y) = g(x) = 1

Puesto que i′f es un monomor�smo, se tiene que y = 1 y por lo tanto x = i(y) = i(1) = 1.
Ahora veamos que g es un epimor�smo: Sea x′ ∈ G′. Ya que h es un isomor�smo, existe
z ∈ Q tal que h(z) = p′(x′). Como p también es un epimor�smo, existe x ∈ G tal que
p(x) = z. Luego,

p′
(
g(x)

)
= hp(x) = h(z) = p′(x′)

el cual equivale a que g(x)−1x′ ∈ Ker(p′) = Im(i′) y así g(x)−1x′ = i′(y′) para algún
y′ ∈ H ′. Como f es un isomor�smo, existe y ∈ H tal que f(y) = y′. Se sigue que

g
(
i(y)

)
= i′f(y) = i′(y′) = g(x)−1x′.

Por lo tanto, g
(
xi(y)

)
= g(x)g

(
i(y)

)
= x′. Los otros dos casos posibles se demuestran de

manera similar.

De�nición 3.2.9. Sean G un grupo y M un G-módulo. Si

ξ : 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 y ξ′ : 0 −→M
i′−→ E ′

p′−→ G −→ 1

son extensiones de M por G que preservan la acción, diremos que la extensión ξ es equiva-
lente a la extensión ξ′ si existe un mor�smo de grupos ϕ : E → E ′ que hace conmutar el
siguiente diagrama.

ξ : 0 //M

1M
��

i // E

ϕ

��

p // G

1G
��

// 1

ξ′ : 0 //M i′ // E ′
p′ // G // 1

Obsérvese que por el Lema 3.2.8 los grupos E y E ′ son isomorfos, de manera que aún
seguimos conservando parte de la idea de que estas extensiones son muy “parecidas”. La si-
guiente Proposición muestra que esta relación es de equivalencia y esto nos permite agrupar
en conjuntos ajenos a todas aquellas extensiones que son equivalentes.
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Proposición 3.2.10. La relación de la de�nición 3.2.9 es una relación de equivalencia.

Demostración. Sea ξ : 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una extensión, claramente el mor�smo
identidad 1E : E → E hace conmutar el diagrama

ξ : 0 //M

1M
��

i // E

1E
��

p // G

1G
��

// 1

ξ : 0 //M i // E
p // G // 1

y así la relación es re�exiva.
Si la extensión ξ : 0 −→ M

i−→ E
p−→ G −→ 1 es equivalente a la extensión

ξ′ : 0 −→ M
i′−→ E ′

p′−→ G −→ 1, entonces existe un mor�smo ϕ : E → E ′ tal que
ϕi = i′ y p′ϕ = p, es decir, el diagrama

ξ : 0 //M

1M
��

i // E

ϕ

��

p // G

1G
��

// 1

ξ′ : 0 //M
i′ // E ′

p′ // G // 1

conmuta. Por el Lema 3.2.8 tenemos que ϕ es un isomor�smo y así podemos considerar a
ψ : E ′ → E el inverso de ϕ. Veamos que el diagrama

ξ′ : 0 //M

1M
��

i′ // E ′

ψ

��

p′ // G

1G
��

// 1

ξ : 0 //M
i // E

p // G // 1

conmuta. En efecto,
ψi′ = ψ(ϕi) = (ψϕ)i = 1Ei = i

pψ = (p′ϕ)ψ = p′(ϕψ) = p′1E′ = p′

Por lo tanto ξ′ es equivalente a ξ, es decir, la relación es simétrica.
Finalmente, si la extensión ξ : 0 −→ M

i−→ E
p−→ G −→ 1 es equivalente a la

extensión ξ′ : 0 −→ M
i′−→ E ′

p′−→ G −→ 1 y ξ′ : 0 −→ M
i′−→ E ′

p′−→ G −→ 1 es
equivalente a la extensión ξ′′ : 0 −→M

i′′−→ E ′′
p′′−→ G −→ 1, entonces existen mor�smos

ϕ : E → E ′ y ϕ′ : E ′ → E ′′ tales que ϕi = i′, p′ϕ = p y ϕ′i′ = i′′, p′′ϕ′ = p′, es decir, cada
cuadrado del diagrama

ξ : 0 //M

1M
��

i // E

ϕ

��

p // G

1G
��

// 1

ξ′ : 0 //M

1M
��

i′ // E ′

ϕ′

��

p′ // G

1G
��

// 1

ξ′′ : 0 //M
i′′ // E ′′

p′′ // G // 1
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conmuta. Si consideramos la composición ϕ′ϕ, entonces

(ϕ′ϕ)i = ϕ′(ϕi) = ϕ′i′ = i′′

p′′(ϕ′ϕ) = (p′′ϕ′)ϕ = p′ϕ = p

y así el diagrama
ξ : 0 //M

1M
��

i // E

ϕ′ϕ
��

p // G

1G
��

// 1

ξ′′ : 0 //M
i′′ // E ′′

p′′ // G // 1

también conmuta, lo que demuestra que ξ es equivalente a ξ′′ y por lo tanto la relación es
transitiva.

Sean G un grupo y M un G-módulo. Denotaremos por eee(G,M) al conjunto de clases
de equivalencia de extensiones de M por G que preservan la acción.

Para poder clasi�car a estas extensiones salvo equivalencia, empezaremos por encontrar
representantes adecuados de cada una de las clases de equivalencia. La siguiente Proposición
nos da un candidato a considerar en la clase de extensiones que se escinden.

Proposición 3.2.11. Sean G un grupo yM un G-módulo. Si la extensión

0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1

se escinde y preserva la acción, entonces existe unmor�smoϕ : E →MoG que hace conmutar
el siguiente diagrama.

0 //M

1M
��

i // E

ϕ

��

p // G

1G
��

// 1

0 //M
j //M oG

π // G // 1

Demostración. Ya que la extensión se escinde, por la Proposición 3.2.2, existe un subgrupo
Q ⊆ E tal que todo elemento e ∈ E se escribe de manera única como e = i(a)z con a ∈M
y z ∈ Q. Veamos que p|Q es un isomor�smo.

Sean z,w ∈ Q tales que p(z) = p(w), entonces zw−1 ∈ Ker(p) = i(M) y así zw−1 = i(c)
para algún c ∈M . Tenemos las siguientes expresiones para z ∈ Q ⊆ E

i(0)z = 1z = z =
(
zw−1

)
w = i(c)w,

se sigue de la unicidad, que z = w y por lo tanto p|Q es un monomor�smo. Por otro lado, si
x ∈ G, existe e ∈ E tal que p(e) = x, ya que p es un epimor�smo. Por hipótesis e = i(a)z
con a ∈M y z ∈ Q, luego

x = p(e) = p
(
i(a)z

)
= pi(a)p(z) = 1p(z) = p(z),
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es decir, p|Q es suprayectiva. Si s : G → Q es el inverso de p|Q, entonces s resulta ser una
sección y por la Proposición 3.1.4 la estructura deG-módulo sobreM está dada como sigue:
Para todo x ∈ G y a ∈M

i(xa) = s(x)i(a)s(x)−1

es decir xa = θx(a). Ahora de�nimos ϕ : E → M o G de la siguiente manera: Si e ∈ E,
e = i(a)z con a ∈M y z ∈ Q

ϕ(e) = ϕ
(
i(a)z

)
=
(
a, p(z)

)
ϕ está bien de�nido pues a, z son únicos y p |Q es un isomor�smo. Veamos que ϕ es un
mor�smo. Sean e = i(a)z y f = i(b)w con a, b ∈M y z, w ∈ Q

ϕ(e · f) = ϕ
(
i(a)z · i(b)w

)
= ϕ

(
i(a)sp(z) · i(b)w

)
= ϕ

(
i(a)s

(
p(z)

)
i(b)s

(
p(z)

)−1
s
(
p(z)

)
w
)

= ϕ
(
i(a)i

(
p(z)b

)
zw
)

= ϕ
(
i
(
a+ p(z)b

)
zw
)

=
(
a+ p(z)b, p(zw)

)
=
(
a+ p(z)b, p(z)p(w)

)
=
(
a, p(z)

)(
b, p(w)

)
= ϕ

(
i(a)z

)
ϕ
(
i(b), w

)
= ϕ(e)ϕ(f)

Si (a, x) ∈ M o G, entonces ϕ
(
i(a)s(x)

)
=
(
a, ps(x)

)
= (a, x) y así ϕ es suprayectiva.

Finalmente, si e = i(a)z ∈ E y

(0, 1) = ϕ
(
i(a)z

)
=
(
a, p(z)

)
entonces a = 0 y p |Q (z) = p(z) = 1, esto último implica que z = 1 pues p |Q es un
isomor�smo. Por lo tanto e = i(a)z = i(0)1 = 1 ·1 = 1, es decir, el Ker(ϕ) = 1. Por lo tanto
ϕ es inyectiva. Por último,

ϕi(a) = ϕ
(
i(a)1

)
=
(
a, p(1)

)
= (a, 1) = j(a)

y

πϕ(e) = πϕ
(
i(a)z

)
= π

(
a, p(z)

)
= p(z) = 1p(z) = pi(a)p(z) = p

(
i(a)z

)
= p(e),

es decir, ϕi = j y πϕ = p.
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3.3. Conjuntos factores
Para encontrar al resto de los representantes de las respectivas clases de equivalencia

(en el caso de que existan más clases), el primer paso que realizaremos será introducir fun-
ciones que nos permitan comparar que tanto di�eren estas extensiones respecto de las que
se escinden, para ello recordemos que si 0 −→ M

i−→ E
p−→ G −→ 1 es una extensión y

s : G→ E es una sección, entonces para cada x, y ∈ G

p
(
s(x)s(y)

)
= ps(x)ps(y) = xy = ps(xy),

es decir, s(x)s(y)s(xy)−1 ∈ Ker(p) = Im(i) y por lo tanto existe un único elemento a ∈M
(que depende de x y y) tal que s(x)s(y) = i(a)s(xy).

De�nición 3.3.1. Sean 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una extensión que preserva la acción
y s : G→ E una sección. Un conjunto factor es una función f : G×G→M tal que

s(x)s(y) = if(x, y)s(xy).

Como se mencionó anteriormente estos conjuntos factores de alguna forma miden lo
que le falta a la sección s para ser un mor�smo y por lo tanto para que la extensión se
escinda. Obsérvese que en el caso de que la sucesión se escinda, existe una sección que es
un mor�smo, cuyo correspondiente conjunto factor es identicamente la función cero. Los
siguientes Teoremas caracterizan a estos conjuntos factores.

Teorema 3.3.2. Sean G un grupo, M un G-módulo y 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una
extensión que preserva la acción. Si s : G → E es una sección y f : G × G → M su
correspondiente conjunto factor, entonces:

a) Para todo x, y ∈ G
f(x, 1) = 0 = f(1, y)

b) Se satisface la identidad del cociclo: para todo x, y, z ∈ G, se cumple que

f(x, y) + f(xy, z) = xf(y, z) + f(x, yz).

Demostración.

a) Por hipótesis tenemos que s(x)s(y) = if(x, y)s(xy). Tomando y = 1 y usando el
hecho de que s(1) = 1 (ya que s es una sección) se tiene que

s(x) = s(x)s(1) = if(x, 1)s(x · 1) = if(x, 1)s(x)

lo que implica que if(x, 1) = 1, es decir, f(x, 1) ∈ Ker(i) = {0} y por lo tanto
f(x, 1) = 0. Análogamente, haciendo x = 1 obtenemos que f(1, y) = 0.
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b) La identidad del cociclo se obtiene de la asociatividad en E y en G. Para todo x, y,
z ∈ G, se tiene que(

s(x)s(y)
)
s(z) = if(x, y)s(xy)s(z)

= if(x, y)if(xy, z)s(xyz)

= i
(
f(x, y) + f(xy, z)

)
s(xyz)

Por otro lado,

s(x)
(
s(y)s(z)

)
= s(x)if(y, z)s(yz)

= s(x)if(y, z)s(x)−1s(x)s(yz)

= i
(
xf(y, z)

)
if(x, yz)s(xyz)

= i
(
xf(y, z) + f(x, yz)

)
s(xyz)

Se sigue que i
(
f(x, y) + f(xy, z)

)
= i
(
xf(y, z) + f(x, yz)

)
y como i es inyectiva

f(x, y) + f(xy, z) = xf(y, z) + f(x, yz).

En la demostración del siguiente Teorema se generaliza la construcción del producto
semidirecto de un G-módulo M .

Teorema 3.3.3. Sean G un grupo, M un G-módulo y f : G × G → M una función que
satisface:

a) Para todo x, y ∈ G
f(x, 1) = 0 = f(1, y).

b) Para todo x, y, z ∈ G

xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y) = 0.

Entonces existe una extensión εf : 0 −→ M
jf−→ Ef

πf−→ G −→ 1 que preserva la acción y
existe una sección s cuyo correspondiente conjunto factor es f .

Demostración. De�nimos M of G como el conjunto de parejas ordenadas (a, x) ∈M ×G
junto con la siguiente operación

(a, x)(b, y) =
(
a+ x · b+ f(x, y), xy

)
Veamos que M of G es un grupo con esta operación.

La operación es asociativa(
(a, x)(b, y)

)
(c, z) =

(
a+ xb+ f(x, y), xy

)
(c, z)

=
(
a+ xb+ f(x, y) + (xy)c+ f(xy, z), (xy)z

)
=
(
a+ xb+ (xy)c+ f(x, y) + f(xy, z), xyz

)
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Por otro lado,

(a, x)
(
(b, y)(c, z)

)
= (a, x)

(
b+ yc+ f(y, z), yz

)
=
(
a+ x

(
b+ yc+ f(y, z)

)
+ f(x, yz), x(yz)

)
=
(
a+ xb+ x(yc) + xf(y, z) + f(x, yz), xyz

)
Finalmente, la igualdad se sigue de que f(x, y) + f(xy, z) = xf(y, z) + f(x, yz).

El elemento (0, 1) es el neutro de la operación

(a, x)(0, 1) =
(
a+ x · 0 + f(x, 1), x · 1

)
= (a+ 0 + 0, x)

= (a, x)

y
(0, 1)(a, x) =

(
0 + 1 · a+ f(1, x), 1 · x

)
= (a+ 0, x)

= (a, x)

En lo que sigue, las expresiones de la forma−xa con x ∈ G y a ∈M se entienden como
−(xa), por ejemplo, −x−1a = −(x−1a) y −x−1f(x, x−1) = −

(
x−1f(x, x−1)

)
. Habiendo

dicho lo anterior, el inverso de (a, x) es
(
−x−1a − x−1f(x, x−1), x−1

)
, para veri�car esto

último, observemos que de la identidad del cociclo

xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y) = 0

y de las sustituciones y = x−1 y z = x, se obtiene lo siguiente:

0 = xf(x−1, x)− f(xx−1, x) + f(x, x−1x)− f(x, x−1)
= xf(x−1, x)− f(1, x) + f(x, 1)− f(x, x−1)
= xf(x−1, x)− 0 + 0− f(x, x−1)
= xf(x−1, x)− f(x, x−1)

Multiplicando está última igualdad por x−1 obtenemos que f(x−1, x) − x−1f(x, x−1) = 0.
Luego,

(a, x)
(
−x−1a− x−1f(x, x−1), x−1

)
=
(
a+ x

(
−x−1a− x−1f(x, x−1)

)
+ f(x, x−1), xx−1

)
=
(
a− x(x−1a)− x

(
x−1f(x, x−1)

)
+ f(x, x−1), 1

)
=
(
a− a− f(x, x−1) + f(x, x−1), 1

)
= (0, 1)

y(
−x−1a− x−1f(x, x−1), x−1

)
(a, x) =

(
−x−1a− x−1f(x, x−1) + x−1a+ f(x−1, x), x−1x

)
=
(
f(x−1, x)− x−1f(x, x−1), 1

)
= (0, 1)
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Por lo tanto M of G es un grupo.
Desde luego, las funciones jf : M → M of G y πf : M of G → G de�nidas como

jf (a) = (a, 1) y πf (a, x) = x resultan ser mor�smos. Claramente jf es un monomor�smo,
πf un epimor�smo y Im(jf ) =

{
(a, 1) : a ∈M

}
= Ker(πf ). Por lo tanto la sucesión

εf : 0 −→M
jf−→M of G

πf−→ G −→ 1

es una extensión de M por G. Solo resta ver que la extensión construida preserva la acción,
para ello elegimos una sección r : G→M of G, dicha sección es de la forma r(x) = (c, x)
para algún c ∈M , entonces

r(x)jf (a)r(x)
−1 = (c, x)(a, 1)(c, x)−1

=
(
c+ xa+ f(x, 1), x · 1

)(
−x−1c− x−1f(x, x−1), x−1

)
= (c+ xa, x)

(
−x−1c− x−1f(x, x−1), x−1

)
=
(
c+ xa+ x

(
−x−1c− x−1f(x, x−1)

)
+ f(x, x−1), x · x−1

)
=
(
c+ xa− x(x−1c)− x

(
x−1f(x, x−1)

)
+ f(x, x−1), 1

)
=
(
c+ xa− c− f(x, x−1) + f(x, x−1), 1

)
= (xa, 1)

= jf (xa)

Por último, la función s : G → M of G, donde s : x 7→ (0, x), es una sección cuyo
correspondiente conjunto factor es f . En efecto,

s(x)s(y)s(xy)−1 = (0, x)(0, y)(0, xy)−1

=
(
0 + x · 0 + f(x, y), xy

)(
−(xy)−1 · 0− (xy)−1f

(
xy, (xy)−1

)
, (xy)−1

)
=
(
f(x, y), xy

)(
−(xy)−1f

(
xy, (xy)−1

)
, (xy)−1

)
=
(
f(x, y) + xy

(
−(xy)−1f

(
xy, (xy)−1

))
+ f
(
xy, (xy)−1

)
, (xy)(xy)−1

)
=
(
f(x, y)− f

(
xy, (xy)−1

)
+ f
(
xy, (xy)−1

)
, 1
)

=
(
f(x, y), 1

)
= jff(x, y),

es decir, s(x)s(y) = jff(x, y)s(xy).

El siguiente Corolario es consecuencia de las dos Proposiciones anteriores.

Corolario 3.3.4. Sean G un grupo yM un G-módulo. Una función f : G × G → M es un
conjunto factor si y sólo si satisface la identidad del cociclo: para todo x, y, z ∈ G

xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y) = 0

y para todo x, y ∈ G
f(x, 1) = 0 = f(1, y).
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El Corolario 3.3.4 nos da la ventaja de poder caracterizar a los conjuntos factores pres-
cindiendo de la extensión y de la sección usadas en su de�nición. Por otro lado, podemos
considerar la función en la que a cada conjunto factor f se le asigna la clase [εf ] y es natural
preguntarnos si esta función es inyectiva, suprayectiva o biyectiva.

Teorema 3.3.5. Sean G un grupo,M un G-módulo y

0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1

una extensión que preserva la acción. Entonces existe un conjunto factor f y un mor�smo
ϕ : E →M of G que hace conmutar el siguiente diagrama

0 //M

1M
��

i // E

ϕ

��

p // G

1G
��

// 1

0 //M
jf //M of G

πf // G // 1

Demostración. Sea s : G → E una sección y sea f su correspondiente conjunto factor, es
decir, s(x)s(y) = if(x, y)s(xy). Por la Proposición 3.1.3 tenemos que s(G) es un sistema
completo de representantes de clases laterales derechas de M ′ := Im(i) en E. Por lo tanto,
si e ∈ E entonces M ′e = M ′s(x) para un único x ∈ G, así e = i(a)s(x) y además esta
expresión es única. De�nimos ϕ : E →M of G como

ϕ(e) = ϕ
(
i(a)s(x)

)
= (a, x),

ya que a, x son únicos ϕ es una función biyectiva. Ahora veamos que ϕ es un mor�smo.
Sean e = i(a)s(x) y f = i(b)s(y), entonces

ϕ(ef) = ϕ
(
i(a)s(x)i(b)s(y)

)
= ϕ

(
i(a)s(x)i(b)s(x)−1s(x)s(y)

)
= ϕ

(
i(a)i(xb)if(x, y)s(xy)

)
= ϕ

(
i
(
a+ xb+ f(x, y)

)
s(xy)

)
=
(
a+ xb+ f(x, y), xy

)
= (a, x)(b, y)

= ϕ
(
i(a)s(x)

)
ϕ
(
i(b)s(y)

)
= ϕ(e)ϕ(f)

Finalmente, el diagrama conmuta puesto que si a ∈M y e = i(a)s(x) ∈ E, entonces

(ϕ ◦ i)(a) = ϕ
(
i(a)

)
= ϕ

(
i(a)s(1)

)
= (a, 1) = jf (a)

y

(πf ◦ϕ)(e) = πf

(
ϕ
(
i(a)s(x)

))
= πf (a, x) = x = 1·x = pi(a)ps(x) = p

(
i(a)s(x)

)
= p(e),

es decir, ϕ ◦ i = jf y πf ◦ ϕ = p.



CAPÍTULO 3. EXTENSIONES DE GRUPOS Y H2(G,M) 53

Lema 3.3.6. SeanG un grupo,M unG-módulo y 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una exten-
sión que preserva la acción. Si s y r son secciones con conjuntos factores f y g respectivamente,
entonces existe una función h : G→M con h(1) = 0 tal que para todo x, y ∈ G

g(x, y)− f(x, y) = xh(y)− h(xy) + h(x).

Demostración. Para cada x ∈ G, r(x)s(x)−1 ∈ Ker(p) = Im(i), podemos entonces de�nir a
la función h : G→M donde h(x) es el único elemento enM tal que i

(
h(x)

)
= r(x)s(x)−1,

es decir, r(x) = i
(
h(x)

)
s(x) y así tenemos lo siguiente

i(0) = 1 = r(1) = i
(
h(1)

)
s(1) = i

(
h(1)

)
· 1 = i

(
h(1)

)
,

se sigue que h(1) = 0. Por otro lado,

r(x)r(y) = i
(
h(x)

)
s(x)i

(
h(y)

)
s(y)

= i
(
h(x)

)
s(x)i

(
h(y)

)
s(x)−1s(x)s(y)

= i
(
h(x)

)
i
(
xh(y)

)
s(x)s(y)

= i
(
h(x) + xh(y)

)
i
(
f(x, y)

)
s(xy)

= i
(
h(x) + xh(y) + f(x, y)

)
i
(
h(xy)

)−1
r(xy)

= i
(
h(x) + xh(y) + f(x, y)

)
i
(
−h(xy)

)(
ig(x, y)

)−1
r(x)r(y)

= i
(
h(x) + xh(y) + f(x, y)− h(xy)

)
i
(
−g(x, y)

)
r(x)r(y)

= i
(
h(x) + xh(y) + f(x, y)− h(xy)− g(x, y)

)
r(x)r(y)

Se sigue que i
(
h(x) + xh(y) + f(x, y)− h(xy)− g(x, y)

)
= 1 = i(0), por lo tanto

h(x) + xh(y) + f(x, y)− h(xy)− g(x, y) = 0,

es decir, g(x, y)− f(x, y) = xh(y)− h(xy) + h(x).

De�nición 3.3.7. Sean G un grupo y M un G-módulo. Una función g : G × G → M es
una cofrontera si existe una función h : G→M con h(1) = 0 tal que para todo x, y ∈ G,

g(x, y) = xh(y)− h(xy) + h(x).

Por lo tanto, el Lema 3.3.6 a�rma que si s y r son secciones con conjuntos factores f y
g respectivamente, entonces f − g es una cofrontera.

De�nición 3.3.8. Sean G un grupo y M un G-módulo. De�nimos

Z2(G,M) =
{
f : G×G→M | f es un conjunto factor

}
y

B2(G,M) =
{
g : G×G→M | g es una cofrontera

}
.
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Enseguida veremos que estos dos conjuntos admiten estructura de grupo abeliano bajo
la suma puntual de funciones y que ademásB2(G,M) resulta ser un subgrupo deZ2(G,M).

Proposición 3.3.9. Si G es un grupo y M un G-módulo, entonces Z2(G,M) es un grupo
abeliano bajo la suma puntual, es decir, si f , f ′ ∈ Z2(G,M)

f + f ′ : (x, y) 7−→ f(x, y) + f ′(x, y),

y B2(G,M) es un subgrupo de Z2(G,M).

Demostración. Si f y f ′ son conjuntos factores entonces para todo x, y, z ∈ G(
f + f ′

)
(x, 1) = f(x, 1) + f ′(x, 1) = 0(

f + f ′
)
(1, y) = f(1, y) + f ′(1, y) = 0

y

x
(
f + f ′

)
(y, z)−

(
f + f ′

)
(xy, z) +

(
f + f ′

)
(x, yz)−

(
f + f ′

)
(x, y)

= xf(y, z) + xf ′(y, z)− f(xy, z)− f ′(xy, z) + f(x, yz)

+f ′(x, yz)− f(x, y)− f ′(x, y)
= xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y)

+xf ′(y, z)− f ′(xy, z) + f ′(x, yz)− f ′(x, y)
= 0

Por lo tanto f + f ′ también es un conjunto factor.
La asociatividad de la suma en Z2(G,M) se sigue de la asociatividad en M .
La funcion f0(x, y) = 0 para todo x, y ∈ G es un conjunto factor y es el neutro en

Z2(G,M).
Si f es un conjunto factor, entonces g(x, y) := −f(x, y) también es un conjunto factor

pues para todo x, y, z ∈ G

g(x, 1) = −f(x, 1) = −0 = 0

g(1, y) = −f(1, y) = −0 = 0

y

xg(y, z)− g(xy, z) + g(x, yz)− g(x, y)
= −xf(y, z) + f(xy, z)− f(x, yz) + f(x, y)

= −
(
xf(y, z)− f(xy, z) + f(x, yz)− f(x, y)

)
= 0

además
(
f + g

)
(x, y) = f(x, y)+ g(x, y) = f(x, y)+

(
−f(x, y)

)
= 0. Finalmente, el grupo

es abeliano ya que si f , f ′ ∈ Z2(G,M)(
f + f ′

)
(x, y) = f(x, y) + f ′(x, y) = f ′(x, y) + f(x, y) =

(
f ′ + f

)
(x, y)
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es decir f + f ′ = f ′ + f .
Ahora veamos que B2(G,M) es un subgrupo de Z2(G,M). Para empezar B2(G,M) es

un conjunto no vacío, ya que la función f0(x, y) = 0 para todo x, y ∈ G es una cofrontera.
Sea g ∈ B2(G,M), entonces existe una función h : G → M con h(1) = 0 tal que para

todo x, y ∈ G
g(x, y) = xh(y)− h(xy) + h(x).

De lo anterior tenemos que:

g(x, 1) = xh(1)− h(x) + h(x) = 0

g(1, y) = h(y)− h(y) + h(1) = 0

y

xg(y, z)− g(xy, z) + g(x, yz)− g(x, y)
= x

(
yh(z)− h(yz) + h(y)

)
−
(
xyh(z)− h(xyz) + h(xy)

)
+
(
xh(yz)− h(xyz) + h(x)

)
−
(
xh(y)− h(xy) + h(x)

)
= xyh(z)− xh(yz) + xh(y)− xyh(z) + h(xyz)− h(xy)

+xh(yz)− h(xyz) + h(x)− xh(y) + h(xy)− h(x)
= 0

Por lo tanto, g es un conjunto factor, es decir, g ∈ Z2(G,M) y así B2(G,M) ⊆ Z2(G,M).
Por último, si g, g′ ∈ B2(G,M), entonces existen funciones h, h′ : G → M tales que

h(1) = 0 = h′(1) y para todo x, y ∈ G

g(x, y) = xh(y)− h(xy) + h(x)

g′(x, y) = xh′(y)− h′(xy) + h′(x)

de�nimos h′′ : G→M , h′′ : x 7→ h(x)−h′(x), entonces h′′(1) = h(1)−h′(1) = 0− 0 = 0
y (

g − g′
)
(x, y) = g(x, y)− g′(x, y)

= xh(y)− h(xy) + h(x)−
(
xh′(y)− h′(xy) + h′(x)

)
= xh(y)− h(xy) + h(x)− xh′(y) + h′(xy)− h′(x)
= x

(
h(y)− h′(y)

)
−
(
h(xy)− h′(xy)

)
+ h(x)− h′(x)

= xh′′(y)− h′′(xy) + h′′(x)

es decir, g − g′ es una cofrontera.

Posteriormente demostraremos que el segundo grupo de cohomologíaH2(G,M) es iso-
morfo al grupo Z2(G,M)/B2(G,M).

Lema 3.3.10. Sean G un grupo yM un G-módulo. Dos extensiones

ξ : 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 y ξ′ : 0 −→M
i′−→ E ′

p′−→ G −→ 1

que preservan la acción son equivalentes si y sólo si existen conjuntos factores f de ξ y f ′ de ξ′

tal que f − f ′ es una cofrontera.
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Demostración. Sean s : G → E y s′ : G → E ′ secciones de las extensiones ξ y ξ′ respecti-
vamente.

Supongamos que las extensiones son equivalentes, es decir, existe un mor�smo
ϕ : E → E ′ tal que ϕi = i′ y p′ϕ = p. Sea f el correspondiente conjunto factor de la
sección s, esto es, para todo x, y ∈ G

s(x)s(y) = if(x, y)s(xy).

De�nimos r : G → E ′ como r := ϕs y a�rmamos que r es una sección de la extensión
ξ′ : 0 −→ M

i′−→ E ′
p′−→ G −→ 1 que también tiene a f como conjunto factor. En efecto,

para todo x, y ∈ G
p′r(x) = p′ϕs(x) = ps(x) = x,

es decir, p′r = 1G y
r(x)r(y) = ϕs(x)ϕs(y)

= ϕ
(
s(x)s(y)

)
= ϕ

(
if(x, y)s(xy)

)
= (ϕi)f(x, y)ϕs(xy)

= i′f(x, y)r(xy)

Finalmente, por el Lema 3.3.6 f − f ′ es una cofrontera.
Recíprocamente, supongamos que existen conjuntos factores f y f ′ de las extensiones ξ

y ξ′ respectivamente tal que f−f ′ es una cofrontera, esto es, existe una función h : G→M
con h(1) = 0 tal que para todo x, y ∈ G

f(x, y)− f ′(x, y) = xh(y)− h(xy) + h(x)

o lo que es lo mismo,

f(x, y) + h(xy) = xh(y) + f ′(x, y) + h(x).

Supongamos además que s y r son las secciones asociadas a los conjuntos factores f y f ′
respectivamente, así cada elemento e ∈ E y e′ ∈ E ′ se expresan de manerá única como
e = i(a)s(x) y e′ = i′(c)r(z) con a, c ∈M y x, z ∈ G. De�nimos ϕ : E →E ′ mediante

ϕ(e) = ϕ
(
i(a)s(x)

)
= i′

(
a+ h(x)

)
r(x)

Primero veamos que ϕ es un mor�smo. Sean e = i(a)s(x) y l = i(b)s(y) ∈ E, entonces

ϕ(e · l) = ϕ
(
i(a)s(x)i(b)s(y)

)
= ϕ

(
i(a)

(
s(x)i(b)s(x)−1

)
s(x)s(y)

)
= ϕ

(
i(a)i(xb)s(x)s(y)

)
= ϕ

(
i(a+ xb)if(x, y)s(xy)

)
= ϕ

(
i
(
a+ xb+ f(x, y)

)
s(xy)

)
= i′

(
a+ xb+ f(x, y) + h(xy)

)
r(xy)
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= i′
(
a+ xb+ xh(y) + f ′(x, y) + h(x)

)
r(xy)

= i′
(
a+ h(x) + x

(
b+ h(y)

)
+ f ′(x, y)

)
r(xy)

= i′
(
a+ h(x)

)
i′
(
x
(
b+ h(y)

))
i′f ′(x, y)r(xy)

= i′
(
a+ h(x)

)
i′
(
x
(
b+ h(y)

))
r(x)r(y)

= i′
(
a+ h(x)

)(
r(x)i′

(
b+ h(y)

)
r(x)−1

)
r(x)r(y)

= i′
(
a+ h(x)

)
r(x)i′

(
b+ h(y)

)
r(y)

= ϕ
(
i(a)s(x)

)
ϕ
(
i(b)s(y)

)
= ϕ(e)ϕ(l)

Finalmente, si a ∈M y e = i(b)s(x) ∈ E, entonces

ϕi(a) = ϕ
(
i(a)s(1)

)
= i′

(
a+ h(1)

)
r(1)

= i′(a+ 0) · 1
= i′(a)

y
p′ϕ(e) = p′ϕ

(
i(b)s(x)

)
= p′

(
i′
(
b+ h(x)

)
r(x)

)
= p′i′

(
b+ h(x)

)
p′r(x)

= 1 · x
= pi(b) · ps(x)
= p
(
i(b)s(x)

)
= p(e)

Por lo tanto, ϕi = i′ y p′ϕ = p y así las extensiones ξ y ξ′ son equivalentes.

Teorema 3.3.11 (Schreier). Sean G un grupo yM un G-módulo. Existe una biyección

ψ : Z2(G,M)/B2(G,M)→ eee(G,M)

tal que ψ(0) = [ε] donde ε es la extensión

ε : 0 −→M
j−→M oG

π−→ G −→ 1.

Demostración. De�nimos ψ : Z2(G,M)/B2(G,M)→ eee(G,M) mediante

ψ
(
f +B2(G,M)

)
= [ωf ]

donde ωf es la extensión

ωf : 0 −→M
jf−→M of G

πf−→ G −→ 1.
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Esta función está bien de�nida, puesto que si f + B2(G,M) = f ′ + B2(G,M), entonces
f − f ′ ∈ B2(G,M) y por el Lema 3.3.10 las extensiones ωf y ωf ′ son equivalentes y así
[ωf ] = [ωf ′ ]. Ahora veamos que ψ es inyectiva, para ello, supongamos que

ψ
(
f +B2(G,M)

)
= [ωf ] = [ωf ′ ] = ψ

(
f ′ +B2(G,M)

)
.

La extensión ωf tiene a f como conjunto factor y ya que ωf es equivalente a ωf ′ , f también
es un conjunto factor de la extensión ωf ′ y por el Lema 3.3.6, f − f ′ ∈ B2(G,M), es decir,
f + B2(G,M) = f ′ + B2(G,M). La función ψ también es suprayectiva, ya que si
[ξ] ∈ eee(G,M), por el Teorema 3.3.5, existe un conjunto factor f tal que la extensión ξ
es equivalente a ωf y por lo tanto

ψ
(
f +B2(G,M)

)
= [ωf ] = [ξ].

Por último, si f = 0, entonces M of G =M oG es el producto semidirecto de M por G y

ωf = ε : 0 −→M
j−→M oG

π−→ G −→ 1.



Capítulo 4

Derivaciones y H1(G,M)

En este capítulo damos una descripción del primer grupo de cohomología H1(G,M)
en términos de clases de equivalencia de derivaciones. Al �nal del capítulo usamos esta
descripción y la teoría desarrollada en el Capítulo 3 para demostrar el Teorema de Zassenhaus
el cual establece condiciones necesarias pero no su�cientes para que un grupo �nito G con
K C G sea un producto semidirecto de K por G/K .

4.1. Automor�smos estabilizadores
De�nición 4.1.1. Sean G un grupo, M un G-módulo y 0 −→M

i−→ E
p−→ G −→ 1 una

extensión. Un automor�smo ϕ : E → E es un estabilizador de la extensión si el siguiente
diagrama conmuta

0 //M

1M
��

i // E

ϕ
��

p // G

1G
��

// 1

0 //M
i // E

p // G // 1

Si G es un grupo, M un G-módulo y 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una extensión,
de�nimos el conjunto

StabE(G,M) =
{
ϕ : E → E | ϕ es un automor�smo estabilizador

}
,

esto es, el StabE(G,M) es el conjunto de todos los automor�smos estabilizadores de la ex-
tensión. Posteriormente veremos que StabE(G,M) es un grupo abeliano bajo la composi-
ción de funciones.

Lema 4.1.2. Sean G un grupo, M un G-módulo y 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una
extensión que preserva la acción. Entonces ϕ : E → E ∈ StabE(G,M) si y solo si existe una
función d : G→M tal que:

a) Para toda sección s : G→ E,

ϕ
(
i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d(x)

)
s(x)

59
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.

b) Para todo x, y ∈ G se tiene que d(xy) = xd(y) + d(x).

Demostración.

a) Sea s : G→M una sección, por hipótesis ϕi = i y pϕ = p, entonces para cada x ∈ G
se tiene que

p
(
ϕ
(
s(x)

)
s(x)−1

)
= pϕ

(
s(x)

)
p
(
s(x)−1

)
= ps(x)

(
ps(x)

)−1
= xx−1

= 1,

es decir, ϕ
(
s(x)

)
s(x)−1 ∈ Ker(p) = Im(i), por lo que podemos de�nir a la función

d : G→M donde d(x) es el único elemento en M tal que

i
(
d(x)

)
= ϕ

(
s(x)

)
s(x)−1.

Por lo tanto, ϕ
(
s(x)

)
= i
(
d(x)

)
s(x). Si e ∈ E, entonces e = i(a)s(x) y además esta

expresión es única, así
ϕ(e) = ϕ

(
i(a)s(x)

)
= ϕ

(
i(a)

)
ϕ
(
s(x)

)
= i(a)i

(
d(x)

)
s(x)

= i
(
a+ d(x)

)
s(x)

Ahora veamos que d : G→M es independiente de la elección de la sección s. Para ello
consideremos r : G→M otra sección, dicha sección induce una función d′ : G→M
donde d′(x) es el único elemento en M tal que

i
(
d′(x)

)
= ϕ

(
r(x)

)
r(x)−1.

Por otro lado, s(x)−1r(x) ∈ Ker(p) = Im(i), ya que s y r son secciones. Se sigue que
r(x) = s(x)i(a) para algún a ∈M . Entonces,

i
(
d′(x)

)
= ϕ

(
r(x)

)
r(x)−1

= ϕ
(
s(x)i(a)

)
i(a)−1s(x)−1

= ϕ
(
s(x)

)
ϕ
(
i(a)

)
i(a)−1s(x)−1

= ϕ
(
s(x)

)
i(a)i(a)−1s(x)−1

= ϕ
(
s(x)

)
s(x)−1

= i
(
d(x)

)
de la inyectividad de i se sigue que d′(x) = d(x).
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b) Sean x, y ∈ G y f el correspondiente conjunto factor asociado a la sección s, entonces

s(x)s(y) = if(x, y)s(xy)

Evaluaremos a ϕ de dos maneras. Por un lado tenemos que

ϕ
(
s(x)s(y)

)
= ϕ

(
s(x)

)
ϕ
(
s(y)

)
= i
(
d(x)

)
s(x)i

(
d(y)

)
s(y)

= i
(
d(x)

)(
s(x)i

(
d(y)

)
s(x)−1

)
s(x)s(y)

= i
(
d(x)

)
i
(
xd(y)

)
if(x, y)s(xy)

= i
(
d(x) + xd(y) + f(x, y)

)
s(xy)

Por otro lado,
ϕ
(
s(x)s(y)

)
= ϕ

(
if(x, y)s(xy)

)
= ϕ

(
if(x, y)

)
ϕ
(
s(xy)

)
= if(x, y)i

(
d(xy)

)
s(xy)

= i
(
f(x, y) + d(xy)

)
s(xy)

se sigue que i
(
d(x) + xd(y) + f(x, y)

)
= i
(
f(x, y) + d(xy)

)
y como i es inyectiva

d(x) + xd(y) + f(x, y) = f(x, y) + d(xy). Por lo tanto, d(xy) = xd(y) + d(x).

Recíprocamente, si existe una función d : G → M que satisface los incisos a) y b) y
s : G→ E es una sección, entonces

d(1) = d(1 · 1) = 1 · d(1) + d(1) = d(1) + d(1)

por lo tanto d(1) = 0. Luego para cada a ∈M y e = i(a′)s(x) ∈ E

ϕi(a) = ϕ
(
i(a)s(1)

)
= i
(
a+ d(1)

)
s(1) = i(a+ 0) = i(a)

y
pϕ(e) = p

(
ϕ
(
i(a′)s(x)

))
= p
(
i
(
a′ + d(x)

)
s(x)

)
= pi

(
a′ + d(x)

)
ps(x)

= 1x

= pi(a′)ps(x)

= p
(
i(a′)s(x)

)
= p(e).

Daremos un nombre a aquellas funciones que satisfacen el inciso b).
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4.2. Derivaciones
De�nición 4.2.1. Sean G un grupo y M un G-módulo. Una derivación (o homomor�smo
cruzado) es una función d : G→M tal que para todo x, y ∈ G

d(xy) = xd(y) + d(x).

Denotaremos por Der(G,M) al conjunto de todas las derivaciones.

Ejemplo 4.2.2. Sean G un grupo, M un G-módulo y a ∈M . La función da : G→M dada
por

da(x) = xa− a

es una derivación, pues

xda(y) + da(x) = x(ya− a) + xa− a
= x(ya)− xa+ xa− a
= (xy)a− a
= da(xy).

De�nición 4.2.3. Sean G un grupo y M un G-módulo. Decimos que d : G → M es una
derivación principal si existe a ∈M tal que

d(x) = xa− a

para todo x ∈ G.

Denotaremos por PDer(G,M) al conjunto de todas las derivaciones principales. A con-
tinuación enunciamos algunas de sus propiedades.

Proposición 4.2.4. Sean G un grupo yM , N G-módulos. Entonces

a) Der(G,M) es un grupo abeliano bajo la suma puntual de funciones.

b) PDer(G,M) es un subgrupo de Der(G,M).

c) SiM es un G-módulo trivial, entonces

Der(G,M) = Hom(G,M).

d) Si f :M → N es un G-mor�smo y d ∈ Der(G,M), entonces f ◦ d ∈ Der(G,N).

Demostración.

a) Se veri�ca facilmente.
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b) La función d0(x) = 0 para todo x ∈ G, es una derivación ya que

xd0(y) + d0(x) = x · 0 + 0 = 0 = d0(xy)

por lo tanto PDer(G,M) 6= ∅ y además PDer(G,M) ⊆ Der(G,M). Por último si d,
d′ ∈ PDer(G,M) entonces existen a, a′ ∈M tales que

d(x) = xa− a y d′(x) = xa′ − a′

para todo x ∈ G. Así (
d− d′

)
(x) = d(x)− d′(x)

= xa− a− xa′ + a′

= x(a− a′)− (a− a′)

Por lo tanto, d− d′ ∈ PDer(G,M).

c) Si d ∈ Der(G,M), entonces

d(xy) = xd(y) + d(x) = d(y) + d(x) = d(x) + d(y),

donde la segunda igualdad se tiene porque M es G-trivial. Por lo tanto,
Der(G,M) ⊆ Hom(G,M). De la misma manera se obtiene la otra contención.

d) Para todo x, y ∈ G

(f ◦ d)(xy) = f
(
d(xy)

)
= f

(
xd(y) + d(x)

)
= xf

(
d(y)

)
+ f
(
d(x)

)
= x(f ◦ d)(y) + (f ◦ d)(x).

Proposición 4.2.5. SeanG un grupo,M unG-módulo y 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una
extensión. Entonces

a) StabE(G,M) es un grupo bajo la composicion de funciones.

b) Existe un isomor�smo de grupos

σ : StabE(G,M)→ Der(G,M),

donde σ(ϕ) = d si ϕ
(
i(a)s(x)

)
= i
(
a + d(x)

)
s(x). En particular, StabE(G,M) es un

grupo abeliano.

Demostración.
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a) Sean ϕ, ϕ′ : E → E ∈ StabE(G,M), entonces los siguientes diagramas conmutan

0 //M

1M
��

i // E

ϕ′

��

p // G

1G
��

// 1

0 //M
i // E

p // G // 1

0 //M

1M
��

i // E

ϕ
��

p // G

1G
��

// 1

0 //M
i // E

p // G // 1

es decir, ϕ′i = i, pϕ′ = p y ϕi = i, pϕ = p. Por lo tanto,

(ϕϕ′)i = ϕ(ϕ′i) = ϕi = i

y
p(ϕϕ′) = (pϕ)ϕ′ = pϕ′ = p

y así el siguiente diagrama conmuta

0 //M

1M
��

i // E

ϕϕ′

��

p // G

1G
��

// 1

0 //M
i // E

p // G // 1

Se tiene entonces que la composición de funciones es una operación cerrada en
StabE(G,M). La asociatividad se sigue de la asociatividad de la composición de fun-
ciones. La identidad 1E : E → E ∈ StabE(G,M) y es neutro para la operación. Por
último, si ϕ ∈ StabE(G,M), ϕ es un isomor�smo y podemos considerar a ψ la inversa
de ϕ, es decir, ϕψ = 1E y ψϕ = 1E . Entonces,

ψi = ψ(ϕi) = (ψϕ)i = 1Ei = i

y
pψ = (pϕ)ψ = p(ϕψ) = p1E = p,

es decir, el siguiente diagrama conmuta.

0 //M

1M
��

i // E

ψ
��

p // G

1G
��

// 1

0 //M
i // E

p // G // 1

y así ψ ∈ StabE(G,M).

b) Sea s : G → E una sección. Si ϕ ∈ StabE(G,M) entonces por la Proposición 4.1.2
existe d ∈ Der(G,M) tal que ϕ(i(a)s(x)) = i

(
a + d(x)

)
s(x). Es fácil demostrar que

dicha derivación es única, por lo que podemos de�nir σ : StabE(G,M)→ Der(G,M)
como σ(ϕ) = d. Veamos que σ es un mor�smo de grupos.
Sean ϕ, ϕ′ ∈ StabE(G,M) y d, d′ ∈ Der(G,M) tales que

ϕ
(
i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d(x)

)
s(x)
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y
ϕ′
(
i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d′(x)

)
s(x),

es decir, σ(ϕ) = d y σ(ϕ′) = d′. Se tiene lo siguiente(
ϕϕ′
)(
i(a)s(x)

)
= ϕ

(
ϕ′
(
i(a)s(x)

))
= ϕ

(
i
(
a+ d′(x)

)
s(x)

)
= i
((
a+ d′(x)

)
+ d(x)

)
s(x)

= i
(
a+

(
d+ d′

)
(x)
)
s(x)

entonces σ(ϕϕ′) = d+ d′ = σ(ϕ) + σ(ϕ′). Finalmente, para ver que σ es un isomor-
�smo exhibimos su inversa τ : Der(G,M)→ StabE(G,M) donde
τ(d) : E → E está dada por

τ(d)
(
e = i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d(x)

)
s(x)

obsérvese que por el Lema 4.1.2, τ(d) ∈ StabE(G,M). Claramente σ
(
τ(d)

)
= d

para todo d ∈ Der(G,M), es decir, στ = 1Der(G,M). Sean ϕ ∈ StabE(G,M) y
d ∈ Der(G,M) tales que ϕ

(
i(a)s(x)

)
= i
(
a + d(x)

)
s(x), esto es, σ(ϕ) = d. En-

tonces,
(τσ)(ϕ)

(
i(a)s(x)

)
= τ
(
σ(ϕ)

)(
i(a)s(x)

)
= τ(d)

(
i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d(x)

)
s(x)

= ϕ
(
i(a)s(x)

)
.

Por lo tanto, (τσ)(ϕ) = ϕ para todo ϕ ∈ StabE(G,M), es decir, τσ = 1StabE(G,M).

No es obvio que StabE(G,M) sea un grupo abeliano, ya que la operación está dada por
la composición de funciones. Esto se concluye del inciso b) de la Proposición 4.2.5.

Corolario 4.2.6. Sean G un grupo yM un G-módulo. Si

0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 y 0 −→M
j−→ E ′

q−→ G −→ 1

son dos extensiones deM por G, entonces StabE(G,M) ' StabE′(G,M).

Demostración. Ambos grupos StabE(G,M) y StabE′(G,M) son isomorfos a Der(G,M).

Teorema 4.2.7. Sean G un grupo, M un G-módulo y 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una
extensión que preserva la acción. Entonces

StabE(G,M)/
(
Inn(E) ∩ StabE(G,M)

)
' Der(G,M)/PDer(G,M).
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Demostración. Sea s : G→ E una sección, por el inciso b) de la Proposición 4.2.5, existe un
isomor�smo σ : StabE(G,M)→ Der(G,M), donde

σ(ϕ) = d si ϕ
(
i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d(x)

)
s(x).

Veamos que σ
(
Inn(E) ∩ StabE(G,M)

)
= PDer(G,M). Sea ϕ ∈ Inn(E) ∩ StabE(G,M), ya

que ϕ ∈ Stab(G,M) se tiene que ϕi = i. Por otro lado, existe c ∈ E tal que ϕ(e) = cec−1

para todo e ∈ E, pues ϕ ∈ Inn(E). A�rmamos que c ∈ Im(i). En efecto, sea a ∈ M ,
ci(a)c−1 ∈ Im(i) puesto que Im(i) E E, así ci(a)c−1 = i(b) para algún b ∈M . Entonces

ci(a)c−1 = i(b) = ϕ
(
i(b)
)
= ci(b)c−1,

se sigue que i(a) = i(b) y así a = b. Se tiene que ci(a)c−1 = i(a) o equivalentemente que
ci(a) = i(a)c para todo a ∈M , es decir, c ∈ Z

(
Im(i)

)
= Im(i), ya que Im(i) es abeliano.

Sea a0 ∈ M tal que i(ao) = c y sea d ∈ Der(G,M) tal que
ϕ
(
i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d(x)

)
s(x). Tenemos lo siguiente

i
(
a+ d(x)

)
s(x) = ϕ

(
i(a)s(x)

)
= ci(a)s(x)c−1

= i(a0)i(a)s(x)i(a0)
−1

= i(a0)i(a)
(
s(x)i(−a0)s(x)−1

)
s(x)

= i(a0)i(a)i(−xa0)s(x)
= i(a0 + a− xa0)s(x)

Se sigue que d(x) = a0 − xa0, es decir, d ∈ PDer(G,M) y σ(ϕ) = d, por lo tanto
σ
(
Inn(E) ∩ StabE(G,M)

)
⊆ PDer(G,M). Recíprocamente, si d ∈ PDer(G,M), existe

a0 ∈M tal que d(x) = xa0 − a0 para todo x ∈ G. Si de�nimos ϕ : E → E como

ϕ
(
e = i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d(x)

)
s(x),

entonces ϕ ∈ StabE(G,M) y además

ϕ
(
e = i(a)s(x)

)
= i
(
a+ d(x)

)
s(x)

= i(a+ xa0 − a0)s(x)
= i(−a0 + a+ xa0)s(x)

= i(−a0)i(a)i(xa0)s(x)
= i(a0)

−1i(a)
(
s(x)i(a0)s(x)

−1)s(x)
= i(a0)

−1i(a)s(x)i(a0)

= i(a0)
−1ei(a0)

es decir,ϕ es la conjugación por i(a0)−1. Por lo tanto d = σ(ϕ) ∈ σ
(
Inn(E)∩StabE(G,M)

)
.
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Por el inciso d) de la Proposición 4.2.4 tenemos que: Si f :M → N es un G-mor�smo y
d ∈ Der(G,M), entonces f ◦ d ∈ Der(G,N) y así podemos de�nir a la función
f? : Der(G,M)→ Der(G,N) como

f?(d) = f ◦ d

Tenemos las siguientes propiedades.

Proposición 4.2.8. Si f :M → N y g : N → L son G-mor�smos. Entonces

a) f? : Der(G,M)→ Der(G,N) es un mor�smo de grupos abelianos.

b) (gf)? = g?f?

c) Si 1M :M →M es la identidad enM , entonces (1M)? = 1Der(G,M).

Demostración.

a) Sean d, d′ ∈ Der(G,M) y a ∈M . Entonces,(
f?(d+ d′)

)
(a) =

(
f ◦ (d+ d′)

)
(a)

= f
(
(d+ d′)(a)

)
= f

(
d(a) + d′(a)

)
= f

(
d(a)

)
+ f
(
d′(a)

)
= (f ◦ d)(a) + (f ◦ d′)(a)
= (f ◦ d+ f ◦ d′)(a)
=
(
f?(d) + f?(d

′)
)
(a)

Por lo tanto, f?(d+ d′) = f?(d) + f?(d
′).

b) (gf)?(d) = (gf)d = g(fd) = g?(fd) = g?(f?(d)) = (g?f?)(d).

c) (1M)?(d) = 1Md = d.

La Proposición anterior nos dice que si G es un grupo, entonces la asignación
Der(G, _) : ZGMod→ Ab de�nida por Der(G, _)(M) = Der(G,M) y Der(G, _)(f) = f? es
un funtor covariante.

Proposición 4.2.9. Sea G un grupo. Entonces, existe un isomor�smo natural

τ : HomZG(IG, _)→ Der(G, _),

donde IG es el ideal de aumento.
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Demostración. Sean M un G-módulo y ϕ : IG → M un G-mor�smo, si de�nimos
ϕ′ : G→M como

ϕ′(x) = ϕ(x− 1)

Entonces ϕ′ resulta ser una derivación. En efecto,

ϕ′(xy) = ϕ(xy − 1)

= ϕ
(
x(y − 1) + (x− 1)

)
= xϕ(y − 1) + ϕ(x− 1)

= xϕ′(y) + ϕ′(x)

De�nimos τM : HomZG(IG,M)→ Der(G,M) mediante τM(ϕ) = ϕ′.

a) τM es un mor�smo de grupos abelianos, ya que

τM(ϕ+ ψ)(x) = (ϕ+ ψ)′(x)

= (ϕ+ ψ)(x− 1)

= ϕ(x− 1) + ψ(x− 1)

= ϕ′(x) + ψ′(x)

= (ϕ′ + ψ′)(x)

=
(
τM(ϕ) + τM(ψ)

)
(x)

Por lo tanto, τM(ϕ+ ψ) = τM(ϕ) + τM(ψ).

b) τM es suprayectiva. Por la Proposición 1.3.3 el ideal de aumento IG es un grupo abe-
liano libre con base el conjunto

X =
{
x− 1 : x ∈ G \ {1}

}
Si d ∈ Der(G,M), de�nimos d̃ : X →M mediante

d̃(x− 1) = d(x),

esto induce un único mor�smo de grupos ϕ : IG →M tal que ϕ|X= d̃. Para veri�car
que ϕ es un G-mor�smo basta demostrar que ϕ

(
x(y − 1)

)
= xϕ(y − 1) para todo

x ∈ G y y ∈ G \ {1}. En efecto,

ϕ
(
x(y − 1)

)
= ϕ(xy − 1− x+ 1)

= ϕ
(
xy − 1− (x− 1)

)
= ϕ(xy − 1)− ϕ(x− 1)

= d̃(xy − 1)− d̃(x− 1)

= d(xy)− d(x)
= xd(y)

= xd̃(y − 1)

= xϕ(y − 1)
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Finalmente,
τM(ϕ)(x) = ϕ′(x)

= ϕ(x− 1)

= d̃(x− 1)

= d(x)

Por lo tanto, τM(ϕ) = d.

c) τM es inyectiva ya que si ϕ ∈ Ker(τM), entonces para todo x ∈ G \ {1}

ϕ(x− 1) = ϕ′(x) = τM(ϕ)(x) = 0

Por lo tanto, ϕ = 0.

d) Para la naturalidad, si φ :M → N es un G-mor�smo, entonces el siguiente diagrama
conmuta

HomZG(IG,M)

φ∗
��

τM // Der(G,M)

φ?
��

HomZG(IG, N) τN
// Der(G,N)

En efecto,
(τNφ∗)(ϕ) = τN

(
φ∗(ϕ)

)
= τN(φϕ)

= (φϕ)′

= φϕ′

= φ?(ϕ
′)

= φ?
(
τM(ϕ)

)
= (φ?τM)(ϕ)

Teorema 4.2.10. Sean G un grupo y M un G-módulo. Entonces

H1(G,M) ' Der(G,M)/PDer(G,M).

Demostración. Aplicando el funtor HomZG(_,M) a la resolución reducida de B(G) de la
Proposición 2.4.4, obtenemos el complejo

0 −→ HomZG(B0,M)
d∗1−→ HomZG(B1,M)

d∗2−→ HomZG(B2,M) −→ · · ·

Por de�nición H1(G,M) = Ext1ZG(Z,M) = Ker(d∗2)/Im(d∗1).



CAPÍTULO 4. DERIVACIONES Y H1(G,M) 70

Sea δ : B1 →M ∈ Ker(d∗2) , entonces para todo x, y ∈ G

0 = d∗2(δ)[x | y]
= δd2[x | y]
= δ
(
x[y]− [xy] + [x]

)
= xδ[y]− δ[xy] + δ[x].

Se sigue que δ[xy] = xδ[y] + δ[x] y por lo tanto δ|G∈ Der(G,M). De�nimos
ψ : Ker(d∗2)→ Der(G,M) como

ψ(δ) = δ|G
Claramente ψ es un mor�smo de grupos abelianos.

a) ψ es inyectiva ya que si δ : B1 →M ∈ Ker(ψ), entonces para todo x ∈ G

0 = ψ(δ)[x] = δ|G [x].

Por lo tanto δ = 0, ya que B1 es libre sobre G.

b) ψ es suprayectiva. Sea ρ ∈ Der(G,M), entonces existe un único ZG-mor�smo
ρ : B1 → G tal que ρ |G= ρ pues B1 es un ZG-módulo libre sobre G. Además,
para todo x, y ∈ G

d∗2(ρ)[x | y] = ρd2[x | y]
= ρ
(
x[y]− [xy] + [x]

)
= xρ[y]− ρ[xy] + ρ[x]

= xρ[y]− ρ[xy] + ρ[x]

= 0

así ρ ∈ Ker(d∗2) y ψ(ρ) = ρ|G= ρ.

Por lo tanto, ψ : Ker(d∗2)→ Der(G,M) es un isomor�smo el cual induce un mor�smo

ψ : Ker(d∗2)/Im(d∗1)→ Der(G,M)/ψ
(
Im(d∗1)

)
el cual también es un isomor�smo. Solo resta veri�car que ψ

(
Im(d∗1)

)
= PDer(G,M), para

ello, sea ϕ ∈ HomZG(B0,M) y sea a0 = ϕ
(
[ ]
)
∈M . Tenemos que

(ϕd1)|G [x] = ϕd1[x] = ϕ
(
x[ ]− [ ]

)
= xϕ[ ]− ϕ[ ] = xa0 − a0.

Se sigue que, ψ
(
d∗1(ϕ)

)
= ψ(ϕd1) = (ϕd1) |G∈ PDer(G,M). Por lo tanto,

ψ
(
Im(d∗1)

)
⊆ PDer(G,M). Recíprocamente, si ρ ∈ PDer(G,M), entonces existe a0 ∈M tal

que ρ(x) = xa0− a0 para todo x ∈ G. De�nimos ϕ : B0 →M como ϕ
(
[ ]
)
= a0, entonces

(ϕd1)|G [x] = ϕd1[x] = ϕ
(
x[ ]− [ ]

)
= xϕ[ ]− ϕ[ ] = xa0 − a0 = ρ[x].

Por lo tanto, ρ = (ϕd1)|G= ψ(ϕd1) = ψ
(
d∗1(ϕ)

)
∈ ψ

(
Im(d∗1)

)
.
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Proposición 4.2.11. Sean G un grupo, M un G-módulo y 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1
una extensión que preserva la acción y se escinde. SiH1(G,M) = 0, entonces cualesquiera dos
complementos C y Q de Im(i) en E son conjugados.

Demostración. Ya que la extensión se escinde existen mor�smos r y s tales que la Im(r) = C
y Im(s) = Q. Sean f y g los correspondientes conjuntos factores de r y s respectivamente.
Por el Lema 3.3.6, g− f es una cofrontera, i.e., existe una función h : G→M con h(1) = 0
tal que

g(x, y)− f(x, y) = xh(y)− h(xy) + h(x),

además dicha h es tal que i
(
h(x)

)
= s(x)r(x)−1. Por otro lado, ya que r y s son mor�smos,

f(x, y) = 0 = g(x, y).

Se sigue que, xh(y)− h(xy) + h(x) = 0, es decir, h ∈ Der(G,M). Por el Teorema 4.2.10

Der(G,M)/PDer(G,M) ' H1(G,M) = 0,

entonces Der(G,M) = PDer(G,M) y así h(x) = xa0 − a0 para algún a0 ∈M . Luego,

s(x)r(x)−1 = i
(
h(x)

)
= i(xa0 − a0)
= i(xa0)i(a0)

−1

= s(x)i(a0)s(x)
−1i(a0)

−1

Entonces, r(x)−1 = i(a0)s(x)
−1i(a0)

−1 o equivalentemente r(x) = i(a0)s(x)i(a0)
−1. Por

lo tanto, C = Im(r) = i(a0)Im(s)i(a0)
−1 = i(a0)Qi(a0)

−1.

Proposición 4.2.12. Sean G un grupo yM un G-módulo. Entonces,

H2(G,M) ' Z2(G,M)/B2(G,M).

Demostración. Aplicando el funtor HomZG(_,M) a la resolución reducida de B∗(G) de la
Proposición 2.5.5 obtenemos el complejo

0 −→ HomZG(B0,M)
r∗1−→ HomZG(B1/U1,M)

r∗2−→ HomZG(B2/U2,M)
r∗3−→ · · ·

Por de�nición, H2(G,M) = Ext2ZG(Z,M) = Ker(r∗3)/Im(r∗2). Sean π1 : B1 → B1/U1 ,
π2 : B2 → B2/U2 las proyecciones canónicas y f : B2/U2 → M ∈ Ker(r∗3). Tenemos lo
siguiente: Para todo x, y, z ∈ G

(fπ2)|G2 [x | 1] = f
(
[x | 1] + U2

)
= f(0)

= 0
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análogamente (fπ2)|G2 [1 | y] = 0. Además,

x(fπ2)|G2 [y | z]− (fπ2)|G2 [xy | z] + (fπ2)|G2 [x | yz]− (fπ2)|G2 [x | y]
= xf

(
[y | z] + U2

)
− f

(
[xy | z] + U2

)
+ f
(
[x | yz] + U2

)
− f

(
[x | y] + U2

)
= f

((
x[y | z]− [xy | z] + [x | yz]− [x | y]

)
+ U2

)
= f

(
d3[x | y | z] + U2

)
= fr3

(
[x | y | z] + U3

)
= r∗3(f)

(
[x | y | z] + U3

)
= 0,

es decir, (fπ2)|G2 es un conjunto factor. De�nimos ϕ : Ker(r∗3)→ Z2(G,M) como

ϕ(f) = (fπ2)|G2

La función ϕ es un mor�smo de grupos, ya que si f , f ′ ∈ Ker(r∗3), entonces

ϕ(f + f ′) =
(
(f + f ′)π2

)
|G2

= (fπ2 + f ′π2)|G2

= (fπ2)|G2 +(f ′π2)|G2

= ϕ(f) + ϕ(f ′)

Además,

a) ϕ es inyectiva, ya que si ϕ(f) = 0, entonces para todo x, y ∈ G \ {1} se tiene que

f
(
[x | y] + U2

)
= (fπ2)|G2 [x | y] = ϕ(f)[x | y] = 0,

es decir, f |X2= 0 y por lo tanto f = 0 pues X2 es base de B2/U2.

b) ϕ también es suprayectiva. Para veri�car esto, sea g ∈ Z2(G,M). Ya que B2 es un
ZG-módulo libre sobre G2, existe un único ZG-mor�smo g : B2 → M tal que
g|G2= g. Además, U2 ⊆ Ker(g) pues U2 está genereado por

Y2 =
{
[x1 | x2] ∈ G2 : al menos un xi = 1

}
=
{
[x | 1], [1 | y] : x, y ∈ G

}
y para todo x, y ∈ G

g[x | 1] = g[x | 1] = 0 = g[1 | y] = g[1 | y].

Por lo tanto, existe un único ZG-mor�smo f : B2/U2 →M tal que fπ2 = g. Veamos
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que f ∈ Ker(r∗3), para ello notemos que para todo x, y, z ∈ G \ {1}

r∗3(f)
(
[x | y | z] + U3

)
= fr3

(
[x | y | z] + U3

)
= f

(
d3[x | y | z] + U2

)
= f

(
π2
(
d3[x | y | z]

))
= f

(
π2
(
x[y | z]− [xy | z] + [x | yz]− [x | y]

))
= xfπ2[y | z]− fπ2[xy | z] + fπ2[x | yz]− fπ2[x | y]
= xg[y | z]− g[xy | z] + g[x | yz]− g[x | y]
= xg[y | z]− g[xy | z] + g[x | yz]− g[x | y]
= 0

y como X3 =
{
[x | y | z] + U3 ∈ B3/U3 : x, y, z ∈ G \ {1}

}
es base de B3/U3 se

tiene que r∗3(f) = 0. Finalmente,

ϕ(f) = (fπ2)|G2= g|G2= g.

Por lo tanto, ϕ : Ker(r∗3)→ Z2(G,M) es un isomor�smo, el cual induce un isomor�smo

ϕ : Ker(r∗3)/Im(r∗2)→ Z2(G,M)/ϕ
(
Im(r∗2)

)
.

Para concluir con la demostración mostraremos que ϕ
(
Im(r∗2)

)
= B2(G,M). Para ello, sea

h ∈ HomG(B1/U1,M). De�nimos h′ : G→M como

h′ = (hπ1)|G

entonces h′[1] = (hπ1)|G [1] = h
(
[1] + U1

)
= h(0) = 0 y

(hr2π2)|G2 [x | y] = hr2
(
[x | y] + U2

)
= h

(
d2[x | y] + U1

)
= h

(
π1
(
d2[x | y]

))
= h

(
π1
(
x[y]− [xy] + [x]

))
= xhπ1[y]− hπ1[xy] + hπ1[x]

= xh′[y]− h′[xy] + h′[x],

es decir, ϕ
(
r∗2(h)

)
= ϕ(hr2) = (hr2π2)|G2∈ B2(G,M). Recíprocamente, si g ∈ B2(G,M),

entonces existe una función h : G→M con h[1] = 0 tal que

g[x | y] = xh[y]− h[xy] + h[x].
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Ya que B1 es un ZG-módulo libre sobre G, existe un único ZG-mor�smo h : B1 → M tal
que h |G= h. Además, U1 ⊆ Ker(h), por lo que h también induce un único ZG-mor�smo
f : B1/U1 →M tal que fπ1 = h. Finalmente,

(fr2π2)|G2 [x | y] = fr2
(
[x | y] + U2

)
= f

(
d2[x | y] + U1

)
= f

(
π1
(
d2[x | y]

))
= f

(
π1
(
x[y]− [xy] + [x]

))
= xfπ1[y]− fπ1[xy] + fπ1[x]

= xh[y]− h[xy] + h[x]

= xh[y]− h[xy] + h[x]

= g[x | y]

Por lo tanto, g = (fr2π2)|G2= ϕ(fr2) = ϕ
(
r∗2(f)

)
∈ ϕ

(
Im(r∗2)

)
.

Corolario 4.2.13. Sean G un grupo yM un G-módulo. Existe una biyección

φ : H2(G,M)→ eee(G,M)

tal que φ(0) = [ε], donde ε es la extensión

ε : 0 −→M
j−→M oG

π−→ G −→ 1.

Demostración. Por el Teorema 3.3.11 existe una biyección

ψ : Z2(G,M)/B2(G,M)→ eee(G,M)

tal que ψ(0) = [ε], donde ε es la extensión

ε : 0 −→M
j−→M oG

π−→ G −→ 1

y por la Proposición 4.2.12, H2(G,M) ' Z2(G,M)/B2(G,M).

Corolario 4.2.14. Sean G un grupo y M un G-módulo. Si H2(G,M) = 0, entonces toda
extensión deM por G que preserva la acción se escinde. Es decir, si

0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1

es una extensión que preserva la acción, entonces E 'M oG.

Demostración. Sea ω : 0 −→M
i−→ E

p−→ G −→ 1 una extensión que preserva la acción.
Por el Corolario 4.2.13 tenemos que

[ω] ∈ eee(G,M) = Im(φ) =
{
φ(0)

}
=
{
[ε]
}

,
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donde ε es la extensión

ε : 0 −→M
j−→M oG

π−→ G −→ 1.

Y así, [ω] = [ε] y por lo tanto las extensiones ω : 0 −→ M
i−→ E

p−→ G −→ 1 y
ε : 0 −→M

j−→M oG
π−→ G −→ 1 son equivalentes. En particular, E 'M oG.

Teorema 4.2.15. Sea G un grupo �nito de ordenm y seaM un G-módulo. Entonces,

mHn(G,M) = 0

para todo n ≥ 1.

Demostración. Aplicando el funtor HomZG(_,M) a la resolución reducida de B(G) de la
Proposición 2.4.4 se obtiene el complejo

0 −→ HomZG(B0,M)
d∗1−→ HomZG(B1,M) −→ · · ·

HomZG(Bn−1,M)
d∗n−→ HomZG(Bn,M)

d∗n+1−→ HomZG(Bn+1,M) −→ · · ·

Por de�nición, Hn(G,M) = ExtnZG(Z,M) = Ker(d∗n+1)/Im(d∗n).
Sea f : Bn →M ∈ Ker(d∗n+1), de�nimos ϕ : Bn−1 →M como

ϕ[x1 | . . . | xn−1] =
∑
x∈G

f [x1 | . . . | xn−1 | x].

El mor�smo ϕ está bien de�nido pues G es �nito. Por otro lado, para cada x ∈ G

0 = d∗n+1(f)[x1 | . . . | xn | x] = fdn+1[x1 | . . . | xn | x]

= f

(
x1[x2 | . . . | xn | x] +

n−1∑
i=1

(−1)i[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn | x]

+ (−1)n[x1 | . . . | xn−1 | xnx] + (−1)n+1[x1 | . . . | xn−1 | xn]

)

= x1f [x2 | . . . | xn | x] +
n−1∑
i=1

(−1)if [x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn | x]

+ (−1)nf [x1 | . . . | xn−1 | xnx] + (−1)n+1f [x1 | . . . | xn−1 | xn].
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Realizando la suma sobre cada x ∈ G tenemos que

0 = x1
∑
x∈G

f [x2 | . . . | xn | x] +
n−1∑
i=1

(−1)i
∑
x∈G

f [x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn | x]

+ (−1)n
∑
x∈G

f [x1 | . . . | xn−1 | xnx] + (−1)n+1
∑
x∈G

f [x1 | . . . | xn−1 | xn]

= x1ϕ[x2 | . . . | xn] +
n−1∑
i=1

(−1)iϕ[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn]

+ (−1)nϕ[x1 | . . . | xn−1] + (−1)n+1mf [x1 | . . . | xn−1 | xn]

= ϕ

(
x1[x2 | . . . | xn] +

n−1∑
i=1

(−1)i[x1 | . . . | xixi+1 | . . . | xn]

+ (−1)n[x1 | . . . | xn−1]

)
+ (−1)n+1mf [x1 | . . . | xn−1 | xn]

= ϕdn[x1 | . . . | xn] + (−1)n+1mf [x1 | . . . | xn]
=
(
ϕdn + (−1)n+1mf

)
[x1 | . . . | xn−1 | xn]

Por lo tanto, ϕdn + (−1)n+1mf = 0, así mf = ±ϕdn = d∗n(±ϕ) ∈ Im(d∗n).

Lema 4.2.16. Sea G un grupo �nito y seaM un ZG-módulo �nitamente generado. Entonces,
M como grupo abeliano es �nitamente generado.

Demostración. Sea G = {x1, . . . , xn} y sea {a1, . . . , am} ⊆ M tal que M =
〈
a1, . . . , am

〉
.

Veamos que M como grupo abeliano está generado por el conjunto{
xiaj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

}
.

En efecto, si a ∈ M , entonces a = γ1a1 + γ2a2 + · · · + γmam con γj ∈ ZG. Además, para

cada j se tiene que γj =
n∑
i=1

rjixi con rji ∈ Z. Por lo tanto,

a = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γmam

=

(
n∑
i=1

r1ixi

)
a1 +

(
n∑
i=1

r2ixi

)
a2 + · · ·+

(
n∑
i=1

r1ixi

)
am

=
n∑
i=1

r1i
(
xia1

)
+

n∑
i=1

r2i
(
xia2

)
+ · · ·+

n∑
i=1

rmi
(
xiam

)
=
∑

1≤i≤n
1≤j≤m

rji
(
xiaj

)
.
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Lema 4.2.17. Sean R un anillo yM un R-módulo �nitamente generado. Si R es noetheriano
izquierdo, entoncesM es noetheriano.

Demostración. Como M es �nitamente generado existe un epimor�smo ϕ : Rk → M . Ya
queR es noetheriano,Rk es noetheriano y comoϕ es un epimor�smoM es noetheriano.

Del Lema 4.2.17, eligiendo R = Z, concluimos que todo subgrupo de un grupo abeliano
�nitamente generado es también �nitamente generado.

Lema 4.2.18. Sean R un anillo conmutativo yM , N R-módulos �nitamente generados. Si R
es noetheriano, entonces HomR(M,N) es un R-módulo �nitamente generado.

Demostración. Como M es �nitamente generado, existe un epimor�smo ϕ : Rk → M . Ya
que el funtor HomR(_, N) es exacto izquierdo,

ϕ∗ : HomR(M,N)→ HomR(R
k, N)

es un monomor�smo. Por otro lado, HomR(R
k, N) ' HomR(R,N)k ' Nk el cual es tam-

bién �nitamente generado puesN lo es. Finalmente, comoR es noetheriano yHomR(R
k, N)

es �nitamente generado, del Lema 4.2.17, se sigue que HomR(R
k, N) es noetheriano y por

lo tanto, HomR(M,N) ' Im(ϕ∗) es �nitamente generado.

Lema 4.2.19. Sea M un grupo abeliano �nitamente generado. Si M es un grupo de torsión,
entoncesM es �nito.

Demostración. Sea
{
a1, . . . , an

}
⊆ M tal que M =

〈
a1, . . . , an

〉
. Ya que M es de torsión

todos sus elementos son de orden �nito. Sea ri = ord(ai). De�nimos

f :
n⊕
i=1

〈
ai
〉
→M

como f(r1a1, . . . , rnan) = r1a1 + · · ·+ rnan. Claramente f es suprayectiva y por lo tanto

∣∣M ∣∣ ≤ ∣∣∣∣ n⊕
i=1

〈
ai
〉∣∣∣∣ = n∏

i=1

∣∣〈ai〉∣∣ = n∏
i=1

ri <∞.

Corolario 4.2.20. Sea G un grupo �nito y seaM un ZG-módulo �nitamente generado. En-
tonces, Hn(G,M) es �nito para todo n ≥ 1.

Demostración. Los términos Bn en la resolución barra B(G) son ZG-módulos �nitamen-
te generados, puesto que son libres sobre Gn. Del Lema 4.2.16, se sigue que, como grupos
abelianos M y Bn son �nitamente generados. Ya que Z es noetheriano, del Lema 4.2.18,
HomZ(Bn,M) es un grupo abeliano �nitamente generado. Puesto que Ker(d∗n+1) y
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HomZG(Bn,M) son subgrupos deHomZ(Bn,M), entoncesHomZG(Bn,M) yKer(d∗n+1) tam-
bién son grupos abelianos �nitamente generados y por lo tanto,

Hn(G,M) = ExtnZG(Z,M) = Ker(d∗n+1)/Im(d∗n)

es también un grupo abeliano �nitamente generado. Finalmente, si m = |G| entonces por
el Teorema 4.2.15, mHn(G,M) = 0. Se sigue que, Hn(G,M) es un grupo de torsión, y por
el Lema 4.2.19 concluimos que Hn(G,M) es �nito.

Lema 4.2.21. Sean ϕ : R→ S un mor�smo de anillos yM un S-módulo. Entonces,

a) M admite estructura de R-módulo a través de ϕ.

b) SiM es un S-módulo �nitamente generado y ϕ es un mor�smo suprayectivo, entonces
M como R-módulo también es �nitamente generado.

Demostración.

a) Si r ∈ R y a ∈M , de�nimos
r · a = ϕ(r)a.

Dicha acción hace de M un R-módulo. En efecto, para cualesquiera r, r′ ∈ R y a,
b ∈M

1) (rr′) · a = ϕ(rr′)a =
(
ϕ(r)ϕ(r′)

)
a = ϕ(r)

(
ϕ(r′)a

)
= ϕ(r)(r′ · a) = r · (r′ · a)

2) (r + r′) · a = ϕ(r + r′)a =
(
ϕ(r) + ϕ(r′)

)
a = ϕ(r)a+ ϕ(r′)a = r · a+ r′ · a

3) r · (a+ b) = ϕ(r)(a+ b) = ϕ(r)a+ ϕ(r)b = r · a+ r · b
4) 1R · a = ϕ(1R)a = 1Sa = a

b) Sean a1, . . . , an ∈M tales que M =
n∑
i=1

Sai. Entonces,

n∑
i=1

R · ai =
n∑
i=1

ϕ(R)ai =
n∑
i=1

Sai =M ,

es decir, M como R-módulo también está generado por a1, . . . , an.

Ejemplo 4.2.22. Consideremos el grupo cíclico C3 = 〈x〉 = {1, x, x2} de orden 3,

ZC3 =
{
α = r0 + r1x+ r2x

2 : r0, r1, r2 ∈ Z
}

su anillo de grupo y ε : ZC3 → Z el mor�smo de aumento. Ya que ZC3 es un Z-módulo
�nitamente generado (pues es libre sobre C3) y ε un mor�smo suprayectivo, el Lema 4.2.21
nos garantiza que ZC3 es un ZC3-módulo (vía el mor�smo ε) �nitamente generado. Por
el Corolario 4.2.20, Hn(C3,ZC3) es �nito para todo n ≥ 1. Para este caso en particular,
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podemos veri�car esta última a�rmación usando algunos de los resultados obtenidos en el
Capítulo 2. Para ello, observemos que ZC3 es un C3-módulo trivial, pues

x · α = ε(x)α = 1α = α.

Además, ZC3 ' Z3 como C3-módulos triviales. Del Corolario 2.3.6, se sigue que para todo
k ≥ 1

H0(C3,ZC3) ' ZC3 ' Z3

H2k−1(C3,ZC3) ' H2k−1(C3,Z3) ' H2k−1(C3,Z)3 ' 0

H2k(C3,ZC3) ' H2k(C3,Z3) ' H2k(C3,Z)3 ' Z3
3

4.3. El Teorema de Schur-Zassenhaus
Teorema 4.3.1 (Zassenhaus). Sea G un grupo �nito de orden nm con (n,m) = 1. Si M
es un subgrupo normal abeliano de orden n, entonces G es un producto semidirecto deM por
G/M , además cualesquiera dos complementos deM son conjugados.

Demostración. Aún cuando M es un grupo abeliano, seguiremos utilizando notación mul-
tiplicativa. Sea Q = G/M , consideremos la sucesión exacta corta

ω : 1 −→M
i−→ G

p−→ Q −→ 1

donde i es la inclusión y p la proyección canónica. Sea s : Q → G una sección, por la Pro-
posición 3.1.4, M admite estructura de Q-módulo, el cual está dada de la siguiente manera:
Para todo x ∈ Q y a ∈M ,

xa = s(x)as(x)−1.

De este modo la extensión ω preserva la acción. Consideremos la función µ : M → M
de�nida como

µ(a) = am

A�rmamos que µ es un Q-isomor�smo. Primero veamos que es un Q-mor�smo. Sean a,
b ∈M y x ∈ Q, entonces

µ(ab) = (ab)m = ambm = µ(a)µ(b),

donde la penúltima igualdad se tiene porque M es abeliano, y

µ(xa) = µ
(
s(x)as(x)−1

)
=
(
s(x)as(x)−1

)m
= s(x)ams(x)−1 = xµ(a).

Ahora veamos que µ es un isomor�smo. Si a ∈ Ker(µ), entonces 1 = µ(a) = am por lo que
ord(a)|m, además ord(a)|n ya que a ∈ M y

∣∣M ∣∣ = n, por lo tanto ord(a)|(n,m) = 1 y así
a = 1. Ya que µ :M →M es inyectiva y M es �nito, µ también resulta ser suprayectiva.
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Para cada entero k ≥ 0, consideremos el funtor Tk = HomZG(Bk, _), donde Bk son los
proyectivos que aparecen en la resolución de la Proposición 2.4.4, y sea

µk∗ = Tk(µ) : HomZG(Bk,M)→ HomZG(Bk,M)

Ya que µ es un isomor�smo, entonces µk∗ = Tk(µ) también es un isomor�smo, el cual resulta
ser la multiplicación por m. Esto último se veri�ca como sigue

µk∗(f)(x) = (µf)(x) = µ
(
f(x)

)
= f(x)m = (mf)(x)

Por lo tanto, µk∗(f) = mf . Además, se veri�ca facilmente que el siguiente diagrama conmuta

HomZG(Bk,M)

µk∗
��

d∗k+1 // HomZG(Bk+1,M)

µk+1
∗
��

HomZG(Bk,M)
d∗k+1

// HomZG(Bk+1,M)

Se sigue que la familia µ =
{
µk∗ : HomZG(Bk,M)→ HomZG(Bk,M)

}
k≥0

es un isomor�s-
mo de complejos el cual induce un isomor�smo, en la cohomología de los complejos,

ϕk : Ker(d∗k+1)/Im(d∗k)→ Ker(d∗k+1)/Im(d∗k)

el cual está dado por

ϕk
(
f + Im(d∗k)

)
= µk∗(f) + Im(d∗k) = mf + Im(d∗k) = m

(
f + Im(d∗k)

)
es decir, el isomor�smo

ϕk : H
k(Q,M)→ Hk(Q,M)

es también la multiplicación por m. Ya que |Q| = |G| / |M | = mn/n = m el Teorema
4.2.15 nos garantiza que mHk(Q,M) = 0. Por lo tanto, si x ∈ Hk(Q,M) entonces existe
y ∈ Hk(Q,M) tal que

x = ϕk(y) = my = 0

y así Hk(Q,M) = 0. En particular, H2(Q,M) = 0 = H1(Q,M) y del Corolario 4.2.14 la
extensión

ω : 1 −→M
i−→ G

p−→ Q −→ 1

se escinde y por la Proposición 4.2.11 cualesquiera dos complementos deM son conjugados.

Lema 4.3.2. Sean G un grupo �nito de orden nm con (n,m) = 1 y K un subgrupo normal
de G de ordenm. Si G contiene un subgrupo Q de orden n, entonces G es producto semidirecto
de K por Q.
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Demostración. Sean Q un subgrupo de G de orden n y d = |K ∩Q|. Por el Teorema de
Lagrange d |n y d |m, se sigue que d | (n,m) = 1, entonces K ∩ Q = {1}. Por otro lado,
K C G implica que KQ es un subgrupo de G y K ∩ Q C Q, por el Segundo Teorema de
Isomor�smo

Q/(K ∩Q) ' KQ/K

Luego,

|Q| / |K ∩Q| = [Q : K ∩Q] = |Q/K ∩Q| = |KQ/K| = [KQ : K] = |KQ| / |K| .

Ya que |K ∩Q| = 1, |KQ| = |K| |Q| = nm, por lo tanto KQ = G.

Ejemplo 4.3.3. Sea A4 el grupo formado por las permutaciones pares de S4, es decir,

A4 =

{
1, (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 2), (1, 3, 4), (1, 4, 2), (1, 4, 3)

(2, 3, 4), (2, 4, 3), (3, 4)(1, 2), (2, 4)(1, 3), (2, 3)(1, 4)

}
y sea

V =
{
1, (3, 4)(1, 2), (2, 4)(1, 3), (2, 3)(1, 4)

}
el 4-grupo de Klein. Veamos que V C A4, para ello observemos lo siguiente:

1) Para todo σ ∈ V , σ2 = 1.

2) V \ {1} son todos los elementos de A4 de orden 2.

Sean τ ∈ A4 y σ ∈ V , entonces(
τστ−1

)2
=
(
τστ−1

)(
τστ−1

)
= τσ2τ−1 = τ1τ−1 = 1

se sigue que el orden de τστ−1 es 1 ó 2. Si el orden de τστ−1 es 1, entonces τστ−1 = 1 ∈ V .
Si el orden de τστ−1 es 2, entonces τστ−1 ∈ V \ {1} ⊆ V . Por lo tanto V C A4. Sea
Q1 = 〈(1, 2, 3)〉 =

{
1, (1, 2, 3), (1, 3, 2)

}
, entonces por el Lema 4.3.2 A4 = V oQ1.

Lema 4.3.4 (Argumento de Frattini). Sean G un grupo �nito y K un subgrupo normal de
G. Si P es un p-subgrupo de Sylow de K para algún primo p, entonces

G = KNG(P ).

En particular, si P C K entonces P C G.

Demostración. Ya que K C G, KNG(P ) es un subgrupo de G. Recíprocamente, si x ∈ G,
entonces xPx−1 ≤ xKx−1 = K , pues K C G. Por lo tanto xPx−1 también es un p-sub-
grupo de Sylow deK . Por el Segundo Teorema de Sylow P y xPx−1 son conjugados, es decir,
existe y ∈ K tal que

xPx−1 = yPy−1,
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equivalentemente (
y−1x

)
P
(
y−1x

)−1
= y−1xPx−1y = P ,

es decir, y−1x ∈ NG(P ) y así x = y
(
y−1x

)
∈ KNG(P ).

Si P C K , entonces yPy−1 = P para todo y ∈ K , esto es, K ⊆ NG(P ). Se sigue que

G = KNG(P ) = NG(P ),

es decir, P C G.

Para dar por terminado este trabajo demostraremos el Teorema 4.3.1 para el caso en el
que el subgrupo normalM del grupoG no es abeliano. Sin embargo, la demostración de que
cualesquiera dos complementos deM son conjugados está fuera del alcance de este trabajo.

Teorema 4.3.5 (Schur-Zassenhaus). SeanG un grupo �nito yK un subgrupo normal deG
tal que

(
|K| , [G : K]

)
= 1. Entonces G contiene un subgrupo de orden [G : K].

Demostración. Probaremos el Teorema por inducción sobre |G|. Si |G| = 1 claramente el
Teorema se cumple. Supongamos que |G| > 1 y que la a�rmación se cumple para cualquier
grupo de orden menor a |G|.

Si K es el grupo trivial, el Teorema se cumple trivialmente, pues en este caso
|G| = [G : K]. Podemos entonces suponer que K no es trivial. Sea p un primo tal que
p
∣∣|K| y sea P un p-subgrupo de Sylow de K . Por el Lema 4.3.4 y el Segundo Teorema de
Isomor�smo

G/K = KNG(P )/K ' NG(P )/(NG(P ) ∩K) = NG(P )/NK(P ),

se sigue que

[NG(P ) : NK(P )] = |NG(P )/NK(P )| = |G/K| = [G : K].

Si P no es normal en G, entonces NG(P ) es un subgrupo propio de G y(
|NK(P )| , [NG(P ) : NK(P )]

)
= 1,

pues |NK(P )|
∣∣|K|. Por lo tantoNG(P ) y su subgrupo normalNK(P ) satisfacen la hipótesis

de inducción, esto es, NG(P ) contiene (y por lo tanto G también) un subgrupo de orden
[NG(P ) : NK(P )] = [G : K].

Si P C G, entonces P C K y K/P C G/P . Por el Tercer Teorema de Isomor�smo

(G/P )
/
(K/P ) ' G/K ,

luego
[G/P : K/P ] =

∣∣(G/P )/(K/P )∣∣ = |G/K| = [G : K].

De lo anterior y del hecho de que |K/P |
∣∣|K| también podemos concluir que(

|K/P | , [G/P : K/P ]
)
= 1
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y como |G/P | < |G|, existe un subgrupo H/P de G/P tal que

|H/P | = [G/P : K/P ] = [G : K].

Por otro lado,Z(P ) es no trivial, puesP es un p-grupo no trivial, ademásP C G implica que
Z(P ) C G, en particular, Z(P ) C P y Z(P ) C H . Usando nuevamente el Tercer Teorema
de Isomor�smo obtenemos que

[H/Z(P )) : P/Z(P )] = [H : P ] = |H/P | = [G : K],

luego (
|P/Z(P )| , [H/Z(P )) : P/Z(P )]

)
= 1

ya que |P/Z(P )|
∣∣|K|. Como |H/Z(P )| < |H| ≤ |G|, existe un subgrupo T/Z(P ) de

H/Z(P ) tal que
|T/Z(P )| = [H/Z(P )) : P/Z(P )] = [G : K].

Tenemos que Z(P ) C T y

[T : Z(P )] = |T/Z(P )| = [G : K], (4.1)

ademas (
|Z(P )| , [T : Z(P )]

)
= 1

pues |Z(P )|
∣∣|K|. Si |T | < |G|, podemos aplicar la hipótesis de inducción y concluir que

T contiene (y por lo tanto G también) un subgrupo de orden [T : Z(P )] = [G : K]. Si
|T | = |G|, entonces T = G y de 4.1 podemos concluir que K = Z(P ) y por lo tanto K es
abeliano. Puesto que

|G| = |K| [G : K]

y
(
|K| , [G : K]

)
= 1, se sigue del Teorema 4.3.1 que G es producto semidirecto de K por

G/K y de la Proposición 3.2.2 tenemos que existe un subgrupo Q ' G/K de G tal que
G = KQ y K ∩Q = {1}. Finalmente,

|Q| = |G/K| = [G : K].
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