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Resumen

Se estudia la relacién entre la entropia de entrelazamiento y la relajacion del sistema
a estados estacionarios de equilibrio. El sistema de estudio es un conjunto de seis bosones
en interaccién confinados por un potencial peridédico de seis sitios descritos por el hamilto-
niano de Bose Hubbard. Se calcula la evolucién temporal de la entropia de entrelazamiento
y de los observables del sistema cuando el sistema parte de estados fuera de equilibrio, que
son estados con un nimero fijo de particulas por sitio, se analiza el comportamiento del
sistema a tiempos largos y se compara el valor de saturacion de la entropia y de los ob-
servables con el valor dado por el ensemble canénico para definir si el sistema a alcanzado

o no un estado estacionario que puede ser descrito por este ensemble.
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Capitulo 1

Introducion

En anos recientes, ha habido un gran progreso en estudios experimentales de atomos
atrapados por redes épticas a temperaturas bajas [2, 3, 4, 5] lo cual ha sido acompatiado
de intensivas investigaciones tedricas. Los experimentos poseen importantes caracteristicas
que hacen de estos una de las herramientas mas convenientes para estudiar las propieda-
des de sistemas de muchos cuerpos. Primero, los sistemas de atomos atrapados permiten
un alto grado de control en los pardametros del sistema en un amplio rango de valores.
Segundo, la variaciéon de los parametros del sistema puede ser muy rapida, esto permite
poner al sistema en estados iniciales fuera de equilibrio. Finalmente, los sistemas atémi-
cos atrapados pueden ser bien aislados del ambiente[6]. Por todo lo anterior, es posible
estudiar la dindmica cuantica de sistemas finitos y aislados del ambiente, partiendo de
estados iniciales fuera de equilibrio y analizar la posible relajaciéon de estos sistemas a
estados de equilibrio. Lo anterior resulta ser un tema de gran interés actual, no sélo para
la descripcién de estos sistemas, sino también ofrece la posibilidad de estudiar temas re-
lacionados con los fundamentos de la fisica estadistica, pues a pesar del gran éxito que la
fisica estadistica tiene en describir las propiedades de sistemas macroscépicos, aiin no se

ha alcanzado un entendimiento general de como un sistema llega a equilibrio[7].

Actualmente hay un renovado interés en la derivacion de la mecanica estadistica de la
dinamica de sistemas cerrados, desde un nuevo enfoque. En lugar de asumir A PRIORI que

el sistema estd en un estado mezcla, tal como por ejemplo, en el ensemble microcanoénico,



se busca describir el estado individualmente a todo tiempo [¢(t)) y mostrar que, bajo
condiciones razonables, el sistema relaja a estados estacionarios. Se busca ademas definir
si dichos estados estacionarios son estados de equilibrio que pueden ser descritos por los

ensembles de la mecanica estadistica.

Se toma entonces un enfoque individualista, por ejemplo, dado un sistema en un estado
|1(t)) puro es de interés poder definir si este es un estado de equilibrio. Consecuentemente,

surge la necesidad de definiciones de equilibrio térmico para sistemas individuales.

En esta direccién Goldstein y colaboradores presentan dos definiciones de equilibrio |8,
9]. Equilibrio térmico macroscépico (MATE) ! y equilibrio térmico microscépico (MITE)?.
MATE es una extension natural de la nocién de equilibrio de Boltzmann para un sistema
cuantico y fue formulada por Von Neuman, mientras MITE es una nociéon puramente

cuantica sin analogo clasico.

Cuando un sistema esta en MATE, los valores esperados de los observables macros-
cOpicos son aproximadamente iguales a los valores de equilibrio dados por el ensemble
microcanénico, ademas las fluctuaciones son muy pequenas. Esto significa que si se realiza
una sola medicién de una variable macroscépica es muy probable que el valor medido
coincida con el valor de equilibrio. Por otra parte, cuando un sistema esta en MITE, los
valores esperados de cualquier variable macroscopica expresados como operador local ex-
tensivo o intensivo deben estar cercanos al correspondiente valor de equilibrio, pero sus
fluctuaciones cuanticas pueden no ser pequefias. Asi si se realiza un conjunto de varias
mediciones el valor promedio coincidira con el valor de equilibrio, pero el valor de una sola

medicién no necesariamente llevard al valor de equilibrio[9].

La nocién de MATE tiene significado s6lo para sistemas grandes ya que para estos
sistemas las fluctuaciones en equilibrio de observables macroscopicos son mucho méas pe-
quenas que el valor esperado del observable. Por el contrario la nocion de MITE tiene
significado incluso para sistemas pequenos, como el que se considera en este trabajo. Por

tanto esta serd la definicion en la que nos concentraremos.

1Del acrénimo en inglés Macroscopical Thermal Equilibrium.
2Del acrénimo en inglés Microscopic Thermal Equilibrium.



Con las definiciones de equilibrio para estados puros, el siguiente paso es estudiar
la dindmica del sistema de interés y comparar para tiempos largos los estados con las

definiciones dadas de equilibrio.

La configuracién méas simple en la cual un sistema parte de estados fuera de equilibrio es
la conocida como protocolo quench * que consiste en: iniciar al sistema en un estado propio
de un Hamiltoniano inicial Hy, cambiar repentinamente un pardametro del Hamiltoniano,

y dejar que la dindmica sea gobernada por el nuevo Hamiltoniano.

Entre todos los modelos investigados, por mucho, el modelo de Bose Hubbard toma una
posicion especial siendo un modelo paradigmatico de sistemas fuertemente correlacionados.
Este modelo puede realizarse en atomos inmersos en redes 6pticas donde los parametros
pueden ser controlados con un alto grado de precision, por ejemplo, con cambios repentinos.
Esta propiedad hace a este modelo un candidato ideal para estudiar la dindmica de quench

cuantica tanto tedricamente como experimentalmente.

Hasta ahora, en los trabajos sobre la dinamica de quench cuanticos, en el modelo de
Bose Hubbard, el estado del sistema antes del quench es siempre asumido el estado base del
Hamiltoniano inicial. Esto es, el sistema se asume estd a una temperatura inicial cero. Sin
embargo nada impide iniciar al sistema en cualquier otro estado excitado. En este trabajo
se consideran dos estados iniciales, el estado base y un estado excitado del Hamiltoniano

antes del quech.

El objetivo de este trabajo es estudiar la relacién entre la entropia de entrelazamiento
y la relajacién de un sistema a estados estacionarios de equilibrio. Para ello se estudia
un sistema de seis bosones en interacciéon confinados por un potencial periédico de seis
sitios, el sistema es descrito por el Hamiltoniano de Bose Hubbard. Se analiza la evolucién
temporal de la entropia de entrelazamiento de Rényi en funciéon de los parametros del
Hamiltoniano, cuando el sistema parte de un estado inicial no estacionario. Se estudia el
comportamiento del sistema a tiempos largos y se compara el valor de saturacion de la
entropia y de los observables, con los valores dados por el ensemble canénico, para definir
asi si el sistema ha alcanzado o no un estado estacionario que puede ser descrito por este

ensemble.

3 Emplearemos el término en inglés quench, a falta de una traduccién precisa en espafiol.



La tesis estd organizada de la siguiente forma; en el capitulo 2 se desarrollan los en-

sembles de la mecédnica estadistica cuantica y los conceptos de MITE y MATE.

En el capitulo 3 se presenta el concepto de entrelazamiento y su relacion con el concepto

de equilibrio microscopico a través de la entropia de entrelazamiento en sistemas bipartidos.

En el capitulo 4 se presenta el Hamiltoniano de Bose Hubbard y se describen algunas
de las propiedades de los sistemas descritos por este Hamiltoniano dependiendo de sus

parametros.

En el capitulo 5 se desarrolla el protocolo quench empleado para el sistema de estudio,
se muestran la evoluciéon de los observables; niimero de ocupaciéon y energia de interaccién,

analizando sus fluctuaciones y su comportamiento para tiempos largos.

En el capitulo 6 se calcula la entropia de entrelazamiento de Rényi para diversos sub-
sistemas, estudiando su comportamiento a tiempos largos y las fluctuaciones que presenta
en funcién de los parametros del Hamiloniano, y del estado inicial del que parte el siste-
ma. Por ultimo, se compara la matriz de densidad reducida del subsistema de un sitio y
la matriz de densidad reducida dada por el ensamble candnico aplicando la definicion de

equilibrio térmico microscopico.



Capitulo 2
Mecanica estadistica cuantica

En esta seccion se dard una breve revision de los ensembles termodinamicos, microca-
noéonico y candnico, los cuales se obtienen a partir del postulado de maxima entropia. Estos
ensembles describen el estado del sistema a partir de matrices de densidad estacionarias
que resultan ser una mezcla estadistica de estados. La fisica estadistica asume que los
sistemas eventualmente alcanzan estados de equilibrio que son descritos por los ensembles
termodinamicos. Una pregunta de interés es si un estado puro, cuya matriz de densidad
resulta ser diferente a las matrices de densidad mezcla de los ensembles, puede describir
también situaciones de equilibrio. Para responder esa cuestién en la segunda seccion se
presentaran definiciones de equilibrio térmico macroscopico MATE y equilibrio térmico
microscopico MITE dadas por Goldstein, las cuales si permiten considerar el equilibrio de

sistemas cuanticos en estados puros.

2.1. Operador de densidad

Un sistema cuantico es descrito, microscépicamente, de la siguiente manera: se asocia
un espacio de Hilbert al sistema, tal que los estados correspondientes son descritos por
vectores de estado |¢) o por operadores (matrices de densidad) p. Los observables son

operadores auto adjuntos (Hermitianos) en el espacio de Hilbert mencionado.



La evolucion en el tiempo del vector de estado estda determinada por la ecuacion de

Schrodinger

L d A
—ih o [Y(1) = H[¢(1)), (2.1)

donde |9 (t)) denota el vector de estado al tiempo t. Si la descripcién del estado se hace a

través del operador de densidad p(t) su evolucién temporal estd dada por

Sp(E) + 1 (H,p(t)] =0, 22

que es llamada la ecuacion de von Neumann.

Dada una base ortogonal del espacio de Hilbert, {|a)},el vector de estado |¢)) puede

ser expresado como

) = cala), (2.3)

donde ¢, = (a|¢). Una descripcién exacta del estado requiere del conocimiento de todos
los ¢,. A esta especificacion de los coeficientes se define como microestado. Si se considera
un conjunto de observable macroscopicos, tales como la energia total del sistema, el ni-
mero total de particulas, la magnetizacion total, en caso de que el sistema sea magnético,
etc, es posible dar una descripcion del sistema empleando los valores esperados de estos

observables, la especificacion de estos valores se define como macroestado.

En el enfoque de ensembles de mecanica estadistica introducido por Wilhem Gibbs, se
busca un operador de densidad independiente del tiempo, que llamaremos de equilibrio,
con el cual se obtienen valores de los observables macroscépicos, como promedios sobre el

ensemble. La matriz de densidad de equilibrio debe cumplir que

[H, p*] = 0. (2.4)



2.2. Ensemble microcandnico

Lo que implica que p., es una funciéon del Hamiltoniano y de las constantes de mo-
vimiento (observables que conmutan con el Hamiltoniano). Esta condicién no determina
por completo p°, para obtenerla se emplea el postulado de méxima entropia usando la

definiciéon dada por von Neumann,

S(p) = —kpTr(pIn f). (2.5)

El estado de equilibrio es aquel que maximiza esta entropia bajo las restricciones ma-

croscopicas del sistema.

En lo siguiente se desarrollan explicitamente los operadores de densidad p¢, para cada
uno de los ensambles. La construccion dada se puede generalizar para obtener cualquier

otro ensamble y puede ser revisada en cualquier libro de mecanica estadistica, por ejemplo
[10].

2.2. Ensemble microcanonico

Considere un sistema cerrado y aislado, con energia total constante (E) y un nimero fijo
de particulas (V). Dado que un sistema sin interaccién alguna con el ambiente no es realista
y es necesariamente una idealizacion, hay que considerar pequenias fluctuaciones en la
energia. Consideramos un sistema con una energia en el intervalo Q,,. = [E+AFE, E—AFE],
donde AE < E. Témese el conjunto completo |E,,) de estados propios del Hamiltoniano

H que describe el sistema

H|E,) = E, |E,), (2.6)

El estado del sistema puede ser desarrollado en la base de la energia como [i(t)) =

>0 Cn(t) [En).



El ensamble microcanoénico estd conformado entonces por todos los microestados que
satisfacen la restricciéon macroscépica de aislamiento, es decir, tienen energia dentro del

intervalo €2,,..

Obtendremos ahora el operador de densidad de este ensemble de equilibrio, que de-
notaremos como p™*. Empleamos el principo de maxima entropia, considerando que el

operador debe estar normalizado, es decir,

T {pm} = 1. (2.7)

donde T’ indica la traza sobre los estados en el intervalo de energia €,,..

La condicién de extremo se obtiene pidiendo

0(S[p] — an(Tr'{p} — 1)) = 0, (2.8)

donde se ha introducido el multiplicador de Lagrange o para cumplir la restriccion de

normalizacién.

Sustituyendo la expresion de la entropia 2.5 y realizando la variacién con respecto al

operador de densidad se tiene

Tr’{5,6(—k:3 (lnﬁ + ].) - Oéo)} = 0, (29)

dado que la variacion es arbitraria, el operador que maximiza la entropia debe cumplir

—kp(np+1)—ap=0 (2.10)

despejando se obtiene

Q
(=

(2.11)

Ry
I
D
kol
o]
=



2.3. Ensemble canonico

donde I representa el operador identidad en Q..

@0

Al sustituir este operador en la condicién de normalizacién se obtiene que e *8 =

1
dimH e

estados propios de la energia cuyo valor de la energia FE,, se encuentre en €2,,. y dim H,,.

, donde H.., es el subespacio de Hilbert microcanénico expandido por todos los

es la dimension del subespacio.

Con todo lo anterior el operador de equilibrio del ensemble microcanénico se puede

escribir como

1

i E\N(E, 2.12
" G 3 (B (B (212

2.3. Ensemble canodnico

Consideremos ahora un sistema que intercambia energia con un bano térmico a tem-
peratura T'. El sistema tiene fluctuaciones en la energia pero el equilibrio implica que su

promedio es constante e igual a E, entonces las restricciones son
Tr{p} =1 (2.13)

Te{pH} = E. (2.14)

Buscaremos ahora el operador de densidad de equilibrio candénico, que maximiza la en-
tropia bajo las restricciones 2.13,2.14, denotaremos a este operador como p®". Empleamos

para ello dos multiplicadores de Lagrange ag y o,

3(S[p] — ao(Tr{p} = 1) — an(Tr{pH} — E)) = 0. (2.15)

Sustituyendo la expresion de la entropia 2.5 y realizando la variacién con respecto al

operador de densidad se tiene



Te{0p (—kp (Inp+1) — ag — an )} =0, (2.16)

puesto que la variacion es arbitraria

—kp(np+1)—ag —a  H =0, (2.17)
despejando
3 (kptan) — LA
p‘: e_kB(k‘B"F O)e kéH’ (218)
1
sustituyendo en la restriccion de normalizacién se obtiene que ¢ ®p (kEteo) _ +, donde Z

es llamada la funcién de particién Z = Tr{e_%H}.

Para determinar el multiplicador a; se multiplica la ecuacién 2.17 por p y se toma la

traza a cada término

— (I{ZB + OZ()) — OélE + S(ﬁ) =0 (219)

—kpInZ — a1 E+ S(p) = 0. (2.20)

Recordando que para un sistema a temperatura constante y ntmero de particulas
constantes la representacion termodindmica natural es la de Helmholtz, en la cual la
relacién fundamental es F' = F(T, N); la energia libre de Helmholtz satisface la relacion:
F—E+TS = 0[10]. La comparacién con la ecuacién 2.21 sugiere la identificacién oy = =
y

F=—kglnZ. (2.21)

El operador densidad en el ensemble canénico es
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2.4. FEquilibrio térmico macroscopico

P = , (2.22)

donde = kE%T

Es conveniente hacer una aclaraciéon sobre las diferencias en las fluctuaciones en la
energia entre los dos ensembles presentados. En el caso del ensemble microcanénico el
sistema solo puede acceder a los estados en la capa de energia definida por €..,. En
cambio en el ensemble candnico el sistema puede acceder a todos los estados de energia

E,,, pero la probabilidad de que acceda a cada uno esta pesada por el factor de Boltzmann
_/BETL
e .

2.4. Equilibrio térmico macroscépico

Para un sistema cuantico en un estado puro es necesario considerar dos definiciones
de equilibrio, una dada por los valores de los observables macroscépicos y otra definida a
través de los valores de observables microscépicos locales. Presentaremos brevemente estas
definiciones dadas en [8, 9]. Veamos primero la definicién de equilibrio térmico macroscé-
pico MATE.

Consideremos nuevamente un sistema cuantico cerrado, con una energia FE. Sea H el
espacio de Hilbert del sistema total y H su Hamiltoniano. Como en el ensemble microcano-
nico, consideremos la capa de energia €).,, v el subespacio H.., que define. Consideremos
ademas un conjunto de observables macroscopicos asociados a operadores que conmutan
{M;} con valores propios ;. Dado un conjunto de valores propios v = (1, ..vy) se defi-
ne un macro espacio H, C Hean. Goldstein [8] muestra que de todos los macroespacios

posibles existe uno, el cual llama subespacio de equilibrio H,, tal que

dim(Hean)
dim(H,) -

—_

(2.23)

Siun estado p se encuentra dentro de este espacio H,, se dice entonces que esta en MA-
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TE. Que se encuentre en este espacio implica que los valores esperados de los observables
macroscopicos son muy cercanos a los valores predichos por el ensemble microcanoénico, es

decir

([0[Y) = (0) i = Tr{Pean} (2.24)

Esto significa que si se realiza una sola medicién de una variable macroscopica es
muy probable que valor medido coincida con el valor de equilibrio, aunque el operador de

densidad del estado no se acerque al operador de densidad microcanénico.

2.5. Equilibrio térmico microscoépico

Ahora bien el concepto de equilibrio microscopico esta basado en subsistemas. De
manera mas precisa se dice que el estado [¢)) de un sistema estd en equilibrio térmico
microscopico MITE si se cumple que la matriz de densidad reducida de un subsistema A

es aproximadamente igual a la matriz de densidad reducida del ensemble microcanénico

pam PR (2.25)

donde la matriz de densidad reducida se obtiene trazando sobre todos los grados de libertad
del complemento de A, es decir, ignorando la informacién del complemento. A diferencia
del caso de MATE, aqui la matriz de densidad reducida si puede ser una matriz mezcla,
y esto se debe al entrelazamiento cuantico entre el sistema y su complemento, es aqui
donde esta definicién no tiene contra parte clasica pues el fenémeno de entrelazamiento es

puramente cuantico.

Si el sistema es lo suficientemente pequeno comparado con el resto del sistema entonces

se cumplirda también que

pa~ P (2.26)
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2.5. FEquilibrio térmico microscopico

donde p%4" es la matriz de densidad canénica reducida con un valor adecuado de /3

Existe entonces una longitud [y para el tamano del subsistema A en la cual cualquier

subsistema de tamafio menor cumplird con 2.26

En la siguiente seccién se definird de manera mas precisa los conceptos de entrelaza-

miento y de la matriz de densidad reducida.
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Capitulo 3
Entrelazamiento cuantico

Los sistemas cuanticos muestran propiedades ajenas para los sistemas clasicos tales
como la superposicién de estados cudnticos, la interferencia o el tunelamiento, efectos
que pueden ser observados incluso en sistemas cuanticos de una particula. Las correlacio-
nes agregan una diferencia fundamental entre sistemas clasicos y cuanticos. Mientras que
las correlaciones en sistemas clasicos pueden ser descritas en términos de probabilidades

clasicas, en sistemas cuanticos esto no es verdad.

En los inicios del desarrollo de la mecanica cuantica, alrededor de la década de 1920,
se presenté una de las discusiones mas importantes con respecto a su interpretacion, esta
se dio entre Albert Einstein y Niels Bohr. El primero dio una interpretacion donde, subya-
cente a las probabilidades que aparecen en las ecuaciones de la mecanica cudntica, existen
variables subcuédnticas o variables ocultas, que permitiran de algin modo establecer una
descripcion determinista del mundo cuantico. Por este motivo Einstein siempre considerd
que la mecénica cuantica era una teoria incompleta. Por el contrario, Bohr consideraba

que las probabilidades eran el aspecto intrinsecamente predominante en escalas atomicas.

Bajo la interpretacién de Einstein, en 1935 junto con Podolsky y Rosen, publica un
articulo que seria conocido posteriormente como la paradoja EPR [11], en el cual se pre-
tende demostrar que el principio de incertidumbre de Heisenberg presenta excepciones en

su aplicacion y que por tanto, la mecanica cuantica era una teoria incompleta.
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3.1. Entrelazamiento bipartido

En el articulo se supone que si se tienen dos particulas que se dispersan luego de una
colisién y viajan en direcciones opuestas muy lejanas y se realizan mediciones sobre una de
ellas, es posible obtener informacién de las mediciones de la otra particula indirectamente,

teniendo asi informacion de la otra sin realizar sobre ella ninguna medicién.

No es posible explicar este fendmeno si se supone a la teoria cuantica como una teoria
local, en el sentido de que si algo que ocurre en un lugar, no deberia afectar a cualquier
cosa que suceda en un lugar lejano, a no ser que se envie una senal de un lugar a otro (con
una velocidad méxima igual a la de la luz) que pueda producir un cambio en este tltimo.
Si se supone, por el contrario, una teoria no local, esto implica que ambas particulas se

encuentran vinculadas. A este vinculo entre las particulas se le llamé entrelazamiento.

El entrelazamiento expresa entonces la no localidad inherente entre las partes de un
sistema descrito por la mecanica cuantica. John Bell derivé un conjunto de desigualdades
para mediciones de correlaciones que toda teoria local debe obedecer[12]. Una gran canti-
dad de experimentos realizados con sistemas cuanticos violan dichas desigualdades y por
tanto muestran que el entrelazamiento es una realidad fisica, aunque existen estados que
no violan las desigualdades de Bell y aun asi estos se encuentran entrelazados. La viola-
cion de las desigualdades de Bell revela tinicamente el hecho que el sistema se encuentra

entrelazado pero indican como cuantificar que tan entrelazado esta.

Recientemente, ha crecido el interés por entender el entrelazamiento en sistemas cuan-
ticos de muchos cuerpos, ya que se ha encontrado un gran impacto en diversas areas.
En materia condensada, por ejemplo, el comportamiento del escalamiento de la entropia
de entrelazamiento permite distinguir entre fases que no pueden ser caracterizadas por
propiedades de simetria, tales como estados topolégicos de la materia [13]. La entropia de
entrelazamiento puede ser usada también para probar criticalidad cudntica [14] y dindmica
fuera de equilibrio [15][16].

3.1. Entrelazamiento bipartido

Existe una gran cantidad de medidas empleadas para determinar el entrelazamiento,

las cuales pueden separarse principalmente en medidas de entrelazamiento bipartido y
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multipartido[17]. En este trabajo nos concentraremos en el entrelazamiento bipartido de

sistemas puros.

Un sistema bipartido es un sistema conformado por dos subsistemas, A y B, tal que
el sistema completo es S = AJ B. Cada uno de los subsistemas tiene asociado un espacio
de Hilbert ¢, y 73 respectivamente. Por tanto el espacio de Hilbert asociado al sistema

completo S esta dado por el producto tensorial 75 = 7, ® 3.

Cualquier estado puro [t)4p) que describe al sistema completo en el espacio de Hilbert
5 es llamado separable si y sélo si puede ser escrito como un producto de dos vectores

correspondientes a los espacios de Hilbert de los subsistemas, es decir,

[VaB) = [a) [¥B) - (3.1)

Cuando esta separacion no es posible, se dice que el estado estd entrelazado. En general,
si el estado es escrito en una base formada por el productos de las bases de los subsistemas

ley) ® ‘e{)>, es decir, se escribe como

d—1c—1

[Wap) =D > Dy

i=0 j=0

eil> ® ‘ei> ) (3.2)

donde d es la dimensién del espacio de 74 y ¢ la del espacio 3, el estado puede ser

escrito como un producto si y solo si la matriz D;; es de rango 1.

Una manera de determinar si un sistema bipartido se encuentra entrelazado o no es a
través las matrices de densidad reducidas de los subsistemas A y B. Para obtener dichas
matrices hay que realizar la operacion de traza parcial sobre todos los grados de libertad

de B y A, respectivamente

pa(t) = Trp{p(t)}, (3-3)

'El rango de una matriz se define como el nimero de columnas linealmente independientes.
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3.1. Entrelazamiento bipartido

pu(t) = Tra{p(t)}. (3.4)
Para un estado puro, la matriz de densidad es un proyector, es decir, Tr{p?} = 1

mientras que para una mezcla Tr{p?} < 1.

Al obtener la traza, la informacion del complemento del subsistema es irrelevante ya
que no se encuentra disponible. Se tienen entonces dos casos, que la matriz de densidad

reducida sea pura o que sea una mezcla.

Si el operador de densidad reducido del subsistema A resulta ser puro, entonces el
sistema completo no se encuentra entrelazado, si por el contrario el operador representa

un estado mezclado, el sistema completo se encontrara entrelazado.

Para mostrar esto ultimo, consideremos un sistema bipartido puro no entrelazado, es

decir

pag = |a) [¥p) (Val (sl (3.5)

tomemos la base de estados |ey) del subsistema B y realizemos la traza parcial,

pa=Trp{pap} = _(eplvn) (eplvs) [Va) (Yal, (3.6)

pa = [ta) (Yl (3.7)

Por lo tanto el operador de densidad reducido p4 es puro. Esto implica que si el operador

reducido no es puro, entonces el estado completo estd entrelazado.

En los tltimos anos se han propuesto muchas formas de medir el entrelazamiento. En
este trabajo tomaremos la medida dada por la entropia de Rényi, debido a que se ha

encontrado que esta puede ser medida experimentalmente [18].

De manera general, la entropia de Rényi de orden n asociada al estado p, esta definida

CcOo1mo
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In(Tr{p’ }). (3.8)

Como se puede observar la entropia de Rényi de orden 2 esta directamente relacionada

—n

con la pureza del estado descrito por p.

En este trabajo se empleara esta entropia para medir el grado de entrelazamiento del
sistema y se estudiara su evolucién temporal, buscando relacionar el comportamiento de

esta entropia y sus fluctuaciones con los posibles estados de equilibrio.
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Capitulo 4

Hamiltoniano de Bose Hubbard

El sistema a estudiar corresponde a un conjunto de seis bosones, inmersos en una red
Optica de seis sitios, con interaccion solo entre particulas dentro del mismo sitio de la
red. En esta seccién se deriva el Hamiltoniano del sistema especificando las aproximacio-
nes usadas, también se describen brevemente algunos resultados experimentales para este

sistema.

Para obtener el Hamiltoniano de Bose Hubbard, se parte de la expresiéon general en

segunda cuantizacién para un sistema de bosones con interaccién mutua[l9]

i = [ai@) (‘h2V2 ; m,,(f)) b(@) (4.1)

donde V,,(Z) es el potencial de atrapamiento, descrito por una red Optica, el cual es
posible producirlo con la interferencia de haces de luz contrapropagantes [20], que se
puede expresar como V,,(Z) = 327 V,sen?(kiz;), con ky = 2% | X la longitud de onda del
haz de luz. La amplitud V, es usualmente expresada en unidades de la energia de “recoil”

nk? 252 ; . . .
E, =35t = Q;Fw’z , donde a,.q = A. La energia de “recoil” estd dada por el cambio en

red

19



la energia cinética de los atomos asociados con la emisién o absorciéon de un fotén con
momento k;[20]. Para determinar el término de interaccién se considera la aproximacion
de dispersién de onda s (vdlida para dispersién a bajas energias), siendo asi el potencial

de interaccion [21]

B Arragh?

m

U@F— &) 5(% — ). (4.2)

donde a4 representa la longitud de dispersion de onda s.

Dado que el potencial externo de atrapamiento es peridédico, los campos pueden ser
expandidos en términos de funciones de Bloch ,,(%) las cuales forman una base, y tienen
la misma periodicidad de la red, donde n etiqueta el indice de la banda y k = |E| el

momento correspondiente. Se introduce la base de Wannier

W@ =) = <= 3 tnald)e FE (43)

keBZ

en términos de la base de Bloch, donde Z; es la posicién del sitio j- esimo de la red, BZ

representa la zona de Brillouin y V' el volumen de las celdas de la red.

Si la brecha de energia entre la primera y segunda banda de energia es més grande que
la escala de energia de las interacciones y de las fluctuaciones térmicas, se puede considerar
solo la contribucién de la primer banda, es decir n = 0 [22]. Bajo esta aproximacion los

operadores de campo son:

M
(@) = Y Wi (7 — )b, (4.4)
- A
7j=1

~

donde T = jayeq, b;r- y b; representan operadores de creacién y aniquilacién en el sitio j

de la red y M el nimero total de sitios.
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Usando las expansiones de ¢1(Z) y ¢(Z) en 4.1 tenemos que:

JR 1M SPSUAA
H == Jy; (blb; + hc) + 3 le Usjimbl 001D, (4.6)
i ijlm
donde
; v
Jij = /dx Wz — ;) <2m + Vop(iv)> W(x —z;) (4.7)
y
Arah?
Usgim = =2 [ d7W (& = @)W (@ = )W (7 = @)W (7 — 7). (4.8)

Como se prueba en la referencia [23] las funciones de Wannier decaen exponencialmente

y son ortogonales tal que

/ T ABWH(E — F)W(F — F) = Oae, (4.9)

El valor de los pardmetros anteriores, J;; y U;jyim se puede obtener en su forma asin-
totica empleando la relacion de ortogonalidad y la aproximacion de pozos profundos, es
decir, Vi > 6F,. Bajo esta aproximacion, el potencial puede aproximarse por un potencial

armoénico cercano a x = 0, y las funciones de Wannier como funciones Gaussianas

‘/0 2
V, sen? < i ) ~ 27T 7 (4.10)
Qred Qred

para cada direccién

z2
W(w) =7 ay e 2, (4.11)

h2a? d
p— re
donde zg = | 524 ).
Con estas expresiones se obtiene que el término de interaccion Uy, v la amplitud de

salto Jij tienen la forma asintética aproximada

21



ML&,(%)EU sii=j=l=m

Qred

0, sit#EJEL#EM
3 Vi
4B, (Vo \1 72\ B —
VE(B) e =J
Ji; & s1J € 82 (4.13)
0, st J ¢ 82

donde (2; es el conjunto de primeros vecinos de i.

Notamos entonces que el Hamiltoniano depende simplemente de dos parametros, U y

J, en el caso de que el sistema es homogéneo se escribe como

M
H==JY (blb;+ hc) + = > au(hi — 1), (4.14)

(i) =1

donde n; = EIBZ y (ij) denota que la suma se realiza sobre sitios vecinos de la red.

4.1. Las fases superfluida y aislante Mott

Este Hamiltoniano es el modelo méas simple de bosones en interaccién en una red
dptica, fue introducido por Fisher y colaboradores en 1989 [24] donde mostraron que este
sistema presenta una transicion de fases entre un estado aislante Mott, y uno superfluido.
Esta transicion fue predicha por Fisher empleando técnicas de campo medio y la teoria de

transiciones de fase de segundo orden de Landau.

En la fase aislante, la interacciéon hace que las particulas se localicen en los sitios
de la red y por el contrario, en el estado superfluido, las particulas estan deslocalizadas
sobre todos los sitios de la red y pueden moverse libremente por la red. En lo siguiente

describiremos las caracteristicas de estas dos fases y presentaremos algunos resultados del
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4.1. Las fases superfluida y aislante Mott

diagrama de fases.

4.1.1. % < 1: Fase Aislante Mott

Si la interacciéon entre las particulas en los sitios de la red es dominante % L lyel
ntimero de particulas N es conmensurable con el nimero de sitios M, el estado base es
un aislante Mott. El caso extremo es cuando el coeficiente J = 0, esto es el Aislante Mott
ideal. El estado es un producto de estado de Fock con el mismo nimero de particulas ng

en cada sitio

Sare) = 11 (1) 10) (4.15)

Este estado no tiene fluctuaciones en el nimero de ocupacion, todos los sitios tiene
un namero ngy de particulas. Algunas caracteristicas del estado Mott son: el parametro de
orden b; es nulo; hay una brecha de energia en el espectro de excitaciones, debido a que la
excitacién mas baja es la creacién de un par particula-hueco(correspondiente en energia
nolU) ;tiene una compresibilidad nula y las fluctuaciones en el nimero de particulas por

sitios son suprimidas.

4.1.2. % > 1: Fase superfluida

Si el término de energia cinética o salto J es dominante, el sistema alcanza una fase
superfluida, en el cual el estado de una sola particula es deslocalizado por toda la red.
Para el caso ideal de interacciéon nula (% = 0) el estado base de el sistema de muchas

particulas es

dse) = (f: BJ)N o). (116)

En este estado, la distribuciéon de densidad local P(n) es una distribucién binomial en el
limite de N > 1 [25]
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N
e M

P(n) = ;{ (i;)". (4.17)

Como una comparacién, en el estado Mott tenemos que la distribucién es P(n) = 6, ,
La presencia de fluctuaciones en la densidad local es una de las caracteristicas de la fase
superfluida, no solo en el caso ideal sin interaccion. Otras de sus caracteristicas incluyen;
ausencia de una brecha de energia en el espectro de excitaciones ,compresibilidad finita y

parametro de orden finito (lA)Z> =0

Posterior al trabajo de Fisher, Jaksch [26] present6 una propuesta para llevar a ca-
bo experimentalmente el sistema empleando sistemas de atomos frios en redes opticas,
que le permitian calcular los parametros J y U dados anteriormente en términos de los
parametros de la red. Basado en esta propuesta experimental se daria la comprobacién

experimental de la transiciéon cudntica de fase superfluido aislante Mott por Greiner en

2002 [1].

Observaron que el sistema transita de una fase en la cual los &tomos estan dispersos por
la red a una fase en donde los bosones estan localizados en cada uno de los sitios de la red.
Esto fue determinado a través de un patrén de interferencia, cuando la fase macroscopica
es un estado Mott se tiene maxima incertidumbre en la distribucién de momentos y los

picos de interferencia no son visibles (figura 4.1).

a b | le = d,

0 .e‘z.e° 'B. 1
| & 2 .

=S 3E Y e

Figura 4.1: Imagenes de absorciéon de multiples patrones de interferencia de las ondas de
materia, después de ser liberados de potenciales de profundidad a) 0FE,, b) 3E,, ¢) TE,,
d) 10E,, e) 13E,, f) 14E,, g) 16E,, y h) 20E, [1].

Estos avances contribuyeron a que el sistema atrajera a un gran ntimero de investiga-

ciones tanto experimentalmente, teéricamente y numéricamente. Aunque estos enfoques
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4.1. Las fases superfluida y aislante Mott

se concentraron primeramente en las propiedades del sistema en equilibrio en cada una de
las fases [27][20].

Un tema que posteriormente llamoé la atencion es la dindmica del sistema cuando los
parametros del Hamiltoniano dependen del tiempo, lo cual lleva a interesantes dindmicas
fuera de equilibrio [28]. Esta es un area que se ha vuelto muy activa, particularmente en lo
que se conoce como protocolos quench cuanticos. Como ya se menciond en la introduccién,
este protocolo consiste en iniciar al sistema en estados propios de un Hamiltoniano inicial
y dejar que evolucione el estado bajo un Hamiltoniano diferente proveniente de un cambio
repentino en el primero. Es asi que este protocolo asegura que el sistema parte de un
estado inicial no estacionario y estudia su dinamica. Como también se mencioné en la in-
troduccién, una pregunta de interés es saber bajo qué condiciones los estados estacionarios

del sistema corresponden a estados de equilibrio.

En la literatura reciente se pueden encontrar un gran niimero de trabajos en donde se
plantea esta pregunta en diversos sistemas incluyendo el hamiltoniano de Bose Hubbard

cada uno teniendo un enfoque diferente de equilibrio y analizando diferentes observables.

El sistema que se estudia teéricamente en esta tesis (un sistema finito de seis bosones
en una red de seis sitio) fue desarrollado experimentalmente en 2017 por Kaufman y
colaboradores [18], donde estudiaron un gas de atomos de 87 Rb atrapados en un red éptica
periddica, el sistema fue colocado inicialmente en un estado con una particula por sitio.
Posteriormente se cambiaron los parametros de tunelamiento e interaccion de las particulas
logrando asi el protocolo quench, el sistema se dejo evolucionar bajo el nuevo Hamiltoniano
y se realizaron mediciones de la pureza y con ello, de la entropia de entrelazamiento de
Renyi de segundo orden de los subsistemas. Kaufman llega a la conclusién que la entropia
de entrelazamiento tiene una saturacion y que dicha saturaciéon implica que el subsistema
ha alcanzado un estado estacionario de equilibrio, aunque solo considera variaciones de
los parametros % en la region superfluida es decir valores grandes, 0.64 y 2.8. Para estos
valores se concluye que para tiempos largos el sistema alcanzaba un estado de equilibrio,
a pesar de ser un sistema pequeno de solo seis particulas y que la matriz de densidad
del sistema se asemeja a las matrices de densidad reducidas del ensemble candénico en

equilibrio.
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Estudios similares se han realizado con condiciones iniciales y parametros del hamil-
toniano diferentes. Uno de ellos es el realizado por S. Trotzky en 2011 [29]. En su estudio
considera un gas inmerso en una red 6ptica y con interaccion fuerte entre particulas den-
tro del mismo sitio de la red, por lo cual su sistema puede ser también descrito por el
Hamiltoniano de Bose Hubbard. El estado inicial del que parten es un patrén de densidad
con sitios alternativamente ocupados, y miden la dindamica emergente después de cambiar
parametros del Hamiltoniano en términos de densidad cuasi local, corrientes y coherencias.
Para un amplio rango de valores de interaccién encuentran una rapida relajacion a estados

con valores estacionarios de los observables medidos.

Ademas de los desarrollos experimentales se ha estudiado la dinamica del sistema
empleando técnicas numéricas como la diagonalizacion exacta y grupo de renormalizacién

de la matriz de densidad dependiente del tiempo. El quench se considera en tres tipos;

Jo_
U

% >> 1 es decir alejado del punto critico de transiciéon del sistema en la regién considerada

superfluida[30]; el segundo esquema es partir de un Hamiltoniano % = oo y realizar el

cambio a un parametro % << 1 es decir partir de un estado en la regiéon superfluida y

partiendo de un Hamiltoniano con 0 y cambiando a un valor del parametro donde

llegar a un estado en la fase aislante[31].

En este trabajo emplearemos un esquema de diagonalizacién exacta que nos permite ir
de un estado Mott ideal a un estado también Mott con un pardmetro J finito y también
a regiones superfluidas donde % >> 1. Estudiaremos el sistema para un rango amplio del
parametro adimensional % determinando la relacion entre la dinamica de los observables
locales y el crecimiento de la entropia de entrelazamiento y de sus fluctuaciones, también
extenderemos el estudio realizado por Kaufman para estados diferentes al estado base en
la fase Mott.
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Capitulo 5
Protocolo quench

En este capitulo se desarrolla el protocolo quench empleado para estudiar la dinamica
del sistema definido en el capitulo anterior. El protocolo parte de estados iniciales propios
del Hamiltoniano de Bose Hubbard con J = 0, es decir en estados aislante Mott ideales.
Se emplea la base de niimero de ocupacion para la descripcion de los operadores y del
estado del sistema. Se especifica el método usado para la construcciéon de esta base y de

los operadores de interés, Hamiltoniano, nimero de particulas, e interaccion.

5.1. Construccion y diagonalizacién del Hamiltoniano

El sistema estudiado corresponde a un sistema de seis bosones en una red de seis sitios,

cuyo Hamiltoniano es

~ J e PN PN PN PN
H = == (blby + bhbs + bibs + blbs + blb + h.c.) +

i Zn(n —1). (5.1)

N[ —

Se ha dividido por el factor de U todo el Hamiltoniano anterior y redefinido H = % y
J = %, para tener un Hamiltoniano sin dimensiones que facilite los calculos numéricos y
su analisis, ya que de esta forma solo se tiene a J como parametro de control. La base
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elegida para construir los elementos de matriz de los operadores, es la base de estados

propios del operador de nimero

ﬁi|n1,...ni..,n6) =N, |n1,...ni...,n6>, (52)

donde se debe satisfacer 3%, n; = 6, esto para que se conserve el niimero de particulas.

El ntimero de elementos de la base, bajo la restriccion de la conservacion del ntimero

de particulas, corresponde al niimero de formas de acomodar en M sitios N particulas,
(N+M—1)!

por lo tanto la dimension del espacio es D = NI

Para construir los elementos de la base de niimero se parte por definir el estado vacio
|0,0,0,0,0,0) como aquel con cero particulas en cada sitios, y aplicar los operadores de

creacion sobre este estado

- ~t
(b1 (bg )

‘nl,...,ng,} = ' '
ni:...Ng-

10,0,0,0,0,0) (5.3)

Asi el estado |ny,...,ng) representa un estado con n; particulas en el sitio i, siempre

que se satisfaga la conservacién del nimero de particulas.

Recordemos la accién de los operadores de creacién y aniquilacién sobre |ny, ..., ng)

bl 1, ..o m6) = /M |n1, M1, ) (5.4a)

lA)i N1,y ne) = Vi — 1ng, .ni1,.ne) (5.4b)

con la relacién de ortogonalidad (nq, ..., ng|lmy, ..., mg) = dpymy--Ongme

Cada uno de los elementos de la base puede ser numerado y etiquetado y darle un
orden lexicografico, donde el criterio para definir el orden es el siguiente: dados dos ele-
mentos cualesquiera |ny, ..., ng) y |mi, ..., mg), se compara el primer elemento de izquierda

a derecha, es decir ny y my, si ny > m; entonces la etiqueta asociada a |ny,...,ng) sera
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5.1. Construccion y diagonalizacion del Hamiltoniano

mayor que la asociada a |my, ..., mg) y viceversa, en caso de que n; = my se hace la com-
paracion con los siguientes elementos ny v mo, este procedimiento se sigue para todos los
elementos de la base. De esta forma el primer elemento de la base con la etiqueta [ = 1

sera [6,0,0,0,0,0) y el ultimo elemento con la etiqueta [ = 462, serd |0, 0,0, 0, 6)

Con el orden lexicografico establecido, construimos los elementos de matriz del operador

11; los elementos del operador N, y los elementos de matriz del Hamiloniano H es decir,

(ny, ..., ng|M;ma, ..., mg) = (M) nm, (5.5a)
(ny, ..., ng| Nmy, ..., mg) = (N) (5.5Db)
(ny, ...,ng| Hlmy, ..., mg) = (H)pm, (5.5¢)

(5.5d)

donde los indices n y m en los miembros derechos de las igualdades anteriores son dados

por el orden explicado anteriormente.

Notamos que la matriz asociada al Hamiltoniano tiene dos componentes, los elementos
de matriz de la diagonal corresponden al término de interaccién %Z? n;(7; — 1) mientras
que los miembros fuera de la diagonal corresponden al término que considera el salto entre
sitios vecinos. Ademas esta matriz serd una matriz dispersa, es decir, contendrd una gran
cantidad de elementos iguales a cero, esto facilita su construcciéon pues solo es necesario

identificar los elementos diferentes de cero y calcular sus valores.

Una vez obtenida la matriz Hamiltoniana, el siguiente paso fue obtener sus valores y

vectores propios, E, y |E,), respectivamente, que satisfacen la ecuacién

H|E,) =E,|E,). (5.6)
Para ello se resolvié de manera exacta la ecuacion 5.6, esto se realizd usando un pro-

grama escrito en el lenguaje Python 3.0 que hace uso del paquete LAPACK ya instalado

en este lenguaje, los c6digos de dicho programa se muestran en el apéndice A.
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El espectro de energias del Hamiltoniano 5.1 dado por la ecuacién, 5.6, para diferentes
valores del parametro J se puede observar en la figura 5.1. Donde se tiene que al incre-
mentar el valor de J el espectro se vuelve mas disperso, cuando J es pequetio las energias
tienden a agruparse alrededor de los niveles de energia del Hamiltoniano de Bose Hubbard
con U = 0, donde hay una degeneracién para todos los niveles excitados. El espectro tiende

a una estructura simétrica alrededor de la energia cero, para valores grandes de J

Y a) b) ) )

10

—-10} i

—-201} i

-30 -30

Figura 5.1: Niveles de energfa adimensionales (£2) para valores de a) J = 0.05, b).J = 0.2,
¢) J=064yd) J=10

5.2. Evolucion del estado inicial [1,1,1,1,1,1)

Se busca ahora la evolucién temporal del sistema partiendo de un estado inicial homo-
géneo de una particula por sitio. Este estado corresponde al estado base del Hamiltoniano
5.1 con J = 0, se deja que el estado evolucione bajo la accion del Hamiltoniano completo
con J # 0.

La dinamica del sistema se obtiene a través de la accion del operador de evolucion
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5.2. Evolucion del estado inicial [1,1,1,1,1,1)

temporal
U =e (5.7)

tu

donde t es la variable temporal sin dimensiones ¢ = =-.

Dado un estado inicial cualquiera [¢)(0)) el estado a un tiempo arbitrario se obtiene

CcOo1mo

(1)) = U [(0)) = e~ [1(0)) . (5.8)

Para obtener numéricamente la accion del operador de evolucién temporal sobre el
estado inicial, es conveniente escribir primero este en términos de la base de estados propios
del Hamiltoniano {|E,)}, es decir,

[¥(0)) =>_ CulEn), (5.9)

donde C,, = (E,|1(0)). De esta forma el estado al tiempo t es

[W(t)) = > e G, |Ey) . (5.10)

n

Dado que la descripcion de los operadores y de los estados se realiza en la base de
nimero, consideramos conveniente reescribir el estado |¢(t)) en esta base, para ello, basta

con aplicar la transformacion

|¢(t)> = Z Dnl,ng,..na |n1,n2, n6> 5 (511)

ni,n2z,...,ne

donde D, iy g = (n1,n2, .0620(t)) = 3, e *EntC,, (ny, ng, ..ng| Ey).

Con los vectores de estado en funcién del tiempo estamos en posicion de obtener la

evoluciéon de los valores esperados de los operadores de interés.
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5.2.1. Dependencia temporal del naimero de particulas y energia
de interaccién para el estado inicial |1,1,1,1,1,1)
Los observables a analizar son el operador de niimero de particulas, tanto total N como
por sitio 7;, la energfa de interaccion 1 20_, A;(R; — 1) total y por sitios f;(R; — 1).

Se calcularon los promedios de estos observables en funcién del tiempo para diferentes

valores del parametro adimensional J.

63 numero vs tiempo

o
N
T

o
"

u
©
T

Numero de particulas
o
o

w
©
T

v
q

. . ! ! !
50 100 150 200 250 300
tiempo

o

Figura 5.2: Numero promedio total de particulas

El valor esperado del niimero total de particulas se muestra en la figura 5.2. Trivial-
mente se tiene un valor constante e igual a seis, esto comprueba que el sistema es cerrado

y se conserva el nimero total de particulas durante la evolucién unitaria 5.8.

El valor esperado (n;(t)) en funcién del tiempo del operador de niimero en el sitios 1,
2 y 3 se muestra en las graficas 5.3. Se presentan sélo los tres primeros sitios debido a
la simetria que existe en el sistema respecto al centro de la red, es decir, la curva para
el sitio 4 es idéntica a la curva del sitio 3, la del sitio 5 idéntica a la del sitio 2 y la
del sitio 6 a la del sitio 1. Esto se puede explicar teniendo en cuenta que se parte de un
estado homogéneo y el parametro de salto J es el mismo para cada sitio, ademas de que los
sitios que presentan el mismo comportamiento tiene el mismo niimero de primeros vecinos.
Todos los promedios parten del valor inicial uno y oscilan alrededor de este, teniendo una

amplitud y frecuencia diferente en las oscilaciones dependiendo del valor de J.

En valores de J pequenos las fluctuaciones son minimas, esto era de esperarse ya que
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5.2. Ewvolucion del estado inicial |1,1,1,1,1,1)

14} ; 1 14}

12} i ‘ ‘ : : ] 12

1.0 1.0
~
< osf 1 0.8} ; ; ; ; ,
<
~ . 4

0.6} 1 0.6 B ; ; : :
— <nj;> : : : — <n;>
4 ‘ — <mp> | 4 ‘ : T — <mp>
0.2 — <nz> | 02f — <nz>
0.0 ; ; ; ; ; 00 ; ; ; ‘ ‘
5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
t t
(a) (b)

Figura 5.3: Valor esperado del nimero de particulas por sitio para diferentes valores del
pardmetro de salto, a) J = 0.05, b)J = 0.2, ¢) J = 0.64 y d) J = 10 en cada una de

las graficas (n1),(ny) y (ns) representan los valores para el primer segundo y tercer sitio,
respectivamente.

la interaccion tiende a localizar las particulas, ademas de que el estado del cual parte el
sistema es propio del Hamiltoniano sin interaccién por tanto es de esperarse que el estado

inicial sea muy parecido al estado base del Hamiltoniano con J # 0.

Para valores de J grandes, el nimero de oscilaciones, en el intervalo de tiempo estu-

diado, es mayor y estas disminuyen conforme disminuye J.

Para cuantificar las fluctuaciones del niimero particulas promedio en funcién de J, se

calculé la desviacion estandar de (n;), (ns) y (ns3), definida como

33



o — \/1 [ty an - i (5.12)

donde

iy — i/o (4(1)) dt (5.13)

es el promedio temporal de (n;).

0.10 T T - ————
— Un sitio : :

— Dos sitios

0.0811 Tres sitios """"""""""""""" """""""""""""" i

0.06 |-

g;

0.04 -

0.02 |-

0.00 I
107 101 10° 10

Figura 5.4: Desviacion estandar del nimero de particulas

En la grafica 5.4 se muestra la desviacion estandar, del niimero de particulas en el sitio
1 (curva azul), en el sitio 2 (curva verde) y en el sitio 3 (curva roja) dada por la ecuacion
6.11 tomando un intervalo de tiempo entre datos de At; = 0.1 un total y con un valor
de 7 = 1000. Se puede observar que para valores de J pequenos la desviacién estandar
es muy pequena incrementando hasta un maximo de aproximadamente 0.07 teniendo este
maximo alrededor del intervalo J =~ 0.25 — 0.3 lo cual podria indicar que después de
dicho intervalo el sistema sufre un cambio significativo en el comportamiento cualitativo

de los observables del sistema. También se observa que después de el maximo la desviacién
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5.2. Ewvolucion del estado inicial |1,1,1,1,1,1)

disminuye y tiende a un valor constante alrededor de 0.04 — 0.05 para valores grandes de
J.

al 4 al
3k [ 3k
=) =)
L P , /\/\//\\
1k . 1k
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 0 5 10 15 20 25 30
(a) (b)
5 T 5
4l [ S
S V/‘/\ a
5| .o\ VY

U
U

() (d)

Figura 5.5: Valor esperado de la energia de interaccién total para valores de a) J = 0.05,
b)J =0.2,¢) J=0.64yd) J=10

En el caso de la energia de interaccién, tanto total (figura 5.5) como por sitio (figura
5.6), se observa que las curvas inician en cero, como era de esperarse, ya que se parte de un
estado con una sola particula por sitio al que corresponde una energia cero. Posteriormente,
al aumentar el tiempo, observamos que el valor esperado de la interaccion incrementa y
oscila alrededor de un valor constante. Tanto el valor de saturacién como las fluctuaciones
dependen del valor de J. Para valores de J pequeiios el valor esperado es menor y se

incrementa al aumentar J.
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Figura 5.6: Valor esperado de la energia de interaccion en el primer sitio para valores de
a) J=0.05,b)J=0.2,¢) J=0.64yd)J=10.
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Capitulo 6

Entropia de entrelazamiento de

Rényi en el Hamiltoniano de Bose
Hubbard

En el capitulo anterior se obtuvo el vector de estado en funcién del tiempo, en este
capitulo se empleara este estado para construir la matriz de densidad del sistema completo
y con ella las matrices de densidad reducidad de subsistemas. Para asi calcular con estas

matrices la entropia de entrelazamiento de Rényi.

La matriz de densidad para un estado puro esta dada por

p(t) = |(1)) (L(2)] - (6.1)

Esto es valido para todo t debido a que el sistema parte de un estado puro y por tanto,

seguiréd siendo puro, pues la evolucion esta dada por un operador unitario.

Para estudiar la entropia de entrelazamiento se consideré la biparticion del sistema, es
decir, el sistema total se dividi6 en S = A B y se estudiaron todas las biparticiones posi-
bles, en lo siguiente se mostrara como se tomaron estas biparticiones y cémo se calcularon

las matrices de densidad reducidas.
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La base del sistema completo se puede expresar como un producto de las bases de cada

sitio,{|n;)}, con la restriccién de la conservacién del ntimero de particulas.

Asi, la base total (de seis sitios) es de la forma |ng---ng) = |ny) @ - - - @ |ng) v,
por ejemplo, la base de un subsistema formado por los dos primeros sitios serd |niny) =

|n1) @ |ng), de igual forma se tendran expresiones similares para cualquier subsistema.

Como se describi6 en el capitulo 3, la matriz de densidad reducida al subsistema A es

pa = Trp{p} (6.2)

Por tanto, de manera general, los elementos de matriz de la matriz p4 son

[pa®)]im =D (I, lo] (es, ca, ¢5, 6] ples, ca, ¢5, c6) [ma, ma) (6.3)
siendo (l1,ls| y p|mi, my) elementos de la base del subsistema A y [ y m sus respectivas
etiquetas, |c3, 4, c5, cg) denotan elementos de la base del subespacio de B y el producto
|m1, ma) ® |3, ¢4, ¢5,¢6) €s un elemento de la base de nimero del sistema completo, esto

ultimo para garantizar la conservacion de particulas.

Para ejemplificar la construccion de las matrices de densidad reducidas, desarrollaremos
dos casos de subsistemas, uno formado por el primer sitio, y uno formado por los dos

primeros sitios. Para un sitio, la matriz de densidad es

(,Ol(t>)lm == Z <l,C27037C4,C57C6|p|m,CQ,C3,C4,C5,C6> (64)
€2,C3,C4,C5,C6

donde las sumas corren sobre todos los valores de 1 a 6 con la restriccion de que se conserve

el nimero de particulas, es decir [+co+c3+cs+c5+c = m+co+c3+cq4+c5+cg = 6. Por

lo tanto, si [ # m , es imposible que se cumpla la conservacion del nimero de particulas,

lo que implica que la matriz de densidad sera una matriz diagonal.

Para el subsistema consistente de dos sitios, por el contrario, se tiene que si existen

elementos fuera de la diagonal diferentes de cero, la expresion explicita es
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(P1(t)im = Z (1,1, c3, cq, C5, C6| P |1, M2, 3, C4, C5, Co) (6.5)

€3,C4,C5,C6
donde se debe cumplir nuevamente la conservacion del nimero de particulas, los vectores
de la base de dos sitios |l1,ls) y |mi, my) son ordenados y etiquetados por los indices
[ y m respectivamente, el orden elegido es arbitrario, pero se debe conservar en todo
momento. Si por ejemplo, el indice [ = 3 y m = 6 etiquetan a los estados |l1,l5) = [3,2) y

|m1, ma) = |4, 1), entonces el elemento de matriz serd

(ﬁl(t))% = Z <3,2,63,C4,C5,06‘/3(t) |4717637C47C57C6> (6'6)

€3,C4,C5,C6
= (3,2,1,0,0,0| p(¢) |4,1,1,0,0,0) + (3,2,0,1,0,0| p(t)|4,1,0,1,0,0)  (6.7)
+(3,2,0,0,1,0] () |4,1,0,0,1,0) + (3,2,0,0,0, 1| p(t) |4,1,0,0,0,1)  (6.8)

Con el desarrollo anterior se obtiene la entropia de Rényi de orden 2 en funcion del

tiempo

Sa(pa) = —In | Tr{p%}] (6.9)

para las matrices de densidad reducidas consideradas, cuando un sistema es formado por
el primer sitio, los dos primeros sitios , y los tres primeros sitios, respectivamente. Es
importante mencionar que dada la restriccién de la conservacion del nimero de particulas,

el espacio de Hilbert del sistema completo se descompone de la siguiente forma

6

=0

donde H 4; representa el subespacio de Hilbert del subsistema A con i particulas y Hgg_;

el subespacio del subsistema B con 6 — ¢ particulas.

Como se puede observar en la figura 6.1, tenemos nuevamente dos tipos de comporta-
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Figura 6.1: Valor esperado de la entropia para subsistemas conformados por el primer sitio,
los dos primeros sitios y los tres primeros sitios para valores de a) J = 0.05, b)J = 0.2, ¢)
J =0.64 d)J = 10.

miento para la entropia de entrelazamiento de los subsistemas, en funciéon del parametro
J. Todas las curvas inician en cero que corresponde a un estado no entrelazado puro. Pos-
teriormente al evolucionar el estado, las particulas comienzan a transitar entre los distintos
sitios del sistema, estos saltos permiten que haya mas de una particula, lo cual promueve
la interaccion entre los sitios de la red, esta interaccién produce entrelazamiento entre los
subsistemas y el resto del sistema. Esto se muestra en las curvas como un incremento de

la entropfia.

Se observa que después de un tiempo la entropia de entrelazamiento detiene su cre-
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Figura 6.2: Promedio temporal de la entropia para las particiones de un sitio (azul), dos
sitios (verde), tres sitios (rojo).

cimiento y comienza a oscilar alrededor de un valor de saturaciéon constante, notamos
también que al aumentar el valor de J, la entropia llega mas rapido al valor de saturacién
y este valor aumenta. Para analizar el comportamiento del valor de saturaciéon como fun-
cién de J se realizaron graficas del promedio temporal de la entropia para tiempos largos,
es decir, se promediaron los valores de la entropia para tiempos mayores a t = 10% y
hasta un tiempo de corte de ¢t = 1000% estos resultados se muestran en la figura 6.2, en
ella se tiene que la entropia crece rapidamente en funcién de J para valores pequenos de
este pardametro y para valores grandes la curva parece llegar a un valor de saturacion, al

menos en el intervalo analizado. La curva tiene un cambio de concavidad en el intervalo
de J~0.2—-04.
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Se observa también un cambio en la amplitud de las oscilaciones alrededor del valor
de saturaciéon como funciéon de J, para cuantificar este cambio se calculd la desviacién

estandar de la entropia,

s =\ [ Saloatt) it~ a0 (6.11)
donde

Saloa) =~ [ Salpalt))e (6.12)

es el promedio temporal

En la figura 6.3 se muestran los resultados de la desviacién estandar de la entropia,
en ella se puede observar un maximo en el intervalo J =~ 0.2 — 0.4, el cual coincide con
el cambio en la concavidad, para valores de J cercanos a cero se tiene que las fluctuacio-
nes desaparecen, mientras que para valores grandes, las fluctuaciones tienden a un valor
constante alrededor de 0.05. Notamos entonces que las fluctuaciones senialan un tipo de
transicion entre las regiones de interaccion fuerte asociadas a estados tipo Mott y la re-
gion de interaccién débil asociada a una fase superfluida. El pico de las fluctuaciones es
congruente con los valores reportados en la literatura donde se presenta la transicién para

J

sistemas en una dimensién con 3 = 0.29 [32].

42



0.5 , ,
— Un sitio : :
— Dos sitios
041 Tres sitios |1,y i
0.3 v PRI/ .| FOTTRPRS T PP
w0
o)
0.2}
0.1
0.0 L L
1072 107 10° 101

J

Figura 6.3: Desviacion estandar de la entropia de entrelazamiento para los subsistemas del
primer sitio(azul), segundo sitio(verde) y tercer sitio(rojo).

En el analisis hecho hasta este punto s6lo se han considerado los subsistemas formados
por el primer sitio, por los dos primeros sitios y por el tercer sitio, pero es posible conside-
rar también otras biparticiones, como por ejemplo un subsistema formado por el segundo
sitio, o uno formado por los sitios tres y cinco, etc. Para analizar si el comportamiento de
la entropia depende de los sitios que se elijan como subsistema y como complemento, se
calculd la entropia de entrelazamiento para todos los posibles subsistemas formados por un
sitio, dos sitios y tres sitios, los resultados se muestran en las graficas 6.4, 6.5, 6.6. Se puede
observar que las curvas de la entropia con el mismo tamano de subsistema tienen el mismo
comportamiento cualitativo, y las curvas estdn muy cercanas entre si para todo tiempo,
teniendo entonces el mismo valor de saturacion. Notamos entonces que los resultados ob-
tenidos previamente de la saturaciéon y las fluctuaciones de la entropia de entrelazamiento

seran independientes de los sitios que se tomen para formar los subsistemas.
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Figura 6.4: Entropia en funcion del tiempo para las seis posibles biparticiones de un sitios,
a) J =0.05,b) J=0.2,c) J=0.64 y d) J =10 para el estado inicial |1,1,1,1,1,1).
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6.1.

En la literatura la entropia de entrelazamiento mas usada es la entropia de von Neu-
mann, la cual también da una medida del entrelazamiento y ademas esta conectada direc-
tamente con la entropia termodinamica, para comparar la informacién contenida en estas
medidas de entrelazamiento calculamos la entropia de von Neumann y la graficamos junto

con la entropia de Rényi para los subsistemas conformados por el primer sitio.
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Figura 6.7: Entropia de entrelazamiento de Rényi y de Von Neumann para subsistemas de
1, 2 y 3 sitios para valores de a) J = 0.05, b)J = 0.2, ¢) J = 0.64 d)J = 10.

En la grafica 6.7 podemos observar que la entropia de Von Neumann y de Rényi de

orden dos tienen un comportamiento cualitativo muy similar, teniendo los maximos y

minimos en los mismos valores, pero la entropia de Von Neumann es siempre mayor a la

de Rényi de orden dos. Por lo que podemos concluir que el analisis empleado en este trabajo

entregara resultados similares si se emplea la entropia de Von Neumann. Las dos entropias

tienden a saturarse, lo cual nos indica que hay una saturacién del entrelazamiento a un

valor estacionario.
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6.2. Equilibrio térmico microscépico

Con los resultados de las secciones anteriores podemos concluir que tanto la entropia
de entrelazamiento, como los observables del sistema parecen tender a un comportamiento
estacionario. Lo que nos hace suponer que los subsistemas han alcanzado un estado de
equilibrio. Para comprobar si el estado de los subsistemas para tiempos largos puede
ser descrito por un estado de equilibrio se calcul6 la matriz de densidad en el ensemble
canonico, asociando una temperatura efectiva a los subsistemas y se comparé con la matriz

de densidad reducida en funcién del tiempo aplicando la definicién de MITE.

El ensemble canénico describe un sistema con un niimero de particulas fijo en equilibrio
térmico con un bano de calor a una temperatura 7T'. El estado de sistema es entonces una

mezcla estadistica de estados dados por la matriz de densidad candnica

e—PH
Pt = , 6.13
p 7 (6.13)
donde Z.,, es la funcién de particién candnica Z.,, = Tr{e‘ﬁf:] } con B = kB#T Para
determinar la temperatura se fija la restriccion
(E),=Tr{p*"H} =0 (6.14)

ya que la energia inicial se conserva. Bajo este esquema se obtuvo la matriz de densidad
canonica del sistema completo (seis sitios) y la matriz de densidad reducida para los
subsistemas considerados. Se calculo la entropia de entrelazamiento con la matriz reducida

canoénica.
$2(p5™) = —In(Te{7"}) (6.15)

donde p4™ = Trp{p®"}. Se comparé el valor de saturacion de Sa(pa(t)) con el valor de

Acan

Sa(p5™) para los subsistemas A calculando

0 = |S2(pa(t)) — S2(P3")| (6.16)
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6.2. FEquilibrio térmico microscopico
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Figura 6.8: Distancia entre el promedio temporal de la entropia de entrelazamiento de
Rényi y la entropia de entrelazamiento de Rényi dada por la matriz de densidad reducida
del ensemble canénico para las particiones de un sitio (azul), dos sitios (verde), tres sitios
(rojo), estado inicial|1,1,1,1,1,1)

Se puede observar en la figuras 6.9 y 6.8 que el valor de saturacion en el tiempo coincide
con el valor predicho por el ensemble canénico ecuacion 6.15 para el subsistema de uno
y dos sitios, y difiere para el de tres sitios, siempre permaneciendo por debajo de este.
En el primer caso la dimension del espacio de Hilbert del subistema de un sitio es D =7
y la del complemento es D = 462 por tanto es posible considerar el complemento como
un bano para el subsistema la diferencia ya no es tan grande, se tiene que el subsistema
tiene una dimensiéon de D = 28 y el complemento de D = 210, para el subsistema de tres
sitios la dimension del complemento es la misma y por tanto ya no es valido considerarlo
como bafno. Notamos también que la diferencia maxima se da en la misma regién donde

las fluctuaciones de la entropia son méaximas.

Como era de esperarse la temperatura del sistema incrementa con el valor de J ya

que esta asociada a la energia cinética de las particulas. Tenemos que a mayor valor de
r interaccio re siti relazami ual au ié

J, mayor interaccién entre sitios y mayor entrelazamiento, lo cual aumenta también la

temperatura del sistema.
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Figura 6.9: Distribucion de probabilidad de particulas en un subsistema de tres por sitios,
para tiempos largos ¢t > 10. a) J =0.05,b) J =0.2,¢) J =0.64 y d) J = 10.

Para estudiar la definicion de equilibrio MITE se comparé la matriz de densidad redu-
cida candnica con la matriz de densidad reducida el subsistema de un sitio, la comparacién

se hizo a través de la distancia traza entre matrices

D(t) = |pa(t) = p3"| = Tr{ \/ pa(t)p3"}, (6.17)
las graficas de esta distancia se muestran en 6.10. Se puede observar que en general la
distancia entre las matrices disminuye conforme el sistema evoluciona tendiendo a un

valor constante con oscilaciones alrededor de este, siendo mayores las oscilaciones y el
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6.2. FEquilibrio térmico microscopico
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Figura 6.10: Distancia entre la matriz de densidad reducida candnica y la matriz del
sistema para valores de a) J = 0.05, b)J = 0.2, ¢) J = 0.64 d)J = 10.

valores, para J mas grandes. Se observa también que en un inicio la diferencia es mayor
y que rapidamente decae, y para valores de J pequenos la distancia no es muy grande
de inicio y por tanto el decaimiento también no es muy grande, esto se puede explicar ya
que para valores de J pequenos el estado inicial es muy similar al estado base del sistema
final, es decir, es como si el sistema evolucionara a partir de un estado propio. Para valores
mayores la diferencia entre el estado inicial y los valores propios de Hamiltoniano final es
mayor de ahi la mayor diferencia entre las matrices inicialmente. Nuevamente se observa
un maximo en el intervalo J = 0.15 — 0.3 donde las diferencias y las fluctuaciones son
mayores, este podria considerarse el equivalente de la transicién superfluido aislante Mott

de equilibrio, aunque en esta ocasién es una transicion en las propiedades dinamicas.

51



6.2.1. Distribucion de probabilidad del nimero de particulas en

un sitio dado

Buscando comparar las predicciones entre la matriz de densidad reducida y la matriz
de densidad dada por el ensamble canénico, se calcul6 la distribucién de particulas pro-
medio por sitio, para tiempos largos y la distribuciéon predicha por el ensemble canodnico.
Consideraremos el subsistema como el primer sitio, por tanto la probabilidad de encontrar

al subsistema ocupado por un niimero n de particulas estd dada por
P(?’L) = | Z <¢(t)|n7n2an37n4an5;n6> | (618)
ng,n3,..ne

Los resultados se muestran en la figura 6.11. Para las distribuciones se realizaron
promedios a tiempos largos, después de un tiempo de relajaciéon, es decir, se promediaron

las probabilidades entre un tiempo de relajaciéon de t = 10 y un tiempo de corte de t = 1000

Como se puede observar en las graficas la distribucién de probabilidad dada por el

ensemble candnico reproduce el comportamiento de los promedios temporales.
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6.3. FEstado inicial |2,0,2,0,2,0)
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Figura 6.11: Promedio temporal de la distribuciéon de probabilidad de particulas (rojo)
y distribucion de probabilidad canénica (azul) para el subsistema de un sitio con, a)
J=10.05,b) J=0.2,¢) J=0.64yd) J=10.

6.3. Estado inicial |2,0,2,0,2,0)

Con todas las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores se estudio la diné-
mica de la entropia de entrelazamiento de Rényi para un sistema que parte de un estado
inicial puro, correspondiente a un estado excitado de Mott, para analizar asi la dependencia

de la relajacion con el estado inicial.

Consideremos ahora que el sistema parte del estado inicial |2,0,2,0,2,0) el cual tiene
una energia Fy = (2,0,2,0,2,0]ﬁ]2,0,2,0,2,0) = 3 en unidades de U. Se calculd la
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entropia de entrelazamiento de Rényi para diferentes valores del parametro adimensional

J, los resultados se muestran en la figura 6.12.

En ella se observa que la entropia tiende a oscilar alrededor de un valor de saturacion
constante para tiempos largos. Cuando el valor de .J es pequeno la frecuencia de las osci-
laciones es menor y conforme aumenta J la frecuencia aumenta rapidamente. Se observa
ademas que el valor de saturacién incrementa con J teniendo asi un mayor entrelazamien-
to cuando el término de salto entre sitios es mayor. Se muestra también en las graficas
el valor de la entropia de entrelazamiento calculado con la matriz de densidad reducida
del ensemble candéninco 6.15, donde la matriz p°" se obtiene imponiendo la condicién de
que la energia promedio debe ser igual a Fy = 3. Se obtuvo que para J pequena hay una
mayor diferencia entre el promedio temporal de la entropia y el valor dado por el ensemble

canonico, al incrementar J el ajuste entre estos dos valores es mayor.

Como en el caso homogéneo, se calcularon los valores de saturacion promedio de la
entropia y la desviaciéon estandar arededor de estos valores, los resultados se muestran
en la figuras 6.13, 6.14. Podemos observar que el valor promedio de saturaciéon aumenta
conforme aumenta J y llega también a un valor de saturaciéon en funciéon de J. Para la
desviacién estandar se obtiene que estas son cercanas a cero para valores de J pequenos
y para valores de J grandes tienden a un valor constante alrededor del valor de 0.05 y se

tiene un maximo aproximadamente en el intervalo de J = 0.1 — 0.3.
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6.3. FEstado inicial |2,0,2,0,2,0)
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Figura 6.12: Valor esperado de la entropia para subsistemas de 1, 2 y 3 sitios para valores
de a) J =0.05,b)J =0.2,¢c) J =0.64, d) J = 10 para el estado inicial |202020).
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Capitulo 7
Conclusiones

Se logro obtener la dindmica de un sistema de bosones en interacciéon partiendo de
estados iniciales fuera de equilibrio. Los estados iniciales considerados fueron estados pro-
pios del Hamiltoniano de Bose Hubbard con el parametro de salto J = 0, se realiz6 un
cambio instantdneo a un Hamiltoniano con J # 0 y se dejo que el sistema evolucionara
sobre este nuevo Hamiltoniano, realizando asi lo que se conoce en la literatura como un

protocolo quench.

Se obtuvo el vector de estado y la matriz de densidad en funciéon del tiempo, esto a
través de la accién del operador de evolucion temporal, el cual se calculé con los valores
y vectores propios del Hamiltoniano final, los cuales se obtuvieron con diagonalizacién
numérica. Este método permitioé explorar la dinamica del estado del sistema para tiempos

cortos y tiempos largos.

Con la matriz de densidad en funcién del tiempo se calculd la evolucién del valor
esperado de observables de interés; el nimero de particulas y la energia de interaccién,
en cada uno de ellos tanto total como por sitio, se observé que cuando el estado inicial
correspondia al estado con una particula por sitio, cada uno de los observables llegaban a
un estado estacionario y tenian fluctuaciones alrededor de este, el valor de las fluctuaciones
y el valor de saturacién depende del valor de J final, encontrandose que las fluctuaciones

tenian un méaximo alrededor de J = 0.2 — 0.4 y decaian a cero para J menores a dicho
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intervalo y para J mayores decaian a un valor de 0.04

Se calculd la entropia de entrelazamiento de Rényi de segundo orden, tomando el sis-
tema total como un sistema bipartido, S = AU B, considerando A como el subsistema a
estudiar y B como el bafio. Se calcularon las matrices de densidad reducidas para diferentes
tamanos del subsistema A. Se encontré que la entropia de los subsistemas incrementa rapi-
damente en el tiempo y llega a un valor de saturaciéon promedio, presentando fluctuaciones

alrededor de este.

La saturaciéon de la entropia indica una saturaciéon del entrelazamiento, el cual es
producto de la interaccién entre el subsistema y su complemento, esto muestra que el
subsistema ha alcanzado un estado estacionario, y también se refleja en la saturacién de

los observables como la energia de interaccién por sitio.

El valor de saturacion y el valor de las fluctuaciones de la entropia de entrelazamiento
de Rényi depende del parametro J. Se encontré que estas fluctuaciones presentan un
maximo alrededor de J = 0.2 — 0.4, valor muy cercano a la transicién de fases superfluido

aislante Mott en equilibrio reportada en la literatura para sistemas de una dimensién [32].

Se calculé también la matriz de densidad reducida candmica, con ella se obtuvo el
valor de la entropia de entrelazamiento candnica, el cual resulta ser un valor constante. Se
compard este valor con el valor de saturacion para tiempos largos encontrando que para el
subsistema de un sitio la diferencia es menor comparado con subsistemas mas grandes. Se
encontrd que la separacion entre estos valores era menor a 0.06 y siendo el valor maximo
de distancia en el intervalo J = 0.2 — 0.4 lo que coincide con el valor obtenido de las

fluctuaciones de la entropia.

Se midi6 la distancia entre la matriz de densidad reducida para el susbsistema de
un sitio con la matriz reducida canonica, obteniéndose que esta en general disminuia
con el tiempo teniendo que para todo .J se encontraba menor a 0.06. De lo cual podemos
concluir que el entrelazamiento produce que la matriz de densidad reducida del subsistema

se asemeje a la matriz de densidad reducida canonica.

Se analizé el comportamiento del sistema partiendo de un estado Mott excitado, te-

niendo un patrén alternante de sitios doblemente ocupados y sitios vacios, teniendo que
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también se presenta una relajacion del sistema a estados estacionarios, variando solo en el

tiempo de transiciéon donde se da la saturacion de la entropia.

Con estos resultados se puede concluir que para los estados iniciales considerados el
sistema tiende a saturar el valor del entrelazamiento, que es cuantificado por la entro-
pia de Rényi. Esta saturacion indica que el sistema ha alcanzado un estado estacionario
de equilibrio microscépico, el cual puede ser descrito aproximadamente por la matriz de
densidad en el ensemble candnico. Mientras menores sean las fluctuaciones de la entropia
alrededor del valor de saturacién, mejor es la descripcion dada por el ensemble candnico.
Esto muestra que el entrelazamiento juega un rol crucial en el proceso de relajacion a

estados de equilibrio.
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Apéndice A
Cédigos

En este apéndice se presentan los cédigos empleados para la construccién de la base
de niimero en el espacio de Fock, la construccion del Hamiltoniano, la diagonalizacion del

Hamiltoniano y las matrices de densidad reducidas.

A.1. Construccion de la base

Para hacer una descripciéon del estado y de los operadores del sistemas en términos de
matrices en un espacio de dimension D es necesario asociar a cada uno de los elementos
|n1,ma,...,ng) con un vector base en el espacio de vectores en R”. Asociamos entonces el
vector (1,0, ...0) con el vector |N, 0, ...,0) y el vector |0,0, ..., N) con (0,0, ...1), y lo mismo

para cada vector de la base, respetando el orden lexicografico.

El ntimero de elementos de la base para un sistema de M sitios y N particulas esta

dado por
(N+M—1)!

D=
NI(M —1)!

(A1)

Cada elemento de la base es de la forma |ni, ny, ..., ng) donde 3%_, n; = 6. Los elementos
se pueden etiquetar usando un orden lexicogréafico. Para dos vectores diferentes de la base

|ni, ng, ...,ng) ¥y |ma, ma,...,mg) debe existir un cierto indice 1 < k < M — 1 tal que

60



A.1. Construccion de la base

n; = m; para 1 < ¢ < k — 1 mientras que ny = my Decimos |ny,ns, ..., ng) es superior
(inferior) a |my, ma,...,mg) si ng > my (my > ng). Se tiene entonces que |6,0, ...,0) es
el vector superior a todos los vectores base mientras que |0,0,...,6) es inferior a todos.
Teniendo el conjunto de vectores base con una estructura de orden, es posible generar
todos los vectores uno por uno descendiendo del mayor (6,0, ...,0). Dado un vector base
|n1,ma, ...,n6) con ny < N, procedemos a obtener el siguiente vector de acuerdo a la
siguiente regla: Supongamos ny # 0 mientras n; = 0 para todo k+1 < ¢ < M — 1 entonces

el siguiente vector base es |nj, ng, ..., g) con

=, =n; paral <i< k—1;
u ﬁk:nk—l

n ﬁkH:N—Zfzoﬁiyni:Oparai>k+2

Este procedimiento termina con el vector base mas bajo |0,0,..N). Este algoritmo
lleva a un cédigo con solo un ciclo y corriendo de 0 a D. Numéricamente, se guarda los
vectores base en un arreglo de D x M dimensiones. Para hacer una descripcion del estado
y de los operadores del sistemas en términos de matrices en un espacio de dimension D
es necesario asociar a cada uno de los elementos |ny,ns, ..., ng) con un vector base en el
espacio de vectores en RP. Asociamos entonces el vector (1,0, ...0) con el vector | N, 0, ..., 0)
y el vector |0, 0, ..., N) con (0,0,...1), y lo mismo para cada vector de la base, respetando
el orden lexicografico. Generamos entonces las dos bases, en la representacion de Fock y

en el espacio R”

def GeneraBase(N,M):
Genera la base del operador de numero de ocupacion con N particulas
y M sitios
D=int ((factorial (N+M—1))/(factorial (N)xfactorial(M—1)))
Bn=np.zeros (M)
Bn[0]=N
Base=np.zeros((D,M))
Base[0]=Bn
k=0
1=0
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while (1<D—1):

if sum(Base[1][k+1:M—1])==0.0:
Base[1+1]=Base[1]
Base[l+1][k]=Base[1l][k]|—1
Base[1+1][k+1]=M-sum(Base[1+1][0:k+1])

for i in range(k+2,M):
Base [1+1][1i]=0
1+=1
k4+=1
if x=M-1:
k=0
Bn=np.zeros ((D,D))
for i in range(D):
Bn[i][i]=1.

return Base, Bn

A.2. Elementos de matriz del Hamiltoniano

Se construye la matriz Hamiltoniana con respecto la base de nimero. Los elementos

de matriz esta dados por

(H)nm = (nl,ng,...,n6|]:1|m1,m2,...m6> (A2)

El matriz puede ser separada en dos componentes, una diagonal que corresponde al

término de interaccion la cual solo depende de operadores de niimero, y una componente

con elementos fuera de la diagonal. Podemos entonces separar al Hamiltoniano como

A

La parte diagonal es mas sencilla de obtener, sus elementos son simplemente
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A.2. Elementos de matriz del Hamiltoniano

(H)nn = <TL1, No, ...,n6|ﬁmt|nl, Na, n6> = TL,L(TLZ — 1) (A4)

N | —
'[Vji

@
Il
—

Para la parte fuera de la diagonal una forma de construir la matriz es calcular uno
a uno cada elemento, pero este procedimiento no es muy eficiente ya que la mayoria de
los elementos son cero, por tanto un procedimiento mas eficiente se obtiene respondiendo
la pregunta de jcual es el renglon y la columna de los elementos diferentes de cero?
Fisicamente, esto es equivalente a preguntarse, dado un vector arbitrario |mj, ma, ...mg)
si lflmt actua sobre este jcual es el vector base en el que lo transforma 7. Para responder
esta cuestion, notamos que hay 2M términos de salto en ffcm, todos en la forma IA)ZTZAJJ Asi

los elementos fuera de la diagonal son

(H)pm = (n1,no, ...,n6|533j\m1,m2, wmg) = /M VM — 10n, myOng msy---Ongmg ~ (AD)

De acuerdo a la expresién A.5 dado un vector cualquiera v = |my, mo, ...mg) el elemento
(H)pm sera diferente de cero si el vector que resulta de la accién de bz b; coincide con

‘n17 na, ..., n6>

Por tanto basta entonces con etiquetar cada uno de los vectores, lo cual se hizo en la
seccién anterior y tener también una funcién T'ag(v) que dado un vector base v determine
la etiqueta. Asi la etiqueta del renglén sera la etiqueta de |mq, mo,...mg) y la etiqueta de

la columna sera la etiqueta del vector |ny, no, ..., ng).

El siguiente c6digo muestra este procedimiento.

def HamiltonianoSparse2(Base,J,U,N,M,identificador):
D=dimension(N,M, identificador)

etiqueta=DicTag(Base ,N,M,identificador)
columna =[]

renglon=|]
datos=|]

63




04

for i in range(D):
for m in range(M—1):
key=Tag(Hamil (Base[i] ,m,m+1))
col=etiqueta.get(key)

if col!=None:

columna.append(col[0])

renglon.append (i)
dat=—Jnp.sqrt(Base[i]|[m+1]+(Base[i][m]+1))
datos.append(dat)

key2=Tag(Hamil (Base[i] ,m+1,m))
col2=etiqueta.get (key2)
if col2!=None:

columna.append(col2[0])
renglon.append (i)
dat=J+np.sqrt(Base[i][m]*(Base[i][m+1]+1))
datos.append(dat)

key3=Tag(Base[i])

col3=etiqueta.get (key3)

if col3!=None:
columna.append(col3[0])
renglon.append (i)
dat=(U)*numeroIntel (Base[i])
datos.append(dat)

#indices del renglon
row_ind = np.array(renglon)
#indices de las columnas
col_ind = np.array(columna)
# matriz dispersa

data = np.array(datos, dtype=float)
mat_coo = sp.coo_matrix((data, (row_ind, col_ind)))

H=mat_coo.toarray()

return H




A.3. Vector de estado en funcion de tiempo

Una vez obtenida la matriz Hamiltonina para diganalizarla se usa la funcion eig()

contenida en el paquete LAPACK del lenguaje python 3.0

En,Vn=LA.eig(H)

A.3. Vector de estado en funcién de tiempo

Ya con el valores propios y vectores propios es posible obtener el vector de estado en

funcién del tiempo, siendo este
() = > e FC, | Ey) (A.6)

donde C,, = (E,]¥(0)) vy ¥(0) es el vector inicial, que para los calculos se usa la represen-

tacion en RP, el cédigo que construye el estado para todo t es el siguiente

def psit(t, En,Vn,psiO):
psitin=np.zeros(len(En) ,dtype=complex)
for i in range(len(En)):

psitint=np.exp(—1j*Vn[i]*t)*np.dot(Vn[0:,i],psi0)*Vn[0:, i]

return psitin

A.4. Matriz de densidad y entropia de Renyi

Usando el vector de estado a todo tiempo [¢(t)) se construye la matriz de densidad

Ccomo
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p(t) = 1 (0) (W (®)] - (A7)

para hacer este producto se emplea la funcién kron()

def rhot(t,psiO,vals,ves):
psi=psit(t,vals,ves,psiO)
psi2=psi.conjugate ()
psiT=psi2.reshape(len(psi) , 1)
psitemp=np.kron(psiT,psi)

return psitemp

A.5. Matriz de densidad reducida un sitio

El calculé de la matriz de densidad reducida a partir de la defincién de sus elementos

de matriz

(ﬁl(t))lm - Z (l,02,03,c4,05,06\ﬁ|m,62703,64,c5,c6> <A8)

€2,C3,C4,C5,C6
tomando como subsistema al primer sitio.

Notamos que si [ # m los elementos son igual a cero debido a la conservacion del

numero de particulas, por tanto la matriz reducida es diagonal con elementos

(pl(t))mm = Z <m,CQ,Cg,C4,C5,CG|p|m,CQ,CS,C4,C5,CG> (Ag)

€2,C3,C4,C5,C6
De esta forma dado el indice m basta con encontrar los elementos de matriz de p que
contribuyen a la suma, o lo que es lo mismo encontrar las etiquetas de los elementos de la
base con m particulas en el primer sitio, para esto hacemos una busqueda elemento por

elemento.
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A.5. Matriz de densidad reducida un sitio

def Conjuntoslsitio(B,sitio):

for i in range(len(B)):
if B[i][sitio]==0:
ro_0.append (i)

if B[i][sitio]==1:
ro_1.append(i)
if B[i][sitio]==2:

ro_2.append (i)
if B[i][sitio]==3:
ro_3.append (i)
if B[i][sitio]==4:
ro_4.append (i)
if B[i][sitio]==5:
ro_5.append (i)
if B[i][sitio]==6:
ro_6.append (i)

conj=[ro_6,ro_5,ro_4,r0_3,r0_2,ro_1,ro0_0]

return conj

La funcion conjunto3(B, sitio) entrega un conjunto con el indice de los elementos de

p que contribuyen cuando el subsistema tiene m = 6,5, ...0 particulas.

Teniendo este conjunto la matriz reducida se construye simplemente sumando los ele-

mentos de matriz de p dados por conjunto3(B, sitio)

def traza_parcial(t,NT,psiO,vals,ves,conj):

ro=rhot(t,psiO,vals, ves)
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roparcial=np.zeros ((NT+1,NT+1),dtype=complex)
for i in range(NT+1):

for j in conj[i]:
roparcial [i][i]+=ro[j][]]

return roparcial

A.6. Matriz de densidad reducida de subsistemas de

dos o mas sitios

Como en el caso de un sitio se usa la defincién de los elementos de matriz, usaremos de
ejemplo el subsistema de dos sitios pero el c6digo usado es valido para cualquier subsistema

con mas sitios.

[ﬁA(t)]lm == Z <ll7 l2| <Cg, C4, Cs, CG’ ﬁ |Cg, C4, Cs, Cﬁ> ‘mla m2> (Al())

C
Dados Iy, Iy , my y ms se buscan todos indices de los vectores |c3, ¢4, 5, C6) |m1, ma) y
(11, 5] (c3, ¢4, ¢5, c6| tales que se cumpla la conservacién del nimero de particulas, los cuales

contribuirén al elemento de matriz [pa(t)], el codigo que realiza esto es el siguiente

def elementosij(B,Bn2,tamSub,tam,sl,s2,s3,s4):

E

Esta funcion entrega una lista que contiene los indices de los <«
elementos

de matriz de la matriz reducida, (n,m) y como segunda entrada tiene <
los indices de

los elementos de la matriz completa que contribuyen a cada elemento \<
rho nm de

la matriz reducida

K

#print tamSub

ConjEtig=conjuntos2a6Partes(Bn2,B,sl1,s2,s3,s4, tam)

totalij=|]
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A.6. Matriz de densidad reducida de subsistemas de dos o mds sitios

def

for i in range(tamSub):
for j in range(tamSub):
totalij.append ([i,j,elementosrho2a6partes2(i,j,B,tam,ConjEtiq,«
s1,s2,83,s84)])

return totalij

matriz2a6sitios(ro,totalij,tamSub):

Esta funcion toma la lista totalij dada por la funcion elementosij y <«
construye

la matriz de densidad reducida

ro2sitios=np.zeros ((tamSub,tamSub) ,dtype=complex)

for 1 in range(len(totalij)):
for k in totalij[1][2]:

ro2sitios[totalij[1][0]][totalij[1][1l]]+=ro[k[0]][k[1]]

#Trazaro=—1snp.log (np.trace (np.dot(ro2sitios ,ro2sitios)).real)

return ro2sitios
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