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Resumen

Los fonones son cuantos de vibracion de los &tomos en un solido, los cuales permiten una descripcion
de los movimientos de un nimero macroscépico de a&tomos en una manera simple de contar el nimero
de fonones. Aln a temperatura cero Kelvin, los &tomos oscilan alrededor de su posicion de equilibrio
de acuerdo con el principio de incertidumbre de la mecéanica cuéntica. Esta oscilacion alrededor de la
posicion de equilibrio de cada atomo siempre puede modelarse usando la aproximacion armonica, sin
importar la complejidad de la interaccion interatomica en cada material. Los modos colectivos de esa
oscilacién arménica se denominan fonones, los cuales son determinantes en el transporte de calor y de
sonido, asi como en la espectroscopia inelastica y en la superconductividad.

En sélidos cristalinos periédicos los estados cuanticos de las excitaciones son extendidos. Esta
uniformidad en la ubicacion de la cuasiparticula conduce a un transporte balistico, en otras palabras, el
camino libre medio es mayor que la extension del sistema. Por otro lado, se sabe que a temperatura
finita los sélidos con desorden estructural constituyen un estado mas estable, ya que el desorden genera
una mayor entropia y disminuye la energia libre de Helmholtz. De hecho, la presencia de las impurezas
y defectos estructurales puede ser determinantes en muchas propiedades fisicas de los materiales, por
ejemplo, los semiconductores tipo P y tipo N tienen propiedades electronicas cualitativamente
diferentes debido a que contiene una millonésima parte de impurezas.

En esta tesis se estudian los modos normales de vibracion en nanoalambres con y sin impurezas o
defectos planares dentro del modelo de Born incluyendo interacciones interatomicas centrales y no
centrales, analizando el espectro de transmitancia fononica y la razon de participacion para cuantificar
la localizacion de dichos modos vibracionales. Los nanoalambres con seccion transversal finita son
transformados a un problema equivalente de cadenas independientes, cuya transmitancia se calcula
mediante el método de matriz de transferencia. Los resultados muestran que los modos de mayor
frecuencia son mas sensibles a la presencia de dichas impurezas o defectos locales, asi como una buena
consistencia entre los resultados de localizacién fononica y su transmitancia. Finalmente, los resultados
numéricos de la transmitancia son comparados con los analiticos incluyendo nanoalambres con una
impureza o un defecto planar.
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Introduccion

El vertiginoso desarrollo tecnol6gico de las dltimas décadas ha impulsado a una buena parte de la
investigacion cientifica mundial hacia la basqueda de nuevos materiales con propiedades que mejoren
la funcionalidad y eficiencia de sus dispositivos. No obstante, dicha bisqueda no es trivial ya que

existen 110" combinaciones posibles de materiales por cada cm® basados en los 110 elementos
quimicos que se conocen hasta la fecha. Ademas, las propiedades de estos materiales dependen
sensiblemente de su ordenamiento atdmico. Por ejemplo, el diamante y el grafito son formados por el
mismo tipo de atomo de Carbono, sin embargo, ambos tienen propiedades mecanicas, eléctricas y
Opticas totalmente diferentes. Asi que se vuelve impréctico buscar nuevos materiales analizando uno
por uno la inmensa cantidad de combinaciones de ordenamientos y composiciones quimicas que
existen. Una manera orientada de esta busqueda podria basarse en la fisica y quimica del estado s6lido,
por ejemplo, la mecanica cuantica nos brinda la posibilidad de predecir este vinculo entre el
ordenamiento atdmico y sus propiedades. La teoria tradicional de la fisica de estado sélido supone que
los atomos se ordenan peridédicamente generando un orden de largo alcance. En contraste, los
dispositivos electronicos actuales, tales como los diodos y transistores basados en los semiconductores
tipo P o N, contienen una gran cantidad de defectos e impurezas, los cuales son determinantes en
dichos dispositivos. Existen diversos tipos de desorden en solidos, por ejemplo, el desorden
substitucional se debe a la introduccion de un 4&tomo impuro que se conoce como impureza, mientras
que el desorden estructural en una red cristalina es causado por las desviaciones de las posiciones de
equilibrio de los atomos que la conforman, tales como las dislocaciones y defectos planares.

Dado que el estudio de los solidos puede mapearse a un problema de muchos cuerpos y no se
conoce solucion general de este problema en la mecanica cuantica. Una alternativa de abordar dicho
problema es la introduccion del concepto de las excitaciones elementales, las cuales por ejemplo

permiten describir la dindmica de 10 atomos a través de los modos normales de vibracion (fonones)
que expresa la dinamica colectiva de todos los &tomos. Cabe mencionar que una descripcion detallada
requiere Yottabytes de memoria para simplemente almacenar las coordenadas instantaneas de cada
atomo, lo cual rebasa significativamente la capacidad actual de computo mundial.

Una consecuencia importante de la presencia del desorden en solidos es la localizacion de las
excitaciones elementales, la cual fue introducida por Phillips W. Anderson [Anderson,1958] y
premiado con el premio Nobel de fisica en 1977. Para el caso de los fonones, los modos normales de
vibracion localizados son aquellas ondas donde Unicamente una pequefia fraccion de atomos contribuye
a su oscilacion. Hoy en dia, se sabe que si el desorden es aleatorio, todos los estados son localizados en
sistemas de una y dos dimensiones, mientras que para sistemas tridimensionales existe un valor critico
de la intensidad de desorden, es decir, si el desorden aleatorio es mayor que dicho valor critico todos
los estados son localizados sino existe un borde de movilidad que separa estados localizados de los
extendidos [Abrahams,1979]. Para el caso de desorden determinista existe ain controversias en la
localizacion de las excitaciones. Se han encontrado estados tanto localizados como extendidos en
sistemas de una y dos dimensiones. Mas aun, se ha probado analiticamente la existencia de transporte
balistico en sistemas aperiédicos multidimensionales [Sanchez,2018]. En general, la localizacion de los
estados tiene un efecto profundo en su transporte, el cual involucra dispersiones maltiples entre la



excitacion y las impurezas o defectos de la red. Existen diversas formas de cuantificar el grado de
localizacion de una excitacion elemental. En esta tesis, hemos utilizado la razon de participacion, la
cual cuantifica la cantidad de atomos que contribuyen a la onda vibracional, es decir, si el modo normal
es extendido, todos los &tomos participan con la misma magnitud de vibracion y en consecuencia, el
valor de razon de participacion serd igual al nimero total de atomos.

El transporte de excitaciones en sélidos es un fenémeno dificil de modelar, ya que el sistema se
encuentra fuera de equilibrio y involucra dispersiones multiples entre la excitacion y la red. El
transporte de fonones en sélidos aperiddicos es un problema menos estudiado en comparacién con el
transporte electronico en el mismo sistema, a pesar de su importancia en diversos fenémenos fisicos y
mediciones experimentales, tales como la disipacién de calor en la microelectronica asi como la
termoelectricidad que es la base tanto para nuevas fuentes de energia eléctrica a partir de una diferencia
de temperatura como para la nueva generacién de refrigeradores de estado solido sin ruidos ni
vibraciones. En esta tesis, cuantificaremos el transporte fononico mediante la férmula de Landauer a
través del célculo de su transmitancia, inyectando una onda plana en un extremo del sistema y
midiendo la onda saliente del otro extremo.

La presente tesis esta organizada en tres capitulos. En el primer capitulo, revisaremos el
formalismo de la dindmica de red a través de la matriz dinamica, cuyos eigen vectores se relacionan a
los modos normales de vibracion o fonones. Asi mismo, se desarrolla la teoria cuantica de fonones
dentro del formalismo de segunda cuantizacion a través de los operadores de creacion y aniquilacion.
En la dltima seccién del capitulo, se introduce el modelo de Born como el esquema semi empirico
realista mas simple que incluye interacciones tanto centrales como no centrales entre los vecinos mas
cercanos mediante unicamente dos parametros.

En el segundo capitulo, se introducen los conceptos de desorden tanto substitucional como
estructural, asi como la localizacién y el transporte haciendo énfasis en las excitaciones elementales
fondnicas. Ademas, se desarrolla el formalismo de las matrices de transferencia y se deduce la
transmitancia para cadenas lineales de atomos con saturadores periédicos semi infinitos conectados a
sus extremos.

En el tercer capitulo presentamos los resultados de transporte y localizacién fondnica de una
cadena de atomos conectada por los extremos a dos saturadores semi infinitos con y sin una impureza
central con masa diferente, asi como un defecto en la constante de fuerza. Se analiza la conductancia de
Landauer mediante la transmitancia obtenida a partir de las matrices de trasferencia y se investiga la
localizacion por medio de la razén de participacion. En la tercera seccion extendemos el andlisis a
nanoalambres tridimensionales con un defecto planar ubicado en el centro del nanoalambre por medio
del método de transformacién unitaria a cadenas efectivas independientes. Hemos obtenido también
resultados analiticos para dichos nanoalambres con una impureza o defecto planar.



Capitulo 1 Modos Normales de Vibracion

Los solidos contiene alrededor de 10 atomos por cm?, es decir, se trata de un problema de muchos

cuerpos determinado por 10%° ecuaciones de Schrodinger acopladas, cuya solucion no es viable
mediante la capacidad de computo actual, dado que el tiempo de computo en el proceso de
diagonalizacion crece como N, donde N es el grado de libertad del sistema.

Una alternativa de abordar este problema cuando el sistema se encuentra cercano a su estado base
es introducir el concepto de excitaciones elementales en sélidos. Esta alternativa cambia la visién o
enfoque del problema, en vez de describirlo como una coleccién de particulas individuales con
posicion y momento bien definido, lo estudia por medio de excitaciones elementales tales como
fonones, magnones, plasmones, etc. Dichas excitaciones son cuasiparticulas y un sistema compuesto de
atomos interactuando puede describirse como un conjunto de dichas cuasiparticulas independientes.
Muchos experimentos involucran perturbaciones que colocan al sistema en uno de sus primeros estados
excitados, el cual puede ser descrito simplemente contando el nimero de excitaciones elementales.

Un ejemplo de lo anterior es un sistema de masas puntuales todas conectadas por resortes con sus
vecinos cercanos, dicho sistema representa un modelo sencillo de los atomos que componen un solido:
Haciendo uso de la mecanica clasica si el sistema tiene n grados de libertad se obtienen n osciladores
armoénicos acoplados los cuales se desacoplan introduciendo coordenadas normales, y de esta manera
se obtienen n osciladores independientes, y se denominan modos normales de vibracion
[Greiner,1986]. A la cuantizacion de los modos normales de vibracion se les Ilama fonones, los cuales
constituyen un ejemplo de excitaciones elementales colectivas.

En las secciones de este capitulo se abordara el formalismo de la dinamica de red en un sélido.
Primero se introducen las ecuaciones de movimiento dentro de la aproximacién armonica obtenidas a
partir de un potencial arbitrario de interaccion entre &tomos vecinos. Esto conduce a la definicion de la
matriz dindmica, cuyos elementos se obtienen de las segundas derivadas del potencial de interaccion
con respecto a los desplazamientos. En la seccion tres, se introducen los operadores de creacion y
aniquilacion de fonones que permiten reescribir el hamiltoniano del sistema como un conjunto de
osciladores armonios independientes. En la Gltima seccion, discutiremos un modelo realista simple
denominado el modelo de Born que incluye interacciones interatdmicas tanto centrales como no-
centrales entre vecinos mas cercanos.

1.1 Aproximacion armonica

Los atomos en un sélido oscilan entorno a sus posiciones de equilibrio a cualquier temperatura y dichas
posiciones dan lugar a un arreglo de puntos discretos al cual se le denomina red. Si estos puntos
presentan simetria traslacional entonces se tiene una red de Bravais. En el estudio de la dindmica de red
es frecuente tener mas de un atomo por punto de red, tal conjunto de atomos que asocia al mismo punto
de red lo llamamaos base [Ziman,1960].



Consideremos un solido con N atomos y sea R; la posicion de equilibrio del i-esimo atomo en
dicho sélido, entonces {R;|i=1,...,N} es el conjunto de puntos que conforman la red. Sea x(t) la
posicion instantanea del i-esimo atomo, por lo que los desplazamientos de los atomos respecto a sus
posiciones de equilibrio estan dados por u, =X, —R,. Sean m. y p, la masa y el momento del i-esimo
atomo, entonces el hamiltoniano puede escribirse como [R&ssler,2009]

N

H:§%+V(ul,...,uN). (1.1)

i

Sean | el vector del I-esimo punto de lared y b el vector del b-esimo atomo asociado al punto |.
Ademas, denotemos R, (t) , p,, ¥ M,, como la posicion, el momento y la masa del (I,b)-esimo
atomo, entonces su desplazamiento respecto a su posicion de equilibrio estd dado por

u,, =R, — (1+b) yel hamiltoniano del sistema puede escribirse como

o i)

El estudio de la dinamica de red se lleva a cabo mediante el establecimiento y la solucion de las
ecuaciones de movimiento (1.2) para los vectores de desplazamientos u, , .[RGssler,2009]

Sea U, la componente a del vector U, Yy el potencial de interaccion en la ecuacion (1.2) puede

expandirse como [Ziman,1960]

oV 1 oV
v ({U|,b,a}) =Vo + I%moul,b,a *5 I% mo Upp o Up .o +O(3), (1.3)
I"b"a'

donde la constante V, puede elegirse como el cero de la energia, mientras que los términos de la
primera derivada se anulan ya que son evaluadas en las posiciones de equilibrio, por lo que

1 oV
V({U'vbva})zi ) ou . ou
Lba CYp oY b o
I"b"a'
En esta tesis desarrollaremos nuestro estudio dentro de la aproximacién armonica, la cual consiste en
despreciar los términos de orden mayor que dos. En otras palabras, despreciaremos las interacciones
entre fonones que son importantes en altas temperaturas y cuando el potencial es notablemente

asimétrico alrededor de los minimos. Por lo tanto,

Uy poUp o +O(3). (1.4)

0

1 oV
V(iu =— —| U Uy . 1.5
({ I,b,a}> 2 I;l aulybyaaul‘b‘yal i I,b,a™Il'b",a ( )
I"b"a'
Definimos la matriz dindmica ® como el tensor en la ecuacién (1.5) dado por
oV
Qo = ou ou. (1.6)
u| b aaul' b',a'
o, bhatp




El hamiltoniano correspondiente puede escribirse como

plz,b +£ Z (D|b d b o YU b g - (1.7)
I,b 2M|,b 2 oy bl b Yber .o

I'b'a'

H=

La ecuacion de movimiento obtenida de la ecuacion de Hamilton p,, , =-0H/ou,, , es

oH 1 0
=— gt g ——— (Up e Uy e ) = D U 1.8
8U,’bya 2 I'%' I"b",a’1" 0"« a b ( I"b",a"™I"b" a ) r;z' I,b,a;l",b" "™ 1" b' ( )
I"b"a"
Por lo que las ecuaciones de movimiento son
Ml,bul,b,a == z q)l,b,a;l‘,b',a'ul',b',a' ) (1.9)
I'b"a'

donde las componentes de la matriz dindmica @ son las constantes de fuerza.

1.2 Matriz dinamica

Como vimos en la seccion anterior, las ecuaciones de movimiento dentro de la aproximacion armdnica
(1.9) son determinadas por un operador lineal @® Ilamada matriz dindmica. En esta seccion
presentaremos algunas de sus propiedades mas importantes.

Sea N la cantidad de puntos de la red, cada uno con una base de N, atomos, en total se tienen
N = N;x N, atomos por lo que la matriz dinamica es de orden 3N =x3N, la cual puede expresarse
como una matriz de matrices,

Wy I g
o= : . i (1.10)
(] ()

Ing b Ing: Ing

cuyos elementos son matrices dindmicas entre celdas unitarias, dados por
q)I,bl:l',bl q)l,bl;l',br
D, = : : : (1.12)

q)I,b,;l',bl Y

1 bug il bye

las cuales a su vez estan compuestos de matrices dinamicas entre atomos dentro de la celda unitaria
dadas por

(Dl,b,x;l’,b’,x CI)I,b,x;l’,b',y (Dl,b,x;l’,b’,z
(I)I,b;l',b’: (Dl,b,y;l’,b’,x q)l,b,y;l’,b',y q)l,b,y;l’,b’,z . (1.12)
q)l,b,z;l',b',x cI)I,b,z;l’,b’,y (Dl,b,z;l’,b',z

A continuacién discutiremos algunas propiedades de las matrices de (1.10)-(1.12). Estas
propiedades permitiran reducir el nimero de constantes de fuerza independientes en la matriz dinamica
global [Rossler,2009] [Born,1954].
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Propiedad 1. La matriz dinamica es simétrica @, ..o o = Py ey -

Demostracion. Asumimos que el potencial de interaccién V es diferenciable y sus parciales son
continuas entonces las parciales cruzadas conmutan. Cabe mencionar que esta propiedad es consistente
con la tercera ley de Newton.

Propiedad 2. Invariancia ante traslacion rigida ZQDlyb'a;l.yb.'a, =0,
I",b*

Demostracion. Supongamos que todos los atomos se desplazan de su posicién de equilibrio por el
mismo vector u, ,(t) =u,, de esta forma el solido experimenta una traslacion rigida, la cual no altera la
energia interna si el espacio es homogéneo e isotropico. De la ecuacion (1.9) tenemos que

Ml,bul,b,a: z q)lbal b'a’ Iba ZZ(DIbaI b* a 0,a' O (113)
I",b",a’' a I'b
Entonces dado que u, es arbitrario, la ecuacion (1.13) conduce a
Zq)l,b,a;l',b',a’ =0. (1.14)
I',b*

Propiedad 3. Si las celdas | de una red de Bravais satisfacen la condicion a la frontera ciclica
entonces ®(I,1")=®(1+1",1'+1"), para todos los vectores |” de la red de Bravais.

Demostracion. Dado que la condicion a la frontera ciclica remueve la coordenada absoluta en la red
de Bravais, las matrices dinamicas ®(l,1") dependen Gnicamente de coordenadas relativas.

« Solucion de la ecuacion dinamica y modos normales

La ecuacion de movimiento (1.9) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden lineal y homogénea, cuya solucion puede asumirse como

1
uI,b(t) - \/M_b

donde 0, , es independiente del tiempo. Sustituyendo (1.15) en (1.9) se tiene

0, e, (1.15)

—0? (M) ™ =Myl == > @i (M) Uy 87 (1.16)
v
entonces

0’0y, = .-bz- (MM ) 5D e Ui (1.17)

y definiendo
(i)l,b,a;l',b',a' = ( MM, )71/2 Do (1.18)

tenemos que
0)Zul,b,a = I'bz' '(i)l,b,a;l',b',a' Uy - (1.19)

Si definimos el vector de desplazamientos del sistema G s(a,,bﬂ) que posee tantas entradas como

grados de libertad del sistema, esto es, 3Ns y sustituimos en (1.19) obtenemos

11



®ii = o’il (1.20)
que es una ecuacion de eigenvalores para el operador lineal ®. Los eigenvalores »? Se encuentran a
partir de la ecuacién secular

®-01|=0 (1.21)

El nimero de soluciones de (1.20) es igual al nimero 3N de grados de libertad del sistema.

Aprovechando la periodicidad del sistema podemos hacer uso del teorema de Bloch de acuerdo al
cual el desplazamiento en sitios de red diferentes difiere sélo por un factor de fase, es decir,

a,.(0) =ﬁlza.,b,ae-““ , (1.22)

donde q esté en la primera zona de Brillouin. Si ademas aplicamos condiciones a la frontera ciclica se
tiene

qa:Wna’ nazol"'lNa_l’ a:1’2’31 (123)

tal que Ng=N;N,N, es el nimero de celdas unitarias en el cristal. Sustituyendo (1.15) y (1.22) en (1.9)

, multiplicando por €' y sumando sobre I, se tiene

(02 - _ig- 1 ~ _ig-I' —ig-(1-1' -1/2
N 2 0p0e I .r,bz-,a-u'"b”“'e eI, i (MM (1.24)
Por la propiedad 3 antes discutida, la matriz dinamica @, ... ,- depende Unicamente de I —1" por lo

que se puede definir una nueva matriz dinamica en espacio reciproco D, ., ,.(q) como

D, iy (0) = ZIcI>A.,b,a,;o,b.,g,e*iqﬂI (MM,.) "%, (1.25)
donde Al =1-1", por lo que la ecuacion (1.2A4) puede reescribirse como
’0,,,(q) = bz Dy .0 (0) Uy oo (0), (1.26)
en otras palabras, ’
D(q) G(q) = »*0(q), (1.27)

gue es una ecuacion de eigenvalores para la matriz dinamica en espacio reciproco D(q), cuyas
soluciones se obtienen de la ecuacion secular.

D(a) - w*1|=0. (1.28)

El nimero de soluciones de (1.28) para cada g en la primera zona de Brillouin (1.23) es 3N, que es el
nimero de grados de libertad en cada celda. De la ecuacion (1.28) se obtienen las eigenfrecuencias o

con s=1...,3N; y los eigenvectores correspondientes 0°(q) de amplitud de desplazamiento, los

12



cuales pueden corresponder a la misma frecuencia (degeneracién) o diferentes frecuencias. Los
desplazamientos de (1.15) puede expresar en términos de los eigenvectores de (1.22) como

1 .
Uy o (1) = === 0 (@) & (1.29)
" Mb NS q i

El conjunto de soluciones (1.29) describe modos colectivos o excitaciones que llamamos modos
normales de vibracién, para los cuales todos los &tomos de la red se mueven con la misma dependencia
temporal pero con diferente amplitud.

1.3 Cuantizacion de las ondas vibracionales

Los eigenmodos de vibracién, forman un conjunto completo de soluciones que pueden ser usadas como
una base para representar un movimiento arbitrario de los &tomos individuales de la red. Sea u(t) un

estado de vibracion del sistema, entonces existen tnicos c,(q) € C con s=1,..., 3N, tales que
1 i[q:l-oq)t]
Uy o (1) = === . (@) Gy . (@)™, (1.30)
Lo M, VN ;‘: b,

donde u,, , (t) son las componentes de u(t). Introducimos la coordenada generalizada correspondiente

al modo normal (s,q) como

Q.(a,t) =c,(@)e™ ", (1.31)
Sustituyendo (1.31) en (1.30), se obtiene

Uy (1) = J_ M. N 4 > Q.(a.t)a, (@)e. (1.32)
El momento p,,,(t) del movimiento vibracional esta dado por
. Mb 3 ~S ig-l
Pib.e (t)= MU,y t)= WZQS (q’t)ub,a (@)e™, (1.33)
s,q

y el lagrangiano del sistema es [Rossler,2009]

Z ZQS (a, t)er (q',t)dg,, (q)aﬁia (q) e

Ib,a s,s,
L= - i ’ I +\/3S ~s' N qiGa+a)l [ (134)
N =" > Dy (@)Q,(a,)Qu ('), ()T, (q) €
I,b,a, s,s,
ba' q,9

donde la sumatoria sobre las celdas unitarias | se puede realizar de la siguiente manera

1 i(g+q')-
ED NSRS W .39
| G

donde G es un vector de la red reciproca. Dado que q y q' son vectores de la primera zona de
Brillouin, el Gnico vector G que participa en la ecuaciéon (1.35) es G =0, por lo tanto q'=-¢.
Ademas, como los desplazamientos de la ecuacién (1.32) son reales, entonces
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Q.(-a.t)G;,, (-a)=Q: (a.1) a5, (@), (1.36)
por lo que la ecuacion (1.34) puede reescribirse como
1 J A % ~ 5 % ~3 * ~S'* ~S
L= E{Z Q@ 1)Q:@, 1) 0 (@) (@) - Q@.H(@t) >, G.(a) Db,a;br,ar(-q)ub,a(Q)} . (1.37)
s,s'q b,a s,s,q b,a,b\a’

Como U ,(q) son soluciones de la ecuacion de eigenvalores (1.26), se tiene

DO @E (@ =6y Y D, Uodd)Dy o (AT, (0) = 0%(0) S, ¢, (1.38)
b,a

b,ab.a'

y en consecuencia la ecuacion (1.37) se simplifica a

L=%{ZQs(q,t)Q:(q,t) —Zwi(q)Qs(q,t)Q:(q,t)} (1.39)

El momento can6nico conjugado P,(q,t) de Q,(q,t) se obtiene de P,(g,t) = L/aQ.(a,t) = Q:(q,t)
y el hamiltoniano correspondiente es

H =2 Y R @R@+0/@Q@Q.@)], (140
s.q

el cual describe 3N osciladores armonicos desacoplados y cada uno representa un modo normal de
vibracion del sistema o0 una excitacion elemental (fonon).

La dinamica de red puede extenderse al lenguaje de la mecénica cuantica convirtiendo las
coordenadas normales Q,(q) y sus momentos canonicos conjugados P,(q) en los operadores QS @y

Iﬁs(q), los cuales satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion derivadas de los paréntesis de
Poisson [Goldstein,2000],

[Q@.P@) |=ind, 8,0 v [Q(a),Q.@) |=[ R(@), Pa) =0 (141)

Para cada modo (s,q) se introducen los operadores de creacion &!(q) y aniquilacion 4, (g) como

{ég(q) = I:Zh(’os(q)Tl/2 [(Ds(q) (§s (_q) _llﬁs (q)] ’ (142)
8,(0) = [2ho ()] **[0,(a) Qu(q) +iP,(-)]

los cuales obedecen las relaciones de conmutacidn para bosones dadas por
[a,(@).al@)]=6,0,y ¥ [A(a).a(a)]=]al(a).al(a)]=0. (1.43)

A partir de (1.42) y de o,(q)=w,(—q), se pueden expresar (js(q) y Iss(q) en términos de los
operadores de acenso y descenso como
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12
Q(q){ j [al(-a)+4,(a) ]
204(q) . (1.44)
2 (@) =i 124D j [4/(0)-4.(-0)]
Usando las relaciones (1.44), el hamiltoniano (1.40) se expresa como
H =2 (&(@4,@)+4)ho,@), (1.45)

donde hw,(q) es un cuanto de energia para el modo colectivo (s,q). A estos estados excitados
cuantizados se les llama fonones y a %o () la energia fononica. Dado que los operadores de creacion

y aniquilacién fondnicos obedecen las relaciones de conmutacion (1.43), el nimero de fonones n (q)
en el modo (s,q) satisface la distribucion de Bose-Einstein,
1

n() = Soamr 7 (1.46)

1.3 Modelo de Born

Las fuerzas interatomicas estan gobernadas por la estructura electrénica de los atomos involucrados y
en caso simple es posible derivar constantes de fuerza a partir de primeros principios. Por otro lado,
existen modelos fenomenoldgicos para las fuerzas interatdmicas [Bruesch,1982], cuyos parametros se
ajustan a resultados experimentales. La eleccién del modelo depende del tipo de enlace entre los
atomos del problema y del nimero de parametros, los cuales preferentemente tengan sentido fisico.

En esta tesis usaremos el modelo de Born, el cual tiene solo dos parametros que describen las
fuerzas centrales y no centrales del enlace entre los vecinos mas cercanos. Este modelo es
particularmente importante para el estudio de los semiconductores [Alfaro,2010].

Este modelo describe los enlaces interatomicos entre primeros vecinos mediante un potencial de
interaccion central,

1 ) A2
Sefu®-u@)-, | (1.47)
y un potencial de interaccion no central
ﬂ\ fox () -u(i) F [ (1.48)

donde u(i) es el desplazamiento del atomo i respecto a su posicién de equilibrio, ¢y £ son
respectivamente las constantes de fuerza central y no central, I, ; es un vector unitario que apunta en la

direccion de enlace del aomo i al j. Usando la identidad del doble producto vectorial
(AxB)xC=B(A-C)-A(B-C), la ecuacion (1.48) se puede reescribe como

~BLU0) -u()] 5 i) v, [ (1.49)
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La energia de interaccion de Born entre los &tomos i y j esta dada por

. (1.50)

V=2 (= Al -u()],

La matriz dinamica @, ;, dada por (1.6) es la segunda derivada del potencial con respecto a u,(i)

i, jv
y u,(]), es decir,
oV, .

0 ()——(06 B)(u@)—u(j))-f [f 1, — Blu@) -u()] , (1.51)

entonces,
() 52V 1 o 1.52
s m——( a-pAI 1LI% ) -89, . (1.52)

La ecuacion (1.52) se puede reescribir como,
i =—(a=PE i - A1, (1.53)
donde f, ; es un vector columnay ﬁfi es su vector transpuesto. | es la matriz identidad de orden 3.

e Ejemplo del modelo de Born en redes cubicamente estructuradas

Para una red ortogonal de masas idénticas, los vectores f, . se alinean a los ejes x, y 6 z. Los vecinos

ij
cercanos de cualquier atomo i-esimo se ubican en las direcciones canonicas, es decir,

I, ;=%X,£y 0 £Z. Por lo que la matriz dinamica (1.53) adquiere una de las siguientes tres formas

100 100 a 0 O
® =—(a-pxX-pl=—(a-p)|0 0 0|-B|0 1L 0|=—|0 B 0], (1.54)
0 0O 0 01 0 0 p
analogamente,
g 0 0 g 0 0
®=-0 a 0| yo,=—|0 g 0] (1.55)
0 0 p 0 0 «
De la propiedad de la matriz dinamica, sus elementos diagonales pueden escribirse como
2a+40 0 0
=2(D+D,+D,) = 0 200+ 40 0 (1.56)
0 0 200 +4p

Si se tiene una red culbica perfecta, se puede hacer uso del formalismo en espacio reciproco
desarrollado en la seccion anterior. Como todos los atomos tienen seis primeros vecinos, el atomo
ubicado en el origen tiene sus vecinos en las posiciones

R.,=*a(10,0), R,,=+a(0,10), R,, =+a(0,0,1), (1.57)

ty -
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donde a es la distancia interatdmica. Entonces, la transformada de Fourier de la matriz dindmica del
espacio real al espacio reciproco dada por (1.25) conduce a

_ iql _ ig-Ry igR_y iR ig-R_ iQR, iqR_,
D) =) @, =@+ D "+ D e + @ €1+ D €T+ B €T D e
=@, + Dy €7+ D e LD €T LD e T LD 7T 4B, e
=0+ D, " + @ e 1 @ ™ + D e + @™ + P e .(1.58)

=®, + 2@, cos(q,a) + 2®, cos(q,a) + 2®,cos (q,a)

(2a+4ﬂ 0 0 j [a 0 OJ [,b’ 0 o] [ﬂ 0 OJ
= 0 2a+4p O -2/ 0 B0 |cos(q,a)—2| 0 a 0 |cos(q,a)-2| O B O |cos(q,a)
00p 00«

0 0 2a+48) (003
2a+4B-2f, 0 0
= D,,(a)= 0 20+ 421, 0 , (1.59)
0 0 2a+48-2f,

donde
f.=acos(qa)+ Bcos(q,a) + Scos(q,a)
f,= Bcos(q,a) +acos(q,a) + S cos(q,a). (1.60)
f,= Bcos(q,a) + Bcos(q,a) +a cos(q,a)

En la primera zona de Brillouin dada por-r/a<q, <z/a conu=x,y, z, las frecuencias tienen un
ancho de banda,
4a+8
0<w’ < P . (1.61)
“ M

En general, para cada modo vibracional q dado, los desplazamientos siempre pueden escribirse como
una combinacion lineal de un modo longitudinal y dos modos transversales con respecto a g . Para el
modo longitudinal, u||q, las eigenfrecuencias de vibracion armonica cuando q se encuentra en las

direcciones candnicas son

M o’=2a —2acos(qa), (1.62)

donde M es la masa de los &tomos en la red y q es la magnitud del vector de onda. Mientras que para
los dos modos transversales u_Lq con q a lo largo de las direcciones candnicas, las relaciones de

dispersion estan dada por

Mw’=28-2cos(qa). (1.63)
En la Figura 1.1 se muestra la relacién de dispersién fononica w(q) en la primera zona de Brillouin
obtenida a partir de las ecuaciones (1.59) y (1.60) con g, =0 para una red cuadrada, es decir, en
-r<qa<ry-r<qa<z.Observe laexistencia de dos superficies w (q) > w(q), donde ® (q) y
®;(q) son respectivamente las frecuencias del modo longitudinal (u || q) y transversal (u_Lq). Estas

superficies cruzan en las lineas |q,|=[q,|.
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Figura 1.1. Relacion de dispersion fononica w(q) para un red cuadrada, donde
—r<qas<z, -r<qasz y o,=+a/M.
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Capitulo 2 Localizacion y Transporte

El concepto de localizacion originalmente propuesto por Phillips W. Anderson [Anderson,1958] es una
propiedad fundamental de los estados en sistemas desordenados, cuya manifestacion experimental méas
importante se refleja en la capacidad de transporte. En particular, usando la teoria de escalamiento se ha
demostrado que en un potencial aleatorio todos los estados de particulas independientes son siempre
localizados para d <2 dimensiones [Abrahams,1979]. Para sélidos tridimensionales existe un valor
critico en la intensidad de desorden; cuando el desorden de un sistema rebasa dicho valor critico todos
sus estados son localizados y cuando el desorden estd por debajo del valor critico coexisten estados
localizados y extendidos, donde los estados generalmente se localizan a partir de los bordes de la banda
[Mott,1967]. Las particulas que ocupan estados exponencialmente localizados estan restringidas a una
region finita del espacio, en consecuencia, no contribuyen al transporte a temperatura cero. Cuando la
temperatura es diferente de cero, el transporte es posible debido a la conduccion por saltos entre
estados localizados, la cual involucra una energia de activacion y ha sido observada experimentalmente
[Mott,1979].

2.1 Desorden estructural en solidos

Para caracterizar los tipos de sistemas desordenados, se procede definiéndolos a partir de la desviacion
que presentan respecto del sistema ideal perfectamente ordenado. El grado més alto de orden espacial
(aparte del vacio) se encuentra en un cristal periddico. Fisicamente lo pensamos como un arreglo de un
nimero macroscopico e idénticos atomos o moléculas, dispuestos uniformemente en renglones y
planos regulares llenando todo el espacio disponible. Matematicamente nos referimos a esto como una
invariancia ante operaciones de traslacion, mientras que la situacion fisica en un punto dado en el
espacio es reproducida exactamente en cualquier otro punto dentro de la red. A continuacion,
discutiremos en detalle dos tipos de desorden cominmente presentes en materia condensada.

e Desorden substitucional

Una de las formas mas comunes de desorden en sélidos es el desorden substitucional. Se genera debido
al reemplazo de un a&tomo A que forma una estructura cristalina, denominada cristal huésped, por un
atomo de otro elemento digamos B, sin casi ninguna perturbacion de la red cristalina subyacente. Este
fendmeno que ocurre para muchos tipos de elementos en metales, semiconductores y cristales i6nicos,
es de la mayor importancia en metalurgia y en otras ramas de la ciencia de materiales. Por ejemplo, los
semiconductores de silicio tipo N y tipo P son cominmente dopados por atomos de arsénico y boro
respectivamente.

El &tomo impuro puede no ser exactamente del mismo tamafio que el atomo al que reemplaza, de
tal manera que la red en la vecindad de dicho atomo puede ser distorsionada. Dado que dicha distorsion
es generalmente pequefia comparada con la distancia interatémica y afecta Gnicamente a la fase relativa
de las ondas de vibracién derivada de dicha posicion para los atomos cercanos, en esta tesis nos
interesan los desplazamientos de atomos con respecto a su posicion de equilibrio e ignoraremos a
primera aproximacion esta distorsion estructural debido a la presencia de &tomos de impureza, mientras
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que los efectos principales de dicha impureza son tomados en cuenta a traves de los pardmetros de
interaccion y de su masa.

Un ejemplo de desorden substitucional en nanoestructuras puede hallarse en nanoalambres de ZnO
para generar dispositivos hanométricos que mejoren su transporte eléctrico y disminuyan el fononico
debido a la presencia de interfaces. Concretamente podemos citar los nanoalambres de ZnO evaporados
por metales como Fe, Ga e In asi como su posterior recocido para su difusién hacia el interior del
nanoalambre cuyo resultado se presenta en la Figura 2.1, donde se observan un arreglo desordenado de
planos de 4&tomos metalicos [Andrews,2011].

s EErAsEssSITRRR TR R RS IR TR . sessssssssane

B

Figura 2.1. (a,b) Imagenes TEM de nanoalambres de ZnO+In a diferentes escalas. (c)
Imagen de HRTEM del nanoalambre ZnO+In, donde se aprecian las capas
monoatomicas de indio en forma aperiddica a lo largo del nanoalambre.

e Desorden topoldgico

En un solido puede presentar diversos tipos de desorden topoldgico, tales como estructuras amorfas
(vidrio o fluido denso), dislocaciones y fronteras de granos. En el primer tipo, las posiciones de los
atomos son casi aleatorias y ademas dependen del tiempo como sucede en un liquido denso con un alto
coeficiente de viscosidad. Otra clase de desorden topoldgico en un cristal son las dislocaciones, en la
cual los atomos se desalinean. Las dislocaciones de borde Figura 2.2 se generan por la introduccion de
un plano extra. Por adelante de la dislocacion los 4&tomos tienden a juntarse, y atras a separarse.
Alrededor de ésta, la red tiene una distorsion, cuya magnitud tiende a disminuir con la distancia, en
posiciones muy lejanas la red cristalina es practicamente perfecta [Callister,2007]. En general, las
fronteras de grano en un cristal periédico son formados por defectos estructurales.

Borde de la
dislocacion

@ %
!ﬁ"!ﬂuﬂﬂ

L q

ulllug,llu

tt (-

Figura 2.2. Representacion esquematica de una dislocacion de borde.
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Otra clase de desorden topoldgico son los defectos planares, es decir, las fallas de apilamiento. Un
ejemplo de dicho defecto se muestra en la Figura 2.3, donde se observa la existencia de un defecto
estructural de tipo zigzag, en otras palabras, un segmento del nanoalambre sufrié un deslizamiento con
respecto a la direccién cristalografica del solido. Parece que este tipo de defecto es bastante frecuente
en nanoalambres delgados, ya que su presencia tiene costo energético pequefio.

77
o
f Nanowire

Figura 2.3. (Panel izquierdo) Imagen de la microscopia de tunelaje de barrido (STM)
obtenido de un nanoalambre de GaAs. (Panel derecho) Representacion esquematica de
un defecto topoldgico planar [Mikkelsen,2004].

2.2 Teorias de transporte fononico

La conduccidn térmica en solidos tiene dos contribuciones principales, una debida a los electrones y la
otra a los fonones. Para materiales metalicos la conduccion eléctrica y térmica por electrones estan
directamente relacionadas a través de la ley empirica de Wiedemann-Franz [Ashcroft,1976], la cual
establece que el cociente entre la conductividad térmica por electrones (x,) y la eléctrica (o) es

directamente proporcional a la temperatura y el factor de proporcionalidad es una constante universal
independiente del material, es decir,
2
&:”_Z(k_BjT (2.1)

lo2 3\le

Para materiales aislantes y semiconductores, la conductividad térmica a bajas temperaturas se debe
principalmente a los fonones. En general, el transporte térmico de un material dieléctrico esta
determinado por diferentes factores: (1) Las imperfecciones de la red o las impurezas que actGan como
centros de dispersion para los fonones; (2) los bordes del material que eventualmente dispersaran
fonones haciendo la conductividad finita y (3) las interacciones anarmonicas que provocan la transicién
de un estado propio arménico a otro llevado consigo la creacion, destruccion y dispersién de fonones,
es decir, el numero de ocupacion de fonones no se conserva con el tiempo [Salazar,2007]. Esta Gltima
contribuye significativamente en el régimen de altas temperaturas en comparacion con la temperatura
de Debye del sistema [Ashcroft,1976]. La presencia de los términos cubico y/o cuartico en el potencial
de interaccién interatdmica dan lugar a procesos que involucran tres y/o cuatro operadores de creacion
o0 aniquilacion de fonones, respectivamente. Cabe mencionar que dentro de la aproximacion armonica
la conductividad térmica en un cristal perfecto es balistica [Callaway,1974].
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En general, la densidad de corriente térmica (S) definida como el flujo de calor por unidad de
tiempo y por unidad de area perpendicular al flujo es proporcional al gradiente de temperatura (VT )
cuando éste es pequefio. La constante de proporcionalidad se denomina la conductividad térmica (« ),
es decir,

S=-xVT, (2.2)

donde x=x, +x,, tiene contribuciones tanto del transporte electronico como del fononico. Existen

diversas maneras de abordar el problema de transporte fondnico, por ejemplo, (1) la ecuacién de
Boltzmann (una ecuacion integro diferencial) que permite determinar la funcion de distribucion fuera
de equilibrio y a partir de la cual se calcula la conductividad [Ashcroft,1976]; (2) la formulacién de
Landauer que relaciona el transporte con la probabilidad de transmisién de las particulas y (3) la
formula de Kubo que se basa en la regla de oro de Fermi y se encuentra dentro de la aproximacion de
respuesta lineal [Bruus,2004]. A continuacion, discutiremos el formalismo de Landauer con detalle
partiendo del método de matriz de transferencia.

e Matrices de transferencia

El coeficiente de transmision es la probabilidad de que una onda monocromatica pasé a través de un
conjunto de 4tomos y la trasmitancia se define como el cuadrado del coeficiente de transmision. Esta se
relaciona con el grado de localizacion del sistema, es decir, la transmitancia es uno si el estado es
extendido, mientras que si es localizado ésta tiende a cero.

Una manera de calcular la transmitancia de una cadena de atomos es a través del formalismo de la
matriz de transferencia, la cual conecta las componentes de desplazamientos a lo largo de todos los
atomos en la cadena por medio de una férmula multiplicativa. Dicho formalismo permite estudiar los
efectos del desorden estructural ya que el método de matriz de transferencia esta formulado en espacio
real.

Dentro del modelo de amarre fuerte a primeros vecinos, la matriz dindmica de una cadena de
atomos es una matriz tridiagonal y por lo tanto se le puede asociar matrices de transferencia 2x2. El
calculo de transmitancia requiere que el sistema esté conectado a dos reservorios en sus extremos a
través de saturadores constituidos por redes periodicas semi infinitas. Consideremos una cadena lineal
de N atomos, entonces la matriz dindmica incluyendo los saturadores periddicos, esta dada por

—a
0 0 0 0
% MOMl
% —% 0 0 0 .-
M M, 4 MM, ’ (2.3)
0 '\;I“;A : 0 0
d): 1 2
0 0 _ 9%
\/MN&MN
0 0 T U —— T
\]MN&MN MNMN+1
—a .
0 0 0 0 N by
MNMNJrl
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donde los &tomos j=1,...,N corresponden al sistema y j=0,-1,-2,... al reservorio izquierdo
mientras que j=0,1,2,... corresponden al reservorio derecho. Sea U = (;) un eigenestado del sistema

con eigenfrecuencia o?, ®ii = i, entonces para cualquier sitio j del sistema se obtiene

0l =——=—0,_, +§,0, - ——10, (2.4)

y despejando U;,, tenemos que

~ j j+1 .7
=

uj+1 -

M. (2.5)

La ecuacion (2.5) se puede escribir en representacion matricial de la forma siguiente

U .=TU, (2.6)

U = I 2.7
j=l]j71 ()

YM;M;., & —0?) o My,

T = a. ! a. \IM

i ] i i-1

1 0

siendo el vector de amplitud

y la matriz de transferencia

(2.8)

A partir de (2.6) se puede demostrar, por induccion matematica, que la correlacion entre los atomos
extremos del sistema esta dada por

UN+1:TNTN—1"'T2—I_1U1 :TUI ' (2-9)

donde

T= fﬁ][% %) (2.10)

j=1 21 C22

Por otro lado, el determinante de la j-esima matriz de transferencia (2.8) es

det(T / (2.11)

como el determinate de matrices es el producto de los determinantes entonces el determinante del
producto de matrices de transferencia T es

N
det(T)=c 1121 / naMy 2.12)
j= M,
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Si las masas de los atomos en los reservorios periodicos son iguales (M,=M,), las masas en los
atomos extremos del sistema son las mismas (M,=M,) y las constantes de fuerza que conectan el

sistema con los reservorios también son iguales (a,=«,), se tiene

det(T)=1. (2.13)

Por otra parte, la solucion general de los desplazamientos en los saturadores y en las fronteras del
sistema es

Ae'™ 4+ Be ™™ sin<l
u,(a) ={ (2.14)

Ce™ +De ™ sin>N'

donde a es la distancia interatdmica. Si el fonon incide por el lado izquierdo numerado por los &tomos
cero y uno, tenemos que q>0, A=1, B=r, C=t y D=0, donde r y t son respectivamente los

coeficientes de reflexion y transmision que satisfacen la relacion. Si sustituimos la solucion (2.14) en la
ecuacion (2.9), se obtiene

teiq(N+l)a Cl,l C1,2 Cl,l Cl,z eiqa + re—iqa
igNa | UN+:L = U1 = , (2.15)
te G Gy G Gy 1+r

donde U, y U,,, se pueden reescribir de la siguiente forma

iga + re—iqa eiqa e—iqa l teiq(N+1)a eiqa e—iqa teina
U = = Uy, = . = . 2.16

La inversa de la matriz en (2.16) puede reescribirse como

iga —-iga -1 _p-iga
€ € - -1 1 e_ . (2.17)
1 1 2isin(ga)| -1 e'*®

Por lo que sustituyendo (2.16) en (2.15) y multiplicando ambos lados por (2.17) se obtiene
t igNa 6 ~ 1
e _ ~1,1 (51,2 ' (2.18)
0 C,y G, \r

11 = [C1,2 - C2,1 + Cl,leiqa - Cz,ze_iqa]/Zi Sin(qa)
o =[(c, —¢,,)e " —c, 6% +¢,,]/2isin(qa)

donde

R

R

i i - 2.19
C2,1 = [(Cz,z - Cl,l)elqa + Cz,leZIqa - C1,2]/2| Sm(qa) ( )
62,2 = [C2,1 - C1,2 + Cz,zeiqa - C1,1e_iqa]/2i Sin(qa)
Resolviendo las ecuaciones (2.18) para t y r, se obtiene que
oG (G ~cy)e™ +_C§1e2iqa e (2.20)
Cz,z Cz,l —Cp, + Cz,zelq _Cl,leilq
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Liana__2isin(ga)e” ™ [det(T)]*

t=(C,+rc,)e . — 2.21
( 1,l+ 1,2) Clvz + CLle—|qa_ (C211+ szzelqa) ( )
De (2.20) y (2.21) se obtienen la transmitancia
H Y 2
|t|2 _ 4sin“(ga) [detZ(T)] __ (2.22)
I:C1,2 - C2,1 + (C11 - Cz,z) Cos (qa)] + (C11 + Cz,z) Sin (qa)
y la reflectancia
2 I:Cll —C,, +(C,, —C,;)cos (qa)]z +(c,, +¢,,)*sin’(qa)
[r| == ' ' ' ‘ ‘ (2.23)

I:C1,2 —Cput (Cl,l - Cz,z) cos (qa)]z + (C1,1 + C2,2)2 Sinz(qa) |

Sumando el numerador de (2.22) al numerador de (2.23) y restando el denominador de (2.23) se
obtiene

4sin*(q@) [det(T)J* +[ ¢, €, , + (¢, ~C,) c0s(qa) | + (¢, +C,,)° sin*(qa)

. (2.24)
_[Cl,z - C2,1 + (C1,1 - Cz,z) Cos (qa)]z - (C1,1 + Cz,z )2 Sinz(qa) = 4det(T) [1_ det(T)]Sin (qa)
por (2.13) se tiene que (2.24) es igual a cero y entonces
[t =+ =1 (2.25)

Dado que la relacion de dispersion o(q) para el modo longitudinal de las excitaciones fondnicas
en los saturadores periddicos es

o = %[l—cos(qa)], (2.26)

sat
donde M, Y «, Sson respectivamente la masa de los atomos y la constante de fuerza central en los
saturadores periodicos, al sustituir (2.26) y (2.13) en (2.22) y (2.23) se obtienen la transmitancia

2/ 2 _ 2
|2 _ ('\/Isat('0 /asat)(4asat Msatw ) (227)

T= |t >
I:Cl,z_ C2,l + (Cl,l_ C2,2) [(1_ M sat(’oz)/zasat ]] + (Cl,1+ C2,2 )2 (M sat('o2 /4aszat )(4asat -M sat(’)z)

y la reflectancia

2
R = | r|2= I:Cl,l_ Coot (Cr o Cz,z)[(l_Msat(Dz)/zasatﬂ +(Cpp+ Cz,1)2 (M0 /40 (4o —M ,0%) . (2.28)

2
[Cl,z_ Cput+(C—Cy ) [(1-M a® )/2asat ]] +(Cyy Gy )* (M 07 /4a52at )4y =M 07)

Observemos que la transmitancia (2.27) depende de la masa y constante de fuerza de los saturadores
periddicos asi como de los elementos de la matriz de transferencia global.
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e Formalismo de Landauer

La formula de Landauer relaciona la conduccion de particulas con la probabilidad de transmision de
éstas, suponiendo que el nimero de particulas se conserva. Consideremos un sistema unidimensional

conectado a dos reservorios L y R con temperaturas T, y T, respectivamente. El flujo o corriente de
calor que atraviesa el sistema puede calcularse mediante la férmula de Landauer dada por [Rego,1998]

| = % ijﬁ; dg i, (q) V() [ Ng(o,,Ty) —n (o, T )] T(o), (2.29)

donde o y V,(®) =dw, /dg son respectivamente la frecuencia y la velocidad de grupo del modo s que
podria ser longitudinal o transversal, mientras que n, (o, T,) es la funcion de distribucion fononica que
indica el nimero de fonones con frecuencia  en el reservorio L a temperatura T, . La ecuacion (2.29)
puede reescribirse como

| = iz jo“’ do o[ Ng(w,Ty) =N (o,T)] Ty (o). (2.30)
Por otro lado, la conductancia térmica del reservorio L al reservorio R es
K= fim = fim @31
y sustituyendo (2.30) en (2.31) se obtiene
1 (= on(w, T
K:ZJ.O dmhm%Ts(m), (2.32)

donde n(w,T) es la funcion de distribucion de Bose-Einstein. La ecuacion (2.32) sera el punto de
partida para el calculo de transporte fondnico en nanoestructuras.

2.3 Grado de localizacién

Dado que la localizacion es una caracteristica de la funcion de onda de diversas excitaciones
elementales en solidos, es necesario cuantificar el grado de localizacion para cada modo normal de
vibracion. A continuacién, introduciremos dos cantidades fisicas que caracterizan el grado de
localizacion.

e Razon de participacion inversa

Una manera de distinguir entre los estados localizados y los estados extendidos es a través del segundo
momento de la densidad de probabilidad [Kramer,1993], es decir, la razén de participacion inversa
(IPR) fononica del modo s definida como
2
IPRY (@)= :
i

(2.33)

i) /(2 o

mientras que la razén de participacion (PR) definida como la inversa de IPR nos indica el namero de
atomos que contribuyen al modo normal de vibracidn. Si el eigenvector de desplazamientos u =[u?(w)]

estd completamente extendido implica que todos los 4tomos tienen la misma amplitud de vibracion
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dada por u?((o) =cte para un s6lido de N atomos y por lo tanto PR=N . En otras palabras, este modo

normal de vibracion es un estado fondnico extendido donde la amplitud de oscilacion es la misma en
los N &tomos de la red. Por el contrario, si el eigenvector u esté localizado en un solo atomo de la red,
es decir, si Unicamente un atomo tiene amplitud de vibracién y todos los demas tienen desplazamiento
igual a cero en este modo normal de vibracion, entonces se tiene PR =1.

¢ IPR generalizada y dimensionalidad fraccionaria

Se puede definir la razon de participacion inversa generalizada de orden n como

IPRi(0) = X Jui(o)” / (Zj

donde n es un numero entero mayor que 1. Asi mismo, se puede introducir la dimensionalidad
fraccionaria correspondiente D, a partir del IPR, a través de la teoria de escalamiento

[Chakrabarti,2019]

n
)

u?(co)‘z) (2.34)

IPR, oc N~("P (2.35)
Si el estado esté localizado su amplitud de vibracion en un solo atomo se tiene que para cualquier n>1
IPR =1 entonces D, =0, mientras que si el estado es totalmente extendido se tiene 1PR =1/N""

por lo que la dimensionalidad del modo normal de vibraciones D, =1.
e Coeficiente de Lyapunov
En el contexto del formalismo de matrices de trasferencia T, definida en (2.8) se define el nimero

como

o <] (2.36)

N N

donde ||T(N)||=\/| . P +lc, P+lc, P +]c,, | es la norma matricial de Frobenius y c,; son los

elementos de T(N) definida como el producto de las primeras N matrices de transferencia (2.9). Se

puede probar que el limite cuando N — oo de (2.36) existe y se denomina coeficiente de Lyapunov
() definido como

y=1lim (2.37)
este nimero se relaciona con la longitud de localizacion (&,) dada por

&~ (2.38)

En resumen, hemos revisado en este capitulo los conceptos de localizacién y transporte fononico
en solidos, asi como su cuantificacion para sistemas periddicos y aperiodicos.
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Capitulo 3 Modos Vibracionales en
Nanoestructuras

En este capitulo estudiaremos la localizacion y transporte de fonones en nanohilos y nanoalambres con
impurezas de masa atomica diferente y defectos estructurales con variacién en la constante de enlace
interatdbmico. Estas nanoestructuras se conectan en sus extremos a dos saturadores semi infinitos y son
abordados mediante la razén de participacion inversa para el caso de la localizacion mientras que el
transporte se analiza usando la formula de Landauer a través de la transmitancia fononica.

3.1 Cadenas de atomos con una impureza central

Cuantificaremos los efectos de una impureza con diferentes masas en el transporte y localizacion de
fonones en una cadena periddica unidimensional calculando la transmitancia (2.27) y la razon de
participacion inversa (2.33). Para este problema de sitios, consideremos una cadena periodica de 10001
atomos idénticos con masa M y constante de fuerza o con saturadores semi infinitos de mismos atomos.
El atomo central de dicha cadena puede ser reemplazado por una impureza de masa M, . En la Figura

3.1 se muestra la transmitancia (T ) definida en la ecuacion (2.27) para el modo longitudinal obtenida
de dicha cadena con y sin impureza central.

L
1012

08}
06|
0.4}
02}
0.0}
1.0 |
0.8
06}
0.4
02}

0.0 — '
0 1 2 3 4 5 6

ORIOF:
Figura 3.1. Transmitancia fononica ('T') como funcion de la frecuencia () para una cadena de
10001 atomos de masa M y constante de fuerza o -conectados a dos reservorios semi infinitos en
sus extremos- con una impureza central de masa (a) M,,, <M y (b) M,.>M , donde w}=a/M

imp = imp =

Transmitancia (T)
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Notese en la Figura 3.1 que la transmitancia es uno para la cadena periddica sin impurezas en el
intervalo ©’< 4o; siendo o;=a/M , lo cual corresponde a un transporte balistico donde la excitacion

fononica a traviesa el sistema sin sufrir colisiones. Asi mismo, al introducir la impureza se observa una
disminucion importante de la transmitancia del sistema, donde esta disminucion aumenta para
frecuencias mayores. Este hecho puede entenderse a partir de que los modos fondnicos a bajas
frecuencias poseen una longitud de onda larga que siente poco la presencia de impurezas locales,
mientras que los modos con longitud de onda corta son dispersados fuertemente por dichas impurezas.
Las curvas de transmitancia de la Figura 3.1 puede determinarse en forma analitica dada por

2 2
4oy —o

4o}~ 2cozmimp +@’m

T(0?) = (3.1)

2
imp

para o’<4a;, siendo m, =M, = /M .
Con respecto a la localizacion de los modos fondnicos en presencia de una impureza central
analizada en la Figura 3.1, hemos calculado la razon de participacion (PR) a partir de la ecuacion (2.33)

que cuantifica numeros de atomos que participan en cada modo normal de vibracion, cuyos resultados
se presentan en la Figura 3.2.

1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
1.0
0.8
06|
0.4
0.2
0.0

T T T T T T T T T

(a) |

Razon de participacion (PR/N)

0 1 2 3 4 5 6
®?/m§
Figura 3.2. Razdn de participacion (PR) versus la frecuencia (o) para
la misma cadena de la Figura 3.1.

Observe que de forma analoga a la transmitancia de la Figura 3.1, la razén de participacion (PR) es
uno en el intervalo ®’<4w’ para cadena periodica sin impureza, debido a que todos los modos son

extendidos habiendo la misma amplitud de vibracidn para todos los atomos de la cadena. Asi también,
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observamos que conforme la frecuencia aumenta el nimero de 4tomos que contribuyen a los modos
vibracionales disminuye, es decir, modos fondnicos mas localizados, en consistencia con lo observado
en la transmitancia (Figura 3.1). Por el contrario, cuando las frecuencias son pequefias la longitud de
onda es muy larga y la impureza pasa desapercibida, tal que los &tomos contribuyen de forma extendida
a los desplazamientos.

A continuacion, trataremos de reproducir analiticamente el valor limite de PR de aproximadamente
0.33 observado en la Figura 3.2, cuando ®’— 4w y M, >>M . En particular, analizaremos en detalle
para el caso de w’=3w?, M, =10M 'y N=10001 atomos. En términos de los desplazamientos u;
que obedece la ecuacion de movimiento (1.9), las matrices de transferencia son

-1 -1
s o
para todos los &tomos, excepto por el atomo de impureza ubicada en la posicion 5001 cuya matriz de
transferencia es
-28 -1
(=) "

Para una impureza ubicada en el centro de la cadena, las razones de participacion correspondientes al
caso transitorio y al estacionario tienen el mismo valor, donde en el primer caso se omite la
consideracion de la onda reflejada. Por simplicidad, estudiaremos el caso transitorio con la onda

incidente
U, 1 1

i —_1_;\B —
entonces se tienen Ugy,=—5—1% Y Uy, =1, los cuales conducen a

Uso, :(_28 _1] 1 — _5_25_i§ . (3.5)
Usgo1 1 0 —%—i@ 1

: _5_ i3 _ __ 5 ,i\B _5_ B _ _
De esta forma, se tienen Usoos=> — 15, Usgu=1, Ugges=—5 +15, Ugpe=% — 175, Ugger =1, ..., Uggee=1

, u10000=—5—25+i§ y u10001=5—23—i§. Por lo que tenemos un comportamiento oscilatorio en el

desplazamiento local de los &tomos con un periodo de 3a después de la impureza. Esto conduce a una
razon de participacion dada por

10001
u.I2
PR [Z' ’lJ _ (757x1667 +703x1667 +1x 6667 )’

10001 = 2 2 ~0.3347. (3.6)
N XZ lu |4 10001x (757° x1667 + 703° x1667 +1x 6667)
i
=1

10001

En general, la presencia de una impureza en una cadena periddica puede inducir un estado
exponencialmente localizado fuera de la banda del sistema periddico. Este estado no participa en el
transporte fondnico cuando la longitud del sistema tiende a infinito. Para nuestro caso de una cadena de
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10001 atomos con condicion a la frontera libre (sin saturadores) y una impureza de M, =0.8M
ubicada en su centro, la densidad de estados fononica (DOS) definida como

DOS((DZ)z—1 lim Im Tr% (3.7)
T 10" (@+in)l -
tiene su expresion local (LDOS) en el &tomo j dada por
1. Glaya i)y 1 |G [
LDOS . (0°)=—=1limIm| » ~~ =2 5120\ =~ |lim Im| » ———|. 3.8
i) 7T 10" (ZS: w’—wl+in T -0 Zs:ooz—oaiﬂn (38)
La Figura 3.3 muestra la densidad de estados local (LDOS) del atomo impuro central (linea roja)
con j=5001 en comparacion con LDOS de la misma cadena sin impureza (linea gris), en la cuales una

parte imaginaria de 7 = 0.001w’ fue incluida.

r\/l—\ 2 B | T I T I T I I | ]
R
= 100 - _Mimp= 0.8M ]
O 3 E
g —
& 107 3
© - -

-2 | —
g ¢ L\ T
o L 4
@ 103
()]
D -10-4 | 1 I 1 | 1 | 1 I

0 1 2 3 4 5
02/}

Figura 3.3. Densidad de estados fononica local de la impureza central j=5001 en
una cadena periddica de 10001 atomos con una parte imaginaria de 7 = 0.001w;.

Observe en la Figura 3.3 la presencia de un pico alrededor de w’=4.20;, el cual se debe a la
impureza con M, =0.8M cuyo amplitud decae exponencialmente en la densidad de estados local de sus

vecinos, por lo que no contribuye al transporte fonénico del sistema cuando la longitud de la cadena tiende a
infinito. Este pico de impureza se aleja de la banda al disminuir la masa de la impureza y para masas de
impureza mayores que la de la cadena dicho pico se encuentra dentro de la banda fondnica. A pesar de su
ausencia explicita en el espectro de transmitancia, sus efectos pueden notarse a través de la variacion de
transmitancia en los modos de alta frecuencia vibracional.

31



3.2 Cadenas de atomos con un defecto estructural

Ahora estudiaremos las modificaciones en la localizacion y transporte fonénico en una cadena causado
por un defecto estructural caracterizado por la constante de fuerza «, . Este problema se conoce en la

literatura como el fuera de diagonal. Para este estudio consideraremos una cadena periédica de 10000
atomos idénticos con masa M y constante de fuerza a cuyos extremos se conectan con saturadores semi
infinitos de mismos &tomos y constantes de fuerza. El defecto estructural se introduce en el enlace
central, es decir, la constante de fuerza entre el atomo 5000 y el 5001 es ¢, . En la Figura 3.4 se

muestra la transmitancia (T ) de los modos longitudinales como una funcién de la frecuencia () para
@ az2ay() ay<c.

1.2 — 1
1.0'(3) —afa
0.8
0.6}
0.4 |
02}
0.0}
1.0 |
0.8
06|
0.4
02}

0.0 — — —t
0 1 2 3 4 5 6
0?3
Figura 3.4. Transmitancia fondnica ('T') como funcién de la frecuencia

(w) para una cadena de 10000 atomos de masa M y constante de fuerza o -
conectados a dos reservorios semi infinitos en sus extremos- con una

impureza central de enlace (a) 2, >a y (b) a,< «, donde ©; =a/M .

Transmitancia (T)

Notese la similitud entre las Figuras 3.1 y 3.4, donde el comportamiento M; — 0 se asemeja a

a,—> o Yy viceversa. Para el caso limite de «,=0 se tiene dos cadenas desconectadas, por lo que la

transmitancia del sistema completo es cero. La Figura 3.5 muestra la razén de participacion (PR) versus
la frecuencia (w) para misma cadena de la Figura 3.4 con un defecto estructural central caracterizado
por la constante de fuerza « . Una vez mas, se observa una clara similitud entre las Figuras 3.2 y 3.5

con la misma correspondencia entre los casos limites.
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Razon de participacion (PR/N)

00 [ A 1 L 1 L 1 L L | f
o 1 2 3 4 5 6

®?/®3
Figura 3.5. Razén de participacion (PR) contra la frecuencia (o) para la
misma cadena de la Figura 3.4.

3.3 Nanoalambres con un defecto planar

A continuacion, se extiende el estudio de los modos normales de vibracién longitudinal a nanoalambres
cUbicamente estructurado con una seccion transversal finita de N,x N, atomos, como se muestra en la

Figura 3.6 para el caso de N,=N, =3 y un defecto estructural planar caracterizado por una constante

de fuerza o, .

J J )\;) J J

Figura 3.6. Nanoalambre de masas idénticas y constantes de fuerza central ay no
central S con una seccion transversal de 3x3 atomos y un defecto planar en la mitad

del alambre caracterizado por una constante de fuerza central «, para los modos
longitudinales.

La matriz dinamica (®) del nanoalambre dentro del modelo de Born puede escribirse como
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R A
o - .
o .
0 0 7,

0
0

Tna

b

(3.9)

donde ¢; y t; son respectivamente las submatrices que describen las interacciones dentro del j-esimo

disco y entre discos j y j+1. Para el caso de modos longitudinales en un nanoalambre con seccion
transversal de 2x2 atomos, dichas submatrices pueden escribirse como

aj taj+2p -B O -p
M; M M
-8 al_1+afj+2/)’
", W 0
¢4 =
] -B 1taj+2p -p
0 W ",
-8 -B ajtaj+2p
™, 0 ™, v

i i

0

. (3.10)

donde £ es la constante de fuerza no central, M; es la masa de los atomos en el j-esimo disco y «; es

la constante de interaccion central entre los atomos del j-esimo disco y los del (j+1)-esimo disco. Las

submatrices ¢; puede diagonalizarse como

&, 0 0 0
0 &, 0 0

—w' — i2 —

EEWOYEl g 0 g, 0 |7
0 0 0 ¢,

donde la matriz de transformacion unitaria es

SES SR
s o %l o

0

ajtaj+2f

[N N Y P Y T N o

0

, (3.11)

(3.12)

En consecuencia, la matriz de transformacidn para la matriz dindmica del sistema es

oo o s -

y entonces la matriz dindmica @ se convierte a
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O=Wow=| (3.14)

la cual contiene Unicamente elementos diferentes de cero en la diagonal principal y dos no-diagonales.
Esta nueva matriz dindmica (@®) puede reescribirse como

o8]

1

, (3.15)

oo Wo
oWoo
W ooo

donde V es la matriz de remuneracion de los atomos [Sanchez,2019] y las submatrices resultantes de =
son

&1 - 0 0

MM,
. 0 .
NI
B, =|. , , e (3.16)
0 0 L

\éMr\HMN gN'k

las cuales corresponde a la k-esima cadena efectiva independiente con elementos diagonales
determinados por la ecuacién (3.11).

En la Figura 3.7 se muestra el espectro de transmitancia (T ) de los modos longitudinales como
una funcién de la frecuencia (w) para una nanoalambre de atomos cubicamente estructurados con
10000 discos transversales de 3x3 atomos idénticos con masa M, constantes de fuerza central « y no
central #=0.5«, donde se introduce un defecto estructural caracterizado por la constante de fuerza
a,=0.9« (linea roja) entre los atomos del disco 5000 y el 5001. Este espectro es comparado con el del
mismo nanoalambre sin el defecto estructural (linea gris). Notese primero que el espectro de
trasmitancia para el nanoalambre periodico tiene una estructura piramidal con 6 escalones en cada lado,
cuyas posiciones se ubican del lado izquierdo en ©”/w; =0, 2,2, 28 32 /32 47 47 y6L y del

s @ a?
lado derecho en o”/w;—4=0,2,2 22 35 350 45 42 yv6L |os cuales se derivan de los

S o’ a

eigenvalores obtenidos de la matriz dinamica de 9x9 para cada disco similar a la ¢; de 4x4 mostrada en

la ecuacién (3.10). EIl espectro de transmitancia de la Figura 3.7 (linea roja) se puede obtener
analiticamente como
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N, x 2 2
Te ZM as(da—-Mo'+¢g;),)

= alda? +(a—2ad)(M0)2—gj'k)] ’

(3.17)

donde ¢;, se define en la ecuacion (3.11) para cualquier jy 0< Mmz—gj’k <4qa .

1

Transmitancia (T
O = N W A O O) NN OO © ©

®?/®3
Figura 3.7. Transmitancia de modos longitudinales ('T) como funcién de la
frecuencia (w) para un nanoalambre de 10000 discos transversales de 3x3
atomos con masa M, constantes de fuerza central o y no central § y un defecto
estructural con a, =0.9« (linea roja) en comparacion con el caso sin defecto
(linea gris).

En la Figura 3.8 se muestra la razon de participacion (PR) de los modos longitudinales como una
funcion de la frecuencia (o) para el mismo nanoaloambre de la Figura 3.7. Observe que los modos

acusticos de larga longitud de onda son poco perturbados por la existencia del defecto estructural
planar.

1.2

1.0 =

0.8 |- —

02 |- — O4= 0.90

Razon de participacion (PR/N)
o
D
|
|

OO 1 | 1 | L | 1 | L | L | 1 1




Figura 3.7. Razon de participacion (PR) contra la frecuencia () para el mismo
nanoalambre de la Figura 3.7.

Cabe mencionar que el defecto estructural de deslizamiento entre discos analizado en esta seccion
tiene una ocurrencia frecuente en nanoalambres, ya que la energia requerida para la generacion de
dicho defecto es pequefia en comparacion con la energia total del sistema.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos estudiado los modos vibracionales en nanoalambres con impurezas y
defectos estructurales dentro del modelo de Born que incluye interacciones interatdbmicas tanto
centrales como no centrales. Analizamos la localizacién fonodnica a través de la razon de participacion y
el transporte por la formula de Landauer via transmitancia calculada a partir de las matrices de
transferencia. Para nanoalambres con seccion transversal finita hemos desarrollado una transformacion
unitaria que convierte el problema vibracional tridimensional a un conjunto de cadenas independientes.
Esta transformacidn es exacta y puede combinarse con el método de renormalizacion en el espacio real
[Sanchez,2001] para abordar nanoalambres de longitud macroscopica. Los principales resultados
obtenidos en la presenta tesis pueden resumirse de la siguiente forma.

(1) La introduccién de una impureza con una masa diferente (M, ) en una cadena de 4&tomos provoca

imp
la localizacion de los modos normales de vibracion reduciendo el nimero de atomos que participan
en dichos modos.

(2) Esta localizacion tiene sus consecuencias en el transporte fondnico siendo los fonones de menor
longitud de onda mas afectados por las impurezas locales.

(3) Hemos encontrado una disminucién en forma lineal de la transmitancia con respecto al cuadrado
de la frecuencia para los casos de M; =2M y M, —0.

(4) Hallamos un valor minimo de la razon de participacion, el cual fue confirmado por célculos
analiticos.
(5) Para el caso de un defecto estructural caracterizado por un enlace interatomico diferente (¢, ),

encontramos escenarios muy similares del caso de impureza, excepto por ejemplo el mencionado
comportamiento lineal aparece si o;=0.5a 0 ay—> .

(6) EI espectro de transmitancia fondnica para nanoalambres con seccidn transversal finita tiene una
forma piramidal y la presencia de un defecto planar suaviza los escalones de mayor frecuencia, en
consistencia con los resultados de cadenas individuales.

(7) Hemos obtenido soluciones analiticas del espectro de transmitancia para nanoalambres con un
defecto planar.

Por ultimo, quisiera comentar que la metodologia presentada en esta tesis puede extenderse para el
estudio de los problemas de dos impurezas o defectos, asi como desorden de largo alcance tales como
impurezas o defectos ordenados siguiendo la secuencia de Fibonacci.

38



Bibliografia

[Abrahams,1979] E. Abrahams, P. W. Anderson, D. C. Licciardello y T. V. Ramakrishnan, Scaling
theory of localization: Absence of quantum diffusion in two dimensions, Phys. Rev. Lett. 42,
673-676 (1979).

[Anderson,1958] P. W. Anderson, Absence of diffusion in certain random lattices, Phys. Rev. 109,
1492-1505 (1958).

[Ashcroft,1976] N. W. Ashcroft y N. D. Mermin, Solid State Physics, (W.B. Saunders Co., 1976). p.
20-23.

[Born,1954] M. Born y K. Huang, Dynamical Theory of Crystal Lattices, 1% edition (Oxford University
Press, 1954) p. 214-226.

[Bruus,2004] H. Bruus y K. Flensberg, Many-Body Quantum Theory in Condensed Matter Physics
(Oxford University Press,2002) p. 95-100.

[Briiesch,1982] P. Briiesch, Phonons: Theory and Experiments I, 1% edition (Springer, 1982) p. 100-
106.

[Callister,2007] W.D. Callister, Materials Science and Engineering, 7" edition (John Wiley & Sons,
2007) p. 81-88.

[Callaway,1974] J. Callaway, Quantum Theory of the Solid State (Academic Press, 1974) p. 1-10.

[Chakrabarti,2019] A. Chakrabarti, Electronic states and charge transport in a class of low
dimensional structured systems, Phys. E 114, 113616 (18 pp) (2019).

[Greiner,1986] G. Reinhardt, Field Quantization (Springer,1986) p. 3-18.

[Goldstein,2000] H. Goldstein, C. Poole y J. Safko, Classical Mechanics, 3" edition (Addison Wesley,
2000) p. 388-412.

[Kramer,1993] B. Kramer y A. MacKinnon, Localization: Theory and experiment, Rep. Prog. Phys. 56,
1469-1564 (1993).

[Mott,1967] N. F. Mott, Electrons in disordered structures, Adv. Phys. 16, 49-144 (1967).

[Rego,1998] L. G. C. Rego y G. Kirczenow, Quantized thermal conductance of dielectric quantum
wires, Phys. Rev. Lett. 81, 232-235 (1998).

[Rossler,2009] U. Réssler, Solid State Theory: An Introduction, 2" edition (Springer, 2009) p. 37-68.

[Salazar,2007] F. Salazar, Localizacion y Transporte Fononico en Sistemas Cuasiperiodicos, Tesis de
Doctorado, Universidad Auténoma de San Luis Potosi (2007) p. 16.

[Sanchez,2001] V. Sanchez, L. A. Pérez, R. Oviedo-Roa y C. Wang, Renormalization approach to the
Kubo formula in Fibonacci systems, Phys. Rev. B 64, 174205 (11pp) (2001).

[Sanchez,2018] F. Sanchez, V. Sanchez y C. Wang, Ballistic transport in aperiodic Labyrinth tiling
proven through a new convolution theorem, Eur. Phys. J. B 91, 132 (12pp) (2018).

39



[Siit6,1994] A. Suts, en Beyond Quasicrystal, editado por F. Axel y D Gratias (Les Editions de
Physique, France, 1994) pp. 483-498.

[Ziman,1960] J. M. Ziman, Electrons and Phonons, (Oxford, 1960) p. 1-38.
[Ziman,1979] J. M. Ziman, Models of Disorder, (Cambridge University Press,1979) p. 5-17, 36-56.

40



	Portada 

	Resumen
	Contenido

	Introducción 

	Capítulo 1. Modos Normales de Vibración
	Capítulo 2. Localización y Transporte 

	Capítulo 3. Modos Vibracionales en Nanoestructuras  

	Conclusiones  
	Bibliografía

