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Introduccion

Las oscilaciones de neutrinos se refieren a las transformaciones periédicas
entre los diferentes sabores de los neutrinos v., v, v,. El concepto de oscila-
ciones de neutrinos fue introducido por primera vez en 1958 por B. Ponte-
corvo para transiciones de neutrino/antineutrino. Con el descubrimiento del
neutrino muénico en 1962 en el experimento realizado por Lederman, Sch-
wartz y Steinberger, surge la posibilidad de la transiciones entre los distintos
sabores del neutrino.

Por otro lado las primeras medidas experimentales del flujo de neutri-
nos solares predicho por el Modelo Estandar Solar se llevaron a cabo en la
década de los 60’s por Davies y sus colaboradores, dichas medidas arrojaron
un déficit respecto al valor predicho, esta discrepancias fue posteriormen-
te confirmada por varios experimentos realizados en diferentes laboratorios,
este es el conocido “problema de los neutrinos solares”. Las oscilaciones de
neutrinos son la mejor propuesta para resolver este problema, fue en 1978
cuando Wolfenstein discutio los efectos de la materia en la propagacién de
los neutrinos debido a las interacciones con las particulas del medio. El con-
cluy6é que los neutrinos se encuentra sujeto a un potencial efectivo que es
analogo al indice de refraccién de la luz a través de la materia.

Por su parte, en 1985 Mikheyev y Smirnov descubrieron que las probabili-
dades de transicion en las oscilaciones de neutrinos pueden ser sensiblemente
modificadas cuando el neutrino se propaga en un medio con densidad varia-
ble, este es el efecto MSW, el cual se volvié famoso rdpidamente debido a
ser el mejor candidato para explicar el problema de los neutrinos solares.

Desafortunadamente la literatura disponible discute de manera some-
ra el caso de los antineutrinos, el proposito del presente trabajo consiste
en estudiar tanto las oscilaciones de neutrinos como las de los antineutri-
nos y encontrar las similitudes y diferencias que presentan cuando estos se
propagan en materia bajo las mismas condiciones, asi como las relaciones
existentes entre ambos casos.

El objetivo principal de esta tesis fue dar la relacion existente entre los
operadores de evolucion de las amplitudes de los eigenestados instantaneos
de masa en materia, la idea surgié con la intenciéon de extender los resul-
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tados realizados anteriomente en otra tesis de licenciatura dirigida por el
Doctor D’Olivo [15], al caso de tres generaciones. Al igual que en el trabajo
previamente citado centraremos nuestra atencién en los neutrinos solares.

A partir de las relaciones existente para las amplitudes de los estados de
sabor del neutrino y el antineutrino fue posible dar la relacién general entre
los operadores de evolucion, y en el limite en el que en el borde del medio la
densidad presenta una sibita caida, de tal forma que la densidad en el borde
se puede despreciar, encontramos que para el caso de dos sabores es posible
establecer una relacién general entre las probabilidades de cruzamiento del
neutrino y el antineutrino. Para el caso de tres generaciones, no es posibles
establecer dichas relacion ya que no podemos definir las probabilidades de
cruzamiento en la zonas de densidades baja y alta, como se hizo en el caso del
neutrino, sin embargo a partir de la relaciéon aproximada de los operadores
de evolucion somos capaces de calcular las probabilidades de transicion del
antineutrino, en términos de los parametros del neutrino, nuestro resultado
permite encontrar dichas probabilidades sin la necesidad de hacer hipétesis
adicionales que carezca de significado fisico.

El presente trabajo se estructura de la siguiente forma; en el Capitulo
1 damos una breve introduccién al neutrino asi como a sus propiedades
generales, discutimos las diferencias entre él y su antiparticula; hablamos de
la naturaleza del neutrino y de las distintas fuentes de estos que existen en
la naturaleza, centrando nuestra atencién en los neutrinos solares.

En el Capitulo 2 y teniendo ya una idea de las propiedades generales
de los neutrinos, nos disponemos introducir la ecuacién de evolucion de las
amplitudes de los estados de sabor en el vacio, nos percatamos que es con-
veniente trabajar en la base de masa, ya que en esta ultima el Hamiltoniano
resulta ser diagonal. Las bases de sabor y masa relaciona por una transfor-
macién unitaria, dicha trasformacion queda representada por la matiz de
mezcla, discutimos brevemente algunas de las propiedades de esta matriz
y finalmente establecemos las probabilidades de transiciéon para el caso de
dos y tres generaciones, enfatizando las diferencias que se presentan en cada
caso.

En el Capitulo 3, estudiamos los efectos de la materia en la propaga-
ciéon de neutrinos y sus consecuencia en el calculo de las probabilidades de
transicion. Para el caso de dos sabores discutimos la aproximacion adiabéti-
ca y sus efectos en las oscilaciones de neutrinos. Nuestro principal interés
se encuentra en poder calcular las probabilidades de transicion cuando es-
ta aproximacion deja de ser valida, usando el formalismo del operador de
evolucion fuimos capaces de deducir la llamada formula de Parke.

Para el caso de tres sabores centramos nuestra atencion en encontrar el
operador de evolucién de las amplitudes de los estados instantdneos de masa
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en materia y las condiciones bajo las cuales este puede ser propuesto, como
un problema efectivo de 2 x 2 cerca de los valores de las resonancia en las
regiones de densidades bajas y altas respectivamente.

Finalmente en el Capitulo 4 nos dedicamos a estudiar el caso de los anti-
neutrinos y las relaciones que existen con los neutrinos y sus consecuencias.
Existe una relacion entre las amplitudes de los estados de sabor al hacer
el cambio de signo de las diferencias cuadraticas de masas; esta relaciones
nos permiten establecer la relacion general entre los operadores de evolu-
cion de las amplitudes de los estados instantaneos de masa en materia de
los neutrinos y los antineutrino. A partir de este resultado pudimos esta-
blecer la relacién entre las probabilidades de cruzamiento del neutrino y el
antineutrino, para el caso de dos sabores.

En el caso de tres sabores notamos que no podemos deducir el operador de
evolucién de las amplitudes de los estados instantaneos de masa en materia
de las misma forma que se hizo para los neutrinos, ya que para el caso
del los antineutrinos los angulos de mezcla en materia ya no presentan el
comportamiento resonante y ya no es posible factorizar el problema, en un
problema efectivo de 2 x 2 cerca de valor cada resonancia, en vez de ello,
usando las relaciones generales entre los operadores de evoluciéon podemos
calcular las probabilidades de transicién del antineutrino en términos de las
parametros del neutrino, sin la necesidad de conocer la forma explicita del
operador de evolucién de las amplitudes de los estados instantaneos de masa
en materia del antineutrino.

Presentamos este como resultado principal del presente trabajo, el cual
también nos permite concluir que las soluciones del antineutrino no pueden
obtener directamente de las soluciones del neutrino tinicamente cambiando
el signo del potencial efectivo en estas. De hecho concluimos que el caso del
antineutrino debe ser tratado de forma separada y aunque presenta grandes e
innegables similitudes con el caso del neutrino, las sutilezas que se presentan
en cada caso nos llevan a conclusiones bastante diferentes.
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Capitulo 1

El Neutrino

La existencia del neutrino electronico fue propuesta por primera vez por
W. Pauli en 1930, con la intencién de entender el espectro de energia conti-
nuo del electrén generado en el decaimiento /3. En la teoria existente en ese
momento, el decaimiento [ se consideraba un decaimiento de dos cuerpos,
por lo tanto, la energia del electrén emitido debia ser tnica. Esto estaba en
evidente discrepancia con los resultados experimentales, es decir, los expe-
rimentos estaban en contradiccién con la conservacién de la energia; la idea
de la conservacion de la energia, llevé a Pauli a proponer la existencia de
una nueva particula fermidénica, neutra y cuya masa debia ser del orden de
la masa del electrén; la cual era responsable de llevarse la energia faltante;
dando asi una explicacion satisfactoria del espectro de energia continuo del
electrén.

En el modelo estandar de particulas, hoy es sabido que ademas del
electrén, existen dos generaciones (sabores) més de leptones cargados (el
muon 4~ y el tau 77) y que a cada una con su correspondiente neutrino, es
decir existen 3 sabores (generaciones) de neutrinos v, v, v;.

1.1. Propiedades generales del neutrino

El neutrino es en muchas formas una particula especial, la primera de
ellas es que son, en varios 6rdenes de magnitud, mas ligeros que todos los
deméds fermiones. El neutrino es también una particula neutra, no siente
la interacién fuerte, y interacciona unicamente por medio de interacciones
débiles, de hecho extraordinariamente débiles, por ejemplo los neutrinos pro-
ducidos en los reactores nucleares con energias de E, ~ 1 MeV, tienen una
probabilidad de ~ 1078 de interaccionar con un detector sélido de grosor
de un metro, o una probabilidad de ~ 10~!! de interaccionar en el interior
de la tierra a lo largo de la trayectoria que pasa por su centro [11].
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El neutrino tiene dos tipos de interacciones, estos se pueden acoplar con
un boson Z°, cambiando su cuatro-momento, pero manteniendo su identidad
(corriente neutra) o bien se pueden acoplar con bosones W “transformando-
se” en alguno de los leptones cargados e*, u*, v* (corriente cargada) [11].

Debido a los procesos de corriente cargada es que se puede definir el
concepto de estados de sabor; el sabor de neutrino es simplemente el tipo de
lepton cargado con el que esta conectado en los procesos de corriente cargada.
Por ejemplo en el decaimiento de un boson (virtual) W=* es convencién
escribir:

Wt =1t 4y, W~ =1 471, (1.1)

donde la etiqueta [ = e, u, 7 del neutrino corresponde al tipo del lepton
cargado, la distincion de v y 7, para cada etiqueta dada tiene una clara
justificacion experimental, se ha encontrado que el estado v, definido de
acuerdo a la convencién escrita en (1.1) interactuando cerca del punto de
creacién solo puede producir e~ (y no g~ o un e*), mientras un estado 7,
solo produce e™, y similar para otros tipos de neutrinos, en resumen, tanto la
etiqueta de sabor como la notacién de la barra, tienen un concreto significado
fenomenoldgico [11].

También es sabido a partir de los datos recabados en los experimentos
realizados hasta el momento que los estados de sabor del neutrino producidos
por medio de interaciones débiles son predominante izquierdos (left-handed),
esto es; que tienen spin antiparalelo a su momento, mientras que los antineu-
trinos son derechos (right-handed), es decir, su spin y momento son paralelos,
este hecho abre las puertas a nuevas y fascinantes posibilidades, como por
ejemplo que los estados v y 7 sean dos estados de spin diferente de la misma
particula, es decir que el neutrino sea su propia antiparticula [11,19], a las
particulas con esta propiedad se le conoce como particulas de Majorana.

En las ultimas decadas se han hecho remarcables descubrimientos en
cuanto a la fisica de neutrinos se refiere, uno de ellos y quizas el mas im-
portante, es la existencia de las oscilaciones de neutrinos, Este fue sugerido
por primera vez en 1958 por B. Pontecorvo [18]. El cual fue motivado por

‘ -0 . .
el fenémeno de mezcla de kaones neutros, K° <5 K . Pontecorvo interpreté
el rumor del aparente éxito en las observaciones de Raymond Davis, el cual
resulté ser falso, en la reaccion

7T Cl =T Ar 4 e (1.2)

como resultado de la transicion 7 — v y posteriormente la reaccion v +
37C1 =37 Ar + e~, sin embargo este proceso no seria posible, ya que aunque
el neutrino oscilara con su antiparticula, los antineutrinos son derechos y
dado que la helicidad se conserva, dichos neutrinos no podrian inducir esta
reaccién [3].
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Los experimentos realizados hasta la fecha con neutrinos solares, at-
mosféricos acelerados y provenientes de reactores nucleares ha dado pruebas
convincentes de la existencia de este fendmeno.

Esto puede explicarse si el neutrino tiene una masa no nula; bajo esta
suposicion, los estados de sabor v, v, y v, acoplados con el correspontiende
lepton cargado no tiene una masa bien definida, en vez de ello son una
combinacién lineal de otros tres (o més) estados con masas bien definidas;
los estados de masa [12,19].

Todos los datos experimentales recabados hasta la fecha, pueden descri-
birse asumiendo tres estados de sabor. Asimismo se ha establecido firmente
en base a los datos experimeltales que existen al menos tres estados de
masa ligeros vy, 15,3 con mia3 S 1 eV y deben tener diferentes masas
mq 7£ mo 7é ms [19]

La relacién entre los estados de sabor y los estados de masa, asi como
las cantidades fisicas relevantes para el caso de dos y tres generaciones son
el objeto de estudio de los proximos capitulos, por lo cual pospondremos su
estudio hasta entonces.

1.2. La naturaleza del neutrino

Los experimentos que estudian, las oscilaciones de sabor no pueden pro-
veer informacién acerca de la naturaleza del neutrino, es decir, no es posible
determinar si el neutrino es una particula de Dirac o de Majorana, la de-
terminacién de la natruraleza del neutrino es de importancia fundamental
para entender tanto el origen de las masas, como la simetria subyacente de
las interacciones. Si el neutrino resultara ser una particula de Dirac, ciertas
cantidades aditivas deben conservarse en la interaccién entre particulas, co-
mo el nimero lepténico, en caso contrario el nimero lepténico ya no es una
cantidad conservada [19].

La forma mas prometedora de distinguir si el neutrino es una particula
de Dirac o de Majorana son los experimentos que busca el doble decaimiento
beta sin emisién de neutrinos.

El doble decaimiento beta es el proceso:

(Z.A) = (Z+2,A) + 2 + 27, (2v88) . (1.3)

este puede ocurrir cuando el decimiento beta sencillo estd cinematicamen-
te prohibido, por ejemplo el nicleo [5Ge no puede decaer, a ISAs ya que
este tiene un masa mayor en 0.4 MeV, sin embargo por medio de un do-
ble decimiento beta puede decaer a §5Se que es 3.05 MeV mds ligero; este
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proceso es de segundo orden en el acoplamiento débil y por lo tanto corres-
ponde a tasa de decaimiento bastante bajas con tiempos de vida del orden
de T 2 10" — 10* afios. [11]

El proceso sin emisién de neutrinos:

(Z,A) = (Z+2,A) +2e” (Ovpp) (1.4)

puede ser representado como un decaimiento beta seguido de la absorcion
del antineutrino emitido por un neutrén diferente en el nicleo; para que este
proceso sea factible tiene dos condiciones:

= El neutrino debe ser su propia antiparticula, es decir deber ser una
particula de Marojana.

s [La masa del neutrino debe ser distinta de cero.

El primer caso se puede entender de la siguiente forma; si el neutrino
y el antineutrino son idénticos, la absorcién del neutrino tiene las mismas
consecuencias que la absorcion del antineutrino, de hecho esta reaccion viola
la conservacién del niimero leptonico en dos unidades. La segunda condicion
se sigue del hecho de que el antineutrino emitido en el primer decaimiento
tiene la quiralidad equivocada para ser absorbido, En este caso la absorcién
es posible sin violar la conservacién del momento angular si y solo si la masa
del neutrino es no nula, de hecho la amplitud para el doble decaimiento beta
sin emision de neutrinos, es proporcional a la masa del neutrino. [11]

Actualmente las limitaciones experimentales no han permitido llegar a
un estado concluyente acerca de la naturaleza del neutrino siendo este uno
de los principales retos de la fisica de neutrinos en la actualidad.

1.3. Fuentes de neutrinos

Al neutrino se le suele distinguir por el tipo de fuente que lo produce, por
ejemplo tenemos neutrinos solares, atmosféricos, provenientes de reactores
nucleares o aceleradores de particulas, y cada uno tiene espectro energético,
composicion de sabores y distribuciones diferentes. Los neutrinos solares y
atmosféricos son producidos de manera natural, su flujo asi como la distancia
entre el punto de produccién y punto de detecciéon no pueden ser controla-
dos experimetalemnte. Los neutrinos atmosféricos pueden producir como
Yy Uy Ve Y Ve, sin embargo, los neutrinos solares son producidos tinicamente
como neutrinos electréonicos debido a los procesos de fusién termo-nuclear
de cuatro protones para producir niicleos de helio [19].
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Los neutrinos provenientes de reactores nucleares o de aceleradores de
particulas (neutrinos acelerados, por como se les conoce en la literatura) son
creados de forma artificial y es posible en principio, elegir la distancia entre
la fuente y el punto de deteccién. Los neutrinos acelerados son apliamente
usados en experimentos que estudian las oscilaciones de sabor, son produ-
cidos por el decaimiento de mesones secundarios (pioes y kaonoes) creados
por la colisién de un haz primario de protones con algin nicleo obejtivo. El
flujo de los neutrinos acelerados depende un gran nimero de factores, como
lo es la energia e intensidad de haz primario de protones, el material y la
geometria del blanco, el angulo de produccién de los mesones secuandarios
con respectoal haz primario, entre otros [19].

Los reactores nucleares, por su parte, son una intensa e isotropica fuente
de 7, creados en su centro como productos de los decaimientos-£ ocasionados
en los procesos de fisién nuclear. Gracias al conocimiento de la fisica nuclear
es posible calcular a detalle las cadena de desintegracion generadas por los
proceso de fisién ntclear y estimar el flujo y el espectro de energia del haz
de antineutrinos 7.. [11]

Para los experimentos de oscilaciones de neutrinos el conocimiento del
flujo para cada sabor del neutrino y antineutrino es necesario para el planea-
miento y diseno del experimento, el analisis de datos y la estimacién de error
sistemdticos [19], por esta razon los experimentos realizados con neutrinos
provenientes de reactores nucleares son una excelente forma de estudiar las
oscilaciones de neutrinos.

1.3.1. Neutrinos solares

El Sol es una intensa y bien definida fuente de neutrinos, éste proporciona
una excelente oportunidad para estudiar los efectos de la materia en las
oscilaciones de neutrinos, debido a su amplio rango de densidades y la gran
distancia entre el y la Tierra.

Los neutrinos solares son creados como consecuencia de las reaciones
nucleares de las que el Sol obtiene su energia, adicionalmente de la captura
electrénica en ¥N, 1?0 y "F a estos ultimos nos referimos como neutrinos
ecCNO. El efecto combinado de estas reaciones se escribe como [19]:

4p — "He + 2e™ + 2v, . (1.5)

En el Sol ~ 98.5% de su energia es producida en los ciclos pp y solo
1.5% en los ciclos CNO, las principales componentes del flujo de neutrinos
solares se muestra en la Tabla 1.1 [11], cada una es el resultado de diferentes
reacciones nucleares, todas ellas tiene el mismo efecto que el producido en
la reaccién (1.5), pero producen neutrinos con diferente energia.
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Tabla 1.1: Reacciones por medio de las cuales se crean los neutrinos solares
(segunda columna) y sus abreviaciones (primer columna). En la tercer co-
lumna se muestra la energia promedio de los neutrinos producidos en MeVs.
El flujo predicho por el Modelo Esténdar Solar se muestra en la tltima [19].

Fuente Reaccién (E,)o Flujo
(MeV)  (cm?sec)™?
pp p+p—H+et +u, 0.2668 5.95 x 10
pep pte +p—H+u, 1.445  1.44 x 108
hep SHe+p — He +et + 1. 9.628 7.98 x 103
Be  "Be+e — Li+ v, 0.814  4.93 x 10°
8B B —%Be+et + 1, 6.735  5.46 x 10°
I\ BN - BC+et +1, 0.706  2.78 x 108
150 50 = BN + et + 1, 0.996 2.05 x 108
g UE 5 Y70 + et + 1, 0.999  5.29 x 10°

El flujo de neutrinos solares es pedicho mediante el llamado Modelo
Estandar Solar. (SSE por sus siglas en inglés), el cual describe la estruc-
tura interna solar asi como su evolucién desde su nacimiento hasta el dia de
hoy. Las primeras medidas experimentales de este flujo de neutrinos solares
fueron realizadas por Raymond Davies y colaboradores en 1968. Los resulta-
dos de este experimento arrojaron un flujo de 2.55+0.17£0.18 SNU, donde
el primer error es estadistico y el segundo sisteméatico en SNU siendo esta la
unidad de neutrinos solares (Solar Neutrino Unit). Esta medida esta muy
por debajo del valor esperado de 7.3 + 2.3SNU. La discrepancia entre estos
dos valores constituye el llamado “problema de los neutrinos solares”, estos
resultados fueron confirmados posteriomente por un segundo experimento
conocido como Kamiokande [12].

La reaccién primaria que produce la energia del sol y constituye aproxi-
madamente el 90 % del flujo de los neutrinos provenientes del sol es

p+tp—d+e +u,. (1.6)

donde d representa el deuterén. La energia promedio de los neutrinos genera-
dos en esta reaccion es de 0.26 MeV y dado que los experimentos anteriores
a base de Cl son sensibles a neutrinos con energias por encima de 1 MeV,
estos no pueden ser detectados en los experimentos anteriores; esta dificul-
tad puede ser superada usando Ga en vez de Cl, sin embargo los resultados
de estos experimentos llevados a cabo por SAGE (Soviet-American Gallium
Ezperiment) y GALLEX (Gallium Ezperiment), confirmaron que el déficit
de neutrinos electrénicos se encontraba entre el 60 % y 70 % del esperado.
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Las oscilaciones de los neutrinos son la mejor propuesta para solucionar
el problema de los neutrinos solares, esto fue comprobado experimentalmen-
te por el SNO (Sudbury Neutrino Observatory) en Canada en 2002. Este
experimento no solo midié el flujo de neutrinos electréonicos, sino también el
flujo total de neutrinos, el cual coincide con el valor predicho por el Modelo
Estandar Solar, probando asi su validez.

Asfmismo se observo que el flujo de neutrinos electrénicos era sélo 1/3
de lo esperado, implicando asi que 2/3 de flujo de los neutrinos electrénicos
producidos se transformé en v, y/o v, durante su viaje a la tierra [12].

Con la finalidad de entrar en materia y preparar el terreno para los
capitulos venideros, en la siguiente seccion presentamos los aspectos tedricos
generales de las oscilaciones en neutrinos en el vacio, asi como las férmu-
las para las respectivas probabilidades de transicién y supervivencia de los
neutrinos.
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CAPITULO 1. EL NEUTRINO



Capitulo 2

Oscilaciones de neutrinos en el
vacio

Como se mencioné anteriormente fue en 1958 cuando Pontecorvo [18] su-
girié por primera vez el fendmeno de las oscilaciones de neutrinos en analogia
con la mezcla de kaones neutros, K° < FO, donde el niimero cuantico de la
extraneza oscila en el tiempo.

Con el descubrimiento del neutrino muénico en 1962, en el experimento
realizado por Lederman, Schwartz y Steinberger en el Brookhaven Natio-
nal Laboratory; quedd claro que la oscilacién entre diferentes sabores de
neutrinos activos era posible. En 1962, Z. Maki, M. Nakagawa y S. Saka-
ta consideraron por primera vez un modelo con la mezcla de neutrinos de
diferente sabor; fue hasta 1967 cuando el mismo Pontecorvo presenté los
primeros trabajos acerca de las oscilaciones entre dos sabores.

La teoria de las oscilaciones de neutrinos fue finalmente desarrollada en
los anos 1975-76 por S. Elizer, A.R. Swift, H. Fritzsch, P. Minkowski, S.M.
Bilenky y B. Pontecorvo [3]

2.1. Teoria estandar de las oscilaciones de
neutrinos

Si inicialmente, en algin punto del espacio-tiempo, es creado un neutrino
de un dado sabor, después de recorrer una cierta distancia desde el punto
de produccién, este neutrino puede cambiar su sabor, es decir, la probabi-
lidad de encontrarlo en el estado de sabor inicial o en cualquier otro varia
periédicamente con el tiempo. Esto es lo que conocemos como oscilaciones
de neutrinos

En general, los estados de sabor creados en las interacciones débiles no

13
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tiene una masa definida; sino que son una combinacion lineal de otros estados
que si tienen masas bien definidas, a los que se conoce como estados de masa.
La relacién que existe entre la base de sabor y la base de masa es

U =Ud (2.1)

en donde ¥ es la funcién de onda de los estados de sabor, ® representa la
funcién de onda de los estados de masa y U es una matriz unitaria conocida
como maltriz de mezcla.

La ecuacion de Schrodinger es la que describe la evolucién temporal de
las amplitudes de sabor de los neutrinos, sin embargo, en la base de sabor
el Hamiltoniano resulta ser no diagonal. Es més conveniente trabajar en la
base de masa. En esta ultima, la ecuaciéon de Schrodinger toma su forma
mas sencilla

donde Hj es una matriz diagonal de dimensién n X n, con n el nimero de
generaciones que participan en la mezcla.

Consideremos un neutrino de sabor a y momento p creado en algin
proceso de corriente cargada, junto con el correspondiente antileptén [7, el
estado de sabor se puede escribir como una combinacion de los estados de

masa
V) X: ), (2.3)

donde usamos la convencién habltual de utilizar indices latinos (i, j, k,..)
para denotar los estados de masa, mientras que los indices griegos («, 3,7, ...)
se reservan para los estado de sabor. Por simplicidad, consideramos que tanto
los estados de masa como los estados de sabor son ortonormales, es decir,

«a = 50( )
(vilv;) = 645
Los estados de masa son eigenestados del Hamiltoniano
Holvi) = Ex|vi) (2.5)

con eigenvalores de la energia

Ey, = \/pic? + my2ct. (2.6)

La ecuacién de Schrodinger para los estados de masa,

0
Zhah/k(t» = Hoy|vi(t)) (2.7)
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implica que su evolucion es dada por
lk(t)) = e Vk) - (2.8)

Consideremos por un momento un estado de sabor puro |v,) creado en
algin lugar del espacio, al tiempo ¢ = 0. De las ecuaciones (2.3) y (2.8) la
evolucién temporal de este estado es dada por

[Va(t) (2.9)
con
Va(t =0)) = |va) . (2.10)
Usando la relacion de unitariedad de la matriz de mezcla
UUt=UU=1 = > UiUs,=96;, (2.11)

los estados de masa se pueden expresar en términos de los estados de sabor
invirtiendo (2.3). Asi,

Vi) = > Usi [vg) (2.12)
8

que sustituida en (2.9) nos da

valt)) = ) (ZU;kUﬁkemEkt> |vs) (2.13)

B=e,p,T k

De esta forma, el estado que en el t = 0 es un estado de sabor puro |v,)
a un tiempo t > 0 este se convierte en una superposiciéon de los estados de
sabor. Por la tanto, la amplitud de tener un estado de sabor |v3) a un tiempo
t es dada por

A(vg — vs3t) = (vg|va(t) Z U Ugpe™ it (2.14)
Esta es la amplitud de transicién de v, — vz como funcién del tiempo,
la correspondiente probabilidad es

P(v, = vgit) = |A(vy — 1/[3;7f)|2

_ZZ 2 UsiUa Ug e ME B (2.15)

En este punto resulta conveniente hacer algunas suposiciones adicionales [3].
De ahora en adelante usaremos la convenciéon i = ¢ = 1.



16  CAPITULO 2. OSCILACIONES DE NEUTRINOS EN EL VACIO

Consideremos que el neutrino es una particula ultrarelativista, es decir
pi > my, con lo cual la relacién de dispersion en (2.6) se puede aproximar

por
1m?

Ei=r/p v m2ap+ 210 (2.16)
2 p;

)

de esta forma

1 Am
E, — E; ~ 3 (2.17)
Di
donde Amfj es la diferencia cuadratica de masas
AmZ =m; —m; . (2.18)

Ademas, supondremos que los distintos tipos de neutrinos tienen el mis-
mo momento p. Por lo tanto, la probabilidad de transicién (2.15) se puede
expresar como

Am?
Plra 0= S kuﬁkUaJUBJeXp( 2EJt)

Am?
2
_Z\Um |Ugil” +2Re > U, kUﬁkUa]UB]eXp< QEJt)

k>j

(2.19)

Como ultimo paso en la derivacién estandar, la probabilidad de transicion
esta basada en el hecho de que en los experimentos de oscilaciones de neu-
trinos el tiempo de propagacion desde el punto de creacion hasta el punto de
deteccién t no es medido, lo que realmente se conoce es las distancia L entre
la fuente y el detector. Como supusimos que el neutrino era una particula
ultrarelativista este viaja casi a la velocidad de la luz, y es posible aproximar
L =t, para finalmente llegar a

A
P(vo—vg B, L)= ZZU:kUﬁkUa]Uﬁj exp< 2”]; ) (2.20)
k

Esta es conocida como la ecuacion estandar de las probabilidades de
transicion del neutrino, existen muchas formas de derivar la ecuacién (2.20),
la que aqui presentamos es quizas la méas comun, suponiendo que el neu-
trino viaja como una onda plana, una forma un poco mas rigurosa es el
tratamiento desde la perspectiva de los paquetes de ondas, y finalmente es
posible derivarla directamente de una Teoria Cudntica de Campos (QFT)
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donde los neutrinos son tratados como un estado virtual intermedio. Los di-
ferentes métodos son mas o menos propensos de caer en paradojas, para un
tratamiento méas detallado se puede revisar la referencia [4], y las referencias
alli citadas.

Para los antineutrinos es necesario hacer el cambio U}, — Uu, en la
ecuaciones (2.3) y (2.19) [3].

Por mera conveniencia preferimos trabajar con la ecuacién (2.19) en vez
de la ecuacién (2.20), ya que consideramos un poco mas cémodo trabajar
con las derivadas temporales.

2.2. La Matriz de Mezcla

Ahora nos dedicaremos a estudiar, de forma forma breve, algunas pro-
piedades generales de la matriz de mezcla definida en la ecuacién (2.1). En
general, una matriz unitaria de N x N depende de N? pardmetros reales in-
dependientes. Nuestro interés principal es saber como estan repartidos estos
parametros

La matriz U La podemos escribir como

U=FO (2.21)

donde F' es una matriz de fases y O es una matriz ortogonal real, que satisface
OTO = 00T = 1. La condicién de ortogonalidad impone N condiciones a
la diagonal, mds (N? — N)/2 condiciones fuera de la diagonal, asi el ntimero
de condiciones impuesta a O es dado por N + (N? — N)/2 = (N* + N)/2.
Por lo tanto, el nimero de parametros independientes de O es:

N(N -1
% angulos de mezcla, (2.22)
y el nimero de parametros independientes de F es:
N(N +1
% fases fisicas, (2.23)

Si el neutrino es una particula de Dirac, 2N — 1 fases pueden eliminarse
con una redefinicién de los campos leptonicos [11], tales fases no tienen
significado fisico. Por lo tanto el nimero de fases fisicas esta dado por [3]

(N—-1)(N-2)

5 fases fisicas de Dirac, (2.24)

Durante el resto del presente trabajo supondremos que el neutrino es una
particula de Dirac, ya que como se menciono en el capitulo anterior no es
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posible determinar si el neutrino es una particula de Dirac o de Majorana
mediante las oscilaciones de neutrino. Esta suposicion nos permitira trabajar
con el menor nimero de pardmetros fisicos relevantes sin perder generalidad
en los resultados.

2.3. Mezcla de dos sabores en el vacio

Consideraremos el caso mas sencillo, esto es, la mezcla de solo dos sabores
de neutrinos, en cuyo caso solo tendremos dos estados de masa (v, 12), con
sus respectivos eigenvalores (mq,ms). De las ecuaciones (2.22) y (2.23)

N(N -1
% =1 angulos de mezcla
N=9 = (2.25)
N —1)(N =2
( )2( ) =0 fases de Dirac

de forma tal que por lo tanto, para el caso, de dos generaciones la matriz
de mezcla depende solo de un parametro fisico, el angulo de mezcla y puede

escribirse como
cosf sinf
U= (— sinf@ cos (9) ‘ (2.26)

Es importante senalar que, para el caso de dos neutrinos, al no haber
fase de violacion de CP, la matriz de mezcla resulta ser real, lo cual implica

Pya%]jﬁ - Pya_)yﬁ (227)

que se deduce directamente de la ecuacién (2.15).
A partir (2.1) la relacién entre los estados de sabor y los estados de masa
puede escribirse como

Ve B cosf sind 01
(' ~ \—sinf cosé b2 )

Sea un neutrino electrénico creado en ¢ = 0 con momento p, El estado
inicial es
lv(t =0)) = |v.) = cosO|vy) + sinO|vy) (2.28)
y usando (2.8) podemos encontrar el estado del neutrino para cualquier
tiempo posterior, el cual sera

[v(t)) = cosf e 1 |uy) +sin 6 e F2|uy) (2.29)
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Para encontrar las probabilidades de conversiéon y supervivencia apli-
camos el mismo razonamiento que el utilizado para establecer la ecuacién
(2.15). De esta manera,

P(ve = veit) =|| (velv(t)) |17
=|| cos O{v1|v(t)) + sin O{vs|v(t)) ||2
=1- %sin2 20 + %Sin2 20 cos ((Ep — Eq)t) (2.30)

Am?
=1-—sin"20 ( 1 — cos’
sin 9( cos [ 15 t}),

donde usamos las aproximaciones dadas por (2.16) y la notacién Am? =
m3—m3. Para neutrinos que viajan una larga distancia el término oscilante,
promedia a cero, por lo cual la probabilidad de supervivencia promedio queda
como:

(P(ve — vest)) = 1 —sen® 260

De la misma forma se puede calcular la probabilidad de conversién

P(ve = v t) = (wlv(t) |

Am? (2.31)
_ 2 2
= sen” 20 <1 CoS [ 1B t})

cuya probabilidad promedio es
(P(v, — v,;t)) = sen® 20 .

Una de la por la cuales el caso de dos sabores tan sencillo es el poco
nimero de parametros fisicos relevantes ya que para este caso solo se tiene
un angulo de mezcla y una diferencia cuadratica de masas.

2.4. Mezcla de tres sabores en el vacio

Ahora pasaremos a un calculo més general en el cual se consideran los
tres estados de sabor (ve,v,,v,) y los tres estados de masa (1,15, 3) con

sus respectivos eigenvalores (mq, ms, m3). Usando una vez més las ecuaciones
(2.22) y (2.23)

N(N -1

N(N-1) =3 angulos de mezcla
Ne3 o 2 (2.32)
=1 fases de Dirac
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Tal y como se esperaba, para el caso de tres generaciones la matriz de
mezcla adquiere una forma mas complicada, dependiendo ahora de tres angu-
los de mezcla y una fase de Dirac. La situacion se complica atin mas debido
a que existen varias posibles parametrizaciones de la matriz de mezcla; para
un panorama completo de la diferentes parametrizaciones de la matriz de
mezcla, se pueden revisar las referencias [5,6,21]

En el desarrollo del presente trabajo usaremos la representacion estandar
! [3,12]

0

C12C13 S$12C13 S13€
_ i6 @6
U = | —512C23 — C12513523€"  C12C23 — S12513S23€ 13523 (2.33)
is is
512823 — €12€23513€ —C12523 — 512€23513€ C23C13

donde hemos usado la notacién compacta c;; = cos0;; y s;; = sinf;; con i, j €
{1, 2,3}, mantendremos esta notacién a menos que se indique lo contrario.
Tanto los angulos de mezcla como la fase responsable de la violacion de la
simetria CP se deben determinar experimentalmente.

Buscaremos una forma méas conveniente de representar la matriz de mez-
cla (2.33), esto es logrado representando esta matriz en terminos de las
matrices de rotacién de Euler [8,16,17].

U = 0931 0130,TT (2.34)

donde O;; son matrices ortogonales espresadas en terminos de los angulos
de mezcla en el vacio 6;; € [0,7/2), 4,5 =1,2,3 y I' es una matriz diagonal
que contiene la fase de violacién CP, de forma explicita

2 S12 0 a3 0 s13
012 = —S12 C12 0 s 013 = 0 1 0
0 0 1 S13 0 C13 (235)
1 0 0 1 0 0
023 = 0 Co3 593 s I'= 0 1 0
0 —S93 Co23 0 0 eié

Ademas de los tres angulos de mezcla y de la fase de Dirac, para este caso
contamos con tres masas de neutrinos mq,mo, ms3 dejandonos asi con siete
parametros fisicos relevantes. Para neutrinos ultrarelativistas existen solo
dos diferencias cuadréticas de masas independientes (Amg; = m; —m3).

Vamos a numerar (solo conveniencia) la masa de los neutrinos de tal for-
ma que my > mq, asi Am3, > 0 con esta eleccién tenemos dos posibilidades

1'Una deduccién formal de como llegar a esta expresién, se puede encontrar en [3], pag
111-115, para el caso de matriz de mezcla en el sector de los quarks.
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ya sea my < my < mg (orden normal) 6 m3 < m; < my (orden invertido) en
cada caso mayor diferencia cuadrdtica de masas queda como Am?; 6 Ams3,
respectivamente, ademas es sabido a partir de los datos experimentales que
Am3; <| Am3, gy | por un factor de casi 30. Am3;/Am3, 4, = 0.03, esto
implica que ambos casos tenemos Am3; A&7 Amg, g,y con | Am3, — Am3, |=
Am3; < Am3, gy [19].

La enorme cantidad de datos acumulados a lo largo de mucho anos de
investigacion nos han permitido determinar los parametros, que son respon-
sables de las oscilaciones de los neutrinos solares. El elemento U.s ~ sin 3
de la matriz dada en (2.33) es relativamente pequenio lo cual nos permite
identificar los angulos 615 y 023 como los angulos de mezcla relacionados con
la componente dominante de las oscilaciones de los neutrinos solares y at-
mosférico respectivamente, mientras que Am3, y Am3; son frecuentemente
nombradas como diferencia cuadratica de masas “solar” y “atmosférica” y
se les denota como Am3; = Am?2, Amj3, = Am2,,,. Sin embargo, los datos
experimentales no permiten determinar el signo de Am2, los dos posibles
signos corresponden con los dos tipos de espectros de masas de los neutrinos
y dependiendo del valor de la masa de neutrino mas ligero el espectro puede
ser [19]:

Jerarquia normal:

mip < mog K Ms (236)

Jerarquia invertida:
ms <K mp < Mo (237)

Sin importar la representacién de la matriz de mezcla, la ecuacién (2.19)
sigue siendo vélida en forma general, teniendo en cuenta las aproximaciones
mencionadas en la primera seccién de este capitulo y junto con (2.33), po-
demos calcular la probabilidad de supervivencia para el neutrino electrénico

Am3
) A4 4 4 4 4 2 2 21
P(ve = veit) = ¢15C13 + 815C15 + S13 F 2€137587, €08 ( t

2F
2.38)
Am? Am? (
+2c2,c3,5%, cos ( 2E31t> + 2¢2,52,57, cos ( 2Ed2 t)

donde Amg; =m7 —m?.
Para neutrinos que viajan una larga distancia desde el punto de produc-
cién, los términos oscilantes promedian a cero y la correspondiente probabi-

lidad de supervivencia promedio, de modo que:

(P(ve = ve;t)) = 0411204113 + 5‘11264113 + 54113 ) (2.39)
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las diferencia entre la mezcla de dos sabores y de tres, empiezan a ser eviden-
tes, no sélo la probabilidad de supervivencia, toma una forma mas compli-
cada, ademés las probabilidades de conversion P(v. — v,;t) y P(v. — v;;t)
tiene un nuevo factor proporcional a d, es decir, los efectos de la fase de
violacién de CP deben ser tomados en cuenta.

Otra importante diferencia es que para el caso de tres generaciones

PVa—>V[3 ?é Pﬁa—)ﬁﬂ (240)

pues en este caso U es una matriz compleja, y hacer el cambio U, — U,
no deja las ecuaciones (2.15) invariantes, sin embargo de la estructura de
estas mismas, el claro que

PI/OZ*)Z/B = Pﬁgﬁva (241)

esto no es mas que una consevuencia del teorema CPT [5,11].

A pesar de todas estas diferencias, las probabilidades de conversion o su-
pervivencia de neutrinos en el vacio, queda completamente determinado por
la ecuacién (2.15), para el caso de los antineutrinos es necesario reemplazar
U;k — Uak-

El caso de oscilaciones de neutrinos en el vacio, es quizéas el caso mas
estudiado en la literatura, y ain hoy a mas de sesenta anos, de que fuera
propuesto sigue intrigando a los fisicos de todo el mundo.



Capitulo 3

Oscilaciones de neutrinos en
materia

En este capitulo tenemos como objetivo estudiar los efectos de la materia
en las oscilaciones de neutrinos asi como dar una base firme a los resultados
que se obtendran en el siguiente capitulo. Revisaremos el llamado potencial
efectivo que sienten los neutrinos al propagarse a través de la materia y como
modifica las probabilidades de transicion.

3.1. Efectos de la materia en la propagacion
de los neutrinos

Los neutrinos que se propagan a través de un medio interactian con
las particulas que lo constituyen y “sienten” un potencial efectivo , por lo
cual la presencia de materia puede cambiar drasticamente el patrén de las
oscilaciones de neutrinos. El Hamiltoniano del sistema en materia se puede
escribir como

H,,(t) = UHoU' + Hyy(2), (3.1)

donde Hj es el Hamiltoniano del sistema en el vacio y H;,(t) describe la
interaccién de los neutrinos con el medio [19].

Fue en 1978 cuando Wolfenstein [20] discuti6 por primera vez los efectos
de la materia en la propagacion de los neutrinos a través de un medio como
consecuencia de las interaciones con las particulas (electrones y nucleones)
en el mismo [3]. El efecto del potencial efectivo es andlogo al indice de refrac-
cién de la luz a través de la materia. Sin embargo, este indice de refraccion
depende en general del sabor del neutrino [9]. Al principio de la década
de los ochenta, Wolfenstein y otros autores estudiaron las propagacion de

23
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los neutrinos en un medio con densidad constante. En los primeros traba-
jos el signo del potencial efectivo era incorrecto, el correcto fue introducido
posteriomente por Langacker, Leveille, y Sheiman en la referencia [10].

La materia ordinaria estd compuesta de electrones, protones y neutrones
y el potencial efectivo recibe contribuciones de todas estas particulas [11].
Las interacciones de los v, y de los v, v; son diferentes, ya que estos tltimos
solo tienen interaciones de corriente neutra, mienstras que para el neutrino
electrénico ademds existe una componente de corriente cargada [14]. Las
interacciones causadas por el acoplamiento con un bosén Z° resultan en los
potenciales efectivos:

V2

VZ (t) = %Vu(t) = VYEVT(t) = GFNe(t>7

€Ve _7
Vi (8) = Vo () = Vo, () = + Gy 1) 32
an/e<t> = Vnw@) = Vnw@) = _gGFNn@)?

donde G es la constante de Fermi y N, ,(t) es la densidad de electrones,
protones y neutrones a lo largo del trayecto del neutrino, respectivamente.
El potencial efectivo para el neutrino electrénico tiene un forma diferente ya
que también cuenta con una contribucion adicional debida al acoplamiento
con el boséon W:

Voo t) =VZ () + V. (t) = —?GFNQ +V2GEN,(2). (3.3)

€ Ve

El potencial efectivo total para un sabor dado es la suma de las tres con-
tribuciones; por ejemplo, V,, = V.,  + V., + Vi, [11]. Para un tratamiento
completo del los potenciales efectivos remitimos al lector a las referencias [3]
y [5]. Para el antineutrino es necesario cambiar el signo del potencial efectivo
V — -V [3,59].

Queremos enfatizar que estos cambios aplican a los estados de sabor ya
que son estos lo que interactuan con las particulas del medio. [5] esto implica
que en la ecuacién (3.1) el termino H;,; serd diagonal en la base de sabor.

En 1985, Mikheyev y Smirnov descubrieron que las oscilaciones de neutri-
nos pueden ser dramaticamente aumentadas cuando el neutrino se propaga
através de un medio con densidad variable, inclusive si los valores de los
dgulos de mezcla en el vacio son pequenos [13]. Este es el llamado efecto
MSW, el cual se volvié famoso rapidamente debido al ser el mejor candidato
para explicar el problema de los neurinos solares [3].

Mienstras el neutrino se propaga en el vacio las oscilaciones pueden re-
ducir el flujo de neutrinos solares en 1/3, si el angulo de mezcla entre los tres
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sabores es méximo, esto en general representa un problema ya que se espera
que los valores de los angulos de mezcla en el vacio sean pequenios [9]. No
obstante con la inclusion de los efectos de la materia en la propagacién de
los neutrinos y en particular el efecto MSW, grandes supresiones en el flujo
de neutrinos son posibles aun para valores pequenos del angulo de mezcla.
Hoy es sabido que el angulo de mezcla relevante en las oscilaciones de los
neutrinos solares es grande, pero no maximo, y las transiciones de sabores

son debidas al efecto MSW [3].

3.2. Mezcla de dos sabores en materia

Los efectos de la materia en las oscilaciones de neutrinos han sido am-
pliamente estudiados en el caso de dos sabores [1] y es un tema que no
podemos pasar por alto. En esta seccion pretendemos dar un breve repaso
de la mezcla de dos sabores en materia, y para ello consideraremos el caso
en donde la mezcla se realiza entre el v, y cualquier otro de los estados de
sabor activos v, con a € {u, 7}

De las ecuaciones (3.1), (2.1) y (2.2) la evolucién de las amplitudes de
los estados de sabor puede expresarse como

o
i = Ha(D¥, (3.4)

o de forma explicita

g ()= D6 R) ) (0 )1 ()
ot \Yq -5 c 0 Ey)\c s 0 Vit Ve
(3.5)
donde hemos usado la notaciéon compacta ¢ = cosf, s = sin 6. Vamos a rees-

cribir la ecuacién (3.5) de una forma més conveniente, para lo cual tebdremos
en cuanta las siguiente igualdades:

E, 0\ 1(E+E 0 L (B - B 0
0 E,) 2 0 E, + E, 2 0 E,—FE )’

Ve ON_1(VetVa 0 N\ 1(V.-V, 0
0 v.,) 20 0 V.+v.) T2 0o —(v.-v))

Usando estas expresiones y las aproximaciones dadas en la ecuacion
(2.16); la ecuacién (3.5) toma la forma
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0 we _ E1+E2 ‘/(3+Va
o (5)-{(BE )

(5 ) a) 6 ) (6 S)p(n) e

en donde hemos definido Ay = (m3—m?)/4E y V = (V,—V,)/2. El termino
proporcional a la indentidad puede ser eliminado ya que coresponde a una
fase global inobservable [5,11], o en forma compacta

oV

Z_

ot

Después de un poco algebra podemos reescribir el Hamiltoniano de la
ecuacion de evolucién de las amplitudes de los estados de sabor en materia

como:
 (—Agcos20 Agsin20 1 0
H(t) = ( Agsin26  Agcos 29) +V(t) <0 —1)
B 1 0 (01 (3.8)
= (V(t) — Ag cos 20) (0 _1> Agsin 260 (1 0)

= (V(t) — g cos 29) o3+ Agsin20 oy

={UHU +V ()Y} ¥ (3.7)

donde o3, o1 son matrices de Pauli. Esta expreciéon tomard gran relevan-
cia posteriomente. La ecuacion de evolucion de los estados de sabor con el
Hamiltoniano dado por (3.8), puede ser resuleta analiticamente solamente
para un nimero limitado de funciones de V() [5], en particular, los casos
correpondientes a una densidad constante y aquellas que cambian de forma
lineal, exponencial y como una funcion escalonada a lo largo de la trayectoria
del neutrino [9, 16].

El Hamiltoniano en materia puede ser diagonalizado por una transforma-
cién unitaria U, (t) con Uy, (t)TU,,(t) = Uy (t)U,,(t)T = 1. Mds aun, sabemos
que para el caso de dos generaciones el Hamiltoniano en materia es simétri-
co, es decir, HI = H,, por lo tanto puede diagonalizar por medio de una
transformacién ortogonal

Un ()" Hy (1)U, (t) = Hp(t). (3.9)

Aqui U,,(t) es la matriz de mezcla en materia. que, por analogia con
(2.26), se escribe como

~ cosBp,(t) sinf,(t)
Un(t) = (— sin6,,(t) cos Hm(t)) ’ (3.10)
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Por otro lado

Hp = (q(()t) EQ(Zt)) (3.11)

donde ¢;(t) con i € {1,2} son los eigenvalores instantdneos reducidos, a los
que llamamos de esta forma ya que para obtener el eigenvalor instantdneo
en materia es necesario diagonalizar el Hamiloniano completo que aparece
en la ecuacién (3.6), es decir, se debe reincorporar el termino proporcional
a la identidad que acabamos de quitar. De esta forma, la relacion de los
eigenvalores completos &;(t) con los reducidos esta dada por:

Ei(t) = <m144]—3m2 L JQF V"‘) +e(t). (3.12)

A partir de la diagonalizacién de Hamiltoniano en materia podemos ob-
tener tanto los eigenvalores como los eigestados instantaneos de materia. La
relacién entre la base de sabor y los eigenestados instantaneos de masa en
materia es dada por

U(t) = Up(t) P, (1) (3.13)

y, a partir de las ecuaciones (3.8), (3.9) y (3.10), se tiene

acos20,, — Bsin26,, asin26,, + Bcos26,, \  [(e(t) O (3.14)
asin20,, + Bcos20,, —acos20, + Bsin20,,) \ 0 e(t) '

cona=V(t)— A A= Aycos20 y B = Agsin26. De las condiciones fuera
de la diagonal principal obtenemos

. AO sin 26
~ Agcos20 — V(1)

tan 20, () (3.15)

Vemos que en los limites de bajas y altas densidades, respectivamente,
el angulo de mezcla en materia toma los valores

lim tan26,,(t) = tan 26,
V(t)—0

lim tan26,,(t) =07,
V(t)—o0

(3.16)

es decir, en el limite en el que la densidad en el medio se hace cero se recupera
el valor del angulo de mezcla en el vacio, tal como esperdbamos, mientras
que en el limite de altas densidades (V(t) — o0), si tomamos el dngulo de
mezcla en el vacio en el intervalo 6 € [0, 77/2), entonces el sin 26 en la ecuacién
(3.15) es positivo y el denominador se hace infinitamente negativo, con lo
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cual nos acercamos a cero por valores negativos, algo que sera retomado mas
adelante.

A partir de (3.15) y de identidades trigonométricas podemos determinar
cos 20, y sin 20,,,. La ambigiiedad en el signo se resuelve al tomar en consi-
deracién el limite en bajas densidades dado en (3.16). De esta forma, resulta

Agcos20 — V(t)

cos 20,,(t) = - :
V (Bocos20 — V(1)) + A3 sin® 26
sin 260,,(t) = - .
\/(AO cos26 — V(t))” + Alsin® 260
y, por lo tanto,
Vlim cos 20,,(t) = cos 20,
£)—0
o . (3.18)
lim sin 26,,(t) = sin 26.
V(t)—0
08| ‘f‘l‘l "'\‘
F“l‘ ‘I"\
0.6 - / \
3 / \\
i / \
’ /t \\
| //f \.\\
yd S

w(t) (ev)

Figura 3.1: grafica sin 26,,, donde 6,, es el angulo de mezcla en materia como
funcién de V', para ello tomamos Ay = 3.0 eV y sin® 20 = 0.03

Regresando a la ecuacion (3.14), de las condiciones en la diagonal prin-
cipal y usando las expresiones de los angulos de mezcla en materia en la
ecuacién (3.17) podemos calcular los eigenvalores instantaneos reducidos:

er(t) = —\/(AO cos 20 — V(t))2 + AZsin® 20,

(3.19)
eo(t) = \/(AO cos 20 — V(t))2 + AZsin? 20
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Es importante recalcar que la tnica dependencia en ¢ en los eigenvalores
instantaneos, asi como en los dngulos de mezcla en materia es a través del
potencial efectivo.

Antes de proseguir debemos contestar una cuestion fundamental: ;ctal
es la ecuacién de evolucién que obedecen los estados ®@,,(t)7, para ello vamos
a sustituir (3.13) directamente en (3.4)

i%(Um(t)CDm(t)) = H,, () Uy, () D, (1),
OUp(t

)
iUm(t)aq)é’;(t) _ [Hm(t)Um(t) _ Ué”t( )} B, (1),

multiplicando por la izquierda por U,,(¢)" y usando la (3.9) nos queda

i%@m(t) _ {HD - iUm(t)TaUgf(t) } B, (1). (3.20)

Esta ecuaciéon es general e independiente del nimero de generaciones
(sabores) que participen en la mezcla, es dificil exagerar la importancia de
la misma en el desarrollo del presente trabajo. Para el caso de dos sabores
y haciendo uso de las ecuaciones (3.10) y (3.11), obtenemos

D (o(1) at) 0\ (0 D\ (e
9 _ — Qb (t ! 3.21
‘ot <¢5"(t> 0 am) O o) epe) BV
Para encontrar la derivada del angulo de mezcla en materia usamos la
expresion del sin 26,,(t) en la ecuacién (3.17):

: sin? 20,,,(t) -
O (t) = mV(t). (3.22)

El Hamiltoniano dado en la ecuacién (3.21) se denotara por
at) 0 > . ( 0 1)
%m t) = - Zem t
(t) ( 0 —el(l) W -1 0 (3.23)

para escribir esta ultima igualdad nos valimos del hecho de que €5 = —¢;.

Vamos a considerar por un momento el caso en el cual |df,,/dt| es des-
preciable en comparacién con los elementos de la diagonal principal, en este
caso

Mo (1) ~ (Elé” _6(1) ( t)) (3.24)
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y ¢7' v @5 hacen las veces de los estados en masa en el vacio ¢; y ¢, pero
con autovalores dependientes de t al igual que 6,,. Esta es la aproximacion
adiabética [9].

Del anélisis de las ecuacidénes (3.17) observamos que las definiciones de los
angulos de mezcla en materia presentan un comportamiento resonate como
funcién de V, tal como se muestra en Figura 3.1 donde especificamente
hemos gréficado sin 26,, como funcién de V' (¢). La resonancia ocurre cuando
Agcos20 = V(t) en este punto sin 260,,(t) = 1 y la mezcla es maxima [9].

La propagacion adiabatica a través de la matraria con densidad varible
puede tener profundos efectos en las oscilaciones de neutrinos, por ejemplo
consideremos un neutrino electronico creado en el centro del sol o en una
estrella colapsando, donde la densidad es muy alta y se satisface V' > A,.
Al momento de ser creado el neutrino se encuentra casi totalmente como un
estado 15, independientemente del valor del angulo de mezcla. A medida que
el neutrino se propaga en el medio el potencia efectivo decrece a conforme
la densidad disminuye y el neutrino eventualmente atravesara la resonancia,
en el punto Agcos26 = V(t) donde la diferencia entre los eigenvalores de
la energia es minima (Figura 3.2 ), posterimente abandonard el medio y se
propaga en el vacio. Si la densidad del medio cambia los suficientemente lento
como para que la propagacion se adiabética, el neutrino permanecera en el
mismo eigenestado de masa 15 y existe en el sol como vy = sin 0 v,+cos 0 v,; si
el angulo de mezcla es pequeno esto ocasionaria un casi completa conversion
Ve — Vg, este es el caso en el cual el efecto MSW es més efectivo [3,9].

g (t)
|

vit) (eV)

Figura 3.2: Grafica de los eigenvalores instantaneos de masa en materia como
funcién de V aqui hemos tomado m32 = 25m? ,sin*20 = 1 x 102

Consideremos ahora el caso en el cual la evolucion no es adiabatica, en
este caso lo elementos fuera de la diagonal principal en (3.23) toma impor-
tancia ocasionando la mezcla entre los estados ¢/ (t) < ¢5'(t) en este caso
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nos vemos obligados a resolver la ecuacién (3.21), sin embargo, ain es posi-
ble encontrar una expresion sencilla de las probabilidades de supervivencia/
del neutrino.

Consideremos por un momento un neutrino de una sabor dado v, pro-
ducido en el interior de algiin objeto astrofisico al tiempo ¢y, si denotamos
por t, el tiempo en el cual el neutrino abandona el medio, para todo tiempo
t > t, la evolucion del neutrino se dara en el vacio y las probabilidades de
conversién y/o supervivencia se podran calcular de acuerdo al formalismo
visto en el Capitulo 2

Para cualquier tiempo 1 (t) sera una combinacién lineal de los estados de
sabor, esto es cierto en particular para £,

Zwﬁ )vg)
—ZZW )wi) (vilvs)
—ZZUMPB )v)
—Z@!w

donde 93(t,) es la amplitud del estado de sabor vz y ¢;(t,) es la amplitud
del estado de masa v; al tiempo t,, las amplitudes estan relacionadas por

(t) = 3 Uss(t.)
B

Para tiempos t > t, los estados de masa evolucionaran de acuerdo a la
ecuacion (2.8)

(3.25)

_ Z@(t*)e—“f (=t (3.26)

La probabilidad de transicién al estado v, esta dada por (supusimos que al
tiempo t, se creo un estado de sabor puro)

Pacsy = H<uﬁlw<t>>u2

= ZQ% ) ()

2

_ Z UBZ ¢z —zE (t—tx)
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De forma explicita

2 2 % * —il;i(t—ty
Passp =Y NUsil* ll@:(t)11* + 2Re | > - Usill i (8) i) e )
i i>j
(3.27)
normalmente el termino oscilante promedia cero para neutrinos que viajan
una larga distancia, en esta circunstancias la probabilidades promedio es-
taran dadas por

(Fap) = Z 1Usill” (a1, (3.28)

esta ecuacion es general e independiente del nimero de generaciones que
participen en la mezcla; ahora lo tinico que debemos hacer es encontrar la
forma de obtener ¢;(t,) y el problema quedara completamente descaminado.
Como punto de partida investiguemos la relacion que existe entre los estados
de masa ® y los estados de masa en el materia ®,, igualando las ecuaciones

(2.1) y (3.13) y despejando ¢
O(t) = UTU, (8) Dy (1), (3.29)

permitamos asumir que la densidad en el borde del medio presenta una
subita caida de tal forma que el potencial efectivo tiene a cero V(t,) = 0, en
este caso usando las ecuaciones (3.18) U,,(t) — U y por lo tanto

®=d,(t) si V() =0, (3.30)

o en términos de sus componentes ¢;(t,) = ¢*(t,), bajo estas condiciones
podemos utilizar la ecuacién de evolucion de los estados de masa en materia
para los tiempos t, > ty, para obtener los estados de masa en el borde del
medio.

D, (t) = U (L, t0) P (to) (3.31)
en este caso el operador de evoluciéon obedecerd la ecuacion
U,
' = Hn () Uy, 3.32
I = Hon) (332)

con el Hamiltoniano de la ecuacién (3.23), sujeto a la condicién inicial
Z/{m(t(), to) =1

Usando los resultados del Apéndice A y denotando por P, la probabilidad
de cruzamiento entre los estados de masa en materia ¢7"(t) = ¢35'(t), donde
por conveniencia hemos omitido las fases que aparecen en la ecuacién (A.20),
ya que esta no cobran relevancia al considerar las probabilidades clésicas,

(3.28).
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(0)-(F (). e

consideremos que al tiempo £y se crea un neutrino electréonico v,

()

de las ecuaciones (3.10) y (3.13)
(P (t0)\ [ cosOm(to)
d)(to) - (¢31(t0)) - (sin@m(to)) ’ (3.34)
y usando (3.28), (3.33) y (3.34) llegamos a
(P sp.) = % + (% — c) cos 26 cos 20, (to). (3.35)

Esta es conocida como la férmula de Parke [3], para la probabilidad
promedio de supervivencia del neutrino electrénico, note que en el caso en
el que P. se anula se recupera el limite adiabatico, tal como se esperaba.

3.3. Mezcla de tres sabores en materia

En la seccion anterior presentamos el formalismo habitualmente emplea-
do para el estudio de las oscilaciones neutrinos en materia cuando la mezcla
es Unicamente entre dos generaciones de neutrinos, introdujimos la matriz de
mezcla en materia, revisamos brevemente el efecto MSW, mencionamos la
aproximacién adiabética y, por ultimo, hicimos el calculo de la probabilidad
de supervivencia del neutrino electrénico cuando esta aproximacién deja de
ser valida. En esta secciéon nos damos a la tarea de extender estos resultados
al caso de tres generaciones de neutrinos activos. Esto presenta nuevos retos,
empezando por el hecho de que la matriz de mezcla ahora depende de cuatro
parametros fisicos, a saber, tres angulos de mezcla y una fase responsable
de la violaciéon de la simetria de CP. Sin mas preambulos demos paso al
desarrollo del la presente seccién.

La ecuacién (3.4) es valida sin importar el nimero de generaciones que
participan en la mezcla, usando la definicién de la matriz de mezcla en el
vacio (2.33)

8 77Z}6 El 0 0 ‘/e 0 0 'lvbe
iz || =qU| 0 B2 0 U+1o0 v, 0 Y| . (3.36)
Ur 0 0 Ej 0 0 VW V-
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Nuevamente sustraemos un término proporcional a la identidad que in-
terpretamos como una fase global inobservable, para lo cual es importante
notar que las ecuaciones (3.2) implican que V =V, =V, = V. — V. [11].
Después de despreciar el termino proporcional a la identidad, la ecuacion de
evolucién de las amplitudes de los estados de sabor queda como

v
i%—t = {UH U +V(t)Y} U, (3.37)
con
0 0 0 100
HOZ O Agl 0 ; Y: 0 0 0 5 (338)
0 0 Ay 00 0

y Ao1 = Am3, /2E y Ay = Amj3, /2E, en donde AmZ; = m7 — m3 son las
diferencias cuadraticas de masas.

A diferencia del caso de dos sabores el Hamiltoniano dado en la ecuacién
(3.36) resulta ser una matriz compleja, ya que la matriz de mezcla es en si
misma compleja e introduce una fase, la fase de violacion de la simetria CP.
Buscaremos una forma de reescribir el Hamiltoniano de forma maés sencilla,

usando las ecuaciones (2.34), (3.37) y (3.38):

H,(t)=UHU' +V(t)Y

. (3.39)
—UH, U + V()Y

donde hemos usando el hecho de que tanto Hy y I' son matrices diagonales,
y por tanto, conmutan [Hy, I'] = 0. También definimos

U = Oy 0130,I (3.40)

tal que )
U=UT" (3.41)

Antes de continuar probaremos otro par de relaciones que nos seran ti-
les. La primera de ellas es que los conmutadores de [I',Y] y [Oa3,Y] se
anulan, es decir

0,Y]=0

(O3, Y] = 0 (3.42)

lo cual se sigue directamente de las definiciones de I', Oa3, (2.35) y de la
definicién de Y, ecuacién (3.38).

Usando las relaciones anteriores (3.42), se deduce que OpT'Y TTOL, =
Y, y sustituyendo esta ultima igualdad en la ecuacién en (3.39) podemos
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reescribir la ecuacion de evolucién de las amplitudes de los estados de sabor
como:

ov
i5y = Ol {01301, H, 01,00, + V(1) Y } TT05, ¥ (3.43)
multiplicando por la izquierda por I'TOL y definiendo
v =TT0LWY
. AT (3.44)
Hm(t) = 013012H0012013 + V(t) Y
nos queda
ov' -
’ =H, (V.
i (t)

Lo primero que debemos notar es que ya no nos encontramos en la base
de sabor, ya que el nuevo vector ¥’ esta dado en términos de la mezcla
entre los estados 9, y 1» ocasionada por el angulo 3 y ademds contiene la
informacion de la fase de violacion de CP:

Ye Ve
V=4, ]| = Costhy — S30r |- (3.45)
Wy (59310, + cogthr|e™®

Lo siguiente que debemos notar son las propiedades del nuevo Hamilto-
niano H,,(t) :

1) Es real, es decir, H* (t) = H,,(t)
2) Es simétrico, es decir, HE (t) = H,y,(t)
3) La relacién entre H,, y H,,(t) es dada por
H,,(t) = O H,,,(t)[TOL (3.46)

Teorema 3.3.1. H,,(t) y H,,(t) tienen los mismos eigenvalores.

Demostracion. De la ecuacién (3.46) y de la propiedad ciclica del de-
terminante se tiene que

det (Hyn(t) — AL) = det(OosT H,,, (1) TTO%; — AI)

= det (O (H,(t) — \D)ITOL)
T

— det(OuPPHOY, (H,p(t) — AI)
= det (H,n(t) — AI)
como Hp,(t) y f[m(t) tiene la misma ecuacién caracteristica, el teorema a

quedado demostrado.
QED
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Al igual que en el caso de dos sabores, existe una nueva base en la cual
el Hamiltoniano (3.36) o equivalentemente (3.39), después de sustraer el
término proporcional a la identidad, es diagonal. La relacion entre base sa-
bor y la de los eigenestados instantaneos de masa en materia estd dada
nuevamente por (3.13) donde ahora U,, () es una matriz de 3 x 3 por deter-
minar.

Denotemos momenténeamente por U, (t) (esta notacién se aclarard més
adelante) la matriz con la propiedad de

U (8) Hun(8) U () = Hp(t), (3.47)

con Hp = diag(&€:(t), Ex(t), E3(t)), estos son los eigenvalores instantdneos de
la energia.

Por otro lado H,,(t) es una matriz real y simétrica por lo cual nuevamente
puede ser diagonalizada por una transformacion ortogonal dependiente del
tiempo

OF (1) Hp (1) O (t) = Hp(t). (3.48)

Por el Teorema 3.3.1 Hp en la ecuacién (3.47) es la misma que aparece
en (3.48), sustituyendo (3.46) en (3.47) y comparando con (3.48)

Upa(t) = Qg3 Opa(2), (3.49)

donde las matrices I' y Oy3 son las misma que la definidas por la matriz de
mezcla en el vacio. De esta forma hemos convertido el problema de determi-
nar ﬁm(t), la cual es una matriz compleja, en un problema equivalente de
determinar la matriz ortogonal O,,(t).

Del Teorema 3.3.1 se deduce que los eigenvalores de H,,(t) no dependen
de 023 ni de 6. Tampoco O,,(t) depende de estos pardmetros.

Queremos recuperar la definicién de la matriz de mezcla en el vacio al
hacer tender V' (t) — 0. Esto implica que en este limite O, (t) — 013012,
con lo cual, haciendo

Uy (t) = Uy ()T (3.50)

garantizamos que U,,(t) — U cuando el potencial se desvanece, es facil ver
que esta definicién no afecta la ecuacién (3.47):

LU (t)H,, (1)U, ()T = THp ()T,

(3.51)
U:n(t)Hm(t)Um(t) = HD(t):

donde nuevamente hemos usamos el hecho de que I' y Hp(t) son matrices
diagonales, y por tanto, conmutan.
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En este punto es importante recalcar que aun no conocemos la forma
explicita de U,,(t). Para ello debemos ser capaces de diagonalizar el Ha-
miltoniano dado en la ecuacién (3.39). Aunque los eigenvalores exactos se
puede obtener de forma analitica, debido la ecuacion caracteriztica es de
orden cubico [22], la interpretacién fisica estd lejos de ser transparente, po
lo cual en vez de ello, tomaremos ventaja de razén entre Ay /Ag; es mucho
menor que uno para derivar una expresiéon aproximada tanto de &;(t) como
de Oy, la cual es validad en el rango completo de V(¢) [2].

Ent) = 5[0 + V(t)cis — A
Ao + V(t)iy + A V(i) <A
Iy L i OSda o
Agl —l— A21812 + V(t) — Ah V(t) = Agl
E(t) = [V (1) + Az + AgysTy + Ay
aqui hemos definido
Ault) = oy (V) Vi) + B .
M) =\ (VD) ~ Vi) + B
en esta ultima igualdad B; = V;®tan 205, By, = V;® tan 26,3 con
Vi = Ay cos2015/¢2,
" - it oo
Vh = (Agl — A21812) COS 2&13.
En esta aproximacién
O (t) =~ O75(1)O15(1) (3.55)
con
f5(t)  sta(t) O cf3(t) 0 s73(t)
Of(t) = | —sta(t) cfa(t) 0],  Of(t) = o 1 0
0 0 1 —su(t) 0 (t)
(3.56)

En (3.56) usamos la notacién cj}(t) = cos 07} (t) y sj(t) = sin0;}(t). Las
definiciones de los angulos de mezcla en materia se dan de forma similar al

caso de dos sabores. Para 673(t) tenemos:

Ay, sin 26
sin 207 (t) = 2151 , (3.57)

0%3\/(‘/(15) — VZR)2 + (V;®tan 2912)2
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R _
cos 2075 (t) = VP V@) : (3.58)

VO Vi) + (Ve 26)°

Mientras que para 67%(t):

_ 2\ o
sin 207 (t) = (Bor = Bonsiy) sin20is (3.59)

V V() = VR + (Vi tan 26,5)°

cos 2075(t) = V' =V : (3.60)

V V@) = VR + (Vi tan 26,5)°

De las ecuaciones (3.53), (3.54) y (3.57) - (3.60) vemos que ahora los
definiciones de los angulos de mezcla en materia dependen tanto de 65 y
de 63, es decir, ya no es posible encontrar una relaciéon uno a uno entre
los dngulos de mezcla en materia ;7 (t) y sus homélogos en el vacio 0;;, en
vez de ello en general tendremos que 0;’} = 9%‘(612, 613). De todas formas en
los limites donde la densidad se desvanece recuperamos el correspondiente
angulo de mezcla en el vacio, tal como deseabamos, es decir:

I in 2075(t) = sin 20
V(gllosm 15(t) = sin 26,5,

Ii in 2607%(t) = sin 20
V(ggosm 13(t) = sin 26,3,

(3.61)

lo mismo para cos 207} (), Bajo estas aproximaciones la matriz de mezcla de
los estados de masa en materia es

Upn(t) 2 OgsT O (1O ()T (3.62)

donde Oy3 ,I' son las misma que las dadas en el caso del vacio, ( ecuacién
(2.35) ) y OF(t)O(t) estan dadas por (3.56).

En la seccién anterior mencionamos que los estados de masa en materia
®,,(t) obedecen en general la ecuacién (3.20), sin importar el ntimero de
generaciones (sabores) que participen en la mezcla. Vamos a volver a deducir
esta ecuacién y calcular H,,(t) para el caso de tres generaciones. Usando la
forma aproximada de U,,(t) en (3.37) y la relacién entre los estados de sabor
y los estados de masa en materia; ¥ = U,,(¢)®,,(?).

A partir de

0
i Un ()0 (t) = Hin(H) U ()0 (1),

i OQSF% (O™(t)L1®,,(t)) = Hp(t)OosI O D, (2)
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ya que D93 v I' no dependen de t se pueden sacar de la derivada temporal.
Multiplicando la tltima ecuacién por la izquierda por I'TOZL, y usando la
ecuacion (3.46)

~ o0™(t)

z‘@m(t)rfwa—”;(t) = {Hm(t) — iT} O™ ()T, (1),

multiplicando nuevamente por la izquierda por O (¢) y usando la ecuacién
(3.48)

125 —{formm,mon - o0 52 b rie,

ot
z’FT((M)a—";(t) = {HD(t) - iog(t)aoa—t(t)} I ®,,(t)

en este punto y tinicamente por conveniencia definimos

(1) =TT, (t) (3.63)
para finalmente llegar a la ecuacién
0 . O™ (1)
—& (t)={ Hp —iO7T P’ (t). 64
it = {1 - 080 2 e (3.6

A el Hamiltoniano dado en la ecuacién (3.64) lo denotaremos por H,,(t),
nuestro siguiente paso consiste en dar la forma explicita de este Hamiltoniano
bajo las aproximaciones consideradas hasta ahora.

De la ecuacién (3.55)

Ou(t) = Of3(1)Of3(t) + O (HOT (1), (3.65)
por lo tanto,

O, (H0n(t) = Of" ()O3 (1) (O () OT (1) + OF(H 0T (1))

13 2
= O () O () O (1) O3 (t) + O (1) OO
= 0" (HOR" (DO O(t) + OfT (HOT(t)
(3.66)
de las ecuaciones (3.56) - (3.60)
, , —s75(t)  es(t) 0
Of(t) = 075(t) | —cia(t) —sTa(t) 0],
0 0 0
(3.67)

. , —s73(t) 0 ci3(t)
O15(t) = 073(t) o 0 0 ],

—ci3(t) 0 —cf3(t)
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las derivadas de 073(t) y 074(¢) las obtenemos de (3.57) y (3.59) respectiva-
mente

i sin” 207 - sin? 207%

de las ecuaciones (3.66) y (3.67) y tras un poco de élgebra, podemos das de
forma explicita H,,(t)

&) 0 0 10
Hat)=| 0 &@) 0 idom)y | -1 0 0
0 0 &) 0 00
. 0 0 i (t)
+07 (1) 0 0 st (3.69)
—cp(t) —spa(t) 0

Al igual que en el caso de dos generaciones, la aproximacién adiabatica
consiste en despreciar los términos fuera de la diagonal principal, este caso
es totalmente andlogo al de resolver el problema en un medio con densidad
constante y en el aspecto de que no habra mezcla entre los estados de masa
instantdneos @7 (t) = @5 (t) S o5 (t).

Nuestro principal interés de la aproximaciéon adiabatica consiste en dar
el operador de evolucién adiabético, denotemos por @’ ﬁl (t) a las amplitudes
de los estados instantaneos de masa en materia en la aproximacion adiabati-
ca, su ecuacion de evolucion temporal esta dada unicamente por Hp y su
operador de evolucién @2 (t) = UA(L, to) D2 (o), obedece la ecuacién

0
i au;‘L(t, to) = Hp U(t, ), U (to, tg) =1 (3.70)
en este caso el operador de evolucién toma la forma:
e-in® q 0
Ut 1) = 0 ez : (3.71)
0 0 e—ias(t)
t
ai(t) = / E(E)d, =123 (3.72)
to

Ya que este es el caso méas simple posible a tratar cuando se consideran los
efectos de la materia en las oscilaciones de neutrinos en donde toman parte
las tres generaciones, queremos describir de forma cualitativa los eigenvalores
de la energia para los estados instantaneos de masa en materia.

En la Figura 3.3 graficamos los eigenvalores aproximados de la energia
como funcién de V', donde asumimos que el valor de los angulos de mezcla es
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g (t)

vit) (ev)

Figura 3.3: Grafica de los eigenvalores instantaneos de masa en materia como
funcién de V para el caso de tres generaciones, hemos tomado Am2, =
7.37 x 1075 eV, Am32, = 2.56 x 1072 eV, sin® 0}, = 0.297, sin® 613 = 0.0215

los datos necesarios fueron obtenidos directamente de la referencia [19]

pequeno y la jerarquia normal de los estados de masa en el vacio. Vemos que
hay dos regiones en los que los eigenvalores casi se cruzan. Por lo tanto hay
dos resonancias. Las resonancias ocurren cuando la masa inducida del neu-
trino electrénico se acerca a una de las masas de neutrinos mas pesadas. La
resonancia baja (lower) ocurre cuando V' ~ m3, mienstra que la resonancia
alta (higher) toma lugar en V ~ m3 [7,9].

Este argumento es usado en la refrencias [7-9] para desarrollar solucio-
nes aproximadas cerca de cada resonancia para un densidad constante, este
resultado nos parece interesante porque, aunque se trabaje con una densi-
dad constante o que varie muy lentamente, caso en el cual nos encontramos
dentro de la aproximacién adiabética, el Hamiltoniano en materia H,,(t),
ecuacién (3.39), se puede separa en un neutrino desacoplado y una subma-
triz de 2 x 2 parecida a (3.8) para cada resonancia.

La aproximacion adiabatica recibe correcciones cerca de cada resonancia;
cerca de la resonancia baja V =~ V% el sin 07} presenta un pico muy agu-
do, esto al igual que el caso de dos generaciones, ocasiona la mezcla entre
los estados ¢7'(t) = ¢5'(t). Por otro lado cuando el potencial se acerca al
valor de la resonancia alta V' =~ V;f el sin 67 presenta un pico muy agudo
ocasionando la mezcla entre ¢35 (t) S @5 (t).

Queremos encontrar el operador de evolucién de los eigenestados ins-
tantaneos de masa en materia para el caso de tres generaciones, este obedece
la ecuacién

9
iUt 0) = Hon(8) Un (1, o), (3.73)
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con H,,(t) dado por (3.69) y sujeto a la condicién inicial
Upn (to, to) =1 (3.74)

Como el Hamiltoniano (3.69) se puedes escribir como una suma de Hamil-
tonianos a los que denotamos por H,,(t) = Hp+ Hya, donde Hp se refiere a
la parte adiabética (los elemntos sobre la diaganal principal) y Hy 4 la parte
no adiabatica, mas aun las soluciones de Hp son explicitamente conocidas,
ecuacion (3.70), podemos usar los resultados del Apéndice B. Proponemos el
operador de evolucion de H,,(t) como U,,(t,to) = Up(t, to)Una(t,ty), usando
(B.8)

0 ) .
i Una = ~i(ULOL O Up ) Un 4 (3.75)
= (Hi+ Hp)Una
donde
0 Ql(t) 0
0 0 0 (3.76)
0 0 o) '
Hy, = 0 0 on(t) |,
o, (t) op(t) 0
con

Ql(t) 7/012 € —i OZQ al),
on(t) = 1913 e /(asm ), (3.77)

on(t) = 2913 e Haame),

Para encontrar Uy nos es 1util tener en cuenta que las derivadas tem-
porales de 9 Ny 9 son significativamente diferentes de cero solo en una
estrecha reglon alrededor de sus respectivos maximos. Debido a pequenez de
la razén de Ag;/Agz; estos dos intervalos estdn bien separados lo cual nos
permite escribir la solucién de (3.75) en una forma factorizada

Unal(t,to) = Ult, to)Un(t, to) (3.78)

donde U, el es operador de evolucion de H,; ;. Usando nuevamente los resul-
tados del Apéndice B siempre es posible escribir Una = Uld, donde U obe-
dece la ecuacién de ecuacion de Schrodinger con el Hamiltoniano I/IZT’H;LMI. Si
U(t, to), Ha(t)] = 0 para todo tiempo, entonces U = Uy, y la ecuacién (3.78)
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resulta ser exacta. En el presente caso para los puntos cerca de la region de
altas densidades 9{3 ~ () y por lo tanto H; ~ 0, esto implica i4; ~ I, por otro
lado para la region de bajas densidades 9{% ~ () y ahora H;, ~ 0. Bajo estas
condiciones [U(t, to), Hn(t)] = 0 se cumple en un amplio rango y la ecuacién
(3.78), esta suficientemente justificada.

En general no es posible conocer de forma exacta U; y Uy, en vez de ello,
si denotamos por P, y P, las probabilidades de cruzamiento en las resonacias
altas y bajas respectivamente y en andlogia con el caso de dos generaciones
y usando la aproximacién dada en [9]. tenemos

(3.79)

Ahora podemos determinar el los eigenestados instantdneos en materia
de forma aproximada para cualquier tiempo t. Usando (3.63)

o1 (t) o1 (to)
o5 (t) | =T Up(t, to)U(t, to)Un(t, to)TT | &5 (t0) | , (3.80)
o5 (t) o5 (to)

donde

T Up (t, to) Uy (L, to)Uy(t, 1) =

/1 — Ple—ial /Pl /1 — Phe—ial /Ph /Pl e—iale—ié
—V/Pe 2 \/1—P1—-Pe 2 /1—ByPe e ™| (3.81)
0 —/Pye e V1 — Ppeios

Nuestro objetivo es encontrar la probabilidad de transicién del neutrino
al propagarse a través de la materia y posteriormente desplazarse en el vacio
la cual esta dada por la ecuacién (3.28). Si al igual que antes suponemos que
en el borde de medio el potencial se anula, es decir, para ¢, el tiempo en el
que el neutrino abandona el medio V(¢,) =0

Gi(te) = o*(t,)  si V() =0, (3.82)

y podemos usar la evolucién de los eigenestados instantaneos en materia
para calcular las probabilidades de transicion.
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Usando (3.80) y (3.81) podemos calcular ¢"(¢) tomando el cuadrado de
esta cantidad y despreciando los términos de interferencia

(o @)% = (L= B l6F (to)lI” + AL — P05 (to) I + PrPall 65" (o) I,
(lo5"(6)I1%) = Rllot (to)|I* + (1 = R)(L — P35 (o)
+ (1= P) Pl (to) 1%,

(15O = Pullos' (to)lI” + (1 = Bu)ll@5 (o)1,
(3.83)

Para poder calcular esta probabilidades necesitamos conocer ®,,(t),
usando de relacién entre las amplitudes de los estados de sabor y los eigenes-
tados instantdneos de masa en materia (3.13), se deduce ®,,(t) = U,,(t)TW,
si el estado de sabor creado al tiempo ty es un neutrino electrénico v,

1
v=10],
0
entonces
1" (to) ey ey’
P (to) | = [ sTlcm® |, (3.84)
o5 (to) S5 Oei®

donde el superindice cero tiene como significado ¢}° = ¢ (to), s7;° = 57} (to)

Finalmente podemos obtener la probabilidad de supervivencia del neu-
trino electrénico, usando la ecuacién de las probabilidades promedio (3.28),
la condicién en el borde del medio V (t,) = 0, lo cual implica la igual entre las
amplitudes de los estados de masa y los estados de masa en materia, ecua-
cién (3.82), ademads de las ecuaciones (3.83) evaluadas en t, y las condiciones
iniciales para el neutrino electrénico (3.84)

(Prow) = 1UalP{(1=PO(EB ") + Pi(1=Po) (s els)? + PuPi(s")°}
UeQHQ{pI C%OC%O) (1—131)(1—Ph)(sg0c?§0) + (1=P)Py(s 2}

H|Ues[I*{ (1= F) Pa(s75°ci5)? + (1= Pa) (s73°)°}
(3.85)

Este es el resultado al que se queria llegar, las diferencias con el caso de
dos sabores se puede apreciar al comparar las ecuaciones (3.35) y (3.85) esta
ultima no solo presenta una forma més complicada, ademés su deduccién
requirié de varios pasos intermedios y del plantiamiento de nuevas hipotesis,
que el caso de dos sabores no heran necesarias, la principal suposicién que se
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hace en este caso es, que es posible factorizacién del operador de evolucién
de la parte no adiabatica en un problema efectivo de 2 x 2 cerca del valor
de cada resonancia, este hecho tomara relevancia en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Relacion entre las
probabilidades de cruzamiento
para el neutrino y el
antineutrino

En el presente capitulo centraremos la atencion en los antinuetrinos y
estudiaremos las relaciones que existen entre ellos y los neutrinos cuando se
propagan en materia. Nuestro principal interés es poder contestar, en que ca-
sos se puede establecer una relacion entre las probabilidades de cruzamiento
de los neutrinos y el antineutrinos y cual es dicha relacion. Todo el traba-
jo previo ha tenido como objetivo sentar bases solidas para los resultados
presentados en las siguientes secciones.

4.1. Mezcla de dos sabores en materia para
el antineutrino

Empezaremos con el caso mas sencillo posible a tratar, es decir, el de dos
generaciones. Como se menciono en la seccién 3.1, cuando los antineutrinos
se propagan en materia es necesario hacer el cambio del signo del potencial
efectivo V' — —V, por lo cual la evolucion de los estados de sabor para
la antiparticula obedecerd una ecuacién similar a (3.5). Sin embargo, para
poder deducir las ecuaciones de los antineutrinos debemos recordar, que de
acuerdo con lo mencionado al final de la seccién 2.1, es necesario también
hacer el cambio de U — U™.

La relacién entre las amplitudes de los estados de sabor y los estados de

47
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masa de los antineutrinos es:
U =U*0, (4.1)

donde la notacién de la barra indica que nos referimos a las antiparticulas.
Para el caso de dos sabores la matriz de mezcla es real y, por lo tanto, la
ecuacion de evolucion de W es
ov
i— = H,,(t)¥
={UHU"-V(t)Y} .

(4.2)

Sustrayendo un factor proporcional a la identidad el Hamiltoniano viene

dado por
— ~ [(—Apcos20 Agsin20 1 0
Hom(t) = ( Agsin20  Agcos 29) — V) (0 —1) (4.3)
= —(V(t) + AO COS 29)0’3 + Ag sin 20 01

donde Ag y V() son dados por Ag = (m2 —m?)/(4E)y V = (V, - V,)/2.
Este Hamiltoniano resulta simétrico, lo cual implica que puede ser dia-
gonalizado por una transformacién ortogonal que denotamos por U, (t):

= [ cosOp,(t)  sind,(t)
Un(t) = (— sin 0,,, (t) cos@m(t)) ' (44)

Esta es la matriz de mezcla en materia de los antineutrinos. De la dia-
gonalizacién de (4.3) podemos obtener tanto los dngulos en materia como
los eigenvalores de los estados instantaneos en materia. La relacion entre las
amplitudes de los estados de sabor y los estados instantdaneos en materia,
D,,(1), es

U(t) = Upp(t) P, (1). (4.5)

en este caso el dngulo de mezcla en materia para los antineutrinos es dado

por
Ao sin 20

~ Apcos20 + V(t)
De esta expresion vemos que los limites para bajas y altas densidades
son:

tan 20, (t) (4.6)

lim tan 20,,(t) = tan 26,
V(t)—0

lim  tan 260,,(t) = 0%.
V(t)—oco

(4.7)
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Aqui encontramos la primer diferencia significativa con el comportamien-
to de los neutrinos al propagarse en materia. Cuando las densidades se hacen
muy grandes el denominador en (4.6) se hace infinitamente positivo, mien-
tras que, tomando el valor del angulo de mezcla en vacio en el intervalo
[0,7/2), el sin 26 es positivo, por lo cual nos acercamos a cero mediante va-
lores positivo. Del comentario realizado después de la ecuacién (3.16) vemos
que para el neutrino bajo las mismas condiciones, el limite de altas densi-
dades tiende a cero por valores negativos. A partir de (4.6) e identidades
trigonométricas obtenemos

Agcos26 + V(t)
\/(Ag cos 20 + V(t))2 + AZsin? 20

cos 20,,(t) = , (4.8)

Ay sin 260

sin 20,,(t) = .
\/(Ao cos 20 + V(t))2 + A2 sin® 20

(4.9)

Para resolver la ambigiiedad en el signo en las expresiones anteriores,
impusimos la condiciéon de que en el limite donde V' — 0 se recuperen los
angulos de mezcla en el vacio.

1

08 /

0.6 |-

sin 28,

N
04} // \

02}~ ~~—

w(t) (ev)

Figura 4.1: grafica del sin26,,, (linea sdlida) y de sin 26, (linea puntea-
da), esta ultima tiene un comportamiento mondtono decreciente, y ya no
se presenta el comportamiento resonante. Hemos tomamos Ay = 3.0 eV y
sin? 20 = 0.03

Notemos que el comportamiento resonante ya no se presenta en el primer
cuadrante donde se encuentra el dngulo de mezcla en el vacio (6 € [0,7/2)),
en la Figura 4.1 grificamos tanto sin26,, y sin26,, como funcién de V,
usando los mismos valores que en la Figura 3.1
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Al resolver la ecuacién caracteristica de (4.3) obtenemos los eigenvalores
instantaneos en materia reducidos para las antiparticulas, donde posterior-
mente sera necesario reincorporar el término proporcional a la identidad que
despreciamos al deducir (4.3) a fin de conocer los eigenvalores completos &;
1 = 1, 2. Los eigenvalores reducidos en este caso son

&lt) = —a1(t) = \/ (Bocos20 + V(1) + A2sin? 20, (4.10)

Ahora debemos deducir la ecuacién de evolucﬁﬁn que obedecen las am-
plitudes de los estados instantdneos en materia, ®,,(t). Sustituyendo (4.5)
en (4.2) y tras algunas manipulaciones algebraicas llegamos a

9P (1)
ot

?

_ {HD - iUm(t)TaUa—";(t)} To(t), (4.11)

donde Hp = diag(&(t),€(t)). Usando la expresién de U,,(t) dada en (4.4)
y

s ()

la ecuacién (4.11) toma la forma explicita

a1 (Gio) = {00 o) 0 (5 0)} () 0

5 = sin? 20, (t) -

9m(>—_2Aosin29 (®)- (4.14)

Para calcular gm derivamos la férmula del sin 26,, dada en la ecuacién

(4.9).
La ecuacion ( 4.13) puede reescribirse como
B (t) = Ho (1)) (4.15)
donde - .

La ecuacién de Schrodinger con este Hamiltonino nos permite conocer el
operador de evolucion para los estados instantdneos de masa en materia de
los antineutrinos.

Nuevamente nos interesa calcular las probabilidades de transicién para
los estados de sabor de los antineutrinos, suponiendo que en, el centro de
algin objeto astrofisico, se crea un estado de sabor puro. Sea t, el tiempo
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en el que estos abandonan el medio, entonces para t > t, se propagaran en
el vacio y siguiendo el mismo procedimiento que el utilizado para la deducir
la ecuacién (3.28),resulta

) Z 1Tl {[[ (2

que nos da la probabilidad promedio (cldsica) de que el estado inicial 7, se
transforme en 7g. Si somos capaces de determinar los estados de masa en
el borde del medio ¢;(t,), entonces la probabilidad promedio de transicién
quedara completamente determinada.

Para lograrlo, suponemos que al tiempo ¢, en el cual el neutrino alcanza
el borde del medio la densidad se anula, de tal forma que V' — 0. Entonces
los estados de masa en materia, se aproximan a los estados de masa en el
vacio, es decir,

W5, (4.17)

®,, — . (4.18)

0 en términos de los componentes

2 (*)> (51(75*))
== : 4.19
(G)) = (e 1
Para encontrar ®,,(t,) podemos usar la forma general del operador de

evolucién para el caso de dos sabores dado en el Apéndice A. Denotemos P,
a la probabilidad de cruzamiento entre los estados de masa en materia , con

lo cual (z: ()) ( \/? \/1\/__7 ) (z; ig) (4.20)

Consideremos que al tiempo t; se crea un antinutrino electrénico v,

entonces
— N
()
e invirtiendo la ecuacién (4.5)
0N (to)) (cos@m(to))
=| . 5 4.21
<¢2 (to) sin 6,,(to) (4.21)
usando las ecuaciones (4.20), (4.21), (4.17) y (4.19) obtenemos

1 1 = _
(Pr,o5,) = 5 + (5 - Pc) cos 26 cos 20, (o). (4.22)

Asi hemos podido deducir la probabilidades de transicién para el anti-
neutrino electrénico, cuando es creado en el seno de algiin objeto astrofisico
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y se propaga a través del mismo para posteriormente abandonar el me-
dio y continuar propagandose en el vacio. Vemos que esta ecuacién tiene
la misma forma que la férmula de Parke, ecuacién (3.35), con P. — P,y

4.2. Relaciones entre P. y P. en el caso de
dos sabores

Nuestro siguiente paso consiste en encontrar las relaciones que existen en-
tre las probabilidades de cruzamiento para los neutrinos y los antineutrinos,
para ello, antes necesitaremos establecer algunos resultados.

Teniendo en cuenta la forma del Hamiltoniano dado en (4.2) las solucio-
nes de la ecuacién (4.3) los podemos escribir como

U = U(Ay,0;t), (4.23)

donde interpretamos a Ag y 6 como parametros fijos dados de antemano, y la
unica variable independiente es ¢, lo mismo se puede decir para los neutrinos
a partir de las ecuaciones (3.7) y (3.8)

U = U(Ay,0;t). (4.24)

Queremos encontrar las relaciones que existen, entre las amplitudes de
los estados de sabor para los neutrinos cuando se propagan en materia con
respecto a los de los antineutrinos. Con este fin trabajaremos con las ecua-
ciones (3.7), (3.8), (4.2) y (4.3) lo cual no permitira establecer el siguiente
proposicion:

Proposicién 4.2.1. Supongamos que W(Ayg, 0;t) es solucion de la ecuacion
(3.7), con condicién inicial ¥(Ay, 0;to) = (1,0)T al hacer los cambios Ay —
—Ag y ¥ — U* la nueva funcion es solucion de (4.2), sujeto a la condicion
inicial W(Ag, 0;t0) = (1,0)7, es decir

U*(—Ag, 0;t) = U(Ag, 0;1). (4.25)

Demostracion. Tomemos el conjugado de la ecuacién (3.7) y usemos
la representacion del Hamiltoniano en materia en términos de las matrices
de Pauli (3.8)

—i%lll*(Ao, 0;t) = {(V(t) — Agcos20) o3 + Agsin20 o1 } U*(Ag, 0;1),
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ahora hagamos el cambio Ag — —A en esta tltima ecuacién

_Z%\p*(_AO, 0;t) = {(V(t) + Ag cos20) o3 — Agsin20 01+ U*(— Ay, 0; 1)

de donde

0 :

Za\D*<—A0, 0;t) = {— (V(t) + Ag cos 2«9)03 + Agsin 26 01} U™ (—=Ay, 0;1).
Al comparar esta ecuacién con el Hamiltoniano para los antineutrinos en

(4.3) vemos que V*(—Ag, 0;t) vy W(Ay, 0;t) obedecen exactamente la misma

ecuacion, con las misma condicién inicial, con lo cual queda establecida la

proposicion. QED

El resultado de la proposicién 4.2.1 es lo suficientemente fuerte para
permitirnos encontrar la relacién entre P, y P., relacionando directamente
las amplitudes de los estados de masa de los neutrinos y los antineutrinos. Al
intentar realizar este mismo procedimiento para el caso de tres generaciones
se llegan a resultados divergentes, por lo tanto nosotros queremos optar por
una deduccién distinta la cual no sera 1til atin el el caso de tres generaciones.

Como las P., P, describen la probabilidad de cruzamiento entre los esta-
dos ¢ (t) v ¢ () v ¢y (1) ¥ by (1), respectivamente, intentaremos deducir
una relacién entre ®™(t) y ® (t) y més importante aun una relacién entre
los respectivos operadores de evolucion. Para ello vamos a trabaja con los
Hamiltonianos dados en (3.23) y (4.16) y determinaremos la relacién entre
ellos.

Empecemos analizando la parte diagonal de ambos Hamiltonianos. Ha-
ciendo el cambio Ay — —Ay en €(t), ecuacién (3.19), vemos que

e1(—Ap;t) = —\/( — Agcos20 — V(t))2 + (—=A)%sin® 20

= —\/((Ao cos 20 + V(t))2 + AZsin? 20 (4.26)
=& (Ag;)
y, como €3(Ag;t) = —€1(Ap; t), esto implica
e2(=Ao;t) = —€1(Ap; t) = €(Ao; t). (4.27)
De las ecuaciones (4.26) y (4.27) se concluye que
Hp(—=Ap;t) = Hp(Ag; t). (4.28)

Hacemos hincapié en que tanto Hp(—Ag;t) como Hp(Ap;t) hacen re-
ferencia a los eigenvalores reducidos, es decir, para encontrar la relacion



54 CAPITULO 4. NEUTRINO Y ANTINEUTRINO

entre los eigenvalores de H,,(t) y de H,,(t) deberemos reincorporar la parte
proporcional a la identidad que despreciamos al deducir los Hamiltonianos
(3.23) v (4.16).

Investiguemos ahora las relaciones que existen entre los angulos de mezcla
en materia al hacer el cambio Ay — —Ag. De las ecuaciones (3.17) se tiene
que

—Aqgcos 20 — V(t)
\/( — Agcos260 — V(t))2 + (—Ap)?sin® 20

o8 20,,(—Ag; t) =

. 4.29)
—-A 2 (
sin 260,,(—Ag; t) = 0 5in 26 )
V(= Docos20 — V(1))” + (~Ag)? sin® 20
y, comparando con (4.9) y (4.8), podemos concluir que
€08 20, (—Ag: t) = — 08 20, (Ao; 1),
0520, (=0 1) = = cos2, (A1) o
sin 26, (—Aq; t) = —sin 26,,(Ao; t).
Por lo tanto, hacer el cambio Ag — —Ag implica
Oy — O — g (4.31)
y, en consecuencia '
Om(—Ao:t) = Op(Ag: 1), (4.32)

resultado que también se puede deducir de las ecuaciones (3.22) y (4.14).
Con estos resultados podemos dar la relacién entre H,, y H,; de (4.28)
y (4.32) y comparando con (4.16)

Ho(—Ag;t) = Hp(—A ) Om(—Ag; 1)
- ﬂm(AO; )

ya que la condicién inicial para los neutrinos esta dada en términos del angulo
de mezcla en materia, debemos averiguar como cambia al hacer Ay — —Ay:

08 0, (—Ag; t) cos {0n(Ao;t) — 7/2}\ [ sinf,,(Ao;t)
(sin@m(—Ao;t)> - (sin {0, (A0;t) — 7T/2}> B (— cosgm(Ao;t)) ’
(4.34)
donde hemos usado la ecuacién (4.31). Al comparar con (4.21) vemos que

hacer el cambio Ay por —Ay no nos permite recuperar la condicién inicial
de las amplitudes de los estados de masa en materia para los antineutrinos.
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Con el objetivo de recuperar la condicion inicial de los antineutrinos bus-
caremos una matriz unitaria o de tal suerte que ®,,,(Ag; to) = 0@, (—Ao; o).
Tal matriz esta definida de la siguiente forma:

o= ((1] _01> (4.35)

siendo sencillo probar que dicha matriz es unitaria y que tiene la propiedad
que buscamos, es decir

cosOn,(to) (0 —1 sin 0,,,(t)
Ahorzl estamos en condiciones de establecer la relacién existente entre
®,,(t) y @,,(t); hagamos el cambio Ay — —Ag en (3.21)

(D 1) = (D) (D 1), (4.37)

usando (4.33)

0 =
Za@m(—Ao; t) = Hin(Ao; 1) P (—A0; 1)

Con el fin de recuperar la condicién inicial de los antineutrinos multi-
plicamos esta expresion por la izquierda por ¢ y usamos la condicién de
unitariedad.

i%a@m(—Ao; t) = Jﬂm(Ao;t)aT(ﬂPm(—Ao; t),

A partir de la definicién de H,, en términos de las matrices de Pauli,
ecuacion (4.16), tiene

oHmo! =0 [El(t)cr:a +' ‘)m(ﬂ"?} g (4.38)
= —€ (t)(fg + §m<t)02

donde hemos usado los siguientes resultados
r (0 =1\ (1 0 0 1
739 =\1 0 )J\o -1) -1 0
1 0
o )T
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r (0 =1\ [0 =i\ [0 1
79920 =11 o )\i 0o/)\=1 0

Por la tanto,

0 =~ - -
i B(—oit) = [—El(t)ag + Gm(t)ag] Oo(—Aojt),  (4.39)
con )

D, (—Ag;t) = 0P, (—Ap; ). (4.40)
conjugando este ultima ecuacién y teniendo en cuenta que oy = —oy, nos
queda

0 ~ - ~
iaq);kn(—Ao;t) = [@1(t)os + On(t)oz| D (—Ao;t). (4.41)

Al comparar (4.41) con (4.15) vemos que ®'" (—Ag;t) vy @,,,(Ag;t) satis-
facen la misma ecuacién y dado que por construccién, ', (—Ag;t) cumplen
la misma condicién inicial resulta:

o®;, (= Ag;t) = (Ao 1) (4.42)

Esta es la relacion entre los estados de masa en materia de los neutrinos
y los antineutrinos para el caso en donde solo participan dos generaciones
en la mezcla.

Ahora nos interesa la relacién existente entre los respectivos operadores
de evolucién (3.33) y (4.20). En este punto nos es conveniente definir A,
como el conjunto de las diferencias cuadraticas de masa independientes, por
ejemplo, en el caso de dos generaciones se tiene que

2 2
A=Ay= %, (4.43)

mientras que para el caso de tres generaciones

Aoy = (m2 —m?2)/2F
A = 21 (m2 ml)/ 5 (444)
Az = (mi —mi)/2E,
de ahora en adelante usaremos esta notacién.
También debemos notar es que la proposicion 4.2.1 implica
P*(—Ast) = (A1), (4.45)

donde ® y ® se refieren a los estados de masa en el vacio del neutrino y
el antineutrino respectivamente. La relacién entre las amplitudes en la base
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de sabor del neutrino y las amplitudes de los estados de masa en materia
es dada por (3.13). Por su parte, para el antineutrino tenemos un relacién
enteramente similar dada por (4.5):

U(t) = Un(A; 1) P (A1),

_ — _ (4.46)
U(t) = Un(A;t)0m(As 1),
para los estados de masa en el vacio se tiene
U(t) =U &(t),
_( ) __( ) (4.47)
V() = U (1),

igualando las ecuaciones (4.46) y (4.47); despejando ® y ® obtenemos

O(t) = UTU, (A )P, (A 1),

B() = U0 (85 )80 (50 e
O(t) = U U (A; 1)@ (A1),

la ecuacién (4.45) es valida para todo t ya que la proposicién 4.2.1 se prueba
a partir de la ecuacién diferencial, sujeta a las misma condiciones iniciales.
Sustituyendo (4.48) en (4.45)

y usando la condiciéon de unitariedad de U resulta
B, (A51) = UL (AU (~ A5 )], (~As t). (4.50)

Como primera prueba de que nuestro actual razonamiento es congruente
con los resultados anteriormente obtenidos nos gustaria recuperar la ecuacion
(4.42), para ello debemos encontrar como cambia U, al hacer el cambio
A — —A. Empecemos notando que U, definida en (3.10) es real, por lo
tanto U, = U,,.

Usando (4.31) en la férmula para U,,, ecuacién (4.4), resulta

. _ gm(A) _Em(A)
=000 = (21(3) i)
[ En(A) Sa(A)) (0 —1Y. (4.51)
B _gm(A) Em(A) 1 0
=Un(Ast)o
Donde usamos la notacién compacta 5,,(A) = sin 0, (A; 1), T(A) =
cos 0, (A;t), y la definicién de la matriz o. Sustituyendo en (4.50) y como,
por construcciéon, U, es una matriz ortogonal
B, (Ast) = U (A )T (A )o@, (—As 1)
=00, (A1)
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recuperando asi (4.42), tal como se deseaba.

La ecuacién (4.50), es en principio vélida para todo ¢; por lo tanto, po-
demos evolucionar los estados de masa en materia ®,,(t) y ®,,(¢) desde el
tiempo inicial ¢y hasta un tiempo posterior arbitrario ¢, es decir:

(4.52)
invirtiendo (4.48) y tras hacer el cambio A — —A y conjugar
Or (—A;to) = UnT(=A, t) U (—A;to),

sustituyendo en (4.52)

U (A, t0) P (A o)
=T (A UL (— AU (= At 1) U2 (= A, 1)U B (— Asty).

m

Usando las relaciones entre las amplitudes de los estados de masa en
materia y los estados de sabor y sus analogos en el vacio, no queda

U (Dt 1)UL (A 1) T(A; o)
=T (AU (— AU (— At 1)UL (— At PTFU(— A )

y finalmente usando el resultado de la proposicién 4.2.1 U(A;t) = U*(—A;t),
obtenemos

Unl A, t0) = Ty (A5 U (=8 0) U, (= A5, t0) U (= A5 t0) U (A3 o)

(4.53)
Esta es la relacién entre los operadores de evolucién. La deduccién de esta
ecuaciéon esta fundamentada en el resultado de la proposicién 4.2.1. Vemos
que en t = to, U (A;tg, 1) = I, debido a que U,,(—A;tg,t) = I por ser
operador de evolucién y a la unitariedad de la matriz de mezcla en materia.

Maés adelante se vera que la ecuacién (4.53) es general he independiente
del niimero de generaciones que participen el la mezcla.

Para obtener las probabilidades de transiciéon de los estados de sabor
de los neutrinos (antineutrinos) hemos hecho la suposicién adicional de que
al tiempo t, en el que los neutrinos (antineutrinos) creado en el seno de
algin objeto astrofisico alcanzan el borde del medio, donde la densidad vy,
por tanto, el potencial efectivo practicamente se anulan, de tal suerte qué
V(t,) =~ 0.

Si en la ecuacién (4.53) se evaliia en t, y tomando primero el limite
V(t,) — 0y después haciendo el cambio A — —A, entonces

U Dt to) = U, (= D5, ) UL (— D5 t0)U (A o) (4.54)
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es importante notar que es necesario primero tomar V(t,) — 0, ya que en
este caso
O(A;t,) = D (Asty)

con lo cual, teniendo en cuenta (4.45) , vemos que
D(A;t,) = O (—Ast,) = OF (—Ast,),

y finalmente usando la ecuacién (4.19)

D, (Ast,) = O(A;t,) = *(—Ast,) = 5 (—At,),
lo primero que notamos es que la relacion entre los estados de masa en
materia se ha modificado, siendo distinta de la dada con anterioridad por
(4.42), bajo la suposicién de que V' — 0 en el borde de medio, esta ultima
se puede escribir aproximadamente como

6m(Av t*) = (I):z(_A; t*)
usando esta relacién y realizando un proceso similar al necesario para deducir
(4.53), obtenemos la ecuacién (4.54).
Como esta fueron las condiciones usadas para deducir tanto la formula
de Parke (3.35) como la probabilidad de transicién del antineutrino (4.22)
es mediante esta ecuacién que podemos establecer una relacion entre P,y
P,, para ello usemos la ecuacién (4.51) en (4.54)

Un(Ast to) = U (At to)o T, (4.55)

explicitamente,

V1= Pe(A)  (P(A) ) ( —/P.(=A) 1 —Pc(—A))
—\/FC(A) \/1 ~P.(A) —V1-F(=-A) —/P(=4A) )’

(4.56)

donde la P, la interpretamos como la probabilidad de cruzamiento de los

estados de masa en materia, por otro lado para los antineutrinos no hay una

probabilidad de cruzamiento, la P, la denotamos de esta forma en analogia

con el caso del neutrino a fin de poder establecer una relacién entre ellas.

Estamos interesados en los modulos al cuadrado y comparando entrada por
entrada llegamos a

P.(A)=1- P,(-A) (4.57)

este es el resultado principal de esta seccién y es congruente con el resultado
obtenido en [15]. En la siguiente seccién investigaremos las relaciones que
existen en el caso cuando las tres generaciones toman parte en la mezcla.
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4.3. Mezcla de tres sabores en materia para
el antineutrino

Ahora vamos a estudiar la evolucion de los estados de masa en materia
para el antineutrino cuando las tres generaciones participan en la mezcla,
empecemos por deducir la ecuacién de evolucion de las amplitudes de los
estados de sabor en materia, debemos recordar que al tratar el caso del
antineutrino se deben hacer los cambios U — U* y V' — —V en la ecuaciéon
(3.37).

Después de sustraer el factor proporcional a la identidad, la ecuacién
de evolucion de las amplitudes de los estados de sabor de las antineutrinos
queda como

o

={U*HU" -V() Y} ¥,

(4.58)

donde Hy y Y esta definidas de las misma forma que en (3.38), usando la
definicién de U en términos de las matrices de Euler (3.41) y (3.42)

H,,(t)¥
- { 7 DH,* U7 — V(t)Y}E

0 —
— W
"o
(4.59)
- {U*HOUT - V(t)Y} T
= 0" {01301, H, 01,08, — V()Y } TOL T,

donde nuevamente hemos usamos el hecho de que al ser I' y Hy ambas
matrices diagonales conmutan, es decir, [I'; Hy] = 0. Definiendo

v =TOLV, (4.60)
y multiplicando (4.59) por la izquierda por ['OZL;. llegamos a
0

Za@l - {OlgolgH()O%O% - V(t)Y} @l, (461)
en este caso _ _
_ Ve e
\I/, = @ﬁa = Cgi¢u — 822¢7_ A . (462)
(UM [8231% + C23¢T]eus

Si denotamos el Hamiltoniano de la ecuacién (4.61) por
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repitiendo el mismo procedimientos que se uso para probar el teorema 3.3.1

y notando que H,,(t) es una matriz real y simétrica podemos deducir con-
diciones similares a las del neutrino, por lo cual en este secciéon solo nos
limitaremos a mencionarlas.

» H,,(t)y Hp,(t) tienes los mismo eigenvalores.
» Los igenvalores de H,,(t) no depende de 3 ni de 0.

= La relacién entre ambos Hamiltonianos esta dada por

H,(t) = Oy H,,(t) TOL,. (4.64)

« Al ser H m(t) una matriz simétrica, esta es diagonalizable por una
trasformacion ortogonal dependiente del tiempo que denotaremos por
O (), la cual no depende de los pardmetros o3 ni de 4.

O, () H,, (1), (t) = Hp(t), (4.65)

con Hp(t) = diag(E1(t), E2(t), E5(t)), los eigenvalores instantaneos de
la energia

» La matriz U,,(t) que diagonaliza a H,,(t) esta dada por
Up(t) = O3 O, (1T, (4.66)
donde O,,(t) es la misma que aparece en la ecuacién (4.65).

Aunque es posible encontrar los eigenvalores exactos de la energia y por
tanto determinar O,,(t) de forma analitica, este resultado sigue siendo poco
practico y de dificil interpretacion, en vez de ello nos aprovecharemos de los
resultados obtenidos para el neutrino y haremos el cambio V' — —V en las
ecuaciones de los eigenvalores y en las definiciones de los angulos de mezcla
en materia para el antineutrino

E1(t) = 5[Aa1 = V(t)els — A

ACEE {Azl —V(t )213 + A V(t) S A (4.67)
Az + Agy 575 — V(t) — V(t) 2 Az
Es(t) = L[Ag1 + AgysT, — V(1) +Z ]
donde definimos
Bi(t) = g/ (V) + Vi®) + B
(4.68)

An(t) = \/(V(t) + VR + B
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En esta dltima igualdad B, = WR tan 2019, B, = VhR tan 2613 quedan
igual que en el caso del neutrino con

VER = Agl COS 24912/6%3,
VhR = (Agl - A218%2) COS 2613.

En analogfa con (3.55) vamos a aproximar O,,(t) por
On(t) = Oy (1) 05 (t) (4.69)

en donde ahora Oy, (t) y Oy5(t) son dadas por

i B ) 0\ CHONET0
OlQ(t): —E{g(t) E{S(t) 0, OlS(t): 0 1 )
0 0 1 —3573(t) 0 ¢3(¢)
(4.70)

donde usamos la notacién compacta ¢} (t) = cos @Z;(t) yfg(t) = _51721 5;;1(25).
Los dngulos de mezcla de los antineutrinos en materia, 0,,(t) y 6,5(t) son
dadas por las siguientes expresiones:

sin 20,5 (t) = =) Sl; 2612 -, (4.71)
0%3\/(‘/(1&) + ViB)" + (VR tan 26;,)
R
c0s 20,5 (t) = e+ Ve : (4.72)
VIV + VR + (VA tan26,5)°
sin 20,5 (t) = (Bg1 = Ansiy) sin 201 -, (4.73)
\/ (V(t) + Vi) + (Vi tan 26,5)
R
cos 2015 (t) = Vi + V() (4.74)

\/ (V(t) + Vi®)? + (Vi tan 2913)2'

Sustituyendo la relacion entre las amplitudes de los estados de sabor y
de los estados de masa en materia para los antineutrinos (4.5) en la ecuacién

(4.58) con U,,(t) dada por:

m

Upa(t) =~ Og3T* O 15 ()05 ()T, (4.75)

llegamos a

. ao" (t)
i, (1) = {HD—z(’) (= }Cbm(t) (4.76)
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donde hemos definido /

D () =T, (t). (4.77)

En particular nos interesa encontrar el operador de evolucion de las am-
plitudes de los estados de masa en materia de los antineutrinos. Denotando
al Hamiltoniano de la ecuacién (4.76) como H,,(t),

i%um(tytO) = Hom (U (L, to), con U (ty,t9) = L (4.78)

En términos de U, (t, o)
D,,(t) = T U (t, o)L D,,(t0). (4.79)

Empecemos analizando el caso més sencillo posible de esta ecuacion, el
cual consiste en despreciar los términos fuera de la diagonal principal, es
decir, queremos considerar la aproximaciéon adiabatica para el caso de tres
sabores,

0 — — _
] ab{A(t, to) = HD(t)Z/{A(t, to), con Z/{A(t(), to) =1

En este caso no habra mezcla entre los estados instantaneos de masa en
materia de los antineutrinos, y el operador de evolucion, el cual denotamos
por U (t, ty), es dado por

et (®) 0 0
Ua(t,to) = 0 e =B : (4.80)
0 0 e
t_
ai(t):/ Ei(that', i=1,2,3. (4.81)
to

Al considerar los elementos fuera de la diagonal principal, es decir, al
abandonar la aproximacion adiabatica con los resultados del Apéndice B es
aun posible proponer

U, = Ullxa, (4.82)

donde ahora queremos determinar U y4. Hasta el momento los resultados
obtenidos en la presente seccion, daria la impresion de que el caso de los
antineutrinos se puede tratar de forma analoga al caso de los neutrinos ha-
ciendo el cambio de V' — —V.

Empecemos analizando las condiciones bajo las cuales se dedujo Uy 4 pa-
ra los neutrinos. De las definiciones de los dngulos de mezcla (3.57) - (3.60),
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vemos que cerca de los valores V% y V;F estas presentaban un comporta-
miento resonante, sin embargo para los antineutrinos este comportamiento
ya 1no se presenta, lo cual se ve directamente de la ecuaciones (4.71) - (4.74).
Por lo tanto ya no es posible factorizar la parte no adiabética en una reso-
nancia baja (low) y una resonancia alta (high), esto mismo ocurria en el caso
de dos sabores, lo cual se puede apreciar en la Figura 4.1, sin embargo, en
este caso nos aprovechamos del hecho de que conocemos las forma generar
del operador de evolucién de 2 x 2. Para el caso de 3 x 3 no nos fue posible
encontrar una expresion general que nos permita escribir una expresion para
U 4 equivalente a la de 2 x 2.

La cantidad fisica relevante que nos interesa calcular es la probabilidad
de transicién del antineutrino. Al igual que antes supongamos que en el
tiempo t,, este abandona el medio, y que la densidad en el borde V' — 0. De
las definiciones de los angulos de mezcla en materia

sin20;; — sin20;

—m si V—=0. (4.83)

cos 20;; — cos 20;;

Por otra parte, de las ecuaciones (4.1) y (4.5), las cuales son valida indepen-
diente del nimero de generaciones que tomen parte en la mezcla,

() = UTU,, ()P, (1). (4.84)

Usando la ecuacién (4.83) en la definicién de la matriz de mezcla en
materia para los antineutrinos, la ecuacién (4.66) y aproximando O,,(t) por
(4.69) es inmediato ver que

Un—U" si V=0,
y, por lo tanto, cuando el antineutrino alcanza el borde del medio
5(t*) = 6m(t*)' (485)

Bajo estas condiciones la ecuacién (4.17) sigue siendo valida y debemos
encontrar una forma de calcular ¢,(t,).

Buscaremos la forma de establecer una relacién entre los estados de sa-
bor del neutrino y su antiparticula, al igual que se hizo en el caso de dos
generaciones. Del andlisis de los Hamiltonianos (3.37) y (4.58) vemos que

U = U(Ayy, Agyst),

T (4.86)
U = U(Ayy, Agy;t),

aunque tanto ¥ como U también dependen de los dngulos de mezcla 65,
023, 013, no haremos ningiin cambio en los angulos de mezcla por lo cual los
hemos omitido en la ecuacién (4.86).
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Empecemos por establecer la relacién para ¥ y W al considerar que las
tres generaciones toma parte en la mezcla.

Proposicién 4.3.1. Supongamos que W(Ag, Asy;t) es solucion de la ecua-
cion (3.37), con condicion inicial W(Ayy, Agi;to) = (1,0,0)T al hacer los

cambios
n A= —A,
s U — U*

donde ahora hacer el cambio A — —/A, significa hacer los cambios Ng; —
—Ag1 y Az1 = —Az1. La nueva funcion es solucion de (4.58), sujeto a la
condicién inicial W(Aq1, Asi;te) = (1,0,0)T, es decir

\I/*(—Agh —Agl; t) = @(Agl, Agl; t) (487)

Demostracion. De la definicion de Hy, ecuacién (3.38), hacer los cam-
bios los cambios Ay — —As v Az — —A3; es equivalente a cambiar el
signo de Hy

Ho(—Ag1, —Asz1) = —Ho(Aa1, Azy),

por lo tanto al sustituir en (3.37) y conjugar

z’%\lf*(—A) = {U*HU" = V() Y} U*(=A)

donde hemos tomado en cuenta que para el caso de tres generaciones la
matriz de mezcla es una matriz compleja. Notese que hacer los cambios
Ag1 — —Aoy y Az — —As; no afecta la condicién inicial, y al comparar
con (4.58) vemos que U*(—Ay;, —Asy;t) y U(Agr, Asy; ) obedecen las misma
ecuacion diferencial, con la misma condicién inicial, de donde se deduce la
verdad de la proposicién. QED

Un resultado similar en el caso de dos generaciones fue el que nos permitio
establecer una relacion entres lo operadores de evolucion de los estados de
masa en materia de los neutrinos y sus antiparticulas. Al igual que antes,
notemos que el resultado de la proposicion 4.3.1, implica

P*(—A;t) = D(Ast). (4.88)

En la deduccién de la ecuacion (4.53) no se hace referencia al nimero
de generaciones que participan en la mezcla. Por lo tanto esta relacién sigue
siendo valida de manera general, de hecho siempre que sea posible establecer
un resultado similar a las proposiciones 4.2.1 0 4.3.1, esta ecuacién sera valida
sin importa el nimero de generaciones que se consideren.
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Usando las definiciones de U,, (3.62) y U,, (4.75), podemos encontrar le
forma explicita la ecuacién (4.53) en el caso de tres generaciones.

Z/{m(Av t7 tO) =
T O (A ) O (= A DU (= Ast, 1) T*OL (= As 1) O (A; 1) (4.89)

Con la finalidad de dar la relacion explicita entre los operadores de evolu-
cién debemos saber como se modifica O,,, al hacer el cambio A — —A, para
lo cual debemos averiguar como cambian los dngulos de mezcla en materia
para el neutrino al hacer dicho cambio. De las ecuaciones (3.54) y (3.53)
resulta

ViH(=A) = =g cos20ip/cly = —Vi(D),

4.90
VIE(=A) = (= Agi + Agys7y) cos 2013 = =V, (A), (4.90)
mientras que para las A, tenemos
A(=251) = &/ RY? 4 (B2 = By(A;
(=451) = i/ (V) + Vi)™ + (=B1)* = Au(As), (191)

Ap(—Ast) = \/(V(t) + V,ff)2 + (= Bp)? = An(Ast).

Usando estos resultados y haciendo el cambio A — —A en las ecuaciones
(3.57) - (3.60) llegamos a

—Agl sin 2912

sin 2075 (—A;t) = - = (4.92)
0%3\/(1/(25) + VR)" + (VR tan 26;,)
VR _
08 207 (— A 1) — Ve V) o (493)
\/(V(t) + ‘/ZR)Q + (‘/ER tan 2812)2
Sin 200 (A ) = (B F Ba15i,) sin 201 (4.94)
\/ (V(#) + Vi) + (V/ tan 26,5)°
VR _
cos 2075 (—A;t) = Vi Z V() : (4.95)
\/(V(t) + VhR)2 + (V,F tan 20,5)
y comparando con (4.71) - (4.74)
sin 207 (— A t) = —sin 20,4 (t), (4.96)

cos 20T (—=A; 1) = — cos 20,5 (1),
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sin 2074 (—A;t) = — sin 205 (t),

o1 (4.97)
cos 2075(—A;t) = — cos26,5(1),

Esto implica que hacer el cambio A — —A implica hacer los cambios

o — 01y — /2. (4.98)
o — 01y — /2. (4.99)

Usando las ecuaciones (4.98) y (4.99) en (4.70), obtenemos las expresiones
siguientes para O/ (—A;t) y O3 (—A;t)

sip(t) —efp(t) 0
Of(—Ast) = | ef3(t)  sip(t) 0],
. 0 ! (4.100)
sis(t) 0 —ef(t) '
Ofs(—=Ajt) = 0 1
cis(t) 0 S13(0)
Estas matrices también se puede escribir como
sih(t) —es(t) 0 0 -1 0 clo(t)  sa(t) 0
co(t) sp(t) ol=(1 0 O —s5(t) ep(t) 0, (4.101)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
donde definimos la matriz >, como
0 -1 0
Ye=|(1 0 0]. (4.102)
0 0 1
Por otro lado
Sa(t) 0 —¢a(t) ca(t) 0 3[3(¢) 00 -1
1 0 = 0 1 0 01 0], (4.103)
cla(t) 0 575(t) —35{5(t) 0 ¢3(t) 10 0
ahora definimos la matriz X3
00 -1
10 O
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Usando esta expresiones

On(=A)0,(A) = [O5(-A)OB(—A)] " O15(A)015(A)
1

= [015(A)813512015(A)] O3 (_ 1O012(A) (4105)
= 012( )2?221T3m012(A)
= 612( )21T221T3 O12(A)
definiendo €2 como el producto de las matrices X3 y Y19
0 =%13%9 (4.106)

sustituyendo (4.105) en (4.89)

T 0o (A;)Q 0o (A )T U (—As t, 1) T* 09 ( A £0)QT O (A 1)L

(4.107)

Esta es la relacion general que existe entre los operadores de evolucién
del neutrino y el antineutrino, vemos que en si evaluamos el lado derecho en
la ecuacién anterior en t; esta se reduce correctamente a la identidad, tal
como esperabamos. Otra caracteristica que es llamativa es el hecho de que
esta relacién depende explicitamente del dngulo de mezcla en materia 69
pero no de 3. Al ser deducida a partir de los resultados de la proposicién
4.3.1 es valida para todo t, esto nos acerca a poder conocer los estados de
masa en el borde del medio Ei(t*) y por lo tanto las probabilidades clasicas de
transicion para la antiparticula, sin embargo necesitamos un paso intermedio
La ecuacion (4.107) fue deducida en el caso general y nos permite conocer el
operador de evolucion del los estados de masa en materia para antineutrino,
suponiendo conocido el operador de evolucién del neutrino.

A fin de que la légica que hemos usado durante el desarrollo del presente
trabajo sea congruente necesitamos considerar como se modifica esta relacién
al hacer la suposicion de que en el borde del medio la densidad presenta una
subita caida, de tal forma que V' — 0 y la ecuacién (4.85) es valida. De la
ecuacién (4.88), podemos establecer una relacion entre las amplitudes de los
estados de masa y los estados instantaneos para el antineutrino

D,,(Ast) ~ dF (—A; ). (4.108)

Usando esta relacién y repitiendo el procedimiento usado para deducir
la relacién entre los operadores de evolucién, tenemos que en t,, la relacién
entre los operadores de evolucién se pueda aproximar por
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U Aite,to) = U (—Asty, 1) T*O 15 (A 1) Ora(Asto)T | (4.109)

Es esta ecuacién la que me permite calcular ¢(t,) en el borde de medio,
bajo la suposicion de que en el borde potencial se anula.

Usemos la ecuacion (4.109) para evolucionar los estados instantdneo de
masa del antineutrino

6m(t*) = Un(A;t,10) P (to)

_ _ o 4.110
~ U, (—A;*, to) F*O?Q(A;to)QT O12(As )T Dy, (t0), ( )

permitanos suponer que al tiempo %, es creado un esta de sabor puro, la
condicién inicial se pude obtener invirtiendo (4.5)

Byu(to) = {7701, (A 10)Oy5(As 1) PO} T, (4.111)

sustituyamos esta igualdad en el lado derecho de la ecuacién (4.110) y usemos
la definicién de ', (ecuacion (4.60) )

— —

U it 10) B, (t0) = UL (= At 1) T O 1 (A £0)2T Oy (As t) T (4.112)

Calculemos el producto 5?2(A;tO)QT 5f3(A;to) usando las ecuaciénes

(4.70) y la definicion de Q2

spogm0 gm0 pmogmo
AL AL AT /A Zm0=m0 =m0  =m0=m0
OlQ(AvtO)Q (913(A,t0) = | ¢i2 363 512 C12 0(1)3 ) (4.113)
-=m =m
—Ci3 0 513

en este punto suponemos que el antineutrino creado en el tiempo t; es un
esta puro 7,. De la ecuacién (4.60)

1
U=o0 (4.114)
0

usando estos resultados podemos escribir

e [
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Para finalizar falta considerar el operador de evolucion del neutrino eva-
ludado en —A y conjugar, para ello nos valdremos de la ecuacién (3.81)
omitiendo la face de violacién de CP

\/1—Pfem1 \/Pf\/l—P];eial \/P,;\/Pfeml
—/Pre2 /TP \/1-P e \/1—-F /P e |, (4.116)
0 N V1= Pyeios

con P = P(—A) y P, = P,(—A). Finalmente usando las ecuaciones
(4.115) (4.116) podemos calcular los estados ¢; (t,)

(o0 11%) = (1= BO)(s15"555°)* + B (1= By )(e°585°) + By B (e35°)%,
(162"117) =B (515°515")" + (1=P ) (1= Py )(e5"535°) + By (1= B)(ef5°),
(los"11%) = By (e3"555°)* + (1 = By ) (€)%,

(4.117)

Usando esta ecuaciones y la ecuacién (4.17) podemos calcular las proba-
bilidades clésicas para el antineutrino en el caso cuando las tres generaciones
toman parte en la mezcla.

<Pﬁe‘>ve> =
2 mO0=m — — m0—=m
[Uer | { - )(51205130) + P (1-P, )(61205130) + P, P (e )2}
H|Ues|[*{ P ( 1"2‘0_1"50) +(1=B)(A=F) (e 53 + By (1-F)(e5°)°)
Ul Py @050 + (1 - P50
(4.118)
Esta es la probabilidad de supervivencia para el el antineurino, compa-
randola con (3.85) vemos que aunque estas presentan ciertas similitudes, una
no puede ser deducida de la otra simplemente haciendo el cambio de signo
en el potencial efectivo V' — —V', como se suele mencionar en la literatura.
Nos gustaria de alguna manera inspeccionar le valides de la ecuacién
(4.118). Para ello empecemos analizando la probabilidad de supervivencia

de los neutrinos electrénicos (3.85), hagamos ;3 = 0 es esta ecuacién, con
lo cual obtenemos

(Prswe) = e { (1= P)(c")* + (1= Pu)(s13")*}

+S%2{-PI(C?§O)2 + (]‘_‘Pl)(]-_Ph>(SgO>2} (4119)

Vemos que para recuperar la ecuacién (3.35), es necesario que P, — 0
cuando #y3 — 0. Como se menciono al principio de la Seccién 4.2, tanto las
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diferencias cuadraticas de masas, como los angulos de mezcla en el vacio son
parametros fijos dados de antemano.

Como deseo averiguar como se modifica la ecuacién (4.118) al tomar
013 = 0, debo de imponer esta condicién antes de resolver la ecuacién (4.58),
con lo cual, en la deduccién anterior no aparecieran O3(A;t) ni Y3, tras
hacer un poco de élgebra la ecuacién (4.118) queda como

(Prosp,) = C%z{(l - Pf)(glwzlo)

P (e
b {P B + (1= P E)?)

(4.120)

donde tomas P,(—A) = 0, como en este caso el problema se puede tratar
como un problema efectivo de 2 x 2, podemos usar el resultado deducido en
la ecuacién (4.57), que en este caso toma la forma

Pi(A)=1- B(-A) (4.121)

Usando la ecuacién (4.121) en (4.120) se recupera la ecuacién (4.22).
Esto no da seguridad de que los resultados obtenidos en el presente trabajo
son correctos.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo encontramos las relaciones que existen entre las
amplitudes de sabor del neutrino y su antiparticula haciendo un cambios en
los signos de las diferencias cuadraticas de masa, en el caso de tres gene-
raciones donde se tiene dos diferencia cuadraticas de masa independientes
trabajamos con la jerarquia normal de masas, los resultados deducidos son
validos en limite en el que se considera al neutrino como una particula ul-
trarelativista, en el caso de dos sabores este resultados permiten encontrar
directamente la relacién que existe entre las probabilidades del cruzamien-
to del neutrino y su antiparticula, mediante el formalismo del operador de
evolucion.

En el caso de dos sabores la relaciones entre las probabilidades de cru-
zamiento del neutrino y el antineutrino se establecen mediante la forma
general del operador de evolucién para cualquier sistema de 2 x 2, es impor-
tante senalar que para el caso del antineutrino la forma general del operador
de evolucién nos permite denotar por P, a la probabilidad de cruzamiento
entre ¢, (t) < ¢, (t) atin sin conocer su forma explicita ya que su conoci-
miento requiere las solucion de la ecuacién de evolucién de los estados de
masa en materia para cada potencial, que como se comento en el Capitulo 3,
solo se conocen soluciones analiticas para un ntmero limitado de funciones

de la densidad.

Para el caso del neutrino cuando se considerar que las tres generaciones
participan en la mezcla no es posible seguir la misma linea de pensamiento,
ya que no fue posible dar una forma general del operador de evolucién de
3 x 3, esto no quiere decir que dichas forma no exista, sino que no actualmen-
te conocida (al menos nosotros no la encontramos), por lo cual se opta por
un razonamiento distinto, aprovechadonos de la pequenez en el Az; /Ay pa-
ra resolver de forma aproximada la ecuacién de los egienvalores instantaneos
de la energia de en materia con esta aproximacion y al igual que se hizo en
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el caso de dos sabores definir los angulos de mezcla en materia.

De las definiciones de los angulos de mezcla notamos que 67} y 674 pre-
sentan un comportamiento resonante. Si suponemos, como es habitual que
el dngulo de mezcle en el vacio tiene un valor pequeno comprendido en el
intervalos 6 € [0,7/2) las definiciones de los dngulos de mezcla en materia
del neutrino presenta un pico muy agudo cerca de los valores V% y V,F res-
pectivamente y debido a la pequeniez de la razén Agy /Ay podemos suponer
que estos valores estan lo suficientemente separados, usando esta ultima su-
posicion pudimos factorizar la parte no adiabatica del operador de evolucién
y manejarlo como si se trata de un problema efectivo de 2 x 2 cerca de cada
resonancia.

Al trabajar con la ecuacion de evolucion del antineutrino la definicién
de los dngulos de mezcla en materia del antineutrino ya no presentan el
comportamiento resonante por lo cual por lo cual no podemos factorizar la
parte no adiabatica como en el caso del neutrino, y aunque en el caso de dos
generaciones, para el antineutrino, el comportamiento resonante tampoco se
presenta al contar con una forma general del operador de evolucién podemos
encontrar una relacion entre las probabilidades de cruzamiento del neutrino
y la que denotamos como la probabilidad de cruzamiento del antineutrino.

Usando las relaciones entre las amplitudes de sabor del neutrino y su
antiparticula, fuimos capases de establecer una relaciéon general entre los
operadores de evolucion de los estados instantaneos, este resultado nos per-
mite calcular las probabilidades de transicién del antineutrino trabajando
bajo la aproximacion de que en el borde del medio la densidad presenta una
subita caida, a partir de las soluciones del neutrino atin si conocer la forma
general del operador de evolucion.

Consideramos este el resultado principal de esta tesis, ya que no solo
permite calcular las probabilidades de transicién del antineutrino, sin la
necesidad de introducir hipdtesis adicionales, si no que ademas nos permite
concluir que las soluciones para la antiparticula no pueden ser deducidas
de manera inmediata a partir de simples manipulaciones algebraicas de las
soluciones del neutrino y que el caso del antineutrino merece y debe ser
tratado de una forma separada y con bastante cuidado en las sutilezas que
se presentan.



Apéndice A

Forma general del operador de
evolucion en el caso de dos
sabores

El propésito de este Apéndice es deducir la forma general de una matriz
de 2 x 2 sujeta a la condicién de ser unitaria. tomemos una matriz compleja
arbitraria y expresemos sus entradas en forma polar

Ae™  Beth
U= (CeM Dem) (A-l)

imponiendo la condicién de unitariedad

Ut — (Aem Bew) (Aem Ce“)

Ce Dem ) \ Be## De~™
B A% 4 B? ACe =% 4 BDe~'=A\ (1 0
“ \ACe o= 4 BDe (B~ C? + D? —\0 1
(A.2)

de las condiciones de la diagonal principal
A2+ B*=1 (A.3)
C?+D*=1 (A.4)
de la condicién fuera de la diagonal principal
ACe =% 4 BDe 1=F) — (A.5)

la otra ecuacién no proporciona nueva informacion. por otro lado
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det (UUT) = det (U) det (UT) (A6)
=det (U)det (U)" =1 '
es decir
det U = ' (A.7)
con ¢ una fase arbitraria,
ADe! et _ 0 BelA+N) — i¢ (A.8)
de (A.5)
ACe e = —BDe M8 A
ACe!et = — BDe! (PN (4.9)
multiplicando por %
ATCQei(O‘Jr”) — —BCe'PHN (A.10)
sustituyendo en (A.7)
AC? . .
< g + AD) ellatn — g (A.11)

multiplicando por D y factorizando el termino comun en lado izquierdo y
usando (A.4)

1
A(C? = Deile=a=m) (A.12)

por lo tanto
A = De¥ (A.13)

con ¢’ =@ —a —n, como Ay D son reales e = £1, de donde

A=+D (A.14)
sustituyendo nuevamente en (A.5) y conjugando
Ce? = FBe B-o=m (A.15)
Asi



7

n—a

U= At Be'

T \FBe Ao 4 feix

_atn) (A.16)
:FBei(B*aTM) + Aet 3 )

- ,
ot ( Ae' 2 Bei(A—3
= e 2

por conveniencia definimos

2 (A.17)

con lo cual y obviando la fase global irrelevante
—ia i3

g AT B (A.18)
FBe B L+ A

para resolver la ambigiiedad en el signo, imponemos la condicion de que en
el limite de B — 0

0  Ae™
Si denotamos A = /1 — P,, usando la ecuacién (A.3)
— —i& i3
v (VIZLee ™ VR (A.20)
—V/P.e7#® J/1-P. e

Esta es la forma general del operador de evolucién de 2 x 2. Notemos que
si P. = 0 recuperamos el operador de evolucion adiabatico.

U (Aei& 0 > (A.19)
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Apéndice B

Factorizacion del operador de
evolucion

En este apéndice tenemos como finalidad desarrollar la factorizacién del
operador de evolucion usada en el Capitulo 3

Queremos encontrar el operador de evolucion del Hamiltoniano H, es
decir, queremos saber cual es la solucién de

0

con la condiscion inicial

Ulto, to) =1 (B.2)

para algiin Hamiltoniano conocido. Supongamos que el Halmiltoniano H se
puedes escribir como

H=H,+H, (B.3)
con las solucion del de evolucién de H;
0
Z@Ul (t, tg) = H1L{1 (t, to) (B4)

explicitamente conocida.
Sustituyendo (B.3) en (B.1)

i%l/{(t, to) = (Hi + Ha)U(t, to) (B.5)

en este caso el operador de evolucién de U(t,ty) se puede factorizar como
Ut to) = U (t, to)U'(t, o), con U'(t,ty) por determinar

L0t (4 10) = i%u'(t, o) + iU (1, 1)

AU (¢, 1)
ot ot (B-6)
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sustituyendo (B.6) en (B.5) y usando (B.4)

%”4 +ith— au — Htl + HhUd' (B.7)

donde hemos omitido la dependen(ﬂa temporal con la finalizad de evitar
sobrecargar la notacién; con lo cual

2,81/{’
ot

= (MIH2M1)Z/{/ (B.8)

podemos interpretar L{;r HsUy como un Hamiltoniano efectivo, en el caso en
que [Uy, Ho) =0

= Hol' (B.9)

at

y U’ se convierte en el operador de evolucién de Hj.
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