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3.3.1. Código para la evolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Prefacio

En 1915 Albert Einstein daŕıa a conocer su teoŕıa general de la relativitad [1,2]cambiando el

entendimiento de los fenómenos gravitacionales, esta teoŕıa sustituye a la acción de las fuerzas

Newtonianas como las responsables del movimiento por una formulación geométrica, en el que el

movimiento de los cuerpos está ligado con la curvatura del espaciotiempo. Las ecuaciones de la teoŕıa

están expresadas en forma covariante y en cuantro dimensiones es un conjunto de diez ecuaciones no

lineales en derivadas parciales de segundo orden para la métrica. A pesar de su aparente sencillez

conceptual, rápidamente Einstein notó su complicada estructura matemática y conjeturó que no

teńıa soluciones exactas, para su sorpresa Karl Schwarzschild obtuvo la primera solución anaĺıtica

a las ecuaciones de Einstein asumiendo simetŕıa esférica, lo cual deja entrever que para encontrar

soluciones exactas se necesitan altos grados de simetŕıa. Además de su complejidad, el hecho de que

esté formulada en una forma covariante dificulta la interpretación como un sistema de ecuaciones

dinámico para el campo gravitacional, es decir, se pierde el sentido de un sistema determinista en el

que a partir de condiciones iniciales se puede conocer completamente el estado del sistema.

Existen diversas formas de recuperar la noción intuitiva de la evolución temporal de las ecuaciones

de Einstein y las diferencias radican en cómo se realiza la separación del espacio y tiempo. Aún

con este método encontrar soluciones anaĺıticas no es sencillo y es inevitable pensar en el uso de

métodos numéricos para resolver las ecuaciones de campo de Einstein. La relatividad numérica

tiene sus inicios con el trabajo pionero de Hahn y Lindsquist [3] en el que intentan estudiar el

comportamiento de dos cuerpos bajo su propia interacción (en ese entonces el término agujero negro

no hab́ıa sido acuñado por John Wheeler), a pesar de no obtener resultados satisfactorios, la semilla

estaba plantada y con el desarrollo matemático y computacional, hoy en d́ıa es una rama muy

fruct́ıfera de la f́ısica.

Con las recientes detecciones directas de la señal de ondas gravitacionales de la colisión de dos

agujeros negros, eventos conocido como GW150914, GW151226, GW170104, GW170814 [4–7] y de

la colisión de dos estrellas de neutrones GW170817 [8] con su contraparte electromagnética, resalta

la contribución del área de relatividad numérica en la creación de catálogos de señales, pues sin ello

la búsqueda de la señal seŕıa imposible en el basto flujo de datos.

Si bien la relatividad numérica es un área madura, en la que se cuenta con códigos robustos

para la simulación, tales como el Einstein Toolkit [9] el cual es capaz evolucionar un sistema en

3 + 1 dimensiones, la creación de códigos adaptados a las simetŕıas del problema de interés permiten

utilizar los recursos de cómputo con mayor eficiencia. Las simetŕıas generalmente empleadas son la

simetŕıa esférica y axial y en el grupo de relatividad numérica del Instituto de Ciencias Nucleares

de la UNAM se cuentan con dos códigos adaptados a estas simetŕıas OllinSphere y OllinAxis
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respectivamente. Ambos están escritos utilizando las variables de la formulación BSSN y aunque

al utilizar este sistema en coordenadas curviĺıneas aparecen una serie de dificultades asociados a

que la formulación no es covariante y a la elección de un sistema coordenado que no se encuentra

bien definido en el origen (simetŕıa esférica) o eje de simetŕıa (simetŕıa axial), estos son subsanados

introduciendo una generalización de la formulación y realizando un proceso de regularización.

El código OllinAxis fue escrito por J. Torres para su trabajo de tesis doctoral [10]. OllinAxis

puede usarse en paralelo en clústers usando las librerias MPI y fue probado con simulaciones sobre

la dinámica de norma evolucionando un espacio de Minkowski tomando una foliación no trivial, un

campo escalar real de perfil gaussiano y la colisión de agujeros negros cargados. El código únicamente

puede dar información sobre la evolución de las variables de norma, la métrica e información sobre

la curvatura. El propósito de este trabajo está enfocado en complementar el código OllinAxis con

rutinas de extracción de ondas gravitacionales y electromagnéticas y un buscador de horizontes

aparentes realizando algunas pruebas numéricas para verificar su correcta calibración.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el caṕıtulo 1 se presenta el formalismo 3 + 1 que

permite separar el tiempo del espacio, las ecuaciones de evolución en el formalismo BSSN, el

procedimiento para obtener datos iniciales de agujeros negros neutros del tipo Brill-Lindquist, su

evolución numérica y una breve descripción de singularidades asociadas a la elección de norma. El

caṕıtulo 2 presenta la descomposición en el formalismo 3 + 1 de las ecuaciones de Maxwell y la

construcción de datos iniciales para agujeros negros cargados. El caṕıtulo 3 expone la formulación

BSSN asumiendo adaptado a un sistema de coordenadas ciĺıdricas (ρ, z, ϕ) y en simetŕıa axial, una

descripción de la estructura de mallas de OllinAxis y el código para resolver ecuaciones eĺıpticas

lineales AXELISOL. En el caṕıtulo 4 se introduce el método para encontrar horizontes aparentes y

su búsqueda en el caso particular en simetŕıa axial, además de algunos detalles numéricos referente a

su implementación y algunos casos de prueba. La teoŕıa para la extracción de ondas gravitacionales

y electromagnéticas se expone en el caṕıtulo 5 realizando pruebas para la extracción de ondas

gravitacionales con la solución anaĺıtica de Teukolsky, y además se verifica su implementación al

extraer la onda gravitacional de la colisión frontal de dos agujeros negros cargados. Por último el

caṕıtulo 6 aborda superficialmente el problema del colapso de ondas de Brill, primero verificando que

el código puede reproducir datos iniciales que son conocidos y luego se busca obtener una simulación

estable para amplitudes cercanas a la cŕıtica eligiendo un lapso que evita choques de norma.
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Caṕıtulo 1

Descomposición 3+1

1.1. Introducción

Las ecuaciones de Einstein que se emplean en Relatividad General, se escriben de una forma

covariante de tal forma que es dif́ıcil distinguir entre las direcciones espaciales y la temporal que nos

indica una dirección de evolución. Además, la teoŕıa, es invariante ante difeomorfismos por lo que

debemos separar los fenómenos f́ısicos dinámicos de los que resultan por la elección de coordenadas.

Existen distintos formalismos para realizar la evolución temporal, la formulación que se utili-

zará en este trabajo es la formulación 3+1, que consiste foliar el espaciotiempo en hipersuperficies

espacialoides, esta idea es obra original de Arnowitt, Desser y Missner [11] en un contexto diferente,

la cuantización de las ecuaciones de Einstein. A partir de ahora asumiremos que la signatura de la

métrica es Lorentziana (−,+,+,+) y utilizaremos unidades geométricas, en las que G = c = 1.

Para la descomposición, asumiremos que el espacio es globalmente hiperbólico, es decir que

la unión de su dominio pasado y futuro cubre al espaciotiempo completo. Utilizando este hecho

utilizamos una familia de hipersuperficies Σt espacialoides que cubre a todo el espaciotiempo (una

variedad M con una 4-métrica) y están parametrizadas por una función t (que no necesariamente

coincide con el tiempo propio de algún observador). Asociado a las hipersuperficies se introduce un

campo vectorial nµ normal unitario a Σt, que induce una métrica sobre las hipersuperficies,

γµν = gµν + nµnν , (1.1.1)

que además es un operador de proyección sobre estas. A la descomposición se añade la función de

lapso α(t, xi) que mide el tiempo propio entre observadores en dirección normal a la hipersuperficie

(observadores eulerianos).

dτ = α(t, xi)dt . (1.1.2)

Por último, se introduce el vector de corrimiento o shift βi tangente a las hipersuperficies que mide

el cambio en las coordenadas de los observadores eulerianos.

xit+dt = xit − βi(t, xi)dt . (1.1.3)

Es importante mencionar que la foliación del espaciotiempo no es única, por lo que la función de

1



1.1. INTRODUCCIÓN

lapso α y el vector de corrimiento βi son libres de definición, es decir son condiciones de norma.

línea normal línea coordenada

Figura 1.1: Descomposición del espaciotiempo en el lenguaje 3+1. Las funciones de normal α y β nos
proporcionan el cambio en el tiempo entre observadores eulerianos y el cambio en las coordenadas
espaciales.

El elemento de ĺınea del espacio tiempo es entonces

ds2 = (−α2 + βiβ
i)dt2 + 2βidtdx

i + γijdx
idxj , (1.1.4)

donde se asume que βi := γijβ
i y en general los ı́ndices de todos los tensores puramente espaciales

son subidos o bajados con la métrica γij . Los ı́ndices griegos, α, β, ... correrán de 0, 1, 2, 3 y los latinos

i, j, ... pueden tomar los valores 1, 2, 3. En estas coordenadas el vector normal tiene componentes

nµ = (1/α,−βi/α), nµ = (−α, 0) . (1.1.5)

Por último se introduce un elemento que distingue entre la curvatura intŕınseca asociada

inherentemente a la estructura del espaciotiempo (la variedad) y la extŕınseca que se asocia a la

forma en que las hipersuperficies se encajan en el mismo. El primer tipo de curvatura se calcula

mediante el tensor de Riemann asociado a γij , mientras que el segundo tipo se calcula mediante el

transporte paralelo del vector normal a lo largo de la hipersuperficie.

La curvatura extŕınseca Kµν se define mediante el operador de proyección

Kµν := −Pµν∇αnν , (1.1.6)

donde

P βα := γβα + nαnβ . (1.1.7)

En la forma que se define Kµν , este es un tensor únicamente espacial nµKµν = nνKµν = 0, por lo

que únicamente se considera las componentes espaciales Kij y aunque no es obvio, Kµν es un tensor

simétrico. De su definición es posible mostrar que la curvatura extŕınseca es la derivada de Lie de la

2



1.1. INTRODUCCIÓN

métrica espacial a lo largo del vector normal,

Kµν = −1

2
L~nγµν ,

entonces, si utilizamos las propiedades de la derivada de Lie se obtiene

∂tγij = −2αKij +Diβj +Djβi , (1.1.8)

donde Di es la derivada covariante asociada a la métrica γij .

Resta escribir a las ecuaciones de Einstein en términos de tensores espaciales y sus derivadas

temporales, esto se realiza utilizando las ecuaciones de Gauss-Codazzi que proyecta el tensor de

Riemann de cuatro dimensiones a las hipersuperficies espaciales

P δαP
κ
β P

λ
µP

σ
ν Rδκλσ =(3) Rαβµν +KαµKβν −KανKβµ , (1.1.9)

y la proyección de la contracción del vector normal con el tensor de Riemann está dada por las

ecuaciones de Codazzi-Mainardi

P δαP
κ
β P

λ
µn

νRδκλν = DβKαµ −DαKβµ . (1.1.10)

Empleadas en el tensor de Einstein Gµν , se obtienen dos identidades

2Gαβn
αnβ =(3) R+K2 −KµνK

µν , (1.1.11)

Gαβγ
α
βn

β =(3) ∇βKb
a −(3) ∇αK . (1.1.12)

y una identidad para el escalar de Ricci

(4)R =(3)R−K2 +KαβKαβ − 2(4)∇α
(
nβ (4)∇βnα − nα (4)∇βnβ

)
. (1.1.13)

Al utilizar (1.1.11) y (1.1.12) en las ecuaciones de Einstein resultan en la constricción hamiltoniana

H :=
1

2

(
(3)R+K2 −KµνK

µν
)
− 8πρ = 0 , (1.1.14)

y la de momentos

Mα := Dµ(Kαµ − γαµK)− 8πjα , (1.1.15)

con

ρ := nµnνTµν , ji := −P iµnνTµν , (1.1.16)

con ρ la densidad de enerǵıa local y ji la densidad de momentos ambos medidos por observadores

Eulerianos. Reciben el nombre de constricción porque no involucran derivadas en el tiempo y además

son independientes de la elección de norma α y βi por lo que se deben de cumplir sobre cada

hipersuperficie. Notemos que las constricciones son cuatro de las diez ecuaciones de campo de

Einstein, por lo que el resto deben ser las ecuaciones dinámicas.

3



1.2. ECUACIONES ADM

1.2. Ecuaciones ADM

Utilizando las relaciones de Gauzz-Codazzi y Codazzi-Mainardi, obtenemos las ecuaciones de

evolución de la curvatura extŕınseca que suman las seis restantes

∂tKij = βk∂kKij +Kki∂jβ
k +Kkj∂iβ

k −DiDjα (1.2.1)

+ α
[

(3)Rij +KKij − 2KikK
k
j

]
+ 4πα [γij(S − ρ)− 2Sij ] ,

donde Sµν := Pαν P
β
ν Tαβ es el tensor de enerǵıa-momento medido por los observadores eulerianos

(S := Sµµ). A esta expresión se le conoce como ecuaciones ADM (por Arnowitt, Desser y Missner).

Si bien, esta no es la forma original con que la presentaron, la expresión (1.2.1) se debe a York [12]

y se denominan como las ecuaciones ADM estándar o formulación ADM à la York.

Las diferencias principales entre ambas formas se debe a que en la formulación ADM las variables

son la métrica γij y su canónica conjugada πij , el cual pareceŕıa un cambio menor pero la ecuación

que se obtiene para la evolución de Kij es

∂tKij − L~βKij = −DiDjα+ α
[

(3)Rij +KKij − 2KikK
k
j

]
(1.2.2)

+ 4πα [γij(S − ρ)− 2Sij ]−
αγij

2
H

notemos que la diferencia es un múltiplo de la constricción hamiltoniana, además la versión de ADM

se obtiene a partir del tensor de Einstein Gµν y la versión de York en términos del tensor de Ricci Rµν .

Si bien ambas ecuaciones describen el mismo fenómeno f́ısico, matemáticamente no son equivalentes

debido a que el espacio fase de soluciones es distinto y solo son equivalentes en una sección del

mismo, por otro lado, al realizar simulaciones numéricas debido al error introducido, el que una

solución sea estable ante las perturbaciones o no es crucial puesto que ambos esquemas son iguales

solo si la solución es exacta. Otro punto importante es que ambas formas no son matemáticamente

equivalentes en el concepto de hiperbolicidad de las ecuaciones diferenciales [13]. Si inicialmente se

violan las constricciones hamiltoniana y de momentos, en la formulación de York se propagan a la

velocidad (coordenada) de la luz, mientras que en la original de ADM éstas se acumulan y crecen.

1.3. Formulación BSSN

En la sección anterior se obtuvo diferentes formulaciones válidas al agregar múltiplos de las

constricciones, sin embargo ninguna de las formulaciones anteriores es lo suficientemente robusta

(fuertemente hiperbólica [14]) para ser usada en la práctica. Otro punto a considerar es que el

modelo de York no es un problema bien puesto en el sentido de que la norma de la solución no

permanece acotada por la norma de la condición inicial

‖u(t, x)‖ ≤ keσt‖u(0, x)‖ , (1.3.1)
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donde k y σ son constantes independientes de las condiciones iniciales.

En 1987 Oohara, Nakamura y Shibata presentaron una reformulación de las ecuaciones ADM

usando una descomposición conforme, mostrando que la estabilidad era mejor comparada a las

ecuaciones ADM originales [15]. Trabajos posteriores de Baumgarte y Shapiro [16] mostraron que la

descomposición conforme teńıa una estabilidad superior en casos de prueba, como consecuencia la

formulación ganó popularidad y actualmente usada en la mayoŕıa de códigos de relatividad numérica.

La formulación más común actualmente es basada en los trabajos de Shibata, Nakamura,

Baumgarte y Shapiro es conocida como Formulación BSSN. En ella se introduce un factor conforme

γ̃ij := e−4φγij , (1.3.2)

en el que el factor φ se elige tal que el determinante de la métrica conforme γ̃ij sea igual a uno

φ =
1

12
ln γ , (1.3.3)

con γ el determinante de la métrica f́ısica γij . La ecuación de evolución para φ se obtiene a partir

de (1.1.8)
d

dt
φ = −1

6
αK ,

donde se ha definido d/dt := ∂t − L~β y usado el hecho de que φ es una densidad tensorial de peso

1/6 1. Adicionalmente se definen el tensor de curvatura extŕınseca conforme sin traza como una

variable independiente

Ãij = e−4φ

(
Kij −

1

3
γijK

)
, (1.3.4)

y las funciones de conexión conforme

Γ̃i := γ̃ijΓ̃
i
jk = −∂j γ̃ij . (1.3.5)

En las nuevas variables
{
φ, γ̃ij ,K, Ãij

}
, las ecuaciones de evolución se obtienen usando las ecuaciones

ADM (1.1.8), (1.2.1).

d

dt
γ̃ij = −2αÃij , (1.3.6)

d

dt
φ = −1

6
αK , (1.3.7)

d

dt
Ãij = e−4φ {−DiDjα+ αRij + 4πα [γij(S − ρ)− 2Sij ]}TF (1.3.8)

+ α
(
KÃij − 2ÃikÃ

k
j

)
,

d

dt
K = −DiD

iα+ α

(
ÃijÃ

ij +
1

3
K2

)
+ 4πα(ρ+ S) , (1.3.9)

1Recordemos que de forma general, la derivada de Lie de una densidad tensorial T con peso ω está dada por

L~βT = L~βT
∣∣∣
ω=0

+ ωT∂kβ
k .
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donde TF se refiere a la parte sin traza de la cantidad entre llaves y los ı́ndices de los tensores se

bajan y suben con la métrica conforme γ̃ij = e4φγij . Se debe de tener cuidado al calcular las derivadas

de Lie de las cantidades ψ, γ̃ij , Ãij puesto que son densidades tensoriales con peso 1/6,−2/3,−2/3

respectivamente.

Por último las constricciones hamiltoniana (1.1.14) y de momentos (1.1.15) toman la forma

R = ÃijÃ
ij − 2

3
K2 + 16πρ (1.3.10)

∂jÃ
ij = −Γ̃ijkÃ

jk − 6Ãij∂jφ+
2

3
γ̃ij∂jK + 8πe4φji (1.3.11)

Las funciones de conexión (1.3.5) permiten tener un mejor control sobre las condiciones de shift

(se verá en la siguiente sección) y al ser introducidas como variables independientes, el tensor de

Ricci R̃ij se escribe como un operador laplaciano γ̃lm∂l∂mγ̃ij y las segundas derivadas de la métrica

se escriben con las funciones de conexión Γ̃i. La ecuación de evolución para Γ̃i

d

dt
Γ̃i = γ̃jk∂j∂kβ

i +
1

3
γ̃ij∂j∂kβ

k− 2Ãij∂jα+ 2α

(
Γ̃ijkÃ

jk + 6Ãij∂jφ−
2

3
γ̃ij∂jK − 8πj̃i

)
, (1.3.12)

donde j̃i = e4φji. En resumen, el sistema BSSN queda conformado por las ecuaciones (1.3.7),(1.3.8),(1.3.9),

(1.3.9) y (1.3.12).

1.3.1. Formulación BSSN generalizada

De la forma introducida, la formulación BSSN no está descrita en términos de cantidades

tensoriales haciendo dif́ıcil su uso en coordenadas curviĺıneas. La forma de generalizar la formulación

consiste en introducir una métrica de fondo γ̊ij conocida a todo tiempo y fija. A partir de aqúı se

usará T̂ para denotar las variables conformes en lugar de T̃

γ̂ij = e−4φγij , (1.3.13)

φ =
1

12
ln (γ/γ̂) , (1.3.14)

Âij = e−4φ

(
Kij −

1

3
γijK

)
, (1.3.15)

y se pedirá que γ̂(t = 0) = γ̊, con γ̊ el determinante de la métrica plana. Al hacer este cambio se

sugiere dos tipos de evolución para γ̂:

1. ∂tγ̂ = 0. Llamada la versión “Lagrangiana”, en esta elección el determinante se mantiene

constante a lo largo de ĺıneas temporales.

2. ∂tγ̂ − L~β γ̂ = 0. La versión “Euleriana”, γ̂ permanece constante a lo largo de los observadores

Eulerianos.
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1.3. FORMULACIÓN BSSN

Claramente estas dos elecciones coinciden cuando el vector de corrimiento es cero, pero en general

no lo son. La evolución para γ̂ se describe mediante

∂tγ̂ = σ
(

2γ̂∇̂mβm
)
, (1.3.16)

con σ = 0, 1 para la versión Lagrangiana y Euleriana respectivamente. Con esto podemos encontrar

la evolución para φ
d

dt
φ = −1

6
αK +

1

6
σ∇̂mβm , (1.3.17)

donde nuevamente d/dt = ∂t − L~β. El resto de ecuaciones de evolución se pueden encontrar de

forma similar y son derivadas en [17], por lo que solo me limitaré a mencionar la modificación de

las funciones de conexión conforme. Usando la métrica de fondo definimos una nueva variable de

conexión

∆̂i : = γ̂ij∆̂i
jk = γ̂ij

(
Γ̂ijk − Γ̊ijk

)
= −∇̊j γ̂ij −

1

2
γ̂ij∂j ln (γ̂/̊γ) . (1.3.18)

que usamos para definir una constricción

Ci∆ := ∆̂i + ∇̊j γ̂ij +
1

2
γ̂ij∂j ln (γ̂/̊γ) = 0 . (1.3.19)

Usando las definiciones del tensor γ̂ij ,Âij , φ, la traza de la curvatura K y el vector ∆̂i, la constricción

hamiltoniana y de momentos toman la forma

0 = H =
1

2

(
R− e−4φ∇̂mC m∆ − ÂijÂij +

2

3
K2

)
− 8πρ , (1.3.20)

0 = Mi = ∇̂jÂ j
i + 6Â j

i ∂jφ−
2

3
∂iK − 8πji . (1.3.21)

Por último, las ecuaciones de evolución son

d

dt
γ̂ij = −2αÂij −

2

3
σγ̂ij∇̂mβm , (1.3.22)

d

dt
φ = −1

6
αK +

1

6
σ∇̂mβm , (1.3.23)

d

dt
Âij = e−4φ

{
αRij −(3) ∇(3)

i ∇jα− 8παSij

}TF
+ α

(
KÂij − 2ÂkaÂ

k
b

)
− 2

3
σÂij∇̂mβm , (1.3.24)

d

dt
K = α

(
ÂijÂ

ij +
1

3
K2

)
−(3) ∇2α+ 4π(ρ+ S) , (1.3.25)

donde σ = 0, 1 si la evolución es Lagrangiana o Euleriana respectivamente. La ecuación de evolución
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asociada a los vectores ∆̂i es

d

dt
∆̂i = γ̂jk∇̊j∇̊kβi − 2Âij∂jα− α(2− ξ)∇̂jÂij + 2αÂjk∆̂i

jk

+ αξ

(
6Âij∂jφ−

2

3
γ̂ij∂jK − 8πγ̂imjm

)
+

σ

3

[
∇̂i
(
∇̂mβm

)
+ 2∆̂i∇̂mβm

]
, (1.3.26)

en el que se toma ξ > 1/2 para tener un sistema fuertemente hiperbólico. En la práctica se toma

ξ = 2, con esta condición, todos los campos no asociados a la foliación se propagan a lo largo de los

conos de luz.

1.4. Condiciones de norma

En la formulación ADM o BSSN, se tienen cuatro grados de libertad que están especificados por

la función de lapso α, llamada condición de foliación y la condición de corrimiento descrita por βi.

La primera elección natural para ambos es elegir α = 1 y βi = 0, a esta elección se le denomina

foliación Geodésica. Sin embargo, esta elección no provee de simulaciones estables en la mayoŕıa

de los casos dado que los observadores siguen las coordenadas normales (se encuentran en cáıda

libre) y eventualmente pueden colisionar entre ellos ocasionando que el sistema de coordenadas no

se encuentre bien definido. Matemáticamente esto se observa a partir de la definición de la curvatura

extŕınseca

∇µnµ = −K , (1.4.1)

junto con el cambio del elemento de volumen asociado a los observadores Eulerianos

∂t ln γ1/2 = −αK +Diβ
i , (1.4.2)

y de las ecuaciones (1.1.8) y (1.2.1)

∂tK − βi∂iK = α
[
KijK

ij + 4π(ρ+ S)
]
, (1.4.3)

para la foliación geodésica, al ser el lado derecho de la ecuación siempre positiva (si se satisface la

condición de enerǵıa fuerte), implica que K será una función creciente ocasionando que el elemento

volumen tienda a cero y por lo tanto que se desarrolle una patoloǵıa en el sistema coordenado2.

Este hecho sugiere imponer que el elemento de volumen permanezca constante

K = ∂tK = 0 , (1.4.4)

con esta elección obtenemos la ecuación para el lapso maximal

D2α = α
[
KijK

ij + 4π(ρ+ S)
]

(1.4.5)

2Por ejemplo, en el espacio de Schwarzschild, el tiempo que le toma a una part́ıcula inicialmente en reposo llegar a
la singularidad partiendo del horizonte de eventos es t = πM . Si uno evoluciona numéricamente este espacio, es de
esperar que empleando la foliación geodésica, el código deje de funcionar en ese tiempo.
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que recibe su nombre debido a que la superficie con K = 0 es la superficie con mayor volumen

respecto a pequeñas variaciones de la superficie espacialoide.

Una propiedad valiosa del lapso maximal es que las hipersuperficies espaciales no se acercan a

las singularidades f́ısicas, es decir, evitan las singularidades. Cerca de una singularidad, el volumen

tiende a cero (o diverge) pero al haber impuesto la condición de que el volumen se mantenga

constante, el lapso α tiende a cero de forma exponencial [18], a este fenómeno se le denomina

colapso del lapso. Una desventaja de este comportamiento (del colapso del lapso) es que en las

regiones externas al horizonte de eventos del agujero negro, el tiempo sigue transcurriendo, pero en

las internas el tiempo se ha detenido de forma efectiva. Esto ocasiona que en las hipersuperficies

de tiempo constante Σt la foliación se distorsione ocasionando grandes gradientes (en inglés se

conoce como slice stretching), resultando en el colapso de la simulación numérica. Otra desventaja

es referente al tiempo de cómputo. La ecuación para el lapso maximal es una ecuación diferencial

eĺıptica y en la práctica el tiempo de cómputo es alrededor del 90 % del total de la evolución, esto

motivó a encontrar otras evoluciones para el lapso, encontrando el lapso 1 + log en el que el lapso

toma el valor α = 1 + ln γ y permit́ıa simulaciones estables en la práctica.

Esta condición se puede obtener a partir de la solución de Bona-Masso [19] que es una ecuación

diferencial del tipo hiperbólica para α

d

dt
α = −α2f(α)K , (1.4.6)

con f(α) una función arbitraria positiva definida de α que garantiza que la velocidad de propagación

de los campos de norma

vg = α
√
fγii , (1.4.7)

sea positivo y el sistema de ecuaciones de evolución fuertemente hiperbólico. Dentro de las posibili-

dades para f dos elecciones son destacadas.

f = 1. Llamada la condición armónica para el lapso y recibe este nombre por obtenerse

también a partir de la definición de coordenadas armónicas

�xα = gµν∇ν∇νxα = 0 . (1.4.8)

y simplificar la parte temporal de Γα = γµνΓαµν .

f = N/α, con N una constante. La elección de N = 2 provee la foliación 1 + log en el caso de

tener βi = 0. Emṕıricamente se ha observado ser muy robusta en espaciotiempos con fuerte

interacción gravitacional [20], [21].

La importancia de la elección del lapso 1 + log es que además de evitar la singularidad [22], el

tiempo de cómputo es menor pues se puede mostrar que sigue una ecuación de tipo onda o es una

condición algebráica en el caso de vector de corrimiento nulo.

Por último resta especificar el vector de corrimiento βi. Una elección natural resulta β = 0 pero

esta elección no siempre es la adecuada, por ejemplo, en simulaciones de agujeros negros, el horizonte
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crecerá rápidamente pues los observadores se encuentran en cáıda y eventualmente abarcará el

dominio computacional.

Una condición emṕırica se conoce como Gamma Driver y fue propuesta por Alcubierre [20]

∂2
t β

i = c2∂tΓ̂
i − η∂tβi , (1.4.9)

donde c2 es un parámetro de propagación de los modos longitudinales del shift y η agrega términos

de disipación para evitar oscilaciones grandes. T́ıpicamente c2 = 3/4 y η = 2/MADM pues tiene

dimensiones del inverso de longitud y debe ser reescalado con la masa ADM del espaciotiempo.

1.5. Condiciones de frontera

Generalmente los fenómenos en gravitación tienen condiciones de frontera asintóticas y a no

ser que se use una transformación especial para reducir el dominio infinito a uno finito, debemos

introducir fronteras artificiales.

Para los sistemas aislados se propone que en las fronteras la condición sea de tipo Robin en el

que la información que llega generalmente se comporta como una onda esférica saliente

f = f0 + h(r − vt)/r (1.5.1)

y la condición de frontera se impone como

∂tf + v∂rf + v(f − f0)/r = 0 (1.5.2)

donde v es la velocidad asociada a la onda. A esta condición recibe el nombre de condición de frontera

radiante o de Sommerfeld. En la práctica este tipo de condiciones introducen reflexiones espurias

dentro del dominio por no satisfacer las ecuaciones f́ısicas de forma exacta. El error introducido

es minimizado alejando las fronteras3 y al ser espacios asintóticamente planos la velocidad de la

onda se toma como la velocidad de la luz v = c = 1 para la mayoŕıa de los campos, sin embargo,

los campos de norma pueden ser hiperlumı́nicos, por ejemplo, en la elección para el lapso del tipo

Bona-Masso, se toma v =
√
f .

1.6. Datos iniciales tipo Brill-Lindquist

En la descomposición 3+1 se obtienen seis ecuaciones dinámicas de la geometŕıa del espaciotiempo

y cuatro constricciones que deben cumplirse durante la evolución. Las constricciones hamiltoniana y

de momentos nos obligan a proporcionar datos iniciales para {γij ,Kij} que cumplan estas relaciones

pues deben ser soluciones de las ecuaciones de Einstein. En general las constricciones son ecuaciones

diferenciales eĺıpticas acopladas por lo que resolver el sistema completo es complicado. Algunas

3Para dar un criterio de la distancia en que se deben de colocar las fronteras se utiliza la masa ADM del sistema, se
considera que está suficientemente alejada la frontera si se encuentra alrededor de r ∼ 50MADM , aunque con técnicas
de mallas adaptativas se pueden situar hasta 100MADM sin requerir de grandes costos de memoria de cómputo.
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soluciones anaĺıticas son conocidas ya que se derivan de las ecuaciones de Einstein y únicamente nos

servirán para comprobar la validez del código.

La forma más común de encontrar datos iniciales es el procedimiento de Yorck-Lichnerowicz, en

el que la métrica f́ısica está asociada de manera conforme a una conocida

γij = ψ4γ̄ij , (1.6.1)

con esto, la constricción hamiltoniana se reescribe como una ecuación eĺıptica no lineal

8D̄2ψ − R̄ψ + ψ5

(
AijA

ij − 2

3
K2

)
+ 16πψ5ρ = 0 , (1.6.2)

donde Aij es el tensor de curvatura extŕınseca sin traza. Por otro lado, la constricción de momentos

toma la forma

DjA
ij − 2

3
DiK − 8πji = 0 . (1.6.3)

Existen procedimientos para resolver (1.6.3) pero en este trabajo nos limitaremos a espacios en el que

la constricción se resuelva de la forma más simple posible por ejemplo en espacios momentáneamente

en reposo o espacios con simetŕıa temporal.

En el caso de tener simetŕıa temporal se tiene Kij = 0 y que el dato inicial se de en un instante

momentáneamente en reposo, la constricción de momentos automáticamente se satisfacen. La

constricción hamiltoniana es la única ecuación a resolver, en el vaćıo ρ = 0 y suponiendo que la

métrica γ̄ij es conformemente plana R̄ = 0, la constricción hamiltoniana se simplifica sustancialmente

a

D̄2
planoψ = 0 . (1.6.4)

Una solución no trivial a (1.6.4) y que representa a N agujeros negros momentáneamente en reposo

de masa mi y localizados en ~ri es

ψ = 1 +

N∑
i=1

mi

2|~r − ~ri|
, (1.6.5)

a esta ecuación se le conoce como datos iniciales de Brill-Lindsquist y la masa ADM del espacio es

la suma individual de las masas

MADM =
∑
i

mi (1.6.6)

1.7. Agujeros negros

Formalmente un agujero negro se define en una región de un espacio tiempo asintóticamente

plano como el conjunto de puntos en los que ninguna geodésica con dirección al futuro puede

alcanzar al futuro infinito nulo (J +). A la frontera de un agujero negro se le llama horizonte de

eventos (HE), es decir, un horizonte de eventos es la frontera entre las geodésicas que pueden viajar

a infinito y aquellas que no. Nada puede escapar de un agujero negro, ni siquiera la luz. Dentro de

un agujero negro se forma una singularidad y si la conjetura de censura cósmica débil se satisface,

la singularidad en el interior de un agujero negro está encubierta por su horizonte de eventos, esto
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implica que la región dentro del horizonte está causalmente desconectada del espacio exterior a él y

no puede influenciarla. Las ecuaciones de Einstein pueden describir el espacio exterior, pero no en

su interior dado que se presenta una singularidad en las ecuaciones.

1.7.1. Agujero negro de Schwarzschild

La primera solución exacta a las ecuaciones de Einstein no trivial es la del agujero negro de

Schwarzschild. Esta solución representa el campo gravitacional alrededor de un objeto esféricamente

simétrico.

ds2 = − (1− 2M/r) dt2 + (1− 2M/r)−1 dr2 + r2dΩ2 , (1.7.1)

donde usamos coordenadas esféricas (r, θ, φ) y dΩ2 = dθ2 + sin θ2dϕ2 es la diferencial del ángulo

sólido. Dentro de sus propiedades se encuentran que es asintóticamente plano y las singularidades

que aparecen en r = 0 y rs = 2M conocido como el radio de Schwarzschild. Un hecho interesante de

las coordenadas anteriores es que en el dominio 0 ≤ r ≤ 2M las componentes grr y gtt intercambian

sus papeles (t se convierte en espacialoide y r en temporaloide). Regresando a las singularidades,

la singularidad en r = 0 no es nueva ya que incluso en la teoŕıa newtoniana siempre se obtiene.

La pregunta ahora es si la divergencia en rs = 2M es f́ısica o solo una patoloǵıa debida a nuestra

elección de coordenadas. Al calcular el tensor de Riemann podemos obtener una idea de lo que

pasa con las fuerzas de marea [13] las cuales son singulares para r = 0 como es de esperarse para

una part́ıcula puntual pero en rs = 2M no lo son 4. Una forma de construir coordenadas regulares

en rs son las coordenadas de Eddington–Finkelstein en el que se reescribe usando una coordenada

nula. Otra forma son las coordenadas de Kruzkal-Szekeres [24,25] donde se puede apreciar que si

un objeto viaja de r > 2M a r < 2M siempre alcanzará la singularidad en r = 0 en algún punto

de su futuro y a esta región es conocida como agujero negro. La superficie r = 2M que separa el

interior del agujero negro del exterior, es conocida como horizonte de eventos. El área del horizonte

AH = 4πr2 está relacionada con su masa

M2 = AH/16π . (1.7.2)

En relatividad numérica, la forma que se emplea, es transformar a la métrica en una conforme-

mente plana a través del cambio de coordenadas

r = r̃(1 + 2M/r̃)2 . (1.7.3)

Teniendo como resultado

ds2 = −
(

1− 2M/r̃

1 + 2M/r̃

)
dt2 + ψ4

(
dr̃2 + r̃2dΩ2

)
(1.7.4)

de donde podemos deducir que el factor conforme es

ψ = 1 +M/2r̃ , (1.7.5)

4Estos coeficientes son similares a los que resultan de calcular la fuerza de marea para una part́ıcula puntual en la
teoŕıa newtoniana [23]

12



1.7. AGUJEROS NEGROS

y el lapso

α2 =
2r̃ −M
2r̃ +M

. (1.7.6)

Por ser la métrica conformemente plana (que es isotrópica )a r̃ se le conoce como radio isotrópico.

En estas coordenadas el horizonte de eventos se encuentra en r̃ = M/2.

1.7.2. Agujeros negros estacionarios

La solución más general a un espaciotiempo estacionario5 es la métrica de Kerr-Newmann que

contiene tres parámetros, la masa M , la carga Q y el momento angular J del agujero negro. Los casos

especiales son la métrica de Schwarzschild (Q = J = 0), la métrica de Kerr (Q = 0) y la métrica de

Reissner-Nordström (J = 0). Los agujeros negros de Schwarzschild y Kerr son soluciones de vaćıo,

pero en el caso de Reissner-Nordström, el tensor de enerǵıa momento adquiere una contribución

debido a la presencia de los campos electromagnéticos. El elemento de ĺınea en coordenadas de

Boyer-Lindquist (t, r, θ, ϕ) es

ds2 = −
(

∆− a2 sin2 θ

ρ2

)
dt2 − 2a sin2 θ

(
r2 + a2 −∆

)
ρ2

dtdϕ

+

((
r2 + a2

)2 −∆a2 sin2 θ

ρ2

)
sin2 θdϕ2 +

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2 , (1.7.7)

donde

∆ := r2 + a2 +Q2 − 2Mr (1.7.8)

ρ2 := r2 + a2 cos2 θ , (1.7.9)

a := J/M . (1.7.10)

son parámetros libres. Para a = Q = 0, se tiene la métrica de Schwarzschild, para Q = 0, se obtiene

la métrica de Kerr y por último a = 0, Q 6= 0 corresponde a la métrica de Reissner-Nordström.

El correspondiente tensor de enerǵıa momento escrito como una 2-forma6 es [23]

F = Qρ−4(r2 − a2 cos2 θ)dr ∧
[
dt− a sin2 θdϕ

]
+2Qρ−4ar cos θ sin θdθ ∧

[
(r2 + a2)dϕ− adt

]
. (1.7.11)

que puede ser obtenida al tomar la derivada exterior de la 1-forma

A = −Qr(dt− a sin2 θdϕ)

ρ2
. (1.7.12)

En el caso con a = 0, identificamos a Q como la carga total del agujero negro y el potencial se

5Un espaciotiempo es estacionario si existe un grupo uniparaḿetrico de isometŕıas φt tal que sus curvas integrales
sean todas temporaloides, o de forma equivalente que posea un vector de Killing ξ temporaloide.

6dxα ∧ dxβ = dxα ⊗ dxβ − dxβ ⊗ dxα

13



1.7. AGUJEROS NEGROS

reduce

Aµ = −Q/r(1, 0, 0, 0) . (1.7.13)

Al ser la métrica asintóticamente plana, podemos identificar

Aµ =
(
φ,Ai

)
, (1.7.14)

con φ el potencial escalar eléctrico y Ai el potencial vectorial magnético. De esta forma, obtenemos

que φ = Q/r, haciendo consistente que Q sea la carga total del agujero negro, dado que un observador

lejano medirá que la carga total es Q.

La métrica (1.7.7) posee dos singularidades, cuando ∆ = 0 y ρ2 = 0. La singularidad asociada a

ρ = 0 es también una de curvatura, pero observemos que para tener esta condición, necesariamente

θ = π/2 y r = 0. Usando la transformación de coordenadas Boyer-Lindquist a cartesianas [26], y

reemplazando los valores para θ y r, se obtiene que la singularidad tiene la estructura de un anillo

situado sobre el plano xy. Por otro lado, la singularidad ∆ = 0 es una singularidad coordenada y

corresponde a

r± = M ±
√
M2 −Q2 − a2 , (1.7.15)

estas esferas representan horizontes de eventos y están condicionados a M2 > Q2 + a2, que en los

casos especiales de Reissner-Nordström equivale a M > |Q| y para Kerr M > |a|. La relación entre

el área del horizonte de eventos y la masa es

AH = 4π(r2
+ + a2) , (1.7.16)

esto implica que

M2 =

(
Mirr +

Q2

4Mirr

)2

+
S2

4M2
irr

, (1.7.17)

donde

Mirr :=
√
AH/16π , (1.7.18)

es la masa irreducible del agujero negro.

La singularidad coordenada puede ser removida de distintas formas, por ejemplo en coorden-

das Kerr-Schild, pero para nuestro propósito se utilizarán coordenadas cuasi-isotrópicas. Para

introducirlas, cambiamos a una coordenada radial r̃ [27]

r = r̃

(
1 +

M +
√
a2 +Q2

2r̃

)(
1 +

M −
√
a2 +Q2

2r̃

)
, (1.7.19)

el horizonte exterior en estas coordenadas se encuentra en

r̃+ =

√
M2 − a2 −Q2

2
, (1.7.20)

14



1.7. AGUJEROS NEGROS

en estas coordenadas, la métrica se expresa como

ds2 = −∆− a2 sin2 θ

ρ2
dt2 − 2a sin2 θ

(
r2 + a2 −∆

ρ2

)
dtdϕ

+ψ4
(
dr̃2 + r̃2

(
dθ2 + χ sin2 θdϕ2

))
, (1.7.21)

con

ψ4 = ρ2/r̃2 , (1.7.22)

χ =

(
r2 + a2

)2 −∆a2 sin2 θ

ρ2
. (1.7.23)

la parte espacial queda determinada por las funciones ψ y χ, mientras que los coeficientes gtµ los

asociamos a funciones de norma

α2 =
∆

ρ2χ
, (1.7.24)

βϕ = −a sin2 θ
r2 + a2 −∆

ρ2
, (1.7.25)

βϕ = −ar
2 + a2 −∆

ρ4χ
. (1.7.26)

1.7.3. Evolución de agujeros negros

Al ser los agujeros negros una solución en vaćıo, es de gran interés el estudio de su evolución, pues

son el resultado del colapso gravitacional de objetos compactos y se forman incluso en escenarios

donde los datos iniciales son regulares, tales como el colapso de una supernova y el choque de dos

estrellas de neutrones. Además al ser una solución en vaćıo, su estudio es más sencillo, dado que no

se involucran ecuaciones para el estudio de la materia, que aunque nos proporcionan fenómenos

más ricos para extraer información f́ısica, su estudio involucra conocer el comportamiento de las

distribuciones de materia. Históricamente, en 1964 Hahn y Lindquist fueron los primeros en estudiar

la evolución de agujeros negros sin mucho éxito [3], debido principalmente a que emplearon la

formulación ADM de las ecuaciones de Einstein y usaron una foliación geodésica, que como se ha

visto, en general no es adecuada para la evolución de cualquier espaciotiempo.

Evolucionar agujeros negros requiere de poder lidiar con las singularidades de curvatura en su

interior. En axisimetŕıa es suficiente con usar coordenadas que eviten la singularidad, pero para

tener simulaciones estables y de larga duración, este tipo de enfoque puede desarrollar patoloǵıas en

las coordenadas. Dos métodos usados ampliamente por los grupos de relatividad numérica consisten

en remover las singularidades (“excisión”) del interior del agujero negro y el método de mover las

puntura (“moving puncture”).

Ejemplos de coordenadas que evitan las singularidades son la foliación maximal y 1+log. El lapso

maximal ha mostrado ser lo suficientemente robusto para evolucionar agujeros negros, sin embargo,

incluso en Schwarzschild tienden a generar grandes gradientes alrededor de las gargantas de los

agujeros negros [28] ocasionando que las simulaciones no sean estables para tiempos de simulación
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1.7. AGUJEROS NEGROS

largos. Por otro lado, la foliación 1 + log ha mostrado ser también robusta en la simulación de

agujeros negros y al ser una ecuación del tipo hiperbólica es mucho más sencillo de resolver que

la foliación maximal. Sin embargo, al usar 1 + log para punturas, la velocidad de propagación

v = α
√

2γ̂rr/ψ2 tiende a cero cuando ψ diverge. Como resultado, el lapso colapsa alrededor de la

garganta del agujero negro pero tendrá un valor igual a uno en la puntura y en infinito. Debido a

esto, alrededor de la puntura se desarrollan grandes gradientes ocasionando que el código colapse.

Una forma de arreglar esto, es considerar un lapso precolapsado a t = 0, por ejemplo α(t = 0) = ψ−n

con n ≥ 2, que tiene un valor y gradiente igual a cero en la puntura. Con n = 2 en r → ∞, se

recupera el lapso para Schwarzschild en coordenadas isotrópicas.

En lo que respecta a remover las singularidades, este procedimiento consiste en ignorar lo

que sucede al interior de un horizonte de eventos. Si la conjetura de censura cósmica se satisface,

ningún tipo de información puede salir del horizonte de eventos, por lo tanto, es suficiente con

evolucionar el exterior al horizonte y remover de forma numérica su interior. Algunas de las primeras

implementaciones numéricas pueden ser consultadas en [21,29–32]. Es de destacar que Pretorius

empleó esta forma de lidiar con singularidades junto con una evolución en coordenadas harmónicas

generalizadas para resolver por primera vez la fusión de dos agujeros negros en órbita [33].

Por último, en el método de evolución de punturas, se tienen dos procedimientos, en el primero,

desarrollado por el grupo de Baker [34,35] el factor conforme φ = lnψ se evoluciona directamente,

incluyendo la singularidad que pudiera contener, por ejemplo en datos iniciales tipo Brill-Lindquist.

Por otro lado, Campanelli et al. [36] define una nueva función χ

χ := ψ−4 = e−4φ , (1.7.27)

cuya ecuación de evolución es

∂tχ− βi∂iχ =
2

3
χ
(
αK − ∂iβi

)
. (1.7.28)

Notemos que si ψ cerca de la puntura diverge como 1/r, χ es O(r4). Además se debe asegurar que χ

nunca sea cero dado que aparece en algunas cantidades como denominador, esto puede hacerse en la

práctica fijando un valor numérico muy pequeño. Tener esta ecuación de evolución no implica que las

punturas se muevan en la malla, para ello es necesario considerar condiciones de norma apropiadas.

Una elección que se ha mostrado lo suficientemente robusta es elegir un lapso del tipo 1 + log

precolapsado del tipo α(t = 0) = ψ−n, n ≥ 2 y un vector de corrimiento del tipo Gamma-Driver.

Es precisamente la inclusión del vector de corrimiento lo que permite que la puntura se mueva.

T́ıpicamente, el vector de corrimiento se elige como cero inicialmente pero la elección de un vector

de corrimiento del tipo Gamma-Driver ocasiona que se generen componentes inmediatamente que

contrarrestan el estiramiento de la hipersuperficies e incluso, en agujeros negros en órbita, de forma

automática adquiere componentes tangenciales que permiten que las punturas orbiten.
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1.8. Disipación artificial

Sin importar el campo de estudio, al resolver ecuaciones diferenciales no lineales, se pueden

presentar algunas inestabilidades debido a los métodos numéricos empleados. Por ejemplo, en hidro-

dinámica se pueden formar ondas de choque, ocasionando que los métodos estándar de diferencias

finitas formen inestabilidades y se generen oscilaciones de alta frecuencia, este comportamiento es

conocido como fenómeno de Gibbs. Una forma de lidiar con esto es introducir de forma artificial un

término de disipación. La forma estándar para agregar disipación a un método de diferencias finitas

es conocida como disipación de Kreiss-Oliger [37]. Suponiendo que el sistema se puede escribir como

un+1
m = unm + ∆t S(unm) , (1.8.1)

con S un operador de diferencias finitas espacial. La modificación que se realiza al esquema de

diferencias finitas es

un+1
m = unm + ∆t S(unm)− ε∆t

∆x
(−1)N ∆2N

x (unm) , (1.8.2)

donde ∆2N
x es el operador de diferencias finitas centradas de orden 2N y ε el parámetro de disipación.

En el ĺımite cont́ınuo, el término de disipación se anulan como ∆x2N−1, por lo cual, para tener un

esquema consistente se debe pedir que 2N − 1 sea igual o mayor al orden de discretización. Para

un esquema a segundo y cuarto orden, el orden de disipación debe ser de cuarto y sexto orden

respectivamente.

1.9. Tipos de singularidad

De las secciones anteriores, es evidente que la elección de norma toma un papel crucial al

momento de obtener simulaciones estables, por lo cual una propiedad deseada al momento de

evolucionar agujeros negros es la de evitar la singularidad f́ısica y además la de prevenir la formación

de singularidades. El primer tipo de singularidad es la asociada a las coordenadas y son causadas

por el enfoque de las ĺıneas normales a las hipersuperficies Σt al momento de evolucionar el espacio

en situaciones donde la dinámica es muy fuerte. Bona et al. mostró [22] que la familia Bona-Masso

(1.4.6) evita el enfoque de singularidades para algunas elecciones de f(α), complementando este

estudio, Alcubierre muestra [32] el tipo de comportamiento que debe seguir f(α) a medida que

α se aproxima a cero. Pero antes de presentar el resultado es necesario definir el orden de una

singularidad.

Se define un enfoque de singularidad como el lugar en el que el elemento de volumen γ1/2 tiende

a cero a una tasa finita, además el orden de la singularidad es m si

γ1/2 ∼ (τ − τs)m , (1.9.1)

con m una potencia constante positiva, τ es el tiempo propio medido por los observadores Eulerianos

y τs es el tiempo propio en el que ocurre la singularidad. Con esta definición, el resultado de
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1.9. TIPOS DE SINGULARIDAD

Alcubierre asume que si f toma la forma f(α) = Aαn para valores cercanos a cero de α, se tiene el

siguiente comportamiento

Si n < 0 se evita la singularidad de forma fuerte, es decir que en un tiempo finito coordenado

el lapso se detiene antes de alcanzar la singularidad.

Si n = 0 y mA ≥ 1, se evita la singularidad de forma marginal. En este caso el lapso y el

elemento de volumen se hacen cero en un tiempo infinito coordenado pero en un tiempo finito

coordenado se puede estar cerca de la singularidad.

Para los dos casos n > 0 o n = 0 con mA < 1 no se evita la singularidad aún cuando el lapso

colapse a cero.

Notemos que la elección de n = −1 representa a la foliación 1 + log y por lo tanto, esta elección

garantiza que se evita la singularidad f́ısica de forma fuerte.

El segundo tipo de singularidad es el asociado a la elección de la norma. A pesar de que la

elección de la familia Bona-Masso (1.4.6) provee un sistema que es fuertemente hiperbólico, se

pueden presentar singularidades en las soluciones que son patoloǵıas debida a la elección de la

norma [32,38–40]. Sin entrar en detalles, este tipo de singularidad se origina en lugares donde las

ĺıneas caracteŕısticas asociadas a la propagación de la norma se intersectan y están asociados a

regiones en que las hipersuperficies espaciales dejan de ser suaves, por esta similitud a las ondas de

choque de hidrodinámica, se les llama choques de norma.

Es importante mencionar que a diferencia de las ondas de choque en hidrodinámica las cuales

pueden extender su evolución por medio de constricciones f́ısicas (conocidas como condición de

entroṕıa), los choques de norma no deben ser extendidos dado que son una patoloǵıa del sistema

coordenado elegido y no se tiene una restricción f́ısica para determinar su continuación.

Alcubierre muestra que una condición general para evitar choques de norma es elegir a f de la

forma [32]

1− f − αf ′/2 = 0 , (1.9.2)

el cual es trivialmente integrado para f

f(α) = 1 + κ/α2 , (1.9.3)

con κ una constante. Notemos que la elección f = 1 (lapso armónico ) satisface la condición pero

f = 2/α (lapso 1 + log) no satisfacen la ecuación (1.9.2). Si se toma una elección arbitraria para f ,

en general no significa que se formará un choque de norma. Que un choque de norma se forme o no,

dependerá de las condiciones iniciales, aunque en principio, siempre se pueden formar. Otro punto

a considerar es que si κ 6= 0, f ∼ α−2 para valores pequeños de α y se evitará de forma fuerte la

singularidad (como se vio en las singularidades coordenadas), sin embargo, el costo a pagar es que

α puede tomar valores negativos7 y será consistente si la evolución converge.

7Un ejemplo de lapso negativo se obtiene si consideramos la extension maximal de Schwarzschild, en coordenadas
de Kruskal-Szekeres el lapso maximal es negativo en la región exterior extendida de Schwarzschild [28].
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Caṕıtulo 2

El campo electromagnético en el

formalismo 3+1

En la sección anterior se presentó la teoŕıa sobre la colisión de dos agujeros negros neutros.

Un sistema ligeramente más complicado y que podŕıa tener una contraparte observacional, es la

colisión de dos agujeros negros cargados. Un agujero negro cargado puede originarse de un agujero

negro inicialemente neutro que se encuentra inmerso en un campo magnético. El agujero negro

acretará carga hasta un valor de Q = 2B0J , donde B0 es la intensidad del campo magnético y J el

momento angular del agujero negro [41]. A pesar de que el valor de la carga es pequeño comparado

a la masa del agujero negro, en la colisión se generarán ondas electromagnéticas que transporten

parte de la enerǵıa inicial del sistema, las cuales posiblemente tendrán un efecto sobre la señal de

ondas gravitacionales generada, distinguiéndola de la colisión de dos agujeros negros sin carga.

2.1. Ecuaciones de Maxwell en el formalismo 3+1

La descripción realizada aqúı está enteramente basada en [42]. Para realizar la descripción, se

parte de las ecuaciones de Maxwell en su forma covariante

∇µFµν = −4πjνem , (2.1.1)

∇µF ∗µν = 0 , (2.1.2)

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , (2.1.3)

F ∗µν := −1

2
εµναβFαβ , (2.1.4)

es el tensor de Faraday y su dual. εαβµν es el tensor de Levi-Civita
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εαβµν =


+|g|1/2 para permutaciones pares de 0,1,2,3

−|g|1/2para permutaciones impares de 0,1,2,3

0 si dos ı́ndices son iguales

(2.1.5)

Para descomponer las ecuaciones (2.1.1),(2.1.2) en el lenguaje 3 + 1 se realizará un procedimiento

similar al realizado con las ecuaciones ADM. Para un tensor 2, 0, se puede descomponer de la

siguiente forma

Hab = (3)Hab + na (3)H⊥b + (3)Ha⊥nb +H⊥⊥nanb , (2.1.6)

con

(3)Hab := P acP
b
dH

cd , (2.1.7)

(3)H⊥b := −ncP bdHcd , (2.1.8)

(3)Ha⊥ := −ncP adHdc , (2.1.9)

H⊥⊥ := nanbH
ab . (2.1.10)

En el caso particular del tensor de Faraday Fµν , por ser antisimétrico F⊥⊥ = 0. El tensor de

Faraday, queda como

Fµν = (3)Fµν + nµ (3)F⊥ν + (3)Fµ⊥nν . (2.1.11)

Se define el campo eléctrico y magnético medidos por un observador Euleriano con 4-velocidad de la

siguiente forma

Eµ := −nνF νµ ≡ (3)F⊥µ , (2.1.12)

Bµ := −nνF ∗νµ ≡ (3)F ∗⊥µ . (2.1.13)

Por la antisimetŕıa del tensor de Faraday, estos vectores son ortogonales a nα: nαE
α = nαB

α = 0; es

decir, son tangentes a la hipersuperficie Σ de t constante. Empleando estas definiciones, reescribimos

el tensor de Faraday

Fµν = (3)Fµν + nµEν − Eµnν . (2.1.14)

De las ecuaciones (2.1.4), (2.1.11) y (2.1.13), se puede mostrar que

Bµ =
1

2
nνε

ναβµ (3)Fαβ , (2.1.15)

e invirtiendo esta relación
(3)Fµν =(3) εµναBα , (2.1.16)

donde se define
(3)εαβµ := nνε

ναβµ . (2.1.17)
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Finalmente el tensor de Faraday y su dual pueden reescribirse como

Fµν = nµEν − nνEµ + (3)εµνβBβ , (2.1.18)

F ∗µν = nµBν − nνBµ − (3)εµνβBβ . (2.1.19)

Una vez obtenida la descomposición del tensor de Faraday, se procede a calcular las proyecciones de

las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2) sobre el vector normal nµ

nν∇µFµν = DµE
µ = 4πρem , (2.1.20)

nν∇µF ∗µν = DµB
µ = 0 . (2.1.21)

con ρem := −nνjν la densidad de carga medida por el observador Euleriano. Tomando la proyección

de (2.1.1) y (2.1.2) sobre Σt, obtenemos la evolución de Ei y Bi respectivamente

dEi

dt
= (D × αB)i + αKEi − 4πα (3)jiem , (2.1.22)

dBi

dt
= − (D × αE)i + αKBi , (2.1.23)

donde nuevamente d/dt = ∂t − L~β y con (3)jem := P iµj
µ
em. Una ecuación adicional se obtiene de la

ecuación (2.1.1) que implica la conservación de la 4-corriente

∇µjµ = 0 , (2.1.24)

cuyo equivalente en la descomposición 3 + 1 es

dρem
dt

= −Di

(
α (3)jiem

)
+ αKρem . (2.1.25)

2.2. Tensor de enerǵıa-momento del campo electromagnético

El tensor de enerǵıa-momento del campo electromagnético es

Tµν =
1

4π

[
FµλF

λ
ν −

1

4
gµν FαβF

αβ

]
. (2.2.1)

Para reescribirlo en términos de los campos eléctrico y magnético, usamos la ecuación (2.1.18)

FµλF
λ

ν = −(EµEν +BµBν) +B2hµν + E2nµnν + 2EλBσ (3)ελσ(µnν) , (2.2.2)

donde E2 = EµEµ y B2 = BµBµ, esto también nos permite calcular cantidades independientes del

observador

FµνF
µν = −2

(
E2 −B2

)
, (2.2.3)

∗FµνF
µν = 4EµBµ . (2.2.4)
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2.3. EL SISTEMA EINSTEIN-MAXWELL

Finalmente, después de un poco de álgebra, el tensor de enerǵıa-momento en el lenguaje 3+1 puede

ser reescrito como

Tµν = Enµnν + nµJν + Jµnν + Sµν , (2.2.5)

donde

E := nµnνTµν =
1

8π
(E2 +B2) , (2.2.6)

Jµ := −P λ
µ nσTσλ =

1

4π
(3)εµλσE

λBσ , (2.2.7)

Sµν := P λ
µ P σ

ν Tλσ

=
1

8π

[
hµν(E2 +B2)− 2(EµEν +BµBν)

]
. (2.2.8)

E es la densidad de enerǵıa del campo electromagnético medido por observadores Eulerianos, Jµ el

vector de Poynting (la densidad de momento medida por observadores Eulerianos), Sµν es el tensor

de esfuerzos del campo electromagnético. Notemos que al ser nula la traza de Tµν , E = S.

2.3. El sistema Einstein-Maxwell

Para evolucionar el sistema se utilizarán las ecuaciones de Einstein en su versión 3+1, tomando

como fuente de enerǵıa unicamente al campo electromagnético 1. Siguiendo el orden en que se

introdujeron las ecuaciones ADM, se presentan primero las constricciones hamiltoniana (1.3.10) y

de momento (1.3.11) tomando como densidad a la densidad de enerǵıa y la densidad de momento

como el vector de Poynting
3R+K2 −KijK

ij = 16πE , (2.3.1)

DlK
il −DiK = 8πJ i . (2.3.2)

La ecuación de evolución para la curvatura extŕınseca (1.2.1) al tomar que ρ = E = S es

∂tKij = βk∂kKij +Kki∂jβ
k +Kkj∂iβ

k −DiDjα (2.3.3)

+ α
[

(3)Rij +KKij − 2KikK
k
j

]
− 8παSij ,

Al tomar la traza y usar la constricción hamiltoniana (2.3.1), obtenemos una ecuación para la

evolución de la traza de la métrica que será útil para obtener datos iniciales

∂tK + βl∂lK +D2α− αKijK
ij = 8παE . (2.3.4)

Una vez obtenidas las ecuaciones relevantes, el procedimiento para evolucionar al sistema consiste

en elegir una norma para la evolución de α, βi y proporcionar datos iniciales para (Σt, γij ,Kij , E
i, Bi)

que cumplan con las ecuaciones de constricción (2.3.1), (2.3.2), (2.1.20) y (2.1.21). Posteriormente,

la evolución en el tiempo de las variables γij ,Kij , E
i, Bi estará dada por las ecuaciones (1.1.8),

1cuando únicamente se considera las contribuciones del campo electromagnético, se suele referirse a un espaciotiempo
en electrovaćıo
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(2.3.3) (2.1.22) y (2.1.23) respectivamente.

Hasta el momento, nunca se ha hecho referencia a los potenciales electromagnéticos Φ y Ai

que suelen usarse en la descripción clásica del electromagnetismo, y el motivo principal es que

introducen variables de norma que complican las ecuaciones de evolución. Esto debido a que los

campos eléctricos y magnéticos se calculan mediante derivadas de Φ y Ai, teniendo como resultado

que las ecuaciones de evolución para los campos electromagnéticos en términos de los potenciales

sean ecuaciones diferenciales de segundo orden en tiempo y espacio.

2.4. Datos iniciales para agujeros negros cargados

De forma similar al caso en vaćıo, la forma más simple de construir datos iniciales es asumir

simetŕıa temporal, para lo cual Kij = 0. Además se asumirá que el campo magnético inicial es cero, de

tal forma que la constricción de momentos (2.3.2) es idénticamente cero. Con estas simplificaciones,

debemos resolver la constricción (2.1.20) y la constricción hamiltoniana

DµE
µ = 4πρem , (2.4.1)

(3)R = 16πE , (2.4.2)

donde la densidad de enerǵıa es simplemente

E =
1

8π
EµEµ . (2.4.3)

Al pedir que la métrica sea conformemente plana, la constricción hamiltoniana se convierte en una

ecuación eĺıptica para el factor conforme

γµν = ψ4γ̂µν , (2.4.4)

D̂2ψ +
1

4
ψ5EµE

µ = 0 , (2.4.5)

con D̂2 el operador laplaciano compatible con la metrica conforme. Para resolver la constricción,

expresamos el operador de derivada covariante Dµ (compatible con la métrica f́ısica) aplicada a un

vector puede reescribirse en términos de la derivada covariante D̂µ que es compatible con la métrica

conforme como

Dµv
µ = D̂µv

µ + 6vµ∂µ lnψ . (2.4.6)

En particular, si hacemos un reescalamiento del vector vµ por una potencia del factor conforme ψ,

su derivada covariante está dada por

Dµ (ψnvµ) = ψn
[
D̂µv

µ + (6 + n) vµ∂µ lnψ
]
. (2.4.7)
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El operador de derivada covariante conforme D̂ sugiere utilizar un reescalamiento del campo eléctrico

Êi := ψ6Ei , Êi := ψ2Ei . (2.4.8)

Podemos además, definir a una densidad de carga conforme

ρ̂ := ψ6ρ . (2.4.9)

Con estas definiciones, la ecuación (2.4.1), se reescribe como

D̂µÊ
µ = 4πρ̂em . (2.4.10)

Obteniendo una ecuación análoga a (2.4.1) pero ahora calculada con las variables conformes. Por

otro lado, la constricción hamiltoniana utilizando las variables conformes toma la forma

D̂2ψ +
1

4ψ3
ÊiÊ

i = 0 . (2.4.11)

Para resolver la ecuación (2.4.11), supondremos que la métrica de fondo es plana y se introduce un

potencial escalar tal que

Êi = −∂iϕ , (2.4.12)

de tal forma que se obtiene una ecuación de Poisson para ϕ

D̂2ϕ = 4πρ̂em . (2.4.13)

Antes de proceder con la solución de (2.4.13), veamos un caso particular. Suponiendo que en el

origen r = 0 nos encontramos lejos de otras cargas, se cumple que ρ̂ = 0 y tomando como referencia

al agujero negro de Reissner-Nordström, se obtiene

ϕ =
Q

r
, ψ =

[(
1 +

M

2r

)2

− Q2

4r2

]1/2

, (2.4.14)

Notemos que el potencial ϕ representa el potencial eléctrico de una part́ıcula con carga Q en el

origen. Esto sugiere tomar como potencial a una función que represente a n cargas localizadas en ~ri

en el espacio conformemente plano. El potencial se propone como

ϕ =

n∑
i=1

Qi
|~r − ~ri|

, (2.4.15)

esta solución tiene el comportamiento asintótico de Reissner-Nordström alrededor de cada puntura.

Una primera solución de la constriccion hamiltoniana (2.4.11) se restringe a n agujeros negros con

el mismo cociente carga masa Qi/Mi = 1/2k
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ψ2 =

(
1 +

n∑
i=1

Mi

2|~r − ~ri|

)2

− 1

4

(
n∑
i=1

Qi
|~r − ~ri|

)2

. (2.4.16)

En el trabajo [43], generalizan esta construcción utilizando el resultado de Misner y Wheeler [44], en

el que establece que al tomar dos funciones harmónicas arbitrarias C,D en un espacio conformemente

plano, las construcciones iniciales se satisfacen, resultando que el factor conforme y el campo eléctrico

están dados por

ψ2 = CD , Êi = C∂iD −D∂iC . (2.4.17)

Una elección particular de C y D que representa n agujeros negros

C = 1 +
n∑
i=1

Mi +Qi
2|~r − ~ri|

, D = 1 +
n∑
i=1

Mi −Qi
2|~r − ~ri|

, (2.4.18)

en el que mn ≥ |qn|. Si pedimos que Qi/Mi = 1/2k, tenemos

CD =

(
1 +

n∑
i=1

Mi +Qi
2|~r − ~ri|

)(
1 +

n∑
i=1

Mj −Qj
2|~r − ~rj |

)

= 1 +

n∑
i=1

Mi

|~r − ~ri|
+

n∑
i,j=1

(Mi +Qi)(Mj −Qj)
4|~r − ~ri||~r − ~rj |

= 1 +
n∑
i=1

Mi

|~r − ~ri|
+

n∑
i,j=1

QiQj(4k
2 − 1)

4|~r − ~ri||~r − ~rj |

= 1 +

n∑
i=1

Mi

|~r − ~ri|
+

(
n∑
i=1

Mi

2|~r − ~ri|

)2

− 1

4

 n∑
i,j=1

Qi
|~r − ~ri|

2

=

(
1 +

n∑
i=1

Mi

2|~r − ~ri|

)2

− 1

4

(
n∑
i=1

Qi
|~r − ~ri|

)2

, (2.4.19)

donde en la última ĺınea se ha usado que Q/M = 1/2k. Esto muestra que si la relación carga-masa

es igual para todas las punturas, recuperamos la solución (2.4.17). Notemos que con esta elección, si

se toma n = 1, se obtiene la solución de Reissner-Nordström en coordenadas isotrópicas. Un último

detalle referente a esta solución, es que la masa y carga asociada a cada puntura es

mi = Mi +
∑
i 6=j

MiMj −QiQj
2|~ri − ~rj |

, (2.4.20)

qi = Qi +
∑
i 6=j

MiQj −QiMj

2|~ri − ~rj |
. (2.4.21)

pero la carga y masa total del sistema es Qtot =
∑

iQi y Mtot =
∑

iMi. En este caso, si la relación

carga-masa es igual para todas las punturas, la carga efectiva de cada agujero negro es qi.
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Caṕıtulo 3

Relatividad numérica axisimétrica

A pesar de contar con códigos que evolucionan el espacio tridimensional, tales como el Einstein-

Toolkit [9], la reducción del número de grados de libertad en escenarios axisimétricos aún permite el

estudio de sistemas de interés astrof́ısico, tales como la colisión de agujeros negros [45–49]; el colapso

de estrellas axisimétricas [50–52]; el estudio de part́ıculas no colisionales en la estabilidad de cúmulos

de estrellas [53]; el colapso de discos [54] y algunos que siguen abiertos [55], como el colapso de

ondas gravitacionales [56–61]. El estudio de los casos con simetŕıa axial se hab́ıa postergado debido

a las condiciones de irregularidad en el eje de simetŕıa y el desconocimiento sobre si el sistema

ADM era un problema bien puesto (en el sentido de ecuaciones diferenciales). Con el entendimiento

del procedimiento para la regularización de las ecuaciones y el desarrollo de formulaciones bien

puestas y fuertemente hiperbólicas, los códigos axisimétricos se reconsideraron puesto que permite

evolucionar los sistemas mencionados con mayor resolución dado que el número de variables de

evolución se reduce y además se tiene un menor costo de recursos de cómputo comparados a un

código tridimensional.

En este caṕıtulo se presentará la aplicación del formalismo desarrollado en los caṕıtulos ante-

riores al sistema en simetŕıa axial y las subrutinas que se han agregado al código OllinAxis para

complementarlo.

3.1. Espacios axisimétricos

Por espacios axisimétricos consideraremos aquellos que tienen un vector de Killing ~ξ cuyas curvas

integrales son cerradas. Utilizando ~ξ para definir un sistema coordenado cuya única componente

es angular ~ξ = ∂φ. El requisito de simetŕıa axial lo obtendremos al pedir que la derivada de Lie

de una función tensorial respecto de ~ξ sea cero, es decir que no dependan del ángulo φ. Si bien al

tener un espacio con simetŕıas reduce la complejidad de uno en tres dimensiones espaciales, es aún

más complejo que los espacios con simetŕıa esférica y no es trivial conocer el número de variables

dinámicas.
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3.1. ESPACIOS AXISIMÉTRICOS

La métrica para espacios axisimétricos utilizando coordenadas (ρ, z, φ) puede escribirse como [62]

dl2 = γρρdρ
2 + γzzdz

2 + γϕϕdϕ
2 + 2 (γρzdρdz + γρϕdρdϕ+ γzϕdzdϕ)

= Adρ2 +Bdz2 + ρ2Hdϕ2 + 2
(
ρCdρdz + ρ3C1dρdϕ+ ρ2C2dzdϕ

)
, (3.1.1)

donde A,B,H,C,C1, C2 son funciones de ρ y t, regulares cerca del origen y además pares ante la

inversión ρ→ −ρ (esto quedará más claro en la siguiente sección). En simetŕıa esférica siempre es

posible elegir una métrica diagonal pero en simetŕıa axial generalmente no es posible. Por ejemplo,

en casos con momento angular se tiene el fenómeno de arrastre de las coordenadas, produciendo que

aún cuando γρφ|t=0 = 0 esto no se mantendrá pues las coordenadas ρ se enredarán entorno al eje z.

Otra posibilidad es que los ejes ρ y z no sean ortogonales y por lo tanto γρz es distinto de cero. En

el caso sin momento angular los factores C1 y C2 son cero y se mantendrán de esta forma si usamos

un vector de corrimiento tal que βϕ = 0.

Asociada a (3.1.1) la métrica inversa estará denotada por

γij =

 gA ρgC ρgC1

ρgC gB gC2

ρgC1 gC2 gH/ρ
2

 , (3.1.2)

donde g son funciones pares cerca del eje y están dadas por

gA = (BH − ρ2C2
2 )/h , (3.1.3)

gB = (AH − ρ4C2
1 )/h , (3.1.4)

gH = (AB − ρ2C2)/h , (3.1.5)

gC = (ρ2C1C2 − CH)/h , (3.1.6)

gC1 = (CC2 −BC1)/h , (3.1.7)

gC2 = (ρ2CC1 −AC2)/h , (3.1.8)

(3.1.9)

con h el determinante, que está dado por

h = ABH + 2ρ4CC1C2 − ρ2AC2
2 − ρ2HC2 − ρ4BC2

1 . (3.1.10)

En axisimetŕıa, todos los tensores covariantes T toman la forma de la métrica, es decir a cada

entrada del tensor T se le puede asociar una potencia de ρ

Tij =

 TA ρTC ρ3TC1

ρTC TB ρ2TC2

ρ3TC1 ρ2TC2 ρ2TH

 , (3.1.11)

esta forma será útil más adelante para regularizar expresiones en el eje.
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3.1.1. Regularización en el eje

Al utilizar un sistema de coordenadas que no se encuentra bien definido en ρ = 0, es de esperarse

que aparezcan patoloǵıas en las cantidades. Esto claramente es visible en los operadores derivada,

como el lapaciano, que tienen potencias de 1/ρ. Dichos factores anaĺıticamente no deben causar

problemas porque el espaciotiempo es regular, sin embargo dentro de los códigos numéricos, estos

factores no se cancelan de forma exacta obteniendo cantidades que tienden a infinito alrededor del

eje violando la f́ısica del problema. La forma de regularizar las expresiones para los códigos numéricos

es quizá un tanto artificial pero asegura que las cantidades sean bien comportadas alrededor del eje,

proporcionándonos la evolución correcta.

Para regularizar el espacio se sigue la idea de Rinne y Stewart [62]. El primer tipo de regularización

se aplica a la paridad de las componentes de la métrica. En axisimetŕıa, la métrica en coordenadas

ciĺındricas (ρ, z, ϕ) toma la forma

ds2 = −
(
α− βiβi

)
dt2 + 2 (βρdρ+ βzdz + βϕdϕ) dt+ gρρdρ

2 + gzzdz
2 + gϕϕdϕ

2

+2 (gρzdρdz + gρϕdρdϕ+ gzϕdzdϕ) , (3.1.12)

en el que la métrica debe permanecer invariante ante el cambio de coordenadas ρ → −ρ (una

reflexión por el eje de simetŕıa), lo que implica que los componentes de la métrica gµν que tienen

únicamente un ı́ndice igual a ρ debe ser de paridad impar y el resto de los coeficientes deben ser de

paridad par. De forma expĺıcita se tiene

α(ρ) = α(−ρ) , (3.1.13)

βρ(ρ) = −βρ(−ρ) , (3.1.14)

βz(ρ) = βz(−ρ) , (3.1.15)

βφ(ρ) = βϕ(−ρ) , (3.1.16)

gρρ(ρ) = gρρ(−ρ) , (3.1.17)

gzz(ρ) = gzz(−ρ) , (3.1.18)

gϕϕ(ρ) = gϕϕ(−ρ) , (3.1.19)

gρz(ρ) = −gρz(−ρ) , (3.1.20)

gρϕ(ρ) = −gρϕ(−ρ) , (3.1.21)

gzϕ(ρ) = gzϕ(−ρ) . (3.1.22)

Por lo tanto, las funciones A,B,H,C,C1 y C2 son funciones pares de ρ, y además los componentes

de la curvatura extŕınseca deben heredar la paridad de los coeficientes de la métrica. Numéricamente

estas condiciones pueden implementarse usando una malla que desplace al origen por ∆ρ/2 e

introduciendo un punto fantasma en ρ = −∆ρ/2, en el cual, los valores de la métrica serán la copia

del punto ρ = ∆ρ/2.

El segundo tipo es referente a que el espacio debe ser localmente plano en ρ = 0, para ello se

considera la métrica en coordenadas cartesianas
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dl2 = gxxdx
2 + gyydy

2 + gzzdz
2 + 2gxydxdy + 2gxzdxdz + 2gyzdydz . (3.1.23)

La simetŕıa axial requiere de que la métrica sea invariante ante la reflexión de los ejes x y y. Para

que el espacio sea localmente plano, la métrica debe ser suave, alrededor del eje (al menos de clase

C2), esto implica que

gxx ∼ kρ +O(x2 + y2) ∼ kρ +O(ρ2) , (3.1.24)

gyy ∼ kρ +O(x2 + y2) ∼ kρ +O(ρ2) , (3.1.25)

gzz ∼ kz +O(x2 + y2) ∼ kz +O(ρ2) , (3.1.26)

gxy ∼ O(xy) ∼ O(ρ2) , (3.1.27)

gxz ∼ O(x) ∼ O(ρ) , (3.1.28)

gyz ∼ O(y) ∼ O(ρ) , (3.1.29)

con kρ,kz constantes. Entonces

gρρ ∼ kρ +O(ρ2) , (3.1.30)

gzz ∼ kz +O(ρ2) , (3.1.31)

gφφ ∼ ρ2
(
kρ +O(ρ2)

)
, (3.1.32)

gρz ∼ O(ρ) , (3.1.33)

gρφ ∼ O(ρ3) , (3.1.34)

gzφ ∼ O(ρ2) . (3.1.35)

El comportamiento de los coeficientes de la métrica alrededor del eje, justifica la forma tomada para

la métrica espacial (3.1.1). Con esta elección nos aseguramos que los coeficientes A,B,H,C,C1, C2

sean reguales en el eje de forma anaĺıtica, pues tienen factorizados la potencia correspondiente de ρ.

Más aún, se puede usar una variable auxiliar

λ := (A−H)/ρ2 . (3.1.36)

que es una función par en el eje y se comporta como O(ρ2), esta variable servirá para imponer

numéricamente que las funciones se comporten de forma regular. Las cantidades que aparentemente

son irregulares en el eje son listadas por J. Torres en su tesis doctoral [10], que son R̂A, R̂H ,R̂C ,R̂C1 ,

R̂C2 , R̂, ∇̂mÂmr , Âmn∆r
mn, los cuales tienen combinaciones de A−H y ÂA − ÂH , esto sugiere que

podemos también definir

Âλ := (ÂA − ÂH)/ρ2 , (3.1.37)

teniendo también el mismo comportamiento alrededor del eje que λ. Esto introduce a λ y Âλ como

constricciones adicionales al sistema que en una evolución libre se violan consistentemente con el
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orden de discretización de la malla. Por completez se presentan las ecuaciones de evolución asociadas

a λ y Âλ [10]

dλ

dt
= 2λ

βρ

ρ
+ 2λ∂ρβ

ρ + 2
H

ρ
∂ρ

(
βρ

ρ

)
+ 2C

∂rβ
z

ρ
+ 2ρC1∂rβ

ϕ − 2αÂλ −
2

3
σλ∇̂mβm, (3.1.38)

dÂλ
dt

= 2Âλ + 2Âλ∂ρβ
ρ + 2Âλ

βρ

ρ
+ 2

ÂH
ρ
∂ρ

(
βρ

ρ

)
+ 2ÂC

∂ρβ
z

ρ

+2ρÂC1∂ρβ
ϕ +

1

e4φ
(−DDλα+ αRλ − 8πSλ)

−λ
3

(
−D2α+ αR− 8παS

)
+α

(
KÂλ − 2Â2

λ

)
− 2

3
σÂλ∇̂mβm , (3.1.39)

donde se ha definido

Tλ := (Tρρ − Tφφ/ρ2)/ρ2 . (3.1.40)

para cualquier tensor T de rango 2.

3.2. Sistema BSSN en simetŕıa axial

Al únicamente diferir en un factor la métrica f́ısica y la conforme su comportamiento es similar

alrededor del eje, de esta forma podemos reescribir la métrica espacial como

dl2 = e4φ
(
Adρ2 +Bdz2 + ρ2Hdϕ2 + 2

(
rCdρdz + ρ3C1dρdϕ+ r2C2dzdϕ

))
. (3.2.1)

Como es usual en la formulación BSSN usaremos γ̂ para denotar los coeficientes de la métrica

conforme, es decir γij = e4φγ̂ij . Los vectores ∆̂i de la formulación BSSN son

∆̂r = −∂ρgA − ρ∂zgC + ρgλ −
1

2ĥ

(
gA∂ρĥ+ ρgC∂zĥ

)
, (3.2.2)

∆̂z = −ρ∂ρgC − ∂zgB − 2gC −
1

2ĥ

(
ρgC∂ρĥ+ gB∂zĥ

)
, (3.2.3)

∆̂ϕ = −ρ∂ρgC1 − ∂zgC2 − 4gH −
1

2ĥ

(
ρgC1∂ρĥ+ gC2∂zĥ

)
, (3.2.4)

donde ĥ es el cociente del determinante de la métrica conforme con la métrica plana

ĥ =
γ̂

γ̊
= ABH + 2ρ4CC1C2 − ρ2AC2

2 − ρ2HC2 − ρ4BC2
1 . (3.2.5)

La ecuación para la evolución del determinante de la métrica (1.3.16) en términos de ĥ es

∂t = (1− σ)(2ĥ∇̂mβm) , (3.2.6)
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donde σ = 1 para la evolución Lagrangiana o σ = 0 para la Euleriana. Por completez escribimos la

divergencia de βm

∇̂mβm = ∂mβ
m +

βr

r
+

1

2
βm∂m(ln ĥ) . (3.2.7)

En las ecuaciones (1.3.22)-(1.3.25), necesitamos calcular derivadas de Lie de los coeficientes de la

métrica y dado que son densidades tensoriales de peso ω = 1 su derivada de Lie está dada por

L~βF =
2

ρn
γ̂m(i∂j)β

m + βm∂mF (3.2.8)

donde F representa a los factores A,B,H,C,C1 y C2 de la métrica (3.1.1) y n = 0, 1, 2, 3 es la

potencia de ρ que multiplica a cada factor correspondiente de la métrica (3.2.1). La ecuación para la

evolución del factor conforme y la traza no se modifican por estar escrita en términos de escalares.

Para la parte sin traza de la curvatura extŕınseca tenemos

d

dt
Âij = e−4φ (−DiDjα+ αRij − 8πS)

− γ̂ij
3

(
−D2α+ αR− 8παS

)
+ α

(
KÂij − 2ÂikÂ

k
j

)
− 2

3
σÂij∇̂mβm . (3.2.9)

Las expresiones para el laplaciano de lapso y su segunda derivada covariante son

D2α = e−4φ
[
gA∂

2
ρα+ 2ρgC∂ρ∂zα+ gB∂

2
zα+ gH∂ρα/ρ− ∆̂i∂iα

+ 2 (gA∂ρα∂ρφ+ ρgC∂ρα∂zφ+ ρgC∂zα∂ρφ+ gB∂zα∂zφ) (3.2.10)

DiDjα = ∂i∂jα− Γ̂mij∂mα− 2 [∂iα∂jφ+ ∂iφ∂jα

−γ̂ij (gA∂ρα∂ρφ+ ρgC∂ρα∂zφ+ ρgC∂zα∂ρφ

+gB∂zα∂zφ)] . (3.2.11)

La ecuación de evolución para ∆̂i es

d

dt
∆̂i = γ̂mn∇̊m∇̊nβi − 2Âim∂mα− α(2− ξ)∇̂mÂim + 2αÂmn∆̂i

mn

+αξ

(
6Âim∂mφ−

2

3
γ̂im∂mK − 8πγ̂imjm

)
+
σ

3

[
∇̂i
(
∇̂mβm

)
+ 2∆̂i∇̂mβm

]
, (3.2.12)

como se hab́ıa mencionado para la ecuación (1.3.26), si se toma ξ > 1/2 el sistema es fuertemente

hiperbólico y en el caso práctico al tomar ξ = 2, la evolución se simplifica aún más al cancelar la

divergencia de la parte sin traza.
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3.3. Código OllinAxis en simetŕıa axial

En esta sección se describirá brevemente el código OllinAxis y las subrutinas implementadas.

Las pruebas de convergencia para el extractor de ondas gravitacionales y el buscador de horizontes

se detallarán en sus caṕıtulos correspondientes.

3.3.1. Código para la evolución

OllinAxis es un código que permite integrar la formulación BSSN como un problema de Cauchy

de valores iniciales. La primera versión del código fue escrita en la formulación Nagy-Ortiz-Reula

(NOR) por Milton Rúız para su tesis doctoral [63]. Esta versión consideraba únicamente el caso sin

momento angular y se introdujo la regularización en el eje, sin embargo en la práctica el código

presentaba inestabilidades. Posteriormente José Manuel Torres construyó un código para resolver

la evolución del sistema 3+1 en el formulación BSSN adaptado a simetŕıa axial para su tesis

doctoral [10]. El código es estable y permite la evolución de varios tipos de sistema tales como

un campo escalar o la colisión frontal de agujeros negros neutros o con carga. Como parte del

trabajo de maestŕıa se propuso complementar el código para incluir subrutinas de búsqueda de

horizontes aparentes, la extracción de ondas gravitacionales y electromagnéticas y un resolvedor

de ecuaciones diferenciales parciales lineales eĺıpticas. El código fuente está escrito en Fortran 90

con la adición de scripts en Perl para generar de forma automática rutinas para la evolución de las

variables conformes al momento de compilar. El código permite su ejecución en clusters utilizando el

protocolo Message Passing Interface (MPI) realizando una distribución de la malla numérica entre

el número de procesadores. Como se ha descrito en el proceso de regularización, la malla numérica

de (Nρ, Nz) puntos en la dirección ρ, z respectivamente, tiene el origen (ρ, z) = (0, 0) desplazado

(∆ρ/2,∆z/2) para evitar calcular cantidades que pueden diverger en r = 0. La integración numérica

se usa el método de ĺıneas (MOL) con el integrador iterativo Crank-Nicholson (ICN) a segundo

orden o Runge-Kutta a cuarto orden y de forma auxiliar se introducen puntos fantasma (o ghost

zone) en las fronteras de cada malla asignada a cada procesador para el correcto intercambio de

información al momento de calcular las derivadas. En un esquema a segundo orden se necesitan

dos puntos fantasma y tres para uno a cuarto orden, figura 3.1. En las subrutinas de búsqueda de

horizontes, extracción de ondas gravitacionales y el resolvedor eĺıptico, el procesador 0 (ráız) es el

encargado de recopilar la información que previamente es analizada por el resto de procesadores

para posteriormente realizar una única operación en concreto. Por ejemplo, si se desea realizar

una integración de una función f sobre una esfera de radio r, el interpolador busca el procesador

que tenga el punto correspondiente, realiza la interpolación y comunica el valor de la función al

procesador 0 que posteriormente realizará el cálculo de la integral.

3.3.2. Resolvedor eĺıptico

El resolvedor de ecuaciones diferenciales parciales eĺıpticas Axelisol fue escrito en c++ como

parte de su tesis para obtener el t́ıtulo de licenciado en f́ısica [64] y fue incorporado a las subrutinas

de Axelisol mediante una interfaz C++/ Fortran 90, el código fuente puede consultarse en [65].
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Figura 3.1: Esquema de la distribución del dominio numérico realizada por el código OllinAxis. La
figura muestra un dominio de 282 puntos en cada dirección con dos puntos para la zona fantasma
n −m, donde n es el procesador origen y m el procesador que sincroniza la información de los
puntos correspondientes.

Axelisol permite resolver ecuaciones en derivadas parciales lineales eĺıpticas del tipo(
a
∂2

∂ρ2
+ b

∂2

∂ρ ∂z
+ c

∂2

∂z2
+ d

∂

∂ ρ
+ e

∂

∂z
+ s

)
u = f , (3.3.1)

en un dominio cartesiano ρ, z utilizando diferencias finitas y pudiendo especificar el tipo condición a

la frontera: Robin, Dirichlet o Neumann. El resultado es un sistema lineal de ecuaciones Au = f

que es del tipo sparse1 que es almacenada utilizando la estructura CSR para ahorrar recursos de

1Una matriz es del tipo sparse si sus elementos en su mayoŕıa son cero, de forma más precisa se define el concepto
de esparcidad que es el número de elementos distintos de cero dividido entre el número total de elementos. Una matriz
es sparse si la esparcidad es mayor a 0.5.
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memoria y paralelizada en OpenMP para un llenado más rápido. El sistema de ecuaciones lineales

es resuelto utilizando una factorización LU mediante el resolvedor PARDISO integrado con las

libreŕıas matemáticas de Intel. Además se implementan opciones que permiten reutilizar la estructura

de las matrices en cada paso de tiempo para resolver de forma más eficiente el sistema. Si bien,

Axelisol resuelve un sistema matricial de ecuaciones, las entradas están codificadas en arreglos de

una dimensión, por lo cual, la forma más sencilla para agregar Axelisol a OllinAxis fue dedicar una

subrutina que recopilara la información de las mallas de OllinAxis y las transformara a arreglos de

una dimensión. La salida de datos de Axelisol es nuevamente en arreglos de una dimensión teniendo

que realizar el proceso inverso. Los pasos para convertir arreglos de 1D a 2D es ligeramente confuso

debido a que OllinAxis define el tamaño de la malla en una dirección como el conjunto de puntos

del dominio f́ısico y no toma en cuenta los puntos fantasma. Por otro lado Axelisol define el tamaño

de la malla como el número de puntos fantasma mas el número de puntos internos e incluye uno

para la frontera. Teniendo esto en cuenta se tiene la relación para el número total de puntos NT en

una dirección de ambos códigos NTOllinAx = NTAxelisol − ghost+ 1.

El uso de Axelisol será principalmente para resolver la ecuación para lapso maximal y obtener

datos iniciales para ondas de Brill (caṕıtulo 6). Por completez, para el lapso maximal los coeficientes

a, b, c, d, e, s y f para la ecuación (3.3.1) son

a = gA/ψ
4 (3.3.2)

b = 2ρgC/ψ
4 (3.3.3)

c = gB/ψ
4 (3.3.4)

d = (gH/ρ− ∆̂ρ + 2gA∂ρphi+ 2ρgC∂zφ)/ψ4 (3.3.5)

e = (−∆̂z + ρgC∂rφ+ gB∂zφ)/ψ4 (3.3.6)

s = −KijK
ij − 4π(ρmat + Smat) , (3.3.7)

donde ρmat es la densidad de enerǵıa y Smat el tensor de enerǵıa momento ambos medidos por

observadores Eulerianos.

3.3.3. Buscador de horizontes

La teoŕıa sobre el buscador de horizontes se abordará en el caṕıtulo 4. Por el momento se

describirá brevemente la subrutina. El algoritmo para la búsqueda de horizontes aparentes requiere

evaluar cantidades en coordenadas esféricas (r, θ) pero no se ha implementado en OllinAxis la

asignación de memoria a arreglos en estas coordenadas, en su lugar se usan interpoladores para

obtener el valor de las cantidades requeridas tales como la métrica o la curvatura extŕınseca en el

punto (r, θ). Los interpoladores posibles a elegir son bilineal teniendo convergencia a segundo orden

o bicúbico a tercer orden [66]. El número de puntos a integrar en θ es igual al mı́nimo de (Nρ, Nz).

La búsqueda del horizonte procede utilizando el método de disparo, un integrador de Runge-Kutta

a cuarto orden y un refinamiento por bisección. Determinada la superficie, el área y carga eléctrica

es calculada numéricamente a cuarto orden utilizando la regla de Simpson.
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3.3.4. Extractor de ondas gravitacionales y ondas electromagnéticas

La extracción se realiza evaluando el escalar de Weyl Ψ4 y el escalar Φ2 sobre esferas de radio

constante. Para ello se usa el interpolador bilinear o bicúbico (el la práctica se prefiere el interpolador

bilineal dado que es para el bicúbico se requiere calcular derivadas de Ψ4 y Φ2 y éstas derivadas no

son necesarias para la evolución del código). La descomposición multipolar es realizada utilizando el

módulo harmonix.f90 que calcula los armónicos con peso de esṕın s = −2,−1, 0, 1, 2 y una integración

a cuarto orden con la regla de Simpson pudiendo calcular los modos l = 2, 4, 6. La enerǵıa radiada

es calculada con un script de python nuevamente con un integrador de Runge-Kutta a cuarto orden.
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Caṕıtulo 4

Horizontes aparentes en axisimetŕıa

Formalmente un agujero negro se define en una región de un espacio tiempo asintóticamente

plano, como el conjunto de puntos en los que ninguna geodésica con dirección al futuro puede

alcanzar al futuro infinito nulo (J +). A la frontera de un agujero negro se le llama horizonte de

eventos (HE), es decir, un horizonte de eventos es la frontera entre aquellas geodésicas que pueden

viajar a infinito y aquellas que no. El horizonte de eventos es una hipersuperficie 2 + 1 formada por

aquellas geodésicas nulas salientes con dirección al futuro J + que no pueden escapar y tampoco

caer al centro del agujero negro. Un horizonte de eventos es entonces una propiedad global del

espaciotiempo, y en una hipersuperficie espacialoide no está definida de forma local en el tiempo,

por lo que es necesaria conocer la completa evolución para determinar si existe o no un horizonte de

eventos.

Por otro lado, un horizonte aparente (HA) se define como una hipersuperficie espacialoide como

la superficie más externa atrapada marginalmente, en otras palabras, el horizonte aparente es la

superficie tal que la expansión de geodésicas salientes es cero. A diferencia de los horizontes de

eventos, en la práctica, la propiedad local de los horizontes aparentes nos permite localizarlos en

cada hipersuperficie durante la evolución. Un resultado de Hawking y Ellis [67] garantiza que si se

cumple la conjetura de censura cósmica y se satisface la condición de enerǵıa nula, si existe un HA

entonces se tiene un HE en su exterior, que coincide con el HA si el espaciotiempo es estacionario.

4.1. Algoritmo de búsqueda

Existen diversos algoritmos de encontrar horizontes aparentes, algunos de ellos son:

Algoritmos de minimización. Estos algoritmos buscan minimizar la integral del cuadrado

(norma r.m.s) de la expansión de geodésicas nulas H sobre superficies de prueba. En un

horizonte aparente la integral es nula, aunque numéricamente esto no sea de forma exacta por

lo que debe darse cierta tolerancia.

Algoritmos de flujo. Consisten en proponer una superficie de prueba lo suficientemente

grande que cubra por completo al HA. Posteriormente se deja evolucionar con un tiempo

ficticio de tal forma que se encogerá a la superficie correcta.
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EDP eĺıpticas. En general la ecuación que satisface un HA es una ecuación en derivadas

parciales del tipo eĺıptica, por lo que encontrar la superficie se reduce a programar un código

numérico que sea capza de resolver este tipo de ecuaciones. La desventaja es que el tipo de

ecuación requiere de grandes tiempo de cómputo.

Algoritmos espectrales de integral iterativa Consisten en desarrollar a la superficie en

una base de armónicos esféricos y usar la ortogonalidad para encontrar ecuaciones integrales

para los coeficientes. Los cuales se resolverán de forma iterativa hasta obtener convergencia.

Thornburg discute algunos detalles de los métodos mencionados en [68]. Si bien cualquiera de

ellos podŕıa ser útil, en el presente caso, se usará la simetŕıa axial del espacio para simplificar el

procedimiento.

En la descripción matemática se considera una hipersuperficie suave Σ a un tiempo constante

y sea S una superficie embebida en Σ con un vector normal sµ apuntando al exterior, la métrica

inducida sobre la superficie S es

hµν = gµν + nµnν − sµsν . (4.1.1)

La expansión de las geodésicas está dada por el cambio del volumen en la dirección nula saliente ~l,

~l := ~n+ ~s . (4.1.2)

En esta dirección, el cambio del volumen está dada por la derivada de Lie de la métrica inducida hµν

H = −1

2
hµνL~l hµν , (4.1.3)

que en términos de cantidades 3+1 es [69]

H = Dis
i +Kijs

isj −K . (4.1.4)

El HA es la superficie más exterior tal que H = 0 sobre toda S. Suponiendo que el horizonte es

parametrizado como la superficie de nivel de una función escalar F tal que F (xi) = 0, el vector

normal a la superficie es

si =
DiF√
|DjFDjF |

, (4.1.5)

obteniendo que la expansión es

H =

(
γij − DiFDjF

|DmFDmF |

)(
DiDjF√
|DjFDjF |

−Kij

)
= 0 . (4.1.6)

Notemos que para tener una superficie maximal, basta con pedir que

Dms
m = 0 . (4.1.7)
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Aśı si inicialmente Kij = 0, el horizonte aparente coincidirá con la superfice maximal.

En el caso particular de simetŕıa axial, para resolver (4.1.6) se asume que el HA es una superficie

de revolución alrededor del eje de simetŕıa que puede ser parametrizada en coordenadas esféricas

como

F (r, θ) = r −R(θ) . (4.1.8)

La parametrización anterior nos limita a superficies del tipo strahlkörper o cuerpo de rayos, en

las que existe un punto en su interior tales que al trazar rayos, éstos la cruzan una única vez.

Esquemáticamente, buscamos una función R(θ) tal que al evaluarla en (4.1.6) la expansión resulte

nula.

La forma final de (4.1.6) asumiendo simetŕıa axial es una ecuación de segundo orden para R(θ):

d2R

dθ2
=

−1

γrrγθθ − (γrθ)2
(u2γij − ∂i∂jF )(Γkij∂kF + uKij) , (4.1.9)

donde Γkij son los śımbolos de Christoffel de la métrica espacial γij , además

∂iF =

(
1,−dR

dθ
, 0

)
, ∂iF = γim∂mF , (4.1.10)

y

u2 = ∂iF∂
iF = γrr − 2γrθ

(
dR

dθ

)
+ γθθ

(
dR

dθ

)2

. (4.1.11)

Notemos que (4.1.9) es una ecuación diferencial de segundo orden para R(θ), la cual puede ser

resuelta con métodos numéricos estándar, por ejemplo Runge-Kutta. Las condiciones de frontera

para resolver la ecuación es que en los polos, la superficie debe ser suave, es decir R′(θ) = 0 con

θ = 0, π. Esta condición de frontera puede reducirse a un dominio más pequeño en casos de simetŕıa

ecuatorial, en cuyo caso podemos imponer la misma condición de frontera en R′(π/2) = 0.

Numéricamente (4.1.9) se resuelve usando el método de disparo. Se propone un radio inicial r0

en θ = 0 con R′(0) = 0, se integra hasta θ = π (o π/2 en el caso de simetŕıa ecuatorial) y se verifica

la condición R′(π) = 0 (o R′(π/2) = 0) hasta cierta tolerancia numérica. Si la derivada es distinta

de cero se propone un radio inicial distinto y se repite el procedimiento.

Un detalle importante es que en los polos, el lado derecho de la ecuación 4.1.9 está indeterminado

al tener un término de la forma cot θdR/dθ. El problema puede ser resuelto si se desarrolla en serie

de Taylor a R(θ) en los polos. Por ejemplo, para θ = 0 se tiene

R(θ) = R(0) +
1

2
R′′(0)θ2 + · · · , (4.1.12)

donde se ha omitido la primera derivada de R(θ) por ser cero en los polos. Derivando esta expresión

y tomando el ĺımite cuando θ → 0

ĺım
θ→0

cot θ
dR

dθ
= R′′(0) , (4.1.13)
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Reemplazando (4.1.13) en (4.1.9) se obtiene una ecuación de la forma

d2R(0)

dθ2
= S(R(0), R′(0)) + f(0)

d2R(0)

dθ2
, (4.1.14)

donde S(R(0), R′(0)) son todos los términos de fuente del lado derecho de (4.1.9) que involucran a

R y su primera derivada y f(0) un factor regular que multiplica a la segunda derivada de R. Por lo

tanto, para θ = 0 la ecuación diferencial de segundo orden a resolver es

d2R(0)

dθ
=
S(R(0), R′(0))

1− f(0)
. (4.1.15)

Una vez encontrado el horizonte, podemos calcular su área que a su vez está relacionada con su

masa irreducible (1.7.18). Calcular el área es tan simple como integrar el determinante de la métrica

inducida sobre la superficie (4.1.1)

AAH =

∫ 2π

0

∫ π

0

√
hdθ dϕ (4.1.16)

4.1.1. Pruebas numéricas en simetŕıa esférica.

Como primer caso de prueba para el buscador de horizontes en el código OllinAxis, se emplea la

solución de bolsa de Fermi que es una solución conocida en simetŕıa esférica las cuales tienen una

superficie mı́nima y máxima, cuyo exterior e interior son asintóticamente planos [70] y a t = 0, se

impone que la curvatura extŕınseca sea Kij = 0. Este tipo de geometŕıa no satisface la constricción

hamiltoniana pero no es relevante dado que no se evolucionará el espaciotiempo. La métrica de la

geometŕıa en coordenadas esféricas (r, θ, ϕ) es

dl2 = dr2 + [r − λf(r)]2 dΩ2 0 ≤ λf < r , (4.1.17)

donde λ es el parámetro de fuerza de la bolsa, dΩ es el elemento de ángulo sólido y

f(r) =
1

1 + e−σ(r−r0)
. (4.1.18)

A pesar de que f(r) no es regular en el origen, se pueden elegir los parámetros σ y r0 de tal forma

que en r = 0, el valor de f sea muy pequeño. Al haber impuesto Kij = 0, buscamos una superficie

maximal y reemplazando esta condición en (4.1.6) equivale a pedir

dgθθ
dr

= 0 . (4.1.19)

Esta ecuación, puede resolverse de forma exacta para r, obteniendo

r = r0 −
1

σ
ln
[
(λσ/2− 1)± (λ2σ2/4− λσ)1/2

]
. (4.1.20)
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Por lo tanto, el primer horizonte se encuentra en λ = 4/σ, r = r0. Dado que OllinAxis es un código

en simetŕıa axial, debemos realizar una transformación de coordenadas esféricas a ciĺındricas. Al

hacer el cambio de coordenadas, las funciones A,B,C,H la métrica (3.1.1) son

A =
z2(r − λf(r))2

r4
+
ρ2

r2
, (4.1.21)

B =
ρ2(r − λf(r))2

r4
+
z2

r2
, (4.1.22)

C =
(r − λf(r))2

r2
, (4.1.23)

H =
λf(r)z(2r − λf(r))

r4
, (4.1.24)

donde r2 = ρ2 + z2.

La ecuación (4.1.9) se resuelve con un método de Runge-Kutta a cuarto orden y como se ha

mencionado anteriormente, el código OllinAxis solo almacena variables axiales por lo que es necesario

realizar una interpolación para las variables pertinentes en coordenadas esféricas. En este caso, se

emplea una interpolación bicúbica [66] utilizando los arreglos axiales del código OllinAxis.

Para las pruebas numéricas que se presentan a continuación se eligió r0 = 2.5 y σ = 1. Con un

parámetro de discretización de ∆1 = 0.1,∆2 = 0.05,∆3 = 0.0251 y una malla cuadrada en (ρ, z)

de 502, 1002 y 2002 puntos respectivamente, Tabla 4.1. Al emplearse una interpolación bicúbica

que converge a tercer orden, es de esperarse que el factor de convergencia sea aproximadamente 9.

Notemos que el factor de convergencia para λ = 4 es de 4, indicando una convergencia a segundo

orden, mientras que para λ > 4 se obtiene un factor ligeramente mayor a 16 obteniendo una

convergencia a cuarto orden. La convergencia para λ = 4 posiblemente es arruinada por potencias

de 1/r, aún aśı el orden de convergencia es aceptable y para los demás casos es incluso mejor que el

esperado.

4.2. Horizontes aparentes de agujeros negros

4.2.1. Horizonte de Schwarzschild

Un problema ligeramente más complicado para probar el código es resolver el horizonte aparente

de Schwarzschild y por simplicidad se eligirá que la masa del agujero negro sea M = 1. Para

ello supondremos por el momento que tenemos simetŕıa ecuatorial y evolucionaremos usando una

foliación del tipo 1 + log, con un esquema en diferencias finitas a cuarto orden. Para la simulación

usamos ∆1 = 1/8,∆2 = 1/16,∆3 = 1/32 con una malla cuadrada en (ρ, z) de 642, 1282 y 2562

puntos respectivamente, con un parámetro de Courant de 0.5 y evolucionado hasta t = 10. La

evolución del horizonte aparente R(θ) se muestra en la figura 4.1.

1A partir de ahora y para las subsecuentes pruebas numéricas, la resolución de la malla se denotará con ∆ e
implicará que ∆ = ∆ρ = ∆z, si los parámetros de la malla no son iguales se realizará la aclaración pertinente.
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λ RHA R∆ σR × 10−7 R∆2 σR × 10−8 R∆3 σR × 10−9 ∆01/∆02 ∆02/∆03

4.00 2.500 2.503 7.371 2.501 4.677 2.500 2.981 4.026 4.140
4.25 2.995 2.995 5.170 2.995 3.327 2.995 2.116 16.260 17.058
4.50 3.193 3.193 5.508 3.193 3.558 3.193 2.288 16.593 17.678
4.75 3.341 3.341 5.893 3.341 3.888 3.341 2.462 24.543 17.866

Tabla 4.1: Radio del horizonte aparente para la bolsa de Fermi con r0 = 2.5 y σ = 1. La resolución
inicial es ∆ = 0.1 y se refina por un factor de dos en cada resolución. El radio anaĺıtico es rHA y
los obtenidos de forma numérica son r∆i , i = 1, 2, 3. El radio reportado es el promedio del radio
en el intervalo [0, π/2] y contiene hasta tres cifras significativas después del punto decimal. La
incertidumbre es calculada como la desviación estándar del conjunto de valores para r. La diferencia
entre los radios para un mismo valor de λ y a distintas resoluciones es del orden de 10−6 (no
perceptible con las cifras significativas presentadas). Las últimas dos columnas es el factor de
convergencia entre la solución exacta y el resultado numérico.

A t = 0, se tienen coordenadas isotrópicas por lo que el horizonte debe encontrarse en RHA = M/2.

Los radios encontrados para el dato inicial son r∆1 = 0.5008±2.42×10−4, r∆2 = 0.50001±7.54×10−6

y r∆3 = 0.5000005± 1.05× 10−6, que tiene un factor de convergencia igual a 15.8 siendo consistente

con el orden de convergencia esperado. Para tiempos fijos, el radio permanece constante, indicando

que el horizonte evoluciona de forma esférica. Finalmente, en t = 10, el radio ha crecido hasta un

valor aproximado de 1.5.

A pesar de que el radio del horizonte crece, el agujero negro de Schwarzschild es estacionario

por lo tanto, lo que se observa es un efecto debido a las coordenadas, esto es debido a que las

coordenadas están ligadas a los observadores normales (Eulerianos) y estos se encuentran en caida

libre hacia el agujero negro. Una forma de ver que el horizonte en realidad no está creciendo, es

calcular el área del horizonte, que en Schwarzschild es

AHA = 4πR2
S (4.2.1)

donde RS = RHAψ
2 y ψ = 1 + 2M/r. Para una masa M = 1, se tiene AHA = 16π ≈ 50.265. La

figura 4.2 muestra la evolución del área del horizonte, mostrando que permanece constante. El área

promedio durante la evolución en las tres distintas resoluciones es A∆1 = 50.2426235± 0.0927208,

A∆2 = 50.2662432± 0.0011805,A∆3 = 50.2656± 9× 10−5, resultando en un factor de convergencia

de 16.5 confirmando de nuevo que converge a cuarto orden.

Con el caso esférico en simetŕıa ecuatorial cubierto, el siguiente caso es encontrar el horizonte

aparente en el intervalo [0, π]. El cual será relevante para encontrar el horizonte aparente de dos

agujeros negros en trayectoria de colisión.

Para el rango completo, la ecuación (4.1.9) no parece tener ningún problema de estabilidad,

sin embargo, un detalle que no es mencionado en los libros de texto o art́ıculos que describen el

procedimiento, es que al integrar en el rango completo [0, π], para algunos valores iniciales r0 del

método de disparo, R(θ) no converge si θ > π/2, es decir, la ecuación diferencial para el horizonte

aparente es inestable, por lo cual el método de disparo usado en el caso de simetŕıa ecuatorial fallará.

Como ejemplo se muestra el caso del horizonte aparente de Schwarzschild con M = 1, figura 4.3.
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Figura 4.1: Evolución del horizonte aparente en Schwarzschild a cuarto orden usando una foliación
1 + log con parámetro de discretización ∆3 = 1/25. Cada color representa el radio a un tiempo
constante y está indicado en la barra derecha.
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Figura 4.2: El área de del horizonte aparente permanece constante durante la evolución.

Para diferentes radios iniciales r0 en el intervalo [0.25, 1.0], los radios resueltos por el método de

disparo divergen antes de θ = π. La forma en que diverge es, si R0 es el radio del horizonte aparente

y θ̄ es el ángulo en que diverge, al tomar como condición inicial r0 > R0, R′(θ̄) > 0 y si r0 < R0,
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Figura 4.3: Radios resueltos para la superficie del horizonte aparente encontrados con diferentes
radios iniciales cuando θ toma los valores [0, π] .

R′(θ̄) < 0, figura 4.4 Esta observación sugiere buscar un cambio en el signo de R′(θ) y realizar un
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Figura 4.4: Derivada del radio del horizonte aparente respecto al ángulo para distintas condiciones
iniciales en el caso de Schwarzschild.

método de bisección para encontrar R′(θ) tal que R′(π) = 0 con cierta tolerancia numérica.

Con esta corrección, se realizaron tres simulaciones para el agujero negro de Schwarzschild

con una foliación del tipo 1 + log y M = 1. Tomando ∆1 = 0.125, ∆2 = 0.0625 y ∆3 = 0.03125,

con mallas en (ρ, z) de (32, 64), (64, 128) y (256, 512) puntos respectivamente, en un esquema de

diferencias finitas a cuarto orden y evolucionando hasta t = 10. El radio del horizonte aparente en

43



4.2. HORIZONTES APARENTES DE AGUJEROS NEGROS

t = 0 para las distintas resoluciones son R∆1 = 0.5001013±4×10−4, R∆2 = 0.499995±2.04×10−5 y

R∆3 = 0.4999998± 1.23× 10−6, con un factor de convergencia de 22.1.El área del horizonte aparente

es A∆1 = 50.2676± 1.25× 10−2, A∆2 = 50.265556± 6.17× 10−4 y A∆3 = 50.265479± 2.65× 10−5

con un factor de convergencia de 26.5. Ambos factores de convergencia nos indican una convergencia

ligeramente superior a cuarto orden, mostrando la utilidad de la modificación al método de disparo.

4.2.2. Formación de horizontes en la colisión frontal de agujeros negros

Como primera aplicación del encontrador de horizontes, se presenta la simulación de la colisión

frontal de agujeros negros sin esṕın en simetŕıa axial usando datos iniciales del tipo Brill-Lindquist.

Los agujeros negros considerados son idénticos permitiendo realizar la simulación en simetŕıa

ecuatorial para reducir los costos de cómputo. Los datos iniciales son, la distancia al ecuador z0

y la masa m de cada agujero negro, para el caso que se muestra, los parámetros son z0 = 5.0 y

m = 0.5. En términos de la masa total del sistema, los parámetros son z0 = 5/M y m = 0.5M . La

resolución de la simulación es ∆ = M/20 y las fronteras se encuentran en 50M . Como condiciones

de norma se usó la evolución del lapso del tipo 1 + log con un lapso precolapsado ψ4 y un shift del

tipo Gamma-Driver con un factor de disipación de η = 2/M . La evolución es realizada a cuarto

orden en tiempo y espacio utilizando un parámetro de Courant–Friedrichs–Lewy (CFL) C = 0.5.

Para encontrar los horizontes aparentes asociados a cada agujero negro, es necesario situar el

origen de las coordenadas esféricas en la posición de los máximos del factor conforme ψ. Suponiendo

que el máximo se encuentra en un punto z′, la única variable a modificar es el ángulo polar θ, el

cual queda definido por

θ := arc cos
z − z′
r

, (4.2.2)

con r el radio coordenado medido desde z′. De esta forma si el máximo se encuentra en el origen

(ρ, z) = (0, 0), el ángulo polar queda definido de la forma usual (apéndice C).

Inicialmente las punturas parten del reposo y se aceleran hasta colisionar en el centro de masa

del sistema. Durante su recorrido los horizontes se deforman, pasando de un horizonte inicialmente

esférico a uno prolato (achatado en el ecuador), figura 4.5. Al usar una escala de colores para

representar los horizontes a distintos tiempos, resalta que los horizontes permanecen cerca de la

distancia inicial hasta t ∼ 28 para posteriormente acelerar la colisión, la cual ocurre en t ∼ 55. El

buscador de horizontes puede resolver el horizonte individual de los agujeros negros hasta t ∼ 52,

pero a t ∼ 46.5 se forma un horizonte común, figura 4.6, el cual crece hasta tornarse esférico. Al no

tener momento angular ni momento lineal se tiene como resultado un agujero negro de Schwarzschild

con masa m = 0.97, siendo evidencia de que se ha alcanzado un espaciotiempo estacionario, figura

4.7.
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Figura 4.5: Horizontes individuales de cada puntura. El buscador de horizontes puede resolver los
horizontes individuales desde la distancia inicial z = 5 hasta z ≈ 1.3
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Figura 4.6: A t ∼ 46.5 se forma un horizonte común a los agujeros negros que encierra a los
individuales.
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Figura 4.7: El horizonte común crece hasta tornarse esférico. Evidencia de que se ha alcanzado un
estado estacionario.
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Caṕıtulo 5

Extracción de radiación

Uno de los objetivos de emplear técnicas numéricas en relatividad es obtener las señales de

ondas gravitacionales generadas por eventos astrof́ısicos. Una forma de extraer la radiación en las

simulaciones consiste en expresar los tensores relevantes en términos de escalares complejos de

Newmann-Penrose. Empleando este formalismo, la radiación gravitacional está codificada en el

escalar Ψ4 y la radiación electromagnética en Φ2.

5.1. Extracción de ondas gravitacionales

5.1.1. Ecuaciones linealizadas de Einstein

Las ondas gravitacionales son ondulaciones del espacio tiempo. Lejos de las fuentes que las

originan podemos considerar que el espacio es del tipo Minkowski más una perturbación

gµν = ηµν + hµν +O((hµν)2) , |hµν | � 1 , (5.1.1)

los śımbolos de Christoffel linealizados asociados a esta métrica, son

Γµαβ =
1

2

(
∂βh

µ
α + ∂αh

µ
β − ∂µhαβ

)
. (5.1.2)

Una vez calculados, el tensor de Ricci es

Rµν =
1

2

(
∂α∂νh

α
µ + ∂α∂µh

α
ν − ∂α∂αhµν − ∂µ∂νh

)
, (5.1.3)

donde

h := hαα = ηµαhµα . (5.1.4)

En la aproximación lineal, el escalar de Ricci es la contracción del tensor de Ricci con el tensor

contravariante de la métrica de Minkowski

R ' ηµνRµν . (5.1.5)
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5.1. EXTRACCIÓN DE ONDAS GRAVITACIONALES

Finalmente, en su versión linealizada, las ecuaciones de Einstein son

∂α∂νhµα + ∂α∂µhνα − ∂α∂αhµν − ∂µ∂νh− ηµν
(
∂α∂βhαβ − ∂α∂αh

)
= 16πTµν . (5.1.6)

A pesar de simplificarse considerablemente, las ecuaciones de Einstein aún no sugieren un compo-

tambiento de tipo onda. Para convertir la ecuación (5.1.6) a una del tipo onda, definimos el tensor

de traza inversa

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh

λ
λ . (5.1.7)

con lo cual (5.1.6) se reduce a:

− ∂α∂αh̄µν − ηµν∂α∂βh̄αβ + 4∂α∂(µh̄ν)α = 16πTµν . (5.1.8)

El lado izquierdo es el operador D’Alambertiano en el espacio plano, �h̄µν := ∂α∂αh̄µν que se puede

asociar a un operador para la ecuación de onda. Los términos restantes pueden ser eliminados si

consideramos la libertad de norma asociada a cambios infinitesimales en las coordenadas: xµ̄ = xµ+ξµ,

con ~ξ un vector pequeño tal que |∂νξµ| � 1. Se tiene la transformación

hµν → hµν − 2∂(µξν) . (5.1.9)

En la norma de Lorentz elegimos un vector ~ξ tal que sea la solución de

∂α∂
αξβ = ∂αh̄

αβ = 0 , (5.1.10)

por lo tanto, la aproximación lineal en la norma de Lorentz, las ecuaciones de Einstein son

�h̄µν = −16πTµν . (5.1.11)

Notemos que es una ecuación de onda para hµν . En el vaćıo Tµν = 0 , la solución más simple para

la ecuación de onda (5.1.11) es

h̄µν = Aµνe
ikαxα , (5.1.12)

donde Aµν es la amplitud de la onda y kα es el vector de onda. Como �h̄µν = 0, inmediatamente se

obtiene que

kαk
α = 0 (5.1.13)

es decir kα es un vector nulo y por lo tanto las ondas se propagan a la velocidad de la luz. Además,

en la norma de Lorentz, ∂αh̄
αβ = 0 tenemos:

Aµνk
µ = 0 , (5.1.14)

que significa que la amplitud es perpendicular a la dirección de propagación, es decir son ondas

transversales que viajan en la geometŕıa del espaciotiempo.

Un hecho falta por ser explotado y es reducir el número de grados de libertad. Hasta ahora

pareceŕıa que son seis las componentes de las ondas gravitacionales, diez asociadas a la métrica por
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ser un tensor simétrico menos cuatro obtenidas por la elección de la norma de Lorentz. Es debida

a esta última que podemos sumar un vector a la amplitud Aµν tal que �ξ̄α = 0 y las ecuaciones

permanecen inalteradas. Dicho esto, elegimos ξ̄α tal que Aµν sea sin traza y ortogonal a un vector

arbitrario temporaloide uα unitario

Aµµ = 0 , Aµνu
ν = 0 . (5.1.15)

Un tensor que cumpla con lo anterior se le llama tensor tranverso sin traza o TT (del inglés

transverse-traceless) por tener traza nula y ser ortogonal a su dirección de propagación. Si tomamos

uα = (1, 0, 0, 0) y la propagación en dirección z entonces las componentes distintas de cero e

independientes son

A11 = −A22 = A+ , A12 = A21 = A× , (5.1.16)

Por lo anterior, las ondas gravitacionales únicamente tienen dos polarizaciones, las cuales llamaremos

+ y ×.

Si calculamos la 4-velocidad part́ıculas de prueba bajo la influencia de una onda gravitacional se

obtiene que permanece constante, y esto da la impresión de que el efecto de las ondas gravitacionales

es meramente un efecto de norma y no f́ısico. Sin embargo, debemos recordar que se eligió la norma

TT en el que estamos en el sistema de referencia de las part́ıculas y por lo tanto en este sistema la

velocidad propia debe permanecer constante. El efecto f́ısico que producen ambas polarizaciones se

calcula a partir de las fuerzas de marea. Si suponemos a una colección de part́ıculas momentáneamente

en reposo separadas por el vector de posición ~l, la aceleración relativa es

dl̈j
dτ

=
1

2
ḧTTjk l

k . (5.1.17)

Si a t = 0, las part́ıculas estaban en el plano xy en x0, y0, y una onda se propaga en dirección z, la

posición relativa de las part́ıculas es

x = x0 +
h+

2
x0 sinωt , (5.1.18)

y = y0 −
h+

2
y0 sinωt , (5.1.19)

(5.1.20)

para polarización +. Para la polarización × se tiene

x = x0 +
h×

2
x0 sinωt , (5.1.21)

y = y0 +
h×

2
y0 sinωt , (5.1.22)

(5.1.23)

donde se ha elegido kα = (ω, 0, 0, kz). El efecto es más ilustrativo en una colección de part́ıculas que

formen un anillo. En la polarización + las part́ıculas son comprimidas y elongadas en la dirección

x, y mientras que en la polarización ×, la compresión y elongación se produce en las diagonales.

49
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5.1.2. El tensor de Weyl y el formalismo de Newmann-Penrose

El método que usaremos para la extracción de ondas gravitacionales está basado en el tensor de

Weyl y su descomposición en funciones escalares empleando el formalismo de Newmann-Penrose.

La curvatura de un espacio en n dimensiones está codificada en las n2(n2 − 1)/2 componentes

independientes del tensor de Riemann Rαβµν . Su contracción, el tensor de Ricci tiene n(n+ 1)/2

componentes independientes, esto motiva a definir al tensor de Riemman en términos de su parte

sin traza y el tensor de Ricci.

Cαβµν := Rαβµν −
2

n− 2

[
gα[µRν]β − gβ[µRν]α

]
+

2

(n− 1)(n− 2)
gα[µgν]βR . (5.1.24)

a Cαβµν se le conoce como el tensor de Weyl. Notemos que en un espacio de cuatro dimensiones, el

tensor de Riemann tiene 20 componentes, 10 de ellas están especificadas en su contracción, el tensor

de Ricci. Las restantes están codificadas en su parte sin traza, el tensor de Weyl Cαβµν . Notemos

que en vaćıo el tensor de Riemann y el de Weyl coinciden.

Usando al tensor de Weyl podemos construir su parte eléctrica y magnética

Eµν := nαnβCαβµν , (5.1.25)

Bµν := nαnβC∗αβµν , (5.1.26)

donde nα es un vector unitario temporaloide y C∗αβµν es el tensor dual de Weyl.

C∗αβµν :=
1

2
Cαβλσε

λσ
µν , (5.1.27)

y εαβµν es el tensor de Levi-Civita. Las simetŕıas del tensor de Weyl implican que Eµν y Bµν son

tensores simétricos, sin traza y espacialoides en el sentido de que

nµEµν = 0 , nµBµν = 0 . (5.1.28)

usando las ecuaciones de Gauss-Codazzi (1.1.9) y Codazzi-Mainardi (1.1.10) escribimos Eµν y Bµν

en el lenguaje 3+1 como

Eij = Rij +KKij −KimK
m
j − 4π

[
Sij +

1

3
(4ρ− S)

]
, (5.1.29)

Bij = εmni [DmKnj − 4πγjmjn] , (5.1.30)

con εβµν = nαεαβµν . En el formalismo BSSN, podemos reescribirlas como

Eij = (3)Rij + e4φ

(
−ÂimÂmj +

1

3
KÂij +

2

9
γ̂ijK

2

)
, (5.1.31)

Bij = εmn(i DmAj)n . (5.1.32)
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5.1.3. Escalares de Weyl

En el formalismo de Newman-Penrose, las 10 componentes del tensor del Weyl se expresan

en cinco escalares complejos Ψ0,Ψ1, ...,Ψ4. Los escalares son construidos a partir de una tétrada

compleja nula, para ello, es necesario reescribir la métrica en términos de un sistema ortonormal de

tétradas
{
~e(a)

}
tales que

eµ(a)e(b)µ = η(a)(b) , (5.1.33)

tal que η(a)(b) son las componentes de la métrica de Minkoski. Utilizando al sistema de tétradas la

métrica se reescribe como

gµν = −e(0)µe(0)ν + e(1)µe(1)ν + e(2)µe(2)ν + e(3)µe(3)ν , (5.1.34)

donde se elige a eµ(0) = nµ como el vector normal unitario a las hipersuperficies, eµ(1) = eµr como

el vector radial unitario en coordenadas esféricas y (eµ(2), e
µ
(3)) son los vectores unitarios en las

direcciones angulares. En general eµθ y eµφ no son ortogonales por lo que debe emplearse el proceso

de ortogonalización de Gram-Schmidt para construir una base ortogonal. Con estas definiciones, la

tétrada nula se construye como

lµ :=
1√
2

(
eµ(0) + eµ(1)

)
, (5.1.35)

kµ :=
1√
2

(
eµ(0) − e

µ
(1)

)
, (5.1.36)

mµ :=
1√
2

(
eµ(2) + ieµ(3)

)
, (5.1.37)

m̄µ :=
1√
2

(
eµ(2) − ie

µ
(3)

)
. (5.1.38)

Estos vectores forman la tétrada y satisface que los únicos productos internos distintos de cero son

− lµkµ = mµm̄µ = 1 . (5.1.39)

A partir de estas definiciones, los escalares de Weyl se definen como

Ψ0 := Cαβµν l
αmβlµmν , (5.1.40)

Ψ1 := Cαβµν l
αkβlµmν , (5.1.41)

Ψ2 := Cαβµν l
αmβm̄µkν , (5.1.42)

Ψ3 := Cαβµν l
αkβm̄µkν , (5.1.43)

Ψ4 := Cαβµνk
αm̄βkµm̄ν . (5.1.44)

(5.1.45)

51
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En el lenguaje 3+1, definiendo el tensor Qij := Eij − iBij , los escalares de Weyl son

Ψ0 := Qijm
imj , (5.1.46)

Ψ1 := −1

2
Qijm

iejr , (5.1.47)

Ψ2 :=
1

2
Qije

i
re
j
r , (5.1.48)

Ψ3 :=
1√
2
Qijm̄

iejr , (5.1.49)

Ψ4 := Qijm̄
im̄j . (5.1.50)

Una propiedad importante de los escalares de Weyl se obtiene del teorema de Peeling, que nos

dice que asintóticamente se comportan como

Ψn ∼
1

r5−n , (5.1.51)

esta propiedad nos permitirá comparar los resultados de la extracción de ondas gravitacionales de

dos observadores a distintos radios. Si éstos se encuentran en la región asintóticamente plana, rΨ4

deberán obtener mediciones similares difiriendo únicamente en el tiempo de medición pues la señal

de ondas gravitacionales se propagan a la velocidad de la luz.

5.1.4. Enerǵıa radiada por ondas gravitacionales

En relatividad general, generalmente no es posible definir de forma global el concepto de enerǵıa

.Si bien, se tiene la ley de conservación para el tensor de enerǵıa-momento ∇νTµν = 0, esta

conservación es únicamente a nivel local puesto que el tensor de enerǵıa-momento que representa a

la densidad de enerǵıa de la materia, no considera la enerǵıa asociada al campo gravitacional. Sin

embargo, en espacios asintóticamente planos, es posible definir el concepto de enerǵıa y para nuestro

interés se definirá el flujo de enerǵıa emitido por ondas gravitacionales en la aproximación de campo

débil.

El tensor de enerǵıa-momento asociado a las ondas gravitacionales, se deriva a partir de considerar

una métrica de fondo y una perturbación a segundo orden

gµν = g(0)
µν + εh(1)

µν + ε2h(2)
µν . (5.1.52)

Desarrollando las ecuaciones de Einstein a segundo orden, se obtienen términos que son lineales

en la perturbación a segundo orden h
(2)
µν y cuadráticos en la perturbación a primer orden h

(1)
µν . Al

tomar un promedio sobre distintas longitudes de onda, se obtiene el tensor de enerǵıa-momento de

Isaacson, que en la norma TT toma la forma

TGµν =
1

32π

〈
hαβ|µh

αβ
|ν

〉
, (5.1.53)

donde |µ es la derivada covariante respecto a la métrica g
(0)
µν . La enerǵıa radiada se calcula asumiendo

que la medición se realiza muy lejos de la fuente que la originó, pudiendo tomar la métrica de fondo
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como Minkowski. En coordenadas localmente planas la perturbación toma la forma

hµν = h+A+
µν + h×A×µν , (5.1.54)

donde h+,× son la amplitud de las dos polarizaciones y Aµν son los tensores de polarización simétricos

que cumplen (5.1.14) y (5.1.15). Tomando la base ortonormal (êr, êθ, êϕ), elegimos la normalización

tal que A+

θ̂θ̂
= A×

θ̂ϕ̂
= 1 y las componentes distintas de cero son

A+

θ̂θ̂
= −A+

ϕ̂ϕ̂ = 1 , (5.1.55)

A×
θ̂φ̂

= −A×
ϕ̂θ̂

= 1 . (5.1.56)

(5.1.57)

Usando lo anterior el tensor de Isaacson en coordenadas un sistema localmente cartesiano toma la

forma

TGµν =
1

16π
Re
〈
∂µH∂νH̄S

〉
, (5.1.58)

donde H := h+ − ih× y Re(z) es la parte real de z.

Asumiendo de nuevo que nos encontramos lejos de la fuente, en el vaćıo el tensor de Riemann y

Weyl coinciden y en la norma TT para ondas que viajan en la dirección r̂, los escalares de Weyl son

Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0 , (5.1.59)

Ψ0 = −1

4
(∂2
t h

+ + 2∂t∂rh
+∂2

rh
+)− i

4
(∂2
t h
× + 2∂t∂rh

× + ∂2
rh
×) , (5.1.60)

Ψ4 = −1

4
(∂2
t h

+ − 2∂t∂rh
+∂2

rh
+) +

i

4
(∂2
t h
× − 2∂t∂rh

× + ∂2
rh
×) . (5.1.61)

resulta que la cantidad H puede ser reescrita en términos del escalar de Weyl Ψ4. Para ondas

salientes h = h(t− r), ∂th = −∂rh.

Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0 , (5.1.62)

Ψ4 = −ḧ+ + iḧ× = Ḧ . (5.1.63)

Por lo tanto

H = −
∫ t

−∞

∫ t′

−∞
Ψ4 dt

′′dt . (5.1.64)

Para ondas entrantes ∂th = ∂rh y el único escalar de Weyl distinto de cero es Ψ0 = − ¨̄H. Es

importante notar que las expresiones anteriores solo son válidas en un espacio plano al no haber una

forma única de elegir tétradas nulas. Sin embargo, en cualquier elección de tétradas éstas tienden

asintóticamente a las tétradas esféricas del espacio plano.

La componente T 0i del tensor de enerǵıa momento representa el flujo de enerǵıa en la dirección

i, aplicando esto al tensor de enerǵıa-momento de las ondas gravitacionales, el flujo de enerǵıa en la

dirección r es
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dEGrad
dtdA

=
1

16π
Re
〈
∂0H∂rH̄

〉
= − 1

16π
Re
〈
∂tH∂rH̄

〉
, (5.1.65)

con dA es el elemento de área ortogonal a la dirección radial. Para ondas salientes ∂th = −∂rh

dEGrad
dtdA

=
〈
|Ḣ|2

〉
. (5.1.66)

Por lo tanto, el flujo total de enerǵıa es

dEGrad
dt

= ĺım
r→∞

r2

16π

∮ ∣∣∣∣∫ t

−∞
Ψ4 dt

′
∣∣∣∣2 dΩ . (5.1.67)

5.2. Extracción de ondas electromagnéticas

Al igual que con el tensor de Weyl, en el formalismo de Newman-Penrose se definen escalares

complejos asociados a las ecuaciones de Maxwell [71], los cuales son

Φ0 := Fµν l
µmν , (5.2.1)

Φ1 :=
1

2
Fµν (lµkν + m̄µmν) , (5.2.2)

Φ2 := Fµνm̄
µkν , (5.2.3)

donde, k, l,m, m̄ son las tétradas definidas en (5.1.35),(5.1.36), (5.1.37), (5.1.38). Los escalares Φ1,2

se comportan para ondas salientes como

Φ1 ∼ 1

2
(Er̂ + iBr̂) , (5.2.4)

Φ2 ∼ Eθ̂ − iEφ̂ , (5.2.5)

cuyo comportamiento asintótico [72] es Φ0 ∼ r−3, Φ1 ∼ r−2 y Φ2 ∼ r−1. Un invariante asociado al

campo [26] está dado por

Φ0Φ2 − Φ2
1 =

1

8
(FµνF

µν + iFµνF
∗µν) . (5.2.6)

Un campo electromagnético es llamado nulo si el invariante anterior es cero, en otras palabras, si

FµνF
µν = 0 y FµνF

∗µν = 0. Por otro lado, un vector nulo V µ es una dirección principal si

Fµ[νVσ ]V
µ = 0 . (5.2.7)

Si V µ es cualquiera de las tétradas definidas, entonces esta codición es equivalente a tener Φ0 = 0.

Siguiendo la misma idea de la clasificación de Petrov (apéndice B) para los escalares de Newman-

Penrose Ψ0,1,2,3,4 [72], un campo electromagnético nulo tiene una dirección principal de multiplicidad

dos y si está alineado con la tétrada lµ, el tensor de enerǵıa momento será

TµνEM =
1

4π
Φ2Φ̄2l

µlν . (5.2.8)
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Por lo tanto el flujo de enerǵıa radiada en dirección r es

dEEMrad
dtdA

= T tr =
1

4π
Φ2Φ̄2l

tlr . (5.2.9)

Notemos que asintóticamente cuando r →∞, lµ → 1 para µ = t, r. Con esto, el flujo total de enerǵıa

radiada es
dEEMrad
dt

= ĺım
r→∞

r2

4π

∫
|Φ2|2 dΩ , (5.2.10)

donde se ha tomado el ĺımite de lµ.

5.2.1. Estimación clásica de la enerǵıa emitida

Antes de proceder con las colisiones en el marco de relatividad generl, es ilustrativo calcular la

enerǵıa emitida por el choque de part́ıculas puntuales cargadas en un marco clásico para conocer las

diferencias, para ello consideremos part́ıculas de carga q = Q/2 y masa m = M/2 colocadas a una

distancia z = ±d/2 del ecuador.

Para dos part́ıculas cargadas con masa m1,m2, carga q1, q2 y separadas una distancia r, la

enerǵıa potencial asociada al sistema es

V =
−Gm1m2

r
+ k

q1q2

r
, (5.2.11)

con G la constante de gravitación universal y k la constante de Coulomb las cuales para fines

prácticos se tomarán como G = k = 1. En el caso de interés se considera m1 = m2 = M/2 y

q1 = q2 = Q/2. Para reducir el número de variables del sistema, se aprovecha la simetŕıa ecuatorial

del problema, representando por z la distancia de una part́ıcula al eje ecuatorial (z = 0). Si las

part́ıculas parten del reposo en z = d/2, empleando el teorema de conservación de enerǵıa se tiene

Mż2 − M2κ

4z
= −M

2κ

2d
, (5.2.12)

donde κ := 1−Q2/M2. La ecuación de movimiento se obtiene al derivar respecto de t

z̈ = −M κ

8z2
(5.2.13)

Para calcular la enerǵıa radiada, calculemos el desarrollo multipolar del campo eléctrico ~E en la

dirección r̂ de la configuración [73].

Er̂ = 4π
∑
l,m

(l + 1)

2l + 1
qlm

Ylm(θ, φ)

rl+2
, (5.2.14)

donde Ylm el armónico esférico de grado l y orden m, qlm son los coeficientes del desarrollo multipolar

qlm =

∫
Ȳlm(θ′, ϕ′)r′lρem(~x′)d3~x′ . (5.2.15)
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La densidad de carga en términos de funciones delta de Dirac es

ρem(~x) =
Q

2
[δ(x)δ(y)δ(d/2) + δ(x)δ(y)δ(−d/2)] , (5.2.16)

empleando esto, los términos del campo eléctrico hasta el término cuadrupolar son

Er̂ =
√

4πQ
Y00

r2
+

√
9π

20
Qd2Y20

r4
+ · · · , (5.2.17)

donde el termino asociado al dipolo es nulo debido a que q1,m es idénticamente cero al tener simetŕıa

ecuatorial. Notemos que el valor q1,m = 0 es preservado durante toda la evolución, siendo el término

cuadrupolar el único que contribuye a la enerǵıa emitida por radiación1. La potencia emitida por

esta contribución es [74]

dEEM
rad

dt
=

1

360

∑
ij

...
Q

2
ijEM

=
κ3M3Q2

1920z4

(
1

z
− 2

d

)
, (5.2.18)

donde QijEM =
∫
ρ(~x)

(
3xixj − r2δij

)
d3~x es el tensor eléctrico cuadrupolar. La enerǵıa total es la

integral en el tiempo de la ecuación (5.2.18) que puede realizarse en términos de z realizando el

cambio de variable dt = dz/ż y reemplazando ż por la ecuación (5.2.12). Los ĺımites de integración

serán zmax = d/2 hasta zmin

EEM
rad

M
= κ5/2M3/2Q2 (d− 2zmin)3/2 (15d2 + 24dzmin + 32z2

min

)
50400 (dzmin)7/2

. (5.2.19)

La expresión clásica para la radiación gravitacional se puede obtener de forma similar, partiendo

de que la primera contribución a la enerǵıa radiada gravitacional es la emitida por el término

cuadrupolar
dEG
dt

=
1

45

∑
ij

...
Q

2
ijG

=
κ3M5

480z4

(
1

z
− 2

d

)
, (5.2.20)

donde QijG =
∫
ρm(~x)

(
3xixj − r2δij

)
d3~x es el tensor cuadrupolar asociado a la distribución de

masa ρm:

ρm(~x) =
M

2
[δ(x)δ(y)δ(d/2) + δ(x)δ(y)δ(−d/2)] . (5.2.21)

Al realizar la integral en el tiempo y hacer el cambio de variable dt = dz/ż se obtiene

EG
rad

M
= κ5/2M7/2 (d− 2zmin)3/2 (15d2 + 24dzmin + 32zmin

)
12600 (dzmin)7/2

(5.2.22)

que es similar a (5.2.19) cambiando Q por M y un factor de 4. Claramente (5.2.19) y (5.2.22)

divergen si zmin = 0, por lo cual es necesario dar un ĺımite inferior distinto de cero. En [74, 75]

1Al tener dos cargas iguales se produce una desaceleración de las cargas debida a la repulsión mutua, esta
desaceleración produce radiación Bremsstrahlung (o radiación de frenado) pero por simplicidad se ignorará esta
contribución.
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se propone que la distancia mı́nima sea un múltiplo del radio de horizonte de eventos inicial

re = M(1 +
√
κ)/2, zmin = λre. Además, el cociente de (5.2.19) y (5.2.22) es

EEMrad
EGrad

=
Q2

4M2
, (5.2.23)

si Q < M la predicción clásica de la enerǵıa radiada en forma de ondas electromagnéticas será hasta

el 25 % de la enerǵıa gravitacional emitida.

5.3. Descomposición multipolar

En coordenadas esféricas (r, θ, ϕ), una función compleja f definida sobre la esfera S2 cuyas

entradas corresponden a un tensor definido sobre la base ortonormal (êr, êθ, êϕ) se dice que tiene

peso de esṕın s, si al rotar los vectores de la base angular (êθ, êϕ) con un ángulo η, la función se

transforma como f → e−isηf . Los armónicos esféricos con peso de esṕın fueron introducidos por

Newman y Penrose [76] para el estudio de radiación gravitacional pero pueden ser empleadas para

el estudio de las ecuaciones de Maxwell o cualquier campo dinámico con peso de esṕın arbitrario.

Las funciones con peso de esṕın s pueden expresarse en una base ortonormal cuyos elementos

sȲ
l,m(θ, ϕ) son los armónicos esféricos con peso de esṕın s.

f(θ, ϕ) =
∑
l,m

f l,m
(
sY

l,m(θ, ϕ)
)
, (5.3.1)

donde sȲ
l,m(θ, ϕ) pueden expresarse en términos de las matrices de rotación de Winger-d 2

sY
l,m(θ, ϕ) = (−1)m

(
2l + 1

4π

)1/2

e−imϕdl−ms(θ) . (5.3.2)

y los coeficientes f l,m son calculados por

f l,m =

∮
f(θ, ϕ)sȲ

l,m(θ, ϕ) dΩ . (5.3.3)

Puede mostrarse que el escalar de Weyl Ψ4 y el escalar Φ2 tienen peso de esṕın s = −2 y s = −1

respectivamente, por lo tanto, se pueden descomponer como

Ψ4(t, θ, ϕ) =
∑
l,m

ψl,m(t)
(
−2Ȳ

l,m(θ, ϕ)
)
. (5.3.4)

Φ2(t, θ, ϕ) =
∑
l,m

φl,m(t)
(
−1Ȳ

l,m(θ, ϕ)
)
. (5.3.5)

Sustituyendo en la expresión para la enerǵıa (5.1.67) y las propiedades de ortonormalidad de los

2definidas en mecánica cuántica como el elemento de matriz del operador de rotación alrededor del eje ŷ

dlms(θ) :=
〈
l,m

∣∣∣e−iĴyθ∣∣∣ l, s〉
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armónicos esféricos con peso de esṕın [13], tenemos las expresiones para el flujo total de enerǵıa

emitida por ondas gravitacionales y ondas electromagnéticas

dEGrad
dt

= ĺım
r→∞

r2

16π

∑
l,m

∣∣∣∣∣
∫ t′

∞
ψl,m dt′

∣∣∣∣∣
2

, (5.3.6)

dEEWrad
dt

= ĺım
r→∞

r2

4π

∑
l,m

|φl,m|2 (5.3.7)

5.4. Ondas de Teukoslky

Además de las polarizaciones +,×, las ondas gravitacionales se pueden clasificar por su paridad

en su descomposición por armónicos esféricos con peso de esṕın sY
lm: par (o polar) e impar (o

axial). Las ondas pares tienen paridad (−1)l ante la inversión espacial (θ, ϕ) → (π − θ, ϕ + π) o

impar si transforman como (−1)l+1. Una solución usada para probar códigos de extracción de

ondas gravitacionales es la solución de Teukolsky [77]. Esta solución está construida para tener

únicamente el cuadropolo l = 2 que normalmente es el modo que posee la mayor parte de la enerǵıa,

aproximadamente el 95 % 3. La forma expĺıcita en coordenadas esféricas (r, θ, ϕ) para la métrica es

ds2 = −dt2 + (1 +Arr)dr
2 + (2Bfrθ)rdrdθ + (2Bfrϕ)r sin θ drdϕ

+
(

1 + Cf
(1)
θθ +Af

(2)
θθ

)
r2dθ2 + [2(A− 2C)fθϕ] r2 sin θ dθdϕ

+
(

1 + Cf (1)
ϕϕ +Af (2)

ϕϕ

)
r2 sin2 θdϕ2 . (5.4.1)

Los coeficientes A,B,C son construidos a partir de

A = 3

[
F (2)

r3
+

3F (1)

r4
+

3F

r5

]
, (5.4.2)

B = −
[
F (3)

r2
+

3F (2)

r3
+

6F (1)

r4
+

6F

r5

]
, (5.4.3)

C =
1

4

[
F (4)

r
+

2F (3)

r2
+

9F (2)

r3
+

21F (1)

r4
+

21F

r5

]
, (5.4.4)

F = F1(t− r) + F2(t+ r) , (5.4.5)

F (n) :=

[
dnF (x)

dr

]
|x=t−r + (−1)n

[
dnF (x)

dr

]
|x=t+r . (5.4.6)

Se ha elegido la dependencia F = F1(t− r) + F2(t+ r) porque representa a una superposición de

funciones salientes y entrantes. Las funciones fij dependen del parámetro m = ±2,±1, 0, pero en

3Para su generalización a otros multipolos véase [78]

58



5.4. ONDAS DE TEUKOSLKY

simetŕıa axial, al no tener coeficientes que dependan de ϕ el único modo distinto de cero es m = 0.

frr = 2− 3 sin2 θ , (5.4.7)

frθ = −3 sin θ cos θ , (5.4.8)

frϕ = 0 , (5.4.9)

f
(1)
θθ = 3 sin2 θ , (5.4.10)

f
(2)
θθ = −1 , (5.4.11)

fθϕ = 0 , (5.4.12)

f (1)
ϕϕ = −f (1)

θθ , (5.4.13)

f (2)
ϕϕ = 3 sin2 θ − 1 . (5.4.14)

Al realizar los cálculos para las polarizaciones h+, h× se obtiene

h+ = Cf1
θθ , h× = −2Cfθϕ , (5.4.15)

por lo tanto el escalar de Weyl Ψ4 es

Ψ4 = −C̈f1
θθ + 2iC̈fθϕ . (5.4.16)

Observemos que la única polarización de (5.4.1) es h+. Este resultado se obtiene de forma general

para un espacio axisimétrico sin momento angular. De las definiciones de (5.1.29),(5.1.30) y (5.1.50)

Ψ4 =
1

2

[
E(2)(2) − E(3)(3) − 2B(2)(3) − i

(
B(2)(2) −B(3)(3) + 2E(2)(3)

)]
. (5.4.17)

En un espacio axisimétrico sin momento angular, las componentes de la parte eléctrica del tensor de

Weyl son Eµϕ = 0 con µ 6= ϕ, mientras que para la parte magnética las únicas no nulas son Bµϕ con

µ = ρ, z, esto implica que la parte imaginaria de Ψ4 es cero y por lo tanto de (5.1.63), h× también

es nulo.

El espacio construido asume que una elección posible para F1,2 propuesta por Baumgarte y

Shapiro [69] es

F1(x) = −F2(x) = Axe−(x/λ)2 , (5.4.18)

donde A es la amplitud de la onda y λ su longitud de onda. Esta elección garantiza tener un

momento de simetŕıa temporal Kij = 0 a t = 0. Al ser un espaciotiempo obtenido mediante la

linealización de las ecuaciones de Einstein, A �1 para garantizar que en efecto se trate de una

perturbación.

5.4.1. Pruebas numéricas

Utilizando como condición inicial la métrica (5.4.1) a t = 0, con A = 0.01, evolucionando con

una foliación geodésica en un esquema de diferencias finitas e integración en el tiempo utilizando el

método de Runge-Kutta ambos a cuarto orden, se realizaron pruebas numéricas de la subrutina para

la extracción de ondas gravitacionales en mallas cuadradas de 2402, 4802, 9602 con ∆1 = 0.05, ∆2 =
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0.025, ∆3 = 0.0125 respectivamente. La señal de onda gravitacional se extrajo en tres distintos

radios, r = 6, 7, 8 para verificar que el radio de extracción corresponde a la zona de radiación. En

la figura 5.1 se muestra el producto rψ20 de las tres señales a r = 6, 7, 8 desfasadas en el tiempo

correspondiente al retraso de la señal para hacerlas coincidir, mostrando una excelente concordancia

entre las señales. La figura 5.2 compara de forma cualitativa la solución anaĺıtica y la obtenida

2 3 4 5 6 7 8 9 10

t

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
×10−1 rψ20

rψ20(t, r = 6)

rψ20(t− 1, r = 7)

rψ20(t− 2, r = 8)

Figura 5.1: Multipolo l = 2,m = 0, onda gravitacional con datos iniciales de Teukolsky, extráıdo a
r = 6, 7, 8.

de forma numérica en r = 6, mostrando concordancia entre la solución anaĺıtica y la numérica.

La figura 5.3 muestra la diferencia entre la solución anaĺıtica y la numérica para las resoluciones

∆1 = 0.05, ∆2 = 0.025 y ∆3 = 0.0125, estas últimas reescaladas por un factor de 16 y 254, siendo

consistente con el orden de convergencia del código.

2 3 4 5 6 7 8 9 10

t

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8
×10−1 ψ20

Analı́tico
Numérico

Figura 5.2: Comparación del multipolo l = 2,m = 0 de la Onda de Teukolsky, extráıdo a r = 6 de
forma anaĺıtica y numérica.
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0 2 4 6 8 10 12

t

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
×10−4 Convergencia local ψ20

ψ20 − ψ20 ∆1

(ψ20 − ψ20 ∆2)× 16

(ψ20 − ψ20 ∆3)× 254

Figura 5.3: Diferencia de la solución anaĺıtica y la numérica a dos distintas resoluciones, extráıdas
en r = 6.

5.5. Extracción de radiación en la colisión de agujeros negros

A forma de probar el código con una solución no anaĺıtica, se presenta la señal de onda

gravitacional producida por la colisión de dos agujeros negros momentáneamente en reposo desde

aproximadamente la distancia ISCO. Los datos iniciales para los agujeros negros son del tipo Brill-

Lindquist de masa m = 0.5 separados por una distancia d = 2.303M4 con M la masa total del sistema.

La evolución fue realizada mediante el método de evolución de punturas a cuarto orden en tiempo y

espacio, con un parámetros de disipación igual a 0.005 y un factor CFL de 0.5. El shift empleado es del

tipo Gamma-Driver con un parámetro de disipación igual a η = 2/M . Para verificar la convergencia

de la señal extráıda se realizaron tres simulaciones con ∆1 = 0.05M, ∆2 = 0.042M ∆3 = 0.04M con

fronteras colocadas en r = 50M con M la masa total del sistema.

La figura 5.4 muestra el modo (2, 0) de rΨ4 extráıdo por OllinAxis y la reportada por Zhoujian

et al. en [81] a un radio de r = 20M . La señal de OllinAxis ha sido desfasada por t/M = 0.96 para

que los máximos coincidan, la diferencia de fases posiblemente se deba a error numérico. Notemos

que de forma cualitativa, las mayores discrepancias se encuentran en el principio y final, pero en

general la forma y amplitud se reproducen de forma satisfactoria. La señal es extráıda a tres distintos

radios r = 20, 30, 40M y el producto rψ20 es desfasado en un tiempo igual al que la onda viaja entre

cada radio de observación (si suponemos que c = 1 la señal debe desfasarse t/M = 10 si r = 30M y

t/M = 20 si r = 40M). La figura 5.5 confirma que efectivamente la señal en r = 20M se encuentra

4En este contexto, la separación ISCO (innermost stable circular orbit) es la distancia mı́nima en la cual dos
agujeros negros orbitan mutuamente y es función del momento angular total y la masa del sistema. Aunque también
se denomina radio ISCO al mı́nimo radio de la órbita de una part́ıcula de prueba en la geometŕıa de Schwarzschild.
La distancia usada corresponde aproximadamente al radio ISCO para dos agujeros negros sin esṕın orbitándose
mutuamente de masa m y momento angular total J ∼ 2.96m2 [79, 80]
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en la zona de radiación. Finalmente, se muestra una gráfica de convergencia, figura 5.6, que nos

indica una pérdida de convergencia a cuarto orden pero superior a tercero.

0 20 40 60 80 100 120

t/M

−3

−2

−1

0

1

2

3
×10−2 rψ20

Zhoujian et al.
OllinAxis

Figura 5.4: Comparación del modo (2, 0) del escalar de Weyl rΨ4 obtenido por OllinAxis y el
reportado por Zhoujian et al. a un radio de extracción r = 20M . La señal de OllinAxis ha sido
desfasada para hacer coincidir los máximos.
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Figura 5.5: Modo (2, 0) de rΨ4. Las señales se han desfasado un tiempo igual al que le toma viajar
la onda a cada radio de extracción.

Como último ejemplo, consideremos la colisión frontal de dos agujeros negros cargados separados

a la misma distancia ISCO, con los mismos parámetros de malla anteriores. La evolución se

realizará nuevamente utilizando el método de evolución de punturas. En este caso el único parámetro

variable es la relación carga-masa (total del sistema) Q/M para el cual se tomará cinco valores

Q/M = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. De la misma forma en que se calculó de forma clásica la enerǵıa radiada, la
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Figura 5.6: Análisis de convergencia del modo (2, 0) de Ψ4. La diferencia de las señales en las
resoluciones más finas se han reescalado por un factor de 14, mostrando pérdida de convergencia a
cuarto orden pero superior a tercero.

masa m y carga q individuales serán m = M/2 y q = Q/2, para poder compararlos se fijará M = 1

en todas las evoluciones.

En estos casos el modo (2, 0) de Ψ4 y Φ2 emite aproximadamente el 95 % o más de la enerǵıa,

por lo que será el único que se represente. La figura 5.7 muestra el modo (2, 0) de Ψ4 para cada

valor de Q/M y su comparación con el caso neutro. Aunque las diferencias son mı́nimas, existe

una disminución en la amplitud conforme la relación Q/M aumenta , esto puede apreciarse mejor

al calcular el flujo de enerǵıa dEG/dt, siendo que los picos de menor amplitud corresponden a los

cocientes carga-masa más altos, figura 5.8.

Su contraparte electromagnética se muestra en la figura 5.10, en la que es apreciable la diferencia de

amplitud entre las señales, observando que la amplitud crece conforme la relación carga-masa lo hace.

La figura 5.10 muestra el flujo de enerǵıa electromagnética, el cual muestra el mismo comportamiento

que la señal electromagnética, los picos más altos son los que corresponden a mayores valores de

la relación carga-masa. Notemos que existen dos órdenes de magnitud de diferencia entre el flujo

de enerǵıa gravitacional y el electromagnético. Las ondas electromagnéticas al ser más débiles

es de esperarse que la distancia a la que se extraen corresponda a la zona de radiación. Para

verificarlo se debe de realizar un procedimiento similar al realizado para Ψ4 ya que Φ2 se comporta

asintóticamente como r−1, la figura 5.11 muestra que la señal más fuerte Q = 0.4M se ha extráıdo

en la zona de radiación.

Se puede verificar la conservación de enerǵıa a partir de la enerǵıa total radiada por las ondas y

la masa del horizonte aparente. La tabla 5.1 muestra la enerǵıa emitida por ondas gravitacionales y

electromagnéticas. En la estimación clásica se ha tomado como distancia mı́nima la distancia en la que

el buscador de horizontes encuentra un horizonte común por primera vez, que es aproximadamente

en z ∼ 0.7. Notemos que la estimación clásica de la enerǵıa gravitacional está por arriba del
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Figura 5.7: Modo (2, 0) de Ψ4. Las amplitudes son ligeramente menores para los casos cargados en
comparación con el caso neutro.
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Figura 5.8: Flujo de enerǵıa gravitacional. Los casos cargados tienen un menor flujo de enerǵıa
gravitacional.

cálculo numérico, difiriendo en un 30 % aproximadamente, mientras que la enerǵıa electromagnética

calculada de forma numérica es mayor por un 25 % aproximadamente comparada al cálculo clásico,

esto da como resultado que la razón de enerǵıa electromagnética y la gravitacional emitida relativista

sea aproximadamente 1.5 veces mayor que el caso clásico. La tabla 5.2 muestra la masa del horizonte

aparente y la enerǵıa total radiada, de acuerdo con el cálculo clásico, la mayor enerǵıa radiada

debe de ocurrir en el caso neutro que es similar a lo obtenido, además dado que la masa inicial del

sistema MADM = 1, la suma de la masa del horizonte aparente y la enerǵıa total no rebasan la

unidad siendo consistente con la conservación de enerǵıa salvo error numérico.
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Figura 5.9: Modo (2, 0) de Φ2. Al contrario que la señal gravitacional, las amplitudes aumentan
conforme la relación carga-masa crece.
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Figura 5.10: Flujo de enerǵıa electromagnética. Los picos más altos pertenecen a los casos donde la
relación carga-masa es mayor.

La conservación de la carga eléctrica puede también verificarse integrando la carga encerrada por

el horizonte, apéndice A.2. La figura 5.12 muestra que la carga es conservada en los casos mostrado.

Por último. se muestra las gráficas de convergencia para las ondas gravitacionales y electro-

magnéticas de los casos Q = 0.1,0.2, 0.3 y 0.4, figura 5.13,5.14 obteniendo convergencia a cuarto

orden.
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Figura 5.11: Asintóticamente Φ2 ∼ r−1. La gráfica muestra el modo (2, 0) de φ20 multiplicado por
la distancia de observación, verificando que el modo electromagnético también es extráıdo en la
zona de radiación.

Q/M EG × 10−4 EEM × 10−6 EEM
EG
× 10−3 EGc. rad × 10−4 EEMc. rad × 10−6 Ec. EM

Ec.G
× 10−3

0 7.25 — — 9.9 — —
0.1 6.98 2.99 4.16 9.07 2.27 2.50
0.2 6.77 11.08 16.38 8.39 8.39 10.0
0.3 6.46 22.68 35.13 7.37 16.6 22.5
0.4 6.25 34.33 54.89 8.20 32.8 40.0

Tabla 5.1: Enerǵıa emitida por ondas gravitacionales y electromagnéticas (columnas 2 y 3) compara-
das con su estimación clásica (columnas 5 y 6). La enerǵıa emitida por ondas gravitacionales es
menor que la calculada de forma clásica, mientras que para las ondas electromagnéticas ocurre lo
contrario.

Q/M MAH Erad Tot × 10−4 MAH+Etot

0 0.998 7.25 0.999
0.1 0.997 7.05 0.998
0.2 0.997 6.92 0.998
0.3 0.996 6.73 0.997
0.4 0.995 6.63 0.996

Tabla 5.2: Masa del horizonte aparente y enerǵıa total radiada.
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Figura 5.12: Carga eléctrica encerrada por el horizonte verificando su conservación en toda la
simulación.

67
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Figura 5.13: Análsis de convergencia para φ20 para los distintos valores de la relación carga-masa.
El factor que multiplica a la diferencias de las resoluciones más altas es el correspondiente para
tener convergencia a cuarto orden.
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Figura 5.14: Análsis de convergencia para ψ20 para los distintos valores de la relación carga-masa.
El factor que multiplica a la diferencias de las resoluciones más altas es el correspondiente para
tener convergencia a cuarto orden.
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Caṕıtulo 6

Ondas de Brill

Motivado por los trabajos de Weber y Wheeler [82], Dieter Brill propone una solución axisimétrica

no lineal y en vaćıo [83, 84] que contiene ondas gravitacionales. Los primeros estudios numéricos de

este tipo de solución realizados por Eppley [85] muestran que las ondas (de Brill) presentan dos

comportamientos, las de menor amplitud se dispersan y dejan un espacio plano, mientras que las de

mayor amplitud colapsan formando un agujero negro. Contrario a lo que intuitivamente se esperaŕıa,

este tipo de solución muestra que a pesar de carecer de una fuente, es posible construir soluciones

no triviales cuya enerǵıa sea positiva definida.

Debida a la compleja dinámica de las ondas de Brill, se han utilizado para probar códigos

numéricos para la extracción de ondas gravitacionales y la localización de horizontes aparentes [70].

Aún más interesante es que Abrahams y Evans [57,86] han encontrado que en soluciones axisimétricas

de vaćıo en el umbral para la formación de agujeros negros, existe un comportamiento cŕıtico para

el colapso gravitacional.

El comportamiento cŕıtico de un colapso gravitacional fue descubierto inicialmente por Choptuik

[87] en el colapso de un campo escalar sin masa en simetŕıa esférica, obteniendo que para una familia

de soluciones asintóticamente planas parametrizadas por p, para una amplitud cŕıtica p∗, la masa

de los agujeros negros escala como una potencia

MBH ∼ (p− p∗)γ , (6.0.1)

donde el exponente γ es independiente de la familia elegida. Además, se encuentra que la solución

cŕıtica Z∗ presenta cierto reescalamiento a distintos tiempos o “ecos”

Z∗(x, τ) = Z∗(x+ ∆, τ + ∆) , x := −r/t, τ := − ln(−t) . (6.0.2)

donde r es una coordenada de área y t es el tiempo propio del observador central. Por otro lado,

Abrahams y Evans en el estudio de las soluciones axisimétricas encontraron valores similares a

Choptuik para γ y ∆ sugiriendo que el fenómeno puede ser un comportamiento independiente del

modelo usado, es decir que es propio de la teoŕıa. Una revisión más completa realizada por Gundlach

se puede encontrar en [88].

Desafortunadamente, el análisis de la solución cŕıtica es casi imposible para el estado actual del
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código OllinAxis debido a que se necesitan mallas adaptativas (refinamientos más finos) alrededor

del eje debido a los errores introducidos que ocasionan inestabilidades en la evolución. La intención

de evolucionar ondas de Brill será para probar que el código OllinAxis puede reproducir los datos

reportados en la bibliograf́ıa y ver si una elección del lapso que evite choques de norma provee de

simulaciones más estables.

6.1. Ecuación eĺıptica para el factor conforme

Para construir la solución de Ondas de Brill, se considera una métrica axisimétrica con simetŕıa

temporal en coordenadas ciĺındricas (ρ, z, ϕ)

dl2 = Ψ4
[
e2q(dρ2 + dz2) + ρ2dϕ2

]
, (6.1.1)

y donde Ψ, q son funciones de t, ρ, z. La función q debe satisfacer las condiciones

q|ρ=0 = 0 , (6.1.2)

∂nρ q|ρ=0 = 0 para n impar , (6.1.3)

q|r→∞ = O(r−2) . (6.1.4)

donde r =
√
ρ2 + z2. La función Ψ se resuelve por medio de las constricciones hamiltoniana y

de momentos. Inmeditamemente la constricción de momentos es trivialmente resuelta por ser un

instante de simetŕıa en vaćıo; por otro lado, la constricción hamiltoniana toma la forma

D2
planoΨ +

1

4

(
∂2
ρq + ∂2

zq
)

Ψ = 0 . (6.1.5)

Esta es una ecuación del tipo eĺıptica por lo que debe agregarse una condición a la frontera. Por ser

espacios asintóticamente planos, se tiene Ψ|r→∞ = 1, sin embargo, en un dominio finito se pide que

Ψ ∼ 1 + 2M/r dado que se aproxima a un espacio de Schwarzschild. En la práctica no se tiene el

valor de M pero se reemplaza por una versión diferencial del valor asintótico

∂Ψ

∂r
+

Ψ− 1

r
≈ O(r−3) . (6.1.6)

El último ingrediente para resolver Ψ es proponer q. El estudio de Eppley propone la forma

q = a
ρ2

1 + (r/λ)n
, (6.1.7)

donde a, λ, n son parámetros libres, Eppley toma λ = 1, n = 5 y varia a. Posteriormente, Holz et

al. [89] usan la forma

q = aρ2e−(ρ2+z2) , (6.1.8)
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con a una constante que representa la amplitud de la onda. David Hilditch usa una variación de

esta condición llamándola onda de Brill “prolata”.

q = aρ2e−[(ρ−ρ0)2/σ2
ρ+(z−z0)2/σ2

z] , (6.1.9)

con a > 0, ρ0, z0, σ0, σρ, σz constantes.

6.2. Comparación de soluciones

6.2.1. Masa y factor conforme

Alcubierre et al. [70] publica la masa del espaciotiempo para distintas amplitudes utilizando

datos iniciales del tipo Holz, la forma de la solución para a = 10 y el horizonte aparente de la

solución a = 12. Las primeras pruebas consistirán en reproducir los datos mencionados para verificar

la fiabilidad del código.

Los datos iniciales son comparados calculando la masa (pseudomasa de Schwarzschild ecuación

(A.6)) para distintas amplitudes, tabla 6.1 utilizando los mismos parámetros para la malla que

Alcubierre et al usa. ∆ρ = 0.03125,∆z = 0.03125 en una malla cuadrada de 8002 puntos.

a M (OllinAxis) M (Alcubierre et al)

1 3.39× 10−2 3.38× 10−2

2 1.263× 10−1 1.262× 10−1

5 6.989× 10−1 6.96× 10−1

10 2.912 2.912
12 4.67 4.67

Tabla 6.1: Comparación de las masas para datos iniciales de onda de Brill del tipo Holz.

Aunque no se especifica el orden de discretización empleado, el realizado por OllinAxis es a cuarto

orden, lo cual podŕıa explicar las ligeras variaciones para las amplitudes menores. No obstante, se

considera que los datos obtenidos con OllinAxis son confiables dado que difieren en menos del 1 %

con los reportados por Alcubierre et al. La figura 6.1 muestra Ψ(ρ, z) para las amplitudes descritas

arriba, ejemplificando que el parámetro a influye sobre la amplitud de Ψ: a mayores valores de a el

valor máximo de Ψ crece formando un bulto alrededor del origen.

72



6.2. COMPARACIÓN DE SOLUCIONES
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Figura 6.1: Ψ(ρ, z) con distintas amplitudes de prueba utilizando un perfil para q del tipo Holz.

De forma cualitativa se puede comparar el factor conforme Ψ(ρ, z) con a = 10 obtenido con

OllinAxis usando el resolvedor eĺıptico Axelisol y la obtenida de las imágenes del art́ıculo mediante
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6.2. COMPARACIÓN DE SOLUCIONES

el software WebPlotDigitizer [90]. Las figuras 6.2, 6.3, 6.4 muestran una buena coincidencia de

las soluciones, discrepando ligeramente sobre la diagonal de la malla. Para revisar convergencia

se utilizaron mallas a resoluciones ∆1 = 0.125, ∆2 = 0.0625, ∆3 = 0.03125 con 2002, 4002 y 8002

puntos respectivamente. Los test de convergencia muestran un factor de convergencia local a segundo

orden sobre ρ, z y a cuarto orden en r =
√
ρ2 + z2 (la diagonal), figuras 6.5, 6.6, 6.7. Por otro lado

la norma rms del valor residual de la constricción hamiltoniana (1.1.14) es |H|∆1 = 1.45 × 10−1,

|H|∆2 = 8.32× 10−3, |H|∆3 = 5.00× 10−4 resultando en un factor de convergencia global igual a

17.51 que es consistente con la discretización a cuarto orden del código.
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Figura 6.2: Factor conforme sobre ρ.
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Figura 6.3: Factor conforme sobre z.
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Figura 6.4: Factor conforme sobre r (la diagonal).
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Figura 6.5: Factor de convergencia local sobre ρ, la diferencia de las resoluciones más altas están
reescaladas por 4, mostrando convergencia a segundo orden de Ψ(ρ, 0).
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Figura 6.7: Factor de convergencia local sobre la diagonal, la diferencia de las resoluciones más altas
están reescaladas por 16, mostrando convergencia a segundo orden en Ψ(r =

√
ρ2 + z2).
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Figura 6.6: Factor de convergencia local sobre z,la diferencia de las resoluciones más altas están
reescaladas por 4, mostrando convergencia a segundo orden en Ψ(0, z).

6.2.2. Horizonte aparente

Como última prueba se busca replicar la formación de horizontes aparentes en datos iniciales.

Alcubierre et al reporta que la primera presencia de horizontes aparentes se encuentra en el intervalo

a∗ ∈ [11.81, 11.82] para su buscador en simetŕıa axial y a∗ ∈ [11.8, 11.8] para el buscador en tres

dimensiones. El código OllinAxis encuentra que la amplitud cŕıtica es a∗ ∈ [11.8156, 11.8157] en un

esquema de diferencias finitias a segundo orden y a∗ ∈ [11.8224, 11.8225] a cuarto orden, en ambos

casos la masa del horizonte aparente es M = 4.499 concordando con la reportada de M ≈ 4.5.

En la figura 6.8 se muestra el horizonte aparente para a = 12 y es comparada de forma cualitativa

con el buscador de horizontes de OllinAxis, mostrando coincidencia entre ambas gráficas. Para

verificar la convergencia se realizaron tres corridas con mallas a ∆1 = 1/8, ∆2 = 1/16 y ∆3 = 1/32

con mallas cuadradas de 1282, 2562 y 5122 puntos respectivamente. La masa del horizonte aparente

es M∆1 = 4.664, M∆2 = 4.659, M∆3 = 4.658 con un factor de convergencia CM = 25.070 teniendo

un factor de convergencia mayor a cuarto orden. Por otro lado, el factor de convergencia local para

el horizonte es a tercer orden en θ = 0 pero menor en θ = π/2 el cual podŕıa deberse al método de

bisección, figuras 6.9 y 6.10. En la mejor resolución, se obtiene un área del horizonte A = 1.091×10−3

y la masa ADM es M = 4.67 (tabla 6.1), de los cuales encontramos que la desigualdad de Penrose

16πM2/A ≈ 1.005 se satisface.
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Figura 6.8: Radio horizonte aparente a = 12.
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Figura 6.9: Radio de horizonte aparente a tres resoluciones: ∆1 = 1/8, ∆2 = 1/16, ∆3 = 1/32.
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Figura 6.10: Cociente de las diferencias para el radio del horizonte aparente de la onda de Brill con
a = 12.

6.3. Colapso de ondas de Brill

Los primeros estudios exitosos para determinar la amplitud cŕıtica en el colpaso de ondas de

Brill fueron realizados por Alcubierre et al [58]. En el estudio utilizan el código CACTUS a segundo

orden empleando folación maximal sin vector de corrimiento, tomando como perfil de q(ρ, z) la

condición de Holz (6.1.8) encuentran que existe colapso si a se encuentra en el rango [4, 6] y con un

refinamiento a = 4.85± 0.15. Para una amplitud supercŕıtica encuentran que en a = 6 se forma un

horizonte aparente en t = 7.7 con masa mH = 0.87. y además analizan la señal de onda gravitacional

obteniendo que la enerǵıa radiada es de 0.12. La masa del horizonte aparente y la enerǵıa radiada

son consistente con la masa inicial del espaciotiempo MADM = 0.99.

Garfinkle y Dunkan [59] utilizan el perfil de Holz para q empleando una formulación axisimétrica

que resuelve un sistema eĺıptico-hiperbólico con un lapso maximal. Encuentran que la amplitud

cŕıtica se encuentra entre a = 4 y a = 6 aunque no pueden determinar de forma precisa la amplitud

debido a limitaciones prácticas de su código.

David Hilditch et al [91] utilizando el método para evolucionar las punturas (foliación 1 + log

con N = 2 y shift del tipo Gamma-Driver) evoluciona ondas de Brill con el perfil de Holz con

amplitudes a = 1, 2.5, 5, observando que para las amplitudes débiles a = 1, 2.5, la onda se dispersa y

el espaciotiempo regresa a Minkowski. La simulación con amplitud a = 5 no es exitosa debido a que

desarrollan largos gradientes en la curvatura extŕınseca y en el coeficiente de la métrica radial en el

intervalo r = 1.5 a r = 2, teorizando que el colapso de la simulación es debido a la existencia de una

singularidad coordenada. Posterior a este estudio, utilizando bamps, un código pseudospectral en la

formulación harmónica generalizada [92] que usa mallas adaptativas, encuentran que la amplitud

cŕıtica a∗ se encuentra en el rango [4.6966875, 4.696703125], que representa un error de 10−6. En el

estudio pueden determinar el exponente cŕıtico γ ≈ 0.37 aunque no lo consideran conclusivo al solo

observar un eco en sus resultados.
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6.3.1. Pruebas numéricas

Antes de proceder a evolucionar ondas de Brill cerca de la amplitud cŕıtica, se buscará reproducir

las evoluciones que reportan en [58] con a = 4 y a = 6 para un perfil del tipo Holz. Las simulaciones

con a = 4 se realizaron con ∆1 = 1/32, ∆2 = 1/
√

232, ∆3 = 1/64, con 2562, 3622 y 5122 puntos

respectivamente utilizando el lapso maximal. La diferenciación en el espacio utiliza un esquema de

diferencias finitas e integración en el tiempo con el método de Runge-Kutta, ambos a cuarto orden y

se agrega un término de disipación igual a 0.005 para evitar oscilaciones fuertes. De forma cualitativa

se observa que la onda realiza algunos rebotes hasta t ≈ 6 para posteriomente dispersarse dejando

atrás un espaciotiempo del tipo Minkowski, este comportamiento concuerda con lo reportado por

Alcubierre et al, figura 6.11. La convergencia de la norma r.m.s de la constricción hamiltonaiana

muestra que la convergencia es a tercer orden, figura 6.12.
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Figura 6.11: Comparación de la evolución del logaritmo del valor central del lapso en r = 0, reportado
por Alcubierre et al. y obtenido por OllinAxis para una amplitud a = 4 a tres diferentes resoluciones:
∆1 = 1/32, ∆2 = 1/

√
232, ∆3 = 1/64.

Procediendo con la evolución de la onda de Brill a = 6, con OllinAxis se realizaron tres

simulaciones con ∆1 = 1/32, ∆2 = 1/
√

232 y ∆3 = 1/64, en la resolución mas alta la masa inicial

del espaciotiempo es mADM = 0.991 con un parámetro de disipación igual a 0.005. En la evolución

se encuentra un horizonte a t = 6.25 con mH = 0.85, la enerǵıa radiada por ondas gravitacionales

es EGrad = 0.141 siendo consistente con la masa inicial del espaciotiempo. La convergencia de las

soluciones puede observarse en la figura 6.13, desafortunadamente se observa una disminución de la

convergencia para tiempos tard́ıos, pasando de cuarto a tercer orden.

Con estos datos, podemos también concluir que la amplitud cŕıtica se encuentra en el rango [4, 6],

por lo cual, se debe proceder con una bisección en el intervalo para refinar la amplitud. Sin embargo,

el tiempo de cómputo de la ecuación diferencial eĺıptica del lapso maximal impone una limitante

práctica. En la resolución más alta, el tiempo de cómputo para a = 6 asciende aproximadamente a
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Figura 6.12: Evolución del logaritmo del lapso en r = 0 a tres diferentes resoluciones: ∆1 = 1/32,
∆2 = 1/

√
232, ∆3 = 1/64.
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Figura 6.13: Evolución de la norma de la constricción hamiltoniana a tres diferentes resoluciones:
∆1 = 1/32, ∆2 = 1/

√
232, ∆3 = 1/64.

90 horas usando cuatro procesadores del clúster Xook del Instituto de Ciencias Nucleares. Choptuik

enfatiza en [87] la necesidad de utilizar mejores refinamientos en tiempo y espacio a medida que se

desarrolla la evolución con el fin de obtener el fenómeno f́ısico y no terminar con algún artefacto

propio de la simulación numérica. Por ejemplo en su art́ıculo sobre el colapso de un campo escalar sin

masa en simetŕıa esférica, una vez determinada la solución cŕıtica, analiza un eco a una escala treinta
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veces menor. Si nos planteamos realizar este procedimiento en OllinAxis, rápidamente notamos que

el tiempo de cómputo es una severa limitante aunado a que aún no se cuenta con la estructura que

permita realizar refinamientos de la malla a medida que evolucione el sistema.

Comunmente la alternativa al lapso maximal para la simulación de agujeros negros es elegir un

lapso hiperbólico, en el cual destaca la elección 1 + log (con N = 2) y para obtener simulaciones más

estables se agrega un shift del tipo Gamma-Driver. Como ya se ha mencionado anteriormente, David

Hilditch usó este enfoque sin éxito. La simulación desarrolla una singularidad en t = 5 alrededor de

r = 1.5 a r = 2. El hecho de obtener una singularidad a pesar de usar la foliación 1 + log sugiere

que la patoloǵıa puede ser de otra naturaleza.

Siguiendo esta idea, se realizaron simulaciones con amplitudes ligeramente inferiores y superiores

a la cŕıtica, a = 4.65, 4.7 y utilizando un lapso 1 + log sin shift con un parámetro de disipación igual

a 0.005 y un paso de tiempo adaptativo ∆t = min(∆ρ,∆z)/
√

2vg con vg la velocidad de propagación

de los campos de norma dada por la ecuación (1.4.7). La resolución de las mallas son ∆1 = 0.05,

∆2 = 0.025 y ∆3 = 0.0125 utilizando mallas con 2562, 5122 y 10242 puntos respectivamente.

Aproximadamente en t ≈ 4.6, con a = 4.65 el lapso desarrolla una esquina en ρ ≈ 0.2 y la traza de

la curvatura extŕınseca desarrolla un pico en ρ ≈ 0.2, mientras que para a = 4.7, en t ≈ 4.7 el lapso

desarrolla una esquina en ρ ≈ 0.3 y la traza de la curvatura extŕınseca desarolla un pico en ρ ≈ 0.3.

Notemos que la amplitud de los picos crecen conforme se aumenta la resolución de la malla, figura

6.14.

Como ya se ha mencionado en la sección 1.9, existen otro tipo de singularidades que pueden

surgir debido a los choques de norma y como última parte de esta tesis, se explorará esta opción.

Consideraremos un lapso que evite choques tomado k = 1 de la ecuación (1.9.3). Esta elección

garantiza que si α ∼ 1, f(α) ∼ 2 teniendo el mismo comportamiento asintótico que el lapso 1 + log

con N = 2.

Para comparar esta elección de lapso, utilizaremos los mismos parámetros para las mallas y el

paso de tiempo de la simulación con la foliación 1 + log. La onda con amplitud a = 4.65 evoluciona

satisfactoriamente, obteniendo que la onda deja el dominio numérico en un tiempo t ≈ 30 dejando

atrás un espacio del tipo Minkowski. Similar al caso a = 4 se observa que en tiempos tard́ıos se

tiene una disminución del factor de convergencia, aunque en este caso la convergencia es a segundo

orden.

El caso con a = 4.7 al ser supercŕıtico, debe colapsar a un agujero negro. La simulación con el

espaciamiento ∆1 = 0.05 no encuentra ningún horizonte, por lo cual es sustituida con una simulación

de parámetros ∆∗ = 0.02 con 2102 puntos. El tiempo en el que el buscador encuentra un horizonte

por primera vez, la masa inicial y final se muestran en la tabla 6.2, teniendo convergencia de los

datos a tercer orden. La masa del horizonte encontrada se encuentra en el intervalo encontrado

por Hilditch et al. MH = [0.27, 0.3]. La masa del horizonte encontrado permanece estable en un

intervalo aproximado δt = 2 antes de que el código colapse. La forma del horizonte a t = 21 en las

tres resoluciones se muestra en la figura 6.16 el cual tiene un perfil achatado en los polos.

Al tener éxito con la elección del lapso, resta encontrar la amplitud cŕıtica para el colapso

gravitacional. Nuevamente se realizaron tres simulaciones con resoluciones antes usadas ∆2 = 0.025,

∆∗ = 0.02 y ∆3 = 0.0125. En las simulaciones con las resoluciones ∆2,∆∗ se encuentra que la
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Figura 6.14: Gráficas superiores: Lapso para las amplitudes a = 4.65 y 4.7. Gráficas inferiores: Traza
de la curvatura extŕınseca para las amplitudes a = 4.65 y 4.7. El caso con la amplitud a = 4.65
desarrolla un esquina en el lapso y un pico en la curvatura extŕınseca en ρ ≈ 0.2 a t ≈ 4.6, el caso
con a = 4.7 se observa el mismo comportamiento pero en ρ ≈ 0.3 a t ≈ 4.7, ambos picos crecen al
aumentar la resolución de la malla.

∆ t MH0 MH

0.025 20.459 0.266 0.278
0.2 19.541 0.251 0.275

0.0125 18.680 0.259 0.277

Tabla 6.2: Tiempo de formación, masa inicial y final del horizonte aparente para la onda de Brill
con amplitud a = 4.7 a tres distintas resoluciones. El factor de convergencia es a tercer orden.

amplitud cŕıtica está acotada en el intervalo [4.69, 4.7] y para la resolución ∆3 la cota se encuentra

en [4.695, 4.7]. Ambos intervalos concuerdan con los reportados por Hilditch et al. Por razones

prácticas no se realizaron simulaciones con resoluciones más finas. Recordemos que para obtener una

condición de frontera de segundo orden el resolvedor eĺıptico AXELISOL debe situar la frontera en
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Figura 6.15: a) Parte real del valor central del logaritmo del lapso a tres diferentes resoluciones. La
dinámica más fuerte ocurre antes de t < 10. b) Evolución de la norma de la constricción hamiltoniana
en tres diferentes resoluciones. En tiempos tard́ıos se observa que la solución converge a segundo
orden.
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Figura 6.16: Horizonte aparente a t = 21 para la onda de Brill con amplitud a = 4.7.

1/
√

∆ y elegir una resolución más fina de las usadas, por ejemplo elegir la resolución ∆3/2 = 0.00625

situaŕıa la frontera en ρ, z = 12.65, requiriendo usar una malla de 20482 puntos. Utilizar una malla

igualmente espaciada con esta cantidad de puntos no es la mejor forma de aprovechar los recursos

de cómputo.

Los fenómenos cŕıticos son sensibles al error numérico y por ello es necesario considerar que al

tener la dinámica más violenta alrededor del eje de simetŕıa es necesario poder resolver las ecuaciones

con mayor detalle en esta región y no aśı en las fronteras. En adición la distancia en la que se
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colocan las fronteras determinará si los resultados son contaminados debido a las reflexiones espurias

provocadas por las fronteras artificiales del dominio. Esto motiva la necesidad de usar un método

de mallas adaptativas para resolver las regiones de interés de forma más eficiente. Sin embargo

esta elección del lapso ha mostrado ser útil para poder estudiar con más detalle el comportamiento

cŕıtico del colapso para ondas de Brill.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

El trabajo desarrollado en esta tesis consistió en la construcción de subrutinas numéricas de

extracción de radiación gravitacional y electromagnética y un buscador de horizontes aparentes en

axisimetŕıa para complementar el código de evolución OllinAxis.

Los caṕıtulos 1, 2 y 3 presentan una breve descripción de la descomposición 3 + 1 y el formalismo

BSSN utilizado por el código OllinAxis, describiendo además la descomposición de las ecuaciones de

Maxwell en el formalismo 3 + 1 y la forma en que se construyen datos iniciales para agujeros negros

neutros y cargados.

En el caṕıtulo 4 se describió el algoritmo para construir el buscador de horizontes aparentes en

axisimetŕıa parametrizando el radio de la superficie como función del ángulo polar. La ecuación que

permite buscar el horizonte aparente es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden por lo

cual se emplea en método de Runge-Kutta para resolverla de forma numérica junto con el método

de disparo. El caso con simetŕıa ecuatorial se soluciona fácilmente pues únicamente es necesario

imponer que la superficie sea suave en las fronteras θ = 0 y θ = π/2 por lo cual el método de disparo

prueba con distintos radios y los refina utilizando un método de bisección, no obstante el caso sin

simetŕıa se observa que la ecuación diferencial diverge para θ > π/2 haciendo que el método de

disparo falle. La solución prupuesta modifica ligeramente el método de disparo, al buscar cambios

de signo en la derivada del radio de la superficie y los refina utilizando el método de bisección hasta

cierta toleracia numérica. Este método es probado con superficies maximales de espaciotiempos

estacionarios encontrado convergencia a cuarto orden con los resultados esperados.

El caṕıtulo 5 explica el proceso de extracción de ondas gravitacionales y electromagnéticas utili-

zando el formalismo de Newmann-Penrose. El extractor de ondas gravitacionales y electromagnéticas

es empleado en la colisión frontal de dos agujeros negros de igual masa momentáneamente en

reposo partiendo del radio ISCO. El cálculo de la enerǵıa gravitacional radiada en la simulación

muestra que es menor hasta un 30 % comparado a la estimación clásica de la enerǵıa radiada por

un cuadrupolo, mientras que la enerǵıa electromagnética es mayor hasta un 25 % a su contraparte

clásica, obteniendo además que la radiación gravitacional supera en dos órdenes de magnitud a la

electromagnética.

Por último, el caṕıtulo 6 compara las soluciones obtenias por OllinAxis con las reportadas en la

bibliograf́ıa, además presenta la evolución de ondas de Brill con amplitudes cercanas a la cŕıtica. A
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partir de los resultados publicados por Hilditch et al. utilizando el método de evolución de punturas

y algunas pruebas empleando un lapso del tipo 1 + log, se conjetura que la dificultad al realizar

evoluciones de ondas de Brill es debido a los choques de norma. La elección de un lapso que evita

choques de norma muestra resultados satisfactorios pudiendo acotar la amplitud cŕıtica al intervalo

[4.695, 4.7]. La dificultad para refinar la amplitud radica en limitaciones prácticas asociadas al código

OllinAxis, siendo necesaria la implementación de un esquema de mallas adaptativas para disminuir

el error numérico en la simulación, el cual puede contaminar los resultados cercanos a la amplitud

cŕıtica.
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Apéndice A

Integrales de masa, momento y carga

A.1. Integrales ADM

En relatividad general el tensor de enerǵıa momento Tµν codifica las propiedades energéticas de

la materia, el cual además satisface una ley de conservación ∇µTµν = 0. Esta propiedad permite

definir de forma local la conservación de la enerǵıa, pero no permite establecer la conservación de

enerǵıa de forma global para espacios generales1. La razón f́ısica de esto es que el tensor Tµν no

incluye la contribución energética del campo gravitacional y esto es debido a que en relatividad

general no es posible definir de forma general la enerǵıa asociada al campo gravitacional.

Por otro lado, es posible definir un concepto de enerǵıa total en un sistema aislado al considerarlo

asintóticamente plano. En este caso la métrica está dada por gµν = ηµν + hµν , con hµν � 1. En este

espacio es natural definir la masa y momento como

M =

∫
ρ dV , Pi =

∫
ji dV . (A.1)

Para reescribirlas en el lenguaje 3+1 se emplean las constricciones hamiltoniana (1.1.14) y de

momentos (1.1.15), y recordando que se está considerando el ĺımite de campo débil en el que

la curvatura extŕınseca es despreciable, las integrales (A.1) después de aplicar el teorema de la

divergencia toman la forma

M =
1

16π

∮
S

(∂ihij − ∂jh) dSj , Pi =
1

8π

∮
S

(Kij − δijK) dSj , (A.2)

donde las integrales son calculadas sobre superficies alejadas de las fuentes de materia y dSi = sidA,

con si el vector normal apuntando hacia afuera de la hipersuperficie y dA el elemento de área. A

las integrales (A.2) se les llama integrales ADM de masa y momento [11] (por Arnowitt, Deser y

Misner).

Al tener interacciones fuertes, como ondas gravitacionales, las expresiones de arriba no son

válidas y es necesario tomar el ĺımite de un radio infinito, en el que la aproximación de cámpo débil

1Excepto cuando existe un vector de Killing ξµ temporaloide.
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A.2. INTEGRAL DE CARGA

siga siendo válida

MADM =
1

16π
ĺım
r→∞

∮
S

(
δij∂ihjk − ∂kh

)
dSk , (A.3)

P iADM =
1

8π
ĺım
r→∞

∮
S

(
Ki
j − δijK

)
dSj . (A.4)

La desventaja de la expresión (A.3) es que necesita evaluarse en coordenadas cartesianas y

además, al trabajar con dominios finitos en las simulaciones numéricas, la expresión converge muy

lento para un radio finito. Se tiene una mejor expresión si la métrica en conformemente plana, esto

es γij = ψ4δij , la masa ADM se reduce a

MADM = − 1

2π
ĺım
r→∞

∮
S
∂jψdS

j , (A.5)

donde se asume que ψ tiende a uno en infinito o lo suficientemente rápido en el dominio numérico.

Una forma menos formal de calcular la masa es la llamada pseudomasa de Schwarzschild que

calcula la masa sobre esferas de radio r para espacios que asintóticamente tienden a un espaciotiempo

de Schwarzschild

M =

(
A

16π

)1/2 [
1− (dA/dr)2)

16πgrrA

]
, (A.6)

donde A es el área de una esfera coordenada a un radio finito y grr puede tomarse como su promedio

sobre toda la esfera. En la práctica, se calcula la masa para disntitos radios dentro del dominio y

la masa será el valor al que converge. Esta expresión converge más rápido que la integral ADM e

incluso funciona en espacios con momento angular en los que el término de momento angular decáen

más rápido que los asociados a la masa.

A.2. Integral de carga

De la ecuación de continuidad para el tensor de enerǵıa momento asociado al campo electro-

magnético, se demuestra que la carga es una cantidad conservada.

Q =

∫
V
ρemdV =

1

4π

∫
V

(3)∇mEmdV . (A.1)

Usando el teorema de la divergencia, la integral de volumen puede cambiarse por una sobre la

superficie

Q =
1

4π

∮
S
EmdAm . (A.2)

Escrita en términos de cantidades conformes ρ̂em = ψ6ρem, Êµ = ψ6Eµ y γ̂ij = ψ−4γij , dV = ψ−6dV̂ .

Q =

∫
V
ρ̂emdV̂ =

1

4π

∮
S
ÊmdÂm , (A.3)

donde se ha usado ∇̂mÊm = 4πρ̂em.
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Apéndice B

Clasificación de Petrov

Los escalares de Weyl Ψa, por construcción dependen en la forma que se definan las tétradas

nulas. Por lo cual, es natural preguntarse si mediante alguna transformación de tétradas algunos

escalares sean nulos. Las tétradas pueden ser transformadas mediante rotaciones en el espaciotiempo,

las cuales están descritas por los elementos del grupo de transformación de Lorentz teniendo seis

grados de libertad. Tres de ellos corresponden a rotaciones en el espacio y el resto a boost en las

direcciones x, y, z que mezclan la dirección temporal con alguna espacial.

Estas transformaciones se clasifican en tres tipos

Rotaciones nulas de clase I, que dejan al vector ~l invariante.

lµ → lµ, mµ → mµ + alµ, m̄µ → m̄µ + ālµ , (B.1)

kµ → kµ + āmµ + am̄µ + aālµ . (B.2)

Rotaciones nulas del tipo II que dejan invariante al vector ~k.

kµ → kµ, mµ → mµ + bkµ, m̄µ → m̄µ + b̄kµ , (B.3)

lµ → lµ + b̄mµ + bm̄µ + bb̄kµ . (B.4)

Rotaciones nulas del tipo III, que dejan invariantes a los vectores ~l, ~k y al producto kµlµ.

lµ → λ−1lµ, kµ −→ λkµ, mµ → eiθmµ, m̄µ → e−iθm̄µ . (B.5)

Para usar estas transformaciones, supongamos que Ψ4 6= 0 lo cual siempre se puede realizar si el

espacio no es plano. Aplicando una transformación de tipo I se obtiene
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Ψ0 → Ψ0 , (B.6)

Ψ1 → Ψ1 + āΨ0 , (B.7)

Ψ2 → Ψ2 + 2āΨ1 + ā2Ψ0 , (B.8)

Ψ3 → Ψ3 + 3āΨ2 + ā2Ψ1 + ā3Ψ0 , (B.9)

Ψ4 → Ψ4 + 4āΨ3 + 6ā2Ψ2 + 4ā3Ψ1 + ā4Ψ0 . (B.10)

Mientras que para las transformaciones de clase II

Ψ0 → Ψ0 + 4bΨ1 + 6b2Ψ2 + 4b3Ψ3 + b4Ψ4 , (B.11)

Ψ1 → Ψ1 + 3bΨ2 + 3b2Ψ3 + b3Ψ4 , (B.12)

Ψ2 → Ψ2 + 2bΨ3 + b2Ψ4 , (B.13)

Ψ3 → Ψ3 + bΨ4 , (B.14)

Ψ4 → Ψ4 . (B.15)

(B.16)

Notemos que Ψ0 = 0 si b es la ráız de la ecuación

Ψ0 + 4bΨ1 + 6b2Ψ2 + 4b3Ψ3 + b4Ψ4 = 0 . (B.17)

La ecuación (B.17) en general tiene cuatro soluciones complejas, estos valores nos proporcionarán

las direcciones en que se modifica lµ

lµ → lµ + b̄mµ + bm̄µ + bb̄kµ . (B.18)

y son conocidas como las direcciones principales nulas del tensor de Weyl. Una forma alternativa de

verificar si un vector apunta en una de las direcciones principales nulas es comprobar que satisface

la relación [26,93]

kαkβk[µCν]αβ[λkσ] = 0 , (B.19)

donde Cαβµν es el tensor de Weyl y kµ es un vector nulo. Si alguna de las ráıces de la ecuación

(B.17) coinciden, se dice que el espacio es algebraicamente especial. Esto nos permite clasificarlos

dependiendo del número del número de ráıces distintas. A esta clasificación se le llama de Petrov [94].

Tipo I: Cuatro ráıces distintas. Si se realiza una transformación del tipo II y posteriormente

una del tipo I, podemos obtener que Ψ4 = 0. Por lo tanto siempre se puede elegir una tétrada

tal que {Ψ1,Ψ2,Ψ3} sean distintos de cero.

Tipo II: Dos ráıces coinciden. Mediante sucesivas transformaciones del tipo I se obtiene que

{Ψ2,Ψ3} son distintos de cero.

Tipo III : Tres ráıces coinciden. Primero una transformación del tipo II y seguida de una del
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tipo I obtenemos que Ψ3 es distinto de cero.

Tipo N: Todas las ráıces son iguales y usando transformaciones del tipo II, el único escalar

distinto de cero es Ψ4.

Tipo D: Dos pares de ráıces coinciden. En este caso se puede obtener que el único escalar no

nulo es Ψ2.

Tipo O: El tensor de Weyl es idénticamente cero. El espacio es conformemente plano.
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Apéndice C

Construcción de una tétrada

ortonormal

C.1. Transformación a coordenadas esféricas

La forma más sencilla de construir coordenadas esféricas a partir de coordenadas ciĺındricas es

preservar el ángulo polar ϕ y realizar una transformación en (ρ, z) a (r, θ). La definición estándar es

ρ = r sin θ , z = r cos θ , (C.1)

cuya transformación inversa es

r2 = ρ2 + z2 , tan θ =
ρ

z
, (C.2)

de estas transformaciones, la matriz jacobiana y su inversa son

∂(ρ, z)

∂(r, θ)
=

[
ρ/r z

z/r −ρ

]
,

∂(r, θ)

∂(ρ, z)
=

[
ρ/r z/r

z/r2 −ρ/r2

]
.

(C.3)

Empleando estas transformaciones, la métrica conforme (3.2.1) en coordenadas esféricas es

γ̂rr =
1

r2

(
ρ2A+ 2ρ2zC + z2B

)
, (C.4)

γ̂θθ = ρ2B − 2ρ2zC + z2A , (C.5)

γ̂ϕθ = ρ2H , (C.6)

γ̂rθ =
1

r

(
ρz(A−B) +

(
z2 − ρ2

)
ρC
)
, (C.7)

γ̂rϕ =
ρ2

r

(
ρ2C1 + zC2

)
, (C.8)

γ̂θφ = ρ3 (zC1 − C2) . (C.9)
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C.2. CONSTRUCCIÓN DE UNA TÉTRADA ORTONORMAL

La transformación de vectores contravariantes es

vr =
1

r
(ρvρ + zvz) , (C.10)

vθ =
1

r2
(zvρ − ρvz) , (C.11)

y al conservar el ángulo azimutal, la componente ϕ no cambia.

C.2. Construcción de una tétrada ortonormal

En el formalismo de Newmann-Penrose se introduce una tétrada de vectores
{
~e(a)

}
tales que

satisfacen la relación

eµ(a)eµ(b) = η(a)(b) , (C.1)

con η(a)(b) la métrica de Minkowski. La inversa de η(a)(b) es una matriz tal que

η(a)(c)η(c)(b) = δ
(a)
(b) , (C.2)

esto permite definir otro conjunto de vectores
{
~e (a)

}
tales que

~e(a) := η(a)(b)~e(a) . (C.3)

En términos
{
~e(a)

}
y
{
~e(a)
}

, la métrica se expresa como

gµν = e(a)µe
(a)
ν = η(a)(b)e(a)µe(b)ν

= −e(0)µe(0)ν + e(1)µe(1)ν + e(2)µe(2)ν + e(3)µe(3)ν . (C.4)

T́ıpicamente, se toma a eµ(0) como el vector normal a las hipersuperficies espaciales Σt, e
µ
(0) = nµ,

eµ(1) como el vector normal radial unitario, eµ(1) = eµr , eµ(2) = eµθ como el vector normal azimutal y

eµ(3) = eµϕ como el vector normal polar. Los vectores espaciales ~e(i) serán los unitarios conocidos en

coordenadas esféricas (r, θ, ϕ) en el régimen asintótico, pero para un radio finito en general no lo

son. Para dar una expresión expĺıcita en términos de las componentes de la métrica en coordenadas

esféricas, consideremos que en un espacio en axisimetŕıa existe un vector de Killing azimutal ~ξ y

supondremos que podemos definir una dirección saliente ~s en las hipersuperficies Σt. El producto

exterior de ~ξ con el vector ~s nos proporcionará el vector restante para conformar una triada de

vectores ortogonales. Una última observación es que en general ~s y ~ξ no serán ortonormales por lo

cual, es necesario realizar el procedimiento de Gram-Schmidt.

Podemos emplear a ~s y ~ξ para construir la triada de vectores espaciales. La forma más sencilla
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C.2. CONSTRUCCIÓN DE UNA TÉTRADA ORTONORMAL

de proceder es pedir que ~e(1) sea ortogonal a ~e(3), con esto

~e(3) = ξ̂ , (C.5)

~e(1) =
ŝ−

〈
ξ̂, ŝ
〉
ξ̂√

1−
〈
ξ̂, ŝ
〉2

, (C.6)

donde ŝ, ξ̂ son vectores unitarios construidos a partir de ~s y ~ξ respectivamente. El último vector

será simplemente

~e(2) = ~e(3) × ~e(1) . (C.7)

Si tomamos a ~s como la dirección radial esférica r

ŝµ =
δµr√
γrr

, (C.8)

las componentes espaciales de la triada de vectores son

ei(1) =
γ
√
γϕϕ

γθθγir − γθrγiθ√
γrrγϕϕ − γ 2

rϕ

(C.9)

ei(2) =

√
γγiθ√

γrrγϕϕ − γ 2
rϕ

(C.10)

ei(3) =
δiϕ√
γϕϕ

, (C.11)

donde γ es el determinante de la métrica espacial en coordenadas esféricas. Notemos que por

construcción e0
(j) = 0 con j = 1, 2, 3. Para un espacio axisimétrico sin momento angular, las

componentes se reducen aún más

ei(1) =
δir√
γrr

, (C.12)

ei(2) =

√
γ

γrrγϕϕ
γiθ , (C.13)

ei(3) =
δiϕ√
γϕϕ

, (C.14)

siendo evidente que si γµν es la métrica de un espacio Euclidiano en coordenadas esféricas, se

recupera la definición usual de vectores unitarios (r̂, θ̂, ϕ̂).
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[22] C. Bona, J. Massó, E. Seidel, and J. Stela. First order hyperbolic formalism for numerical

relativity. Phys. Rev. D, 56:3405–3415, 1997.

[23] C.W. Misner, K.S. Thorne, and J.A. Wheeler. Gravitation. Gravitation. W. H. Freeman, 1973.

[24] M. D. Kruskal. Maximal extension of schwarzschild metric. Phys. Rev., 119:1743–1745, 1960.

[25] G. Szekeres. On the singularities of a Riemannian manifold. Publ. Math. Debrecen, 7:285–301,

1960.
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