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Prefacio

En 1915 Albert Einstein daria a conocer su teoria general de la relativitad [1,|2]cambiando el
entendimiento de los fendmenos gravitacionales, esta teoria sustituye a la accion de las fuerzas
Newtonianas como las responsables del movimiento por una formulacién geométrica, en el que el
movimiento de los cuerpos estd ligado con la curvatura del espaciotiempo. Las ecuaciones de la teoria
estdn expresadas en forma covariante y en cuantro dimensiones es un conjunto de diez ecuaciones no
lineales en derivadas parciales de segundo orden para la métrica. A pesar de su aparente sencillez
conceptual, rapidamente Einstein noté su complicada estructura matemaética y conjeturé que no
tenia soluciones exactas, para su sorpresa Karl Schwarzschild obtuvo la primera soluciéon analitica
a las ecuaciones de Einstein asumiendo simetria esférica, lo cual deja entrever que para encontrar
soluciones exactas se necesitan altos grados de simetria. Ademds de su complejidad, el hecho de que
esté formulada en una forma covariante dificulta la interpretacién como un sistema de ecuaciones
dindmico para el campo gravitacional, es decir, se pierde el sentido de un sistema determinista en el
que a partir de condiciones iniciales se puede conocer completamente el estado del sistema.

Existen diversas formas de recuperar la nocién intuitiva de la evolucién temporal de las ecuaciones
de Einstein y las diferencias radican en cémo se realiza la separacién del espacio y tiempo. Aun
con este método encontrar soluciones analiticas no es sencillo y es inevitable pensar en el uso de
métodos numéricos para resolver las ecuaciones de campo de Einstein. La relatividad numérica
tiene sus inicios con el trabajo pionero de Hahn y Lindsquist [3] en el que intentan estudiar el
comportamiento de dos cuerpos bajo su propia interaccién (en ese entonces el término agujero negro
no habia sido acuniado por John Wheeler), a pesar de no obtener resultados satisfactorios, la semilla
estaba plantada y con el desarrollo matematico y computacional, hoy en dia es una rama muy
fructifera de la fisica.

Con las recientes detecciones directas de la senal de ondas gravitacionales de la colisién de dos
agujeros negros, eventos conocido como GW150914, GW151226, GW170104, GW170814 [4-7] y de
la colisién de dos estrellas de neutrones GW170817 [8] con su contraparte electromagnética, resalta
la contribucién del area de relatividad numérica en la creacién de catalogos de senales, pues sin ello
la busqueda de la senal seria imposible en el basto flujo de datos.

Si bien la relatividad numérica es un area madura, en la que se cuenta con codigos robustos
para la simulacién, tales como el Einstein Toolkit [9] el cual es capaz evolucionar un sistema en
3 + 1 dimensiones, la creacién de cédigos adaptados a las simetrias del problema de interés permiten
utilizar los recursos de cémputo con mayor eficiencia. Las simetrias generalmente empleadas son la
simetria esférica y axial y en el grupo de relatividad numérica del Instituto de Ciencias Nucleares
de la UNAM se cuentan con dos cédigos adaptados a estas simetrias OllinSphere y OllinAxis

v
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respectivamente. Ambos estan escritos utilizando las variables de la formulacién BSSN y aunque
al utilizar este sistema en coordenadas curvilineas aparecen una serie de dificultades asociados a
que la formulacion no es covariante y a la elecciéon de un sistema coordenado que no se encuentra
bien definido en el origen (simetria esférica) o eje de simetria (simetria axial), estos son subsanados
introduciendo una generalizacién de la formulacién y realizando un proceso de regularizacién.

El cédigo OllinAxis fue escrito por J. Torres para su trabajo de tesis doctoral [10]. OllinAxis
puede usarse en paralelo en clusters usando las librerias MPI y fue probado con simulaciones sobre
la dindmica de norma evolucionando un espacio de Minkowski tomando una foliacién no trivial, un
campo escalar real de perfil gaussiano y la colisién de agujeros negros cargados. El cédigo tinicamente
puede dar informacién sobre la evolucién de las variables de norma, la métrica e informacion sobre
la curvatura. El propdsito de este trabajo estd enfocado en complementar el cédigo OllinAxis con
rutinas de extraccién de ondas gravitacionales y electromagnéticas y un buscador de horizontes
aparentes realizando algunas pruebas numéricas para verificar su correcta calibracion.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el capitulo [I] se presenta el formalismo 3 + 1 que
permite separar el tiempo del espacio, las ecuaciones de evolucién en el formalismo BSSN, el
procedimiento para obtener datos iniciales de agujeros negros neutros del tipo Brill-Lindquist, su
evolucién numérica y una breve descripcién de singularidades asociadas a la elecciéon de norma. El
capitulo |2 presenta la descomposicién en el formalismo 3 + 1 de las ecuaciones de Maxwell y la
construccion de datos iniciales para agujeros negros cargados. El capitulo |3 expone la formulacién
BSSN asumiendo adaptado a un sistema de coordenadas cilidricas (p, z, ¢) y en simetria axial, una
descripcién de la estructura de mallas de OllinAxis y el c6digo para resolver ecuaciones elipticas
lineales AXELISOL. En el capitulo [4] se introduce el método para encontrar horizontes aparentes y
su busqueda en el caso particular en simetria axial, ademas de algunos detalles numéricos referente a
su implementacién y algunos casos de prueba. La teoria para la extraccion de ondas gravitacionales
y electromagnéticas se expone en el capitulo [b| realizando pruebas para la extraccion de ondas
gravitacionales con la solucion analitica de Teukolsky, y ademas se verifica su implementacion al
extraer la onda gravitacional de la colisién frontal de dos agujeros negros cargados. Por tltimo el
capitulo [6] aborda superficialmente el problema del colapso de ondas de Brill, primero verificando que
el codigo puede reproducir datos iniciales que son conocidos y luego se busca obtener una simulacién
estable para amplitudes cercanas a la critica eligiendo un lapso que evita choques de norma.

VI



Capitulo 1

Descomposicion 3+1

1.1. Introducciéon

Las ecuaciones de Einstein que se emplean en Relatividad General, se escriben de una forma
covariante de tal forma que es dificil distinguir entre las direcciones espaciales y la temporal que nos
indica una direccién de evolucién. Ademads, la teoria, es invariante ante difeomorfismos por lo que
debemos separar los fenémenos fisicos dindmicos de los que resultan por la eleccién de coordenadas.

Existen distintos formalismos para realizar la evolucién temporal, la formulaciéon que se utili-
zard en este trabajo es la formulacién 3+1, que consiste foliar el espaciotiempo en hipersuperficies
espacialoides, esta idea es obra original de Arnowitt, Desser y Missner [11] en un contexto diferente,
la cuantizacién de las ecuaciones de Finstein. A partir de ahora asumiremos que la signatura de la
métrica es Lorentziana (—,+, +, +) y utilizaremos unidades geométricas, en las que G = ¢ = 1.

Para la descomposicion, asumiremos que el espacio es globalmente hiperbdlico, es decir que
la unién de su dominio pasado y futuro cubre al espaciotiempo completo. Utilizando este hecho
utilizamos una familia de hipersuperficies ¥; espacialoides que cubre a todo el espaciotiempo (una
variedad M con una 4-métrica) y estan parametrizadas por una funcién ¢ (que no necesariamente
coincide con el tiempo propio de algin observador). Asociado a las hipersuperficies se introduce un
campo vectorial n* normal unitario a ¥, que induce una métrica sobre las hipersuperficies,

Y = Guv + npny (1.1.1)

que ademas es un operador de proyeccion sobre estas. A la descomposicién se aniade la funcién de
lapso «(t,x") que mide el tiempo propio entre observadores en direccién normal a la hipersuperficie

(observadores eulerianos).
dr = a(t, z")dt . (1.1.2)

Por 1iltimo, se introduce el vector de corrimiento o shift 3° tangente a las hipersuperficies que mide

el cambio en las coordenadas de los observadores eulerianos.
T g =) — B'(t,a")dt . (1.1.3)

Es importante mencionar que la foliacién del espaciotiempo no es tnica, por lo que la funcién de
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lapso a y el vector de corrimiento 3* son libres de definicién, es decir son condiciones de norma.

linea normal linea coordenada
nH

Figura 1.1: Descomposicién del espaciotiempo en el lenguaje 3+1. Las funciones de normal « y 8 nos
proporcionan el cambio en el tiempo entre observadores eulerianos y el cambio en las coordenadas
espaciales.

El elemento de linea del espacio tiempo es entonces

ds? = (—a? + B;BY)dt?* + 2B;dtda’ + v;jda'da? (1.1.4)

donde se asume que f3; := ;; B* v en general los fndices de todos los tensores puramente espaciales
son subidos o bajados con la métrica «;;. Los indices griegos, a, 3, ... correran de 0, 1,2, 3 y los latinos

1,7, ... pueden tomar los valores 1,2, 3. En estas coordenadas el vector normal tiene componentes
n = (1/a,—8'/a), n, = (~a,0). (1.1.5)

Por dltimo se introduce un elemento que distingue entre la curvatura intrinseca asociada
inherentemente a la estructura del espaciotiempo (la variedad) y la extrinseca que se asocia a la
forma en que las hipersuperficies se encajan en el mismo. El primer tipo de curvatura se calcula
mediante el tensor de Riemann asociado a ;;, mientras que el segundo tipo se calcula mediante el
transporte paralelo del vector normal a lo largo de la hipersuperficie.

La curvatura extrinseca K, se define mediante el operador de proyeccién

K,, = —-P,Van,, (1.1.6)
donde
PP .= 'yg—i—no‘ng. (1.1.7)

En la forma que se define K,,,,, este es un tensor unicamente espacial n*K,,, = n"K,,, = 0, por lo
n Iz I )
que Unicamente se considera las componentes espaciales K;; y aunque no es obvio, K, es un tensor

simétrico. De su definicién es posible mostrar que la curvatura extrinseca es la derivada de Lie de la



1.1. INTRODUCCION

métrica espacial a lo largo del vector normal,

1

K,uy = _iﬁﬁfﬁwa

entonces, si utilizamos las propiedades de la derivada de Lie se obtiene
Oyyij = =205 + Difj + Db, (1.1.8)

donde D; es la derivada covariante asociada a la métrica -;;.

Resta escribir a las ecuaciones de Einstein en términos de tensores espaciales y sus derivadas
temporales, esto se realiza utilizando las ecuaciones de Gauss-Codazzi que proyecta el tensor de
Riemann de cuatro dimensiones a las hipersuperficies espaciales

PYPEPYPY Ryne =) Rapu + KopKpy — Kaw Ky, (1.1.9)

y la proyeccion de la contraccion del vector normal con el tensor de Riemann estd dada por las
ecuaciones de Codazzi-Mainardi

P)P5Pyn" Rsuay = DKoy — DaKp . (1.1.10)
Empleadas en el tensor de Einstein G, se obtienen dos identidades
2Ga5n°n” =0 R+ K? — K, K" | (1.1.11)

Gogrgn® =) VK, —®) VK . (1.1.12)

y una identidad para el escalar de Ricci

DR =CIR — K? 4 K Koy — 20V, (n? Ogne - ne Ovgn) (1.1.13)

Al utilizar (1.1.11]) y (1.1.12)) en las ecuaciones de Einstein resultan en la constriccién hamiltoniana

1
i o= L (9R 4+ K~ K K™ —8mp =0, (1.1.14)
y la de momentos
M® := D, (K — y**K) — 87, (1.1.15)
con
p =0Ty,  ji=—P*n'T,,, (1.1.16)

con p la densidad de energia local y j' la densidad de momentos ambos medidos por observadores
Eulerianos. Reciben el nombre de constriccion porque no involucran derivadas en el tiempo y ademas
son independientes de la elecciéon de norma « y B° por lo que se deben de cumplir sobre cada
hipersuperficie. Notemos que las constricciones son cuatro de las diez ecuaciones de campo de
Einstein, por lo que el resto deben ser las ecuaciones dindmicas.
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1.2. Ecuaciones ADM

Utilizando las relaciones de Gauzz-Codazzi y Codazzi-Mainardi, obtenemos las ecuaciones de

evolucién de la curvatura extrinseca que suman las seis restantes

atKij = ﬁ’“@kKZ] + K]majﬁk + Kk](?z,@k — DiDjOz (1.2.1)
+ « (B)le + KKU — QJ(Z'],C[(;C + 4o [%J-(S — ,O) — 2Sij] R

donde S, = PI?PVB T,p es el tensor de energia-momento medido por los observadores eulerianos
(S :=S5.). A esta expresién se le conoce como ecuaciones ADM (por Arnowitt, Desser y Missner).
Si bien, esta no es la forma original con que la presentaron, la expresién (1.2.1)) se debe a York [12]
y se denominan como las ecuaciones ADM estandar o formulacion ADM a la York.

Las diferencias principales entre ambas formas se debe a que en la formulacién ADM las variables
son la métrica ~;; y su canénica conjugada m;;, el cual parecerfa un cambio menor pero la ecuacién

que se obtiene para la evolucién de Kj;; es

8tKi' — £5KZ = —DZ'DJ‘CK + o |:(3)R7«J + KKZ] — 21"(2161:(]’C (122)
i s
+ dmafy (S - p) — 255 - g” H

notemos que la diferencia es un miiltiplo de la constriccién hamiltoniana, ademds la versiéon de ADM
se obtiene a partir del tensor de Einstein G, y la versién de York en términos del tensor de Ricci R,
Si bien ambas ecuaciones describen el mismo fenémeno fisico, mateméticamente no son equivalentes
debido a que el espacio fase de soluciones es distinto y solo son equivalentes en una seccién del
mismo, por otro lado, al realizar simulaciones numéricas debido al error introducido, el que una
solucién sea estable ante las perturbaciones o no es crucial puesto que ambos esquemas son iguales
solo si la solucién es exacta. Otro punto importante es que ambas formas no son matematicamente
equivalentes en el concepto de hiperbolicidad de las ecuaciones diferenciales [13]. Si inicialmente se
violan las constricciones hamiltoniana y de momentos, en la formulaciéon de York se propagan a la

velocidad (coordenada) de la luz, mientras que en la original de ADM éstas se acumulan y crecen.

1.3. Formulacion BSSN

En la seccion anterior se obtuvo diferentes formulaciones validas al agregar multiplos de las
constricciones, sin embargo ninguna de las formulaciones anteriores es lo suficientemente robusta
(fuertemente hiperbdlica |14]) para ser usada en la practica. Otro punto a considerar es que el
modelo de York no es un problema bien puesto en el sentido de que la norma de la solucién no

permanece acotada por la norma de la condicién inicial

lu(t, )|l < ke u(0, )], (1.3.1)
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donde k y o son constantes independientes de las condiciones iniciales.

En 1987 Oohara, Nakamura y Shibata presentaron una reformulacién de las ecuaciones ADM
usando una descomposicién conforme, mostrando que la estabilidad era mejor comparada a las
ecuaciones ADM originales [15]. Trabajos posteriores de Baumgarte y Shapiro [16] mostraron que la
descomposicién conforme tenia una estabilidad superior en casos de prueba, como consecuencia la
formulacién gané popularidad y actualmente usada en la mayorfa de cédigos de relatividad numérica.

La formulacién méas comin actualmente es basada en los trabajos de Shibata, Nakamura,
Baumgarte y Shapiro es conocida como Formulacion BSSN. En ella se introduce un factor conforme

Fij = e 5, (1.3.2)

en el que el factor ¢ se elige tal que el determinante de la métrica conforme 7;; sea igual a uno

1
¢ = ﬁlnv, (1.3.3)

con v el determinante de la métrica fisica +;;. La ecuacién de evolucién para ¢ se obtiene a partir

de (TI3)
1

d
= oK
priaaiar

donde se ha definido d/dt := 0, — L iy usado el hecho de que ¢ es una densidad tensorial de peso
1/6 E Adicionalmente se definen el tensor de curvatura extrinseca conforme sin traza como una

variable independiente

~ 1
Aij = 674(1) <K1] — 371]K> , (134)
y las funciones de conexion conforme
I o= 5,10, = —0;4" . (1.3.5)

En las nuevas variables {QS, Yij, K, Aij}, las ecuaciones de evolucion se obtienen usando las ecuaciones

ADM (LT5). (LZ1).

%%j = —2ad;;, (1.3.6)

%qﬁ — —%a[(, (1.3.7)

9 Ay = e {-DiDja+ Ry + dma (S — p) 2551} (13.8)
+ oKy - 24kA}) .

%K = —-D;Dia+a (A,»j[xif + ;,K?) +dra(p+ 9), (1.3.9)

'Recordemos que de forma general, la derivada de Lie de una densidad tensorial T’ con peso w estd dada por
LT = LT + wTo, B .
w=0



1.3. FORMULACION BSSN

donde T'F se refiere a la parte sin traza de la cantidad entre llaves y los indices de los tensores se
bajan y suben con la métrica conforme 7;; = e4¢fyij. Se debe de tener cuidado al calcular las derivadas
de Lie de las cantidades v, 7, flij puesto que son densidades tensoriales con peso 1/6,—2/3, —2/3
respectivamente.

Por tltimo las constricciones hamiltoniana (|1.1.14)) y de momentos ([1.1.15]) toman la forma

- .. 9
R=A;AY — gK2 + 16mp (1.3.10)

iy . . 9 . .
0; AU = T AF — 6479, + STIOK + 8met? (1.3.11)

Las funciones de conexién (1.3.5) permiten tener un mejor control sobre las condiciones de shift

(se vera en la siguiente seccién) y al ser introducidas como variables independientes, el tensor de

Ricci R;; se escribe como un operador laplaciano :ylmalamfyij y las segundas derivadas de la métrica
se escriben con las funciones de conexién I'. La ecuacion de evolucién para I

d

. . S - -~ o 2 . .
%rz — aﬂkajakﬁwgwajakﬁk — 24190+ 2a <F}kAJ’“ + 64904 — gwajff — 87er> . (1.3.12)

donde j* = e*?j. En resumen, el sistema BSSN queda conformado por las ecuaciones (1.3.7)), (1.3.8)), (1.3.9),
([3.9) y ([[3.12).

1.3.1. Formulacién BSSN generalizada

De la forma introducida, la formulacion BSSN no estd descrita en términos de cantidades
tensoriales haciendo dificil su uso en coordenadas curvilineas. La forma de generalizar la formulacién
consiste en introducir una métrica de fondo 7;; conocida a todo tiempo y fija. A partir de aqui se

usara T para denotar las variables conformes en lugar de T

Jij = e Py, (1.3.13)
1 .
¢ = zm0/7), (1.3.14)
N 1
Aij = 6_4¢ <K” — 3’)/in> 5 (1315)

y se pedird que 4(t = 0) =, con ¥ el determinante de la métrica plana. Al hacer este cambio se
sugiere dos tipos de evolucion para 4:

1. 044 = 0. Llamada la versién “Lagrangiana”, en esta eleccién el determinante se mantiene
constante a lo largo de lineas temporales.

2.0y - L E’y = 0. La versién “Euleriana”, 4 permanece constante a lo largo de los observadores
Eulerianos.
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Claramente estas dos elecciones coinciden cuando el vector de corrimiento es cero, pero en general

no lo son. La evolucién para 4 se describe mediante
85 = o (%@mﬁm) , (1.3.16)

con o = 0,1 para la versiéon Lagrangiana y Euleriana respectivamente. Con esto podemos encontrar

la evolucién para ¢

d 1 1 -
-0 = —= m m) 1.3.1
dt¢ 6aK+ 6UV B (1.3.17)

donde nuevamente d/dt = 9y — L 5 El resto de ecuaciones de evolucién se pueden encontrar de
forma similar y son derivadas en [17], por lo que solo me limitaré a mencionar la modificacién de
las funciones de conexion conforme. Usando la métrica de fondo definimos una nueva variable de

conexién
At: = ”AYUA;k = 44 (Fék - sz)
o o1 o
= —ViAY =330 (3/7) - (1.3.18)
que usamos para definir una constriccion
Ch =A"+ VY + i’y”aj In(4/%)=0. (1.3.19)
Usando las definiciones del tensor ’yz-j,flij, ¢, la traza de la curvatura K y el vector Ai, la constriccién
hamiltoniana y de momentos toman la forma
1 N a9
0=H = 3 (R — e 10V, C" — A AV 3K2) — 8mp, (1.3.20)
. L 9
0=M, = Vin] + 6Ai78j¢> — ga,K — 87mJ; - (1.3.21)

Por tdltimo, las ecuaciones de evolucién son

Say = —20dy - 203 Tn", (1.3.22)

L (1329
%AU = ¥ {aRZj -G V§3)Vja - 87ra5ij}TF

+a(KAy —24k4E) - 20 AyTnsm, (1.3.24)

%K = a (Aij/iij + ;K2> ~O Va4 4n(p+ 8), (1.3.25)

donde o = 0,1 si la evolucién es Lagrangiana o Euleriana respectivamente. La ecuacion de evolucién
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asociada a los vectores A’ es

A = ARV VB — 24700 — a2 — €)V; A7 + 20 ATF AL,

+ a§< A”@ o — g@”(‘) K — 874 ]m>
+ [V (VnB™) + 28087 | (1.3.26)

en el que se toma & > 1/2 para tener un sistema fuertemente hiperbdlico. En la practica se toma
& = 2, con esta condicién, todos los campos no asociados a la foliacion se propagan a lo largo de los
conos de luz.

1.4. Condiciones de norma

En la formulacion ADM o BSSN, se tienen cuatro grados de libertad que estan especificados por
la funcién de lapso a, llamada condicién de foliacién y la condicién de corrimiento descrita por S°.

La primera eleccién natural para ambos es elegir o« = 1 y 3* = 0, a esta eleccién se le denomina
foliacién Geodésica. Sin embargo, esta eleccién no provee de simulaciones estables en la mayoria
de los casos dado que los observadores siguen las coordenadas normales (se encuentran en caida
libre) y eventualmente pueden colisionar entre ellos ocasionando que el sistema de coordenadas no
se encuentre bien definido. Matematicamente esto se observa a partir de la definicién de la curvatura

extrinseca

Vit = —K, (1.4.1)

junto con el cambio del elemento de volumen asociado a los observadores Eulerianos

d,In~v'? = —aK + D;f’ (1.4.2)
y de las ecuaciones (|1.1.8)) y (1.2.1])
O K — /BZGZK =« [KUKZJ + 47r(p + S)] , (143)

para la foliacién geodésica, al ser el lado derecho de la ecuacién siempre positiva (si se satisface la

condicién de energia fuerte), implica que K serd una funcién creciente ocasionando que el elemento

volumen tienda a cero y por lo tanto que se desarrolle una patologia en el sistema coordenaddﬂ
Este hecho sugiere imponer que el elemento de volumen permanezca constante

K=9,K=0, (1.4.4)

con esta eleccion obtenemos la ecuacién para el lapso mazximal

D?a = [KijK"7 +4rm(p+ 9)] (1.4.5)

2Por ejemplo, en el espacio de Schwarzschild, el tiempo que le toma a una particula inicialmente en reposo llegar a
la singularidad partiendo del horizonte de eventos es t = wM. Si uno evoluciona numéricamente este espacio, es de
esperar que empleando la foliacién geodésica, el cddigo deje de funcionar en ese tiempo.
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que recibe su nombre debido a que la superficie con K = 0 es la superficie con mayor volumen
respecto a pequenas variaciones de la superficie espacialoide.

Una propiedad valiosa del lapso maximal es que las hipersuperficies espaciales no se acercan a
las singularidades fisicas, es decir, evitan las singularidades. Cerca de una singularidad, el volumen
tiende a cero (o diverge) pero al haber impuesto la condicién de que el volumen se mantenga
constante, el lapso « tiende a cero de forma exponencial 18], a este fenémeno se le denomina
colapso del lapso. Una desventaja de este comportamiento (del colapso del lapso) es que en las
regiones externas al horizonte de eventos del agujero negro, el tiempo sigue transcurriendo, pero en
las internas el tiempo se ha detenido de forma efectiva. Esto ocasiona que en las hipersuperficies
de tiempo constante ¥, la foliacién se distorsione ocasionando grandes gradientes (en inglés se
conoce como slice stretching), resultando en el colapso de la simulacién numérica. Otra desventaja
es referente al tiempo de cémputo. La ecuacién para el lapso maximal es una ecuacion diferencial
eliptica y en la préctica el tiempo de cémputo es alrededor del 90 % del total de la evolucién, esto
motivé a encontrar otras evoluciones para el lapso, encontrando el lapso 1 + log en el que el lapso
toma el valor a = 1 4 In~ y permitia simulaciones estables en la practica.

Esta condicién se puede obtener a partir de la solucién de Bona-Masso |19] que es una ecuacién
diferencial del tipo hiperbdlica para «

d

o= —?f(0)K (1.4.6)

con f(a) una funcién arbitraria positiva definida de a que garantiza que la velocidad de propagacién

vg = o/ fyH, (1.4.7)

sea positivo y el sistema de ecuaciones de evolucién fuertemente hiperbdlico. Dentro de las posibili-

de los campos de norma

dades para f dos elecciones son destacadas.

= f = 1. Llamada la condicién armdnica para el lapso y recibe este nombre por obtenerse
también a partir de la definiciéon de coordenadas armonicas

Oz% = ¢""'V,V,2% =0. (1.4.8)
y simplificar la parte temporal de I'* = +**T"}, .

» f=N/a, con N una constante. La eleccién de N = 2 provee la foliacién 1 + log en el caso de
tener 3* = 0. Empiricamente se ha observado ser muy robusta en espaciotiempos con fuerte
interaccién gravitacional [20], [21].

La importancia de la eleccién del lapso 1 + log es que ademads de evitar la singularidad [22], el
tiempo de computo es menor pues se puede mostrar que sigue una ecuacién de tipo onda o es una
condicién algebréica en el caso de vector de corrimiento nulo.

Por 1ltimo resta especificar el vector de corrimiento 8°. Una eleccién natural resulta 8 = 0 pero

esta eleccién no siempre es la adecuada, por ejemplo, en simulaciones de agujeros negros, el horizonte
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crecerd rapidamente pues los observadores se encuentran en caida y eventualmente abarcard el
dominio computacional.

Una condicién empirica se conoce como Gamma Driver y fue propuesta por Alcubierre [20]
7B = 201" — 1o (1.4.9)

donde ¢y es un pardmetro de propagacion de los modos longitudinales del shift y n agrega términos
de disipacién para evitar oscilaciones grandes. Tipicamente co = 3/4 y n = 2/Mapy pues tiene
dimensiones del inverso de longitud y debe ser reescalado con la masa ADM del espaciotiempo.

1.5. Condiciones de frontera

Generalmente los fenémenos en gravitacién tienen condiciones de frontera asintéticas y a no
ser que se use una transformacién especial para reducir el dominio infinito a uno finito, debemos
introducir fronteras artificiales.

Para los sistemas aislados se propone que en las fronteras la condicién sea de tipo Robin en el

que la informacién que llega generalmente se comporta como una onda esférica saliente

f=fo+h(r—ot)/r (1.5.1)

y la condicién de frontera se impone como

Ouf +v0nf +v(f — fo)/r =0 (1.5.2)

donde v es la velocidad asociada a la onda. A esta condicién recibe el nombre de condicidn de frontera
radiante o de Sommerfeld. En la practica este tipo de condiciones introducen reflexiones espurias
dentro del dominio por no satisfacer las ecuaciones fisicas de forma exacta. El error introducido
es minimizado alejando las fronterasE] y al ser espacios asintoticamente planos la velocidad de la
onda se toma como la velocidad de la luz v = ¢ = 1 para la mayoria de los campos, sin embargo,
los campos de norma pueden ser hiperluminicos, por ejemplo, en la eleccién para el lapso del tipo
Bona-Masso, se toma v = +/f.

1.6. Datos iniciales tipo Brill-Lindquist

En la descomposicion 3+ 1 se obtienen seis ecuaciones dindmicas de la geometria del espaciotiempo
y cuatro constricciones que deben cumplirse durante la evolucién. Las constricciones hamiltoniana y
de momentos nos obligan a proporcionar datos iniciales para {;;, K;;} que cumplan estas relaciones
pues deben ser soluciones de las ecuaciones de Einstein. En general las constricciones son ecuaciones
diferenciales elipticas acopladas por lo que resolver el sistema completo es complicado. Algunas

3Para dar un criterio de la distancia en que se deben de colocar las fronteras se utiliza la masa ADM del sistema, se
considera que estd suficientemente alejada la frontera si se encuentra alrededor de r ~ 50M 4 par, aunque con técnicas
de mallas adaptativas se pueden situar hasta 100Mapas sin requerir de grandes costos de memoria de cémputo.

10
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soluciones analiticas son conocidas ya que se derivan de las ecuaciones de Einstein y tinicamente nos
serviran para comprobar la validez del cédigo.
La forma mads comin de encontrar datos iniciales es el procedimiento de Yorck-Lichnerowicz, en

el que la métrica fisica estd asociada de manera conforme a una conocida
= U (1.6.1)
Yig = Y Yij » .0.

con esto, la constriccién hamiltoniana se reescribe como una ecuacién eliptica no lineal
A2 P 5 i 2.0 5
8Dy — Ry +° | Aj; AY — §K + 167¢°p =0, (1.6.2)

donde A;; es el tensor de curvatura extrinseca sin traza. Por otro lado, la constriccién de momentos
toma la forma )
D;AY — gD’K —87j*=0. (1.6.3)

Existen procedimientos para resolver pero en este trabajo nos limitaremos a espacios en el que
la constriccién se resuelva de la forma mas simple posible por ejemplo en espacios momentaneamente
en reposo o espacios con simetria temporal.

En el caso de tener simetria temporal se tiene K;; = 0 y que el dato inicial se de en un instante
momentaneamente en reposo, la constriccion de momentos automaéaticamente se satisfacen. La
constriccién hamiltoniana es la Uinica ecuacién a resolver, en el vacio p = 0 y suponiendo que la
métrica 7;; es conformemente plana R =0, la constriccién hamiltoniana se simplifica sustancialmente
a

D20t =0. (1.6.4)

plano

Una solucién no trivial a (1.6.4) y que representa a N agujeros negros momentaneamente en reposo

de masa m; y localizados en 7; es
N
m;
-1 § 1.6.5

a esta ecuacién se le conoce como datos iniciales de Brill-Lindsquist y la masa ADM del espacio es
la suma individual de las masas

7

1.7. Agujeros negros

Formalmente un agujero negro se define en una regién de un espacio tiempo asintéticamente
plano como el conjunto de puntos en los que ninguna geodésica con direcciéon al futuro puede
alcanzar al futuro infinito nulo (J1). A la frontera de un agujero negro se le llama horizonte de
eventos (HE), es decir, un horizonte de eventos es la frontera entre las geodésicas que pueden viajar
a infinito y aquellas que no. Nada puede escapar de un agujero negro, ni siquiera la luz. Dentro de
un agujero negro se forma una singularidad y si la conjetura de censura cosmica débil se satisface,

la singularidad en el interior de un agujero negro estd encubierta por su horizonte de eventos, esto

11
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implica que la regién dentro del horizonte estd causalmente desconectada del espacio exterior a él y
no puede influenciarla. Las ecuaciones de Einstein pueden describir el espacio exterior, pero no en
su interior dado que se presenta una singularidad en las ecuaciones.

1.7.1. Agujero negro de Schwarzschild

La primera solucién exacta a las ecuaciones de Einstein no trivial es la del agujero negro de
Schwarzschild. Esta solucién representa el campo gravitacional alrededor de un objeto esféricamente
simétrico.

2= —(1—2M/r)dt® + (1 —2M/r)"  dr? + r2dQ?, .
ds? 1—2M/r)dt2 + (1 —2M/r) "t dr? + r2d0> 1.7.1

donde usamos coordenadas esféricas (7,0, ¢) y dQ2? = df? + sin 02dp? es la diferencial del dngulo
sélido. Dentro de sus propiedades se encuentran que es asintéticamente plano y las singularidades
que aparecen en r = 0y r; = 2M conocido como el radio de Schwarzschild. Un hecho interesante de
las coordenadas anteriores es que en el dominio 0 < r < 2M las componentes g, y g intercambian
sus papeles (t se convierte en espacialoide y r en temporaloide). Regresando a las singularidades,
la singularidad en r = 0 no es nueva ya que incluso en la teoria newtoniana siempre se obtiene.
La pregunta ahora es si la divergencia en rs = 2M es fisica o solo una patologia debida a nuestra
elecciéon de coordenadas. Al calcular el tensor de Riemann podemos obtener una idea de lo que
pasa con las fuerzas de marea [13] las cuales son singulares para r = 0 como es de esperarse para
una particula puntual pero en ry = 2M no lo son EL Una forma de construir coordenadas regulares
en r, son las coordenadas de FEddington—Finkelstein en el que se reescribe usando una coordenada
nula. Otra forma son las coordenadas de Kruzkal-Szekeres |24,25] donde se puede apreciar que si
un objeto viaja de r > 2M a r < 2M siempre alcanzara la singularidad en r = 0 en algin punto
de su futuro y a esta regién es conocida como agujero negro. La superficie r = 2M que separa el
interior del agujero negro del exterior, es conocida como horizonte de eventos. El area del horizonte
Ap = 4mr? estd relacionada con su masa

M? = Ag /167 . (1.7.2)

En relatividad numérica, la forma que se emplea, es transformar a la métrica en una conforme-

mente plana a través del cambio de coordenadas

r=7(142M/i)?. (1.7.3)
Teniendo como resultado
1—-2M/7
2 _ 2 40352 | 2302
ds* = <1+2 /f> dt* +¢* (di* + 72dQ?) (1.7.4)

de donde podemos deducir que el factor conforme es

Y =1+ M/27, (1.7.5)

4Estos coeficientes son similares a los que resultan de calcular la fuerza de marea para una particula puntual en la
teorfa newtoniana [23]

12
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y el lapso
o 2F—M
2P+ M

Por ser la métrica conformemente plana (que es isotrépica )a 7 se le conoce como radio isotrépico.

o (1.7.6)

En estas coordenadas el horizonte de eventos se encuentra en 7 = M /2.

1.7.2. Agujeros negros estacionarios

La solucién mas general a un espaciotiempo estacionari(ﬂ es la métrica de Kerr-Newmann que
contiene tres parametros, la masa M, la carga ) y el momento angular J del agujero negro. Los casos
especiales son la métrica de Schwarzschild (Q = J = 0), la métrica de Kerr (Q = 0) y la métrica de
Reissner-Nordstrom (J = 0). Los agujeros negros de Schwarzschild y Kerr son soluciones de vacio,
pero en el caso de Reissner-Nordstrom, el tensor de energia momento adquiere una contribucién
debido a la presencia de los campos electromagnéticos. El elemento de linea en coordenadas de

Boyer-Lindquist (¢,7,6,¢) es

N P
) P
2 2\2 7A 24 29 2
N <(r + a?) : a®sin )sin29d902+2d7“2+,02d927 (1.7.7)
p
donde

A = 1’ +ad®+Q*—2Mr (L78)
0> = r’+a’cos’h, (1.7.9)
. nt (1.7.10)

son parametros libres. Para a = @) = 0, se tiene la métrica de Schwarzschild, para ) = 0, se obtiene
la métrica de Kerr y por ultimo a = 0, () # 0 corresponde a la métrica de Reissner-Nordstrom.
El correspondiente tensor de energia momento escrito como una 2—formaE| es [23]

F = Qp*(r*—a’cos®0)dr A [dt — asin® Odyp]
+2Qp *ar cosOsin0dO A [(r* + a*)dp — adt] . (1.7.11)

que puede ser obtenida al tomar la derivada exterior de la 1-forma

Qr(dt — asin® §dyp)
P> '

En el caso con a = 0, identificamos a ) como la carga total del agujero negro y el potencial se

A=— (1.7.12)

5Un espaciotiempo es estacionario si existe un grupo unipararhetrico de isometrias ¢: tal que sus curvas integrales
sean todas temporaloides, o de forma equivalente que posea un vector de Killing £ temporaloide.
Sdz® A de? = da® @ dzf — doe® ® dz®

13
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reduce

A, =—Q/r(1,0,0,0). (1.7.13)

Al ser la métrica asintéticamente plana, podemos identificar
Al = (¢,A") (1.7.14)

con ¢ el potencial escalar eléctrico y A’ el potencial vectorial magnético. De esta forma, obtenemos
que ¢ = Q/r, haciendo consistente que () sea la carga total del agujero negro, dado que un observador
lejano medird que la carga total es Q.
La métrica posee dos singularidades, cuando A = 0 y p? = 0. La singularidad asociada a
p = 0 es también una de curvatura, pero observemos que para tener esta condicién, necesariamente
0 =w/2y r =0. Usando la transformacién de coordenadas Boyer-Lindquist a cartesianas |26], y
reemplazando los valores para @ y r, se obtiene que la singularidad tiene la estructura de un anillo
situado sobre el plano zy. Por otro lado, la singularidad A = 0 es una singularidad coordenada y
corresponde a
re =Mt/ M?—-Q?%— a2, (1.7.15)

estas esferas representan horizontes de eventos y estdn condicionados a M? > Q2 + a2, que en los
casos especiales de Reissner-Nordstrém equivale a M > |Q| y para Kerr M > |a|. La relacién entre
el area del horizonte de eventos y la masa es

Ay = 4n(r3 +d?), (1.7.16)

esto implica que

Q2 2 52
M? = | M;,, , 1.7.1
< " 4M’7’7’ " 4Mz%"r ( ! 7)
donde
My = \/Ag /167, (1.7.18)

es la masa irreducible del agujero negro.

La singularidad coordenada puede ser removida de distintas formas, por ejemplo en coorden-
das Kerr-Schild, pero para nuestro proposito se utilizardn coordenadas cuasi-isotropicas. Para
introducirlas, cambiamos a una coordenada radial 7 [27]

r:f<1+M+ V222+Q2> (1+M_ a2+Q2> : (1.7.19)

2r

el horizonte exterior en estas coordenadas se encuentra en

M2 _ 42 _ N2
. 2(1 @ (1.7.20)

14
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en estas coordenadas, la métrica se expresa como

ds® = —A_C;SinQedt2 — 2asin? 6 (W) dtdy
+pt (di? + 72 (d6? + ysin® 0dy?)) | (1.7.21)
con
R (1.7.22)
Y = (r* + a2)2p—2 Aa?sin? 0 . (1.7.23)

la parte espacial queda determinada por las funciones v y x, mientras que los coeficientes gy, los

asociamos a funciones de norma

A

2

o? = : 1.7.24
p*X ( )

2 2 A
B, = —asin2«9T+Zz, (1.7.25)
2 2 A
ge = —SFL =2 (1.7.26)
pix

1.7.3. Evolucion de agujeros negros

Al ser los agujeros negros una solucién en vacio, es de gran interés el estudio de su evolucién, pues
son el resultado del colapso gravitacional de objetos compactos y se forman incluso en escenarios
donde los datos iniciales son regulares, tales como el colapso de una supernova y el choque de dos
estrellas de neutrones. Ademads al ser una solucién en vacio, su estudio es més sencillo, dado que no
se involucran ecuaciones para el estudio de la materia, que aunque nos proporcionan fenémenos
mas ricos para extraer informacién fisica, su estudio involucra conocer el comportamiento de las
distribuciones de materia. Histéricamente, en 1964 Hahn y Lindquist fueron los primeros en estudiar
la evolucién de agujeros negros sin mucho éxito [3], debido principalmente a que emplearon la
formulacién ADM de las ecuaciones de Einstein y usaron una foliacién geodésica, que como se ha
visto, en general no es adecuada para la evolucion de cualquier espaciotiempo.

Evolucionar agujeros negros requiere de poder lidiar con las singularidades de curvatura en su
interior. En axisimetria es suficiente con usar coordenadas que eviten la singularidad, pero para
tener simulaciones estables y de larga duracion, este tipo de enfoque puede desarrollar patologias en
las coordenadas. Dos métodos usados ampliamente por los grupos de relatividad numeérica consisten
en remover las singularidades (“excisién”) del interior del agujero negro y el método de mover las
puntura (“moving puncture”).

Ejemplos de coordenadas que evitan las singularidades son la foliacién maximal y 1+log. El lapso
maximal ha mostrado ser lo suficientemente robusto para evolucionar agujeros negros, sin embargo,
incluso en Schwarzschild tienden a generar grandes gradientes alrededor de las gargantas de los
agujeros negros [28] ocasionando que las simulaciones no sean estables para tiempos de simulacién

15
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largos. Por otro lado, la foliaciéon 1 + log ha mostrado ser también robusta en la simulacién de
agujeros negros y al ser una ecuacion del tipo hiperbdlica es mucho maés sencillo de resolver que
la foliaciéon maximal. Sin embargo, al usar 1 + log para punturas, la velocidad de propagacién
v = /25" /1? tiende a cero cuando v diverge. Como resultado, el lapso colapsa alrededor de la
garganta del agujero negro pero tendra un valor igual a uno en la puntura y en infinito. Debido a
esto, alrededor de la puntura se desarrollan grandes gradientes ocasionando que el cédigo colapse.
Una forma de arreglar esto, es considerar un lapso precolapsado a ¢ = 0, por ejemplo «(t = 0) =~ "
con n > 2, que tiene un valor y gradiente igual a cero en la puntura. Con n = 2 en r — o0, se
recupera el lapso para Schwarzschild en coordenadas isotropicas.

En lo que respecta a remover las singularidades, este procedimiento consiste en ignorar lo
que sucede al interior de un horizonte de eventos. Si la conjetura de censura césmica se satisface,
ningun tipo de informacién puede salir del horizonte de eventos, por lo tanto, es suficiente con
evolucionar el exterior al horizonte y remover de forma numérica su interior. Algunas de las primeras
implementaciones numéricas pueden ser consultadas en [21,29-32|. Es de destacar que Pretorius
empled esta forma de lidiar con singularidades junto con una evolucién en coordenadas harmonicas
generalizadas para resolver por primera vez la fusién de dos agujeros negros en érbita [33].

Por dltimo, en el método de evolucién de punturas, se tienen dos procedimientos, en el primero,
desarrollado por el grupo de Baker [34,135] el factor conforme ¢ = In) se evoluciona directamente,
incluyendo la singularidad que pudiera contener, por ejemplo en datos iniciales tipo Brill-Lindquist.
Por otro lado, Campanelli et al. [36] define una nueva funcién x

xi=¢p =1, (1.7.27)

cuya ecuacién de evolucién es
i 2 i
Oix = B'9ix = 3x (aK —0;8") . (1.7.28)

Notemos que si ¢ cerca de la puntura diverge como 1/7, x es O(r%). Ademés se debe asegurar que x
nunca sea cero dado que aparece en algunas cantidades como denominador, esto puede hacerse en la
préactica fijando un valor numérico muy pequenio. Tener esta ecuacion de evolucién no implica que las
punturas se muevan en la malla, para ello es necesario considerar condiciones de norma apropiadas.
Una eleccién que se ha mostrado lo suficientemente robusta es elegir un lapso del tipo 1 + log
precolapsado del tipo a(t =0) =1~", n > 2 y un vector de corrimiento del tipo Gamma-Driver.
Es precisamente la inclusién del vector de corrimiento lo que permite que la puntura se mueva.
Tipicamente, el vector de corrimiento se elige como cero inicialmente pero la eleccién de un vector
de corrimiento del tipo Gamma-Driver ocasiona que se generen componentes inmediatamente que
contrarrestan el estiramiento de la hipersuperficies e incluso, en agujeros negros en orbita, de forma
automatica adquiere componentes tangenciales que permiten que las punturas orbiten.
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1.8. DISIPACION ARTIFICIAL

1.8. Disipacion artificial

Sin importar el campo de estudio, al resolver ecuaciones diferenciales no lineales, se pueden
presentar algunas inestabilidades debido a los métodos numéricos empleados. Por ejemplo, en hidro-
dindmica se pueden formar ondas de choque, ocasionando que los métodos estandar de diferencias
finitas formen inestabilidades y se generen oscilaciones de alta frecuencia, este comportamiento es
conocido como fendmeno de Gibbs. Una forma de lidiar con esto es introducir de forma artificial un
término de disipacion. La forma estandar para agregar disipacién a un método de diferencias finitas
es conocida como disipacion de Kreiss-Oliger [37]. Suponiendo que el sistema se puede escribir como

u =+ At S(ul), (1.8.1)

con S un operador de diferencias finitas espacial. La modificacién que se realiza al esquema de
diferencias finitas es

utt =t 4+ AL S(un) — e% ()N A2V (un) (1.8.2)
€T

donde A2V es el operador de diferencias finitas centradas de orden 2N y € el pardmetro de disipacién.

En el limite continuo, el término de disipacién se anulan como Az?V—1

, por lo cual, para tener un
esquema consistente se debe pedir que 2N — 1 sea igual o mayor al orden de discretizacién. Para
un esquema a segundo y cuarto orden, el orden de disipacién debe ser de cuarto y sexto orden

respectivamente.

1.9. Tipos de singularidad

De las secciones anteriores, es evidente que la eleccion de norma toma un papel crucial al
momento de obtener simulaciones estables, por lo cual una propiedad deseada al momento de
evolucionar agujeros negros es la de evitar la singularidad fisica y ademas la de prevenir la formacion
de singularidades. El primer tipo de singularidad es la asociada a las coordenadas y son causadas
por el enfoque de las lineas normales a las hipersuperficies ¥; al momento de evolucionar el espacio
en situaciones donde la dindmica es muy fuerte. Bona et al. mostré [22] que la familia Bona-Masso
evita el enfoque de singularidades para algunas elecciones de f(«), complementando este
estudio, Alcubierre muestra [32] el tipo de comportamiento que debe seguir f(a) a medida que
« se aproxima a cero. Pero antes de presentar el resultado es necesario definir el orden de una

singularidad.
Se define un enfoque de singularidad como el lugar en el que el elemento de volumen '/ tiende
a cero a una tasa finita, ademas el orden de la singularidad es m si
Y (r =)™, (1.9.1)

con m una potencia constante positiva, 7 es el tiempo propio medido por los observadores Eulerianos

y Ts es el tiempo propio en el que ocurre la singularidad. Con esta definicién, el resultado de
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1.9. TIPOS DE SINGULARIDAD

Alcubierre asume que si f toma la forma f(a) = Aa™ para valores cercanos a cero de a, se tiene el
siguiente comportamiento

= Sin <0 se evita la singularidad de forma fuerte, es decir que en un tiempo finito coordenado
el lapso se detiene antes de alcanzar la singularidad.

= Sin =0y mA > 1, se evita la singularidad de forma marginal. En este caso el lapso y el
elemento de volumen se hacen cero en un tiempo infinito coordenado pero en un tiempo finito

coordenado se puede estar cerca de la singularidad.

= Para los dos casos n > 0 o n =0 con mA < 1 no se evita la singularidad atn cuando el lapso
colapse a cero.

Notemos que la eleccién de n = —1 representa a la foliacién 1 + log y por lo tanto, esta elecciéon
garantiza que se evita la singularidad fisica de forma fuerte.

El segundo tipo de singularidad es el asociado a la eleccién de la norma. A pesar de que la
eleccién de la familia Bona-Masso provee un sistema que es fuertemente hiperbdlico, se
pueden presentar singularidades en las soluciones que son patologias debida a la eleccién de la
norma [32,38-40]. Sin entrar en detalles, este tipo de singularidad se origina en lugares donde las
lineas caracteristicas asociadas a la propagacién de la norma se intersectan y estan asociados a
regiones en que las hipersuperficies espaciales dejan de ser suaves, por esta similitud a las ondas de
choque de hidrodinamica, se les llama choques de norma.

Es importante mencionar que a diferencia de las ondas de choque en hidrodindmica las cuales
pueden extender su evolucién por medio de constricciones fisicas (conocidas como condicién de
entropia), los choques de norma no deben ser extendidos dado que son una patologia del sistema
coordenado elegido y no se tiene una restriccion fisica para determinar su continuacion.

Alcubierre muestra que una condicion general para evitar choques de norma es elegir a f de la
forma [32]

1—f—af'/2=0, (1.9.2)

el cual es trivialmente integrado para f
fla)=1+r/a?, (1.9.3)

con k una constante. Notemos que la eleccién f = 1 (lapso arménico ) satisface la condicién pero
f=2/a (lapso 1 + log) no satisfacen la ecuacién . Si se toma una eleccién arbitraria para f,
en general no significa que se formara un choque de norma. Que un choque de norma se forme o no,
dependerd de las condiciones iniciales, aunque en principio, siempre se pueden formar. Otro punto
a considerar es que si k # 0, f ~ a2 para valores pequeios de o y se evitard de forma fuerte la
singularidad (como se vio en las singularidades coordenadas), sin embargo, el costo a pagar es que
a puede tomar valores negativosm y serd consistente si la evolucién converge.

"Un ejemplo de lapso negativo se obtiene si consideramos la extension maximal de Schwarzschild, en coordenadas
de Kruskal-Szekeres el lapso maximal es negativo en la regién exterior extendida de Schwarzschild |2§].
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Capitulo 2

El campo electromagnético en el

formalismo 341

En la seccién anterior se presentd la teoria sobre la colisién de dos agujeros negros neutros.
Un sistema ligeramente mas complicado y que podria tener una contraparte observacional, es la
colision de dos agujeros negros cargados. Un agujero negro cargado puede originarse de un agujero
negro inicialemente neutro que se encuentra inmerso en un campo magnético. El agujero negro
acretard carga hasta un valor de Q) = 2ByJ, donde By es la intensidad del campo magnético y J el
momento angular del agujero negro [41]. A pesar de que el valor de la carga es pequeno comparado
a la masa del agujero negro, en la colisién se generardn ondas electromagnéticas que transporten
parte de la energia inicial del sistema, las cuales posiblemente tendran un efecto sobre la senal de

ondas gravitacionales generada, distinguiéndola de la colisién de dos agujeros negros sin carga.

2.1. Ecuaciones de Maxwell en el formalismo 3+1

La descripcién realizada aqui estéd enteramente basada en [42]. Para realizar la descripcion, se

parte de las ecuaciones de Maxwell en su forma covariante

V., F" = —Arjl. (2.1.1)
V., F* = 0, (2.1.2)
donde
F. = 0,A,—0,A,, (2.1.3)
1
Frv— _iewaﬁFaﬁ, (2.1.4)

es el tensor de Faraday y su dual. e*?# es el tensor de Levi-Civita
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2.1. ECUACIONES DE MAXWELL EN EL FORMALISMO 3+1

+|g|*/? para permutaciones pares de 0,1,2,3

€apur = § —|g|"/?*para permutaciones impares de 0,1,2,3 (2.1.5)

0 si dos indices son iguales
Para descomponer las ecuaciones ([2.1.1)),(2.1.2)) en el lenguaje 3 + 1 se realizard un procedimiento

similar al realizado con las ecuaciones ADM. Para un tensor 2,0, se puede descomponer de la

siguiente forma

Hllb — (3)Hab+na (3)Hlb+ (3)H‘1Lnb+HLLnanb7 (216)
con
G gab .= pepbHed, (2.1.7)
G = —n.PbH, (2.1.8)
G gl = —p . PYHY, (2.1.9)
HY = naanab. (2.1.10)

En el caso particular del tensor de Faraday F*, por ser antisimétrico F++ = 0. El tensor de
Faraday, queda como
P = O pw g S ple @) prlpy (2.1.11)

Se define el campo eléctrico y magnético medidos por un observador Euleriano con 4-velocidad de la

siguiente forma

Bt = —n,Fvh= O pie (2.1.12)
Bt = —p, Pt = Gl (2.1.13)

Por la antisimetria del tensor de Faraday, estos vectores son ortogonales a ng: naF“ = noBY = 0; es
decir, son tangentes a la hipersuperficie 3 de ¢ constante. Empleando estas definiciones, reescribimos
el tensor de Faraday

FH = G pmv L ph g — BhpY (2.1.14)

De las ecuaciones (2.1.4), (2.1.11)) y (2.1.13), se puede mostrar que

1

BH = §nye”aﬁ“ G Fop (2.1.15)
e invirtiendo esta relacién
(3)FW ) B, , (2.1.16)
donde se define
B)eabh .= p,erob (2.1.17)

20



2.2. TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

Finalmente el tensor de Faraday y su dual pueden reescribirse como

FHrY = ptEY _pVEH + (S)EMljﬁBﬁ , (2118)
F*v  — nPBY — n?/ Bt — (3)6#1’535 ) (2.1.19)

Una vez obtenida la descomposicién del tensor de Faraday, se procede a calcular las proyecciones de

las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2]) sobre el vector normal n*

n, NV, F* = DyE" = AT pem (2.1.20)
n,V, F**" =D,B* = 0. (2.1.21)
con pem =-n, j” la densidad de carga medida por el observador Euleriano. Tomando la proyeccién
de (2.1.1) y (2.1.2)) sobre ¥;, obtenemos la evolucién de E* y B® respectivamente
dE’
- = (Dx aB)' +aKE' —4na ®ji (2.1.22)
dB’
el —(D x aBE)'+aKB", (2.1.23)

donde nuevamente d/dt = 0y — L 5 Y con 3) oy := Pij jem Una ecuacion adicional se obtiene de la
ecuacién que implica la conservacion de la 4-corriente

Vit =0, (2.1.24)

cuyo equivalente en la descomposicion 3 + 1 es

dpem
dt

= —D; (a ®) jgm) + 0K pem - (2.1.25)

2.2. Tensor de energia-momento del campo electromagnético

El tensor de energia-momento del campo electromagnético es

1 !
Tow = 4= [FMFV — 9w FaﬁFaﬁ] : (2.2.1)
Para reescribirlo en términos de los campos eléctrico y magnético, usamos la ecuacién (2.1.18))

FzF,» = —(E,E, + B,B,) + B*hy, + E*nyny, + 2E*B° ey, ,n, (2.2.2)

donde E? = ErE, y B? = B! B,,, esto también nos permite calcular cantidades independientes del
observador

F,F" = —2(E*-B?) , (2.2.3)
*F,F" = 4FE"B, . (2.2.4)
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2.3. EL SISTEMA EINSTEIN-MAXWELL

Finalmente, después de un poco de algebra, el tensor de energia-momento en el lenguaje 3+1 puede

ser reescrito como

Ty = Enyny +nydy + Juny + S, (2.2.5)
donde
E = nM'¥T,, = i(E2 + B?) (2.2.6)
: =5 , 2.
1
R A, O _ 3 A Do
Ju = =P T = ®e,ne EABY (2.2.7)
Sw = PP, T,
1
= g [hw(B*+ B%) = 2(BLE, + BuB,)] . (2.2.8)

€ es la densidad de energia del campo electromagnético medido por observadores Eulerianos, .J, el
vector de Poynting (la densidad de momento medida por observadores Eulerianos), S, es el tensor

de esfuerzos del campo electromagnético. Notemos que al ser nula la traza de 1}, £ = S.

2.3. El sistema Einstein-Maxwell

Para evolucionar el sistema se utilizaran las ecuaciones de Einstein en su versién 341, tomando
como fuente de energia unicamente al campo electromagnético E Siguiendo el orden en que se
introdujeron las ecuaciones ADM, se presentan primero las constricciones hamiltoniana y
de momento tomando como densidad a la densidad de energia y la densidad de momento
como el vector de Poynting

R+ K? — KK = 167€ (2.3.1)
DK — D'K = 8r.J" . (2.3.2)

La ecuacién de evolucién para la curvatura extrinseca (|1.2.1]) al tomar que p =& = S es

0iKi; = B OLKij + K0 " + Ki;0,8° — DiDja (2.3.3)
+ a| Ry + KKy - 2K, K| - 8nasi;,

Al tomar la traza y usar la constriccion hamiltoniana (2.3.1), obtenemos una ecuacién para la
evolucién de la traza de la métrica que sera 1util para obtener datos iniciales

WK + BloK + D?a — aK; ;K" = 8ra€ . (2.3.4)

Una vez obtenidas las ecuaciones relevantes, el procedimiento para evolucionar al sistema consiste

en elegir una norma para la evolucién de «, 3" y proporcionar datos iniciales para (X3¢, vi;, Kij;, E*, B)

que cumplan con las ecuaciones de constriccién ([2.3.1)), (2.3.2)), (2.1.20) y (2.1.21)). Posteriormente,
la evolucién en el tiempo de las variables v;;, K;j, E', B' estara dada por las ecuaciones (1.1.§),

!cuando dnicamente se considera las contribuciones del campo electromagnético, se suele referirse a un espaciotiempo

en electrovacio
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2.4. DATOS INICIALES PARA AGUJEROS NEGROS CARGADOS

(2.3.3) (2.1.22) y (2.1.23) respectivamente.
Hasta el momento, nunca se ha hecho referencia a los potenciales electromagnéticos ® y A’

que suelen usarse en la descripcion cléasica del electromagnetismo, y el motivo principal es que
introducen variables de norma que complican las ecuaciones de evoluciéon. Esto debido a que los
campos eléctricos y magnéticos se calculan mediante derivadas de ® y A?, teniendo como resultado
que las ecuaciones de evolucién para los campos electromagnéticos en términos de los potenciales
sean ecuaciones diferenciales de segundo orden en tiempo y espacio.

2.4. Datos iniciales para agujeros negros cargados

De forma similar al caso en vacio, la forma maés simple de construir datos iniciales es asumir
simetria temporal, para lo cual K;; = 0. Ademads se asumird que el campo magnético inicial es cero, de
tal forma que la constriccién de momentos es idénticamente cero. Con estas simplificaciones,
debemos resolver la constriccién y la constriccién hamiltoniana

D uE no= AT pem
GrR = 167€, (2.4.2)

donde la densidad de energia es simplemente

1
= F'E,. (2.4.3)

Al pedir que la métrica sea conformemente plana, la constricciéon hamiltoniana se convierte en una
ecuacion eliptica para el factor conforme

Yuv = w4'$/uu ) (244)
A 1
D% + Z¢5EME“ =0, (2.4.5)

con D? el operador laplaciano compatible con la metrica conforme. Para resolver la constriccién,
expresamos el operador de derivada covariante D,, (compatible con la métrica fisica) aplicada a un
vector puede reescribirse en términos de la derivada covariante D), que es compatible con la métrica

conforme como

~

D" = D" 4 6010, Inv . (2.4.6)

En particular, si hacemos un reescalamiento del vector vy por una potencia del factor conforme 1,
su derivada covariante esta dada por

Dy, (p"vt) = " [f),m# + (64 n) 0”9, Inep| . (2.4.7)
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2.4. DATOS INICIALES PARA AGUJEROS NEGROS CARGADOS

El operador de derivada covariante conforme D sugiere utilizar un reescalamiento del campo eléctrico
L=ySE, B = %E; . (2.4.8)

Podemos ademas, definir a una densidad de carga conforme
p=14%. (2.4.9)

Con estas definiciones, la ecuacion , se reescribe como
D, E* = 4ntpery . (2.4.10)

Obteniendo una ecuacién andloga a ([2.4.1)) pero ahora calculada con las variables conformes. Por

otro lado, la constriccion hamiltoniana utilizando las variables conformes toma la forma

1 )
D2¢+4¢3 B =0. (2.4.11)

Para resolver la ecuaciéon (2.4.11)), supondremos que la métrica de fondo es plana y se introduce un
potencial escalar tal que
E;i=—8p, (2.4.12)

de tal forma que se obtiene una ecuacion de Poisson para ¢
D?%p = 47 pem . (2.4.13)

Antes de proceder con la solucion de (2.4.13]), veamos un caso particular. Suponiendo que en el
origen r = 0 nos encontramos lejos de otras cargas, se cumple que p = 0 y tomando como referencia
al agujero negro de Reissner-Nordstrom, se obtiene

1/2
M\? @2
<1+2r> _47«2] , (2.4.14)

Notemos que el potencial ¢ representa el potencial eléctrico de una particula con carga @ en el

90:95 ’QD:

r

origen. Esto sugiere tomar como potencial a una funcién que represente a n cargas localizadas en 7;

en el espacio conformemente plano. El potencial se propone como

= Z = (2.4.15)

esta solucién tiene el comportamiento asintético de Reissner-Nordstrom alrededor de cada puntura.
Una primera solucién de la constriccion hamiltoniana (2.4.11]) se restringe a n agujeros negros con
el mismo cociente carga masa Q;/M; = 1/2k
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2.4. DATOS INICIALES PARA AGUJEROS NEGROS CARGADOS

2 2
2 - ~_ M )L Qi
#=(nta) i (Brta) @419

En el trabajo [43], generalizan esta construccién utilizando el resultado de Misner y Wheeler [44], en

el que establece que al tomar dos funciones harménicas arbitrarias C, D en un espacio conformemente

plano, las construcciones iniciales se satisfacen, resultando que el factor conforme y el campo eléctrico

estan dados por

v?*=CD, FE;=C8D— DjC . (2.4.17)

Una elecciéon particular de C'y D que representa n agujeros negros

C:1+ZM 1+ZM Qi (2.4.18)

2|7 — 7|’

en el que m, > |gn|. Si pedimos que @Q;/M; = 1/2k, tenemos

CD

M; + Q; M;-Q
<1+22|r—n|> <1+22|7‘—r]]|>
(M; + Qi) (M; — Qj)
1+Z’r_rz‘ Z - L _’J - J

Al Al 7|

M; QQ] 41{2*1)
1
+;]F— Z4|r—n||r—r]y

ey (S ) (S

7,0=1

2 2
M 1 (& Qi
1 T - = —_ 2.4.19
(*;w—m) 4(2\?—@!) ’ (2:4:19)

\7‘—7‘2|

donde en la ultima linea se ha usado que Q/M = 1/2k. Esto muestra que si la relacién carga-masa

es igual para todas las punturas, recuperamos la solucién (2.4.17)). Notemos que con esta eleccion, si

se toma n = 1, se obtiene la solucién de Reissner-Nordstrom en coordenadas isotrépicas. Un ultimo

detalle referente a esta solucion, es que la masa y carga asociada a cada puntura es

m; = M; +ZMM Q’QJ, (2.4.20)
2|7 — 75|
i#]
M;Q; — QiM;
;= . 2.4.21
qZ QZ +; 2|’I”Z _,r_]| ( )
i#]

pero la carga y masa total del sistema es Qo = ), Qi ¥ Mo = >, M;. En este caso, si la relacion

carga-masa es igual para todas las punturas, la carga efectiva de cada agujero negro es ¢;.
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Capitulo 3

Relatividad numeérica axisimeétrica

A pesar de contar con cédigos que evolucionan el espacio tridimensional, tales como el Einstein-
Toolkit [9], la reduccién del nimero de grados de libertad en escenarios axisimétricos ain permite el
estudio de sistemas de interés astrofisico, tales como la colisién de agujeros negros [45H49]; el colapso
de estrellas axisimétricas [50-52]; el estudio de particulas no colisionales en la estabilidad de cimulos
de estrellas [53]; el colapso de discos [54] y algunos que siguen abiertos [55], como el colapso de
ondas gravitacionales [56-61]. El estudio de los casos con simetria axial se habia postergado debido
a las condiciones de irregularidad en el eje de simetria y el desconocimiento sobre si el sistema
ADM era un problema bien puesto (en el sentido de ecuaciones diferenciales). Con el entendimiento
del procedimiento para la regularizacién de las ecuaciones y el desarrollo de formulaciones bien
puestas y fuertemente hiperbdlicas, los cdédigos axisimétricos se reconsideraron puesto que permite
evolucionar los sistemas mencionados con mayor resolucion dado que el niimero de variables de
evolucién se reduce y ademaés se tiene un menor costo de recursos de computo comparados a un
codigo tridimensional.

En este capitulo se presentara la aplicacién del formalismo desarrollado en los capitulos ante-
riores al sistema en simetria axial y las subrutinas que se han agregado al c6digo OllinAxis para

complementarlo.

3.1. Espacios axisimétricos

Por espacios axisimétricos consideraremos aquellos que tienen un vector de Killing E cuyas curvas
integrales son cerradas. Utilizando { para definir un sistema coordenado cuya tnica componente
es angular 5 = 0y. El requisito de simetria axial lo obtendremos al pedir que la derivada de Lie
de una funcién tensorial respecto de { sea cero, es decir que no dependan del angulo ¢. Si bien al
tener un espacio con simetrias reduce la complejidad de uno en tres dimensiones espaciales, es atn
mas complejo que los espacios con simetria esférica y no es trivial conocer el niimero de variables

dindmicas.
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3.1. ESPACIOS AXISIMETRICOS

La métrica para espacios axisimétricos utilizando coordenadas (p, z, ¢) puede escribirse como [62]

di* = Yppdp* + V22d2? + Ypuodp® + 2 (Vp2dpdz + Yppdpdp + s pdzdp)
= Adp® + Bdz* + p*Hdp* + 2 (pCdpdz + p*Crdpdyp + p*Cadzdyp) (3.1.1)

donde A, B, H,C, 4, son funciones de p y ¢, regulares cerca del origen y ademés pares ante la
inversién p — —p (esto quedard mas claro en la siguiente seccién). En simetria esférica siempre es
posible elegir una métrica diagonal pero en simetria axial generalmente no es posible. Por ejemplo,
en casos con momento angular se tiene el fenémeno de arrastre de las coordenadas, produciendo que
atin cuando 7,¢|t—0 = 0 esto no se mantendra pues las coordenadas p se enredaran entorno al eje z.
Otra posibilidad es que los ejes p y z no sean ortogonales y por lo tanto 7,. es distinto de cero. En
el caso sin momento angular los factores Cy y Cs son cero y se mantendran de esta forma si usamos
un vector de corrimiento tal que 8% = 0.
Asociada a la métrica inversa estara denotada por

. ga  pgc P9y
W=\|ric 98 9o |- (3.1.2)
pgc,  9c.  9u/p?

donde g son funciones pares cerca del eje y estan dadas por

ga = (BH —p*C3)/h, (3.1.3)

g8 = (AH —p'C})/h, (3.1.4)

g = (AB—p*C?)/h, (3.1.5)

gc = (p°C1Cy—CH)/h, (3.1.6)

gc, = (CCy—BCY)/h, (3.1.7)

go, = (p°CCL—ACy)/h, (3.1.8)

(3.1.9)

con h el determinante, que esta dado por

h = ABH + 2p*CC,Cy — p*AC; — p*HC? — p*BCY . (3.1.10)

En axisimetria, todos los tensores covariantes 1" toman la forma de la métrica, es decir a cada

entrada del tensor T se le puede asociar una potencia de p

Ta  plc p*Te,
Tij = plc Tp PQTCQ ) (3111)
p3TC1 p2TCQ P2TH

esta forma serd util mas adelante para regularizar expresiones en el eje.
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3.1. ESPACIOS AXISIMETRICOS

3.1.1. Regularizacién en el eje

Al utilizar un sistema de coordenadas que no se encuentra bien definido en p = 0, es de esperarse
que aparezcan patologias en las cantidades. Esto claramente es visible en los operadores derivada,
como el lapaciano, que tienen potencias de 1/p. Dichos factores analiticamente no deben causar
problemas porque el espaciotiempo es regular, sin embargo dentro de los cédigos numéricos, estos
factores no se cancelan de forma exacta obteniendo cantidades que tienden a infinito alrededor del
eje violando la fisica del problema. La forma de regularizar las expresiones para los cddigos numéricos
es quiza un tanto artificial pero asegura que las cantidades sean bien comportadas alrededor del eje,
proporcionandonos la evolucién correcta.

Para regularizar el espacio se sigue la idea de Rinne y Stewart [62]. El primer tipo de regularizacién
se aplica a la paridad de las componentes de la métrica. En axisimetria, la métrica en coordenadas
cilindricas (p, z, ¢) toma la forma

ds* = —(a—BiB") dt* +2(Bydp + Bodz + Bpdp) dt + gppdp® + g.2dz* + gppdp®
+2 (gp-dpdz + gppdpdp + g.odzde) | (3.1.12)

en el que la métrica debe permanecer invariante ante el cambio de coordenadas p — —p (una
reflexion por el eje de simetria), lo que implica que los componentes de la métrica g, que tienen
unicamente un indice igual a p debe ser de paridad impar y el resto de los coeficientes deben ser de
paridad par. De forma explicita se tiene

e
S

SN
D

e
S
AAA/\/\%\/-\/—\A/-\

s

S

)
n
n

= Qcpcp(—P) >
= —QPZ(_P) )
= —gpso(_P) )
= gzgo(_f’) .

D

S S
~— — Y N~ — ~— ~— ~—

I
N
ISy
ISy
|
S
~— ~—

Por lo tanto, las funciones A, B, H,C,C7 y C5 son funciones pares de p, y ademas los componentes
de la curvatura extrinseca deben heredar la paridad de los coeficientes de la métrica. Numéricamente
estas condiciones pueden implementarse usando una malla que desplace al origen por Ap/2 e
introduciendo un punto fantasma en p = —Ap/2, en el cual, los valores de la métrica seran la copia
del punto p = Ap/2.

El segundo tipo es referente a que el espacio debe ser localmente plano en p = 0, para ello se

considera la métrica en coordenadas cartesianas
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3.1. ESPACIOS AXISIMETRICOS

di? = gppda® + gyydy2 + g..dz? + 29ydxdy + 2g,.drdz + 2gy.dydz . (3.1.23)

La simetria axial requiere de que la métrica sea invariante ante la reflexién de los ejes x y y. Para
que el espacio sea localmente plano, la métrica debe ser suave, alrededor del eje (al menos de clase
C?), esto implica que

Goz ~ kp+ O@*+y%) ~k, +O(p?), (3.1.24)
Gyy ~ o+ O +47) ~ky +0(p?), (3.1.25)
Gex ~ ki +O@*+9?) ~k,+0(p?), (3.1.26)
9oy ~ Ofzy) ~O(p?), (3.1.27)
9oz ~ O(z) ~O(p), (3.1.28)
gy: ~ O(y) ~O(p), (3.1.29)

con k,,k. constantes. Entonces

9pp ™ kp+(’)(p2), (3.1.30)
gzz ~ k,+0(p%), (3.1.31)
960~ P (ko +0(p%) (3.1.32)
G ~ O, (3..33)
9o~ O0(p%), (3.1.34)
G ~ O (3.1.3)

El comportamiento de los coeficientes de la métrica alrededor del eje, justifica la forma tomada para
la métrica espacial . Con esta eleccion nos aseguramos que los coeficientes A, B, H, C, Cy, Cs
sean reguales en el eje de forma analitica, pues tienen factorizados la potencia correspondiente de p.
Maés atn, se puede usar una variable auxiliar

A= (A—-H)/p*. (3.1.36)

que es una funcién par en el eje y se comporta como O(p?), esta variable servird para imponer
numéricamente que las funciones se comporten de forma regular. Las cantidades que aparentemente
son irregulares en el eje son listadas por J. Torres en su tesis doctoral |10], que son R A, ]A%H,RC,]A%CI,
RCQ, R, @mfl;”, flm”A”mn, los cuales tienen combinaciones de A — H y Ay — AH, esto sugiere que

podemos también definir
Ay = (Ay— Ap)/p*, (3.1.37)

teniendo también el mismo comportamiento alrededor del eje que A. Esto introduce a A\ y Ay como

constricciones adicionales al sistema que en una evolucion libre se violan consistentemente con el
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3.2. SISTEMA BSSN EN SIMETRIA AXIAL

orden de discretizacion de la malla. Por completez se presentan las ecuaciones de evolucion asociadas
a Xy Ay [10]
d\ 3P 3P

H
— = 2\— + 2\ P42 — 2
- 20,0+ pap<p>+c

9,5°

o 2 A
+2pC10,5% — 204y = SOAVL BT, (3.138)

dA, B°

R R n P
A = 24, +24,0,8° + 24, ; g

Ay A

0,37
p
A 1
+2pAClapﬁ(’0 + pors (=DDya+ aRy — 87S))
—% (—D2a + aR — 877&5)
i 12 2 1 & om
ta (KAA - QAA) — S AVLET, (3.1.39)

donde se ha definido
Ty = (Tpp — T¢¢/P2)/P2 : (3.1.40)

para cualquier tensor 1" de rango 2.

3.2. Sistema BSSN en simetria axial

Al tnicamente diferir en un factor la métrica fisica y la conforme su comportamiento es similar

alrededor del eje, de esta forma podemos reescribir la métrica espacial como
di* = e* (Adp* + Bdz? + p* Hdy? + 2 (rCdpdz + p*Cidpdep + r*Cadzdyp)) (3.2.1)

Como es usual en la formulacion BSSN usaremos 4 para denotar los coeficientes de la métrica

conforme, es decir v;; = e4¢’yij. Los vectores A? de la formulacién BSSN son

~ 1 ~ ~

A" = —0,94 — pO.gc + pgx — 5 (gAc?ph + ngazh> ; (3.2.2)
~ 1 ~ ~

A* = —pdygc — 0.9 — 29c — 7 (pgcﬁph + ggazh) , (3.2.3)
~ 1 ~ ~

A¥ = _pang1 - 62902 —4g9m — % (ng1aph + 9028zh> 3 (324)

donde h es el cociente del determinante de la métrica conforme con la métrica plana

~

h =

|

= ABH +2p*CC,Cy — p*AC3 — p*HC? — p*BC%. (3.2.5)

o

2

La ecuacion para la evolucién del determinante de la métrica (|1.3.16)) en términos de h es

9 = (1—0)(2hV 8™, (3.2.6)
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3.2. SISTEMA BSSN EN SIMETRIA AXIAL

donde o = 1 para la evolucién Lagrangiana o ¢ = 0 para la FEuleriana. Por completez escribimos la

divergencia de ™
/B’I"

1om .
5870 (inh). (3.2.7)

ﬁmﬁm = amﬁm +

En las ecuaciones (1.3.22))-(1.3.25)), necesitamos calcular derivadas de Lie de los coeficientes de la
métrica y dado que son densidades tensoriales de peso w = 1 su derivada de Lie estéd dada por

2 2 m m
[,B'F = p—nym(iaj)ﬁ + MO F (3.2.8)

donde F representa a los factores A, B, H,C,C; y Cy de la métrica (3.1.1) y n = 0,1,2,3 es la
potencia de p que multiplica a cada factor correspondiente de la métrica (3.2.1]). La ecuacién para la
evolucién del factor conforme y la traza no se modifican por estar escrita en términos de escalares.

Para la parte sin traza de la curvatura extrinseca tenemos

7Ai]. = 4 (—DiDjOé + OZRZ'j - 87TS)

_ % (—D2a + aR — 877&5) ta (KA” o QA“CA;C)

2 . 4

Las expresiones para el laplaciano de lapso y su segunda derivada covariante son

D?a = % [gAaf,a +2pg9c0,0-a + gp0ia + g0,/ p — Ao
+  2(940,00,¢ + pgc0,a0.¢ + pgc0.00,¢ + gp0.a0. @) (3.2.10)

DiDja = 9;0j0 — I 0ma — 2[0;00;¢ + 000,00
_'A)'ij (gAapaap¢ + ngapaaz¢ + pgcazaap¢
+950.009)| . (3.2.11)

La ecuacion de evolucién para A’ es

%Ai — A, LB — 240 — a(2 — OV AT 4 20AMMAT

+ag <6Aimam¢ — %@fmamK — 8m4m jm)

+% [@i (@mﬁm) + 2Ai©mﬁm] , (3.2.12)
como se habia mencionado para la ecuacién , si se toma & > 1/2 el sistema es fuertemente

hiperbdlico y en el caso practico al tomar £ = 2, la evolucién se simplifica aiin méas al cancelar la

divergencia de la parte sin traza.
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3.3. CODIGO OLLINAXIS EN SIMETRIA AXIAL

3.3. Cbdigo OllinAxis en simetria axial

En esta seccion se describira brevemente el codigo OllinAxis y las subrutinas implementadas.
Las pruebas de convergencia para el extractor de ondas gravitacionales y el buscador de horizontes

se detallaran en sus capitulos correspondientes.

3.3.1. Cdbdigo para la evolucion

OllinAxis es un cédigo que permite integrar la formulacién BSSN como un problema de Cauchy
de valores iniciales. La primera versién del c6digo fue escrita en la formulaciéon Nagy-Ortiz-Reula
(NOR) por Milton Ruiz para su tesis doctoral [63]. Esta versién consideraba tinicamente el caso sin
momento angular y se introdujo la regularizacion en el eje, sin embargo en la practica el cédigo
presentaba inestabilidades. Posteriormente José Manuel Torres construyé un cédigo para resolver
la evolucion del sistema 3+1 en el formulacion BSSN adaptado a simetria axial para su tesis
doctoral [10]. El cédigo es estable y permite la evolucién de varios tipos de sistema tales como
un campo escalar o la colisién frontal de agujeros negros neutros o con carga. Como parte del
trabajo de maestria se propuso complementar el cédigo para incluir subrutinas de busqueda de
horizontes aparentes, la extracciéon de ondas gravitacionales y electromagnéticas y un resolvedor
de ecuaciones diferenciales parciales lineales elipticas. El cédigo fuente esta escrito en Fortran 90
con la adicion de scripts en Perl para generar de forma automatica rutinas para la evolucién de las
variables conformes al momento de compilar. El cédigo permite su ejecucién en clusters utilizando el
protocolo Message Passing Interface (MPI) realizando una distribucién de la malla numérica entre
el nimero de procesadores. Como se ha descrito en el proceso de regularizacién, la malla numérica
de (N,, N.) puntos en la direccién p, z respectivamente, tiene el origen (p, z) = (0,0) desplazado
(Ap/2,Az/2) para evitar calcular cantidades que pueden diverger en r = 0. La integracién numérica
se usa el método de lineas (MOL) con el integrador iterativo Crank-Nicholson (ICN) a segundo
orden o Runge-Kutta a cuarto orden y de forma auxiliar se introducen puntos fantasma (o ghost
zone) en las fronteras de cada malla asignada a cada procesador para el correcto intercambio de
informacién al momento de calcular las derivadas. En un esquema a segundo orden se necesitan
dos puntos fantasma y tres para uno a cuarto orden, figura En las subrutinas de busqueda de
horizontes, extraccién de ondas gravitacionales y el resolvedor eliptico, el procesador 0 (raiz) es el
encargado de recopilar la informacién que previamente es analizada por el resto de procesadores
para posteriormente realizar una tnica operacién en concreto. Por ejemplo, si se desea realizar
una integracién de una funciéon f sobre una esfera de radio r, el interpolador busca el procesador
que tenga el punto correspondiente, realiza la interpolacién y comunica el valor de la funcién al

procesador 0 que posteriormente realizara el calculo de la integral.

3.3.2. Resolvedor eliptico

El resolvedor de ecuaciones diferenciales parciales elipticas Azelisol fue escrito en c++ como
parte de su tesis para obtener el titulo de licenciado en fisica [64] y fue incorporado a las subrutinas
de Axelisol mediante una interfaz C++/ Fortran 90, el c6digo fuente puede consultarse en [65].
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 Procesador -
2.

- Procesador -
3.

ghostzone " 3-2
. ghostzone 2-3 ~ ~

. ghostzone 0-2- - - - | ghostzone. 1-3 -

ghostzone 2-0- - |- -|- /- - - ghostzone 3-1 -

. Procesador
A

- Procesador -

ghostzone' 1I-0
. ghostzone 0-1 . | | |

Figura 3.1: Esquema de la distribucién del dominio numérico realizada por el cédigo OllinAxis. La
figura muestra un dominio de 282 puntos en cada direccién con dos puntos para la zona fantasma

n —m, donde n es el procesador origen y m el procesador que sincroniza la informacién de los
puntos correspondientes.

Axelisol permite resolver ecuaciones en derivadas parciales lineales elipticas del tipo

0? 0? 0? d d
— —_— — pu— -.1
<a8p2+b8p8z+cﬁz2+d8p+e8z+s>u f, (3.3.1)

en un dominio cartesiano p, z utilizando diferencias finitas y pudiendo especificar el tipo condicién a
la frontera: Robin, Dirichlet o Neumann. El resultado es un sistema lineal de ecuaciones Au = f

que es del tipo sparseE] que es almacenada utilizando la estructura CSR para ahorrar recursos de

!Una matriz es del tipo sparse si sus elementos en su mayorfa son cero, de forma mds precisa se define el concepto
de esparcidad que es el nimero de elementos distintos de cero dividido entre el niimero total de elementos. Una matriz
es sparse si la esparcidad es mayor a 0.5.

33



3.3. CODIGO OLLINAXIS EN SIMETRIA AXIAL

memoria y paralelizada en OpenMP para un llenado més rapido. El sistema de ecuaciones lineales
es resuelto utilizando una factorizacién LU mediante el resolvedor PARDISO integrado con las
librerias matemaéticas de Intel. Ademads se implementan opciones que permiten reutilizar la estructura
de las matrices en cada paso de tiempo para resolver de forma maés eficiente el sistema. Si bien,
Axelisol resuelve un sistema matricial de ecuaciones, las entradas estan codificadas en arreglos de
una dimensién, por lo cual, la forma mas sencilla para agregar Axelisol a OllinAxis fue dedicar una
subrutina que recopilara la informacion de las mallas de OllinAxis y las transformara a arreglos de
una dimensién. La salida de datos de Axelisol es nuevamente en arreglos de una dimensién teniendo
que realizar el proceso inverso. Los pasos para convertir arreglos de 1D a 2D es ligeramente confuso
debido a que OllinAxis define el tamano de la malla en una direccién como el conjunto de puntos
del dominio fisico y no toma en cuenta los puntos fantasma. Por otro lado Axelisol define el tamano
de la malla como el nimero de puntos fantasma mas el nimero de puntos internos e incluye uno
para la frontera. Teniendo esto en cuenta se tiene la relacion para el nimero total de puntos Np en
una direccién de ambos c6digos Nroiinaz = N1 Azelisol — ghost + 1.

El uso de Axelisol serd principalmente para resolver la ecuacion para lapso maximal y obtener
datos iniciales para ondas de Brill (capitulo @ Por completez, para el lapso maximal los coeficientes

a,b,c,d,e, sy f para la ecuacién (3.3.1)) son

a = ga/y’ (3.3.2)
b = 2pgo/v (3.3.3)
c = gp/Y! (3.3.4)
d = (gu/p— A, +2940,phi + 2pgc0.¢) /1 (3.3.5)
e = (A +pgcded + gpo.0) /1" (3.3.6)
s = —KijK"7 = 47(pmat + Smat) » (3.3.7)

donde pmqt es la densidad de energia y Sp,q: el tensor de energia momento ambos medidos por
observadores Eulerianos.

3.3.3. Buscador de horizontes

La teorfa sobre el buscador de horizontes se abordara en el capitulo @ Por el momento se
describird brevemente la subrutina. El algoritmo para la bisqueda de horizontes aparentes requiere
evaluar cantidades en coordenadas esféricas (r,6) pero no se ha implementado en OllinAxis la
asignacion de memoria a arreglos en estas coordenadas, en su lugar se usan interpoladores para
obtener el valor de las cantidades requeridas tales como la métrica o la curvatura extrinseca en el
punto (r,0). Los interpoladores posibles a elegir son bilineal teniendo convergencia a segundo orden
o bictibico a tercer orden [66]. El nimero de puntos a integrar en 6 es igual al minimo de (N,, N;).
La busqueda del horizonte procede utilizando el método de disparo, un integrador de Runge-Kutta
a cuarto orden y un refinamiento por bisecciéon. Determinada la superficie, el drea y carga eléctrica
es calculada numéricamente a cuarto orden utilizando la regla de Simpson.
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3.3.4. Extractor de ondas gravitacionales y ondas electromagnéticas

La extraccién se realiza evaluando el escalar de Weyl W, y el escalar @5 sobre esferas de radio
constante. Para ello se usa el interpolador bilinear o bictibico (el la préctica se prefiere el interpolador
bilineal dado que es para el bicubico se requiere calcular derivadas de W4 y ®9 y éstas derivadas no
son necesarias para la evolucién del c6digo). La descomposicién multipolar es realizada utilizando el
moédulo harmonix.f90 que calcula los armoénicos con peso de espin s = —2, —1,0, 1, 2 y una integracién
a cuarto orden con la regla de Simpson pudiendo calcular los modos [ = 2,4, 6. La energia radiada
es calculada con un script de python nuevamente con un integrador de Runge-Kutta a cuarto orden.
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Capitulo 4

Horizontes aparentes en axisimetria

Formalmente un agujero negro se define en una regiéon de un espacio tiempo asintéticamente
plano, como el conjunto de puntos en los que ninguna geodésica con direccién al futuro puede
alcanzar al futuro infinito nulo (J 7). A la frontera de un agujero negro se le llama horizonte de
eventos (HE), es decir, un horizonte de eventos es la frontera entre aquellas geodésicas que pueden
viajar a infinito y aquellas que no. El horizonte de eventos es una hipersuperficie 2 + 1 formada por
aquellas geodésicas nulas salientes con direccién al futuro J que no pueden escapar y tampoco
caer al centro del agujero negro. Un horizonte de eventos es entonces una propiedad global del
espaciotiempo, y en una hipersuperficie espacialoide no esté definida de forma local en el tiempo,
por lo que es necesaria conocer la completa evoluciéon para determinar si existe o no un horizonte de
eventos.

Por otro lado, un horizonte aparente (HA) se define como una hipersuperficie espacialoide como
la superficie mas externa atrapada marginalmente, en otras palabras, el horizonte aparente es la
superficie tal que la expansion de geodésicas salientes es cero. A diferencia de los horizontes de
eventos, en la practica, la propiedad local de los horizontes aparentes nos permite localizarlos en
cada hipersuperficie durante la evolucién. Un resultado de Hawking y Ellis [67] garantiza que si se
cumple la conjetura de censura césmica y se satisface la condicién de energia nula, si existe un HA
entonces se tiene un HE en su exterior, que coincide con el HA si el espaciotiempo es estacionario.

4.1. Algoritmo de bisqueda

Existen diversos algoritmos de encontrar horizontes aparentes, algunos de ellos son:

= Algoritmos de minimizacién. Estos algoritmos buscan minimizar la integral del cuadrado
(norma r.m.s) de la expansién de geodésicas nulas H sobre superficies de prueba. En un
horizonte aparente la integral es nula, aunque numéricamente esto no sea de forma exacta por
lo que debe darse cierta tolerancia.

= Algoritmos de flujo. Consisten en proponer una superficie de prueba lo suficientemente
grande que cubra por completo al HA. Posteriormente se deja evolucionar con un tiempo

ficticio de tal forma que se encogerd a la superficie correcta.
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= EDP elipticas. En general la ecuacién que satisface un HA es una ecuacién en derivadas
parciales del tipo eliptica, por lo que encontrar la superficie se reduce a programar un cédigo
numérico que sea capza de resolver este tipo de ecuaciones. La desventaja es que el tipo de
ecuacién requiere de grandes tiempo de cémputo.

= Algoritmos espectrales de integral iterativa Consisten en desarrollar a la superficie en
una base de arménicos esféricos y usar la ortogonalidad para encontrar ecuaciones integrales

para los coeficientes. Los cuales se resolverdn de forma iterativa hasta obtener convergencia.

Thornburg discute algunos detalles de los métodos mencionados en [68]. Si bien cualquiera de
ellos podria ser til, en el presente caso, se usara la simetria axial del espacio para simplificar el
procedimiento.

En la descripciéon matematica se considera una hipersuperficie suave ¥ a un tiempo constante
y sea S una superficie embebida en ¥ con un vector normal s* apuntando al exterior, la métrica

inducida sobre la superficie S' es

huw = G +nyuny — 5,5, . (4.1.1)
La expansién de las geodésicas estd dada por el cambio del volumen en la direccion nula saliente l_:
[:=i+5. (4.1.2)
En esta direccién, el cambio del volumen esta dada por la derivada de Lie de la métrica inducida A,
H= —%h‘“’ﬁﬂzw , (4.1.3)

que en términos de cantidades 341 es [69)
H = D;s' + K;js's’ — K. (4.1.4)

El HA es la superficie mas exterior tal que H = 0 sobre toda S. Suponiendo que el horizonte es
parametrizado como la superficie de nivel de una funcién escalar F tal que F(x!) = 0, el vector
normal a la superficie es
: DF
= — (4.1.5)

VIDIFD;F|’

obteniendo que la expansién es

g D'FD'F D,D;F
H = (7” 7 > ( ] —Kg) =0. (4.1.6)

D™ FD,,F| |DIFD,F]|

Notemos que para tener una superficie maximal, basta con pedir que

Dps™ =0. (4.1.7)
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Asi si inicialmente K;; = 0, el horizonte aparente coincidira con la superfice maximal.

En el caso particular de simetria axial, para resolver se asume que el HA es una superficie
de revolucion alrededor del eje de simetria que puede ser parametrlzada en coordenadas esféricas
como

F(r,0) =r—R(0). (4.1.8)

La parametrizacion anterior nos limita a superficies del tipo strahlkorper o cuerpo de rayos, en
las que existe un punto en su interior tales que al trazar rayos, éstos la cruzan una tunica vez.
Esqueméticamente, buscamos una funcién R(#) tal que al evaluarla en la expansion resulte
nula.

La forma final de (4.1.6) asumiendo simetria axial es una ecuacién de segundo orden para R(6):

d®R -1

= 2 Z] i aJ k
62 ,yrr,)ﬁ& _ (,yra) ( 9'0 F)(F O+ UKz]) (419)

donde I‘k son los simbolos de Christoffel de la métrica espacial v;;, ademés

O, F = (1,—‘5:,0) . O'F =~"9,,F, (4.1.10)
Y 2
, dR dR
2 _ 9. [ nI- 06 [ “+t
u*=0;FO'F =~"" — 24" (d@) + v <d9> . (4.1.11)

Notemos que es una ecuacién diferencial de segundo orden para R(6), la cual puede ser
resuelta con métodos numéricos estandar, por ejemplo Runge-Kutta. Las condiciones de frontera
para resolver la ecuacién es que en los polos, la superficie debe ser suave, es decir R'(6) = 0 con
0 = 0, 7. Esta condicién de frontera puede reducirse a un dominio més pequenio en casos de simetria
ecuatorial, en cuyo caso podemos imponer la misma condicién de frontera en R'(7w/2) = 0.

Numéricamente se resuelve usando el método de disparo. Se propone un radio inicial rg
en =0 con R'(0) = O, se integra hasta 6 = 7 (o m/2 en el caso de simetria ecuatorial) y se verifica
la condicién R/(7) =0 (o R'(7/2) = 0) hasta cierta tolerancia numérica. Si la derivada es distinta
de cero se propone un radio inicial distinto y se repite el procedimiento.

Un detalle importante es que en los polos, el lado derecho de la ecuacién [4.1.9| estd indeterminado
al tener un término de la forma cot dR/df. El problema puede ser resuelto si se desarrolla en serie
de Taylor a R(f) en los polos. Por ejemplo, para 6 = 0 se tiene

R(0) = R(0) + %R”(O)HQ +e (4.1.12)

donde se ha omitido la primera derivada de R(6) por ser cero en los polos. Derivando esta expresién
y tomando el limite cuando 6§ — 0

hm cot 9% = R"(0), (4.1.13)
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Reemplazando (4.1.13) en (4.1.9)) se obtiene una ecuacién de la forma

d2R(0) d2R(0)

ez -’

— S(R(0), R'(0)) + £(0) (4.1.14)
donde S(R(0), R'(0)) son todos los términos de fuente del lado derecho de (4.1.9)) que involucran a
R y su primera derivada y f(0) un factor regular que multiplica a la segunda derivada de R. Por lo
tanto, para 6§ = 0 la ecuacion diferencial de segundo orden a resolver es

d’R(0) _ S(R(0), R'(0))

i et (4.1.15)

Una vez encontrado el horizonte, podemos calcular su drea que a su vez estd relacionada con su
masa irreducible ([1.7.18]). Calcular el area es tan simple como integrar el determinante de la métrica

inducida sobre la superficie (4.1.1])

21 T
Al :/ / Vhdf dy (4.1.16)
0 0

4.1.1. Pruebas numéricas en simetria esférica.

Como primer caso de prueba para el buscador de horizontes en el cédigo OllinAxis, se emplea la
solucién de bolsa de Fermi que es una solucion conocida en simetria esférica las cuales tienen una
superficie minima y méxima, cuyo exterior e interior son asintéticamente planos [70] y a t = 0, se
impone que la curvatura extrinseca sea K;; = 0. Este tipo de geometria no satisface la constriccion
hamiltoniana pero no es relevante dado que no se evolucionara el espaciotiempo. La métrica de la
geometria en coordenadas esféricas (r,0, ) es

di? =dr? +[r = Af(r)]?dQ® 0<Af <7, (4.1.17)

donde A es el pardametro de fuerza de la bolsa, dS2 es el elemento de angulo sélido y

1

) =1 (4.1.18)

A pesar de que f(r) no es regular en el origen, se pueden elegir los pardmetros o y ro de tal forma
que en r = 0, el valor de f sea muy pequenio. Al haber impuesto Kj;; = 0, buscamos una superficie
maximal y reemplazando esta condicién en (4.1.6)) equivale a pedir
dgoe
=7 —0. 4.1.19
I ( )

Esta ecuacién, puede resolverse de forma exacta para r, obteniendo

R —— éln [(00/2 1) £ (R202/4 — 20)/2] (4.1.20)
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Por lo tanto, el primer horizonte se encuentra en A = 4/0,r = ry. Dado que OllinAxis es un cédigo
en simetria axial, debemos realizar una transformacion de coordenadas esféricas a cilindricas. Al
hacer el cambio de coordenadas, las funciones A, B, C, H la métrica (3.1.1]) son

A = " + =, (4.1.21)
B = LU _rjf(r)y ’iz (4.1.22)

_ (= izf(T))Q , (4.1.23)
H — )\f(T)Z(2::4— Af(T')) , (4124)

donde r? = p? 4 22,

La ecuacion se resuelve con un método de Runge-Kutta a cuarto orden y como se ha
mencionado anteriormente, el cédigo OllinAxis solo almacena variables axiales por lo que es necesario
realizar una interpolacion para las variables pertinentes en coordenadas esféricas. En este caso, se
emplea una interpolacién bicibica [66] utilizando los arreglos axiales del cédigo OllinAxis.

Para las pruebas numéricas que se presentan a continuacién se eligié 1o = 2.5 y o = 1. Con un
parametro de discretizacion de Ay = 0.1, As = 0.05, Ag = 0.025E| y una malla cuadrada en (p, 2)
de 502,100% y 200 puntos respectivamente, Tabla Al emplearse una interpolacién bicubica
que converge a tercer orden, es de esperarse que el factor de convergencia sea aproximadamente 9.
Notemos que el factor de convergencia para A = 4 es de 4, indicando una convergencia a segundo
orden, mientras que para A > 4 se obtiene un factor ligeramente mayor a 16 obteniendo una
convergencia a cuarto orden. La convergencia para A = 4 posiblemente es arruinada por potencias
de 1/r, atin asf el orden de convergencia es aceptable y para los deméds casos es incluso mejor que el

esperado.

4.2. Horizontes aparentes de agujeros negros

4.2.1. Horizonte de Schwarzschild

Un problema ligeramente més complicado para probar el codigo es resolver el horizonte aparente
de Schwarzschild y por simplicidad se eligird que la masa del agujero negro sea M = 1. Para
ello supondremos por el momento que tenemos simetria ecuatorial y evolucionaremos usando una
foliacién del tipo 1 + log, con un esquema en diferencias finitas a cuarto orden. Para la simulacién
usamos A = 1/8 Ay = 1/16, A3 = 1/32 con una malla cuadrada en (p,z) de 642, 1282 y 2562
puntos respectivamente, con un parametro de Courant de 0.5 y evolucionado hasta ¢t = 10. La
evolucién del horizonte aparente R(6) se muestra en la figura

!A partir de ahora y para las subsecuentes pruebas numéricas, la resolucién de la malla se denotard con A e
implicard que A = Ap = Az, si los pardmetros de la malla no son iguales se realizard la aclaracién pertinente.
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A ‘RHA‘ Ra O'RX10_7‘ RAQ JR><10_8‘ RA3 aRx10_9‘A01/A02 Aog/Aog

4.00(2.500 | 2.503  7.371 2501 4.677 |2.500 @ 2.981 4.026 4.140
4.2512.995(2.995  5.170 |2.995  3.327 2995  2.116 16.260  17.058
4.5013.193(3.193  5.508 |3.193  3.558 |3.193  2.288 16.593  17.678
4.753.341 | 3.341 0.893 [3.341  3.888 |3.341 2.462 24.543  17.866

Tabla 4.1: Radio del horizonte aparente para la bolsa de Fermi con rg = 2.5 y ¢ = 1. La resolucién
inicial es A = 0.1 y se refina por un factor de dos en cada resolucién. El radio analitico es 74 y
los obtenidos de forma numeérica son ra;,7 = 1,2, 3. El radio reportado es el promedio del radio
en el intervalo [0,7/2] y contiene hasta tres cifras significativas después del punto decimal. La
incertidumbre es calculada como la desviacién estandar del conjunto de valores para r. La diferencia
entre los radios para un mismo valor de A y a distintas resoluciones es del orden de 107 (no
perceptible con las cifras significativas presentadas). Las tltimas dos columnas es el factor de
convergencia entre la solucion exacta y el resultado numérico.

At =0, se tienen coordenadas isotrépicas por lo que el horizonte debe encontrarse en Ryq = M /2.
Los radios encontrados para el dato inicial son ra, = 0.5008£2.42 x 1074, A, = 0.50001£7.54 x 1076
y 7a5 = 0.5000005 4= 1.05 x 1075, que tiene un factor de convergencia igual a 15.8 siendo consistente
con el orden de convergencia esperado. Para tiempos fijos, el radio permanece constante, indicando
que el horizonte evoluciona de forma esférica. Finalmente, en ¢ = 10, el radio ha crecido hasta un
valor aproximado de 1.5.

A pesar de que el radio del horizonte crece, el agujero negro de Schwarzschild es estacionario
por lo tanto, lo que se observa es un efecto debido a las coordenadas, esto es debido a que las
coordenadas estan ligadas a los observadores normales (Eulerianos) y estos se encuentran en caida
libre hacia el agujero negro. Una forma de ver que el horizonte en realidad no esta creciendo, es
calcular el drea del horizonte, que en Schwarzschild es

Apa = 4TR% (4.2.1)

donde Rg = Ryav? y ¢ = 1 + 2M/r. Para una masa M = 1, se tiene Ay = 167 ~ 50.265. La
figura muestra la evolucion del drea del horizonte, mostrando que permanece constante. El area
promedio durante la evolucion en las tres distintas resoluciones es Aa, = 50.2426235 = 0.0927208,
A, = 50.2662432 £ 0.0011805,AA, = 50.2656 == 9 x 10~?, resultando en un factor de convergencia
de 16.5 confirmando de nuevo que converge a cuarto orden.

Con el caso esférico en simetria ecuatorial cubierto, el siguiente caso es encontrar el horizonte
aparente en el intervalo [0, 7]. El cual sera relevante para encontrar el horizonte aparente de dos
agujeros negros en trayectoria de colision.

Para el rango completo, la ecuacién no parece tener ningin problema de estabilidad,
sin embargo, un detalle que no es mencionado en los libros de texto o articulos que describen el
procedimiento, es que al integrar en el rango completo [0, 7], para algunos valores iniciales ¢ del
método de disparo, R(f) no converge si § > 7/2, es decir, la ecuacién diferencial para el horizonte
aparente es inestable, por lo cual el método de disparo usado en el caso de simetria ecuatorial fallara.

Como ejemplo se muestra el caso del horizonte aparente de Schwarzschild con M = 1, figura [4.3
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Horizonte aparente
|
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Figura 4.1: Evolucién del horizonte aparente en Schwarzschild a cuarto orden usando una foliacién
1 + log con pardmetro de discretizacién Az = 1/25. Cada color representa el radio a un tiempo
constante y estd indicado en la barra derecha.
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Figura 4.2: El area de del horizonte aparente permanece constante durante la evolucion.

Para diferentes radios iniciales ry en el intervalo [0.25,1.0], los radios resueltos por el método de
disparo divergen antes de § = 7. La forma en que diverge es, si Ry es el radio del horizonte aparente
y 0 es el angulo en que diverge, al tomar como condicién inicial ro > Rg, R'(A) > 0y si 79 < Ry,
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Figura 4.3: Radios resueltos para la superficie del horizonte aparente encontrados con diferentes
radios iniciales cuando 6 toma los valores [0, 7] .

R'(0) < 0, figura Esta observacién sugiere buscar un cambio en el signo de R/(6) y realizar un

2.0

1.5}

1.0

0.5

o
=
> ol

Figura 4.4: Derivada del radio del horizonte aparente respecto al dngulo para distintas condiciones
iniciales en el caso de Schwarzschild.

método de biseccién para encontrar R'(f) tal que R'(7) = 0 con cierta tolerancia numérica.

Con esta correccion, se realizaron tres simulaciones para el agujero negro de Schwarzschild
con una foliacién del tipo 1 +1log y M = 1. Tomando A; = 0.125, Ay = 0.0625 y Az = 0.03125,
con mallas en (p, z) de (32,64), (64,128) y (256,512) puntos respectivamente, en un esquema de
diferencias finitas a cuarto orden y evolucionando hasta t = 10. El radio del horizonte aparente en
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t = 0 para las distintas resoluciones son Ra, = 0.5001013 £4 x 1074, R, =0.499995 +2.04 x 107y
Ra, = 0.4999998 £1.23 x 1079, con un factor de convergencia de 22.1.El 4rea del horizonte aparente
es Aa, = 50.2676 £ 1.25 x 1072, An, = 50.265556 + 6.17 x 1074 y Ax, = 50.265479 + 2.65 x 1077
con un factor de convergencia de 26.5. Ambos factores de convergencia nos indican una convergencia

ligeramente superior a cuarto orden, mostrando la utilidad de la modificacién al método de disparo.

4.2.2. Formacion de horizontes en la colision frontal de agujeros negros

Como primera aplicacién del encontrador de horizontes, se presenta la simulaciéon de la colision
frontal de agujeros negros sin espin en simetria axial usando datos iniciales del tipo Brill-Lindquist.
Los agujeros negros considerados son idénticos permitiendo realizar la simulacion en simetria
ecuatorial para reducir los costos de cémputo. Los datos iniciales son, la distancia al ecuador z
y la masa m de cada agujero negro, para el caso que se muestra, los pardmetros son zg = 5.0 y
m = 0.5. En términos de la masa total del sistema, los pardmetros son zp = 5/M y m = 0.5M. La
resolucién de la simulacién es A = M /20 y las fronteras se encuentran en 50//. Como condiciones
de norma se usé la evolucién del lapso del tipo 1 + log con un lapso precolapsado ?* y un shift del
tipo Gamma-Driver con un factor de disipacién de n = 2/M. La evolucién es realizada a cuarto
orden en tiempo y espacio utilizando un pardmetro de Courant—Friedrichs—Lewy (CFL) C' = 0.5.

Para encontrar los horizontes aparentes asociados a cada agujero negro, es necesario situar el
origen de las coordenadas esféricas en la posicién de los maximos del factor conforme ). Suponiendo
que el méximo se encuentra en un punto z’, la tinica variable a modificar es el 4ngulo polar 6, el

cual queda definido por

o
0 := arccos — , (4.2.2)
r

con r el radio coordenado medido desde z’. De esta forma si el méximo se encuentra en el origen
(p,z) = (0,0), el 4ngulo polar queda definido de la forma usual (apéndice [C]).

Inicialmente las punturas parten del reposo y se aceleran hasta colisionar en el centro de masa
del sistema. Durante su recorrido los horizontes se deforman, pasando de un horizonte inicialmente
esférico a uno prolato (achatado en el ecuador), figura . Al usar una escala de colores para
representar los horizontes a distintos tiempos, resalta que los horizontes permanecen cerca de la
distancia inicial hasta t ~ 28 para posteriormente acelerar la colisién, la cual ocurre en ¢ ~ 55. El
buscador de horizontes puede resolver el horizonte individual de los agujeros negros hasta t ~ 52,
pero a t ~ 46.5 se forma un horizonte comiin, figura [£.6] el cual crece hasta tornarse esférico. Al no
tener momento angular ni momento lineal se tiene como resultado un agujero negro de Schwarzschild

con masa m = 0.97, siendo evidencia de que se ha alcanzado un espaciotiempo estacionario, figura

47
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Horizontes individuales

<
)
|
i
Tiempo

1 2

Figura 4.5: Horizontes individuales de cada puntura. El buscador de horizontes puede resolver los
horizontes individuales desde la distancia inicial z = 5 hasta z ~ 1.3
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Figura 4.6: A ¢t ~ 46.5 se forma un horizonte comtn a los agujeros negros que encierra a los
individuales.

Horizonte comun
3 : : : . : 121.5

116.5
111.5
106.5
101.5
96.5
91.5
86.5
81.5
76.5
71.5
66.5
61.5
56.5

. . . . . 5L.5
S O E I I B 46.5

Tiempo

Figura 4.7: El horizonte comin crece hasta tornarse esférico. Evidencia de que se ha alcanzado un
estado estacionario.
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Capitulo 5

Extraccion de radiacion

Uno de los objetivos de emplear técnicas numéricas en relatividad es obtener las senales de
ondas gravitacionales generadas por eventos astrofisicos. Una forma de extraer la radiacién en las
simulaciones consiste en expresar los tensores relevantes en términos de escalares complejos de
Newmann-Penrose. Empleando este formalismo, la radiacién gravitacional estd codificada en el

escalar Wy y la radiacién electromagnética en ®s.

5.1. Extraccion de ondas gravitacionales

5.1.1. Ecuaciones linealizadas de Einstein

Las ondas gravitacionales son ondulaciones del espacio tiempo. Lejos de las fuentes que las

originan podemos considerar que el espacio es del tipo Minkowski mas una perturbacién
G = M + by + O(()?) s || < 1, (5.1.1)
los simbolos de Christoffel linealizados asociados a esta métrica, son
1
Ty = 5 (05t + Oably = "has ) (5.1.2)
Una vez calculados, el tensor de Ricci es
1
Ry, = 3 (Oa&,hlf“ + 0000, — 000%hy, — 8M81,h) ) (5.1.3)

donde
h:=hg =n""hyn. (5.1.4)

En la aproximacién lineal, el escalar de Ricci es la contraccién del tensor de Ricci con el tensor

contravariante de la métrica de Minkowski

R~n"R,, . (5.1.5)
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Finalmente, en su versién linealizada, las ecuaciones de Einstein son
O Oy + OOl = o Py = Dk = My (070 hoy — 0°Bah) = 167T,s, (5.1.6)

A pesar de simplificarse considerablemente, las ecuaciones de Einstein atin no sugieren un compo-
tambiento de tipo onda. Para convertir la ecuacién (5.1.6) a una del tipo onda, definimos el tensor

de traza inversa
_ 1 N
h;w = h,uu - inpuh,\ . (517)

con lo cual (5.1.6) se reduce a:
— 0“Oaliyy — N 0“0 hap + 400, hyye = 167 T . (5.1.8)

El lado izquierdo es el operador D’Alambertiano en el espacio plano, DEW = 80‘8aﬁuy que se puede
asociar a un operador para la ecuacién de onda. Los términos restantes pueden ser eliminados si
consideramos la libertad de norma asociada a cambios infinitesimales en las coordenadas: x# = x#+£&H,
con E un vector pequeno tal que |0,£#| < 1. Se tiene la transformacion

hyw = by — 20(,8,) - (5.1.9)
En la norma de Lorentz elegimos un vector { tal que sea la solucién de
0,0%¢% = 9,08 =0, (5.1.10)
por lo tanto, la aproximacién lineal en la norma de Lorentz, las ecuaciones de Einstein son
Ohyw = —167T),, . (5.1.11)

Notemos que es una ecuacién de onda para hy,. En el vacio T},, = 0, la solucién mas simple para

la ecuacion de onda (|5.1.11)) es

Ry = Aye™o™ (5.1.12)
donde A, es la amplitud de la onda y k% es el vector de onda. Como DHW = 0, inmediatamente se
obtiene que

kok® =0 (5.1.13)

es decir k% es un vector nulo y por lo tanto las ondas se propagan a la velocidad de la luz. Ademas,
en la norma de Lorentz, 9,h%? = 0 tenemos:

Akt =0, (5.1.14)

que significa que la amplitud es perpendicular a la direccién de propagacién, es decir son ondas
transversales que viajan en la geometria del espaciotiempo.

Un hecho falta por ser explotado y es reducir el nimero de grados de libertad. Hasta ahora
pareceria que son seis las componentes de las ondas gravitacionales, diez asociadas a la métrica por
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ser un tensor simétrico menos cuatro obtenidas por la eleccién de la norma de Lorentz. Es debida
a esta 1ultima que podemos sumar un vector a la amplitud A, tal que 0&“ = 0 y las ecuaciones
permanecen inalteradas. Dicho esto, elegimos £ tal que A, sea sin traza y ortogonal a un vector

arbitrario temporaloide u® unitario
A‘L =0, Auu”=0. (5.1.15)

Un tensor que cumpla con lo anterior se le llama tensor tranverso sin traza o TT (del inglés
transverse-traceless) por tener traza nula y ser ortogonal a su direccién de propagacién. Si tomamos
u® = (1,0,0,0) y la propagacién en direccién z entonces las componentes distintas de cero e

independientes son
A11 = —A22 = A+, A12 — A21 = AX ) (5116)

Por lo anterior, las ondas gravitacionales iinicamente tienen dos polarizaciones, las cuales llamaremos
+ vy X.

Si calculamos la 4-velocidad particulas de prueba bajo la influencia de una onda gravitacional se
obtiene que permanece constante, y esto da la impresién de que el efecto de las ondas gravitacionales
es meramente un efecto de norma y no fisico. Sin embargo, debemos recordar que se eligié la norma
TT en el que estamos en el sistema de referencia de las particulas y por lo tanto en este sistema la
velocidad propia debe permanecer constante. El efecto fisico que producen ambas polarizaciones se
calcula a partir de las fuerzas de marea. Si suponemos a una coleccién de particulas momentdneamente

en reposo separadas por el vector de posicion l_: la aceleracion relativa es
dij _ Lipr,
— = —h; 7. 5.1.17
dr ~ 27k ( )
Si a t =0, las particulas estaban en el plano xy en xg, vy, y una onda se propaga en direccion z, la

posicién relativa de las particulas es

ht
T =x0+ ?mo sin wt , (5.1.18)
ht
Y=Y~ 5 Yo sinwt , (5.1.19)
(5.1.20)
para polarizacion +. Para la polarizacién X se tiene
X
r=1x0+ — %o sinwt , (5.1.21)
X
Y =1yo+ TRL sinwt (5.1.22)
(5.1.23)

donde se ha elegido k£ = (w, 0,0, k). El efecto es més ilustrativo en una coleccién de particulas que
formen un anillo. En la polarizaciéon + las particulas son comprimidas y elongadas en la direccién

x,y mientras que en la polarizacion x, la compresion y elongacion se produce en las diagonales.
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5.1.2. El tensor de Weyl y el formalismo de Newmann-Penrose

El método que usaremos para la extracciéon de ondas gravitacionales estd basado en el tensor de
Weyl y su descomposicion en funciones escalares empleando el formalismo de Newmann-Penrose.

La curvatura de un espacio en n dimensiones estd codificada en las n?(n? — 1)/2 componentes
independientes del tensor de Riemann R,g,,,. Su contraccién, el tensor de Ricci tiene n(n + 1)/2
componentes independientes, esto motiva a definir al tensor de Riemman en términos de su parte
sin traza y el tensor de Ricci.

2 2
Ca,Buy = Ra/j,uu - m [ga[MRV]ﬁ - gﬁ[ﬂRV}a] + mga[ugy]ﬁR. (5124)

a Cqpu se le conoce como el tensor de Weyl. Notemos que en un espacio de cuatro dimensiones, el
tensor de Riemann tiene 20 componentes, 10 de ellas estan especificadas en su contraccién, el tensor
de Ricci. Las restantes estdn codificadas en su parte sin traza, el tensor de Weyl C,g,,,,. Notemos
que en vacio el tensor de Riemann y el de Weyl coinciden.

Usando al tensor de Weyl podemos construir su parte eléctrica y magnética

Eun = n"n"Cupu, (5.1.25)
By, = n®n’Cls,,, (5.1.26)

donde n® es un vector unitario temporaloide y C B €S el tensor dual de Weyl.

1

;ﬁ/u/ = 5004,3)\0'6)\0;1,1/7 (5127)

Y €apuv €s el tensor de Levi-Civita. Las simetrias del tensor de Weyl implican que E,,, y B, son
tensores simétricos, sin traza y espacialoides en el sentido de que

"B, =0, n"B,, =0. (5.1.28)

usando las ecuaciones de Gauss-Codazzi ((1.1.9) y Codazzi-Mainardi (1.1.10)) escribimos E,,, y By,
en el lenguaje 3+1 como

1
Eij = Rij+ KKy — Ky K" — 4w {Sij + §(4P - S)] ) (5.1.29)

Bij - 6?171 [DmKnj - 47r7jmjn] ) (5.1.30)

con €g,, = n%€qg- En el formalismo BSSN, podemos reescribirlas como

A D
Eij = (S)Rz‘j + et? (—AlmA;n + gKAZj + 9’}’in2> , (5131)
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5.1.3. Escalares de Weyl

En el formalismo de Newman-Penrose, las 10 componentes del tensor del Weyl se expresan
en cinco escalares complejos ¥, ¥, ..., ¥y. Los escalares son construidos a partir de una tétrada
compleja nula, para ello, es necesario reescribir la métrica en términos de un sistema ortonormal de

tétradas {é(a)} tales que
€(a) €0 = Na)(b) (5.1.33)

tal que 7(4)(p) son las componentes de la métrica de Minkoski. Utilizando al sistema de tétradas la

métrica se reescribe como

G = —€)uCow + e + e@uew T eueEw (5.1.34)

: 7
donde se elige a €0)

el vector radial unitario en coordenadas esféricas y (e’é),e’é)) son los vectores unitarios en las

= n* como el vector normal unitario a las hipersuperficies, e’é) = el como

direcciones angulares. En general eg y eg no son ortogonales por lo que debe emplearse el proceso
de ortogonalizacion de Gram-Schmidt para construir una base ortogonal. Con estas definiciones, la
tétrada nula se construye como

1
poo— o p
" = 5 (6(0) + 6(1)) , (5.1.35)
1
no._ B
o= (6(0) e(l)) , (5.1.36)
1 .
mt = 7 (e’é) + ze’é)) ; (5.1.37)
1
aH T
mt = 7 (6(2) 26(3)) : (5.1.38)

Estos vectores forman la tétrada y satisface que los unicos productos internos distintos de cero son
— 1Mk, = min, = 1. (5.1.39)

A partir de estas definiciones, los escalares de Weyl se definen como

Ty = Copul®mPlFm”, (5.1.40)
Uy = Copul®kP1rm” (5.1.41)
Uy = Copul®mPmlE”, (5.1.42)
U3 = Copul®kPmbE” (5.1.43)
Uy = Copuk®m Erm". (5.1.44)

(5.1.45)
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5.1. EXTRACCION DE ONDAS GRAVITACIONALES

En el lenguaje 341, definiendo el tensor Q);; := E;; — 1B;;, los escalares de Weyl son

Ty = Qyuym'm?, (5.1.46)
vy = —%Qijmief; , (5.1.47)
Uy = %Qije;{eﬂ , (5.1.48)
Uy = %Qijmiegl, (5.1.49)
Uy = Qium'm. (5.1.50)

Una propiedad importante de los escalares de Weyl se obtiene del teorema de Peeling, que nos
dice que asintéticamente se comportan como

; (5.1.51)

esta propiedad nos permitird comparar los resultados de la extracciéon de ondas gravitacionales de
dos observadores a distintos radios. Si éstos se encuentran en la regién asintéticamente plana, r¥?
deberdn obtener mediciones similares difiriendo inicamente en el tiempo de medicién pues la senal

de ondas gravitacionales se propagan a la velocidad de la luz.

5.1.4. Energia radiada por ondas gravitacionales

En relatividad general, generalmente no es posible definir de forma global el concepto de energia
.Si bien, se tiene la ley de conservacién para el tensor de energia-momento V,T*” = 0, esta
conservacién es unicamente a nivel local puesto que el tensor de energia-momento que representa a
la densidad de energia de la materia, no considera la energia asociada al campo gravitacional. Sin
embargo, en espacios asintéticamente planos, es posible definir el concepto de energia y para nuestro
interés se definira el flujo de energia emitido por ondas gravitacionales en la aproximacién de campo
débil.

El tensor de energia-momento asociado a las ondas gravitacionales, se deriva a partir de considerar
una métrica de fondo y una perturbacién a segundo orden

g = 99 + enlt) + 2h2). (5.1.52)

Desarrollando las ecuaciones de Einstein a segundo orden, se obtienen términos que son lineales
. 2 (o ., . 1

en la perturbacién a segundo orden hfw) y cuadraticos en la perturbacién a primer orden hfu,) . Al

tomar un promedio sobre distintas longitudes de onda, se obtiene el tensor de energia-momento de

Isaacson, que en la norma TT toma la forma

1

G _ af

T, = 3o <haﬂ\uh|y > ) (5.1.53)
donde |, es la derivada covariante respecto a la métrica gfg,). La energia radiada se calcula asumiendo

que la medicion se realiza muy lejos de la fuente que la origind, pudiendo tomar la métrica de fondo
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5.1. EXTRACCION DE ONDAS GRAVITACIONALES

como Minkowski. En coordenadas localmente planas la perturbacién toma la forma

Dy = ]«ﬁA,jV +h*AL,

(5.1.54)

donde A" son la amplitud de las dos polarizaciones y A4,,, son los tensores de polarizacién simétricos

que cumplen ((5.1.14)) y (5.1.15)). Tomando la base ortonormal (&, ég, €,), elegimos la normalizacién

tal que Agé = Ag@ = 1 y las componentes distintas de cero son

+ _ + _
Al =—aAl =1, (5.1.55)

X . oAxX
Afy=—A%=1. (5.1.56)
(5.1.57)

Usando lo anterior el tensor de Isaacson en coordenadas un sistema localmente cartesiano toma la

forma

1 _
G _
TUV = ﬁRe <8#H8VHS> 5 (5158)

donde H := h't —ih* y Re(z) es la parte real de z.
Asumiendo de nuevo que nos encontramos lejos de la fuente, en el vacio el tensor de Riemann y

Weyl coinciden y en la norma T'T para ondas que viajan en la direccién 7, los escalares de Weyl son

Uy =Wy =03 =0, (5.1.59)
. .

Wo = — (OPh" + 200, W+ O2h*) - %(&?hx + 20,0, 1% + 92, (5.1.60)
! :

Uy =~ (OPh" — 200,07 1) + i(afhx — 20,0,h + O2h). (5.1.61)

resulta que la cantidad H puede ser reescrita en términos del escalar de Weyl ¥,4. Para ondas
salientes h = h(t —r), Oth = —0rh.

Up=0y =Wy =V3=0, (5.1.62)
Uy =—ht+ih*=H. (5.1.63)

Por lo tanto

t t
H = —/ / Uy dt’dt. (5.1.64)

Para ondas entrantes 9;h = 0,h y el tnico escalar de Weyl distinto de cero es ¥y = —H. Es
importante notar que las expresiones anteriores solo son vélidas en un espacio plano al no haber una
forma tunica de elegir tétradas nulas. Sin embargo, en cualquier eleccién de tétradas éstas tienden
asintoticamente a las tétradas esféricas del espacio plano.

La componente 7% del tensor de energia momento representa el flujo de energia en la direccién
1, aplicando esto al tensor de energia-momento de las ondas gravitacionales, el flujo de energia en la

direcciéon r es
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5.2. EXTRACCION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS

dES, 0 1 _
ra HO"HY = —— HO.H) | 1.
TriA 16 Re (0"HO"H) 167rRe (6,HO H) (5.1.65)
con dA es el elemento de area ortogonal a la direccién radial. Para ondas salientes d;h = —0,-h
dEGd 12
ra H|?) . 1.
dtdA <| | > (5.1.66)

Por lo tanto, el flujo total de energia es

dEf,, _
—rad Uy dt’
dt T’—>oo 167T ?{ ’/ 4

5.2. Extraccion de ondas electromagnéticas

dQ (5.1.67)

Al igual que con el tensor de Weyl, en el formalismo de Newman-Penrose se definen escalares
complejos asociados a las ecuaciones de Maxwell |71], los cuales son

Oy = F,lrm", (5.2.1)
1

By = G Fu (MR +mim”) (5.2.2)

Oy = F,mk (5.2.3)

donde, k,l, m,m son las tétradas definidas en (5.1.35)),(5.1.36)), (5.1.37), (5.1.38). Los escalares @1 o

se comportan para ondas salientes como

1
B~ (i +iBy) (5.2.4)
®y ~ E;—iEy, (5.2.5)

cuyo comportamiento asintético [72] es ®g ~ 773, @1 ~ 1772 y &3 ~ 771, Un invariante asociado al
campo [26] estd dado por

1
Doy — 7 = 3 (B F" 4+ iF,, F*) . (5.2.6)

Un campo electromagnético es llamado nulo si el invariante anterior es cero, en otras palabras, si
F, F* =0y F,, F** = 0. Por otro lado, un vector nulo V# es una direccién principal si

FM[VVU}V“ =0. (5.2.7)

Si V# es cualquiera de las tétradas definidas, entonces esta codicion es equivalente a tener &y = 0.
Siguiendo la misma idea de la clasificacién de Petrov (apéndice [B]) para los escalares de Newman-
Penrose ¥y 1234 [72], un campo electromagnético nulo tiene una direccién principal de multiplicidad
dos y si estd alineado con la tétrada I*, el tensor de energia momento sera

1 _
Tphy = - P2®al"l”. (5.2.8)
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Por lo tanto el flujo de energia radiada en direccién 7 es

dEEM 1. -
rad — U — — Oydyltl" . 5.2.9
dtdA dr 22 (5:2.9)
Notemos que asintéticamente cuando r — oo, I# — 1 para u = t,r. Con esto, el flujo total de energia
radiada es Iy )
dErad . r 2
T Tlggo o / |Do]” dSY (5.2.10)

donde se ha tomado el limite de I*.

5.2.1. Estimacion clasica de la energia emitida

Antes de proceder con las colisiones en el marco de relatividad generl, es ilustrativo calcular la
energia emitida por el choque de particulas puntuales cargadas en un marco clasico para conocer las
diferencias, para ello consideremos particulas de carga ¢ = Q/2 y masa m = M /2 colocadas a una
distancia z = +d/2 del ecuador.

Para dos particulas cargadas con masa mj,meo, carga qi,qs v separadas una distancia r, la
energia potencial asociada al sistema es

V=

-G
mimsa 4 leQz 7
T T

(5.2.11)

con G la constante de gravitacion universal y k la constante de Coulomb las cuales para fines

practicos se tomaréan como G = k = 1. En el caso de interés se considera m; = mg = M/2 y

1 = g2 = Q/2. Para reducir el nimero de variables del sistema, se aprovecha la simetria ecuatorial

del problema, representando por z la distancia de una particula al eje ecuatorial (z = 0). Si las

particulas parten del reposo en z = d/2, empleando el teorema de conservacién de energia se tiene
M3k M3k

22 __
M2~ — v (5.2.12)

donde k := 1 — Q?/M?. La ecuacién de movimiento se obtiene al derivar respecto de ¢
P=-M— (5.2.13)

Para calcular la energia radiada, calculemos el desarrollo multipolar del campo eléctrico E enla
direccién 7 de la configuracion [73].

1+1)  Yi(0,6
Ef_47rz( )qlm lrz(+2 ), (5.2.14)

donde Y7, el arménico esférico de grado [ y orden m, q;,,, son los coeficientes del desarrollo multipolar

Qm = /Hm(Ql,wl)r/lpem(f/)dgf'. (5.2.15)
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5.2. EXTRACCION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS

La densidad de carga en términos de funciones delta de Dirac es

Pem(T) = % [0(x)d(y)o(d/2) +6(x)d(y)o(—d/2)] , (5.2.16)

empleando esto, los términos del campo eléctrico hasta el término cuadrupolar son
Y 97 Y-
E, = \/AEQ% + %Qaﬂ% o (5.2.17)

donde el termino asociado al dipolo es nulo debido a que g1 5, es idénticamente cero al tener simetria
ecuatorial. Notemos que el valor g ,,, = 0 es preservado durante toda la evolucién, siendo el término
cuadrupolar el inico que contribuye a la energia emitida por radiaciénlﬂ La potencia emitida por
esta contribucién es [74]

P S W= (1-3). (5218)
dt 360 ” JEM 192024 \z d

donde Qij,,, = [ p(Z) (Bzizj — 126;;) dPT es el tensor eléctrico cuadrupolar. La energfa total es la

integral en el tiempo de la ecuacién que puede realizarse en términos de z realizando el

cambio de variable dt = dz/Z y reemplazando Z por la ecuacién . Los limites de integracién

SEran Zmar = d/2 hasta zpin

(d — 22min)*/? (15d% + 24dzmin + 3222,

EEM )
rad _ I€5/2M3/2Q2 min
50400 (dzmin) ">

M

(5.2.19)

La expresion clasica para la radiacién gravitacional se puede obtener de forma similar, partiendo

de que la primera contribucion a la energia radiada gravitacional es la emitida por el término

dEg 1 o K3MP® (1 2
o 2% gm0 (57 a) (5.2.20)

donde Qjj, = f P (%) (Sxia:j — 7‘25ij) d3% es el tensor cuadrupolar asociado a la distribucién de

cuadrupolar

masa P!
pn(®) = o [8(2)5(3)5(d/2) + 3(@)o(y)o(~d/2)] - (5.2.21)

2
Al realizar la integral en el tiempo y hacer el cambio de variable dt = dz/Z se obtiene

EG

3/2
Sa _ 572772 (0= 22min) /2 (15d2 + 24dzmin + 322min)

12600 (dzpmin) ™2

(5.2.22)

que es similar a ((5.2.19) cambiando @ por M y un factor de 4. Claramente (5.2.19) y (5.2.22])
divergen si zy,, = 0, por lo cual es necesario dar un limite inferior distinto de cero. En |74} 75|

LAl tener dos cargas iguales se produce una desaceleracién de las cargas debida a la repulsién mutua, esta
desaceleracién produce radiacién Bremsstrahlung (o radiacién de frenado) pero por simplicidad se ignorard esta
contribucion.
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se propone que la distancia minima sea un miultiplo del radio de horizonte de eventos inicial

re = M(14\/K)/2, Zmin = Are. Ademds, el cociente de (5.2.19)) y (5.2.22)) es

Brad _ @ (5.2.2)
EG . 4AM?’ -
rad

si QQ < M la prediccion clésica de la energia radiada en forma de ondas electromagnéticas serd hasta

el 25% de la energia gravitacional emitida.

5.3. Descomposicién multipolar

En coordenadas esféricas (7,0, ), una funcién compleja f definida sobre la esfera S? cuyas
entradas corresponden a un tensor definido sobre la base ortonormal (é,, €y, é,) se dice que tiene
peso de espin s, si al rotar los vectores de la base angular (éy,é,) con un angulo 7, la funcién se
transforma como f — e~ *"f. Los arménicos esféricos con peso de espin fueron introducidos por
Newman y Penrose [76] para el estudio de radiacién gravitacional pero pueden ser empleadas para
el estudio de las ecuaciones de Maxwell o cualquier campo dindmico con peso de espin arbitrario.

Las funciones con peso de espin s pueden expresarse en una base ortonormal cuyos elementos

sY'™ (8, ) son los arménicos esféricos con peso de espin s.

FO.0) =3 fm (Y(0,) (5.3.1)

l,m

donde ,Y"™ (6, ¢) pueden expresarse en términos de las matrices de rotacién de Winger- dl

(0, ) = (1) (21; 1)”: medl . (0). (5.3.2)

y los coeficientes f“™ son calculados por
j{f )s Y0, ) dS2. (5.3.3)
Puede mostrarse que el escalar de Weyl ¥, y el escalar ®5 tienen peso de espin s = -2y s = —1

respectivamente, por lo tanto, se pueden descomponer como

Ua(t,0,¢) = Zzp’m (_QYhm(e,(p)). (5.3.4)

@2(t,0,0) = 3 ¢ (1) (V' 7(0,9)) - (5.3.5)

lym

Sustituyendo en la expresién para la energia ((5.1.67) y las propiedades de ortonormalidad de los

2definidas en mecénica cudntica como el elemento de matriz del operador de rotacién alrededor del eje §

l,s>

dﬁns(ﬁ) = <l,m ‘eiijyg
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armonicos esféricos con peso de espin [13], tenemos las expresiones para el flujo total de energia

emitida por ondas gravitacionales y ondas electromagnéticas

’ 2
dE'rcfzd 7“2 t lm
—rad — lim — M qt! 5.3.6
i =i g | [ vt (539)
dEr’E¢|lI¢/1V z Tz [.m |2
— = Jim > et (5.3.7)

,m

5.4. Ondas de Teukoslky

Ademas de las polarizaciones +,x, las ondas gravitacionales se pueden clasificar por su paridad
en su descomposicién por arménicos esféricos con peso de espin ;Y™ par (o polar) e impar (o
axial). Las ondas pares tienen paridad (—1)! ante la inversién espacial (6, ¢) — (1 — 0, +7) o

I+1

impar si transforman como (—1)""". Una solucién usada para probar cédigos de extraccién de

ondas gravitacionales es la solucién de Teukolsky [77]. Esta solucién esté construida para tener
unicamente el cuadropolo | = 2 que normalmente es el modo que posee la mayor parte de la energia,

aproximadamente el 95 % ﬂ La forma explicita en coordenadas esféricas (r, 0, @) para la métrica es

ds? = —dt* + (1 + Ay)dr? 4 (2B fre)rdrdf + (2B f.,)rsin @ drdp
+ (14 Cf) + AL ) 12d6? + [2(A = 20) fo, ] r* sin 6 dbdy

+ (14O + AFR) ?sin? 0dg? (5.4.1)

Los coeficientes A, B, C' son construidos a partir de

F@  3p)  3p
A = 3|5+t 5| (5.4.2)
F®  3rp@  grp) R
B = =gttt a5 (5.4.3)
1| FW  op®) 9op®@ o1p) 91F
¢ = Z T * r2 T r3 + rd + 75 ) (544)
F = Fi(t—r)+F(t+r), (5.4.5)
d"F(x) d"F ()
(n) .— B _1\n B
F : [ dr :||Cct—r+( 1) [ ar |a=t4r - (5.4.6)

Se ha elegido la dependencia F' = Fi(t — r) + Fa(t + r) porque representa a una superposiciéon de
funciones salientes y entrantes. Las funciones f;; dependen del pardmetro m = £2,41,0, pero en

3Para su generalizacién a otros multipolos véase 78]
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simetria axial, al no tener coeficientes que dependan de ¢ el inico modo distinto de cero es m = 0.

frr = 2—3sin?0, (5.4.7)
fro = —3sinfcosh, (5.4.8)
fro = 0, (5.4.9)
£l = 3sin?g, (5.4.10)
2 = -1, (5.4.11)
foo = 0, (5.4.12)
= =y, (5.4.13)
& = 3sin?0-1. (5.4.14)

Al realizar los calculos para las polarizaciones hy, hy se obtiene
Wt =Cfsg, B =-2Cfp,, (5.4.15)
por lo tanto el escalar de Weyl Wy es
Uy = —Cfho+2iC fo,, . (5.4.16)

Observemos que la tinica polarizacién de (5.4.1)) es h™. Este resultado se obtiene de forma general

para un espacio axisimétrico sin momento angular. De las definiciones de (5.1.29)),(5.1.30)) y (5.1.50))

1 .
Vi =3 [Eee — Eee — 2Bee — i1 (Bewe — Bee +2EBe)] - (5.4.17)

En un espacio axisimétrico sin momento angular, las componentes de la parte eléctrica del tensor de
Weyl son E,, = 0 con i # ¢, mientras que para la parte magnética las tinicas no nulas son By, con
= p,z, esto implica que la parte imaginaria de ¥, es cero y por lo tanto de , hy« también
es nulo.
El espacio construido asume que una eleccién posible para F} 2 propuesta por Baumgarte y
Shapiro [69] es
Fi(z) = —Fy(z) = Aze~ @/ (5.4.18)

donde A es la amplitud de la onda y A su longitud de onda. Esta eleccién garantiza tener un
momento de simetria temporal K;; = 0 a t = 0. Al ser un espaciotiempo obtenido mediante la
linealizacién de las ecuaciones de Einstein, A <1 para garantizar que en efecto se trate de una

perturbacién.

5.4.1. Pruebas numéricas

Utilizando como condicién inicial la métrica at=0, con A=0.01, evolucionando con
una foliacién geodésica en un esquema de diferencias finitas e integracion en el tiempo utilizando el
método de Runge-Kutta ambos a cuarto orden, se realizaron pruebas numéricas de la subrutina para
la extraccién de ondas gravitacionales en mallas cuadradas de 2402, 4802, 960 con Ay = 0.05, Ay =
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0.025, A3 = 0.0125 respectivamente. La senial de onda gravitacional se extrajo en tres distintos
radios, r = 6,7, 8 para verificar que el radio de extraccién corresponde a la zona de radiaciéon. En
la figura se muestra el producto riog de las tres senales a r = 6,7, 8 desfasadas en el tiempo
correspondiente al retraso de la senal para hacerlas coincidir, mostrando una excelente concordancia

entre las senales. La figura compara de forma cualitativa la solucién analitica y la obtenida

x1071 20

T‘?/)Qg(tﬂ“ = 6)
T‘wgg(t—l,ri7) ]
T‘wgg(t — 2,7“ = 8) ]

Figura 5.1: Multipolo | = 2, m = 0, onda gravitacional con datos iniciales de Teukolsky, extraido a
r=26,7,8.

de forma numérica en r = 6, mostrando concordancia entre la solucién analitica y la numérica.
La figura muestra la diferencia entre la solucién analitica y la numérica para las resoluciones
A1 =0.05, Ay = 0.025 y Az = 0.0125, estas tltimas reescaladas por un factor de 16 y 254, siendo
consistente con el orden de convergencia del cédigo.
X.lofl.................w.zo..............
— Analitico
— - Numérico

0.8

0.6 |

0.4

0.2

0.0

—0.2

-0.4

—0.6

—0.8 ! ! ! ! ! ! !

Figura 5.2: Comparacién del multipolo [ = 2,m = 0 de la Onda de Teukolsky, extraido a » = 6 de
forma analitica y numérica.
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<101 Convergencia local 5

— - o — a0 A,
3 r 1 - .- (1/}20 — ’l/)z() AQ) x 16 [
e (¢20 — 1/)20 AS) x 254

!
]
1
H A
1F £ I iy .
A £y
Y r
Of = e — =N / \‘ , i | \ ./"“-r,..._..-uoun..-.--.-.-..-..-..u.
A S R A 4
Vo
-1F \ | \ ’ ]
L \ 1 vog
[ H 1‘ ‘ !
o 3 1%} b
2 : J %
_3 L I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

Figura 5.3: Diferencia de la solucién analitica y la numérica a dos distintas resoluciones, extraidas
enr =6.

5.5. Extraccién de radiaciéon en la colisién de agujeros negros

A forma de probar el cédigo con una solucién no analitica, se presenta la senial de onda
gravitacional producida por la colisién de dos agujeros negros momentaneamente en reposo desde
aproximadamente la distancia ISCO. Los datos iniciales para los agujeros negros son del tipo Brill-
Lindquist de masa m = 0.5 separados por una distancia d = 2.303ME] con M la masa total del sistema.
La evolucién fue realizada mediante el método de evolucién de punturas a cuarto orden en tiempo y
espacio, con un parametros de disipacién igual a 0.005 y un factor CFL de 0.5. El shift empleado es del
tipo Gamma-Driver con un pardmetro de disipacién igual a 7 = 2/M. Para verificar la convergencia
de la senal extraida se realizaron tres simulaciones con Ay = 0.05M, Ay = 0.042M Az = 0.04M con
fronteras colocadas en r = 50M con M la masa total del sistema.

La figura muestra el modo (2,0) de r¥, extraido por OllinAxis y la reportada por Zhoujian
et al. en [81] a un radio de r = 20M. La senal de OllinAxis ha sido desfasada por t/M = 0.96 para
que los maximos coincidan, la diferencia de fases posiblemente se deba a error numérico. Notemos
que de forma cualitativa, las mayores discrepancias se encuentran en el principio y final, pero en
general la forma y amplitud se reproducen de forma satisfactoria. La senal es extraida a tres distintos
radios r = 20, 30,40M vy el producto riysg es desfasado en un tiempo igual al que la onda viaja entre
cada radio de observacién (si suponemos que ¢ = 1 la sefial debe desfasarse t/M = 10 si r = 30M y
t/M =20 si 7 =40M). La figura confirma que efectivamente la senal en » = 20M se encuentra

“En este contexto, la separacién ISCO (innermost stable circular orbit) es la distancia minima en la cual dos
agujeros negros orbitan mutuamente y es funcién del momento angular total y la masa del sistema. Aunque también
se denomina radio ISCO al minimo radio de la érbita de una particula de prueba en la geometria de Schwarzschild.
La distancia usada corresponde aproximadamente al radio ISCO para dos agujeros negros sin espin orbitdndose
mutuamente de masa m y momento angular total J ~ 2.96m? [791/80]
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5.5. EXTRACCION DE RADIACION EN LA COLISION DE AGUJEROS NEGROS

en la zona de radiacién. Finalmente, se muestra una gréafica de convergencia, figura [5.6] que nos

indica una pérdida de convergencia a cuarto orden pero superior a tercero.

, x10~2 Ty
'3 T T T T

— - Zhoujian et al.
2 — OllinAxis ]

!
0 20 40 60 80 100 120

t/M
Figura 5.4: Comparacién del modo (2,0) del escalar de Weyl ¥, obtenido por OllinAxis y el

reportado por Zhoujian et al. a un radio de extraccion r = 20M. La senal de OllinAxis ha sido
desfasada para hacer coincidir los maximos.

x10~2 20

-3 I I I I I
0 20 40 60 80 100 120

t/M

Figura 5.5: Modo (2,0) de r¥,. Las senales se han desfasado un tiempo igual al que le toma viajar
la onda a cada radio de extraccion.

Como ltimo ejemplo, consideremos la colisién frontal de dos agujeros negros cargados separados
a la misma distancia ISCO, con los mismos pardmetros de malla anteriores. La evolucién se
realizard nuevamente utilizando el método de evolucién de punturas. En este caso el tinico parametro
variable es la relacién carga-masa (total del sistema) QQ/M para el cual se tomaré cinco valores
Q/M =0.1,0.2,0.3,0.4. De la misma forma en que se calculé de forma clésica la energia radiada, la
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Figura 5.6: Anélisis de convergencia del modo (2,0) de ¥y. La diferencia de las senales en las
resoluciones mas finas se han reescalado por un factor de 14, mostrando pérdida de convergencia a
cuarto orden pero superior a tercero.

masa m y carga ¢ individuales serdn m = M /2 y ¢ = /2, para poder compararlos se fijard M = 1
en todas las evoluciones.

En estos casos el modo (2,0) de Uy y 5 emite aproximadamente el 95% o mds de la energia,
por lo que serd el inico que se represente. La figura muestra el modo (2,0) de ¥y para cada
valor de /M y su comparacién con el caso neutro. Aunque las diferencias son minimas, existe
una disminucién en la amplitud conforme la relacién /M aumenta , esto puede apreciarse mejor
al calcular el flujo de energia dFEg/dt, siendo que los picos de menor amplitud corresponden a los
cocientes carga-masa mas altos, figura [5.8
Su contraparte electromagnética se muestra en la figura en la que es apreciable la diferencia de
amplitud entre las senales, observando que la amplitud crece conforme la relacién carga-masa lo hace.
La figura[5.10| muestra el flujo de energia electromagnética, el cual muestra el mismo comportamiento
que la senal electromagnética, los picos més altos son los que corresponden a mayores valores de
la relacion carga-masa. Notemos que existen dos érdenes de magnitud de diferencia entre el flujo
de energia gravitacional y el electromagnético. Las ondas electromagnéticas al ser mas débiles
es de esperarse que la distancia a la que se extraen corresponda a la zona de radiacién. Para
verificarlo se debe de realizar un procedimiento similar al realizado para ¥, ya que ®5 se comporta
asintéticamente como 1, la figura muestra que la sefial més fuerte Q = 0.4M se ha extraido
en la zona de radiacion.

Se puede verificar la conservacién de energia a partir de la energia total radiada por las ondas y
la masa del horizonte aparente. La tabla muestra la energia emitida por ondas gravitacionales y
electromagnéticas. Fn la estimacion clasica se ha tomado como distancia minima la distancia en la que
el buscador de horizontes encuentra un horizonte comiin por primera vez, que es aproximadamente

en z ~ 0.7. Notemos que la estimacién clasica de la energia gravitacional estd por arriba del
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5.5. EXTRACCION DE RADIACION EN LA COLISION DE AGUJEROS NEGROS

2.0
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Y20

0 20 40 60 80 100 120

t/M

Figura 5.7: Modo (2,0) de ¥,4. Las amplitudes son ligeramente menores para los casos cargados en
comparacién con el caso neutro.
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Figura 5.8: Flujo de energia gravitacional. Los casos cargados tienen un menor flujo de energia
gravitacional.

célculo numérico, difiriendo en un 30 % aproximadamente, mientras que la energia electromagnética
calculada de forma numérica es mayor por un 25 % aproximadamente comparada al calculo clésico,
esto da como resultado que la razén de energia electromagnética y la gravitacional emitida relativista
sea aproximadamente 1.5 veces mayor que el caso cldsico. La tabla[5.2) muestra la masa del horizonte
aparente y la energia total radiada, de acuerdo con el calculo clédsico, la mayor energia radiada
debe de ocurrir en el caso neutro que es similar a lo obtenido, ademéds dado que la masa inicial del
sistema Mapy = 1, la suma de la masa del horizonte aparente y la energia total no rebasan la

unidad siendo consistente con la conservacién de energia salvo error numérico.
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Figura 5.9: Modo (2,0) de ®5. Al contrario que la senal gravitacional, las amplitudes aumentan
conforme la relacién carga-masa crece.
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Figura 5.10: Flujo de energia electromagnética. Los picos més altos pertenecen a los casos donde la
relacion carga-masa es mayor.

La conservacién de la carga eléctrica puede también verificarse integrando la carga encerrada por
el horizonte, apéndice La figura [5.12) muestra que la carga es conservada en los casos mostrado.
Por dltimo. se muestra las graficas de convergencia para las ondas gravitacionales y electro-
magnéticas de los casos @ = 0.1,0.2,0.3 y 0.4, figura obteniendo convergencia a cuarto

orden.
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x10~3
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Figura 5.11: Asintéticamente ®5 ~ r~!. La grafica muestra el modo (2,0) de ¢99 multiplicado por
la distancia de observacién, verificando que el modo electromagnético también es extraido en la
zona de radiacién.

\Q/M\EG x 1074 Egyr x 1076221 5 10-3|EC

Eq

4| pEM —6| Ec. EM -3
E g % 10 ORI 10

C.

0
0.1
0.2
0.3
0.4

7.25
6.98
6.77
6.46
6.25

2.99
11.08
22.68
34.33

rad X 10~
— 9.9
4.16 9.07
16.38 8.39
35.13 7.37
54.89 8.20

2.27
8.39
16.6
32.8

2.50
10.0
22.5
40.0

Tabla 5.1: Energia emitida por ondas gravitacionales y electromagnéticas (columnas 2 y 3) compara-
das con su estimacién clasica (columnas 5 y 6). La energia emitida por ondas gravitacionales es
menor que la calculada de forma clasica, mientras que para las ondas electromagnéticas ocurre lo

contrario.

Q/M MAH Erad Tot X 10_4 MAH +Etot
0 0.998 7.25 0.999
0.1  0.997 7.05 0.998
0.2 0.997 6.92 0.998
0.3  0.996 6.73 0.997
0.4 0.995 6.63 0.996

Tabla 5.2: Masa del horizonte aparente y energia total radiada.
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Figura 5.12: Carga eléctrica encerrada por el horizonte verificando su conservacién en toda la
simulacién.
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Figura 5.13: Andlsis de convergencia para ¢oo para los distintos valores de la relacién carga-masa.
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El factor que multiplica a la diferencias de las resoluciones maés altas es el correspondiente para

tener convergencia a cuarto orden.
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x10~° Q =01M p %10~ Q =02M

— Pa, — P,y — Pa, — P,y
9 — = (pa, — da,) x 4.41 ] 4 — = (pa, — da,) x 441 (]

-3 L L L L L

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
t/M t/M
20 x10~* Q =03M L x10~4 Q =0.1M
X ~ | T 5 T T
I — 0a, P, — 0a, P,

(6n, — Pay) X 4.41 ] (6n, — Pay) X 441

L _9 I
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

t/M t/M

Figura 5.14: Andlsis de convergencia para 9 para los distintos valores de la relacién carga-masa.
El factor que multiplica a la diferencias de las resoluciones maés altas es el correspondiente para
tener convergencia a cuarto orden.
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Capitulo 6

Ondas de Brill

Motivado por los trabajos de Weber y Wheeler [82], Dieter Brill propone una solucién axisimétrica
no lineal y en vacio [83,84] que contiene ondas gravitacionales. Los primeros estudios numéricos de
este tipo de solucién realizados por Eppley [85] muestran que las ondas (de Brill) presentan dos
comportamientos, las de menor amplitud se dispersan y dejan un espacio plano, mientras que las de
mayor amplitud colapsan formando un agujero negro. Contrario a lo que intuitivamente se esperaria,
este tipo de soluciéon muestra que a pesar de carecer de una fuente, es posible construir soluciones
no triviales cuya energia sea positiva definida.

Debida a la compleja dindmica de las ondas de Brill, se han utilizado para probar cédigos
numéricos para la extraccién de ondas gravitacionales y la localizacién de horizontes aparentes [70].
Atn més interesante es que Abrahams y Evans [57,86] han encontrado que en soluciones axisimétricas
de vacio en el umbral para la formacién de agujeros negros, existe un comportamiento critico para
el colapso gravitacional.

El comportamiento critico de un colapso gravitacional fue descubierto inicialmente por Choptuik
[87] en el colapso de un campo escalar sin masa en simetria esférica, obteniendo que para una familia
de soluciones asintéticamente planas parametrizadas por p, para una amplitud critica p,, la masa
de los agujeros negros escala como una potencia

Mgy ~ (p—p+)7, (6.0.1)

donde el exponente v es independiente de la familia elegida. Ademds, se encuentra que la solucién
critica Z* presenta cierto reescalamiento a distintos tiempos o “ecos”

Z*x,1) =2z + A7+ A), xi=—r/t,7:=—In(—1). (6.0.2)

donde r es una coordenada de area y t es el tiempo propio del observador central. Por otro lado,
Abrahams y Evans en el estudio de las soluciones axisimétricas encontraron valores similares a
Choptuik para v y A sugiriendo que el fenémeno puede ser un comportamiento independiente del
modelo usado, es decir que es propio de la teorfa. Una revisiéon més completa realizada por Gundlach
se puede encontrar en [88|.

Desafortunadamente, el analisis de la solucién critica es casi imposible para el estado actual del
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6.1. ECUACION ELIPTICA PARA EL FACTOR CONFORME

cédigo OllinAxis debido a que se necesitan mallas adaptativas (refinamientos més finos) alrededor
del eje debido a los errores introducidos que ocasionan inestabilidades en la evolucién. La intencion
de evolucionar ondas de Brill serd para probar que el cédigo OllinAxis puede reproducir los datos
reportados en la bibliografia y ver si una eleccién del lapso que evite choques de norma provee de

simulaciones mas estables.

6.1. Ecuacién eliptica para el factor conforme

Para construir la solucién de Ondas de Brill, se considera una métrica axisimétrica con simetria

temporal en coordenadas cilindricas (p, z, ¢)

di* = U* [e*(dp? + dz?) + p?de?] | (6.1.1)

y donde W, ¢ son funciones de t, p, z. La funcién ¢ debe satisfacer las condiciones

dlpmo = 0, (6.1.2)
9yqlp=0 = 0 paran impar, (6.1.3)
fhrsoe = O(r7?). (6.1.4)

donde r = \/p? + 22. La funcién ¥ se resuelve por medio de las constricciones hamiltoniana y
de momentos. Inmeditamemente la constriccién de momentos es trivialmente resuelta por ser un
instante de simetria en vacio; por otro lado, la constriccion hamiltoniana toma la forma
2 Lo 2
Dplcmoqj + Z (apq + azCI) v=0. (615)
Esta es una ecuacién del tipo eliptica por lo que debe agregarse una condicién a la frontera. Por ser
espacios asintéticamente planos, se tiene ¥|,_,o, = 1, sin embargo, en un dominio finito se pide que

¥ ~ 14 2M/r dado que se aproxima a un espacio de Schwarzschild. En la practica no se tiene el

valor de M pero se reemplaza por una version diferencial del valor asintético

v w1
or r

El dltimo ingrediente para resolver W es proponer ¢. El estudio de Eppley propone la forma

~O0(r?). (6.1.6)

2

_ p
4= 0Ty (6.1.7)

donde a, A\, n son pardmetros libres, Eppley toma A = 1,n = 5 y varia a. Posteriormente, Holz et

al. |89] usan la forma

q= ap2e_(p2+z2) , (6.1.8)
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con a una constante que representa la amplitud de la onda. David Hilditch usa una variacién de
esta condicién llamandola onda de Brill “prolata”.

q = ap?e~[(p=p0)* /o5 +(z=20)*/o] (6.1.9)

9

con a > 0, po, 20,00, 0p, 0, constantes.

6.2. Comparacién de soluciones

6.2.1. Masa y factor conforme

Alcubierre et al. |[70] publica la masa del espaciotiempo para distintas amplitudes utilizando
datos iniciales del tipo Holz, la forma de la solucién para a = 10 y el horizonte aparente de la
solucién a = 12. Las primeras pruebas consistiran en reproducir los datos mencionados para verificar
la fiabilidad del cédigo.

Los datos iniciales son comparados calculando la masa (pseudomasa de Schwarzschild ecuacién
(A.6)) para distintas amplitudes, tabla utilizando los mismos parametros para la malla que
Alcubierre et al usa. Ap = 0.03125, Az = 0.03125 en una malla cuadrada de 800 puntos.

a M (OllinAxis) M (Alcubierre et al)
1 3.39x1072 3.38 x 1072

2 1.263 x 107! 1.262 x 1071

5  6.989 x 107! 6.96 x 107!

10 2.912 2.912

12 4.67 4.67

Tabla 6.1: Comparacién de las masas para datos iniciales de onda de Brill del tipo Holz.

Aunque no se especifica el orden de discretizacién empleado, el realizado por OllinAxis es a cuarto
orden, lo cual podria explicar las ligeras variaciones para las amplitudes menores. No obstante, se
considera que los datos obtenidos con OllinAxis son confiables dado que difieren en menos del 1%
con los reportados por Alcubierre et al. La figura muestra ¥(p, z) para las amplitudes descritas
arriba, ejemplificando que el parametro a influye sobre la amplitud de ¥: a mayores valores de a el

valor maximo de W crece formando un bulto alrededor del origen.
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1.00 1.005 1.025
0.98 0.990 1.000
o0 g [0 o
0.94 0.960 0.925
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Figura 6.1: ¥(p, z) con distintas amplitudes de prueba utilizando un perfil para ¢ del tipo Holz.

De forma cualitativa se puede comparar el factor conforme ¥(p, z) con a = 10 obtenido con
OllinAxis usando el resolvedor eliptico Axelisol y la obtenida de las imédgenes del articulo mediante
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el software WebPlotDigitizer [90|. Las figuras muestran una buena coincidencia de
las soluciones, discrepando ligeramente sobre la diagonal de la malla. Para revisar convergencia
se utilizaron mallas a resoluciones A; = 0.125, Ay = 0.0625, Az = 0.03125 con 2002, 400% y 8002
puntos respectivamente. Los test de convergencia muestran un factor de convergencia local a segundo

orden sobre p, z y a cuarto orden en r = /p? + 22 (la diagonal), figuras Por otro lado

la norma rms del valor residual de la constriccién hamiltoniana (T.1.14)) es |H|a, = 1.45 x 1071,
|H|a, = 8.32 x 1073, |H|a, = 5.00 x 10~* resultando en un factor de convergencia global igual a
17.51 que es consistente con la discretizacién a cuarto orden del cédigo.

1.8

I ' ' ' L - - -
: — ELISOL

16 - - Alcubierre et al. []

Figura 6.2: Factor conforme sobre p.

L5 I . . . I , ,

— AXELISOL
— - Alcubierre et al. ]

Figura 6.3: Factor conforme sobre z.
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Figura 6.4: Factor conforme sobre r (la diagonal).
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Figura 6.5: Factor de convergencia local sobre p, la diferencia de las resoluciones mas altas estan
reescaladas por 4, mostrando convergencia a segundo orden de ¥(p,0).
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Figura 6.7: Factor de convergencia local sobre la diagonal, la diferencia de las resoluciones mas altas
estdn reescaladas por 16, mostrando convergencia a segundo orden en W(r = /p? + 22).
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Figura 6.6: Factor de convergencia local sobre z,la diferencia de las resoluciones més altas estan
reescaladas por 4, mostrando convergencia a segundo orden en ¥(0, z).

6.2.2. Horizonte aparente

Como tultima prueba se busca replicar la formacién de horizontes aparentes en datos iniciales.
Alcubierre et al reporta que la primera presencia de horizontes aparentes se encuentra en el intervalo
a* € [11.81,11.82] para su buscador en simetria axial y a* € [11.8,11.8] para el buscador en tres
dimensiones. El cédigo OllinAxis encuentra que la amplitud critica es a* € [11.8156,11.8157] en un
esquema de diferencias finitias a segundo orden y a* € [11.8224,11.8225] a cuarto orden, en ambos
casos la masa del horizonte aparente es M = 4.499 concordando con la reportada de M = 4.5.

En la figura se muestra el horizonte aparente para a = 12 y es comparada de forma cualitativa
con el buscador de horizontes de OllinAxis, mostrando coincidencia entre ambas graficas. Para
verificar la convergencia se realizaron tres corridas con mallas a A; = 1/8, Ag =1/16y Az =1/32
con mallas cuadradas de 1282, 2562 y 5122 puntos respectivamente. La masa del horizonte aparente
es Ma, = 4.664, Ma, = 4.659, M, = 4.658 con un factor de convergencia Cj; = 25.070 teniendo
un factor de convergencia mayor a cuarto orden. Por otro lado, el factor de convergencia local para
el horizonte es a tercer orden en § = 0 pero menor en = 7/2 el cual podria deberse al método de
biseccidn, figuras|6.9|y En la mejor resolucién, se obtiene un drea del horizonte A = 1.091 x 1073
y la masa ADM es M = 4.67 (tabla , de los cuales encontramos que la desigualdad de Penrose
16mM? /A ~ 1.005 se satisface.
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14

Figura 6.9: Radio de horizonte aparente a tres resoluciones: A; = 1/8, Ay = 1/16, Az =1/32.
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Figura 6.8: Radio horizonte aparente a = 12.
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6.3. COLAPSO DE ONDAS DE BRILL

Factor de convergencia local

9.5 T T T T I
: [ @A) -y |

9.0 [ oer e D N =
85 N —

8.0 [ N -

o
@ B
ro|3—

Figura 6.10: Cociente de las diferencias para el radio del horizonte aparente de la onda de Brill con
a=12.

6.3. Colapso de ondas de Brill

Los primeros estudios exitosos para determinar la amplitud critica en el colpaso de ondas de
Brill fueron realizados por Alcubierre et al [58]. En el estudio utilizan el c6digo CACTUS a segundo
orden empleando folacién maximal sin vector de corrimiento, tomando como perfil de ¢(p, z) la
condicién de Holz encuentran que existe colapso si a se encuentra en el rango [4, 6] y con un
refinamiento a = 4.85 + 0.15. Para una amplitud supercritica encuentran que en a = 6 se forma un
horizonte aparente en ¢t = 7.7 con masa my = 0.87. y ademés analizan la senal de onda gravitacional
obteniendo que la energia radiada es de 0.12. La masa del horizonte aparente y la energia radiada
son consistente con la masa inicial del espaciotiempo M4pyr = 0.99.

Garfinkle y Dunkan [59] utilizan el perfil de Holz para ¢ empleando una formulacién axisimétrica
que resuelve un sistema eliptico-hiperbdlico con un lapso maximal. Encuentran que la amplitud
critica se encuentra entre a = 4 y a = 6 aunque no pueden determinar de forma precisa la amplitud
debido a limitaciones préacticas de su codigo.

David Hilditch et al [91] utilizando el método para evolucionar las punturas (foliacién 1 + log
con N = 2 y shift del tipo Gamma-Driver) evoluciona ondas de Brill con el perfil de Holz con
amplitudes a = 1, 2.5, 5, observando que para las amplitudes débiles a = 1, 2.5, la onda se dispersa y
el espaciotiempo regresa a Minkowski. La simulacién con amplitud ¢ = 5 no es exitosa debido a que
desarrollan largos gradientes en la curvatura extrinseca y en el coeficiente de la métrica radial en el
intervalo r = 1.5 a r = 2, teorizando que el colapso de la simulacién es debido a la existencia de una
singularidad coordenada. Posterior a este estudio, utilizando bamps, un cédigo pseudospectral en la
formulacién harmoénica generalizada [92] que usa mallas adaptativas, encuentran que la amplitud
critica a* se encuentra en el rango [4.6966875,4.696703125], que representa un error de 1075, En el
estudio pueden determinar el exponente critico v ~ 0.37 aunque no lo consideran conclusivo al solo

observar un eco en sus resultados.
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6.3.1. Pruebas numeéricas

Antes de proceder a evolucionar ondas de Brill cerca de la amplitud critica, se buscara reproducir
las evoluciones que reportan en [58] con a = 4 y a = 6 para un perfil del tipo Holz. Las simulaciones
con a = 4 se realizaron con A; = 1/32, Ay = 1/4/232, A3 = 1/64, con 2562, 3622 y 5122 puntos
respectivamente utilizando el lapso maximal. La diferenciacién en el espacio utiliza un esquema de
diferencias finitas e integracion en el tiempo con el método de Runge-Kutta, ambos a cuarto orden y
se agrega un término de disipacién igual a 0.005 para evitar oscilaciones fuertes. De forma cualitativa
se observa que la onda realiza algunos rebotes hasta ¢t ~ 6 para posteriomente dispersarse dejando
atras un espaciotiempo del tipo Minkowski, este comportamiento concuerda con lo reportado por
Alcubierre et al, figura La convergencia de la norma r.m.s de la constriccién hamiltonaiana
muestra que la convergencia es a tercer orden, figura [6.12
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Figura 6.11: Comparacién de la evolucién del logaritmo del valor central del lapso en » = 0, reportado
por Alcubierre et al. y obtenido por OllinAxis para una amplitud a = 4 a tres diferentes resoluciones:
Ay =1/32, Ay = 1/+/232, Az = 1/64.

Procediendo con la evolucién de la onda de Brill a = 6, con OllinAxis se realizaron tres
simulaciones con Ay = 1/32, Ay = 1/1/232 y A3 = 1/64, en la resolucién mas alta la masa inicial
del espaciotiempo es mapyr = 0.991 con un parametro de disipacién igual a 0.005. En la evolucién
se encuentra un horizonte a t = 6.25 con my = 0.85, la energia radiada por ondas gravitacionales
es ESI 4 = 0.141 siendo consistente con la masa inicial del espaciotiempo. La convergencia de las
soluciones puede observarse en la figura desafortunadamente se observa una disminucién de la
convergencia para tiempos tardios, pasando de cuarto a tercer orden.

Con estos datos, podemos también concluir que la amplitud critica se encuentra en el rango [4, 6],
por lo cual, se debe proceder con una biseccién en el intervalo para refinar la amplitud. Sin embargo,
el tiempo de computo de la ecuacion diferencial eliptica del lapso maximal impone una limitante

practica. En la resolucién maés alta, el tiempo de cémputo para a = 6 asciende aproximadamente a
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Figura 6.12: Evolucién del logaritmo del lapso en r = 0 a tres diferentes resoluciones: A; = 1/32,
Ay =1/1/232, Az = 1/64.
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Figura 6.13: Evolucién de la norma de la constriccién hamiltoniana a tres diferentes resoluciones:
Ay =1/32, Ay =1/1/232, Az = 1/64.

90 horas usando cuatro procesadores del clister Xook del Instituto de Ciencias Nucleares. Choptuik
enfatiza en [87] la necesidad de utilizar mejores refinamientos en tiempo y espacio a medida que se
desarrolla la evolucion con el fin de obtener el fenémeno fisico y no terminar con algin artefacto
propio de la simulacién numérica. Por ejemplo en su articulo sobre el colapso de un campo escalar sin

masa en simetria esférica, una vez determinada la solucién critica, analiza un eco a una escala treinta
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veces menor. Si nos planteamos realizar este procedimiento en OllinAxis, rdpidamente notamos que
el tiempo de cémputo es una severa limitante aunado a que aiin no se cuenta con la estructura que
permita realizar refinamientos de la malla a medida que evolucione el sistema.

Comunmente la alternativa al lapso maximal para la simulacién de agujeros negros es elegir un
lapso hiperbdlico, en el cual destaca la eleccién 1+ log (con N = 2) y para obtener simulaciones més
estables se agrega un shift del tipo Gamma-Driver. Como ya se ha mencionado anteriormente, David
Hilditch usé este enfoque sin éxito. La simulacién desarrolla una singularidad en ¢ = 5 alrededor de
r = 1.5 a r = 2. El hecho de obtener una singularidad a pesar de usar la foliacién 1 + log sugiere
que la patologia puede ser de otra naturaleza.

Siguiendo esta idea, se realizaron simulaciones con amplitudes ligeramente inferiores y superiores
a la critica, a = 4.65,4.7 y utilizando un lapso 1 + log sin shift con un pardmetro de disipacién igual
a 0.005 y un paso de tiempo adaptativo At = min(A,, A.)/ v/2v, con v, la velocidad de propagacién
de los campos de norma dada por la ecuacién . La resolucién de las mallas son A; = 0.05,
Ay = 0.025 y Az = 0.0125 utilizando mallas con 2562,512? y 10242 puntos respectivamente.
Aproximadamente en t = 4.6, con a = 4.65 el lapso desarrolla una esquina en p =~ 0.2 y la traza de
la curvatura extrinseca desarrolla un pico en p =~ 0.2, mientras que para a = 4.7, en t ~ 4.7 el lapso
desarrolla una esquina en p ~ 0.3 y la traza de la curvatura extrinseca desarolla un pico en p ~ 0.3.
Notemos que la amplitud de los picos crecen conforme se aumenta la resolucién de la malla, figura
0. 14

Como ya se ha mencionado en la seccién [1.9] existen otro tipo de singularidades que pueden
surgir debido a los choques de norma y como ltima parte de esta tesis, se explorard esta opcién.
Consideraremos un lapso que evite choques tomado k& = 1 de la ecuacién ((1.9.3)). Esta eleccién
garantiza que si a ~ 1, f(a) ~ 2 teniendo el mismo comportamiento asintético que el lapso 1+ log
con N = 2.

Para comparar esta eleccién de lapso, utilizaremos los mismos parametros para las mallas y el
paso de tiempo de la simulacién con la foliacién 1 + log. La onda con amplitud a = 4.65 evoluciona
satisfactoriamente, obteniendo que la onda deja el dominio numérico en un tiempo ¢ ~ 30 dejando
atras un espacio del tipo Minkowski. Similar al caso a = 4 se observa que en tiempos tardios se
tiene una disminucion del factor de convergencia, aunque en este caso la convergencia es a segundo
orden.

El caso con a = 4.7 al ser supercritico, debe colapsar a un agujero negro. La simulaciéon con el
espaciamiento A1 = 0.05 no encuentra ningun horizonte, por lo cual es sustituida con una simulacién
de pardametros Ax = 0.02 con 210? puntos. El tiempo en el que el buscador encuentra un horizonte
por primera vez, la masa inicial y final se muestran en la tabla[6.2] teniendo convergencia de los
datos a tercer orden. La masa del horizonte encontrada se encuentra en el intervalo encontrado
por Hilditch et al. My = [0.27,0.3]. La masa del horizonte encontrado permanece estable en un
intervalo aproximado dt = 2 antes de que el codigo colapse. La forma del horizonte a ¢t = 21 en las
tres resoluciones se muestra en la figura el cual tiene un perfil achatado en los polos.

Al tener éxito con la eleccién del lapso, resta encontrar la amplitud critica para el colapso
gravitacional. Nuevamente se realizaron tres simulaciones con resoluciones antes usadas Ay = 0.025,

Ax = 0.02 y Az = 0.0125. En las simulaciones con las resoluciones As, Ax se encuentra que la
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Figura 6.14: Graficas superiores: Lapso para las amplitudes a = 4.65 y 4.7. Graficas inferiores: Traza
de la curvatura extrinseca para las amplitudes a = 4.65 y 4.7. El caso con la amplitud a = 4.65
desarrolla un esquina en el lapso y un pico en la curvatura extrinseca en p =~ 0.2 a t = 4.6, el caso
con a = 4.7 se observa el mismo comportamiento pero en p =~ 0.3 a t = 4.7, ambos picos crecen al
aumentar la resolucién de la malla.

A t Mpo My

0.025 20.459 0.266 0.278
0.2 19.541 0.251 0.275
0.0125 18.680 0.259 0.277

Tabla 6.2: Tiempo de formacién, masa inicial y final del horizonte aparente para la onda de Brill
con amplitud a = 4.7 a tres distintas resoluciones. El factor de convergencia es a tercer orden.

amplitud critica estd acotada en el intervalo [4.69,4.7] y para la resolucién As la cota se encuentra
en [4.695,4.7]. Ambos intervalos concuerdan con los reportados por Hilditch et al. Por razones
préacticas no se realizaron simulaciones con resoluciones mas finas. Recordemos que para obtener una

condicién de frontera de segundo orden el resolvedor eliptico AXELISOL debe situar la frontera en
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Figura 6.15: a) Parte real del valor central del logaritmo del lapso a tres diferentes resoluciones. La
dindmica mas fuerte ocurre antes de ¢ < 10. b) Evolucién de la norma de la constriccién hamiltoniana
en tres diferentes resoluciones. En tiempos tardios se observa que la solucién converge a segundo

orden.
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Figura 6.16: Horizonte aparente a ¢ = 21 para la onda de Brill con amplitud a = 4.7.

1/ VA 'y elegir una resolucién més fina de las usadas, por ejemplo elegir la resolucién As /2 = 0.00625
situarfa la frontera en p, z = 12.65, requiriendo usar una malla de 20482 puntos. Utilizar una malla
igualmente espaciada con esta cantidad de puntos no es la mejor forma de aprovechar los recursos
de cémputo.

Los fenémenos criticos son sensibles al error numérico y por ello es necesario considerar que al
tener la dindmica mds violenta alrededor del eje de simetria es necesario poder resolver las ecuaciones

con mayor detalle en esta regién y no asi en las fronteras. En adicién la distancia en la que se
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colocan las fronteras determinard si los resultados son contaminados debido a las reflexiones espurias
provocadas por las fronteras artificiales del dominio. Esto motiva la necesidad de usar un método
de mallas adaptativas para resolver las regiones de interés de forma mas eficiente. Sin embargo
esta eleccién del lapso ha mostrado ser 1til para poder estudiar con mas detalle el comportamiento
critico del colapso para ondas de Brill.
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Capitulo 7

Conclusiones

El trabajo desarrollado en esta tesis consistié en la construccion de subrutinas numéricas de
extraccion de radiacién gravitacional y electromagnética y un buscador de horizontes aparentes en
axisimetria para complementar el cédigo de evolucién OllinAxis.

Los capitulos y [3] presentan una breve descripcion de la descomposicién 341 y el formalismo
BSSN utilizado por el cédigo OllinAxis, describiendo ademaés la descomposicién de las ecuaciones de
Maxwell en el formalismo 3 + 1 y la forma en que se construyen datos iniciales para agujeros negros
neutros y cargados.

En el capitulo 4] se describié el algoritmo para construir el buscador de horizontes aparentes en
axisimetria parametrizando el radio de la superficie como funcién del dngulo polar. La ecuacién que
permite buscar el horizonte aparente es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden por lo
cual se emplea en método de Runge-Kutta para resolverla de forma numeérica junto con el método
de disparo. El caso con simetria ecuatorial se soluciona facilmente pues tinicamente es necesario
imponer que la superficie sea suave en las fronteras § = 0y § = 7/2 por lo cual el método de disparo
prueba con distintos radios y los refina utilizando un método de biseccién, no obstante el caso sin
simetria se observa que la ecuacion diferencial diverge para 6 > 7/2 haciendo que el método de
disparo falle. La solucién prupuesta modifica ligeramente el método de disparo, al buscar cambios
de signo en la derivada del radio de la superficie y los refina utilizando el método de biseccién hasta
cierta toleracia numérica. Este método es probado con superficies maximales de espaciotiempos
estacionarios encontrado convergencia a cuarto orden con los resultados esperados.

El capitulo [5] explica el proceso de extraccién de ondas gravitacionales y electromagnéticas utili-
zando el formalismo de Newmann-Penrose. El extractor de ondas gravitacionales y electromagnéticas
es empleado en la colisién frontal de dos agujeros negros de igual masa momentianeamente en
reposo partiendo del radio ISCO. El célculo de la energia gravitacional radiada en la simulacién
muestra que es menor hasta un 30 % comparado a la estimacién clésica de la energia radiada por
un cuadrupolo, mientras que la energia electromagnética es mayor hasta un 25 % a su contraparte
clésica, obteniendo ademas que la radiacién gravitacional supera en dos érdenes de magnitud a la
electromagnética.

Por ultimo, el capitulo [6] compara las soluciones obtenias por OllinAxis con las reportadas en la
bibliografia, ademds presenta la evolucién de ondas de Brill con amplitudes cercanas a la critica. A
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partir de los resultados publicados por Hilditch et al. utilizando el método de evolucién de punturas
y algunas pruebas empleando un lapso del tipo 1 + log, se conjetura que la dificultad al realizar
evoluciones de ondas de Brill es debido a los choques de norma. La eleccién de un lapso que evita
choques de norma muestra resultados satisfactorios pudiendo acotar la amplitud critica al intervalo
[4.695,4.7]. La dificultad para refinar la amplitud radica en limitaciones practicas asociadas al c6digo
OllinAxis, siendo necesaria la implementaciéon de un esquema de mallas adaptativas para disminuir
el error numérico en la simulacién, el cual puede contaminar los resultados cercanos a la amplitud
critica.
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Apéndice A

Integrales de masa, momento y carga

A.1. Integrales ADM

En relatividad general el tensor de energia momento 7}, codifica las propiedades energéticas de
la materia, el cual ademads satisface una ley de conservaciéon V,T#" = 0. Esta propiedad permite
definir de forma local la conservacién de la energia, pero no permite establecer la conservacién de
energia de forma global para espacios generalesﬂ La razén fisica de esto es que el tensor 7),, no
incluye la contribucién energética del campo gravitacional y esto es debido a que en relatividad
general no es posible definir de forma general la energia asociada al campo gravitacional.

Por otro lado, es posible definir un concepto de energia total en un sistema aislado al considerarlo
asintéticamente plano. En este caso la métrica estd dada por g, = 1, + by, con hy,, < 1. En este

espacio es natural definir la masa y momento como

M—/pdV, Pi—/jz-dV. (A1)

Para reescribirlas en el lenguaje 3+1 se emplean las constricciones hamiltoniana (1.1.14]) y de
momentos , y recordando que se estd considerando el limite de campo débil en el que
la curvatura extrinseca es despreciable, las integrales después de aplicar el teorema de la
divergencia toman la forma
S (Oihij — O;h)dS?, P = 1% (Kij — 645 K)dS? (A.2)

167 Jg I ot s Jg ’ ’
donde las integrales son calculadas sobre superficies alejadas de las fuentes de materia y dS* = s'dA,
con s' el vector normal apuntando hacia afuera de la hipersuperficie y dA el elemento de &rea. A
las integrales se les llama integrales ADM de masa y momento [11] (por Arnowitt, Deser y
Misner).

Al tener interacciones fuertes, como ondas gravitacionales, las expresiones de arriba no son
validas y es necesario tomar el limite de un radio infinito, en el que la aproximacién de campo débil

!Excepto cuando existe un vector de Killing &* temporaloide.
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siga siendo valida

L ij k
MADM = 16771' rlggo g ((5 jaihjk - 8kh) ds y (A3)
. 1 . ) .
Pipy = g lim. , (K} —0'K) dS’ . (A.4)

La desventaja de la expresion (A.3) es que necesita evaluarse en coordenadas cartesianas y
ademads, al trabajar con dominios finitos en las simulaciones numeéricas, la expresion converge muy
lento para un radio finito. Se tiene una mejor expresion si la métrica en conformemente plana, esto

es v;j = 1[)45“, la masa ADM se reduce a

1 .
Mapy = —=— lim ¢ 0;9dS’, (A.5)
2T r—oo g

donde se asume que % tiende a uno en infinito o lo suficientemente rdpido en el dominio numérico.
Una forma menos formal de calcular la masa es la llamada pseudomasa de Schwarzschild que
calcula la masa sobre esferas de radio r para espacios que asintoticamente tienden a un espaciotiempo

de Schwarzschild 12
A (dA/dr)?)
M=|— 1—-——7- A.
<167T> [ 16mgr A |7 (4.6)

donde A es el drea de una esfera coordenada a un radio finito y ¢, puede tomarse como su promedio
sobre toda la esfera. En la practica, se calcula la masa para disntitos radios dentro del dominio y
la masa serd el valor al que converge. Esta expresion converge mas rapido que la integral ADM e
incluso funciona en espacios con momento angular en los que el término de momento angular decden
mas rapido que los asociados a la masa.

A.2. Integral de carga

De la ecuacién de continuidad para el tensor de energia momento asociado al campo electro-

magnético, se demuestra que la carga es una cantidad conservada.

1
Q :/ PemdV = / (3)vade- (Al)
1% dr Jy
Usando el teorema de la divergencia, la integral de volumen puede cambiarse por una sobre la
superficie
1
=— ¢ E™dA,,. A2
=11 (4.2)

Escrita en términos de cantidades conformes pe,, = 1% pem, Er = YOEH y Nij = 1/1_4'yij, dV = 1/1_6df/.
. 5 1 P
Q= pemdV =-— ¢ E™dA,,, (A.3)
v am Js

donde se ha usado @mEAm = AT Pem, -
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Apéndice B
Clasificacion de Petrov

Los escalares de Weyl ¥, por construccién dependen en la forma que se definan las tétradas
nulas. Por lo cual, es natural preguntarse si mediante alguna transformacién de tétradas algunos
escalares sean nulos. Las tétradas pueden ser transformadas mediante rotaciones en el espaciotiempo,
las cuales estan descritas por los elementos del grupo de transformacién de Lorentz teniendo seis
grados de libertad. Tres de ellos corresponden a rotaciones en el espacio y el resto a boost en las
direcciones z,y, z que mezclan la direcciéon temporal con alguna espacial.

Estas transformaciones se clasifican en tres tipos

= Rotaciones nulas de clase I, que dejan al vector [ invariante.

W= mt—mt+ar, mt—mH+alt (B.1)

Et — K 4+ am# + amt + aal® . (B.2)
= Rotaciones nulas del tipo II que dejan invariante al vector k.
Et — kP, mt — mk 4 bkF, k= mf + bEE (B.3)

IH — IH + bmH + b + bbkH . (B.4)

= Rotaciones nulas del tipo III, que dejan invariantes a los vectores ﬁ k y al producto k#l,,.

o TR B NRH, mt = eOmt ot et (B.5)

Para usar estas transformaciones, supongamos que ¥4 # 0 lo cual siempre se puede realizar si el

espacio no es plano. Aplicando una transformacién de tipo I se obtiene
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Uy — ¥y, (
U, — ¥ +al¥, (
Uy — Uy + 200 + a2, (
Uy — U3+ 3a¥s + a’¥y + a0, (
Uy — Uy +4aV; 4 6a°Ty + 43>y + a' Ty . (B.10

Mientras que para las transformaciones de clase 11

Uy — g + 40V 4 6b° Wy + 46305 + b1t (B.11)
Uy — Uy 4 300y + 3023 4+ b3y, (B.12)
Uy — Wy + 2005 + b0y, (B.13)
U3 — Uy + b0y, (B.14)
Ty — Uy, (B.15)

(B.16)

Notemos que ¥y = 0 si b es la raiz de la ecuacion
Uy + 46T + 6b°Ty + 40305 + b4 T4 = 0. (B.17)

La ecuacién (B.17)) en general tiene cuatro soluciones complejas, estos valores nos proporcionaran
las direcciones en que se modifica [#

I — 1P 4 b + bin/ + bbE . (B.18)

y son conocidas como las direcciones principales nulas del tensor de Weyl. Una forma alternativa de
verificar si un vector apunta en una de las direcciones principales nulas es comprobar que satisface
la relacién [26},93]

k“kﬁk[uC,,]aﬁ[Aka} =0, (B.19)

donde Cupg, es el tensor de Weyl y k# es un vector nulo. Si alguna de las raices de la ecuacién
(B.17) coinciden, se dice que el espacio es algebraicamente especial. Esto nos permite clasificarlos
dependiendo del nimero del nimero de raices distintas. A esta clasificacién se le llama de Petrov [94].

= Tipo I: Cuatro raices distintas. Si se realiza una transformacion del tipo II y posteriormente
una del tipo I, podemos obtener que ¥4 = 0. Por lo tanto siempre se puede elegir una tétrada
tal que {¥y, Uy, U3} sean distintos de cero.

= Tipo II: Dos raices coinciden. Mediante sucesivas transformaciones del tipo I se obtiene que
{Wq, U3} son distintos de cero.

» Tipo III : Tres raices coinciden. Primero una transformacién del tipo II y seguida de una del
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tipo I obtenemos que W3 es distinto de cero.

= Tipo N: Todas las raices son iguales y usando transformaciones del tipo II, el tnico escalar

distinto de cero es Wy.

= Tipo D: Dos pares de raices coinciden. En este caso se puede obtener que el tinico escalar no
nulo es Us.

= Tipo O: El tensor de Weyl es idénticamente cero. El espacio es conformemente plano.
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Apéndice C

Construccion de una tétrada
ortonormal

C.1. Transformacién a coordenadas esféricas

La forma mas sencilla de construir coordenadas esféricas a partir de coordenadas cilindricas es

preservar el dngulo polar ¢ y realizar una transformacién en (p, z) a (r, ). La definicién estdndar es

p=rsinf, z=rcosh, (C.1)
cuya transformacion inversa es
r? = p? 4 22, tan&zB, (C.2)
z

de estas transformaciones, la matriz jacobiana y su inversa son

Ap,2) _ [ plr 2
a(r,0) z/r —p |’
(C.3)
a(r,0) B p/r z/r
Ap,z) | z/r2 —p/r? |~
Empleando estas transformaciones, la métrica conforme (3.2.1)) en coordenadas esféricas es
1
App = =3 (pQA +2p%2C + ZQB) ) (C.4)
Y90 = p*B—2p°2C + 2%A, (C.5)
’A}Qp@ = ,02H, (06)
. 1
o =~ (p2(A=B)+ (2* = p?) pC) , (C.7)
2
e = 2 (P01 20) ©3)
Y99 = p°(2C1—Cy) . (C.9)
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C.2. CONSTRUCCION DE UNA TETRADA ORTONORMAL

La transformacién de vectores contravariantes es

1

vho= - (pv? + zv7%) | (C.10)
1 z

W = T—Q(zv’)—pv ), (C.11)

y al conservar el dngulo azimutal, la componente ¢ no cambia.

C.2. Construccion de una tétrada ortonormal

En el formalismo de Newmann-Penrose se introduce una tétrada de vectores { é’(a)} tales que

satisfacen la relacion
€la) () = Ma)) (C.1)

con 1)q)(p) la métrica de Minkowski. La inversa de 7)) €s una matriz tal que

esto permite definir otro conjunto de vectores {f? (“)} tales que

(a)(®) g

& .= €(a) - (C.3)

n
En términos {é’(a)} y {é'(“)}, la métrica se expresa como

(a)

gw = e@ues”) =n“ewyen

= —€)ueow + €Wl T e@uey T e@ueE)w - (C.4)

Tipicamente, se toma a e’(‘o) como el vector normal a las hipersuperficies espaciales ¥, e’(‘o) = n,

e’é) como el vector normal radial unitario, e’{l) =el, e’é) = e} como el vector normal azimutal y
e’é,)) = el; como el vector normal polar. Los vectores espaciales €(;) seran los unitarios conocidos en

coordenadas esféricas (r, 6, ¢) en el régimen asintético, pero para un radio finito en general no lo
son. Para dar una expresién explicita en términos de las componentes de la métrica en coordenadas
esféricas, consideremos que en un espacio en axisimetria existe un vector de Killing azimutal 5 y
supondremos que podemos definir una direccién saliente § en las hipersuperficies ;. El producto
exterior de 5 con el vector § nos proporcionara el vector restante para conformar una triada de
vectores ortogonales. Una ltima observacién es que en general §y E no seran ortonormales por lo
cual, es necesario realizar el procedimiento de Gram-Schmidt.

Podemos emplear a §y £ para construir la triada de vectores espaciales. La forma mas sencilla
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C.2. CONSTRUCCION DE UNA TETRADA ORTONORMAL

de proceder es pedir que €(;) sea ortogonal a €(3), con esto
€s = &, (C.5)

s (45)¢
(C.6)

donde 3, £ son vectores unitarios construidos a partir de §'y £ respectivamente. El dltimo vector
sera simplemente

5(2) = 5(3) X €(1) - (07)
Si tomamos a § como la direccién radial esférica r

o
g = : C.8
Yrr ( )

las componentes espaciales de la triada de vectores son

00 . ir Or .10

vV ee A/ Vrr Yoo = Vrp
60
dy - L o
TrrYeoe = Vrp
. 5t
7 _ P
e = T (C.11)

donde v es el determinante de la métrica espacial en coordenadas esféricas. Notemos que por
construccion e(()].) = 0 con j = 1,2,3. Para un espacio axisimétrico sin momento angular, las
componentes se reducen ain mas
ey = 0
1 Vo

7
v
Yrr |
i Y i0
ey = 4/ ) C.13
@) PYrr'ﬁp(p’y ( )
i
©
Yop

(C.12)

, )
€3) = 7\/7 (C.14)

siendo evidente que si 7y, es la métrica de un espacio Euclidiano en coordenadas esféricas, se

recupera la definicién usual de vectores unitarios (7,6, @).
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