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Resumen

0.1. Abstract

The work presented in this dissertation is based in the Quantum Fi-
delity and the Quantum Geometric Tensor. As a first point, we present a
short review of the Quantum Fidelity and compute it for the Ising model
with a transverse field. After that, we discuss the relation of the Quantum
Fidelity and a metric tensor in parameter space. That tensor was first des-
cribed by Provost and Vallee in [32], and it is called just metric tensor or
Riemannian metric tensor. In this work, this tensor will be called Metric
Tensor or Quantum Information Metric to avoid confusion with other exis-
ting metrics. As a second point we show that the Quantum Fidelity and
the Quantum Information Metric have a dependency with the gauge in the
configuration space (unlike the parameters space where both quantities are
gauge invariant). To see this, we computed the Quantum Fidelity and the
Quantum Information Metric for the ground state of the Landau problem.
We proposed a new definition of the Quantum Information Metric that does
not depend on the gauge. The next point of this work was the application
of the Quantum Fidelity and the Quantum Geometric Tensor to relativistic
systems. The first example consisted in computing the Quantum Fidelity for
Dirac and Majorana spinors and look for an intern product that is Lorentz
invariant. For the second one, we started with a known Lagrangian approach
for computing Quantum Information Metrics in Conformal Field Theories.
We were able to generalize that approach to compute not only Quantum
Information Metrics in Conformal Field Theories, but the whole Quantum
Geometric Tensor in any quantum theory. We tested our new procedure with
some generalized harmonic oscillators and spin chains. Continuing with the
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Lagrangian approach, we took advantage of it and developed a formalism for
computing the Quantum Geometric Tensor by using the Green functions of
the system. This simplifies the computation of the Quantum Geometric Ten-
sor perturbatively by using Quantum Field Theory techniques. Once that we
have shown these procedures, we extended the Quantum Geometric Tensor
to Field Theory. We successfully computed the Quantum Geometric Ten-
sor for the vacuum of the free scalar field and the scalar field with a linear
perturbation. We started the computation for the ¢* theory, but the invol-
ved integrals require regularization and renormalization methods that differ
from the standard ones. As a final point, we present a generalization of the
Laplace-Runge-Lenz vector to the relativistic case. We also showed the rela-
tion of this vector with the scalar field.

0.2. Resumen

El trabajo presentado en esta disertacion esta basado en la Fidelidad
Cuéntica y el Tensor Geométrico Cuantico. Como primer punto, presentamos
un breve repaso de la Fidelidad Cuéantica, la cual fue calculada para el estado
base del modelo de Ising con campo transverso. Después de eso, discutimos
la relaciéon de la Fidelidad Cuantica con un tensor métrico en el espacio de
parametros. Dicho tensor fue descrito por primera vez por Provost y Vallee
en [32], y es nombrado simplemente como tensor métrico o tensor métrico rie-
manniano. En este trabajo, dicho tensor sera nombrado como Tensor Métrico
o Métrica de Informacién Cudntica para evitar confusiones con otras métricas
existentes. Como segundo punto mostramos que la Fidelidad Cuéntica y la
Métrica de Informacién Cuéntica tienen una dependencia con la norma en el
espacio de configuracién del sistema (a diferencia del espacio de pardmetros
donde ambas cantidades son invariantes de norma). Para ver esto, calculamos
la Fidelidad Cuéantica y la Métrica de Informaciéon Cuantica para el estado
base del problema de Landau con diferentes normas. Propusimos una nueva
definicion de la Métrica de Informacion Cuantica que no depende de la nor-
ma. El siguiente punto de estudio fue la aplicacion de la Fidelidad Cuantica
y el Tensor Geométrico Cuantico a sistemas relativistas. El primer intento
consistio en calcular la Fidelidad Cuéntica para espinores de Dirac y Majora-
na y buscar un producto interno que pudiera ser invariante de Lorentz. Para
el segundo intento, comenzamos con un conocido enfoque Lagrangiano para
calcular Métricas de Informacién Cuantica en teorias conformes de campos.
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Fuimos capaces de generalizar dicho enfoque para calcular no sélo Métri-
cas de Informaciéon Cuantica en teorias conformes de campos, sino todo el
Tensor Geométrico Cuantico para cualquier teoria cuantica. Probamos nues-
tro nuevo procedimiento con algunos osciladores armonicos generalizados y
sistemas de cadenas de espines. Continuando con el enfoque Lagrangiano, to-
mamos ventaja de éste y desarrollamos un formalismo para calcular el Ten-
sor Geométrico Cudantico usando las funciones de Green del sistema. Esto
permite calcular el Tensor Geométrico Cuantico perturbativamente usando
técnicas de Teoria Cuantica de Campos. Una vez que mostramos estos proce-
dimientos, extendimos el Tensor Geométrico Cudntico a Teoria de Campos.
Calculamos exitosamente el Tensor Geométrico Cuantico para el vacio del
campo escalar libre y el campo escalar con una perturbacion lineal. Comen-
zamos el calculo para la teoria ¢*, pero las integrales involucradas requieren
métodos de regularizacién y renormalizacion que difieren de los procedimien-
tos estandar. Como punto final, presentamos una generalizacién del vector
de Laplace-Runge-Lenz al caso relativista. También mostramos la relacién
de este vector con el campo escalar.




Introduccion

J@)a Mecanica Cudntica ha sido, desde sus origenes, una rama de la fisi-

ca dificil de entender o interpretar. Una de sus caracteristicas mas
extranas es la de entrelazamiento [1]. Esta caracteristica predice una corre-
lacion perfecta entre ciertos sistemas cudnticos, por ejemplo, al medir los
espines de uno de los estados de Bell. El entrelazamiento cuantico parecia
indicar que la mecénica cuantica era una teoria incompleta y que habia va-
riables ocultas a las que no se tenia acceso experimentalmente [2]. A pesar
de ello, en 1964 John Stewart Bell propuso las desigualdades nombradas con
su apellido [3] con las que se demostraria que la mecédnica cudntica es una
teoria completa. Para la parte experimental, en 1969 se propuso una variante
de las desigualdades de Bell que podia ser realizada experimentalmente [4].
Recientemente se siguen realizando experimentos cada vez mas precisos para
probar las desigualdades de Bell, por ejemplo en [5; 6] se han hecho experi-
mentos en los que se utilizan fotones provenientes de cuasares. A pesar de que
hoy en dia atin no existe un acuerdo total en la interpretacion de la Mecanica
Cuantica, sus predicciones han sido acertadas y podemos considerarla como
uno de los pilares fundamentales de la fisica tedrica.

Es cierto que la Mecanica Cuantica ha servido para describir satisfac-
toriamente sistemas de atomos y moléculas. Sin embargo, una de sus aplica-
ciones mas recientes, y potencialmente mas importante, esta en su utilizacién
en la teoria de la informacion y computacion. En computacién clasica se tra-
baja con bits, estos son estados que s6lo pueden tomar uno de dos valores
posibles, uno o cero, encendido o apagado; por otro lado, en Computacion
Cuantica los bits pueden estar en un estado de superposiciéon de uno y cero. A
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estos nuevos estados se les llama cubits para recalcar que son bits cuanticos.
Para crear una computadora cuantica se tienen varios candidatos, entre los
que resaltan los puntos cuanticos y los espines nucleares.

La Computacién Cuantica promete iniciar una nueva revolucion tec-
nolégica. A pesar de que no ha sido probado todavia, los expertos en el area
creen que llegara el dia en que una computadora cuantica seré capaz de resol-
ver un problema que vaya mas alla de las capacidades de las computadoras
clasicas, evento que serd conocido como supremacia cuantica [7; 8|. Sin llegar
todavia a este punto, las caracteristicas de superposiciéon y entrelazamiento
pueden, en principio, ser utilizadas para resolver algunos problemas (como la
factorizacién en niimeros primos [9]) de una manera maés eficiente. Esto a su
vez ha hecho notar la importancia que puede tener la Computacién Cuantica
en la seguridad informaética, dando origen a la ahora llamada Criptografia
Cuantica. Otro gran avance de la Computacion Cuantica, serda que podremos
simular de una manera mas realista sistemas cuanticos. Al tratarse de una
computadora cuantica, la superposicion y los aspectos probabilisticos de los
sistemas no tendran que ser simulados. Por ejemplo, existen lineas de inves-
tigacion para simular fenémenos descritos por la cromodinanmica cuantica
y otras teorias de campo fuertemente acopladas por medio de computadoras
cuanticas[10].

Por otro lado tenemos a la informacién cuantica. La informacién
cuantica es el estudio de la transmision de la informaciéon por medio de las
leyes de la mecéanica cuantica. La Informacion Cudntica puede ser utilizada
para estudiar areas mas fundamentales de la fisica tedrica, como la cosmo-
logia y la teoria de cuerdas. La informacién cuantica también ha encontrado
cabida en el drea de materia condensada, en las tltimas décadas se han apli-
cado tanto la Fidelidad Cuéntica como en Tensor Geométrico Cuantico para
predecir transiciones de fase cudnticas [11; 12].

La Fidelidad Cuéntica fue introducida por Peres [13] en 1984 como
medida de estabilidad de un sistema ante una perturbaciéon. Sin embargo,
desde entonces ha sido utilizada con diversos propésitos, por ejemplo prede-
cir transiciones de fase cudnticas [11; 14], medir la estabilidad de un sistema
[15], cuantificar la calidad de un circuito cudntico o dar una nocién de dis-
tancia entre estados cudnticos [14]. Aunque existen cantidades ligeramente
diferentes que llevan el nombre de Fidelidad, para estados puros ésta consiste
en el médulo del traslape entre estados. Para el caso de estados mixtos, en
1994 R. Jozsa propuso la version de Fidelidad que més se usa hoy en dia [16].

Existen ademas varios conceptos, relacionados con la Fidelidad Cuanti-
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ca, que también pueden definir una distancia en el espacio de parametros de
un sistema cuantico, por ejemplo el Tensor Geométrico Cudntico, la métrica
de Bures[17] o la métrica de Fubiny-Study[18; 19]. Otra cantidad de impor-
tancia es la métrica de Fisher [20], a pesar de que ésta es una métrica en el
espacio de parametros de una distribucion de probabilidad, se puede exten-
der a un espacio proyectivo, con lo que se obtiene la métrica de Fubiny-Study
para el caso cuantico.

Dos cantidades que aparecen al considerar evolucién adiabatica, re-
lacionadas con el Tensor Geométrico Cudntico, son la fase de Berry [21]
y su generalizacién al caso degenerado, la fase de Wilczek-Zee [22]. M.V.
Berry predijo en 1984 que si un sistema esta en un eigen-estado del Hamil-
toniano, y evoluciona adiabéticamente (es decir muy lentamente) a través
de sus parametros, al regresar a su estado inicial, la funciéon de onda que
describe su estado habra adquirido no sélo la fase producida por la evolucién
temporal, sino que también una fase puramente geométrica. Hoy dia esta
fase es conocida como la fase de Berry. Dicha fase pudo ser medida expe-
rimentalmente transportando fotones con una heliciad data, a través de un
camino cerrado en el espacio de momentos del sistema [23], ademds juega un
papel esencial para entender fendmenos como el efecto Aharonov-Bohm o la
descripcion de espines rotando bajo la interaccion de un campo magnético.

Uno de los enfoques que se estan dando para estudiar la Informacién
y Computacién Cuantica, es analizar la geometria del espacio de pardametros;
por este camino es que se encontré al Tensor Geométrico Cuantico y la Fi-
delidad Cuantica, funciones que forman el tema principal de esta tesis. Con
el trabajo aqui presente se espera ampliar el entendimiento que se tiene de
estos temas. Ademas se busca aplicar los métodos aqui descritos a osciladores
armoénicos generalizados, cadenas de espin y teorias de campo, comenzando
con el campo escalar. Con ello se pretende encontrar mas relaciones entre
materia condensada y teorias de campo. Ademas, por el cardcter geométrico
del trabajo, pueden encontrase similitudes con relatividad general.

1.1. Estructura del trabajo

En esta tesis se busca ampliar la descripcién geométrica que se co-
noce de la Mecanica Cudntica, para ello se analizaron tanto la Fidelidad
Cuantica como el Tensor Geométrico Cuantico. Especificamente con el Ten-
sor Geométrico Cuantico, se lograron aplicar técnicas de Teoria Cuantica de




Introduccién 4

Campos para su descripcion. Para comenzar, en el Capitulo 2 se describen
a la Fidelidad Cuéantica y el Tensor Geométrico Cuéantico y se presentan
algunos ejemplos de calculos de estas cantidades.

Posteriormente, en el Capitulo 3 se presenta el primer resultado origi-
nal, es decir, se muestra que existe una dependencia de la Fidelidad Cuantica
y de la Métrica de Informacion Cuéntica con la fase del estado. A pesar de
que ambas cantidades se consideran invariantes de norma, esto sélo aplica en
el espacio de parametros. Cuando elegimos una fase que dependa explicita-
mente del espacio de configuraciones del sistema, la invariancia no es valida.
Para solucionar esto, propusimos una definicién de métrica para el espacio de
parametros en base a una derivada covariante que toma en cuenta el espacio
fisico, ademas del espacio de parametros. Debemos aclarar que la conexién de
esta derivada covariante se quedd indicada y atin debemos dar la definicion
explicita.

Pasando al Capitulo 4, se hace una propuesta para calcular la Fideli-
dad para fermiones. Esta Fidelidad tendra la misma interpretacién, nos dird
qué tanto cambia un estado al variar sus parametros. Es sabido que el pro-
blema de identificar si los neutrinos corresponden a espinores de Majorana o
Dirac atin esté abierto. Sin embargo los calculos realizados con el producto
propuesto en este trabajo distinguen entre estos tipos de espinores. Espera-
mos que un analisis mas detallado de estos cédlculos, junto con investigacion
experimental pueda dar luz sobre la naturaleza de los neutrinos.

En el Capitulo 5, se presenta una nueva expresion del Tensor Geométri-
co Cuantico. Esta nueva expresion hace uso de la integral de trayectoria, lo
cual facilita su aplicacion a problemas en los que no se conozca al estado ba-
se, o en los que sea mas sencillo calcular valores esperados de las observables.
Dicha expresién ha sido probada satisfactoriamente en numerosos ejemplos:
modelo de Ising adiabdticamente rotado, modelo XY, oscilador arménico con
perturbacion pq, g; ademés de otros que no se presentan en el texto como
osciladores acoplados y sistema con potencial Coulombiano. En el Capitu-
lo 6 se saca provecho de la expresién encontrada para el Tensor Geométrico
Cuéntico y se desarrolla un nuevo método para calcularlo perturbativamente,
incluso cuando la funcién de onda no es conocida.

Siguiendo con el Tensor Geométrico Cuantico, en el Capitulo 7 aplica-
mos la expresiéon Lagrangiana a teoria de campos. El caso del campo escalar
libre arrojé un resultado esperado. Sin embargo, al tratar con perturbaciones,
los céalculos se dejaron al momento de encontrar integrales que no sabemos
regularizar.
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Como tltimo tema investigado, en el Capitulo 8 se presenta una gene-
ralizacion del vector de Laplace-Runge-Lenz al caso Relativista. Dicho vector
es usado en mecanica clasica no relativista para describir la 6rbita de una
particula. En este trabajo se muestra que en el caso relativista, este vector
puede usarse para encontrar la trayectoria de la particula descrita. Finalmen-
te se presentan las conclusiones, un apéndice para describir detalladamente
parte de los calculos y las referencias.




La Fidelidad Cuantica y el Tensor Geométrico
Cuantico

%ﬁ{n algunos casos resulta 1util distinguir de una manera cuantitativa entre
&) dos estados cudnticos. Dos herramientas que se utilizan con este fin
son la Fidelidad Cuéntica (FC) y la Métrica introducida en [32] , a la cual
llamaremos Métrica de Informacién Cuéntica (MIC). En este capitulo se
describen dichas funciones.

2.1. Fidelidad Cuantica

Antes de definir la Fidelidad Cuantica, comenzamos con el traslape
entre estados puros. Si tenemos dos estados |¥) y |U’), el traslape, f (¥, ¥’),
entre estos sera

F (U, = (U]0). (2.1)

El traslape entre estados puros suele representar la amplitud de tran-
siciéon de un estado al otro. Por otro lado, en informacién cuantica, el traslape
es una medida entre la cercania de dos estados, y puede usarse para cuanti-
ficar la informacién perdida durante un proceso.

Sin embargo, una diferencia de fase global podria alterar el traslape.
Seria deseable una medida de distancia que no sea afectada por una diferencia
de fase, asi que, siguiendo la linea de estados puros, introducimos la Fidelidad
Cudntica como
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F (U, 0 = |(v]v'). (2.2)

La Fidelidad tiene una interpretaciéon geométrica. Si recordamos de
algebra lineal que el producto interno de dos vectores a, b es

a-b=dl |B| cos(6), (2.3)

donde @ es el angulo entre los vectores, entonces, para estados puros norma-
lizados

F (U, ¥") =cos(0). (2.4)
Con esta ecuacion se ha definido el angulo 6 entre los vectores, el cual debe
estar en [—7—;, g], si imponemos que la Fidelidad sea positiva.

Para que la Fidelidad tenga una interpretacion de distancia en cual-
quier tipo de espacios cuanticos, es necesario que cumpla con ciertas propie-
dades, a continuacion se enumeran los axiomas que debe cumplir la Fidelidad
[14].

Axiomas

1. 0< F(¥,¥') < 1. La Fidelidad sera cero si los dos estados son ortogo-
nales, y serd uno si los estados son iguales hasta una fase.

2. F (U, ") =F (V).
3. F(UV,UW) =F (', 0).
4. F (U, @ Uy, W, @ Uh) = F (U], 0,) F (W), 1),

donde U representa una transformacion unitaria y W; es el estado del :—ésimo
subsistema.

En base a los axiomas, la definiciéon de Fidelidad mas aceptada para
estados mixtos, py p’, es

F(p,p') =Te/ ptl2p'ptl2. (2.5)

Notemos que si p = |[U)(¥| y p’ = |¥’)(¥'|, entonces (2.5) se convierte
en




La Fidelidad Cuantica y el Tensor Geométrico Cuantico 8

F(p, p') =Tr (V10 )( €[} (W[ 0)(])
=Tr (V[9)(9] [(W[2)P?)
=Tr (V])(e] [(9'|w)])
=T (V] 2)(]) (@] 9)], (2.6)

pero |¥){(¥| es idempotente, y, por ser un operador densidad, de traza 1,
entonces

F(p,p') =[(¥'[P)], (2.7)
es decir, (2.5) se reduce a (2.2) en el caso de estados puros, tal como era de
esperarse.

Una de las aplicaciones de la Fidelidad, es que puede predecir transi-
ciones de fase cuanticas. Si se calcula la Fidelidad del estado base, los cambios
abruptos nos indicaran que en esos valores de los parametros existe una tran-
sicion de fase. Es por ello que muchos de los ejemplos y desarrollos se haran
para este estado.

2.1.1. Fidelidad en el Modelo de Ising de Campo Transverso
Unidimensional

Por su simpleza, el modelo de Ising es usado para probar nuevas ideas
fisicas, es por esto que resulta conveniente para ejemplificar un calculo de la
Fidelidad.

Siguiendo a [14], el modelo de Ising consiste en una cadena de particu-
las con espin 1/2 donde la interaccién se da sélo a través de los vecinos més
cercanos. Si ademés agregamos un campo magnético transversal a los espines
y elegimos que el eje z esté alineado a este campo, el hamiltoniano sera

H:—]ZV:(J j+1+h0) (2.8)

j=1
donde h es el campo transverso y N es el nimero de espines del sistema. Si
también imponemos condiciones de frontera periddicas, tendremos

of = 0%, (2.9)

(O



La Fidelidad Cuantica y el Tensor Geométrico Cuantico 9

Para calcular la Fidelidad primero diagonalizamos el hamiltoniano.
Esto se hard introduciendo los operadores

1 1
7= 5 (0" ioY), o™= (o ~icY), (2.10)

con las propiedades

o [ty =[), otl)=|t). (2.11)

Si despejamos o de la ecuacién (2.10), tendremos que 0% = 0~ + o™,
y sustituyéndolo en el hamiltoniano (2.8) obtenemos

™M=

H==Y ((0] +07) (0}:1 + 05,1) + ho})

<
1l
—_

M=

Il
—_

+ _+ + _— -+ B z
(Uj 05 +007, +0;07,+0;05,+ haj) . (2.12)
j

El siguiente paso sera aplicar la transformacion de Jordan-Wigner a
las variables del sistema.

Transformacion de Jordan-Wigner

La transformacion de Jordan-Wigner es un mapeo de variables con
espin % a operadores de creacion y aniquilacion. Al trabajar con estos ope-
radores de creacién y aniquilacion, se busca que el hamiltoniano tome una
forma con la cual el estado base pueda ser encontrado facilmente y, a partir
de éste, usar los operadores de creacién para hallar los estados excitados. En
nuestro caso la transformacion aplicada sera

n-1

or = H 03 Cn, (2.13)
j=1
n—1

o, =11ojcl, (2.14)
j=1

o2 =1-2clec,, (2.15)

donde ¢, y ¢l son operadores fermidnicos que cumplen con las relaciones de
anticonmutacion
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{Cimcm} = 5n,m’ (216)

{ch,cl.} ={cn.cm} =0. (2.17)

Las relaciones (2.16) y (2.17) se obtienen directamente de aplicar las
propiedades de las matrices de Pauli a las transformaciones (2.13), (2.14) y
(2.15).

Si sustituimos las transformaciones (2.13), (2.14) y (2.15) en el hamil-
toniano (2.12), se llega a

Pero, de la ecuacion (2.15) y las relaciones de anticonmutacién, facil-
mente podemos ver que ¢; y c} conmutan con o} siempre que j # [, como es el
caso en los productos del hamiltoniano (2.18). Ademds, como las matrices de
Pauli al cuadrado son igual a la identidad, en los productos del hamiltoniano
(2.18) solo sobrevivira la dltima o% (z 1- QC}C]'), y tendremos

N
H-=- Z [cch (1 - 20}0]-) + c}c]ﬂ (1 - 20}03-) +CjCjn (1 - QC;L'C]‘)

7+1
J=1

N
+chel,y (1-2¢! c,)]—Z;h(l—zc}cj). (2.19)
p=

Después de hacer el producto y usar algunas veces las relaciones de
anticonmutacién (2.16) y (2.17) llegamos al hamiltoniano

N N
Z [ Ci1Cj+ cl TGkl CiniCl + c c ] Z (1 - 2c;cj) ) (2.20)

Jj=1 J=1
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Transformada de Fourier

En este caso la variable sobre la cual se hara la transformada no es
continua, por lo que tendremos el caso discreto de la transformada de Fourier,
es decir,

1 Ko

ci=——= ) e "¢y, 2.21
1 o

ch=— Ze”“cl, (2.22)

7 VN
con k=2 yn=0,1,2,.,N - 1. Sisustituimos (2.21) y (2.22) en el hamil-
toniano (2 20), llegamos a

N
_ zl Z ezk(g+1) ok’ i + — Z ezk]CTe—zk (J+1)Ck, L Z ezkjc oK' (3+1) T
j=1 kK N % N iF

1 oo -
+N Z e““(“l)ckemjck/] Zh(l 2N Z e”‘”c e “”ck/)

ke k' e
(2.23)
Aqui reconocemos la representacién de la delta de Kronecker
1 N (k k/)-
Spar = — W(k=k")j 2.24
k.k N J:Z; € ) ( )
y el hamiltoniano (2.23) se simplifica a
H = Z [e““c,tck +e ”“c,tck + e”“c,TC T+ e kepep — 2hc,tck] - Nh
i
== [(2 cos (k) = 2h) cley + e7* (chTk + R k)] Nh. (2.25)
e

Desarrollando la exponencial en seno y coseno, y notando que el
término junto a la exponencial en (2.25) es antisimétrico ante el intercambio
k — —k, mientras que la parte real de la exponencial es simétrica ante el mis-
mo intercambio, concluimos que el producto de estos dos términos no tendra
contribucién. Por lo tanto el hamiltoniano toma la forma

H= Z[(Qcos (k) -2h) ckck+zsen (k:)( ck +c_ kck)] Nh. (2.26)
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Transformacion de Bogoliubov

Notamos que el hamiltoniano (2.26) es una forma cuadratica en los
operadores de aniquilacién y creacién, los cuales resultan fermiénicos en este
caso. Una manera de diagonalizar este tipo de hamiltonianos es aplicar la
conocida transformacion de Bogoliubov. La transformacién de Bogoliubov es
una transformacion canénica que nos define un nuevo conjunto de operadores
de aniquilacién y creacion by, bL como combinacién lineal de los operadores
anteriores. Al definir estos nuevos operadores podremos imponer que todos
los términos cruzados sean cero, y con ello diagonalizar el hamiltoniano.

Una forma tipica de definir esta transformacion es a través de las
relaciones

Cr = Wby + ivkbik, (2.27)
cl = ugbl —ivgb g, (2.28)
= upb g, — ivpbl, (2.29)
cik = ukbik + ivgby, (2.30)

y al hacer el cambio k — —k en la expresién (2.27) y comparar con (2.29), se
puede notar que

U = Uk, UV_p = —Vg. (231)

Una manera alternativa y equivalente de definir la transformaciéon de
Bogoliubov es inicamente con las relaciones (2.27), (2.28) y suponer que los
coeficientes ug y vg son esféricamente simétricos (ecuacion (2.31)).

Como se mencion6 anteriormente, la transformacién de Bogoliubov es
una transformacion canénica. Esto quiere decir que los operadores de crea-
cién y aniquilacion definidos en la transformacién cumpliran con las mismas
relaciones de conmutacion, o anticonmutacion en este caso, que cumplen los
operadores originales. Aprovechando esta propiedad y partiendo de la ecua-
cién (2.16), encontramos que
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1= {C,:, Ck} = (ukb,i - Z"Ukb,k) (ukbk + wkbik) + (Ukbk + kabik) (’U,kbL - Z'Ukb,k)
=u? (bibg + bl ) +v2 (0T by +bgbl ) + gy (bEBT, + T, 0L — by — bib_y,)
=uZ {bf, by} + v {b b} +dwgoy, ({05, 07,} = {bor, b)) (2.32)

entonces

ui + v = 1. (2.33)

Debido a las relaciones (2.33) y (2.31), podemos introducir una nueva
variable a través de

v =sen (0), wu,=cos (). (2.34)

Cabe mencionar que si estuviéramos trabajando con operadores bosoni
cos en lugar de fermidnicos, la relacién (2.33) habria tomado la forma

up —vi =1, (2.35)

y los parametros uy, v hubieran quedado en términos de funciones hiperboli-
cas de 6;,.

Ahora usaremos esta transformacién en nuestro problema. Si inser-
tamos (2.27), (2.28), (2.29) y (2.30) en el hamiltoniano (2.26), llegamos a
que

H=- Z [(2 cos (k) —2h) (uibzbk + iukvkbzbik — tu,vUEb_iby + vzb_kbik)]
K

+isen (k) (u2b b} — dugvrdl  boy, + iugvpbebl + v2bib_y + uib_gby
+iugvgb_ b, — dugvrdiby, + vEET ) - Nh. (2.36)
Hasta este punto los coeficientes wuy, y vy estéan relacionados por (2.33),
pero ademas de eso estan indeterminados y pueden ser elegidos a convenien-

cia. Como se quiere diagonalizar el hamiltoniano del sistema, impondremos
que los términos con elementos cruzados en k y —k sean cero. Entonces

2 (cos (k) = h) tupvy (bLbik - b,kbk) +isen (k) [ui (bikb,t + b,kbk) +
w2 (bEbT, +biby)] = 0. (2.37)
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Usando las relaciones de anticonmutacién notamos que podemos fac-
torizar el término de los operadores, y por tanto

2 (cos (k) — h) ugvy, +sen (k) (v,% - ui) =0, (2.38)

o usando las relaciones (2.34) e identidades de dngulo doble

sen (20;)  sen (k)

= ) 2.39
cos (20y) cos(k)—-h (2:39)

Si ahora empleamos la identidad 1 = cos? 6 + sen? § encontramos que
cos(201)| = ——1eoStF) ~ (2.40)

) \/1—2hcos(k:)+h2’

en la ecuacién (2.40) aun tenemos libertad para elegir el signo correcto al
quitar los valores absolutos, elegimos

cos(k) —h
V/1-2hcos(k) + 2’

sen(k)

cos(20;) = )
(20) V1 -2hcos(k) + h?

sen(20y) = -

(2.41)

Si se eligieran los signos de forma diferente la expresion del hamiltoniano final
seria distinta, sin embargo, ambos hamiltonianos deberian ser equivalentes
y se deberia poder cambiar de uno a otro mediante alguna transformacion
unitaria. Después de quitar los términos que son cero y sustituir (2.41), el
hamiltoniano (2.36) se transforma en

H =~ [-2¢ (k) cos® (20),) bLbx + 2 (cos(k) — ) sen? 6, — 2¢ (k) sen? (26, )b} by,
k

+e (k) sen?(20;) + h]

--% [-26 (k) blb, + 2 (cos(k) - ) (% - %) + e (k) sen?(26;) + h] .

(2.42)

En donde € (k) = /1 -2hcos(k) + h? es la relacién de dispersién. Haciendo
el algebra se encuentra

H=Y"[e(k)(2blbr — 1) + cos (K)]. (2.43)
k

(O
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Como la separacion entre cada k es la misma y se estan sumando de cero a 27,
la suma del coseno en (2.43) debe ser cero. Por lo tanto, nuestro hamiltoniano
final es,

H=5"[e(k)(2bfbx - 1)]. (2.44)

Estado Base

Una vez que tenemos el hamiltoniano pasamos a encontrar el esta-
do base, éste estard definido por la condicion by |[¥g) = 0. El estado ba-
se sera el producto de estados para cada momento k permitido, es decir
|Wo) = IT; [Yox). Por otro lado, de las ecuaciones (2.27) y (2.30) encontramos
que by, = cos(0y)cr — isen(Gk)c,Tc.

Para encontrar los |W¥gy), los escribimos como una combinacion li-
neal de los estados permitidos para fermiones, es decir |V ;) = a|0), |0)_, +
b|1),10)_, +¢|0),]1) . +d|1),|1) ., vy aplicamos la condicién al estado base:

b |Wo.k) = (cos(Ok)er = isen(O)el ) (a0}, [0)_ +b]1), [0)_ + [0}, [1) ;. +

d|1>k|1)—k) =0.
(2.45)
Para este fin, notamos que
cx10), =0, cx|l), =10),, (2.46)
CL 10)y, = 1) CL 1), =0, (2.47)
cos(0x) (b]0),[0)_y, +d[0), 1)) —isen(0) (a]0),, [1)_, +b[1), 1) ) :( 0. )
2.48

De (2.48) vemos que debemos imponer b = 0, mientras a y d cumplen la
ecuacion

cos(0g)d —isen(fy)a = 0. (2.49)
Para hallar ¢, aplicamos b_j al estado base:

bt [Wo) = (cos(Ge)ep +isen(bi)c}) (a]0), 0)_y + b1, [0)_ + [0}, 1)y +

d[1),[1)_4) =0,
(2.50)
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lo que nos da

cos(6x) (¢]0),,10)_ +d|1),|0)_,) +isen(bk) (a|1),]0)_, +c|1),|1)_,) =0,
(2.51)
de donde vemos que debemos imponer ¢ = 0. Finalmente, normalizando los
|Wo ) encontramos que

a=cos(fg), d=isen(by), (2.52)

hasta una fase.
Con los coeficientes a, b, ¢ y d conocidos, el estado base del sistema
completo toma la forma

W0} = [T (cos (B 00, 10)_ +isen (B) 1D 1)) (253)
k>0
Notemos que el estado base depende del campo h a través de cos(6y) y
sen (0y), por lo cual podemos considerarlo como el parametro respecto del
cual se medira la Fidelidad. Con esto en mente, el traslape entre dos estados
con diferente valor de h seréd

(Wo(h') [Wo(h)) =] (cos (05) & {0l (O] - isen (6) & (1] (1])

k>0

[ (cos (6) [0),,10)_ + isen (6x) [1),,11)_;)

k>0

=] T (cos(6y) cos(8},) + sen(b) sen(6;))

k>0

=] cos (0 -06;). (2.54)
k>0

por tanto, la Fidelidad estara dada por

E(h,h') =[(¥o(h') [Wo(h))| = : (2.55)

[ cos (6 - 6;)

k>0

En la Figura(2.1) podemos ver una gréfica de la Fidelidad como fun-
cion del campo h, el cual hemos elegido como parametro. El cambié abrupto
al llegar al valor de h =1 es un indicativo de la transicién de fase en ese pun-
to. El hecho de que nuestro campo sea adimensional y que se de exactamente
en h =1 nos indica que hemos elegido el valor del campo critico como unidad
para el campo.
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Fig. 2.1: Fidelidad del modelo de Ising unidimensional de campo transverso para
N =290. Imagen obtenida de [14].

2.2.  Susceptibilidad de la Fidelidad

Consideremos el traslape entre dos estados con parametros A y A+

FOUN+A) = (Wo(\) [Wo(A+GN)) (2.56)

desarrollando en serie

(0X)?
2

(w000 |55 (0) +

FOLA+A) = 1407 <\I'0()\) ‘a%xpom) N
(2.57)

entonces

|f(>\,)\+5)\)|2:1+5)\[< (\) ‘a/\\IIO(A)) (a‘i\po(x) Wo(N) )]

00 [{ 5500 [0 ) (000) [ w000)

r 2w [ m0) + 5 (2w [l )]+ 9
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Pero, por normalizacion (W,|Wy) =1, asi que

0 0 0
0= a <\I’0|‘1/0> = <5\Ifo \I/0> + <\I/0 a@o) , (259)
que corresponde con el término lineal de la serie; por tanto la Fidelidad sera
2

F(AA+0N) =1~ (6;\) XF+ ooy (2.60)

donde xr es la Susceptibilidad de la Fidelidad, y esta dada por

0 0 0 0

={=—Vo| =Vq) - {==Tqo| Vo) Yo| =—=Ty). 2.61
XF <8)\0(9>\ 0) ((‘3)\0 0><08)\ 0) (2.61)

Si el estado base depende de L parametros A\,, con a = 1,2,..., L, el
desarrollo en serie de la Fidelidad sera

1
FO A +0)\)=1- §gab5)\“6)\b +..., (2.62)
el coeficiente que acompana al término cuadratico es dado por
1/ 0 0 1/ 0 0 0 0
ab = = Vol =— W ———Wo| =— Vo) —{=—To| Yo)({ Vo =— Vo),
Jab 2<8)\a °| ox O)+2<8)\b °l x, 0) <8)\a 0 °>< °| ax, 0)
(2.63)

y eso conocido como Métrica de Informacién Cuantica, la cual serd discutida
en la siguiente seccion.

La Susceptibilidad de la Fidelidad y la Métrica de Informacion Cuanti-
ca son medidas mas finas que la Fidelidad; las primeras nos dicen como res-
ponde el estado base ante la variacién del pardmetro, mientras que la segunda
s6lo nos da una medida de la distancia.

2.3. Métrica de Informacion Cuantica

Siguiendo a [32], consideremos una familia de vectores normalizados
{|¥)} en cierto espacio de Hilbert que dependen de L pardametros reales
A1y ..., Ar. Calculemos el traslape de la diferencia de los vectores |U(A;)),

[T (A2)), tomando Ay = Ay Ag = A+ 0\,

(T +N)[ = (TN)) - (1A +0A)) = [(N))) = (0. V]9 ¥) 5A°0A",  (2.64)
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donde a, b son los indices con del espacio de parametros y, por tanto a,b =
1,2, ..., L. Ahora separamos el producto escalar en sus partes real e imagina-
ria,

(0aV|0p W) = Yap + i0ap- (2.65)
Por definicién de parte real
1 "
Yoo = 5 ((0uth] 0010) + (9utf] O29)")
- 5 (0.1 0) + (0401 8,0)) (2.66)

entonces, tendremos que al intercambiar los indices

o= 5 (1001 0u) + (0,01 B49)). (2.67)

es decir
Yab = Vbas (2.68)

similarmente, para la parte imaginaria tenemos

7= - (a1 0) ~ (0401 8,0)) (2.69)

de donde podemos ver que
Oagb = —Opgq- (270)

Por tanto, en la expansién solo sobrevivira la parte real y simétrica

(LA + N[~ (TN - (A + X)) = [ (X)) = YapA"IN". (2.71)

Para que ,, tenga sentido como métrica, ésta debe ser la misma para
un estado dado, es decir, no debe depender de la fase del estado elegido. Por
ello, debemos pedir que sea invariante bajo las transformaciones

[T'(N)) = e w(N)). (2.72)

Sin embargo esto no ocurre:

vy = Re (0.V'|0y0") = Yap + Ba (Opt) + By (Ouct) + (9ut) (Bpa),  (2.73)
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donde
Ba(A) = =i (T(N)]|0.¥ (X)), (2.74)
y B, es real por normalizacién de |¥), como se muestra a continuaciéon
(V]v)=1, (2.75)
derivando con respecto del parametro A,
(Oath [¢0) + (¢ |0at)) = 0, (2.76)
por tanto
(@ﬂﬁ |¢> == W |3a¢> ) (277>

es decir, (0,% 1) es puramente imaginario, por lo cual, al multiplicarlo por
i se obtendra una cantidad real, lo que nos lleva a que (2.74) es un nimero
real.

Por otro lado observemos que

By(A) = =i (W(N)|0W'(N))
=—i(Ule @™ (|0p0) + i |V) Oper))
=0y + Opax; (2.78)

entonces

Vab = Baly =Yab = Bal + (8at) By + Ba (Opx) + (Gacx) (Opx)
= Ba (9p) = B (Gac) = (0ac) (Opv)
=Yab — Baﬁb' (279)

Es decir, la combinacion v,, — 5,0, es invariante ante el cambio de fase,
ademéas de transformarse como tensor ante el cambio de coordenadas. Por lo
tanto resulta conveniente definir el tensor métrico g,, (Métrica de Informacién
Cudantica) como

gab()‘) = %b()\) - 5(1(/\)517()\)- (2-80)

Consecuentemente la distancia entre estados sera
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dl? = gapdX2d)b. (2.81)

Por completez, mencionaremos que el tensor antisimétrico o4, dado por
(2.69), nos permite definir una 2-forma o dada por

0 = 0apd\ A dN. (2.82)

La métrica de Informacion Cuantica y la 2-forma pueden reunirse en un solo
vector conocido como Tensor Geométrico Cuantico G,

Gab =0ap T io—alr (283)

2.4. Ejemplos

2.4.1. Estados |z) del Oscilador Arménico

Estos estados estan definidos por

2y = (1- 1) izn n). (2.84)

Entonces el traslape entre estados sera

(1) = (1-]=2) " (1= |2) " IPIEACOMTIED
(1) (- RS S 2 () S
n=0n’=0
(1P (- ) S = ()
n=0
(- 1P (-1 P -z (2.85)

Pero resulta mas conveniente trabajar con el modulo y la fase de z, en lugar
de considerar sus partes real e imaginaria. Si elegimos

z=pe'?, (2.86)

el traslape entre estados se convierte en
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(pe"‘ﬁ |p'€i¢’> - (1 - p2)1/2 (1 - p’2)1/2 (1 - pp’e_’l‘z’ei‘i")_1 : (2.87)

Entonces las parciales necesarias para construir la Métrica de Informacién
Cuantica son

(=)= p) Pippeioe

Dy (pe'® |p' e’ , 2.88
o (pe'® [p'e) REpy—— (2.88)
1/2 1/2 it id!
050 (pei® [ ') = (1-p)"?(1-p2) pg’e be'?
(1-pp'emiver”)
(1- p2)1/2 (1- p/2)1/2 pplefid)eid)IQpplefid)eid)'
+ —— : (2.89)
(1-pp'eioer?’)
Ahora evaluamos en ¢ = ¢' y p=p'
B (1-p) 0 2(1=p%) p*
8958(75, (pe ¢ |p,€ ? ) |¢=¢’,p=p’ = (1 _ p2)2 + (1 _ p2)3
p*+p
= , 2.90
(1-p%)’° (290
: " 1-p*)p* _ p%
Oy (pe'® |p' e Y| sesry = ( = , 2.91
y por tanto
o
By = 1_p22(—z)— T (2.92)
de donde podemos obtener el valor de gy,
02 + ph 2 P
9os 1) 1212 (2.93)
entonces )
p
9o6 = T2 (2.94)

(1-p%)"
Por otro lado, las parciales con respecto de p seran

(O
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iqb’) __ \/:M (1 _ pe—z’qﬁpleiqb’)_l o
1- p/2
+\/1=p23\/1-p? (1 - pe"“’ﬁ,o’eiqy)_2 pe e (2.95)

Oy ( pe'? ‘ ple

O SO e e L L e
s S (- ppe e " (1= fpeit?y
V=1 pPpeideideiopetd p o
(A~ ey Ty (0= pe i)
1 - p2 pe‘id’p’ei‘z’
V12 (1 peitpei?)?

(2.96)
[gualando los parametros primados a los no primados, obtenemos
(9 3 / (pezd’ ‘pleidjl) |¢_¢/ — :; (297)
PP =¢",p=p (1 _p2)27
y
% (Pew ‘P’ei¢’> [6=¢7,p=' = 0, (2.98)
por lo que la g,, sera
_ (2.99)
A |

Ahora calculemos las parciales cruzadas. De (2.95) encontramos que

i i 1/2 1/2 —9id! 2
Vi-p2  ppedee  (1-p7) P2 (1= p)'"? pp! pe-2ie/ ¢2i0
VI=0 (1-p/peiveid’)? (1 - o pe-iveid’)?
(1- p2)1/2 (1- p’2)1/2
-1
(1- p'peiveid)?

0p0,y ( pe'? ‘ p’ei¢'> =ip

pe et (2.100)

(O
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y al evaluar

7 1 i’ —ip
050 {pe™ |0'€”') | ey = T e (2.101)
s=¢'  (1-p?)

Pero notamos que este tltimo término es puramente imaginario, por tanto

Yoo = Ggp = 0. (2.102)

Consecuentemente, si usamos la definiciéon de distancia con esta métrica
dl? = gud\d)\, (2.103)

el elemento de distancia entre dos estados sera

dr* (dp? + p*d¢?) . (2.104)

-y
Con el cambio de variable p ztanhg, la diferencial serd dp = 3 SeCthdG. Por

otro lado 20 00
@ cosh”Z —senh” 2
1-p*=1-tanh® = = 2 ——2, (2.105)
2 cosh” §

y usando la identidad cosh? g — senh? g =1, encontramos

1 0
m = COSh4 5, (2106)
-p
asi que
dp? 1
' 2 0 0
ﬁ = senh” 3 cosh 2 (2.108)
-p
pero usando la identidad senh 26 = 2 sinh 6 cosh 6,
2 1
ﬁ = 7 sinh), (2.109)
-pP

por tanto, usando las ecuaciones (2.107) y (2.109), podemos ver que el ele-
mento de linea se reduce a

ar* = E senh*0d¢? + dh?), 2.110
4

(O
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que corresponde geométricamente a un plano de Lobachevski [32].
Por otro lado, para la parte antisimétrica, usando (2.69) y la parcial
(2.101) , obtenemos

2

0, haciendo nuevamente el cambio de variable p = thg, encontramos que

o= %sh@d& Adg. (2.112)

2.4.2. Estados Coherentes del Oscilador Armoénico

Los estados coherentes tienen la forma

o) = exp (—% ]04|2) i)(nolé—)nm In). (2.113)

Si escribimos « = a; + 1, el traslape entre estados se convierte en

_ 1, 2 1 2)
no_ 1t Y
(Oé|04>—eXp(Oéoz 2|Oé| 2|Oé|

1 1
=exp (alo/l +i(arad, — agal)) + apa — 5 (a% + a%) -3 (0/12 + o/22)) ,
(2.114)
Primero calculemos g1;. La primera parcial del traslape sera
aa’l <Oé| Oé,> _ (041 — iy — O/l) e(ala’1+i(a1a’2—a2a’l)+a2a’27%(af+a§)7%(a’l2+a’22))’
(2.115)
entonces
aalaa, <&| a/) :e(ala’1+i(a1a'2—a2a'l)+a2a’2—%(a%%—a%)—%(a?ﬂl’f))
1
x (1+ (g —icg —af) (af +iah —ay)); (2.116)
o evaluando
004’1 (Of| CK,> |041=O/1 = _iCYQ, (2117)

=0t

(O
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Doy O (] @) |a1:a:1 =1+a3, (2.118)
=0y
por lo que
gu=1+a3-aj=1. (2.119)
De manera similar obtenemos que
goo = 1. (2120)
Para encontrar el término gio = g2 hacemos las parciales cruzadas
0oy O, (|’) = ( i+ (g +iag —ag) (o] +iagy —ay)
Xe(a1a’1+i(a1a’2—a2a’l)+a2a’2—%(a§+a§)—%(a’12+a’22))) 7 (2.121)
que al evaluar se simplifica a
Do Oty (]} |yt =1 = 1 ; (2.122)
=0t
para el calculo de (3132, tenemos
Oar {ala’) Doy (ala’) = (a1 —iay = a)) (a2 — iy — ay) x
€(a1a3+i(a1aé—a2aa)+a2aé—%(a%+a%)—%(c%?+a§)) «
e(alall*7;(0!101’2*01206’1)+a2a/2*%(CV%*’CV%)*%(O{’E%’&’;)), (2.123>
que después de evaluar se convierte en
(O (') Bay () |ayoar = —a1022. (2.124)

=0l

Por lo tanto g15 sera cero. Asi que el elemento de distancia en este caso serd

dl? = do? + doa3,

que corresponde al espacio Euclidiano plano bidimensional.

(2.125)

Para la 2-forma o, el tinico término existente es la componente 1-2; el

cual podemos leer de la ecuacién (2.122), por tanto

o =2day A dos.

(2.126)
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2.5. Transiciones de Fase Basadas en el Tensor Métrico.

Se sabe, [12], que las transiciones de fase cudnticas ocurren cuando,
para ciertos valores de los parametros y en el limite termodinamico, la dife-
rencia de energia con el estado base disminuye, como se demostrara a con-
tinuacion. Esto es equivalente a que la métrica de informacion cuantica deje
de ser analitica en el punto que se da la transicién de fase. Para analizar la
relacion entre la métrica y las transiciones de fase, comenzaremos por escribir
este tensor de una forma diferente.

Consideremos un sistema descrito por el Hamiltoniano H(\), donde A
son los parametros del sistema. Si hacemos la variacion A - A+J\, tendremos

H(A+6X) = H(A\) + 05 H(\)SA. (2.127)

Debido a que estamos considerando d\ pequeno, podemos aplicar teoria de
perturbaciones. Si definimos H; = 0\H (), el estado base del hamiltoniano
en el punto A + 0\ serd

(W (M) IHII‘Ifo(/\)H‘P (M) 2

Uy (A+0N)) =|Tg (M) + A +O0(5N).
(2.128)

Si normalizamos el ket [¥qy (A +dN)), el cuadrado de la Fidelidad re-

sulta ser

(W (N Hi [ )

=1-05)\2 2.129
N BB ) (2129

por tanto
2 7; (Eo (N) = En (V) (2130)

de donde reconocemos, usando (2.62), que la Susceptibilidad de la Fidelidad
es

U, ()| Hr [ (V)]

() = 3 OB O
w0 (Eo (A) = En (1))

A la expresion (2.131) se le conoce como la forma perturbativa de la

susceptibilidad de la Fidelidad. Para escribir la forma perturbativa del Tensor

(2.131)
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Meétrico Cuantico, ahora suponemos que nuestro espacio de parametros es L-
dimensional, por tanto, en la ecuacién (2.128) debemos considerar la variacién
de todos los parametros, con lo cual tenemos

[To (A+0A)) = [Wo (M) + X Y (Wn (M) 01 H [T (M)} [P (M)

2 BBy ToOY

(2.132)

al normalizar el estado base, el cuadrado de la Fidelidad pasa a ser

(Wo (MIOH W, (A)) (W (V)] 05 H [Wo (V)

F?2=1-8§)\6N , 2.133
;) (Bo(N) = B, (V) (2439
entonces
Pt Laay s (T OB T OO (0 VI DH T () )
2 770 (Eo (M) = En (V)
de donde reconocemos, usando (2.62),
- 5 ST DI, ) (0, VB y

n#0 (EO (/\) - En (>‘))2

De las ecuaciones (2.135) y (2.135) podemos ver que conforme la dife-
rencia de energia entre el estado base y los estados excitados se hace pequena,
el tensor métrico crece indefinidamente. Es claro que si el tensor métrico di-
verge en un punto del espacio de parametros, sera por la existencia de una
transicion de fase en dicho punto.




Dependencia de la Norma en la Fidelidad
Cuantica y la Métrica de Informacion Cuantica

§omo se muestra en el Capitulo 2, la MIC se construy¢ pidiendo invarian-
4 za de norma. A pesar de que esto se logra en el espacio de parametros,
cuando la diferencia de fase entre diferentes estados es funciéon de las coor-
denadas en el espacio de configuracion, la invarianza no se cumple. Para
mostrar este hecho se calculara la MIC para el problema de Landau.

—_—

3.1. El Problema de Landau Clasico.

Siguiendo a [QGL supongamos un campo magnético que apunta en la

direccion z, es decir, B = BZ, si ademas la carga de la particula es e y su
masa M, el hamiltoniano en unidades gaussianas viene dado por

1 e +\?
H=—|p--4A 3.1
o (P-54) (3.)
donde A es el potencial vectorial magnético del cual podemos obtener el

campo a través de . B
B=vxA. (3.2)

Con el hamiltoniano podemos encontrar la trayectoria de la particula. Co-
mencemos por calcular &; y p;
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oH 1 e
= = — (pi- 24y, 3.3
b= = (-4 (3.3)
_ OH e 2 0A; e. 04A;
i = — = — i A | Y= =~ . 3.4
p ox; cM (p] ¢ ) ox; cx ox; (3:4)
Si volvemos a derivar la velocidad v; = &; encontramos que
1 e 8142
N PR 2 35
v M (p c Oz xl) (3.5)
o sustituyendo p;
. e . 6AJ (9Az e . (‘9Al
;= . - = —3.: (008 — 0ix0i1) — 3.6
v chj(axi &Ej) chJ(]lk ik l)axk (36)
e . 04, e . e ;. =
= 37 % (Cagicarr) pr — o tiaiBe= p (zxB) (3.7)
es decir ) . .
£=M(T)><B). (3.8)

c

Como consideramos que el campo apunta en la direccién z, la aceleracién en
ese eje sera cero, por lo que el movimiento en este eje serd constante. Debido
a que el movimiento en el eje z sera trivial, omitiremos la descripcién de este

eje en lo que resta del capitulo. Definiendo

eB
w=—
Mc’
la aceleracion, en componentes sera
T = wuy,
U = —W,.

Si integramos ¢ encontramos que

Y = —wT + Vg,

y sustituyendo en & obtenemos

F + w?T = wuy.

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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La solucion general de este tipo de ecuaciones diferenciales es la solucion de
la homogénea mas una solucion particular. Una solucion particular para este
caso es

z, = % (3.14)

mientras que la ecuacién homogénea es la ecuacion de un oscilador arménico,
entonces
xp =1 cos(wt + @), (3.15)

donde r vy ¢ son dos constantes arbitrarias. Por lo tanto
Vo
x =rcos(wt + @)+ —; (3.16)
w
sustituyendo en (3.12), encontramos que
. Yo
y=-wrcos(w+¢) —w— + 1y
w
= —wrcos(w + ¢), (3.17)

o integrando
y = —rsin(wt + @) + yo. (3.18)

En resumen, la particula se movera de acuerdo a las ecuaciones
x =g+ rcos(wt + @), (3.19)
y = yo — rsin(wt + @), (3.20)
Si sumamos (z —x¢)? v (y — 40)?, encontramos que
(= m0)% + (y —yo)? = r? (cos?(wt + ¢) +sin®(wt + ¢)) =12, (3.21)

es decir, el movimiento de la particula sobre el plano xy describe una cir-
cunferencia de radio r y centro (z.,y.) = (%o, o). De las ecuaciones (3.19) y
(3.20) facilmente podemos ver que

C: 9 .22

=T+ — (3.22)
Uy

L=y - 2 2

Y=y — (3.23)
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3.2.  El Problema de Landau Cuéantico.

Partiendo de la ecuacién (3.3), despejamos los momentos cinéticos

e

H’i = M.T,L =Pp;— —Ai, (324)
c
con los cuales el hamiltoniano toma la forma
1
H= m(nf +113). (3.25)

El hamiltoniano en funciéon de los momentos cinéticos es idéntico al de
particula libre, s6lo que en este caso los momentos cumplen con

(& e
[Hﬂw Hy] = _E [pwv Ay] - E [Am,])y] <3'26>
- Eih(@xAy ~0,A,) = mSB. (3.27)

Por lo tanto no sera posible medir simultaneamente las velocidades, sin em-
bargo, la forma del hamiltoniano y la relacion de conmutacién de los momen-
tos son muy similares a las de un oscilador armoénico unidimensional, lo que

nos da pie a definir
& .
a=\/575 (I, +4I1,), (3.28)

foy /S (1L, il 3.29
a QQhB( x [ y)7 ( )
cuyo conmutador es
1 :L . .

[a,a'] ST [(T1,, +411,), (1, - 411,)) ] (3.30)

C . .
= thB (_Z [Hiﬂ?Hy] +1 [Hy’H:v]) (331)

1C

= [IL,.1I,] = 1. .32
erL[ T y] (33 )

Por otro lado,

ata = g5 (T, = il1,) (T, +i11,) = o6 (T2 + 112+ [T, T1,]) - (3.33)

=45~ 3 (3.34)
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entonces

H = hw(a'a + %). (3.35)

Siguiendo con la analogia del oscilador arménico unidimensional, el espectro
de energia serd

1
E:hw(n+§), n=0,1,2,.... (3.36)

Estos son los llamados niveles de Landau, pero en este caso cada nivel esta
infinitamente degenerado por el hecho de que el sistema es en realidad bi-
dimensional. Para manejar la degeneraciéon debemos buscar otro operador
hermitico que conmute con el hamiltoniano; esto suele hacerse implicitamen-
te al elegir una norma para el potencial vectorial. En [27] el hecho de no elegir
un segundo operador para controlar la degeneraciéon, dio pie a una aparente
inconsistencia al momento de hacer el cambio entre estados representados
por distintas normas.

3.2.1. Norma Simétrica.
La norma simétrica esta dada por

i B

s = 5(—y,x), (3.37)
por lo que
c . . .€
a=\l5375 (I, +4I1,) = 5 hB ——(pz — Am + 1P, — z—Ay) (3.38)
B B
thB( 0, + ho, + e—y - ze—x). (3.39)
Ahora definimos
2 =T+ 1y, (3.40)
1
0=0, = 5(833 —10y); (3.41)
por tanto
zZ=x-1y, (3.42)
= 1
0= 85 = 5(890 + Zay) (343)
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En términos de estas variables el operador de aniquilaciéon toma la forma

a=-i\ ——(20+—2). (3.44)

Similarmente el operador de creacién serd

o in ] 0n, - B
a i 263(282 2chz)' (3.45)

0.2=0z=1, (3.46)

Notemos que debido a

0.z=0z=0, (3.47)

podemos tratar a z y z como variables independientes.
El estado base se encuentra como es usual, pidiendo

. [ he .= eB
aty = =i\ [ 26—3(28 + Q—fwz)@bo =0; (3.48)

resolviendo (3.48) encontramos que

eB
= -——zz]. 3.49
v = f()exp(~4-22) (349
El factor f(z) puede ser cualquier funcién de z bien comportada y es un
indicador de la degeneracién del estado base. Es costumbre elegir f(z) = 2™,
por lo tanto los estados base son

4he

donde N,, es una constante de normalizacion. Los estados excitados pueden
obtenerse aplicando el operador de creacion a estos estados base. La conve-
niencia de elegir f(z) = 2™ es evidente al examinar el momento angular en
el eje z

B
Yom = Nmz™ exp (——622) : (3.50)

h
L. = (zpy - yps) = ;(My - y0,). (3.51)

Si ahora hacemos los cambios (3.40)-(3.43), el momento angular toma la
forma

L, = h(z0 - 20), (3.52)

o
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el cual puede aplicarse al estado base

Lotbom = h(20 = Z20) N, zme“ine (3.53)
zZz B eBzz B eBzz
=hN, (zmzm le™the — 2™ (%) eI + 2z (—Zhj) e “Ine ) (3.54)
= thmzme‘%; (3.55)
por tanto
szo,m = hm¢0,m7 (356>

es decir, con la convencién de f(z) = z™ hemos elegido el momento angular
como observable que conmuta con el hamiltoniano para controlar la degene-
racion.

Por completez normalizaremos el estado base,

1= f dady [oml” = |Nom|? f dzdz|2 e B, (3.57)

o pasando a coordenadas polares

00 2w =
1=|N,,[ f f r2me=ine rdfdr. (3.58)
o Jo

La integracion en 6 es directa; para la integracion en r hacemos el cambio

Be
t=—7? 3.59
STy (3.59)
con lo que llegamos a
Qh m+1
[Nyl ( c) f tmetd. (3.60)

Una representacion de la funciéon gamma es

T(m) = fo gty (3.61)

ademads la funcién gamma tiene la propiedad I'(m + 1) = m!, por lo que

Zh m+1
1= |Nm|27r(e—Bc) ml, (3.62)

o
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y podemos elegir

1 eB m+1
N, =\/— | — , 3.63
\/Wm! (th) ( )

hasta una fase. Finalmente, los estados base estan dados por

1 B ml eBzz
wo,m = \/ ( ¢ ) z"e” ‘310 . (364)

mm! \ 2he

3.2.2. Norma de Landau

Ahora la norma elegida es la llamada norma de Landau, dada por

-

A= B(0,2), (3.65)

con lo que el hamiltoniano es

1 eB
H=—|p? - — 2] . 3.66
o[ - ) (3.66)

Notamos que el hamiltoniano no depende de y, por lo que el momento p, es
una cantidad conservada y la solucion de la ecuacion de Schrodinger seréa de
la forma

U(z,y) = (z)e. (3.67)

Al igual que en la norma anterior, procedemos a encontrar el estado base por
medio del operador de aniquilacién, el cual, en este caso, sera

C ) eB ¢ h eB
o=\ g (0= 0) =\ gt (b o) @69

con lo que podemos calcular

c h eB .
Wom(2,Y) =\[ 525~ (ar —ky + %x) ekahy () = 0, (3.69)

entonces

B
Dutbo() + (eh—cx - k:y) () =0, (3.70)
ecuacion que tiene por solucion

eB hck; eB hck, \?
Yo(x) = exp (—2—hcx2 + xky) = exp ( 26; ) exp (_2_hc (x — eBy) ) . (3.71)

o
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Como la funcién ain no esta normalizada, podemos ignorar la parte constante
para escribir el estado base como

, eB he )2
¢0 = exp llkyy - _th (l‘ - e_Bky) ] . (372)
La funcién de onda vy representa una gaussiana centrada en
hc
c=—k,. 3.73
Z eB Y ( )

3.3. Cambio de Norma

De acuerdo a la teorfa [40], cuando dos normas se relacionan a través

de

AQ = /Il + V@(flf,y), (374)
las correspondientes funciones de onda cumplen con

e

wg = exp (Z%q)) wl' (375)
En nuestro caso las normas simétrica y de Landau se relacionan por

- - B

ASZAL_V($), (3.76)

sin embargo las funciones (3.64) y (3.72) claramente no se relacionan como
la teoria nos dice. Esto fue notado y resuelto en [27] y [28]. La aparente
inconsistencia viene del hecho que las funciones (3.64) y (3.72) no sélo fue-
ron obtenidas usando diferentes normas, sino que también usaron diferentes
observables para tratar con la degeneraciéon inherente del problema. En la
norma simétrica la observable elegida fue el momento angular en la direcciéon
z, mientras que en la norma de Landau se usé el momento lineal correspon-
diente a y.

Sin embargo ambas funciones de onda corresponden al mismo nivel
de energia, por lo cual deben estar relacionadas a través de una combinacién
lineal de la forma

Yo = [ Bl )on )k, (3.77)

donde 15, representa la funciéon de onda de la norma simétrica con eigen-
valor m, y ¢, es la funcién de onda de la norma de Landau. En la ecuacion

o
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(3.77) debemos determinar los R,, adecuados para hacer el cambio de base.
Sustituyendo explicitamente las funciones s, y 91, llegamos a

2
- ikyy eB( _E )
Nz exp( zz) f Re™v exp( T 6Bk dk,. (3.78)

Si hacemos las sustituciones
1 he eB
= — —k, -\ — 3.79
V2 [ VeB Y \ hc Z] ’ ( )

w=\[=—2% (3.80)

encontramos que

m 2eB (eB %Qmﬁ 3eB 2 €B. —u?
oM. /rw™ \/ Y (th) N exp( The ( —y)—hczxy)fduRme )

(3.81)

Si ahora usamos la identidad [29]
[oo due‘“2Hp(u +0)Hy(u +w) = 29/mplw? P LIP (-2vw), (3.82)

donde ¢ < p, H,(t) son los polinomios de Hermite y L%(d) son los polinomios
asociados de Laguerre, para el caso p =0y ¢ = m encontramos que

he (2he\2 N, he 3eB eB
ey o, (2 )+ Liay).
R 263(63) TN ( 2¢B y) (4h( V) Gt
(3.83)

Ahora que conocemos R,,, s6lo debemos sustituirlo en la ecuacién (3.77) para
cambiar de base y norma.

3.4. Fidelidad del Problema de Landau

La Fidelidad respecto a la variacién de un parametro, en este caso el
campo magnético B, estd definida como

F(B,B') = [(¢(B)[¢(B))]- (3.84)

A continuacion se muestra el calculo de la Fidelidad para el estado base del
problema de Landau en las normas simétrica y de Landau.

o
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Fidelidad en la Norma Simétrica

En esta norma la funcién de onda estd dada por la ecuacién (3.64),
asi que el producto interno sera

Wom(Bon(B)) =~ (55) " (VBB [ avaylofme 520

2hc
(3.85)
lo que nos da como fidelidad
m+1
2v/ BB’
F(B,B’):(B+B,) : (3.86)

Fidelidad en la Norma de Landau

Por otro lado, se encontré que el estado base para esta norma esta
dado por (3.72). Aqui debemos prestar atencién a que la funcién no es nor-
malizable, debido a la aparicién del término con p,. Para solucionar esto con-
sideraremos que la particula sélo puede moverse en una regién de longitud L
y al final del célculo tomaremos L — oo. Normalizando (3.72) encontramos
que

1= |N|2fdxdyexp( " (:v——k; )2 ) (3.87)

en este caso las dos integrales son directas, siendo la integral en x una gaus-
siana, por tanto

her.

1=|N]’L :
INPLy = (3.88)
asi que
1 (eB\1
N=—|— 3.89
i) (3.89)

hasta una fase.
Una vez que tenemos la constante de normalizaciéon podemos calcular
el traslape

(vo(B)o(B')) = (3.90)
\/ —(BB')i P fexp (52 (- tek,)’ - S (- Bsk,)”) dady.(3.91)
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La integral en y elimina el término de L en el denominador y ahora podemos

tomar el limite L — oo, la integral en x es simplemente una gaussiana, por
lo que la fidelidad es

2
B+ B

F(B,B') = (3.92)

(BB eXp(_ heky (B - B')?).

2¢BB' (B + B')

3.5. Relacion de la fidelidad en diferentes normas.

Al comparar las ecuaciones (3.86) y (3.92) es claro que las fidelidades

no coincidiran. En la figura (3.1) podemos ver las fidelidades superpuestas
tomando B’ = B +0B.

1.000000* F
Norma

simétrica
0.999999 H
0.999999|] Norma de
Landau
.999998lf
B
»

Fig. 3.1: Fidelidad del estado base en las normas simétrica y de Landau. Aqui

2
m=0, %% - 0.1 y 6B =0.00001.

Tal como puede verse en la figura (3.1), la fidelidad predice una tran-
siciéon de fase cuando B = 0 en ambas normas. Esto es consiste con el hecho
de que la norma no debe afectar la descripcion fisica del sistema. Sin em-
bargo, si nosotros queremos utilizar a la fidelidad para describir al espacio
de parametros del sistema, también deberiamos esperar que la fidelidad en
sl misma fuera invariante de norma. Mas adelante se planteara como puede
hacerse esto.

Con ayuda de la ecuacion (3.77) podemos calcular la fidelidad en una
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norma usando la base de la otra

F(B,B') = |[ dedyi?,,(B)sm(B"))|
= |[ dxdy ([ dky R, (k. B)0; (ky, B)) ([ dk) Ry (K}, B (k). B"))].

(3.93)
3.6. Fidelidad en una Norma mas General
Sabemos [40] que cuando dos normas se relacionan por
Ay = A+ VO(N, ), (3.94)
las funciones de onda correspondientes obedecen
Wy(\, 7) = exp (z‘%@)‘lfl(/\,f). (3.95)

De acuerdo a la teorfa [32], [33] , como las funciones de onda estan rela-
cionadas por un cambio de fase, la Fidelidad y la Métrica de Informacion
Cuéntica deben coincidir. Sin embargo esto no ocurre. Elegimos A; en la
norma simétrica y

® = gBxy. (3.96)

A pesar de que este cambio de norma no es completamente general, podemos
utilizar g como parametro para examinar muchas normas, por ejemplo, para
g = 1/2 obtenemos la norma de Landau y para g = 0 recobramos la norma
simétrica. Para encontrar el estado base en esta norma particular utilizamos
la ecuacion (3.95) y llegamos a

Uo(B,z,y) = %exp (_j_)fc (z* +y2))exp[i%3xy]. (3.97)
En esta norma la Fidelidad es
~ 2V BB’
V(B+ B2 +4g%(B-B')?

F(B,B') (3.98)

Para calcular la Métrica de Informacion Cuantica usamos la ecuacion (2.80),
sin embargo debemos notar que en este ejemplo el Gnico parametro que es-
tamos considerando es la amplitud del campo magnético B, por la tanto el

o
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tensor g;; slo tendra la componente ggp, la cual es

1 g?
9BB Z—(@‘*‘ﬁ)- (3.99)

Notamos que tanto en (3.98) como (3.99) hay una dependencia con el pardme-
tro g, lo cual muestra que la Fidelidad cuantica y la Métrica de Informacion
Cuantica dependen de la norma elegida. Este comportamiento ha sido repor-
tado en [38].

Meétrica de Informaciéon Cudntica Invariante de Norma

Para escribir una Métrica que no dependa de la norma, primero note-
mos que la ecuacién (2.80) puede escribirse como

donde R(x) representa la parte real de = y
Para que g;; sea invariante de norma necesitamos que
Bi = Bi+ O, (3.102)

donde « es la diferencia de fase entre las funciones de onda con distintas
normas. En este punto, el problema se reduce a encontrar una funcién I'; que
transforme como (3.102). Con esta funcién I'; definimos

que transforma como ‘
(D;0) = erc® D, V; (3.104)
por lo tanto, la cantidad
Gl = R(D;V| D; V), (3.105)

serd invariante de norma y puede servir como buen tensor métrico cuantico.
De manera analoga una fidelidad invariante de norma seria

1 L
F(AA+0X) = 1+ SGLONGN. (3.106)

o
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Problema de Landau

Para el caso del problema de Landau, el estado base es dado por (3.97).
Si consideramos g = 0, usando la ecuacién (3.101), obtendremos que 8p =0,

por tanto elegimos
I'p =0; (3.107)

pero
Iy =T5+0pa, (3.108)

y, usando las ecuaciones (3.95) y (3.96), vemos que

B egB

a=—-uy, (3.109)
entonces eg
e = Y- (3.110)
Por lo tanto la componente B en este ejemplo es
GgBBzaﬁi((aB—z'gi;y)q (8B—igizy)\11>, (3.111)
es decir,
G%Bz—é, (3.112)

para todo g, por tanto, este tensor métrico no depende de la norma.
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) Cudntica en el caso de fermiones de Majorana y Dirac. Una vez que se
tiene la Fidelidad, se encuentra la Métrica de Informacién Cuéantica corres-
pondiente.

% =N n este capitulo se introduce una propuesta para calcular la Fidelidad
I@:

4.1. FEcuaciéon de Dirac

Sabemos que la evolucién temporal de un sistema cuantico es descrita

por la ecuacién de Schrodinger
dlv)y -
th——=H|V), 4.1
CL - ) (41)

y que los eigenvalores del Hamiltoniano H son las energias permitidas del
sistema.

Para una particula libre, la ecuacién de Schrodinger puede ser cons-
truida usando la relacién de energia
)

r _pg (4.2)

2m
y después sustituir con operadores las observables de esta ecuacion a través

de

. 0
D — —ih E — ih—. 4.3
P 1hV, 7 T (4.3)
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Para incorporar el caracter relativista, se procede de una manera similar:
partimos de la relacion relativista de energia
E? - p?c® = m?ct, (4.4)

o en forma covariante y unidades naturales ¢ =1, h =1,

p'p.—m?=0. (4.5)

Cuantizando directamente la ecuacién (4.5), se llega a la ecuacién de Klein-
Gordon. Sin embargo, en este caso se buscard una ecuacion lineal en las
derivadas.

Se propone la factorizacién

PP =m? = (8o + m) (17D, = m) = B pups = m(B* = 7" )pa —m?, (4.6)
comparando el lado izquierdo con el lado derecho de la ecuacién (4.6), en-

contramos que

BY =% PPy =YY Depa, (4.7)

lo cuél sera valido si

{" 9"} = 29", (4.8)
donde g = diag(1,-1,-1,-1). Existen varias formas explicitas de las ma-
trices 7, y la eleccion de una u otra representacion depende del problema a
tratar.

Para llegar a la ecuacion de Dirac, nos fijamos en la segunda ecuacién
de (4.6), y elegimos
Yp, —m =0, (4.9)

para el caso relativista hacemos la sustitucién
pu —> th0y, (4.10)
y aplicandolo a ¥

iv*0, ¥ —mW¥ = 0. (4.11)

La ecuacion (4.11) es la famosa ecuacion de Dirac para una particula libre.

o
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4.2. Fidelidad en los Espinores

Para calcular la Fidelidad debemos elegir un producto interno con el
cual calcular el traslape. La interpretacién probabilista que se le da al produc-
to usual en mecénica cudntica no relativista es una buena guia para definir
a la Fidelidad de estados puros tal como le hemos hecho en los capitulos
anteriores.

En el caso de la ecuacién de Dirac se define la densidad de corriente
como

GH = Uy, (4.12)
donde B
ASRVIEE (4.13)
y 7# cumple con
9,4" = 0. (4.14)

Si integramos en el espacio la ecuacién (4.14), obtendremos

[ Pz (9,5° + 0:5") = 0, (4.15)

pero el ultimo término es una derivada total, y al evaluarse resultara cero;

por tanto
at(f & jo) - 0, (4.16)

es decir, [ d®x j° es una cantidad conservada. Esto es consistente con la
interpretaciéon de 79 como densidad de probabilidad. Explicitamente

p=3j0 =070 = Uiy, (4.17)
pero, por la ecuacién (4.8), sabemos que v%4° = 1, entonces
p=0TU. (4.18)

Aunque la corriente se presenta en funcion de las matrices v, la den-
sidad de probabilidad es la misma que tendriamos en la mecanica cuantica
usual. Por lo tanto nuestra Fidelidad sera

F=Uty, (4.19)
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4.2.1. Espinores de Dirac

Entenderemos como un espinor de Dirac a los vectores de cuatro en-
tradas que sean solucion de la ecuacion de Dirac. Para resolver esta ecuacion,
proponemos soluciones de la forma

() = ae”"u(p), (4.20)
si insertamos la propuesta (4.20) en la ecuacién (4.11) llegamos a
(Y*p —m)u =0, (4.21)

la cual es la ecuacién de Dirac en el espacio de momentos. Para seguir avan-
zando necesitamos elegir una representacion especifica de las matrices v#. En
esta seccion se usara la representacion

01 ~ 0 -o;
0 _ i _ i
7 - ( 1 O )7 ’Y - ( o; 0 )7 (422>

donde los unos y ceros representan matrices de dos por dos, y las sigmas son
las matrices de Pauli.

Con esta representacion se puede mostrar que una forma de las solu-
ciones de la ecuacion de Dirac es

m+ky—k, ~kg + ik,
—k, — ik k,+ko+m
wtk) =Nl [ R =N _Oiky , (4.23)
kg + ik, m+ky—k,

con E = ko= VEk2+m? y k es el momento lineal. Los ntimeros N; y N son
unas constantes de normalizaciéon que usaremos para que la Fidelidad tome
valores entre 0 y 1. El par de soluciones restante, u?(k), u*(k), presenta pro-

blemas, puesto que tiene energia F = —\/ k2 + m? atn cuando se trate de una
particula libre. Para corregir esta dificultad, las soluciones de energia nega-
tiva se reinterpretan como soluciones de energia positiva de la antiparticula.
Esto se logra suponiendo unas nuevas soluciones v, que cumplen

v (=k) = ut(k), v*(-k)=uP(k). (4.24)
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En estas condiciones las soluciones restantes seran

m+ ko -k, —ky + ik,
-k, —ik k,+ko+m
1 _ T Y 2 _ z 0
v (k)_N3 —(kz+m+k0) U (k)_N4 _k'x+il€y ) (425)
—(ky +iky) —-(m+ko-k,)

las cuales cumplen con E = ko = V k2 + m2, y debido al cambio en energia y
momento, satisfacen la ecuacion 1y#9,¥ + mW¥ = 0.
Normalizando, encontramos que

1=u'ul = 2N, (m + ko) + B2, (4.26)
con ¢ = 1,2; entonces, podemos elegir
1
Nl = N2 = . (427)

\/2((m+ ko)? + 152)

Procediendo de igual forma para los v’s, se llega a

1=v""v = 2N, (m + ko)® + k2) (4.28)

por lo que
1

\/2 ((m +ko)? + 12:2)
Ahora podemos calcular el traslape para obtener la Fidelidad. Si bien podriamos
agregar interacciones al sistema para obtener mas parametros, la masa por
si misma resulta de importancia para los espinores. En el caso de los neu-
trinos, la determinacién de su masa finalizaria con la incertidumbre sobre
la naturaleza de estos, es decir, al conocer su masa, se podria saber si los
neutrinos son descritos por espinores de Majorana o Dirac. Sin embargo, la
determinacion de esta masa es una tarea experimental muy complicada. A
pesar de ello, existen ciertos intervalos de masa que darian informacién sobre
la naturaleza de los neutrinos. Es por ello que resulta interesante calcular la
Fidelidad para espinores con masas diferentes. Comenzamos con u' y u?:

N3 =Ny

(4.29)

i (myut (m') 22NN (K + (m + ko) (m” + k}))
k2 + (m+ko)(m' + k)

S+ (s ko)) (B2 + (4 Kg)?)

(4.30)
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Después de hacer un poco de algebra, encontramos que

k2 + (m+ko)(m' + k)

T . /
u' (m)u'(m'’) = . 4.31
(e (') 2\/ Kokl (ko + m) (kjy +m’) (431)
Si ahora hacemos lo mismo para v! y v2, obtenemos
v (m)vi(m') =2N;NI(E2 + (m + ko) (m/ + k3))
%2+(m+ko)(m’+k6) (4.32)

2 (v ko)) (B2 + (4 p)2)

donde el producto se esta haciendo para cada ¢ posible y los indices repetidos
no indican suma. Notamos que esta expresion es igual a la encontrada en las
u’s, por lo que

UiT(m)Ui(m’) _ k2 +(m+ kO)(m’ + k(l))

" 9\Jhoky (ko + m) (kg + m7). (4.33)

4.2.2. Espinores de Majorana

Si tenemos un espinor de la forma

\1::( v ) (4.34)

X

podemos escribir la ecuacion de Dirac como

(E-c-p)v=mx, (E+5-p)x=m, (4.35)

las cuales son ecuaciones acopladas para v y x, siempre que m # 0.

Una de las aplicaciones de la ecuacion de Dirac, es la descripcion de
los neutrinos. El hecho de que los neutrinos sean masivos conecta 1 con Yy, tal
como puede verse en (4.35). Sin embargo, ¢ y x podrian ser independientes;
por lo demas, y estarian descritos por espinores de Dirac. Una alternativa di-
ferente es considerar que 1 y x no sean independientes, simplemente pidiendo
consistencia en caracteristicas como la manera en que transforman ante tras-
formaciones de Lorentz, véase por ejemplo [43]. Este tipo de espinores son
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conocidos como espinores de Majorana. Para definir este tipo de espinores,
debemos mencionar como transforman los espinores ante transformaciones
de Lorentz.

Sea ¥ un espinor en un cierto marco de referencia, entonces, al aplicar
una transformacion de Lorentz, éste cambiara como

= M, (4.36)

donde M es una representacion del grupo de Lorentz. Explicitamente
M =exp (—%WWS“”) : (4.37)

los ntimeros w,,,,, son los pardmetros que indican la direccién en la cual se hara
la rotacién o el boost, segtin sea el caso. Las matrices S# son los generadores
del grupo de Lorentz, los cuales vienen dados por

i
st=1 Al (4.38)

En nuestro caso sera suficiente usar transformaciones infinitesimales. Si ahora
suponemos que el espinor es de la forma

\pz( v ) (4.39)

X

entonces, bajo una transformacion de Lorentz infinitesimal, las componentes
1y x cambiardn (véase, por ejemplo [43]) como

, &G ij6
b —> 3 =(1+27——”2 )1/), (4.40)
Y — ' = (1 +¢% n "TU)X (4.41)

donde € es un parametro infinitesimal indicAndonos la rotaciéon hecha, y 7 es
una velocidad infinitesimal. Con esto en mente, el espinor completo transfor-
mado sera

(4.42)
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Multiplicando por o la transformacién conjugada de x (4.41), ten-
dremos

*

et 05t
+ ¥ 4.43
=+ L) (143

o, usando las propiedades de las matrices de Pauli

O'QXI* =029 (1 -1

€-G 157
ogoX'" = (1+z——

5 5 ) agax”, (4.44)

comparando (4.40) y (4.44), notamos que la combinacién oox* transforma
exactamente igual que . Esto nos da pie a definir un nuevo tipo de espinor.
Por convencion, se definen a los espinores de Majorana como

_ (0
w..( oy ), (4.45)

donde ¢ transforma a través de la ecuacién (4.44). Los factores —ioy y la
conjugacioén pueden interpretarse como conjugacion de carga.

Si elegimos los espinores de Majorana tendriamos como resultado que
la particula descrita sea su propia antiparticula, algo bastante factible en el
caso de los neutrinos, pues, como lo indica su nombre, son de carga neutra. A
pesar de ello, hoy en dia no se sabe con certeza si los neutrinos son descritos
por espinores de Majorana o Dirac.

Para escribir en forma explicita de los espinores de Majorana, partire-
mos de las ecuaciones (4.23) y (4.25) para después aplicar la ecuacién (4.45),
entonces

m+ky—k, —ky + ik,
-k, —ik k,+ko+m
1 _ T Y 2 _ z 0
uM(k)_Nl km_?:k’y ) UM(k)_NQ _(kz"rko‘i‘m) ) (446)
m+ ko — k. ki, ik,
m+ ko — k. ke, + ik,
-k, — ik k,+ko+m
1 _ x Y 2 _ z 0
UM(]{?) = N3 k’x _Z.ky 5 UM(k’) = N4 —(kz + ko +m) (447)
ko +m— k. ki, ik,

En principio las constantes N se obtienen directamente de la definicion de
espinor de Majorana y la forma explicita de los espinores de Dirac utilizados.

o
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Sin embargo, los espinores de Majorana resultantes no estdn normalizados a

1, por lo cual serd necesario encontrar un valor adecuado para las /N en los

espinores de Majorana. Para uj,

1=ub, udy = 2/Ni [P ((m + ko)? = 2(m + ko )k + K2) (4.48)
asi que
i 1
i \/2 ((m+ko)? =2(m+ko)k. + 152).

Normalizando u2, tenemos que

Ny (4.49)

1=ud, a2, = 2AN,[? ((m + ko)? + 2(m + ko) k. + K2) (4.50)
por tanto
B 1
) \/2 ((m + ko) + 2(m + ko) k, + k2) |

Ny (4.51)

A diferencia de lo sucedido para espinores de Dirac, en este caso las cons-
tantes de normalizacién fueron diferentes. Sin embargo, al normalizar los v’s,
encontramos que

N1 =N3 Yy N2 =N4. (452)

Con estos valores conocidos se puede calcular el traslape; para ul, y v},
tenemos

uhy (m)uy, (m') = vl (m)v}, (m')

=2N; N/ ((m+ ko) (' + kb)) = ko (m +m' + ko + k) + k2)
((m+ ko) (m + k§) — ko (m+m/ + ko + k}) + k?)

m o+ ko)2 = 2(m + ko)k, + E2\/ (m/ + k)2 = 2(m’ + k) )k, + k2
0 0
(4.53)

mientras que u2, v v2, dan como traslape
MY U
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uly! (m)udy (m') = o3, (m)o3, (m")
2NN ((m+ Ko)(m' + Q) + k. (m+m' + ko + kb)) + k)
((m+ko)(m! + k) + ko (m+m/ + ko +kj) + E2)

\/(m + ko) +2(m+ ko)k, + EZ\/(m’ + kD)2 +2(m! + Kk, + k2
(4.54)

La Fidelidad para los espinores de Majorana y Dirac puede escribirse como
la siguiente formula:

((m +ko)(m/ + k) + ak,(m+m/ + ko + k) + 152)

F(m,m') = = =
\/(m +ko)?+2a(m+ko)k, + k2\/(m’ + k)2 + 2a(m’ + k) k., + k2
(4.55)
donde
-1 para los espinores de Majorana u}, y v},,
a=4 1 para los espinores de Majorana u3, y v3,, (4.56)

0 para espinores de Dirac.

En la figura (4.1) se presenta una grafica de la Fidelidad para los dos tipos
de espinores de Majorana y para los espinores de Dirac. A pesar de que fisi-
camente no haya masas negativas, en la grafica se muestran valores negativos
para apreciar la simetria. Como podemos apreciar en la figura, los tres tipos
de espinores tienen un comportamiento muy similar, los tres tienen una Fi-
delidad muy cercana a 1 y disminuyen hasta tener su minimo en m = 0. Sin
embargo los espinores de Majorana u), decaen més rapidamente, mientras
que los u?, son los que se desvian menos del valor de 1.

4.3. Fidelidad en el Contexto Relativista

Con este espinor podemos calcular la Fidelidad después de aplicar una
transformacién de Lorentz. Usando la ecuacién (4.42), el traslape variando
la masa sera

9
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0.999985
0.999980
0.999975

0.999970|

— ‘ -
-1.0 -05 0.5 1.0

Fig. 4.1: Fidelidad en funcién de la masa. Para la figura se tomé =1,k =05 y
m' =m+0.01.

W m) W' (m') =t (m)p(m’) + X" (m)x(m) = ' (m)ij- 6 (m") + X' (m)7j - 5x(m')
=0T (m) T (m') =t (m)i- 6 (m’) + X' (m)ij- x(m'), (4.57)

donde la prima sobre los espinores indica que se ha efectuado una transfor-
macion de Lorentz, mientras que sobre la masa simplemente nos indica que
es una masa diferente.

Podriamos tomar la transformacién (4.57) para calcular la Fidelidad
como se hace usualmente, sin embargo la transformacién de Lorentz haria
que la Fidelidad no cumpla con algunos de los axiomas, en particular, cuando
m =m’, la ec. (4.57) no nos da una Fidelidad igual a 1. Por lo tanto, es claro
que debemos modificar de alguna forma nuestra definicién de Fidelidad, si
es que deseamos que se sigan cumpliendo todos los axiomas.

4.3.1. Fidelidad Invariante de Lorentz

Una propuesta para modificar nuestra Fidelidad es usar un producto
que sea invariante de Lorentz. Sabemos que W = Ui~AOW  cumple con este
requisito, por lo tanto, si usamos este producto para definir el traslape, nues-




Fidelidad para Fermiones de Majorana y Dirac 55

tra Fidelidad también serd invariante de Lorentz. Sin embargo, las constantes
de normalizaciéon N tomaran un valor distinto bajo este producto.
Los espinores son los dados por las ecuaciones (4.23) y (4.25). Norma-
lizando los u’s, encontramos que
1=u'u’ = |N;22 ((m + ko)? - k?), (4.58)
entonces

=N, = ! .
\2((m + ko)? - )

Mientras que normalizando los espinores v’s, llegamos a

Ny (4.59)

1= 9" = | N[22 (K = (m + ko)?) , (4.60)
por lo que podemos elegir

1
N3=N4: . (461)

20k = (m + ko)?)

Con las constantes de normalizaciéon conocidas bajo este producto,
podemos calcular el traslape. Para los u’s tenemos

@ (m)u (m') = NiN/2 ((m + ko) (m + k) - K2) | (4.62)

por tanto

(m + ko) (m + kj) — k2

u'(m)u'(m') = = —. (4.63)
(m+ ko) =B/ (mr + kp) - B2
En cambio, el traslape ente los v’s esta dado por
o' (m)v'(m’) = N;N/2 (122 - (m+ko)(m'+ k;(’))) , (4.64)
asi que
7.2 _ / /
5 (m)v'(m') = k? = (m+ ko) (m/ + ky) ’ (4.65)

VR = (m + ko) /B2 = (m + kD)
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aunque los traslapes para las u’s y v’s difieren en algunos signos, al tomar
el modulo resulta que la Fidelidad es la misma para las cuatro soluciones.
Notamos que el traslape calculado con el producto WiW es muy parecido al
calculado usando el producto . En la figura (4.2) se compara la Fidelidad
calculada con el producto W con la calculada usando U, Aunque, obvia-
mente, las graficas no coinciden, las dos predicen la transicion de fase para
m=0.

-3 -2 -1 : 1 2 3

Fig. 4.2: Fidelidad de los espinores de Dirac en funcién de la masa. Aqui m’ =
m+0.01yk?=1.

4.4. Susceptibilidad de la Fidelidad

Por completez se presenta la susceptibilidad de la Fidelidad, x g, uti-
lizando los dos productos mencionados en el capitulo, es decir, U0 y Ui,
En ambos casos utilizaremos los espinores dados por (4.23) y (4.25), con las
constantes de normalizacién correspondientes.

Para el producto WIW usaremos las constantes (4.27) y (4.29), con
esto podemos calcular los términos necesarios para la susceptibilidad de la
Fidelidad. Primero encontramos que la derivada es
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1 m+ ]C() - kz
gul B & (1) 2 77(“’ kOk )2 k_/frmn; iklz (4.66)
m 7.2 2 +(m+ z 0
\/Q(k‘ +(m +ko)?) 0 0 bt ik,
por lo tanto
- 2
I(ul)t oul _ ﬂk(ko +m) ‘ (4.67)
Om Om  \ ko (k2 + (m+ko)?)
Por otro lado, haciendo el algebra, encontramos que
O(u)t
=0 4.68
-, (1.65)

por lo tanto, utilizando la definicién (2.61), la susceptibilidad de la Fidelidad

para u! sera
- 2
k(k
v = | Aoz m) . (4.69)
ko (K2 + (m +ko)?)

Si hacemos el mismo procedimiento para los espinores u?, v! y v?, en-
contraremos la misma susceptibilidad de la Fidelidad para los tres espinores.
Es decir, con el producto WiW la susceptibilidad de la Fidelidad estard dada
por la ecuacion (4.69) para los cuatro espinores.

Pasemos ahora a calcular la susceptibilidad de la Fidelidad con el
producto UW. Igual que en el caso anterior, los espinores estan dados por las
ecuaciones (4.23) y (4.25), pero en este caso las constantes de normalizacién
seran (4.59) y (4.61). Ahora podemos derivar u! con respecto de la masa

1 m+k0 —k’z
ou' L+ 0  m+tko ~k, — ik, (4.70)
om \/2((m+k:0)2—l%2) 1 (m + k)2 — k2 kz+m.+ ko '
0 ky + ik,
entonces . )
ou' out :_( k(ko+m) ) (471)
om om ko((m+k0)2—l;;2) ’ )
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71
gimul =0, (4.72)

asi que, usando nuevamente (2.61), llegamos a que la susceptibilidad de la

Fidelidad es

k(ko +m) ) . (4.73)

xr= _(ko ((m + ko)? - k2)

Al igual que en el caso anterior, si repetimos el procedimiento encontrare-
mos el mismo valor de xr para los espinores restantes. Por lo tanto, usando
el producto W, la susceptibilidad de la Fidelidad es dada por la ecuacién
(4.73). Recordando que el producto WV es invariante de Lorentz, y notando
que en la definicién (2.61) sélo se involucran este tipo de productos, conclui-
mos que no so6lo la Fidelidad es invariante de Lorentz, sino que también la
susceptibilidad de la Fidelidad lo sera con este producto.

Lo importante a recalcar en este caso es que la Fidelidad toma valores
mayores que uno. Esto va en contra de los axiomas de Fidelidad y es un
problema a solucionar si se quiere usar el producto UW¥ como traslape para
calcular la Fidelidad. A pesar de que el producto WU si es invariante de
Lorentz, éste no cumple con todos los axiomas.

Tal como se muestra en la gréfica (4.1), la fidelidad es capaz de distin-
guir entre espinores de Majorana y Dirac. Esto nos da razones para suponer
que la fidelidad cuantica serd una herramienta tutil para resolver el proble-
ma de la naturaleza de los neutrinos (si son de Majorana o de Dirac). Sin
embargo, debemos recalcar que en este trabajo se utilizo una teoria libre de
mecanica cuantica relativista, mientras que los neutrinos son descritos por
una teoria de campos dentro del marco del modelo estandar. Para aplicar la
fidelidad en sistemas de neutrinos aun se deben desarrollar técnicas aplica-
bles a campos con interacciones. En los siguientes capitulos se propone una
aproximacion a estos temas.




Tensor Geométrico Cuantico desde el Punto
de Vista Lagrangiano

?I’_@EY& Métrica de Informacion Cuantica y la Curvatura de Berry pueden es-
2 . . L. , .
cribirse en un solo ente, conocido como el Tensor Geométrico Cuantico
(TGC). La parte real del Tensor Geométrico Cuantico corresponde con la
Métrica de Informacién Cuantica, mientras que la parte imaginaria es pro-
porcional a la curvatura de Berry.

Si el sistema a describir depende de N parametros A%, donde « =
1,..., N, el Tensor Geométrico Cuantico se define como

Gap = (0aV [050) = (0.0 [V) (¥ [05V), (5.1)

tal como se vio en el capitulo 2. De su definiciéon, podemos ver que la par-
te simétrica coincide con la parte real, y ésta es justamente la Métrica de
Informacién Cuantica

o = ReGs = 3 (07 0:7) + (057 10,9)) - (0,0 [W) (¥ ]050) . (52)

Por otro lado, la Curvatura de Berry [z esta dada por

Py =TmGs = o (0, 05) ~ (950 [0.0) (53

Sin embargo, de la ecuacién (5.1), podemos ver que para calcular al Tensor
Geométrico, es necesario que conozcamos la funcién de onda del sistema. Esto
no es siempre posible. Sin embargo, Feynman nos ensefio otro enfoque para
estudiar la mecanica cudntica. A continuacion se presentara una deducciéon
del tensor Geométrico Cuantico usando la integral de Trayectoria.
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5.1.  El Tensor Geométrico Cuantico desde un punto de Vista
Lagrangiano

Supongamos que un sistema es descrito por el Lagrangiano £; durante
el intervalo de tiempo (-o0,0). Después, durante el intervalo (0, c0) el siste-
ma estard descrito por el Lagrangiano L; = £; + O;6A". Con esto en mente,
podemos escribir (gy, t|g;, to) insertando una identidad en la base de la energfa
al tiempo t; >0 y otra al tiempo ¢; <0, es decir, (tomando A =1)

(ap,tlgi,to) = Y {ag, thng) (ngln:) (nilg, t:)

M
= > Aapl e P00 ng) (nglni) (nif €509 |g;) (5.4)

nyg,ng

donde los subindices i y f se refieren al Lagrangiano que describe la teoria,
y hemos usado el hecho de que

Aﬁi ni) = E(ng) Ins), ¢ <0, (5.5)
Hglng) = E(ng)ng), t20. (5.6)

Ahora hacemos una rotaciéon de Wick
t — —ir, (5.7)
con este cambio, las exponenciales transforman como
efith‘(nf) N ef'rfE(nf)’ 6itiE(ni) N eTZ‘E(’fL,L'). (58)

Como siempre podemos ajustar E(n;) y E(ns) para que sean mayores a cero,
todas las exponenciales desapareceran cuando tomemos los limites

Tf —> 00, T; —> —00, (5.9)

sin embargo, no todas las componentes caen con la misma velocidad. Entre
mayor sea el valor de la energia, mas rapido caera la exponensial. Por tanto,
las energias de los estados bases dominaran la sumatoria, asi que podemos
quedarnos tnicamente con los términos del estado base:

(qr,00lg;, —00) = e TEONETEOD (4.10,) (00;) (Oil i)
{qr,00[07) (0£]0;) (03]qi, —00) . (5.10)

o
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Por tanto tenemos

(qu OO|Ql7 —00)
{qr,00[07) (0i]gi, —o0)

Con esto hemos despejado el traslape entre dos estados base con diferentes
teorias.
Analicemos cada término. En el primero insertamos una identidad en la forma

I= [ dgqlg,t=0){gt=0

(07]0:) = (5.11)

<C_I17°°|QO7_°°>:/dQ(Qla‘X’k],t:0><q7t:0|%7_°°>- (512)

En este punto es donde hacemos uso de la integral de trayectoria. De acuerdo
a la teoria desarrollada por Feynman (ver por ejemplo [40]), las amplitudes
de transicion entre estados de posicién a distintos tiempos pueden escribirse
como

qN ) tn
(gn,tn| g1, t1) = f Dqexp [z ft dtﬁ] , (5.13)

q1
donde L es el Lagrangiano del sistema, y la medida es dada por

™ Dy = 1i m e d d d (5.14)
o g=umm 2mi(ty - tl)/s f qs- 1/ 4s-2-- / q2.

Usando la ecuacion (5.13) en la ecuacién (5.12) llegamos a que

q() S q(t=0) ,
<Q1>°O|(JO>_°°) = [dq/ qu*fo dlelf Dqe -fe dTL:O
a( q

t=0) (—00)

(o) o
f(q Dgexp ( f drLo - f dr (Lo + 6)\a(9a))
q(-o0) 0
q(e0) o0
f( ) Dqexp (— / drLy - f dT&)\aOa). (5.15)
q(—o0 —o0 0

Por otro lado, para el denominador, notamos que

Zf=[quXp(—[:dT£f). (5.16)

Como la teoria es invariante ante inversiéon temporal, podemos interpretar
(Qf,00|0f>=\/Zf, (517)

o
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ZZ-=/quxp(—f:dT£i), (5.18)

por tanto interpretamos

similarmente

(0ilgi, —00) = \/Z; (5.19)

entonces, el traslape toma la forma
(0,10;) = [ Dgexp (—f_o; drLC; —f0°° dTé)\O‘(’)a)
e JZ:Z; '

Para simplificar, usamos la definicién de valor esperado para un operador A:

(A):Z%[Dq[exp(—[:dTEi)A(q)]. (5.21)

En estas condiciones

(5.20)

<€7 Jo© dréX*Oq, > (67 Jo~ dTéX*Oq >
= )
Zy [ Dge~ [0, dr (L4502 0g)
Zi 7.
1

usando una vez mas la definicion de valor esperado, encontramos que

<eXp (— fooo de)\aOa(T)»
\/(exp (— /= dTé)\aOa(T)))

(07]0:) = (5.22)

(0710;) = (5.23)

por tanto
< o= 15 dT(s)\aOa(T))) <e(_f—0°° dré,\ﬂoﬁ(T))>

(exp (- /52 dm6A20,(7)))

Ahora expandimos en serie de A la ecuacién (5.24)

[(04] 0:)* = (5.24)

00 =1+ 5[ [ [ dn (0u(r)0u(r)
+%[Owdnfﬂwdmoa(ﬁ)og(@»-%[:dﬁ [ 4 (0u(m)05(m))
; fomdﬁ [id72<0a(71))(oﬁ(fz))]amw. (5.25)

o
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Cabe destacar que el término lineal desaparece. El siguiente paso para sim-

plificar es notar que
/oodTl foodTQ f dTlf d7'2+f dTlf dTQ-f-f dTlf dTQ
f dri f dr. (5.26)

Como estamos pidiendo simetria ante inversién temporal

(O0a(11)0p(72)) = (Oa(-11)Os(-72)) , (5.27)

+

encontramos que

0J0)) =1 - f dﬁf A3 [{On (1) O5(72)) —(Ou(11)) (O5(72))] IAZGNE.
(5.28)

Pero usando la definicién de Fidelidad Cuantica y el hecho de que
FOAA+0M) =1~ %Gaﬁ(»aw, (5.29)
encontramos
Gas= [ dn [ dn[(0u(m)Os(m)) ~(Ou(r)HOSm)]. (530

La Métrica de Informacion Cuantica, que corresponde con la parte
real es

ReGange/O dﬁfwd@ [(Ou(1)05(12)) —(Ou(m1)) (O5(m2))] (5.31)

= [Can [T an[3 (0um)0s) + (0u(m)Os(r)))
(0u(7)) (Os(2))
= [ [T an[2 (10.).05m0),) - @)} Os)].

mientras que la curvatura de Berry toma la forma
1 [0 o
= [ an [ dn((0u(m)0s(72)) - (Ou(m)Os(72)
1 o =
- 5 [ dn [ dn{[0u(n). 0u(m))). (5.32)

ImGag

o
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En resumen

gag=fidn[Owdm[%<{0a(n),05(m)}>—<0a(71))<05(72)> (5.33)

y

Faﬁz%fidﬁ/Owd72<[0a(ﬁ),oﬁ(72>]>. (5.34)

5.2.  Ejemplos

La ecuacién (5.30) nos da una nueva manera para calcular el Tensor
Geométrico Cuantico, sin embargo este supone conocidos los operadores O y
sus valores de expectacion. El calculo de estos elementos podrian traer nuevos
problemas técnicos. Para mostrar como hacer los calculos para este enfoque
con integral de trayectoria, en las siguientes secciones se presentan algunos
ejemplos.

5.2.1. Oscilador Arménico Generalizado

El primer ejemplo es el oscilador armoénico generalizado, cuyo hamil-
toniano esta dado por

H=2Zp"+Y {p,¢} + X¢*, (5.35)

donde XY, Z son parametros reales. Antes de calcular los valores esperados,
debemos encontrar la funciéon de onda. Siguiendo a [33], los eigenestados del
Hamiltoniano son

Yn(q; R) = (Z%)l/4 Xn (q Z%)eXp(_ggz), (5.36)

donde Q=vXZ-Y?y

1
Xn(x)_ /—2"\/%71!

con H,(x) los polinomios de Hermite que cumplen

eI, (), (5.37)

&2H,(x)

2t (2n+1-2%) Hy(z) = 0. (5.38)
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Si observamos el Hamiltoniano (5.35), al tomar Y = 0, se recupera el Ha-
miltoniano del oscilador arménico simple. Lo mismo sucede en la funciéon de
-iYq?
2Zh

onda (5.36), por ello podemos interpretar la exponencial exp( ) como

una rotacioén en el espacio de parametros X,Y, Z.

Para continuar con el calculo, necesitamos los operadores O que apa-
recen en la ecuacién (5.30). Para encontrarlos, hacemos una variacién en los
pardmetros X, Y, Z en el Hamiltoniano (5.35)

(Z+82)p* + (Y +6Y) {p,q} + (X +5X)q*
= H(X,Y,Z)+6Zp*+ Y {p,q} +0Xq*(5.39)

H(X+0X,Y+8Y, Z+02)

de donde podemos ver que

Ox = —¢, (5.40)
Oy =—{q.p}, (5.41)
OZ = —pQ, (542)
Para seguir con los calculos, hacemos la transformacién canénica
q=VZQ, (5.43)
1

p=— (P-YQ), (5.44)
Antes de continuar debemos notar que la transformacién representada por
(5.43) v (5.44) depende explicitamente de los parametros, lo cual podria
generar términos adicionales tanto en la medida D@ = lim N [], dgs como en
el Hamiltoniano H = H((Q) al momento de tomar las variaciones A —> A+d\.
Sin embargo, los términos extra s6lo aparecen cuando la transformacion @) =
Q(q) depende al menos cuadraticamente de las coordenadas originales.
Usando (5.43) y (5.44), el Hamiltoniano (5.35) toma la forma

H' = P? + 0?Q?, (5.45)
el cual representa al oscilador armoénico usual. Por lo tanto
E,=2Q(n+1/2), (5.46)
y podemos escribir, al tiempo ¢ =0,

1

Q=\/39 (a'+a), (5.47)

o
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P=iy/ % (a'-a), (5.48)

donde a y a' son operadores de aniquilacién y creacién usuales al tiempo
t = 0. Para calcular los valores esperados de las ecuaciones (5.33) y (5.34),
necesitamos escribir () y P para cualquier tiempo t. Para lograr esto, escri-
bimos los operadores de aniquilacion y creacién en funcién de ¢

a(t) = ae @ al(t) = ale® . (5.49)

El exponente es 2€2 en lugar de 2 debido a que nuestros niveles de energia
tienen un dos adicional al caso usual. En estas condiciones, los operadores

P(t) y Q(t) son

1 . .
Q(t) = 0 (ae? @ +q e, (5.50)

Q ‘ 4
P(t) = i\/;((ﬂemm —a e M), (5.51)

Curvatura de Berry

Por ser un tensor antisimétrico los términos diagonales serdan cero. Las
otras componentes se calculan con el valor esperado respecto al estado base
del sistema

(Oz2(t2)0x(t1)) = (0]p*(t2)d*(t1) | 0)

1 ) Y .
_ (Z)) (1 - 2e7120210) 4 4 (5) -i4Q(t211)

Y2 fl'4Q(t2ft1)
+ i (1+2e ). (5.52)

Sustituyendo en la integral correspondiente, y pasando al euclideano, encon-
tramos que

Y
Fyx = 65 (5.53)
Similarmente
(Ox(t2)Oy (1)) = (0]¢*(t2) {p(t1), q(t1)} | 0)

Z(ie—4Q(T1—7'2) Y

0 o (1+2e—4ﬂ<ﬁ—f2>)); (5.54)
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entonces

Z
Fxy = 168’ (5.55)
(Oy (t2)0z(t1)) = (0 | {p(t2), q(t2) } p*(t1)[0)
iXe#Un-n)  YX
= _ —4Q(11-72) -
q 50 (1+2e ); (5.56)
y por tanto
Fyy = — (5.57)
Y4608 '
Métrica de Informacion Cuantica
Primero notamos que
Z
(Ox () =55 (5.58)
Y
(Oy (1)) = O’ (5.59)
' X
Oz(t)) =——. 5.60
(02(8)) =5 (5.60)
Para el término gxy, encontramos que
YZ YZ
Re (Ox(71)0y(72)) = 502 T2 CRE (5.61)
' YZ
(Ox(11)){Oy(72)) = 502 (5.62)
Por lo tanto
YZ YZ o0y YZ
gxy = / dm / dTy [_ﬁ - 02 —€ (n-m2) 4 ﬁ] (563)

Notamos que los términos divergentes se cancelan entre si, lo que nos deja
con

-7Y
= ) 5.64
Ixy 1602 ( )
Para gz x
XZ 2Y?2-XZ
Re (OX(Tl)OY(TQ)> = 492 + 294 6_4Q(TI_T2)’ (565)

o
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X7
(02N Ox (1)) = 257 (5.66)
de lo cual calculamos que
2Y?2 - X7
9zx = T30t (5.67)
Por otro lado, para gy, tenemos que
YX
Re(Oy(11)0z(12)) = T (1 + 2649(71’72)) , (5.68)
YX
(Oy (12))(Oz(11)) = 1607 (5.69)
esto nos da VX
9z = ~1g0n" (5.70)
Finalmente, con los términos diagonales encontramos que
72
(Ox(m)Ox(m)) = 102 (1+eHnm)) (5.71)
72
(Ox(72)) (Ox (1)) = 102 (5.72)
72
9XX = 3501 (5.73)
Y2 XZ a0
(Oy (m)Oy(m2)) = o7 + 275 ¢ ™), (5.74)
y?2
(OY(T2)>(OY(71)>=§, (5.75)
X7
= Son 5.76
gvy 304 ( )
6—4Q(T1—T2)X2 X2
(O2(11)0z(72)) = 502 VT (5.77)
X2
(Oz(12))(Oz(m1)) = 02 (5.78)
X2
927 = 3501 (5.79)
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Resumiendo, las partes simétrica y antisimétrica son

. 0 Z -Y
Fyj = = -2 0 x|, (5.80)
16(XZ-Y?) Y -X 0
. 72 27Y 2Y:-XZ
9ii —27Y  4XZ  -2XY |, (5.81)

RXZ-Y)'\ 9y2_xz _oxy X2

Vemos que las ecuaciones (5.80) y (5.81) divergen cuando X Z = Y2, lo cual
nos esta indicando una transiciéon de fase en dicho punto. Esto era de espe-
rarse, pues de la definicién de Q =V XZ - Y?2, vemos que la transicién se da
cuando el Hamiltoniano (5.45) deja de representar a un oscilador armonico
y se convierte en el Hamiltoniano de particula libre.

5.2.2. Modelo XY con Campo 'Transverso

El modelo XY es una generalizacion del modelo de Ising en el que se
introduce una anisotropia respecto a las direcciones X y Y. El hamiltoniano
estd dado por (véase por ejemplo [12])

M 1 1—
H-=- Z (ﬂgfaﬁl + —’Yaf/alyﬂ + halz) , (5.82)
o\ 2 2

donde el ntmero de espines es N =2M + 1. Notamos que en el caso 7 =1 el
sistema se reduce al modelo de Ising. Para diagonalizar procedemos como en
la Seccion 2.1.1, primer introducimos los operadores ¢* y ¢~ por medio de

1 1
ot = 5 (6" +io”), o = 5 (0" —io7), (5.83)

con lo que el hamiltoniano toma la forma

d vt 1 + _+ + - - _+ - -
H=- Z (of o)+ oo +oy0f +0700,,)
I=—M
+7_1(++++‘+‘++“)+hz (5.84)
070141700141 7010141 Y0101 or |- .
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El siguiente paso es hacer la transformacién de Jordan-Wigner dada por

o = (H aj-) a, (5.85)

-1
oy =( U;-‘) al, (5.86)
F=1-2ala. (5.87)
donde los operadores azr y a; satisfacen las relaciones de anticonmutacion
{af,am} = 1m, (5.88)

{af,al.} = {ar,am} =0, (5.89)

con lo que el Hamiltoniano toma la forma

- [1+] i i Pt
H=- Z 5 (al+1al+al+1al+alal+1+alal+l)+
I=—M
v-1
2

(al+1al - aLlal - a/;-a“_l + a;ralTH) +h (1 - QCLZTCLZ)] . (5.90)

Ahora aplicamos a los a; la transformada de Fourier discreta definida en las
ecuaciones (2.21) y (2.22) de la Seccién 2.1.1

1 ~ikl T 1 ikl gt
a=—=)y ey, a =—7=) "d, (5.91)
o> Rt
2 4w _ :
con k = NN 2m. Estos nuevos operadores cumpliran con las relaciones
{a};, Cbkr} = 5k,k’a (592)
{a,t,az,} ={ay,ar} = 0. (5.93)

Para continuar con la diagonalizacion, utilizamos que la delta puede ser ex-
presada como

1 o
Oppr = — Y ei(h=k) 5.94
ok N;e , (5.94)
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entonces, aplicando la transformada de Fourier discreta a (5.90), el Hamilto-
niano se reduce a

H=-Y"[dldy (2cos(k) - 2h) - iysin(k) (dyd_y + d}d', )] - hN.  (5.95)

Como tultimo paso para diagonalizar aplicamos la transformacion de Bogo-
liubov dada por

dy = cos(gz—k)bknsm(%)bik, (5.96)

dzzcos(%)bl—isin(%)b_k. (5.97)

Estos nuevos operadores d; también cumplen con las relaciones de anticon-
mutacion

{dl,d} = 0y, (5.98)
{dl,dl,} = {dy,dy} = 0. (5.99)

En esta transformacion atin debemos determinar 6, como funcion de h y k.
Sustituimos (5.96) y (5.97) en el Hamiltoniano y encontramos que

H=- ; [2(cos(k;) ~h) (cos(ek)b,tbk + %sin(Gk) (bfo!, + bkb_k))
—ivysin(k) (cos(0y) (brboy, +05bT ) +isin(0y) (brb_y +b'07,)) + A]. (5.100)
Imponiendo que los términos cruzados sean cero, llegamos a la ecuacién

0=1i (bLbT_k + bkb,k) ((cos(k) = h) —ysin(k) cos(6r)) , (5.101)

de donde encontramos que

cos(0y) = cos(k) , (5.102)
\/(Cos(k:) —h)? +~2sin?(k)
sin(6y) = - 7 sin(k) , (5.103)
\/(cos(k:) —h)? +~2sin?(k)
por tanto, el Hamiltoniano (hasta unas constantes) es
H =3 [Adibr - 1], (5.104)
k

o



Tensor Geométrico Cuantico desde el Punto de Vista Lagrangiano 72

con

Ap =/ (cos(k) - h)? + 42 sin? (k). (5.105)
Para encontrar el estado base suponemos que cada modo tiene la forma
19), = @0),[0)_y +0[1), [0)_, + |0}, [1)_y +d[1), [1) 4, (5.106)

e imponemos que by |g) = 0, se llega a una ecuacién equivalente a (2.45). Por
tanto, siguiendo un proceso andlogo al de la Seccién 2.1.1

azcos(@), dz—isin(e—k), c=b=0. (5.107)
2 2
Por tanto

9 =TT (cos (9—2’“) 0, [0}, - isin(e—;) 1), |1)_k). (5.108)

k

Tensor Métrico Cuantico del Modelo XY con Campo Transverso

En el Hamiltoniano (5.82) podemos hacer la variacién h - h+dh, con
lo que encontramos

H(h+6h) = H(h) - 6h Y o7, (5.109)

por tanto

O =) 07, (5.110)
Sin embargo, en la ecuacién (5.110) el operador Oy, estd en una forma que no
podemos utilizar. Quisiéramos tener al operador O, en funciéon de los opera-
dores b, para poder aplicarlo al estado base. Para lograr esto, aplicamos el

mismo proceso de diagonalizacion que se utilizé para pasar del Hamiltoniano
(5.82) al Hamiltoniano (5.104). Después de esto se llega a que

1
Op=N-2% (0052 (92—’“) bl by + 5 sin(0k) (bLbT_k + sin (9—2’“) bkb;)) , (5.111)
e
con el que podemos calcular los valores esperados respecto del estado base

(Oh(t))zN—sz:sinQ(%k). (5.112)

o
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(On(t1)On(t2)) = N? — AN Y sin? (%) 4 BB ) (2-) T 6in2 (g,
k k

+4)" sin® (%) sin? (%) (5.113)

kK

Por lo tanto, usando (5.112) y (5.113)

sin?(6y)
Ghh =), 3, (5.114)
w (Eo— Ek,—k)2
o sustituyendo sin(f,) y las energias
1 « 2sin?(k)
== —, 5.115
Ghh 1 zk: Ai ( )

Por otro lado, haciendo la variacién v — v+ 9+, podemos ver que el operador
asociado a vy es

O, = 5 Zz: (afaﬁl ~olol); (5.116)

al igual que con Op, necesitamos poner a O en funcién de by, por lo que
se aplica el mismo proceso de diagonalizacion. Después de transformarlo,
obtenemos

O, =i > sin(k) [cos(Ox) (brb-x + bLbT, ) +isin(6y) (bfbx - bxbL)].  (5.117)
k

Una vez que el operador O, tiene la forma (5.117) es directo encontrar los
valores esperados necesarios para calcular g.:

(0,) = —zk:sin(k:) sin(6y,), (5.118)

(O, (t2) O, (t1)) = —e"FoBri)(t2=t) 3 gin? (k) sin® (6 )
k

+k;; sin(k) sin(0x) sin(k") sin(6x ), (5.119)

de donde se puede calcular que

~ sin?(k)(cos(k) — h)?
Gy == ; Y . (5.120)
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Finalmente, para calcular la componente g, necesitamos el valor esperado

(On(t2)04(t1)) = > e~ 2Mk(t2=t1) gon | cos O sen ), — N > senksen b
% %

0,/
+2 )" sen k sen 0, sen’ 7]6, (5.121)
ok

el cual, combinado con (5.112) y (5.118) nos ayuda a calcular

iy = Ek: VSiHZ(k)iZZS(k) —h), (5.122)

Notamos que en este ejemplo ninguno de los valores esperados tuvo par-
te imaginaria, por lo tanto no hubo F;;. Las ecuaciones (5.115), (5.120)
y (5.122) coinciden con las presentadas en [12]. Por tanto, hemos sido ca-
paces de replicar los valores ya conocidos usando el método de la inte-
gral de trayectoria. También vemos que la métrica diverge cuando Aj =

\/ (cosk - h)2 +~2sen? k = 0, de donde se pueden encontrar los puntos criticos
del sistema.

5.2.3.  Modelo de Ising con Campo Transverso Rotado

En esta seccion se trabaja el modelo de Ising, cuyo Hamiltoniano es
dado por [14]

A
H=-3% (afa;ﬁl + 505) : (5.123)
l

Sin embargo, para encontrar una curvatura de Berry diferente de cero, apli-
caremos una rotacién sobre el eje z

M  oF
g(¢) = ] e, (5.124)
I=-M

por lo que el Hamiltoniano toma la forma

H = g(¢) (_ D (af0f+1 ¥ %al)) 9'(¢)

l

) [(cos(¢)af ~sin(6)a?) (cos(@)ot,, - sin(@)o?,) + %o—;]  (5.125)
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Después de diagonalizar el Hamiltoniano con un proceso anélogo al utilizado
para pasar del Hamiltoniano (5.82) al Hamiltoniano (5.104), se encuentra
que

M
H= 5 ALy, (5.126)
k=—M

donde Ay =+/1-2\cos(k) + A2, y
lg) = E[(cos(%)|0)k|0) zem%m( )|1) |1)_k). (5.127)

Los operadores b, que aniquilan al estado base |g) y los operadores dj que
aniquilan los modos |0), se relacionan por

by = dj, cos (%) - z'e%d’dik sin (%) ) (5.128)

Para este sistema se toman como parametros ¢ y A, con lo que los operadores
necesarios resultan ser

O, = g - ;[Qisinwk) (e*bIbT, — e729b_ibl) +sin (62 )b kD! ] (5.129)

M
= > Apsin(y) (bLb7, €% + boybe ). (5.130)
k=—M
Con estos operadores encontramos que
N 0
(0,) = ——Zsinz(—k), (5.131)
2 7 2
(Oy) =0, (5.132)
N o,
(OA(t2)Ox(t1)) = — —NZsm ( ) > sin® ( )sm ( )+
4 by 2
4Zsm ( ) WEo=Er-0)(12-11) (5 133)
M .
<O¢(t2)0¢(t1)) = Z Gl(EO_Ek’_k)(tQ_tl)AZ sinQ(Hk), (5134)
k=M
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(O(t2)Ox(t1)) = 20 Y e FoBrp)tmti) Ay 4in?(6),). (5.135)
e
Asi que
sin?(k
=, i ), (5.136)
PRV
sin?(6
o6 =3 4( 8, (5.137)
k
gox =0, (5.138)
. 2 k
Fp=Y g ) (5.139)
wo A

Estos resultados coinciden con los conocidos en la literatura [37]. Una vez
mas, del tensor métrico reconocemos que los puntos criticos se dan cuando
Ay = 0. La importancia de este trabajo radica en que fuimos capaces de
replicar los valores conocidos usando un nuevo método basado en la integral
de trayectoria. Los resultados de este capitulo fueron publicados en [58].




El Tensor Geométrico Cuantico a través de
Funciones Generadoras

?I@j? a expresion (5.30) del capitulo 5 es 1til por si misma al facilitar los calcu-
Z los en algunos casos. Sin embargo, una gran ventaja de esta expresion
es que se puede calcular el Tensor Geométrico Cuéantico del estado base, in-
cluso cuando la funciéon de onda es completamente desconocida, al menos
hasta el orden deseado en los parametros. En este capitulo mostraremos la
forma para lograr esto.

6.1. FEI Tensor Geométrico Cuantico en Teoria de
Perturbaciones

Consideremos el caso de un oscilador armoénico con una perturbacién
V(q); en este caso el Hamiltoniano toma la forma

1
H=ph %qZ AV (g). (6.1)

Elegiremos como parametros \' = a y A2 = . Si hacemos la variacién \* -
A+ 0, notamos que

H(N + 60 = HOX) + %O‘q? LAV (q), (6.2)

y por tanto
Ou=-%.  Ox=-V(0) (6.3)



El Tensor Geométrico Cudntico a través de Funciones Generadoras 78

Ahora, usando la ecuacion (5.30), las componentes del Tensor Geométrico
Cuéntico son

Goa = i [i dmy fooo dry [<q2(71)q2(7—2)) - (qz(ﬁ)) <q2(72))] ) (6.4)

GM:% / idﬁ [T @V ) - (@) (V)] (65)

y

G = fi dm fowdh [(V(a(m)V (a(72))) = (V(g(r))) {V(a(2))] (6.6)

Como la teoria con el potencial V' (¢) no es soluble en general, necesitamos
usar teoria de perturbaciones para calcular el TGQ. Con esto en mente, las
ecuaciones (6.4)-(6.6) no parecen darnos una gran ventaja para hacer los
calculos. Sin embargo, tal como veremos en la siguiente seccion, el enfoque
de integral de trayectoria nos darda un poderoso método para calcular los
valores de expectacion que necesitamos.

Antes de pasar a la siguiente seccién, recordamos que en la deduccién
de (5.30), hicimos uso de la rotacion de Wick

t > —ir, (6.7)

por ello, las integrales que aparecian en (5.30) debian hacerse usando la mis-
ma regularizacién (6.7). Por ello, en el presente capitulo se trabajara siempre
con 7 en lugar de t. A este tiempo 7 lo llamaremos el tiempo Fuclideano.

Al trabajar con el tiempo Euclideano, el Lagrangiano también cam-
biara. Si tenemos un Lagrangiano de la forma

sa.d) =5 () - v, (63

el Lagrangiano en tiempo Euclideano, Lg sera

Lo=-3 (%) -V (q). (6.9)

Al Lagrangiano Lg se le conoce como Lagrangiano Fuclideano.
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6.2. Enfoque Perturbativo de las Funciones de Green

Supongamos que tenemos un Lagrangiano de la forma

L(q,q) = = (q -aq®) - A\V(q), (6.10)

entonces podemos hacer una rotacién de Wick y definir la funcién generadora
Z[J(T)] como

- f Dy(r)e | rlEpI (D) AV (@) (6.11)

donde L es el Lagrangiano Euclideano del oscilador arménico libre. Notamos
que

T = [ Param)amy o[- [ i (Le s K0 V@),

(6.12)
por tanto, podemos escribir los valores de expectaciéon respecto al estado base
como

= Gt (r,.m). (6.13)

(q(7)..q(11)) = (-1)n( 1 " Z[J] )

Z[J]6J(1)...0J (1)

Podemos expresar las funciones G#(7,...71) en términos de la accion del
sistema con una fuente S = [ dr (Lg + J(7)q(7) + \V(q)).

J Dq(m)q(m1).. Q(Tn)e Ll

G (1, ..., Ty 6.14
n (7—1 T, ) /Dq(T)e [q(7)] ( )
En este punto la exponencial se puede reescribir como
S _ _~S0-51 _ ,~So S (D™
e’ =e =01+ ) S, (6.15)
m=1 m'

donde Sy = [dr (Lg+AV(q)) y S1 = [drJ(7)q(7). Si sustituimos en la

ecuacién (6.14)

[ Da(r)a(m)..a(r)e ol [1+ 250 C4msp]
[ Da(r)esola [1+ 357, Sy

Gmt(Tl, ...,Tn) =

(6.16)

o
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Ahora suponemos que nuestro potencial tiene la forma

Vig) = QFN' (6.17)

Podemos reescribir la ecuacion (6.16) en términos de las funciones de Green
del oscilador armonico simple

G Ty, Th) =

Gu(T1, o Tn) + 2 1( )‘/N')mfds .ds,,G n+mk(7'1,...,7'n,s’f,...,

St

1+ Yoo LA™ Aff:,mmfals Sy Grr(sh, ..., sE)

(6.18)
Con la ecuacion (6.18), podemos escribir los G en términos de las funciones
de Green del oscilador armoénico simple y, en principio, podemos hacer un
desarrollo en A hasta el orden deseado. En la siguiente seccion presentamos
algunos ejemplos en los que podemos tomar ventaja de las formulas (6.4)-
(6.6) y (6.18).

6.3. Ejemplos

6.3.1. Perturbacion Lineal

Como primer ejemplo, consideraremos el oscilador arménico con una
perturbacion lineal. E1 Hamiltoniano de este sistema es

1
H = §p2 + %q2 +Jgq. (6.19)

Por su simplicidad, este sistema puede ser resuelto exactamente. De hecho el
estado base del sistema es

o= () e (2 (o 2)). (620

por tanto, las derivadas correspondientes son

ov a2y (J+qa)
7 ="¢ " (a+2) pyeeTy Y (6.21)
y P
ov ez (@ 2) (6.2 + 4Jqa + aB/? - 2q2a2)' (6.22)

da Q1/419/8
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Podemos calcular

(020] W) = (9, 0] ¥) = 0, (6.23)
(0,9] 5,0 = ﬁ (6.24)
(0,0] 0,7) - ‘fje»/z’ (6.25)

(0.0 0, 0) = —— 4 L (6.26)

e T —
32a2  2a7/%’

con lo que facilmente encontramos que las componentes del Tensor Geométri-

co Cuantico son

1 J?
Gaa = w + m, (627)
J
GJa = _2a5/27 (628)
Y 1
G]J = m (629)

Enfoque Lagrangiano

Por otro lado, para usar las ecuaciones (6.4)-(6.6), primero notamos
del Hamiltoniano que
2
O, = —%, o (6.30)

Antes de calcular el Tensor Geométrico Cuantico, mostraremos como pode-
mos obtener los valores de expectacion en tiempo Euclidiano para este caso
especifico, la funcién de particion de este problema es

Z[J]:[quxp[—/:dT(%(3—3)2+%q2+Jq)]. (6.31)

En este caso J es una constante, pero si suponemos J = J(7) podemos usar
el truco estandar para calcular los valores de expectacion

(- = 0" (1570555003 2]

Debemos enfatizar que en el caso usual las derivadas son evaluadasen J = 0, lo
cual da los valores de expectaciéon para el oscilador armoénico simple, mientras

(6.32)

J=const
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que en el presente problema estamos evaluando en J = constante para obtener
los valores de expectacion correspondientes al oscilador con una perturbacion
lineal. En el apéndice (A.1) se muestra que

Z[J]:Z[O]exp[% [ dndri(n)D(n,m)()] (6.33)

donde

1
D(11,7m) = 2\/56_\/5‘71_72|, (6.34)

es la solucién de la ecuacion
(83—04) D(r,7")=-0(r-71"). (6.35)

Con estos resultados ahora podemos calcular el TGC.

Componente G j;

La componente G ;5 toma la forma

Gos= [ dn [ dn(aa() - ) ). (630

Para calcular este elemento, necesitamos la primera y segunda derivada de
(6.33)

0z
0 Zf dsJ(s5)D(s,7,). (6.37)
%z ZU dsvdssd (1) (s3)D(s1,m)D (59, 75) + D( )]
6J(7'2)6J(7'1) = 1052 1 2 1,71 2,72 T1,72) |-
(6.38)
Por tanto
(a(r)) =7 [ dsD(s.7), (6.:39)
y
{(q(12)q(m)) = J? [ ds1dsgD(s1,72) D(82,71) + D(72,71). (6.40)
Entonces
1 —Va(m2-11)
(a(72)q(m1)) = (a(m1)) (a(72)) = D(71,72) = 5 =¢ : (6.41)
NZ
Después de integrar en 77 y 73, encontramos que
1
Gyy= SPETER (6.42)
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Componente G

Para la componente (G, ; necesitamos

Cos= [ dn [~ an (@) - (@) am) . (643)

En este caso nos hace falta la tercera derivada

3z
ST TGsTey = 2 L dsrdsadsa ()62 6) D1 m)Dss ) Dls )
+ f drJ (1) (D(7,73)D(11,72) + D(7,72) D(71,73) + D(72,73) D(T, 7'1))] )
(6.44)
Entonces

(qQ(ﬁ)q(Tg» = - [J3 / dsidssdssD(s1,71)D(s2,71)D(83,72)

w7 [ dr (D(7,7)D(0) +2D(r, ﬁ)D(ﬁ,@))], (6.45)
donde D(0) = D(7,7). Con esto, tenemos que

(q2(Tl)Q(Tz))—<q2(71))(Q(T2)):—QJ/dTD(T,Tl)D(Tl,Tz) (6.46)

J
:—%[dTe_‘/a‘T_ﬁ'e_‘/a(”_ﬁ). (6.47)

Después de integrar y multiplicar el factor correspondiente de %, obtenemos

J

Gaj = _W.

(6.48)

Componente Gy,

Finalmente, para el término G, necesitamos

Goo :i[i dry fooode((q2(Tl)q2(T2)>‘<q2(71)>(q2(72)>)' (6.49)
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La derivada correspondiente es

0z ~
6J(14)8J(13)0J(12)0. (1)

Z[/ dsidsydssdsyJ(s1)J(s2)J(s3)J(84)D(71,81) D (72, 82) D (73, 83) D (74, S4)

+fdsldSQJ(sl)J(SQ)[D(sl,Tg)D(Tl,TQ)D(32,7'4)+D(sl,Tg)D(ﬁ,Tg)D(sQ,u)

+ D(19,73)D(51,71)D(82,74) + D(11,74) D(81,72) D (82, 74) + D(81,71)D (74, 72) D(52,7T3)
+D(s1,71)D(s2,72)D(74,73)]
+D(74,73) D(71,72) + D(74,72) D(71,73) + D(72,73) D(74,71)], (6.50)

de lo cual encontramos que

<q2(7'1)q2(7'2)> = J4[d81d82d83d84D(51,Tl)D(SQ,Tl)D(Sg,TQ)D(S47’7'2)

L2 [ dsydss [2D(0)D(s1,71)D (59, 7) + 4D(11,75) D(s1,71) D (52, 7)]

+D?(0) + 2D*(7,72),
(6.51)

Ahora podemos escribir

<q2(7'1)q2(7'2)>—<92(7’1)>(92(7'2)>=4J2fd51d52D(7'1,7'2)D(S1,Tl)D(S277'2)
+2D2(7'1,T2)
e—2v/a(m2-71)

2c
(6.52)

J2

= 913/2 / d81d8267\/a(72771)e*\/a\srrl|ef\/a‘82ﬂ_2| .
2c

Después de la integracion correspondiente y agregando el factor 1/4 de la
ecuacién (6.49), encontramos que

1 J?

Goa =353 * 507"

(6.53)

Como era de esperarse, las componentes calculadas con el método usual coin-
ciden con las encontradas por este método.
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6.3.2. Oscilador con Perturbacién ¢*

En esta seccion calcularemos el Tensor Geométrico Cuantico corres-
pondiente a un oscilador arménico con una perturbacién ¢*. El Lagrangiano
de este sistema es

L—l('Q—aQ)—)\qj (6.54)
EP AT '

Tomaremos como parametros A' = a y A2 = A. Si hacemos la sustitucién
At — A\t + 0\ encontramos que

q q*
L(A+6) = L(A) - 60 = oM, (6.55)
asi que

__&
O = -, (6.56)

2

Y 4
Oy=-L (6.57)

AT '

Como ambos operadores son polinomios en ¢, el Tensor Geométrico Cuantico
solo involucrara términos del tipo

(q"(t1)q™ (t2)); (6.58)
dichos términos son proporcionales a las funciones de Green del sistema,
Gl (1, 157). (6.59)

En las siguientes secciones calcularemos las componentes del Tensor Geométri-
co Cuantico. Para una descripcion detallada del calculo de la componente G,
se puede consultar el apéndice A.2.

Componente Gy,

La componente G, es, por definicién

Gua = [ i [ (0 ) ) )

0 o ' ' |
= 411 / dm f dmy (Gint(7-1277-22) _ Gént(Tf)Gént(TQQ)) . (6.60)
oo 0
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Fig. 6.1: 1, para calcular la componente G, del TGC.

Podemos expandir a orden A\ y obtener

G (%) = Go(7?) + % f ds [GQ(TQ)G4(S4) - Ge(72, 54)] , (6.61)
y
) A
Gflnt(7—12>7—22) = G4(Tl27T22) - Z [ ds [G8(7-1277—227 54) - G4(7-12>T22)G4(54):| )
(6.62)
por tanto

G (72,73) - GE(F)GY" () = 2G5 (1, )

— % f ds [24(202(7'1, 5)Go(72,5)Go(0)Go (11, 72) + G3(11, 8)G3( 12, 3))] ’
(6.63)

donde G5(0) = Go(7, 7).

Si llamamos al integrando I,,, tendremos que [I,, en términos de
diagramas de Feynman, corresponde a la Figura (6.1), véase por ejemplo [59].
En la Figura (6.1) interpretamos a I,, como una particula que mueve en las
posiciones correspondientes a t;, to y un valor arbitrario de tiempo, el cual
identificamos con A. En el diagrama que aparece 48 veces, la particula hace
un recorrido por los tres puntos, pero cuando estd en A hace un recorrido
extra antes de regresar a t; o t5. En el diagrama que aparece 24 veces, la
particula hace un recorrido de t; a A y de regreso, similarmente con ¢,. Un
dato importante es que en los dos diagramas se tienen 4 lineas que conectan
los vértices.
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Siguiendo con el calculo, usamos

Gg(tl,tg) = eXpiﬁ(tQitl) . (664)

NG
Después de integrar

1 All

Gaa = -
3202  512a7/?

+O(02). (6.65)

Componente Gy

G = (41!)2 [oo dry AdeQ((q4(Tl)q4(Tz)>—<q4(71))(q4(72)>)
= ﬁ[mdﬁ ‘/OoodTQ (Gém(T{l’T;)_Gint(Til)Gint(Tél ) (666)
A orden A
Gint(#):G4(T4)—%fds[G8(74,s4)_G4(T4)G4(82)]7 (6.67)

y

- A A
Gt (et ) = Ga(rt ) = 5 [ dsGialrl s+ 5 [ dsGu(sN)Gs(r 7).
' ' (6.68)

entonces
, 4 . A
G (i, 73) =GP G (13) = Gs(71,73) = Ga(71) Ga(73) - m f ds[Gra(ri, 75, 5%)
~Gy(s*)Gs(1H,73) = Gu(71)Gs (74, ') = Gu(73)Gs (7, s*) + 2G4 (1) Ga(75) Ga(sh) ]
(6.69)

El integrando I, toma la forma

I, =288 [4G2(O)G§(ﬁ, 79)Ga(11,8)Ga(T2,8) + 3G3(0)G2(11, 5) G2 (T2, 5)
+6G5(0)Go(T1,72)Ga(11, 8)Ga(12, 8) + 4G2(0)Go (1, 72)Ga(11, 8)Ga(T2, 8)
+4G5(0)Ga (71, 72)Ga (71, 5)Ga(12,8) + 3G3(11, 72)G3(0)G3( 12, 8)+
+3G3(11,72)G2(71,5)G2(0) + 6G2(11, 72) G2 (71, 5) Go (72, s)] )

(6.70)
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Fig. 6.2: I, para calcular la componente Gy del TGC.

Podemos ver una representacién de él en la Figura (6.2). En este caso hay 8
posibles diagramas. La interpretacién es similar a la de la Figura (6.1), pero
en este caso son seis las lineas que conectan los vértices.

Después de integrar

13 31\ )
O3 = Gliaa? ~ 12288097 * O(A%). (6.71)
Componente G
1 o0
Gor = 501 [oo dn fo drz [{¢* (1) (72)) = (@*(71)) (¢* (72))]
1 o o0 | | |
= o] [ dm [0 dmo [G%nt(7-1277-24) _ Gé"t(Tf)GZ”t(ré)] . (6.72)
Tenemos que
' A
GE(1) = Galri) - zfds [Go(rf.s") = Ga(17)Ga(sh) ], (6.73)
- A
Gint(Tﬁl) = G4(Tz4 ] / ds [G8(7-24, 34) _ G4(T§)G4(s4)] 7 (6.74)

Gy (r ) = Colrt ) - 5 [ ds[Gro(r? i, 5") - Colr ) Ga(sh)]
' (6.75)
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Fig. 6.3: I, para calcular la componente G, del TGC.

entonces

, ) A A
Gy (1, m3) = Gy (1) G (13) = Ge(11, 73 ) = Go(77) Ga(Ty) - i f ds[Gro(rf,75,5%)
~Go(71,73)Ga(s*) = Go(2)Gs (74, ') = Gu(73) Ge (71, *) + 2Go(12) Ga(75) Ga(74) ]
(6.76)

El integrando es

Loy = 486G (72, 7)G3(0)Ga(11,72) Ga(T1, 8) + 3G2(0)G3(11, 72) G3(72, 5)
+3G(0)G3(1, 5)G3(T2, 8) + 4Go (11, 72)Ga(11, 5)G3 (72, 5) |,
(6.77)

el cual podemos ver en la Figura (6.3). En este caso hay cuatro diagramas
posibles. La interpretacion es similar a la de las figuras anteriores, sin em-
bargo, en este caso hay cinco lineas que conectan los vértices. Esto tiene que
ver con las potencias de ¢ que se forman con los operadores.

Después de integrar

1 89
© 128052 12288at

Gon +O(02) (6.78)
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Determinante Singular
Si calculamos el determinante obtenemos
1 35\

det(G;) = - O(\?). 6.79
&) = 1966085 ~ 3145728072 * ) (6:79)

Notamos que el determinante se vuelve singular cuando

16

A\ = —a?. 6.80
e (6.80)

Si consideramos términos de mas alto orden en A, el valor de \. podria pre-

decir una transicion en la funcién de onda.

La gran ventaja de este método radica en que fuimos capaces de cal-
cular el Tensor Geométrico Cuantico hasta el orden deseado sin hacer uso de
la funcion de onda. Los resultados del presenta capitulo fueron publicados en

[63).




Extension del Tensor Geométrico Cuantico a
Teoria de Campos

gla@fn este capitulo se presenta una extensién del Tensor Geométrico Cuanti-
&) co a teorfa de campos. Como primer punto se presentara una deduccién
para obtener la ecuacién equivalente a (5.30) pero para el caso de campos.

7.1. EIl Tensor Geométrico Cuantico para Teoria de Campos

Siguiendo a [46; 47|, consideremos una teoria de campos en D =d + 1
dimensiones definida por el Lagrangiano Lj, durante el intervalo de tiempo
euclidiano (-o0,0). Ahora consideremos que una deformacién a la teorfa ori-
ginal es encendida al tiempo 7 = 0. La deformacién se lleva a cabo al sumar
términos del tipo dA*Q, al Lagrangiano original, donde O, son funciones de
los grados de libertad de la teorfa y dA?, (a = 1,...,n), son pequenas defor-
maciones a los parametros fisicos del sistema.

En estas condiciones, obtenemos un Lagrangiano perturbado £; para
el tiempo euclidiano restante (0, o0), dado explicitamente por

Li=Ly+5)\0O,. (7.1)

Tanto la teoria original como la deformada tendran su correspondiente esta-
do base [Qp) y [€1), respectivamente. Ahora nos concentraremos en calcular
la Fidelidad de este sistema, F'(d\) = [(21,7 - 00|, 7 = —o0)|. Fisicamen-
te hablando, la Fidelidad nos dara una medida del cambio provocado por
encender la deformacion.
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Comenzaremos por considerar un estado genérico |p) al tiempo 7 =0
y su traslape con el estado base original |2g) en 7 = co. En el formalismo de
integral de trayectoria, esto puede expresarse como

\/12_0/¢(T_0)_¢Dgoexp (— [i dT/ddx £0) : (7.2)

ZoszgoeXp(—/::dT[dd:U Eo). (7.3)

Similarmente, podemos expresar el traslape para del estado |p) al tiempo
7 = 0, con el estado base perturbado [€2;). En términos de la integral de
trayectoria esto es

1 0o
M| @) = D - d d? )
(4] @) 7 L(T—O)—@ goexp( fo Tf x Ly
1 0o
- D — ar [ a SN0, ) 4
\/71[@(7—0)—@ goexp( fo T/ xr (Lo+0N0,) | (7.4)

lefDeXp(—[:dT/dda: (L‘0+(5)\“Oa)). (7.5)

Por tanto, el traslape entre ambos estados es

<¢|Qo):

donde

donde

(1) = [ D (Q112)EI%0)

=\/%/D<p exp(—/idr[dd:tljo—/Ooodrfddx(£0+6)\a(’)a)).
(7.6)

Notamos que esta ecuacion es completamente andloga a (5.20). Similarmen-
te al caso de mecanica cuantica usual, podemos usar la definicién de valor
esperado, para escribir el traslape como

(exp (- [~ dr [ d%z 6X°0,) )
(exp (- [ dr [ diz5X0,) >1/2 7

{h]0) = (7.7)

donde el valor de expectacion es tomado respecto al estado base sin perturbar
|20). Es importante notar que existe una discontinuidad cuando pasamos del
Lagrangiano original al Lagrangiano deformado en el tiempo euclidiano 7 = 0.

o
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Esta discontinuidad podria resultar en divergencias ultravioletas, para tratar
con estas divergencias se ha introducido una cota e cerca de 7 = 0, removiendo
asi la region donde el Lagrangiano cambia abruptamente.

Ahora podemos tomar la expresion (7.7) y expandir el cuadrado de su
valor absoluto [(€21|€20)|? en serie respecto a §A®. Como en el caso de mecanica
cuantica, supondremos que el sistema tiene simetria ante inversion temporal

(Ou(=71)O(=72)) = (Ou(71)Op(72))-

El resultado final de esta expansion se puede escribir como
Q) =1~ Gap GATON® + - (7.8)

Con esto hemos generalizado la expresion del Tensor Geométrico Cuantico
al caso de teoria de campos:

Gw:[;dﬁfvd%l [wdTg[/dgxg[<Oa(7'1,l‘1)0@(7'2.l‘2))
~(Oa(11,21))(Op(72,22))] . (7.9)

En los siguientes ejemplos se hard uso de la ecuacién (7.9), sin embargo
cuando no exista la necesidad de regularizar, se tomara e = 0.

7.2. Campo FEscalar Libre

La teoria de campos mas sencilla es la del campo escalar real. El
Lagrangiano de este sistema esta dado por

1 o
L= 20,00~ 267 (7.10)
y el campo es

d3 1 , o , .
o(x) = P (ape_z(pot_m) + apez(pot_p'”)) . (7.11)

3
(2m)* \2E, -,

Tomando la variacién de la ecuacion (7.10) respecto a «, encontramos que el
operador asociado es

O, = —%& (7.12)
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El valor esperado que necesitamos es

(Oul)) = =5 (0] %(x) ). (713)

donde en este caso |0) es el vacio de la teorfa. Usando la ecuacién (7.11),
encontramos que

1 d3p 1 d3p
Ou(z)) = - - f P 7.14
(Oale) = =557 ) 28, = 120y e +a (7.14)
Por otro lado
1 Bpd3p’ . P
Oa Oa _ —it1(Ep+E,y)—iz1-(p+p’)
(Oa(21)Oa(22)) 8(27)° E,E, e

6it2(Ep+Epl)+if2'(ﬁ+];’) 1 d3pd3p/ (715)

16(27)6 E,E,’
entonces, la métrica sera

d?’pd?’p’
8(21)°E, E,

—it1 (Ep+Epy)—iz1-(p+p’) eitg(Ep+Ep,)+z'fQ-(ﬁ+;§')

oo f dTldTdeldxz

52(0)m? %
Ul , (7.16)
32/a 2567/ a
donde V es el volumen del sistema y esta relacionado con la delta de cero a
través de

53(0) = % (7.17)

Observando la ecuacion (7.16), vemos que existe un punto critico cuando
a = 0. Esto era de esperase, pues en ese caso el Lagrangiano sélo tiene el
término cinético.

7.3. Campo Escalar con una Perturbacion Lineal

El siguiente problema en nivel de dificultad es el mismo campo escalar,
pero con una perturbacién lineal, cuyo Lagrangiano en tiempo real es

L= 20,60°6 - 262 Jo, (7.18)

o
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donde estamos considerando J como constante. La funcién generadora para

este caso es
fD(beXp[ fd“ ( ¢aﬂ¢——¢2 J¢)], (7.19)

aqui hemos supuesto J = J(x). Notamos que los valores esperados pueden
expresarse como

| G ) ) )
(T¢($1)¢(x2)q§(xn)) - lZ[J] (5](1[’1)) (5(](1‘2) ) ((SJ(ZL’n) ) Z[J]] e
(7.20)
Igual que en el caso de mecanica cudntica, la integral (7.19) puede hacerse y

obtendremos

Z[J]=Z[0]exp [—%fd4md4yJ(m)DF(x—y)J(y)] (7.21)

donde D es el propagador de Feynman que cumple con la ecuacién
(0,0" + @) = —i6™W(z - y), (7.22)

y tiene la expresion

Dr(w-y) =6(a" _y0)f(2 )32E o _xo)/(z )32E e

- d’p ’ e~ (z-y) (7.23)
) @n)ipr-m2+ e ' '

Ahora podemos calcular el Tensor Geométrico Cuantico para este sistema.
Tomaremos como pardametros o y J. Fijandonos en el Lagrangiano (7.18)
notamos que

1
O = —§¢>2, Oy =-¢. (7.24)
Primero calcularemos G ;;

GJJ=[2d71Ld3x1 '/OoodTQ—/‘;dzg.IQ[(OJ(Tl,LL‘l)OJ(TQ,[EQ))
~(04(11,21)) (O5(72,22))]

:/jidﬁ/‘;d?’xl [Doodﬁ/‘;d?)xg[(¢(7-1,x1)¢(7-2.3;2))

—{o(m1,21)) (P72, 22))] . (7.25)
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De la ecuacion (7.20) obtenemos

(6()) =17 [ diyDr(z-y), (7.26)
y
(O(x1)¢(22)) = =J° f d*yd*y' Dp(x1 - y)Dp(x2 - y') - Dp(a1 - x2), (7.27)

entonces tendremos que

(O(z1)d(22)) = (¢(21)) (D(22)) = Dp(22 = 71). (7.28)
Pasando al euclidiano e integrando encontramos que
%
GJJ = W (729)

Para el elemento GG, ; tenemos

GaJ:[idnfvd%lfomdﬁfvd%z[<0a(71,x1)0J(72,x2)>

~(Oa(71,21)) (O(72, 22))]

:[idﬁfvd?’xl '/OoodTQ/VdSl’Q%[<¢2(7'1,.171)¢(7'2.$2)>
—<¢2(71,1’1)><¢(72,5152)>]- (7-3())

Usando la ecuacién (7.20) encontramos que
<¢($1)¢2(x2)> =— [J3 f d4x’d4x”d4x”'DF(x’ _ xl)DF(CL’” _ :Ul)DF(:L’W _ 3}2)

+J_/ d*z (Dp(xy — 22)Dp(0) + 2Dp(x — 21) Dp(21 - xg))],
(7.31)

entonces tendremos
(¢2($1)¢($2)>—(¢2($1)>(¢(371)>=—QJfd4iUDF(93—$1)DF(931—$2)> (7.32)

el cual, después de pasar al euclidiano e integrar nos da

JV

GaJ = _W.

(7.33)

o
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Finalmente, para la componente G, tenemos

Gaa=[2d71Ld3x1 '/OoodTQ—[VdS.I'Q[((I)Q(Tl,xl)oa(TQ,Jfg))
~(Oa(71,21)) (Oa(72,22))]

= [i dr [Vdel ‘/OoodTQIVd:i:L‘Z%l |:<¢2(7'1,x1)¢2(7'2’x2)>
—(¢°(r1,20)) (¢ (72, 22))] . (7.34)
Usando nuevamente la ecuacién (7.20) encontramos
<¢2($1)¢2(x2)> - (¢2(3U1)> (¢2(x2)> = ~4J*Dp(x, - $2)$ +2D7%(x1 - x9),

(7.35)
con lo cual se llega a que

vV J? 1
Goa =5 (a7/2 " 1284 ) ‘ (7.36)

Un punto importante a recalcar es que en este sistema

V2

et G = S oma?

(7.37)
es decir, el determinante no depende del valor de J con el cual se acopla la
perturbacion.

En este caso debemos notar no sélo el punto critico descrito por el
tensor métrico (el cual es otra vez cuando « = 0), sino que las componentes
(6.42), (6.48) y (6.53) son muy parecidas a las componentes (7.29), (7.33)
y (7.37) del caso de mecdnica cudntica. Salvo el término en el que aparece
Va, la tnica diferencia es que, para el caso de campos, hay un factor de V/
multiplicando al tensor métrico.

7.4. Campo Escalar con una Perturbacion Cuartica

En esta seccion se trabaja el caso de una perturbacion cuértica y se
comentan los problemas que aparecen con esta teoria. El Lagrangiano de
nuestro sistema es o

1 «
== lph— —d% — N\
L 5 L PO* P ng /\4!, (7.38)

o
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y los operadores en este caso seran

2
O = —% O = —%. (7.39)

Calculemos G,

(m:/ dTlfdxlf dTg/d3$2 [(On(71,21) O (T2, x2)

—{Oa(71,71)) (Oa(T2,72))

)

]

:fidﬁfvd?*xl /;wdTQ[/d3x2}1[<¢2(7_17551)¢2(T2,$C2)>
—(0*(71,21)) (0% (72, 72))]

)

0
:/ d71/d3$1[ dTQ[deg Gznt($1’x2
—00 14

~G(a})GY(a3)]. (7.40)

Es importante senalar que los promedios mostrados en la ecuacién (7.40)
son con respecto del sistema con la perturbacién ¢*. A diferencia de los
ejemplos anteriores, en este caso no se tiene la soluciéon analitica, por tanto
serd necesario expresar el resultado hasta un cierto orden en A. Haciendo un
analisis similar al de la Seccién 6.2 podemos hallar las funciones de Green de
este sistema

Gt (21, ) =
Gn(xly .. xn) + Zm 1 ( ,j;) fd4 d4l’ Gn+mk(x17 vy T,y (xll)ka ceey (x;n)k)
1+ e, CO° [ atal . diat, G ((2)F, ..., (1,)F)

(7.41)

De esta forma, podemos calcular el integrando de la ecuacion (7.40)
al orden que queramos. A orden A tenemos que

Gt (2?) = Gg(mQ)—— [ d'a' [Ge (2%, (2)?) - Go(2?)Ga ((2')")],  (7.42)

y

Gflnt (':C%J:Q) G4 x17x2 [d4 , GS x17x27(x,) ) G4 (;C%,SL’%)GZL((SL’,)Al)]
(7.43)
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De la ecuacion (7.42), encontramos que

Gy (a7) GE* (23) = Ga (27) G (a3) - i\'fd‘* '[Ga(23) Go (a3, (2)") +

G (23) Go (1. (+)") = 2G2(a1) G (23) Ga ((21)1)],
(7.44)

entonces tendremos que

G (af,23) - Gy (21) G5 (23) = Ga(a, 23) - Ga(2]) Ga(73)
8 [ Gt a3, (1)) - G aD () - Cala) (e (2')')
~Ga(12) G (a2, (7)) + 2G5 (22) Ga(2) Ga (=) ) ] (7.45)
Simplificando las funciones de Green
Gy (23, 23) - GY* (27) Gy (3) = 2G5 (1, 2)
D\ [ 12 [2G (1, 2) G2, £)Ga(22) + G2(21, 7)GE (22, w)] . (7.46)

Para la primera integral tenemos
[d4a:G2(x1,x)GQ(xQ,x)Gg(xz) =

d4pd4 /d4 " —jeiz(p+p’) p-iz1pp—ip’z2
[ 2m)2 (- a)((p)? - ) (") - a) 74

Notamos que con la primera exponencial podemos obtener una delta, lo cual
simplifica una integral, por tanto

f oty e~ i((t2—t1) E—(Z2-21)P)
pap .
(P2 - )’ ((p)?-a)
(7.48)

/d4xG2(:c1,x)G2(3?2,x)G2(5"2) = (2_7:)8

Ahora reconocemos que al integrar en d3z, se forma otra delta, entonces

[ d3x2d4xG2(x1, 1)Go(29, 1) Go(2?)

. e-i(ta—t1)E
- oy — [ apd'pS ey (7.49)
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Finalmente, podemos hacer las integrales faltantes en el lado izquierdo, con
lo que llegamos a

fdT1d72d3$1d3$2d4l’G2(fL'1,ZE)GQ(.I’Q,I’)GQ(ZL‘Q) =
-V 1
— | dEd*p————. 7.50
(27 )50 / PR —a) (7.50)

Para la segunda integral tenemos

f d*zG3(zy,7)G3 (1, 1) =
[ 7 d4pd4p/d4p//d4p/// e~ (z1-2) p=ip’(z1-2) p=ip"(z2-2) o~ip""(22-2) .
@2m)e (P -a)((P)? - ) ((p")? - a)((p")* - @)

Haciendo las integrales correspondientes

(7.51)

[d71d72d3x1d3x2d4xG%(x1,x)G%(xQ,x): (2‘/)9 fd4pdEp/d4p"[
T

1
(B2 = - o) (2~ 1P = a) ()2~ ) [ (By + By + ) - <2ﬁ+p7'>2—a]]'
(7.52)

Si hacemos un conteo de potencias de la integral (7.52), encontramos que
es logaritmicamente divergente. Para solucionar esto, debemos regularizar y
renormalizar, por lo hemos decidido dejar el trabajo hasta este punto por

ahora. En resumen
1 21 1
A I I 7.53
Gam/a ((27r)5a2 EANTY 2)] (7.53)

o=V |

donde I; e I, corresponden a las integrales que falta hacer. Aunque atin hay
integrales que debemos regularizar, ya podemos sacar cierta informacién. Por
ejemplo, notamos que esta componente es proporcional al volumen. También
podemos ver que hay un punto critico para « = 0. El siguiente paso seria
calcular el tensor métrico cuantico para el campo de Dirac.




Vector de Runge-Lenz Relativista

! Runge-Lenz al caso relativista. También se muestra la relacion de éste
con el campo escalar.

% =N n este capitulo se presenta una generalizacién del vector de Laplace-
I@:,

8.1. Interaccion Eléctrica

Consideremos un campo escalar complejo que interacciona con un
campo eléctrico. No consideraremos la interaccién debida a la parte magnéti-
ca, sin embargo comenzaremos con la teoria completa de la electrodinamica
escalar. El Lagrangiano correspondiente es

L=0,0"0"p-m*¢* ¢+ Lpn + Ly, (8.1)

donde Lg); representa al Lagrangiano del campo de Maxwell v L£; es el
término de interaccion. El término de interaccion se obtiene a través del
acoplamiento minimo, es decir

0,0 — (0, +1iqA,) ¢, (8.2)

09" — (au - iun) (088 (8.3)

entonces, el Lagrangiano de interaccion toma la forma

Ly =1iq (90" A'd - A0 0"9) + ¢* A, A" G0, (8.4)
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y el Lagrangiano completo es
L=0,0"0"d-m*¢* ¢+ Ly +iq (0,0 AFd — A9 0 d) + ¢* A AP d* ¢. (8.5)

En el resto de esta seccién nos concentraremos tnicamente en la interaccién
eléctrica, por tanto A =0, y entonces

L=0,0°0"p-m>¢* ¢+ Ly +iq (Ao — Ao d) + *A2p™p.  (8.6)

Ahora podemos calcular los momentos

oL .

I[I=—=¢"-iqApd", 8.7
) ¢ —iqAog (8.7)

oL .
ITI" = — = ¢ +iqAyo, 8.8
e ¢ +1iqAop (8.8)

y construir el Hamiltoniano

H =T1p+ )" - 0,0* ¢+ m>p* — L1+ Hpn. (8.9)

Después de remplazar las velocidades como funciones de los momentos, ob-
tenemos

H =11 II" + 0;0*0;¢ + m%*qﬁ —iqAllp + iqApll* ¢, (8.10)
de donde reconocemos el Hamiltoniano de interaccion

My = —iqAoIle + igAgIT* ¢*. (8.11)

8.1.1. Energia del Sistema

Para encontrar la energia del sistema, comenzamos con la ecuacién
de Klein-Gordon con acoplamiento minimo. Ademas supondremos que A, =
(A¢/q,0,0,0), entonces

[- (0, —iA)? + V2 = m?] ¢ = - (07 - 20 4,0, — A29) + V¢ —m?¢ = 0.(8.12)
Hacemos ¢ = e""#'R(r)Y (0, ¢), y obtenemos
Y d dR R d ay R d*Y
ey () ) )
RY (E+A)=RY'm 2ar\" ar )T 2smede \* g +r231n29d902
(8.13)
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La ecuacién correspondiente al momento angular toma la forma

_ood . dYY &Y . 9

sin 0 — (sm 9%) + a7 = K sin® Y, (8.14)
donde K es la constante de separacion. La Ecuacion (8.14) tiene solucion
cuando K =-I(l+ 1), por tanto la ecuacién radial se convierte en

2 9p
i(rzﬁ)+(E2+a_+ a_m2)Rr2:l(l+1)R. (8.15)

dr dr 72 r

Para simplificar la notacién definimos

p=pr, B*=4(m?-E?), A:T, (8.16)
y obtenemos
d ( ,dR Al l(l+1)—a2)2
— | p— ————-——=—p°R=0. 8.17
dp(p dp)+(p 1 2 p (8.17)

Podemos resolver la ecuacién (8.17) con el método de series; la serie converge
si

1 1
A=n'+—+ (l+—)—a2. (8.18)
2 2
De (8.16) encontramos que

E=—n (8.19)

sustituyendo (8.18) en (8.19) y tomando n =n'+1[+1 llegamos a

m

E-= a . (8.20)
1 [0
VI e

Podemos expandir la energia a orden a*; comenzamos notando que

n—(l+1)+ (l+1)2—a2—n2+ D a2+ 0(a?) (8.21)
2 2 S+ ’ '
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entonces

E= , (8.22)

1+
\/ nQ(l—n +O(a \/1 " n2 + +O(a5)

y finalmente

a2

ot ([ n 3
EZm(l—ﬁ—%(m—z)ﬁ—O(Oﬁ)). (823)

2

Por otro lado, regresando a la ecuacion (8.12), hacemos el cambio m — m-2.
En estas condiciones

- @407 9= (m-2) oo 824

Como supusimos ¢ = e *F'R(r)Y (0, ¢), tendremos que 0;¢ = —iE'¢. Y eligien-
do como potencial A; = 2, tenemos

2a(m +F)

(m?-E*)¢- ¢- V3¢ =0. (8.25)

La sustitucion ¢ = R(r)Y (0, ¢) nos da las ecuaciones

1d{(,dR 1 d ay 1 dY
- i E2_ 2 22 E - _ _( . _)_—_:
R dr (T dr )+( m?)r2a(mB)r = =S 05 (0 g |- ey a2
(8.26)
Una vez mas, mirando a la ecuaciéon de momento angular, sabemos que
K=1(l+1), (8.27)
y la ecuacion radial es
CZ"( C;f) +(E?-m?)r*R+2a(m+E)rR=1(l+1)R. (8.28)
El siguiente paso es definir
Y=rR, (8.29)
entonces
2
Ocli:;+(Ez—mZ)Y+2a(m+E)§—l(l+1)£ = 0. (8.30)
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El procedimiento para resolver esta ecuacion es estandar, de lo cual sabemos
que

a(m+ E)=nVm? - E2, (8.31)

Resolviendo para E obtenemos

n?—-a? 202
pem(rs) (1 ) (8.32)
o expandiendo en «
202 204
E:m(l—?+?+ ) (833)

8.2. El vector de Laplace-Runge-Lenz

La accién del sistema es
dzt dxv ¢ dxt
S = _me dr _HWFE + E f dTA,u?, (834)
donde estamos usando
Nuv = (_7+7+7+)' (835)
Los momentos estan dados por

L
OL _ _menwi” 4, (8.36)

p = - =
" 8$“ dxt dzv C 1
TN ar “ar

y podemos tomar
mic2n gy, T,

0 (p. - 24, ) (0 - 24, ) = T =-m?c?,  (8.37)

i C H C dx# dzv dxt dxv

Vs S B

de donde encontramos la constriccion

¢=n" (pu - %Au) (pu - %Ay) +m?c. (8.38)

Como H, = p,a* — L = 0, necesitamos usar la constriccion. Escribimos ésta
en términos de las variables

q
P,=p,- EA’” (8.39)
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entonces la accion toma la forma
S = [ dr [p#:fc” - g (PMPI,n‘“’ + m202)] , (8.40)

donde e es un parametro que se determinara mas adelante para tener consis-
tencia. Ahora hacemos una variacién respecto a p,,

slo am— & 2q ¢ 2 2
Pux™ — 5 n |\ Pubv — ?Avpu + C_QAMAV +tmec ) <8'41)
es decir
dpu (i" —e (p“ - gA“)) =0; (8.42)
c
por tanto
it =e (p“ - gA”) : (8.43)
c
o equivalentemente _
Y
pt=— + = A, (8.44)
e ¢
Sustituyendo en la accion
_y
S = /dT(x;x - §m202+ QAM:I':N). (8.45)
e c

Aplicando el método de Dirac obtenemos
v q q 2 2 _
|:77 (pu - EAM) (pu - EAV) +m-c ] ¢ = O, (846)

o haciendo p, = ~id),
[nw (—z’@u - %A“) (—z'ay - %Ay) N m2c2] ¢ =0. (8.47)

El siguiente paso es considerar A; = 0, entonces
[noo (—i&o - %AO) (—i&o - %AO) o (=idy) (~i0s) + m202] 6-0, (848)
[— [(—i) (80 - i%AO)]Q v m202] 6=0 (8.49)

2
[— (ao - i%Ao) + V2 —m? 2] ¢=0 (8.50)

o
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o equivalentemente, (A; = ¢Ay)

1
[—C—2 () —iA)? + 2 - m202] é-0. (8.51)
Fijamos A; = ¢ y hacemos la sustitucion m — m - %
. ./»L 2
5- [dT(%; () _) (8.52)
e 2 rec re
Ahora podemos tomar la variacién respecto a e
L 2 2
5S=_—/d7—(x2“€3; +%(m—%) )56:0, (8.53)
con lo que obtenemos
T, P a)?
262 + 5 m — @ = 0, (854)
y por tanto
1 —THT
[ —)

Si sustituimos e en la ecuacién (8.52), obtenemos

2
S = f dr l—mC\/— (1 - %) N &Y TH + gx’ojl ) (8.56)
reim re

y comparando con la ecuacién (8.34), se prueba que la sustitucion de la masa
es equivalente a tener a la particula en el campo de Coulomb con una métrica
conformemente plana.

De la accién (8.52), podemos calcular las ecuaciones de movimiento. Primero,
como el Lagrangiano no depende de 2%, vemos que

d (0L
dr (aj:O) =0, (8.57)
es decir y .
a T
—|—=-—1=0. 8.58
dr (rc e ) ( )
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Por otro lado

oL i
= (8.59)
y aL -0
ae [ «a i aa?
oz 1 (@ - m) Tt (8.60)
Asi que
d (1 a (ae 0\ .
)5 (e em-) (860)

También notamos que
d > . > d >
—(fxz):fxgntfx—(z). (8.62)

El primer término es cero; para el segundo usamos la ecuacién (8.61) y ob-

tenemos . .
d (. Z a [ ae [ W
E(xxE):T—g(@—em—?)xxx:O, (863)
por tanto .
4 (5; x f) = 0. (8.64)
dr e

Esto nos da otra cantidad conservada. Ahora podemos hacer el producto de
la ecuacién (8.61) con el término Z x £ y obtenemos

%(%x(jx%)):%(%—em—%o)i‘x(fxg) (8.65)
P e [CICOREI ) (8.66)
= % (% —-em — %0) (zri — zr?) (8.67)
i(a__m”f_)(x——i) (5.68)
e

LoeNe s edr
Al 2)) 52 e
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Pero, usando la ecuacion (8.58), se tiene que

d |z .7 ai®  o?
—|=x(Zx—|-(am+—-—
dr|e ec rc

o escribiendo todo en términos de momentos

i[ﬁxhg(ﬂ)—mc)f] = 0. (8.72)
C r

o
S| S

] -0, (8.71)

dr

El término entre corchetes en la ecuacién (8.72) es una generalizacién del
vector de Laplace-Runge-Lenz:

R=PxL+2(Py-me)Z. (8.73)
C r

8.2.1. Norma Fija

Si tomamos 7 =, el Lagrangiano se convierte en
=2
L:—Q( —i)\/1—”—+9, 8.74
“\" e c r (8.74)
H = r ;. (875)
oL 02 ox;

= —|\/1-=5+1]|—; 8.76
ox? ( 2 ) r3 (8.76)

. 732 .
dPZ:—( 1—”—+1)0‘””1. (8.77)

Por otro lado,

dt

Como el momento P apunta en la direccién 2, el momento angular, L = Zx P,
se conserva y podemos meter el producto cruz en la ecuacion (8.77)

dP x L Yo ,. . =
dt = - ]_—g)ﬁ(l'x(l'xp))
d 1 a? f- zd Oé(m—%) a?
= 1+ = (ma—@)— - | ———-— (8.78)
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Notamos que

H=Puv-L=c "2 & (8.79)
-5 7
entonces la ecuacion (8.78) toma la forma
dl - - 1 o? il a
% PxL+|1+ — (E—ma); :gH (880)

v
l-=

Pero, como el Hamiltoniano no depende del tiempo

L. 1 2 7
D peif1+ (a——ma)f -0, (8.81)
dt 1_2 c2r r

c2

y tenemos un vector de Laplace-Rounge-Lenz para esta norma:

L. . 1 2 i
K=PxL+|1+ (O‘T—ma)f. (8.82)
1-2 | \etr r

Si tomamos el limite no relativista de la ecuacion (8.82), es decir, tomamos
la serie a orden lineal en ¢, obtenemos

R=DPxI-2amZ, (8.83)
T

el cual es el vector de Laplace-Runge-Lenz ordinario con el doble en la cons-
tante de acoplamiento.

8.2.2. El vector Laplace-Runge-Lenz como un Generador

De la ecuacion (8.37) tenemos

v (PM - %Au) (Pl, - %Ay) +m2e =0, (8.84)

pero A, = (%,0,0,0) = (O‘ 0,0,0), entonces

qr’

2 -
P} - ——Py- P>-m?c*+
rc r

2am ~

= 0. (8.85)
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La ecuacion (8.85) se puede resolver para Py:

2
\/— v P2 ymee - 2 (8.86)
r
Ahora sustituimos la ecuacién (8.75) y obtenemos
me— <
P=Ly e (8.87)

rc 72

Comparando con la ecuacién (8.79) podemos ver que (tomando el signo me-
nos)
H =-cPh,. (8.88)

Si usamos el vector en la ecuacién (8.81) como un generador, obtenemos

5Py ={Py, &K'} =0, (8.89)

—

P . P Z»
5P, ={P, ¢;K7} = -P2;+P-¢P; +a(—0—m < fxi—oz(—o—m)i, (8.90)
C T C T

(P-2)(3-¢) . .

or = {\/:)sl;rl, eiKi} = —€-Pr, (8.91)
r
entonces

P =R, (8.92)

B €T B i
P/=P - P+ P-¢p, +a(—0 m)%mi—a(—o—m)e—, (8.93)

c r c r

(P-z)(z-6) _ .
/r" =11+ — 5 e-Plr. (894)
T

Con esta transformacion, la ecuacién (8.85) es invariante.

8.2.3. 'Trayectoria de la Particula

Si tomamos el producto punto del vector de Laplace-Runge-Lenz con
Z, obtenemos

R - P T
K-fzKrcosQ:(PxL)«i+a(—0—m)ﬂ, (8.95)
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? 12 K cosd
COS
= + 8.96
rm-B)a a(n-5) (590
Esta es la ecuacidén de una cénica con excentricidad
K
a(m-5) (90

En este capitulo se calculd el espectro de energia (ecuacién (8.33)) para
una particula relativista que interacciona tnicamente a través de un cam-
po magnético. Por otro lado, se encontré el caso relativista del tensor de
Laplace-Runge-Lenz. Con éste fuimos capaces de describir la trayectoria de
la particula. Los resultados de este capitulo aparecen en el articulo [60].




Conclusiones

%@n este trabajo se hizo un estudio del Tensor Geométrico Cuantico y su
&) relacion con la Fidelidad Cuéntica. En el Capitulo 3 se analiza una de
las caracteristicas mas importantes del la Fidelidad Cuéntica y la Métrica
de Informacién Cuantica, a saber la invariancia de norma. Es evidente que,
tanto la Fidelidad Cuantica como la Métrica de Informacion Cuédntica, son
invariantes ante un cambio de fase que dependa inicamente de los parametros
del sistema. Sin embargo, cuando la fase depende del espacio de configura-
ciones, la invariancia de norma se pierde. Es decir, cuando la fase depende
de las coordenadas, tanto la Fidelidad como el Tensor Métrico dependen de
la norma elegida. Para mostrar este hecho se trabajé con el problema de
Landau, para el cual se calcularon la Fidelidad Cuantica y la Métrica de
Informacién Cuantica en distintas normas (ecuacién 3.99). Adicionalmente,
se propone una nueva definicién de la Métrica de Informacion Cuantica que
si es independiente de la norma elegida. Para esta definicién, se introdujo
una derivada covariante, la cual afecta al espacio real del sistema y no sélo
a su espacio de parametros. Los resultados de esta parte del proyecto fueron
publicados en la referencia [38]. A pesar de la invariancia obtenida, debemos
comentar que la derivada covariante mencionada s6lo quedo indicada y ain
es necesario dar una definiciéon explicita de ella.

La siguiente parte del trabajo se presenta en el Capitulo 5. En es-
te capitulo se encuentra una nueva representaciéon del Tensor Geométrico
Cuédntico usando la integral de trayectoria (ecuacién 5.30). Para ello se par-
ti6 de una expresion de la Métrica de Informacion Cuantica presentada en
[46] y [47]. La primera diferencia con la expresién ya conocida en la litera-
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tura fue que se supusieron menos hipétesis de las que se hacen en el trabajo
original. En especifico, nuestra férmula funciona no sélo para teorias de cam-
pos conformes, sino para cualquier teoria cuantica de campos o sistema de
mecanica cuantica usual. Sin embargo, la parte méas importante fue que se
logr6 expresar no sélo a la Métrica de Informaciéon Cuantica, sino a todo el
Tensor Geométrico Cuantico usando la integral de trayectoria.

El método aqui propuesto fue probado en el oscilador armoénico con
una perturbacion lineal en ¢ y una perturbacién del tipo pg; también se probd
en el modelo de Ising con una rotacion sobre el eje z y el modelo XY. Di-
chos sistemas son utilizados en teorias de campos para tratar con versiones
discretas de los campos. Ademads, las cadenas de espines han sido utilizadas
en materia condensada para describir solidos, dando buenos resultados para
predecir transiciones de fase y describir el ferromagnetismo. Es por ello que
esperamos que nuestro método pueda ser aplicado tanto en teoria cuantica de
campos como en materia condensada. Esta parte del proyecto fue publicada
en [58]. Sin embargo, debemos recalcar que en todos los ejemplos estudiados
las transformaciones canoénicas que se usaron para diagonalizar el Hamilto-
niano fueron lineales en las variables originales. Transformaciones cuadraticas
o de ordenes superiores podrian generar términos extras si queremos hacer
los calculos respecto a las nuevas variables.

En el Capitulo 6 se saca ventaja de la nueva expresion del Tensor
Geométrico Cuantico para hacer calculos perturbativos. Debido a que la
nueva expresion involucra las funciones de Green del sistema, ésta puede
calcularse perturbativamente usando técnicas empleadas de manera usual en
la teoria cuantica de campos, incluso cuando la funciéon de onda del sistema
sea completamente desconocida. Esta forma de hacer cédlculos fue probada
con el oscilador armoénico con una perturbacién ¢V, en particular N =1y
N = 4. Los resultados fueron publicados en [63].

Siguiendo con la expresion de integral de trayectoria, en el Capitulo
7 se muestra la facilidad con la que se puede calcular el Tensor Geométrico
Cuéantico en teoria de campos si se usa la expresiéon propuesta en esta tesis
(ecuacién 7.9). Esta ventaja viene del hecho de que con dicha expresién no
es necesario conocer explicitamente la funciéon de onda del estado base, sino
que s6lo se necesitan ciertos valores esperados para el sistema. Los calculos
se hicieron exactamente para el campo escalar libre y con una perturbacion
lineal. Para el caso del campo escalar con una perturbacion ¢?*, se plantearon
las integrales y se encontré que es necesario hacer regularizaciones y renor-
malizar; a pesar de ello las integrales que se deben hacer no son las mismas

o
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que se encuentran usualmente en la teoria de ¢?.

En el caso de teoria de campos, el Tensor Geométrico Cuantico podria
dar pie al diagrama de fases de la Cromodinamica Cuantica, lo cual seria
un gran indicativo de la utilidad de este tensor. Por otra parte, el Tensor
Geométrico Cuantico podria darnos informacion acerca del entrelazamiento
que presenta un sistema, tanto en Mecanica Cudntica usual, como en Teoria
Cuéntica de Campos. Otra aplicacion del Tensor Métrico Cuantico estd en la
descripcién de la complejidad cudntica [64], en donde nuestro método podria
facilitar los célculos para entender mejor la complejidad en Teoria Cuantica
de Campos. Por estas posible aplicaciones, se espera que el Tensor Geométrico
Cuéntico tenga repercusiones muy importantes.

Sin embargo, todo lo que se ha mencionado hasta ahora respecto a
teoria de campos involucra solo al campo escalar, a pesar de que existen
otros campos. Un siguiente paso seria generalizar lo hecho hasta ahora a otros
campos para poder analizar teorias mas complejas. Como trabajo a futuro se
planea hacer los calculos para el campo de Dirac y el campo vectorial. Para
el primer caso el procedimiento se debera hacer en el contexto de variables
de Grassman, mientras que en el segundo se deberan agregar los términos de
Faddeev-Popov.

Finalmente, en el Capitulo 8 consideramos una particula relativista
acoplada no-minimamente a un potencial de Coulomb y reconstruimos una
teorfa de campo escalar con simetria SO(4) y métrica conformalmente plana.
También se presenta una generalizacion del vector de Laplace-Runge-Lenz al
caso relativista. Estos resultados fueron publicados en [60].

Las expresiones (5.30) y (7.9) y los célculos hechos con estas sugieren
que una posible linea de investigacion es aplicar el Tensor Geométrico Cuanti-
co en la Teoria Cudntica de Campos y en Materia Condensada. De igual
forma, debido al trabajo en el que originalmente nos basamos, un camino a
seguir seria estudiar el TGC aplicado en la correspondencia holografica. Los
articulos publicados en este doctorado son:

s J. Alvarez-Jiménez and J. D. Vergara, “Gauge Invariance, the Quantum
Metric Tensor and the Quantum Fidelity.” Journ. Mod. Phy. 7 (2016),
1627.

» J. Alvarez-Jiménez, A. Dector and J. D. Vergara, “ Quantum Informa-
tion Metric and Berry Curvature from a Lagrangian Approach”, JHEP,
03, (2017), 044.
arXiv:1702.00058.
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= J. Alvarez-Jimenez, 1. Cortese, J. Antonio Garcia, D. Gutiérrez-Ruiz, J.
David Vergara, “ Runge-Lenz vector: from N = 4 SYM to SO(4) scalar
field theory.”, JHEP 10 153 (2018).
arXiv:1805.12165

= J. Alvarez-Jimenez, J. David Vergara, “ The Quantum Geometric Ten-
sor from Green Functions”, Int. Jour. Quant. Inf. 17 (2019) 1950017.




Apéndice

A.1. Funcién Generadora para el Oscilador Armoénico

Como se menciona en la seccion 6.3.1, la funcién generadora, en tiempo
Euclidiano, de un oscilador arménico con una perturbacion lineal es

- quexp(-S[J]). (A1)

S[J]:_[oo dT(;(Zf_)2+%q2+Jq). (A.2)

Para hacer esta integral, comenzamos con una transformada de Fourier, es
decir

donde

o) = [T ), (A3)

J(r) = [ : g—fe‘iEtj(E). (A.4)

En estas condiciones tendremos

( ) /‘°° dE [°° dE,EE’e_iT(E+E,)Q(E)q(E’), (A.5)

oo 2T

2= [T 8 [T e me), (A6)
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Ja= [ 5 av = TAE iren) f()a(E). (A7)

o 2T
Sustituyendo en la ecuaciéon (A.2)

s= | ddif T (- EEYIEN(E) + JE(E) + J(E)(E)).
(A.8)

donde hemos aprovechado que E'y E’ son variables mudas para separar en
dos el producto de J y ¢. Como podemos notar, la integral en 7 nos da una
delta de Dirac, la cual utilizamos para llegar a

1 rdE )~ = - = -
S=5 | 5 [(E*+a)a(E)q(-E) + J(E)a(-E) + J(-E)d(E)] . (A.9)
El siguiente paso es hacer el cambio de variable
i - J(B)
#(E) = a(B) + oy, (A.10)

con el cual

1 [~dE J(E) J(-E)
S_§[m§[ " )(x(E)— 2+« )( (= )_E2+a)
+j(E)( (- E)—J( E))+j(—E) (f(E)— J(E) )]

E?2+a

_ % [ % [(E2 + @)i(E)i(-E) - %] A

Entonces, la funcion generadora toma la forma

- [ Drexy [—%[W%l(ﬁm):@(mf(-m_—J(E)J(‘E)H,

oo E2 +
(A.12)
Tomando J = 0, encontramos Z[0], y por normalizacién
© dE J(E)J(-E )
ZlJ =7 —_— Al

()= zl0esn 5 [T A (A13)
Ahora podemos regresar a las variables originales usando

J(E) = f dre®T (1), (A.14)

o
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con lo que

eniBim)
207 = exp[ [ andnin) [ b (72)], (A.15)

0, definiendo

dE 6—1E‘(7'1 T2)
D(m1,m) = f o (A.16)

llegamos a la ecuacion (6.33) del capitulo 6, es decir
1
Z[J] :Z[O] exp |:§/dTldTQJ(Tl)D(TbTQ)J(TQ) ) (A.17>

Para deducir la ecuacién (6.35), notamos que

dE e—iE(Tl —TQ)

D = [ ———— Al
O D(71,72) o2r F?+a ’ (A.18)
por tanto
dE e E(11-72) dE
2 = 2 — —ZE T1—T2
(8T1—04)D(T177'2)—— gEQ—.pa E +a)_— 27T ( )
(A.19)
reconociendo la representacion de la delta
(82 - @) D(m1,72) = =6(71 - 7). (A.20)

Finalmente, para mostrar que la ecuacién (6.34) es correcta, escribimos

dE e—iE(’Tl—’TQ) dE e—iE(’Tl—’TQ)

ot E*+a J 2m (E+iva)(E-iya)
Notamos que el integrando tiene polos en E = +iy/a. Si hacemos la integral
por residuos, podemos elegir un circuito que recorra todo el eje real y cierre

en +i00. Si 71 > 7o, para tener convergencia necesitamos cerrar el circuito por
abajo. Entonces el polo serd —iy/a, por lo cual

e—iE(Tl—Tg)
D(Tl,Tg) = —27Ti 2—

D(Tl,TQ) — (A21)

e~Va(m-r2)

s/ (A.22)

m(E -iya)

E=-i\/a
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Por otro lado, si 71 < 79, debemos cerrar por arriba, por lo que el polo estara
en F =i\/a, por tanto

D( ) ori ( e—iE(Tl—TQ) ) e\/a(Tl—Tg) (A 23)
T, To) =27 | ————— = .
2n(E+iva) )|, - 2V«
Si unimos los dos resultados, encontramos que
D e A24
(71772)—W- (A.24)
Tal como se queria mostrar.
A.2. Oscilador Anarménico ¢*
El Lagrangiano de este sistema es
Lo 2 q'
L—§(q - aq )_)\E’ (A.25)

los parametros son a y A, por lo que al variarlos en el Lagrangiano obtenemos

1
L(a+da, A +3N) = % (¢* - (a+da)g*) - ()\+5)\)%
1

2 4 4
(22 s T
'2(q aq’) dag = AT 0N

2 4
= L(a,\) - %m - %(n, (A.26)

de donde podemos reconocer que los operadores son

4

0,=-L,  0,=-1

-4 (A.27)

Con los operadores O identificados, podemos calcular las componentes del
Tensor Geométrico Cuantico.
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A.2.1. Componente G,
Usando la definicién (5.30),

Gaw= [ty [t (0u(12)0u(12)) ~ (Oult)){Oul12)

R ey e [l )
i [ [T (@) (0) - (@ 0)) ()

- [Can [ (G g) - G ey ). (A.28)

Fijémonos en el término G (¢2,t3) - G5 (2) G (t2). Para expandir a orden
A usaremos la férmula (6.18). Sin embargo en dicha férmula el término per-
turbativo tiene la forma —Ag*, por tanto debemos tomar en cuenta el factor
4 del Lagrangiano (A.25). En estas condiciones

G(T1y ooy ) + 200 QLY 1t it G (71 oo Ty (T)E o, (1))
L+ T L [ drf ey G (7)o (7)) |
(A.29)
Si nos quedamos hasta el orden lineal en A, tenemos que G5 (ty,t5) toma la
forma
GQ + (:1—%)_[ dTG6(t1,t2,T4)
L+ () [ drGa(r)

G;nt(Tl, ceny Tn) =

Gy (t1,12) =

(A.30)

Desarrollando en serie

- %deGG(tl,t2,7—4)
1- %f drGy(1?)

:(Gg(t2 -3[dTG6(t2,T4))(1+3deG4(T4))+0(A2)
- Gy(2) + [ drGs(2)Ga(74) = 2 f drG(12,74) + O(N2)

:Gg(t2)+1/d7 [Go(2)Ga(r*) - Go(12,79)] + O(N?). (A.31)

, G
Gt (b, ta) = —
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Ahora podemos tomar el producto de G&" que necesitamos en la ecuacién
(A.28)

GG @) =(Ga) + 3 [ ar[Gai)G) - Gt 7))
(cap) + & [ ar[eaca) - Go(13,7)]) + O0)
=G(11)Ga(13) + % f dr[Go(8)Ga(83)Ga(Th) = Go (1) G (13, 7)
+ G2(13) G2 (13)Ga(7*) — G2(13)Ge (13, 74) | + O(N?)
=Ga(1)Ga (1) +% [ a7 [26a(8)Ga(B)Gu(r) - Ga(B) Gt 7)
- Gz(t%)GG(t%,Tzl)] +O(>\2) (A32)
Para Gi"(2,t2), de la ecuacién (A.29) tenemos

Ga(t3,12) - & [ driGs(t3,12,74)
1- %f drGy(14)

:(G4(t%,t%)—%/dTng(t%,tg,Tf)) (1+%deG4(T4))+O()\2)

= G4(t3,13) +%fd¢ [G4(t%,t§)G4(T4) —Gg(t%,tg,TA‘)] +0()\?).
' (A.33)

Gy (5.13) -

Restando la ecuacion (A.32) de la ecuacion (A.33) tenemos
Gt (2 12) = GE(12) G (12) =G4(12,12) — Go(12) G (£3)
A
[ (G )G - Gu(r )

—2G5(13) G (13)Ga(Th) + Go (1) G (13, 7) + Go(83)Ge (1, 7) | + O(N?).
(A.34)

Definamos

Lno(t1,to,7) = Gu(#2,13) G4 () = Ge(2, 12, 74) = 2G5 (1) Go (t2) G4 (1)
+Go(11)Ge (13, 7") + G2(13) G (15, 7);
(A.35)
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entonces

, . , A
G (B, 8)-GE ()G (1) = Ga(B,B)-Ga(B)Ga(B)+ 5 [ drlaa(ty, 2,7
' (A.36)
Usando el teorema de Wick, encontramos que

Ga(t7,13) - G2(t1)Go(t3) = 2G5 (11, t2), (A.37)
y

Iaa(t17 tg, 7') =-24 (G%(tl, T)Gg(tg, T) + 2G2(t1, T)Gz(tz, T)Gg(tl,tQ)Gg(T, 7')) 3
(A.38)
asi que, al sustituir en (A.34) tendremos

G (3,13) - G (1) G (t3) = 2G5 (1, to)
N 24)/d [G3(t1,7)G3(ta, 7) + 2Ga(t1, 7)Ca(ta, 7) Gty t2) G, )]
+O()\2)
:2G§(t1,t2)+)\%fd7-[aa(t1,t2,7)+O()\2). (A.39)

Hagamos primero la integral en 7
/ dr [G3(tr, 7)G3(ty, 7) + 2G (1, 7) Gty 7) Gty 1) Ga(,7)]; (A40)

para ello, utilizaremos la funcién de Green del oscilador arménico

1
Gg(tl,tg) = 2\/567\/5“/24/1', (A41)

con lo que la integral se transforma en

2valti-r| g-2valta-r|  e=valti-7| g=valta-r| g-v/alt1-ta| g-v/alr-r|
J l@mz @vay “Taja e e oA
f dr [e 2Vt =Tl -2Valia=7] 1 9¢~Val-7le-valta=rl-Valu-tl]
(A.42)

B 1602
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Para el primer término

t1
dee—Q\/a\tl—ﬂe—Q\/auQ—T\=f dre-2Valti=r| ;-2./alt27|
—00

to 0o
N dre- /a7l -2 /alta1] f dre=2/alt 7] ~2/alt7]
to

t1

= [tl dTe_Q\/a(tl_T)e—Q\/a(tg—'r)
" /t2 dre~/alr=t) g=2/alte=r) foo dre=2Va(T-t) o=2V/a(r-tz2)
t1 to

— 6—2\/&(t1+t2) ftl dT64\/ET +€—2\/E(t2—t1) [t2 d7_+62\/a(t2+t1) fwdT€_4\/aT
— 0o t1 t2

t1 to

-4/ ar
4+ e 2Valtz=t) - | 4 62\/5(t1+t2)e—

NG N -4/,

4\/Et1 —4\/Et2
€ er2Valt-t)(tat) 4 (2va(tarh) €

Nz Nz

6—2\/&(t1 +t2)
a a
6—2\/5(161 +t2)

== L eVealtmt) (¢, — ). A.43
NG e (ta —11) ( )

4\/aTt
— 6—2\/a(t1+t2)i

— 6—2\/&(751 +t2)

=2/ a(t1+t
= M + 6—2\/5@2—'51)(152 —t) +
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Para el segundo término
f dr2ealh =Tl o~Valta=rl o~ v/alti -t
=92 (/tl dreVelti=Tlg=valta=rlo=Valti~ta| 4 _/t2 dreVelhi=Tlg=valta=tlg=valti~tz|
PSS t1
N f °°dTe—\/Eltl—Tle—ﬁltz—fle—ﬁltl—tzl)
to
_ e altat) ( f " drevath-n) Valt ) f ¥ fre-v/ar) - altzr)
oo t
+ f WdTG—ﬁw—tl)e—ﬂ(r—tz)) |
[2)
_ 9e-Valt-h) (eﬁmm) f " dreVaT o o atat) [ " gr 4 ev/ati) f ” emr)
—oo t1 to

o0
to

a1 to -2/ar
e
+ Vel |y evar

oo t1 _2\/a

_ 9~ Valta—t) (eﬁ(mtz) e2ver

2V

= 2¢™Valtt) e‘\/a(t1+t2)_€2\/at1 + e Valzml(ty — 1)) 4 eValtirtz) e~2Vatz
e 2a

= 9¢~Val(ta—t1) ( + e—\/a(t2—t1)(t2 _ tl) +

e~Va(tz—t1) e~Va(tz—t1)
2/« 2/«

_ 9 (e 2VAllt) | VAt ()Y (A.44)
Uniendo las ecuaciones (A.43) y (A.44) en (A.40) tenemos

f dr [G3(ty, 7)GE(ts, 7) + 2G5 (11, 7) G (2, 7) Gia (b1, £2) G (7, 7))

e~2Va(ta—t1) )
_ -2V/a(ta~t1) (4. _ -2Va(te-t1) | o~2vValta~t1) (4. _
S— ty—t1) +2 (e +e ty—t
N (t2 = 1) +2( (t2=11))
- = j_ ¢ VAt 4 3o2/Ala) (1, ) (A.45)
«
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entonces, sustituyendo en (A.39) y tomando en cuenta el factor de

ecuacion (A.42)
G (8,8) - GE"(8)GE"(8) = 2G3(11, )

_1_
16a2

de la

“2altemt) 4 3o 2valta=h) (1, - tl)) +0(N%).

(A.46)
e~2valta=t1) | 36—2\/a(t2—t1)(t2 - tl))]

2v/a(ta~t1)

e

24 X 5 -2V/a(tz-t1) —-2v/a(ta—t1)(t2—t1) 2
- - [0} o )\
4 16042(2\/56 +ae FO0)
e~2va(t2—t1) A 5
T i 16a2l\2ya”
Sustituyendo en (A.28)
- 1 0 * [ 1 -2\/a(ta—t1) A 5
Coo = Lo an /0 71 50° 1602 \ 2y/a
+0(\?)
1 o © |1 A 5
:_f dTl/ dry — e 2Valta—t1) _ | —=
4 J-co 0 | 2a 1602 \ 2/«
0
_ 3e-2valta=t1) (¢, _ ¢ +O()\2

:1 ifo d7—162\/at1 fwd72€—2ﬂt2 _ A ) fo dT162\/Et1 fwe—Qﬁtz
420 J-o 0 1602 \ 2/ J-oo 0

- 0 ’ 2vatr [ 2\/Et2:| 2

9(2./a) [3[mdﬁe fo drse +0(N)
[ 1 A (s 10 ; o0
R R () ,
~ 1507 6a? (Saw <2¢a>3)] ro
it A 5 6 ,
T 4[8a%  16a (8043/2 i 8a3/2)] +O)
1y 1 A 11 )
" 18a2 16@2(8a3/2)]+0()‘ )- (A.47)

Finalmente tenemos que
Goa = 533 ~ o + OO, (A.48)
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