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Introduccion

La siguiente tesis es una introduccién breve de la teoria de la programacién estocastica, y una
aplicacién de esta teoria en Finanzas. El objetivo especifico es implementar la programacién lineal
estocdstica en portafolios de inversién compuestos por derivados financieros basados en subya-
centes energéticos. Con tal objetivo en mente, se dara por sentado los conocimientos basicos de
Algebra Lineal, Probabilidad, Procesos Estocasticos y Célculo Diferencial e Integral.

Dividimos en dos secciones este trabajo. En la primera parte se desarrolla la teorfa, consideran-
do para ello tres capitulos. En el Capitulo 1 se presenta una breve introduccién a la programacién
lineal estocastica ilustrada por un ejemplo. En el Capitulo 2 son desarrollados formalmente los
principales resultados y supuestos que abarca esta teoria para fines del planteamiento del caso
de estudio de este trabajo. En el Capitulo 3, se realiza una introduccién breve a las medidas de
riesgo, herramientas fundamentales en la administracién de riesgos financieros, asi como la espe-
cificacion de cuéles son utilizadas en la programacion estocdstica y el porqué de ello.

Para la segunda parte, se presentard la aplicacién de la teoria desarrollada en la primera parte.
En el Capitulo 4, se desarrolla una breve introduccién a los derivados financieros y particular-
mente a los llamados derivados energéticos. Por tltimo, en el Capitulo 5 se plantea y muestra la
implementacién en la optimizacién de un portafolio de derivados energéticos, de mi propia auto-
ria usando como herramienta principal el software libre R. Finalmente se presentan conclusiones

sobre la aplicacién desarrollada.
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Capitulo 1

Introduccion a la programacion lineal
estocastica

Muchos problemas de decisién pueden ser modelados mediante problemas lineales (a los
cuales también se les denomina programas lineales), y que en general se escriben de la forma:

min ch,
X
sa. Ax=,
x>0,

donde ¢, 1 es el vector que representa los costos, la matriz A;,;x, contiene los costos de pro-
ductividad y el vector by, « 1 es el vector de la demanda o capacidad. Todos estos arreglos contienen
elementos que se asumen como conocidos con valores reales y el objetivo de dicho problema es
encontrar los valores del vector x,, 1, que representa las variables de decisién.

Dichos modelos quedan sujetos a los coeficientes deterministas, produciendo buenas solucio-
nes para determinados modelos de datos, pero posiblemente no dando una solucién al problema
de decisién de la vida real. Cuando se trabaja con decisiones que pueden ser afectadas por la
incertidumbre nace la necesidad de utilizar programacién lineal estocastica, siendo esa incerti-
dumbre una representacién que se acerca mas al problema real.

Desde mediados del siglo XX, nacié el concepto de programacion lineal estocastica debido a
la necesidad de hacer frente a dichos valores de incertidumbre en los coeficientes que se usan en
las aplicaciones de la optimizacién. Los modelos de programacién estocastica clasica tienen por
objeto la cobertura contra las consecuencias de las posibles realizaciones de escenarios aleatorios

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL ESTOCASTICA

dando asf la mejor solucién posible o la mejor posicién.

Esta teoria ha sido aplicada en diversas 4dreas, principalmente en la planeacién de la produc-
cién industrial, capacidad y generacién eléctrica, administracion del trafico, inventarios, llegando
hasta la problemas financieros como la seleccién de portafolios, modelos y planeacién en macro-
economia y la gestién de activos y pasivos (ALM, por sus siglas en inglés), como los ejemplos que
presentan Birge y Louveaux en [4], Kall y Wallace en [10] y Shapiro, Dentcheva y Ruszczyriski en
[11].

En lo que resta del capitulo, presentaré un ejemplo simple que sirva para dar una nocién
de como funciona la programacion lineal estocéstica. Ademads, mostraremos la solucién para el
ejemplo presentado. Serd hasta el siguiente capitulo en el que desarrollaremos la teoria asociada
a este planteamiento particular.

1.1. Un ejemplo simple

Supongamos que una empresa “X” tiene como giro la produccién del producto P; y el pro-
ducto P,. A su vez, P; y P5 son elaborados usando el material m; y mp: P; usa 2 unidades de m
y 6 de my mientras que P, usa 3 unidades de cada material. El costo por unidad de m; es de 2
unidades monetarias mientras que el costo del material m; equivale a 3 unidades monetarias. La
demanda semanal, /1, es de 180 unidades del P; y 162 del P,, semanalmente. El almacén de la em-
presa cuenta con espacio para 100 unidades de materiales, 1 y m,. En el Cuadro 1.1 se muestra
resumida esta informacién.

P P b
m | 2 3 2 1
m | 6 3 3
h|180 162 =z 100
> > = <

Cuadro 1.1: Datos del Ejemplo 1
La empresa “X” tendrd como problema la optimizacién de los costos de produccién de sus
articulos, quedando entonces establecido el problema de minimizacién descrito a continuacion.

Sea x;;; el nimero de piezas del material i a producir semanalmente, donde i = 1,2. Entonces,
el programa lineal a resolver es:



1.1. UN EJEMPLO SIMPLE 3

min  z=2xy, + 3xm,

sa.  Xm + Xm, < 100,
2xp, + 6xpm, = 180,
3xm, + 3xm, = 162,

Xmy > 0,

X, > 0.

Este tipo de problemas puede solucionarse mediante los tipicos métodos de programacion li-
neal. Para este ejemplo, lo resolveremos mediante el método algebraico y grafico. El espacio de
factibilidad corresponde a la Figura 1.1 y la solucién éptima y tinica de este problema de optimi-
zacién es £, = 36 y £, = 18, dando esto un costo total minimo de z* = 126 unidades.

Region factible

o
e p—
o _]
©
S
©
o ]
AN
o
N —
! I [ [ [ [ [ I
0 20 40 60 80 100 120
X

Figura 1.1: Espacio de factibilidad del ejemplo.

Supondremos ahora que la demanda semanal de los clientes puede modelarse por un vector
aleatorio (X, ,Xm, ). Por otro lado, una vez establecido el plan de produccién semanal (X, X, ),
supondremos que no se modifica en el transcurso de la semana.

En principio, los clientes esperan la produccién de la empresa para satisfacer sus demandas
semanales. Sin embargo, es probable que no todo salga de acuerdo con el plan de produccién y los
acontecimientos imprevistos determinen cambios en las demandas de los clientes y/o producti-
vidad: las demandas de la empresa no pueden ser cubiertas por la produccién, lo que equivaldra
a una penalizacién en los costos para la empresa.
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Sabemos por los datos presentados al principio de esta seccién que las demandas de cada
producto son 180 y 162, respectivamente. Definiremos a las variables aleatorias #; y #, como las
variables que representan a los cambios en las demandas de cada producto. Supondremos, para
nuestro ejemplo, que dichas variables son discretas. Asi, podemos expresar a las demandas como:

hpz 162 + 2.

{ hp, = 180 + 71,

Es razonable pensar que las distribuciones de probabilidad de dichas variables aleatorias pue-
den ser estimadas mediante la informacién estadistica de la empresa. Supondremos aqui que 71
toma solo dos valores, 0 y 10 con las probabilidades 3/5 y 2/5, respectivamente. Por otro lado,
12, toma los valores 0, y 15 con probabilidad 1/2 para cada uno. Adicionalmente, supondremos
que ambas variables aleatorias son independientes.

Denominaremos a ¢ = (11,12) como el vector que agrupara las componentes aleatorias del
programa. Sabiendo que valores toma cada variable, podremos conocer que el vector tendré cua-
tro posibles escenarios o realizaciones, producto de las combinaciones, como se puede ver a con-
tinuacion, en la Figura 1.2.

3/10 3/10 2/10 2/10

Figura 1.2: Arbol de escenarios del ejemplo.

Como objetivo tendremos la minimizacién del programa:
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min  z = 2xy, + 3xy,

sa.  Xm +  Xm < 100,
2%y, + 6xm, > 180417, (1.1)
3xm, + 3xm, = 162410,
Xmy > 0,
Xy, = 0.

Falta considerar que cuando existe un cambio en la planeacién dada de la demanda, esto
representard costos adicionales para la empresa, llamados costos de correccién. Para poder deter-
minar este posible costo, que no es conocido hasta después de realizado el experimento, se deter-
minard el nivel de violacién de las restricciones iniciales que cada escenario implicarfa. Para este
ejemplo, supondremos que los costos de correccién son:

qP) = 7,
q(P) = 12,

donde ¢(P;) se puede interpretar como el costo total al que equivaldria elegir un determina-
do escenario bajo la posibilidad de ser diferente en la realizacién. Es decir, si tomaramos una
decisién basada en el resultado de la optimizacién y en la realidad el resultado fuese diferente,
tendriamos que pagar el costo de penalizacién por la desviacion presentada (por ejemplo: costos
de almacenamiento extra, compras de tltimo momento con un sobrecargo, etcétera).

Ademas, se introduce para cada una de las dos restricciones estocasticas en (1.1) una variable
de correcciéon y;(¢),i=1, 2, que mide simplemente la escasez correspondiente en la produccion si
hay alguna. La escasez depende de las realizaciones de nuestro vector aleatorio correspondiente
a la variable de correccién, ocurre que, las y; son variables por si mismas. Siguiendo el enfoque
esbozado anteriormente, reemplazamos el programa no bien definido (por la aleatoriedad) de
(1.1) por un programa lineal determinista (usando ahora la informacién relativa a las variables
aleatorias que estamos involucrando) utilizando la funcién de correccién de la siguiente forma:

min  z 4+ Eg[7y1 (&) + 12y2(¢)] ’
S.a. Xml + xm2 S 100,
mel + 6xm, + 1N (g) 2 hPl’
3%m, + 3xm, + (@) = hey, (1.2)
o, > 0 '
me Z 01
y1(8) = 0
y(¢) = O
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En la expresion anterior, la esperanza representa el valor esperado suponiendo la distribucién
del vector aleatorio ¢. La formulacién utilizando la esperanza representa el enfoque de optimizar

minimizando el costo total promedio.

Resolviendo el problema en primera instancia, usaremos la distribuciéon del vector aleatorio
mostrada anteriormente en la Figura 1.2, por lo que usando dichos escenarios tendremos lo si-
guiente:

min z+2§‘:1pi[7y1(§)+12y2(§)] ,
sa.  Xmy +  Xm < 100,
20, + 6xmy, + y1(8) = hp,
3xm, + 3xXm, + yZ(C) > th’ (1.3)
o > 0, '
xmz 2 0/
y1(8) = 0
(@) = 0

Ahora supondremos que después de una semana, nos dimos cuenta que en el transcurso de
la semana se aumento6 la demanda del producto 2 en 5 unidades, asi que el nuevo problema a
resolver es el siguiente:

min 2%, + 3x, + [7(0) + 12(5)]

sa.  Xm, +  Xmy < 100,
2%, + 6xm, + yi1(E) > 180,
Bxm, + 3xm, + () > 162+5,
(1.4)

xml Z 0/

xi’l’lz 2 O/

y1(¢) > 0

¥a(g) = 0.

Realizando la optimizacién, obtendremos que las nuevas soluciones del problema serdn x;,, =
38y xm, =17, dando una funcién de costo total de 187. Todo el procedimiento anterior nos mues-
tra cémo se modela y se soluciona un programa estocdstico lineal, en lineas generales. En el si-

guiente capitulo presentaremos la teoria formalmente.



Capitulo 2

Programacion lineal estocastica

La programacion estocdstica es el drea de las matemadticas enfocada a la toma de decisiones
bajo incertidumbre, la cual es un subcampo de la Programacién Matematica. Los programas es-
tocasticos son modelos de optimizacién con estructuras especiales.

Definiremos un programa estocéstico lineal como un programa lineal en el que algunos da-
tos del problema pueden ser considerados inciertos y por lo tanto representados por variables
aleatorias.

El espacio de factibilidad en el que se buscaran las soluciones se verd afectado con estos posi-
bles cambios en las restricciones, que pueden provocar transformaciones del espacio de solucio-
nes para el problema determinista.

Sabemos que un programa lineal es de la forma:

min c¢'x

X

sa. Ax = b, 2.1
x =

donde x es un vector de decisiones de dimensiones 11 X 1, ¢ es un vector de costos de dimen-
siones 111 X 1, A es de my x n1 y b es de my x 1. La funcién objetivo es z = cTx. Asi, definimos
Dy = {x|Ax = b,x > 0} como el conjunto de soluciones factibles. Diremos entonces que una deci-
sién 6ptima, x*, es una solucién factible tal que ¢’ x > cTx*, para toda x en el espacio de soluciones
Ds.
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2.1. Programas lineales estocasticos de Dos Estados con Correc-

cion Fija

El problema estocastico de Dos Estados con Correccion Fija, se refiere a la formulacién general
del ejercicio que vimos en el primer capitulo, el cual fue introducido por Dantzig en [6].

Tomando como base un programa lineal como en (2.1), podemos definir el problema de dos
estados como sigue:

min z=cTx + Eg[mingTy(¢

~—

s.a. Ax = b ,
2.2
T@x + Wy@) = h@) @2
x, y(¢) > 0

Consideraremos que ¢ es el vector de incertidumbre, y que serd conocido hasta que se ha-
ya realizado el experimento. Llamaremos entonces decisiones de “primer estado”, representado por
el vector x, al grupo de decisiones que deben ser tomadas antes del experimiento y al periodo
en el que son tomadas como el “primer estado”. Después de conocerse el vector ¢ resultante del
experimento, se tomardn las decisiones de acciones correctivas llamadas de “sequndo estado”, re-
presentado por el vector y(&), en el periodo que a su vez serd denominado como el “segundo
estado”.

Los vectores y matrices de informacién del primer estado son ¢, b y A, de los cuales conoce-
mos ya sus dimensiones. En el segundo estado, distintos escenarios o realizaciones w € () pueden
ocurrir, por lo que para una realizacién en particular w, la informacién del segundo estado estd
compuesta por los vectores q(w), h(w) y T(w) (los cuales se vuelven conocidos), y tienen las di-
mensiones ty X 1, my X 1y my x nj respectivamente. Definiremos a W como la matriz de correc-
cion, que tiene valores fijos y dimension finita, my x ny. A T({) le llamaremos la matriz aplicativa,
ya que son los componentes aleatorios de las restricciones originales.

Denotaremos a los T;(w) como el iésimo renglén de la matriz T(w). Si tomamos los vectores de
informacién del segundo estado, g, h y T, y los conjuntamos en el vector ch = (qT,hT, T1,..; Ty ),
obtenemos un vector aleatorio que puede tener hasta N = n, + mjy + (my X n1) componentes. Por
lo anterior, definiremos al conjunto & C RN, como el soporte de ¢, es decir, es el subconjunto ce-
rrado mds pequefio tal que P[{ € E] = 1.

Una vez conocido lo que ocurre con el vector aleatorio, es decir, cuando ya tenemos la reali-



Primer periodo

Experimento

Segundo Periodo

Conocemos solo la distri-
bucién de las componen-
tes aleatorias.

Se conoce como el esce-
nario que toma el vector
aleatorio.

Optimizamos los costos
de correccién.

Buscamos el vector x* que
minimice la funcién obje-

Se conoce ¢*, la realiza-
cién del vector aleatorio.

Se optimiza buscando

y(x*,¢%).

2.1. PROGRAMAS LINEALES ESTOCASTICOS DE DOS ESTADOS CON CORRECCION FIJA9

tivo z.

Cuadro 2.1: Proceso de un programa lineal estocastico

zacién w, la informacién del segundo estado que tenfamos como aleatoria, se volverd conocida
y por lo tanto se procederd a realizar la optimizacién del segundo estado tomando la decisién
y(w) o (y(w,x)), ala cual denominaremos funcion correctiva. Se puede decir que se les permite to-
mar decisiones adicionales para evitar que las restricciones del problema se vuelvan inviables. En
otras palabras, en la segunda etapa recurrimos a un mayor grado de flexibilidad para preservar
la viabilidad (pero a un costo).

La relacién que existe entre la funcién y y w indica que las decisiones y no son normalmente
iguales bajo diferentes realizaciones de w, y se eligen de manera que las restricciones del segundo
estado se cumplen casi seguramente, es decir, para todos w € () excepto tal vez para los conjuntos
con probabilidad cero.

Sea w una realizacién dada del vector aleatorio. Denotaremos al valor 6ptimo del problema
de segundo estado por

Q(x,¢(w)) = min{g(w)"y|Wy = h(w) - T(w)x, y = 0}. (23)
Definiremos su esperanza como
Qx) = EzQ(x,(w)). (24)
Asi, obtenemos el equivalente determinista de la forma
min x=c’x+9(x) ,
X
sa. Ax = b, (2.5)
x > 0

Las decisiones de primera fase x se toman en presencia de incertidumbre sobre las futuras
realizaciones de ¢. En la segunda etapa, el valor real de ¢ se hace conocido y algunas acciones
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correctivas se pueden tomar. Las decisiones de primera etapa son, sin embargo, escogidas por sus
efectos teniendo en cuenta lo que pueda ocurrir en el futuro. Estos efectos futuros son medidos
por la funcién de valor, Q(x), que calcula el valor esperado de tomar la decisién x.

Una forma de pensar en este modelo de dos etapas es:

= accién, tomar una decisién (cantidad para producir),
= observacién, observar una realizacién de los elementos estocasticos (demanda que ocurre),

= reaccién (recurso), otras decisiones, dependiendo de la realizacién observada (produccién
adicional para satisfacer la demanda si es necesario).

Se debe tener en claro la secuencia que se aplica a medida que se avanza por el arbol para
formular el problema correctamente.

Para resumir, a medida que avanzamos en el drbol de escenarios (para cualquier escenario) te-
nemos el siguiente orden de eventos: en la primera etapa, se tomard una decisién y en la segunda
etapa una realizacion del elemento estocéstico (demanda) y una decisién sobre los valores de las
variables de recurso.

2.2. Factibilidad y Optimalidad

Para describir las propiedades de factibilidad en este contexto, comenzaremos suponiendo
que el vector aleatorio ¢ es discreto.

Basdndonos en la construcciéon que hemos realizado en este capitulo a partir de un programa
lineal bésico determinaremos D; = {x|Ax = b,x > 0}, que es un espacio determinado por cons-
tantes fijas y que a su vez, no depende de una realizacién particular del vector aleatorio. Por otro
lado, cuando examinamos el espacio que corresponde a las componentes aleatorias, definimos al
espacio de factibilidad de sequndo estado para un determinado w por

Dy(w) ={x|3 y >0, talque W(w)y = h(w) — T(w)x}.

Considerando que ¢ es un vector aleatorio discreto y que la anterior definicién es valida para
cada w dada, el espacio de factibilidad del segundo estado se define como

D, = N Dy(w).

weER
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Recordaremos la definicién de poliedro en la teoria de programacion lineal.

Definicién 2.1. Un poliedro es la interseccién de un niimero finito de subespacios, es decir, es el conjunto
de x en R" tal que Ax < b, al cual denotaremos con P.

Por otro lado, usaremos el siguiente concepto de hiperplano.

Definicién 2.2. Un hiperplano es un subconjunto de R", que cumple que para a en R" /{0} y p en R:

H(a,B) = {x]a"x = p}.

Haciendo uso de estas definiciones, probaremos el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Para una w dada, Dy (w) es un poliedro convexo.

Demostracion. Consideramos alguna £ y w tal que no existe y positiva que cumpla que W(w)y(w) =
h(w) — T(w)%.

Por lo tanto, tenemos un punto h(w) — T(w)%, que no pertenece a W(w)y(w), que representa
el conjunto convexo.

Debe existir un espacio hiperplano que separe al punto h(w) — T(w)% de W(w)y(w).

Denotaremos el conjunto H = {x | c7x =0}, el cual satisface que ¢t < 0 para W(w)y(w) =t
y 0T (h(w) — T(w)Z£) > 0. Lo que significa que es un hiperplano que separa el punto y el conjunto
convexo.

Dado esto, tenemos que

oTh(w) —oTT(w)% >0,
cTW(w)y(w) < 0.

Por lo que existe un a en (0,1) tal que
a(cTh(w) — o TT(w)%) + (1 — a)(cTW(w)f(w)) =0,
ol (a(h(w) — T(w)%) + (1 = &) (W(w)j(w))) =0.

Por lo que
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h(w) — T(w)2 + W(w)P(w) & =0.

Esto genera una contradicciéon con nuestro primer supuesto, ya que y(w) = 1% es positiva.

Por lo tanto, Dy (w) es convexo. O

Por lo anterior, D, cumple que es un poliedro convexo ya que es la interseccién finita de
subespacios lineales.

2.3. Programas multiestados

2.3.1. Coémo funcionan

En la programacion lineal estocdstica, decimos que no podemos anticipar cada posible resul-
tado, por lo que las decisiones son no anticipadas de los resultados futuros.

Para mostrar cémo es el funcionamiento de un programa estocdstico multiestados, tomaremos
un ejemplo que es introducido en el libro de Shapiro en [11].

Consideraremos un manufacturero que planeard a un horizonte de T afios. Dicho productor
manufacturero produce n productos. Dichos productos tienen en total m partes que los com-
ponen. Una unidad del producto i requiere 4;; unidades de la parte j, donde i =1,...,ny j =
1,...,m. La demanda serd modelada como un proceso estocéstico, Dy, t = 1,...,T, donde cada
Dy = (Dy,,...,Dy,) es un vector aleatorio de las demandas para los n productos que contiene la
cartera del productor en el tiempo t. Por simplicidad, para este ejercicio consideraremos que to-
dos los costos y precios serdn constantes a lo largo de todos los periodos. Las partes no usadas,
podrén ser guardadas y usadas en el siguiente periodo, y se representaran por las variables /; que
contendran las unidades en inventario.

Uno debe tomar decisiones sobre pedidos y produccién en etapas sucesivas, dependiendo
de la informacién disponible en la etapa actual. Es decir, tomaremos decisiones basandonos en
la informacién pasada. Usamos el simbolo Dy := (Dj,...,D;) para denotar la informacién del
proceso de demanda en los periodos 1, ..., .

Denotaremos al vector x;_1 = (x¢_1,1,...,X;—1,) como las cantidades ordenadas de productos
al principio del estado t, antes de que conozcamos la informacién del vector D;. El niimero de
unidades producidas en el estado t estard denotado por z; y el nivel de inventario de las partes
al final de la etapa t por y; para todo t = 1,..., T. Usaremos el subindice t — 1 para referirnos que
puede depender de las realizaciones pasadas D|;_1; pero no en Dy, mientras que la produccion y
las variables de almacenamiento al estado ¢ dependeran de Dy, que incluye D;.
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Teniendo esta formulacion, es facil ver que para el caso en el que T = 1 tendremos un proble-
ma de dos estados, la variable x( corresponde al vector de decisién del primer estado mientras
que z1 y y; serdn los vectores de decisién del segundo estado. Dado esto, supondremos T > 1y
consideraremos el Gltimo estado t = T, después de que la demanda ha sido observada. En este
punto, todos los niveles de inventario y7_1 de las partes asi como las cantidades ordenadas x1_1
son conocidas. Tendremos asi que la formulacién al estado T es la siguiente

min (I —¢q) 'zr—s'yr
ZT,YT

sa. Yr=yr—1+xr_1— ATz, (2.6)
OSZtSdTryTZOr

donde d; es la realizacion observada de Dt. Denotaremos al valor 6ptimo de la ecuacién ante-
rior como Qr(x7_1,yr—1,dT) . Este valor 6ptimo depende de los ultimos niveles de inventarios,
6rdenes y la demanda presente. En el estado T — 1 conocemos la realizacién de d m-1 Y Dir—1)
por lo que ahora nos preocupa el valor esperado condicional que tendra el costo en el tltimo
estado, que es la funcién representada por:

Or(xr—1,y7-1,d17_17) := B{Qr(x7-1,y7-1,D1)|D[7 1) = d[7_1) }- (2.7)

Y en el estado T — 1 resolveremos entonces el siguiente problema

min (I=q)Tzra+hTyra+c"xr 0+ Qr(xr-1,yr—1,dir_1))
ZT-1/YT-1,XT-1

sa. yr-1=yro+xro2—Alzr_y, (2.8)
0<z 1<dr_1,y7-1>0.

El valor 6ptimo esta denotado por Qr_1(x1_2, yT_z,d[T_”). El problema para cada estado
t=T-1,...,1tiene la forma

min  (I—q) ze+hTyr+cx + Q1 (xt, ye,dpy)

ZT/YTXT
sa. Yt=Yr_1+Xx_1— ATZt, (2.9)
0<z <d;, y: >0,

con

Q1(xt,ye,dpy) = E{Qs1(xt,yt, Djpq)) Dy = djgy }-

El valor 6ptimo del problema descrito en (2.9) es denotado por Qt(xt,l,yt,l,d[t]), y la re-
currencia hacia atrds continua. En el estado t = 1, el simbolo y( representara el nivel inicial de
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inventarios de las partes, y el valor 6ptimo de la funcién Q1 (x,d;) depende solo del valor inicial
de xp y la realizacién d; de la primera demanda D;.

El problema inicial es determinar las primeras cantidades de x(. Esto puede ser escrito como

in c'xo+E Dy)] .
min ¢ X+ [Q1(x0,D1)] (2.10)
La relacién entre el orden que especificamos antes y las variables es:

= en la primera etapa una decision,

= en la segunda etapa una realizacion del elemento estocdastico (demanda),
= una decision sobre los valores de las variables de recurso,

= en la segunda etapa una decisién,

= en la tercera etapa una realizacién del elemento estocastico (demanda),

una decisién sobre los valores de las variables de recurso.

En la siguiente parte consideraremos valores numéricos para poder visualizar lo que hemos
mencionado anteriormente.

Ejemplo numérico

Para comenzar con este ejemplo tomaremos como base un problema de recurso que hemos
definido de dos estados y trabajaremos en él para poder dar un ejemplo de tres estados. Este
ejemplo fue tomado de la pagina del curso de Investigacién de Operaciones que imparte el Dr. J.
E. Beasley en la Universidad de Brunel, en Londres [3].

Como habfamos visto, tenemos dos etapas o estados: en la primera etapa tomamos una de-
cisién y en la segunda etapa vemos una realizacion de los elementos estocasticos del problema
donde las decisiones que tomemos dependeran de la realizacién particular de los elementos esto-
césticos observados.

Supongamos que tenemos que tomar una decisién sobre la cantidad de producto X que se
debe producir. Cada unidad de X que hacemos nos cuesta 25 pesos. X estd hecho para satisfacer
la demanda de los clientes en el préximo periodo de tiempo. Sin embargo, la demanda es consi-
derada estocéstica y denotada por D; para todas =1, ...,5 y con una distribucién de probabilidad
discreta donde cada Ds tendra una probabilidad asignada ps. Por simplicidad, trabajaremos con
solo dos escenarios:
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D; = 500, con p;=0.6
D, = 700, con pp;=04"

Tendremos la flexibilidad de comprar el producto de un proveedor externo para cumplir con
la demanda observada de los clientes, pero esto nos cuesta 30 pesos por unidad (es decir, recurri-
remos a una fuente de suministro adicional si la demanda excede la produccién). Si tuviéramos
que producir 600 y la demanda es de 500, estariamos excediendo la demanda por lo que el costo
de recurso seria 0. Pero si la demanda es de 700, necesitamos recurrir a 100 unidades adicionales
para satisfacerla.

Para los primeros dos estados consideraremos un arbol de escenarios de la siguiente forma:

500 700

0.6 0.4

Figura 2.1: Escenarios elegibles.

El primer paso consistird en simular como se comportard la demanda y decidir cuanto pro-
ducir. Sea x; mayor o igual a 0 el nimero de unidades de X para producir ahora (en el primer
estado). Como tenemos dos escenarios, asociamos un sub-subindice de escenario a las variables
de recurso en la segunda etapa, asi que yp, serd positiva y representard el nimero de unidades de
X que se deberdn comprar al proveedor externo en la segunda etapa en el escenario s cuando la
realizacion estocéastica de la demanda es Dg, con s = 1,2. El sub-subindice de escenario se elimina
si la variable es independiente del escenario.

Entonces, las restricciones para garantizar que la demanda siempre se satisfaga es x1 + vy, >
Ds,s=1,2.

Nuestra funcién objetivo estard compuesta por el costo 25x1 el cual conocemos con certeza y
dos costos que podemos denotar por 30y;,, cada uno incurrido con probabilidad ps con s =1,2.
En la préctica, solo se incurrird en uno de estos costos S, una vez que se realice la demanda. Sin
embargo, antes de que eso suceda, solo podemos considerar la distribucién de probabilidad.

Lo que buscariamos en este problema es minimizar el costo total esperado, que estard deter-
minado por:

COStO0injcial + Yi—escenario COSE0i—escenario * ]P[i - escenario] =25x1 + 23:1 30y25 Ps
=25x1 + 30y21 0.6 + 30]/22 * 0.4

Por lo que finalmente nuestra funcién objetivo sera
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25x1 + 18y, + 12y,

Por lo tanto, nuestro programa estocdstico con recurso se transforma en el siguiente problema
determinista a resolver:

min  25x1 + 18y, + 12y», ,
.a. >
sa. x1 + Yy > 500, 2.11)
X1 + 1, = 700,
X1, Y2, . Y2, = 0.

Inicialmente tomamos una decisién sobre cudnto producir. Obtendremos un valor para x1,
que es la cantidad de produccién que necesitamos, mientras que también obtenemos un conjunto
de valores 5, uno para cada uno de los dos escenarios de D; de demanda del cliente, es decir,
decidimos cudles son las decisiones éptimas para todos los escenarios posibles, de los que solo
uno de estos dos valores serd relevante una vez que se conozca una realizacién de la demanda
estocdstica, los demds serdn irrelevantes. Solucionando entonces el problema lineal (2.11) obtene-
mos que la produccién que necesitamos realizar en este momento es igual a 500 que es el valor
de x1, mientras que la variable de recurso del primer escenario es igual a cero y la de segundo
escenario es igual a 200. Con un valor de la funcién objetivo minimo de 14,900.

En la segunda etapa tenemos dos posibles realizaciones de la demanda estocdstica: una de-
manda de 500 con probabilidad de 0.6 o una demanda de 700 con probabilidad de 0.4. Supon-
gamos que la realizacién observada en esta etapa es de 500 piezas demandadas, las cuales son
cubiertas en con la producciéon que vimos anteriormente sin ningtin costo adicional.

Después de esta realizacién tomamos una decisiéon sobre cudnto producir para satisfacer la
demanda en el préximo periodo. En la tercera etapa, nuevamente tenemos dos posibles realiza-
ciones de la demanda estocéstica, pero estas son diferentes dependiendo de la realizacién en la
segunda etapa.

Para este ejemplo, si la demanda realizada en la segunda etapa fue de 500, las posibles reali-
zaciones en la tercera etapa son: una demanda de 600 con probabilidad de 0.3 y una demanda de
700 con probabilidad de 0.7. Si la demanda realizada en la segunda etapa es de 700, las posibles
realizaciones serfan una demanda de 500 con probabilidad de 0.6 y de 800 con probabilidad de
0.4.

Podemos entonces considerar cuatro posibles escenarios:

= Escenario 1: Primer estado: 500. Segundo estado: 600. Probabilidad: 0.6(0.3) = 0.18.
» Escenario 2: Primer estado: 500. Segundo estado: 700. Probabilidad: 0.6(0.7) = 0.42.

» Escenario 3: Primer estado: 700. Segundo estado: 500. Probabilidad: 0.4(0.6) = 0.24.
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= Escenario 4: Primer estado: 700. Segundo estado: 800. Probabilidad: 0.4(0.4) = 0.16.

Cabe destacar que la suma de todas las probabilidades es 1. Consideraremos entonces un drbol
de escenarios de la siguiente forma:

Primer Estado

Segundo Estado

0.18 0.42 0.24 0.16

Figura 2.2: Arbol multiestados.

Sea entonces x1 > 0 el ntimero de unidades del producto X para producir ahora (en la primera
etapa) y cubrir asi el primer periodo de tiempo. Ahora el y>, > 0 es el ntimero de unidades de x
que se deben comprar al proveedor externo en la segunda etapa en el escenario s considerando
que ahora tendremos 4 escenarios distintos, por lo ques =1, ...,4.

Sea x, > 0, que representa el nimero de unidades de X para producir en la segunda etapa
en el escenario s, con s = 1,...,4. Esta decisiéon de segunda etapa depende del escenario, es decir,
depende de la realizacién observada de la demanda estocastica.

Denotaremos ahora a y3, > 0 como el nimero de unidades de X para comprar al proveedor
externo en la tercera etapa en el escenario s (s = 1, ..., 4), por lo que serdn llamadas las variables
de recurso del tercer estado. Los costos se mantendran constantes e iguales a los ya mencionados,
con 25 pesos por cada unidad producida, 30 por cada unidad comprada al proveedor externo.

Consideraremos las siguientes restricciones para asegurar que la demanda del cliente esté
satisfecha en la primera etapa:

X1 +y2, 2500,5=1,2,
X1+ Y2, 2700,s=3,4.

Para la segunda etapa, tendremos unidades sobrantes que constituirdn un inventario para
ayudar a satisfacer la demanda futura. Este nivel de inventario serd determinado de la siguiente
forma:
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X1+ Yo, — 500,s=1,2,
X1+ 1o, —700,s =3,4.

Para garantizar el cumplimiento de la demanda en la tercera etapa, consideraremos que:

inventario + cantidad producida + cantidad comprada externamente serd mayor o igual a la
demanda

De esta forma tendremos:

x1 + Y2, — 500 + xo, +y3, > 600,s =1,
x1 + Y2, — 500 + xp, +y3, =700, =2,
x1 + Y2, — 700 + x2, +y3, > 500, s =3,
x1 + Y2, — 700 + xo, +y3, > 800, 5 = 4.

Consideremos las variables de recurso y,, para s =1y s = 2. Estas son las cantidades com-
pradas externamente en los escenarios 1 y 2 en la segunda etapa. Ambos escenarios tienen una
historia comtdn incluyendo la segunda etapa (una decisién x; en la primera etapa y una rea-
lizacién observada de la demanda en la segunda etapa de 500). No es hasta que tenemos una
realizacién de la demanda en la tercera etapa que los escenarios 1 y 2 difieren. Simplemente no
podemos tener diferentes variables de recurso porque no podemos distinguir entre estos escena-
rios. Podemos asegurar que y», e y», son iguales al agregar la restriccion y», = y», al problema.En
las restricciones del programa lineal que hacen cumplir tales condiciones se llaman restricciones
de no-anticipacion, lo que implica que no podemos anticipar el futuro.

Como se muestra en la primera parte de este ejemplo, los escenarios con un historial co-
mun deben tener el mismo conjunto de decisiones por lo que tendremos las restricciones de
no-anticipacién determinadas para el escenario 1 y 2 como Yy, = Y2, y X2, = X,, mientras que
los escenarios 3 y 4 tendran a las restricciones y», = v, y X2, = x2,. Todos, para la segunda etapa.

Para la funcién de costo, sélo tenemos un costo incurrido con certeza, es decir, 2x1, todos los
demds costos son probabilisticos, es decir, determinados por la distribucién de los escenarios. La
ponderacién de cada costo de escenario por la probabilidad de escenario estard asociado al costo
esperado. Por lo tanto, tenemos como objetivo minimizar el costo total esperado que esta dado

por:
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4
C08t0;picial + Z COSt0; _pscenario * IP[i — escenario] = 25x1 + Z(ZszS + 30y2, + 30y3,) * ps

i—escenario s=1

25x1 + 0.18(25x7, + 30y2, + 30y3,)
0.42(25x2, + 30y2, + 30y3,)
0.24(25x2, + 30y2, + 30y3,)
0.16(25x2, + 30y, + 30y3,)

25x1 +4.5xp, + 5.4y, + 5.4y3,
10.5x,, + 12.6y2, + 12.6y3,

6x2, +7.22, +7.2Y3,

4xy, +4.8yo, +4.8y3,.

m+ + +

+ o+ o+

Esto completa nuestra formulacién de este programa estocéstico de tres etapas en particular.
Para concluir, damos la formulacién completa a continuacién.

min 25x; + 4.5x, + 54y, + 54y; + 105x, + 126y, + 12.6y3,
+ 6xp, + 72y, + 72y3 + 4xp, + 4.8y, + 4.8y3,
s.a. X1 + Y2, > 500,
X1 + Y2, > 500,
X1 + Y2, > 700,
X1 + Y2, = 700,
x1 + Yo, — 500 + X2, + y3, = 600,
X + Yo, — 500 + X2, + y3, = 700,
X1+ Y2, — 500 + X2, + vz, > 500,
X1 + Yo, — 500 + X2, + y3, = 800,
X2, = X2, ’
Y2, = Y2, ,
X2, = X2, ’
Y2, = Y2, p
X, X2, X2, X2, x, = 0
Y2 o Y o Yoo Yy > 0,
Y3, Y3, Y3, Y3, > 0.

(2.12)
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Simplificando la ecuacién (2.12) obtenemos

min 25x;

s.a. X1
X1
X1
X1
X1
X1
X1
X1
le
Y2,
X23
Y2,
X1
Y2,
Y3,

_|_
+

4.5.’)(2]
6XZ3
Y2

Y2
Y2,
Y2,
Y2,
sz
Y2,

X24

Y2,
le

Y2,
Y3,
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+ 5.4]/21
+ 7.2]/23

+

++ + +

Y2,

le

XZZ

x23

x24

xzz

Y2,
Y3,

+ 5.4]/31

+ 72ys, +

+

+ 4+ + +

Y2,

Y3
Y3,
Y33
Y3,

X2
Y2,
Y3,

3 7

4XZ

W

X2

+ 10.5x,

4

4

4

VvV IVIVIVIVIVIVIVA+ +

I
coocoooco o

(AVARAVARLV]

12.6y,
4.8}/24
500,
500,
700,
700,
1100,
1200,
1000,
1300,

7

~

~

~

~

+ 12.6y3,
=+ 4.8y34,

(2.13)

A continuacién mostramos el valor que tendra cada variable después de la solucién del pro-

blema (2.13):

X1
XQ]
Y2
Y3
x22
Y2,
Y3,

X23

Y2,
Y3,
XQ4

Y2,
Y3,

700,
400,
0,

Por lo tanto, obtendremos que la produccién del primer estado debe ser de 700 unidades del
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producto. El costo éptimo es de 29,200.

2.3.2. Caracteristicas principales de un programa multiestados

Formalizando el ejemplo anterior, podemos llegar a una definicién méds concreta de un pro-
grama multiestados.

Sea el tiempo de estados de un horizonte t =1, ..., H. Para cada ¢, existe ¢; de dimensién d, es
decir, un vector fijo en IR?. Suponiendo que se conoce ¢, se pedird que para las variables aleatorias
C2,...,CT existan sus esperanzas. Por tanto, ¢ = ¢y,...,{T es un proceso aleatorio multivariado a
tiempo discreto.

El modelo de problemas lineales estocasticos multiestados con recurso fijo toman la siguiente
forma:

min  z=clx! + Eg [minc?(w)x?(w?) + ... + Egn [mincH (w)xH (wH)]...]

s.a. Wixl = hl,
THw?)x! + W2x%(w?) = h*(w),
(2.14)
TH_l(wH)xH_l(a)H_l) +WHXH(wH) _ hH(w),
t

xLat(w!) > 0, t=2,..,H.

donde ¢! es un vector de R™, h! es un vector de R™ conocido.

El vector de recursos g(w) pertenece a R"2 y el vector de demandas /1 (w) pertenece a R"2 por
lo que T(¢) es de dimension mpxny y W es de mpxny.

Tendremos que la variable aleatoria en cada tiempo t del proceso estd dado como el siguiente
vector

&(w)" = (@)1 (@), T (@), oo T~ H(w))

donde dependeréa de cada w.

De esta forma ¢ = (q,h, T,W) sera el vector de informacién del segundo estado y es un vector
de dimensién N; para todo t = 2,..., H. Supondremos ademds que E' es el soporte de ¢!, donde &f
es un subconjunto de R, donde con probabilidad igual a 1 ocurre que & pertenece Z.

Las decisiones de x dependen de la historia hasta t, que se denota por w'. En la programa-
cién lineal estocéstica se dice que no podemos anticipar cada posible resultado por lo que las
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decisiones son no anticipadas de los resultados futuros. Como las ocurrencias a cada paso las
consideramos como si fueran presente y dependeran fuertemente de la historia que haya ocurrido.

Otras representaciones

Bésicamente y de una forma més compacta podriamos ver el programa multiestados como

min  E[C1 (e (&), x¢)]
sa. T Wie(&)xi—r = h(&) (2.15)
xr € X

donde x; es F;-medible con F; = ({1, ...,Ct), ¥y (Ct)tT:1 serd un proceso estocéstico.

Los espacios X; seran superficies poliédricas cerradas, ¢; son los coeficientes de costo, h¢(¢)
serd la demanda. W son las matrices que conllevan las propiedades apropiadas y posiblemente
dependan de ¢, dondet=1,..,Tyt=0,...,t — 1.

Estos programas son conocidos como programas estocdsticos basados en las expectativas de-
bido principalmente a su formulacién que conlleva esperanza, la cual es un operador lineal y
permite conocer mucho acerca de dichos programas, como la dualidad, optimalidad y métodos
de descomposicién, estabilidad y aproximaciones estadisticas.

Por ultimo, existe una representacién méas general, que serd usada més adelante

min  E(f(x(£),$))
sa. (x(§),¢8) € X, (2.16)
x € N

donde ¢ denota un proceso estocdstico multidimensional describiendo la incertidumbre futu-
ra. El conjunto de restricciones X contiene soluciones factibles (x,&) y el conjunto A/ de funciones

¢ — x es necesario para asegurar que las decisiones x; estan solo basadas en realizaciones hasta
el estado f (&, ..., &t)-

La funcién de costos esta determinada por f(x(§),{).

Esta representacion nos serd muy ttil cuando queramos incluir medidas de riesgo en la fun-
cién de costos.



Capitulo 3

Medidas de Riesgo Poliédricas

En este capitulo, definiremos a las medidas de riesgo. Estudiaremos su teoria basica y analiza-
remos como surge la idea de las medidas de riesgo poliédricas, que utilizaremos en el programa
lineal estocastico para optimizar portafolios.

La teorfa y préctica de la administracién de riesgos fue desarrollada principalmente por el
premio Nobel Markowitz en la década de los cincuentas. Podemos definir el riesgo financiero
como la posible pérdida (o ganancia) financiera debido a los cambios imprevistos en los factores
de riesgo; este es el principal objetivo de la administracién de riesgos.

Cuando existe el riesgo de grandes pérdidas en resultados inciertos, estas puede cuantificarse
mediante medidas de riesgo, i.e., mapeos o funciones que van de un espacio de variables aleato-
rias a los reales y que cumplen con ciertas propiedades. Entonces, una medida de riesgo puede
interpretarse entonces como la posible cantidad de riesgo que representa un activo, portafolio o
actividad.

Markowitz propuso medir el riesgo asociado con el rendimiento de cada inversién por medio
de la desviacion de la media de la distribucién del rendimiento, conocida como varianza, y en el
caso de que fuese un portafolio, este riesgo se podria medir a través de las covarianzas entre todos
los pares de activos que lo conformaran. Principalmente, introdujo la idea de medir el riesgo de un
portafolio a través de la distribucién conjunta (multivariada) de los rendimientos de los activos.

Para definir el concepto de medida de riesgo rigurosamente, consideraremos un espacio Z, cu-
yos elementos son variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad comun (Q,F,IP)
que pueden representar estrategias, posiciones o utilidades (o pérdidas) de un conjunto de in-
versiones al que llamamos portafolio. Para fines de esta tesis, se considerard que representan los
rendimientos de las inversiones de un portafolio.

Definicién 3.1. Diremos que p: Z — R es una medida de riesgo si cumple que:

23
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i. Monotonicidad. Para cada par de variables aleatorias 2, z € Z tal que z < 2, entonces p(z) < p(2).

ii. Invarianza ante traslaciones. Para cada r real y z € Z ocurre que, p(z + 1) = p(z) + 1.

Otra definicion que nos serd ttil para este tema es la de medida de riesgo coherente. Este tipo
de medidas son introducidas como propuesta a los problemas que pueden producirse al trabajar
con una medida de riesgo como el VaR, que al ser no subaditiva y aumentar la diversificaciéon de

nuestro portafolio incrementa su riesgo.

Definicién 3.2. Una medida de riesgo es coherente si adicionalmente cumple con las siguientes condicio-
nes:

iti. Homegeneidad positiva. Para toda variable aleatoria z y A > 0 real, tendremos que p(Az) = Ap(z).

iv. Subaditividad. Para todo par de variables aleatorias Z, z, ocurre que p(2 4 z) < p(z) + p(£).

3.1. Principales medidas de riesgo

La primera medida de riesgo fue implementada por Markowitz, como se mencioné al prin-
cipio de este capitulo, en la cudl se analizaban las volatilidades de los activos financieros para
poder establecer un "portafolio eficaz".

3.1.1. Value-at-Risk

Una de las medidas de riesgo mas implementadas es el Valor en Riesgo (Value at Risk o VaR),
el cudl intuitivamente describe la méaxima pérdida esperada con un nivel de confianza dado. Se
define formalmente a continuacién:

Definicién 3.3. Sea Z una variable aleatoria de pérdida y sea 0 < « < 1, el Value at Risk o Valor en
Riesgo a nivel u se define como

VaR, = infy>o{P[Z <] > 1 —a}.

Una relacion facil de observar es que si Fz(z) es la funcion de distribucion de Z, el VaR, =
Fz !(a) es la funcién inversa de la funcién de distribucién (en el caso en que la variable aleatoria

no es continua se puede demostrar la existencia de esta funcién inversa generalizada).

El VaR también puede ser interpretado como el peor escenario que se puede preveer en un
horizonte de tiempo dado. Es una medida sencilla y que intenta resumir en un tinico ntimero el

riesgo de un activo. Sin embargo, no refleja el efecto de colas pesadas.
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Proposicién 3.1. El minimo de la funcion

fB)=b+ B[z -],

esel VaRy(Z).

Demostracién. Sea f(b) =b + m]E[Z — b],.. Derivando, tenemos que

afy) 1 d
o = 1+ ——ElZ-b,

1 d
I + E%E[(Z—b)ﬂ{z>b}]~

Como es una funcién no negativa, podemos intercambiar la derivada con la esperanza, usando
el teorema de Fubini. Tenemos que

d(Z—b
%H{Zﬂ;} =0+ (=1)1zop),

asi que usando la regla del producto en la expresién de la derivada obtenemos,

d(Z —b)
db

1
Lzspy = 1+ 7 El(=DLizop)]

—

1

= 1= mlE[]l{bb}]
1

= 1Pz

—

1

= 1——]1— <
1 1_“[1 P[Z <]
1
= 1+ 1f[F(b) —1]
Igualando a 0, tenemos que:
1
0 = 1+ ——[F(b)—1]
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por lo que b = F~1(a) = VaR, es un punto critico.

Con el criterio de la segunda derivada,

f1(6) =0+ 11— F(5) 20,

podemos concluir que es un minimo.

3.1.2. Average Value-at-Risk

El Average Value-at-Risk es una medida de riesgo que representa la pérdida promedio una
vez que se ha excedido el nivel de confianza dado. También es conocido con Expected-Shortfall o
Conditional VaR por calcular el riesgo de la cola de una funcién de distribucién.

Formalmente definimos al Average-VaR como:
Definicion 3.4. Sea Z una variable aleatoria con esperanza finita y sea 0 < & < 1, el Average Value-at-
Risk (AVaR) se define como

AVaR,(Z) = % [ vaRr,(2)dq.

En esta tesis usaremos una definicién equivalente del AVaR que funciona adecuadamente para
los problemas lineales estocasticos, expresada como solucién de un problema de minimizacién,
que demostraremos a continuacién.

Teorema 3.1. Sea Z una variable aleatoria con esperanza finita y Fz(z) la funcion de distribucién de Z.
El AVaR, se puede definir como

AVaRy(Z) = infyer {t+ -~ B[Z — 1], ).

Demostracion. Anteriormente, habfamos visto que VaR, cumplia con VaR, = F~!(«) = b para
algtn b. En los cursos de probabilidad basica se prueba que F(F~!(a)) = a. Entonces, ocurre que
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1
AVaR,(Z) = 1_wﬁmmﬂzwq

= Lf; F~Y(q)dq 3.1)

11—«

1 e
= [ W ().

Usando la definicion de la integral de Riemman-Stieljies, la expresién anterior es igual a

E[Z|Z>FY(2)] = E[Z|Z > VaRy(Z)]

IE[Zﬂz>b]
P[Z > b]

E[(Z—b+b)1{z-p)]
P[Z > b]

E[(b1yzp) + (Z —0)Liz-p)] o

P[Z > b]

Eblizopy]  E[(Z—b)1{z-p)]
P[Z > b] P[Z > b]

E[(Z - b)1{z-p)]

B b+ P[Z > b]

Ya sabiamos que F(b) = &, porlo que es P[Z > b] =1 — «a.

Por otro lado, si Z > b, E[(Z — b)1{z-)] = E[Z — ], y serd E[(Z — b)1{ ;-] = 0 en cualquier
otro caso. Por lo que podemos verlo como

E[(Z — b)]l{z>b}} =min(E[Z — b],0) = E[Z — b]+.
Por lo tanto,
1

Dado que b = VaR, = inf{t :P[Z < t] > 1 —a} y usando lo que demostramos en la proposi-
cién 3.1, concluimos que
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j 1
AVﬂRlx = lnfte]R {t + m]E[Z — t]+}
O

Queremos hacer notar que, a partir de la demostracién, otra definicién posible es AVaR, =
E[Z|Z > VaR4(Z)] que se puede interpretar como la pérdida esperada incurrida en los a por
ciento peores casos de una posicion.

Por lo tanto, ya contamos con una definicién til del AVaR para ser utilizada en una problema
lineal.

Cabe mencionar que adicionalmente al AVaR, existen otras medidas coherentes como las me-
didas basadas en distorciones, entre otras que pueden ser construidas.

3.2. Funcionales Poliédricos

3.2.1. Medidas de riesgo poliédricas

Esta es una subclase de las medidas de riesgo convexas que cumplen con ciertas virtudes
favorables para su implementacién en la estructura de los programas estocasticos lineales.

Como ya hemos visto en las secciones anteriores, cuando se tiene una medida de riesgo se asu-
me que se tiene un espacio de variables aleatorias definidas en un espacio comtn de probabilidad
(Q,F,1P).

Definicién 3.5. Llamaremos a p una medida de riesgo poliédrica si existen k,1 € N, tales que a,c € R,
y q,w € R!, siendo un espacio poliédrico X C R* y un cono poliédrico Y C R/, entonces

p(z) =inf{(c,x) + E[(q,y)]: (a,x) + (w,y) =z,x€ X,y €Y} (3.3)

es visto como una funcion de los escenarios de z, si z es discreta.

Si analizamos los elementos que acabamos de utilizar para definir las medidas de riesgo con
respecto a un programa de optimizacién lineal estocastico, el espacio poliédrico en R esté consti-
tuido por las diferentes decisiones que deben ser tomadas. Es decir, el espacio de factibilidad del
programa, el cono poliédrico en R/, esta definido por las restricciones.

Esta definicién es factible para los programas de dos estados. Sin embargo, si queremos con-
siderar un horizonte de tiempo mayor a 2, tomaremos un proceso estocdstico con el cudl necesi-
taremos una filtraciéon F; y supondremos ademaés que el proceso estocastico es medible respecto
a tal filtracion. En la siguiente seccién analizaremos a mayor detalle tal caso.
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Medidas de riesgo multiperiodo

Supongamos que tenemos las variables aleatorias zj,...,zr donde z; € LP(w,J,IP) con p >
1. Cuando la informacién disponible es conocida a través del tiempo, puede ser necesario usar
medidas de riesgo multiperiodo. Asumiremos que tenemos una filtracién F; dada, cont =1, ..., T.

Considerando entonces una nocién multiperiodo de las caracteristicas de una medida de ries-
go tendremos la siguiente definicién.

Definicién 3.6. Un funcional p definido para vectores (z1,...,zr) donde cada z; estd en L¥ (w, F;,P) serd
llamado una medida de riesgo coherente multiperiodo si cumple que:

i. Monotonicidad. Para cada par Zy, z; de vectores tal que z; < Zy, entonces p(z1,...,z¢) < p(21, ..., Z¢).

ii. Invarianza ante traslaciones. Para cada r real y z; vector aleatorio, p(zq +1,...,z¢ + 1) = p(21,...,2¢) +
r.

iti. Homegeneidad positiva. Para toda z; y yu > 0 real, tendremos que p(uzy, ..., uzt) = up(z1,...,2¢).
iv. Subaditividad. Para todo par 2, z, ocurre que p(2 +z) < p(z) + p(2).

Definicién 3.7. Una medida de riesgo multiperiodo p definida para vectores (z1, ..., z1) donde cada z; estd
en LP(w,Ft,P) con p > 1 es llamada multiperiodo poliedrica si existen ky € N, ¢; € Rk, Yy we, € Rk,
donde t =1,...,Ty T =0,...,t — 1 siendo un espacio poliédrico Y; C R y conos poliédricos Y; C RF,
entonces

p(z) =
inf{]E[Ethl (ct,ye)lye € Lp(w,ff'},]P;ka);yt €Yics. (t=1,..,T); 1 (Wi, Yi—1) =2¢ C.5.}

7 1=0

3.3. Programas Lineales estocdsticos usando medidas de riesgo

poliédricas

Como vimos anteriormente, un medida de riesgo multiperiodo puede ser representada como
la solucién de un determinado problema estocéstico. Ahora veremos cémo se debe representar
un problema lineal estocdstico cuando se intercambia su funcién objetivo basada en la esperanza
por medidas de riesgo poliédricas utilizando las caracteristicas y propiedades vistas a lo largo del
capitulo.

Supondremos entonces que la incertidumbre puede modelarse como un proceso estocastico
(&)L, y una sigma-dlgebra F; = 0'(&y,...¢7) , t = 1,..., T. Consideremos un problema estocéstico
multiestado de la siguiente forma:
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min  E[Y (b (&), x¢)]

s.a. Ztr_:lo A (Gt)xi—r = h(Ct) ,
Bt(('jt)xt S dt(gt) ,(i’ = 1,..., T) (34:)

Hi(x;) = 0 ,

xr € X ,

con conjuntos cerrados X; que tienen la propiedad de que su casco convexo es poliédrico,
y con coeficientes de costo b¢(.), lados derechos d;(.) y h(.), y matrices A, (.), T=0,...,t —1
y Bi(.) todos con dimensiones adecuadas y posiblemente dependientes afines linealmente en &;
para t =1,..,T. Las restricciones consisten en cuatro grupos, donde la primera y segunda son
las restricciones dindmicas y el acoplamiento, respectivamente. La tercera Hy(z) :=z — E[z|F] =
0 asegura la no-anticipatividad de las decisiones x;, la cuarta x; € X; modela restricciones fijas
simples. Por X (&) denotamos el conjunto de decisiones que satisfacen todas las restricciones de
(3.5).

Al reemplazar la expectativa de los costos generales estocasticos Y, (b;(&t),x;) por alguna
medida de riesgo multiperiodo poliédrica p aplicado al vector aleatorio de costos intermedios
negativos, llegamos a la siguiente alternativa de problema con aversién al riesgo problema (3.5):

z2(x,8) := (= (b1 (&1),x1), — (b1 (&1),x1), (b2(E2), %2), oo Tty (b (82), 1))

min{p(z(x,¢))[x € X(¢)}- (3.5)
La medida de riesgo poliédrico p se define por el problema de minimizacién
p(z) =Inf{E[T (e, y)]|[Hi(ye) =0,y € Yo, (¢ =1,..., T); EE (wie,yr—o) =2} -

Dado lo anterior surge la pregunta de si (3.5) es equivalente al programa

min E[Zz:1<ct,yt>]

s.a. fr;lo<wt,rr]/t—T> + tr:1<bT(€T)/xr> = 0,
Hi(y:) = 0 , (3.6)
Y+ € Y; , (t:1, ,T)
x € X(¢) ,

donde la minimizacién con respecto a la decisién original x y la variable y que define p se lleva
a cabo simultdneamente. La respuesta es positiva y lo probamos a continuacién.

Proposicién 3.2. Minimizar (3.5) con respecto a x es equivalente a minimizar (3.6) con respecto a todos
los pares (x, y) en el siguiente sentido: Los valores dptimos de (3.5) y (3.6) coinciden y un par (x*, y*) es
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una solucion de (3.6) si y solo si x* resuelve (3.5) y y* es una solucion del problema de minimizacion que

define p(z(x%,§)).

Demostracion. La minimizacién con respecto a todos los pares factibles (x, y) de (3.6) se puede
llevar a cabo minimizando con respecto a y y luego minimizando el dltimo residuo con respecto
a x € X({). Por lo tanto, los valores 6ptimos coinciden y, si el par (x*, y*) resuelve (3.6), su primer
componente x * es una solucién de (3.5) asi como y* es una solucién del problema

min lE[Zthl (ct,yt)]

sa. Yoo yit) + Lo (be(Go),xe) = 0, 3.7)
Hi(y:) = 0 ! |
Yt € Yt ’

cuyo valor 6ptimo es simplemente p(z(x*,¢)). Por el contrario, si x* es una solucién de (3.5) y
y* una solucién de (3.7), el par (x*, y*) tiene que ser una solucién de (3.6). O

Por lo tanto, la minimizacién de un programa estocastico con una medida de riesgo poliédrico
en el objetivo conduce a un programa estocéstico “tradicional” con un objetivo lineal basado en
la expectativa y con variables adicionales y y restricciones, respectivamente. Tanto las variables
como las restricciones son convenientes para los programas estocdsticos ya que las variables estan
muy bien restringidas por conjuntos poliédricos (sin requisitos enteros). Por lo tanto, si el progra-
ma estocdstico basado en expectativas tiene propiedades convenientes, hay buenas razones para
esperar que estas propiedades se mantengan cuando se usa una medida de riesgo poliédrico para
la aversién al riesgo.

Reformulando el programa de (2.6) con el resultado del Teorema 3.5, obtenemos que un pro-

grama estocastico multiestado que incluya AVaR serfa de la forma

t Pymen”
min ) Ps(n)cn()+k('y+ Yy ———

) (3.8)
neNT neNT 1—a

donde P, representa la probabilidad del escenario en el nodo determinado (1), {u es el
proceso estocdstico.

El retorno acumulado hasta el estado t estd determinado por

ZnETcR(n,t) = Cn ®,

ya que cg(y, ) representa el retorno del nodo predecesor de los retornos al estado ¢.
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Capitulo 4

Derivados energéticos

4.1. Introduccion a los derivados financieros

Llamaremos derivados a los instrumentos financieros de los que su valor deriva de un acti-
vo subyacente. En otras palabras, un derivado puede ser descrito como un acuerdo o contrato
que tiene un valor determinado por el precio de algo mds. Muy a menudo dicho subyacente co-
rresponde al precio de activos financieros como bonos, acciones, tasas de interés, commodities,
etcétera.

Los productos derivados surgieron como instrumentos de cobertura ante fluctuaciones de
precio en materias primas (commodities), en condiciones de elevada volatilidad. Los derivados
pueden ser considerados como una apuesta para casi cualquier cosa. Dicha apuesta suele fungir
como un seguro o una cobertura, es decir, buscando reducir el riesgo de la variabilidad (incre-
mento/decremento) en el precio del activo seleccionado como subyacente.

Lo que ha permitido que los derivados hayan sido usado como herramientas cada vez mds en
las tdltimas decadas para reducir el riesgo o ser una forma de cobertura.

Los derivados pueden utilizarse para obtener el mismo resultado financiero que obtendria-
mos de la negociacién directa del activo sin realmente tener que operarlo, con esto ademaés se
pueden reducir costos de transaccién como honorarios y el diferencial de oferta y demanda. Se
pueden usar para obtener efectivo de un activo sin tener que intercambiarlo inmediatamente, lo
que permite ademas evitar el riesgo de cambio en el precio. También se pueden usar para evitar
algunas restricciones regulatorias y reglas contables.

Sin embargo, operar demasiados instrumentos derivados pueden generar situaciones de alto
riesgo como un aumento en el apalancamiento, entre otros.

33
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De manera general, un derivado financiero provee una alternativa a una simple compra o
venta, y asi incrementar el conjunto de posibilidades para un inversor o administrador que busca
lograr algtin objetivo.

Los usuarios finales serdn las corporaciones, administradores de inversién e inversionistas que
entren a contratos de derivados con el objetivo de administrar el riesgo, especular, reducir costos
o evitar alguna regulacién, como ya mencionamos anteriormente. Por otro lado, se encuentran los
creadores de mercado que son intermediarios, comerciantes que compraran/venderan derivados
a los clientes que asi lo deseen. Por dicha operacion, los creadores de mercado cobrardn un spread
generado al comprar a bajo precio y venderlo a uno mayor. Después de negociar con los clientes,
los creadores de mercado se quedan con todo el resultado generado por la posiciéon tomada para
cumplir con las demandas de los clientes. Los creadores de mercado tipicamente cubren este ries-
go y asf estdn profundamente seguros acerca de los detalles mateméticos de precios y cobertura.
Por ultimo, existen los observadores econémicos, que como actividad tienen observar el uso de
los derivados, las actividades de los creadores de mercado, la organizacién de los mercados, asi
como la l6gica de los modelos de precios y tratar de hacer con esto que todo haga sentido.

En los recientes afios, se han desarrollado instrumentos derivados cuyos activos de referencia
son titulos representativos de capital o de deuda, indices, tasas y otros instrumentos financieros.
Los principales derivados financieros son futuros, opciones y swap, de los cudles daremos mds
detalle a continuacién:

Futuros

Contratos que permiten fijar hoy el precio de compra y/o venta de un ”"bien” (p.e.: un délar,
una accion, una tasa de interés, etcétera) para ser pagados y entregados en una fecha futura. Son
productos “estandarizados” en tamafio de contrato, fecha de vencimiento, forma de liquidacién
y negociacion.

Opciones

Contrato estandarizado, en el cual el comprador, paga una prima y adquiere el derecho pero
no la obligacién, de comprar (call) o vender (put) un activo subyacente a un precio pactado en
una fecha futura. El vendedor estd obligado a cumplir el compromiso del contrato.

Se debera pagar una prima, por lo que este tipo de contratos generan flujos.

El precio de ejercicio (o precio strike) es el precio previamente especificado al que se toma la
posicion del activo subyacente. El valor intrinseco de la opcién es la diferencia entre el contrato de
futuros subyacente y el precio de ejercicio. El valor intrinseco de una opcién es una medida de la

z 4

cantidad que vale una opcién, el cual no puede ser negativo. Se dice que la opcién call estd “en el



4.1. INTRODUCCION A LOS DERIVADOS FINANCIEROS 35

dinero” (in-the-money) si el strike es mads alto que el del subyacente, y viceversa para las opciones
put. Se dird que una opcién es at-the-money o “a la par”, si el precio de la opcién es el mismo que
el pactado a la compra, de modo que de ejercerse no significaria ni una pérdida ni una ganancia
para el tenedor de la opcién. Una opcién call estara fuera del dinero si el precio de ejercicio estd
maés elevado que el del subyacente.

El valor de una opcién se determina en funcién del valor intrinseco que representa, el venci-
miento al cual se pacta y la volatilidad del precio en el mercado. Dicho esto, el valor de este tipo
de instrumentos puede ser determinado como una funcién matematica de la siguiente forma:

Precio = f(V,T,S — K;[0])
donde V representa la volatilidad, T el tiempo que resta para vencimiento de la opcién, S¢

representa el strike mientras que S, es el precio pactado al comprar el contrato.

Cabe destacar que existen diversos pardmetros que también pueden ser incluidos, dependien-
do del tipo de opcién que se tenga.

Para las opciones call, se toma el mayor valor entre la diferencia de S — K y cero, mientras que
para las opciones put se toma el mayor valor entre K — S y cero.

La pérdida potencial para un comprador de opciones no estd limitada a la prima pagada ya
que depende de como haya sido pactada la operacién y la pérdida potencial para el vendedor
puede ser mayor (aunque limitada al precio del activo subyacente).

Swaps

Es un instrumento derivado que permite el intercambio de flujos (por ejemplo; tasa fija por
variable) o posiciones en distintos vencimientos y/o divisas.

Los productos derivados son instrumentos que contribuyen a la liquidez, estabilidad y pro-
fundidad de los mercados financieros; generando condiciones para diversificar las inversiones y
administrar riesgos.

Los principales mercados son:

Mercados organizados

Las condiciones de los mercados de derivados se encuentran estandarizadas (tipo de activo,
subyacente, tamafio del contrato, cantidad, etcétera). En estos mercados, el comprador y el ven-
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dedor no negocian directamente si no que por medio de una cdimara de compensacién que reduce
el riesgo de liquidacién. Se pueden operar en la bolsa financiera.

Mercados no organizados o Over The Counter

Las condiciones de los contratos son fijadas de manera bilateral, es decir, que los contratos no

seran estandarizados. No existe la cdmara de compensacién.

Las cdmaras de compensacion de derivados reducen sus exposiciones de contraparte median-
te acuerdos de margenes iniciales y diarias.

4.2. Derivados sobre energéticos

Entre los principales productos que consideramos como energéticos tenemos la electricidad,
biodisel, carbén, petrdleo, bioetanol, gas, entre otros. Como su nombre lo dice, los derivados finan-
cieros energéticos tienen como subyacente alguna de estas materias primas mencionadas.

Para ellos, existen varias bolsas donde se pueden operar. Algunas de las mds reconocidas
internacionalmente son:

i. NASDAQ (National Association of Securities Dealers Automated Quotation): electrici-
dad, carbén, certificados de emisién de CO2.

ii. NYMEX (New York Mercantile Exchange): Carbén, etanol, electricidad, gas natural, Pro-
ductos refinados.

iii. ICE (Intercontinental Exchange): Electricidad, petrdleo, gas natural, certificados de emision
de CO2, productos refinados.

4.2.1. Mercado de petrdleo

Existen diversos grados de petréleo crudo con diferentes densidades y contenidos de azufre.
Este se refina para obtener productos como gasolina, aceite combustible, queroseno o aceite de
calefaccidn, etcétera. Existe una variedad de usos mds para este energético que convierten al mer-
cado de petréleo en uno de los més grandes del mundo, con una demanda global alrededor de 80
millones de barriles por dia.

Dos caracteristicas importantes son la densidad (o grado de facilidad para proporcionar acei-
tes ligeros de calidad) y el contenido de azufre (que sefiala el porcentaje de impureza) que afectan
a la calidad de la destilacién y de los productos obtenidos en las refinerias.
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Existen dos principales precios de referencia o benchmark, a partir de los cuales se determina
el precio de las demds variantes de petréleo de acuerdo a su densidad y cantidad de azufre,
incluyendo el costo de transporte, entre otras variantes.

i. Brent. Funge como precios de referencia de los crudos del Mar del Norte. Abarca las produc-
ciones de Reino Unido y Noruega que aunque tienen una produccién minoritaria, Londres
sigue siendo una de las principales plazas comerciales del mundo.

ii. WTI (West Texas Intermediate). Funge como precio de referencia dado que Estados Unidos
importa mds de la mitad del petréleo que consume, lo que equivale a una cuarta parte de la
demanda mundial.

Algunos de los contratos a futuro se liquidan en efectivo y otros mediante la entrega fisica. Por
ejemplo, en los contratos de futuros sobre Brent que se negocian en el Intercontinental Exchange
(ICE) se tiene una opcién de liquidacién en efectivo, mientras que los contratos de futuros de
petréleo crudo ligero y dulce que se negocia en el Chicago Mercantil Exchange (CME Group) se
requiere una entrega fisica. Cada contrato ampara 1000 barriles, en ambos casos.

Generalmente el mercado de derivados financieros de petréleo funciona como un mercado
organizado o bolsa, que como ya vimos anteriormente tiene estandarizados los instrumentos que
se operan.

Para obtener el precio futuro esperado de una materia prima o commodity en un ambiente
de riesgo neutral, asumiremos que la velocidad de crecimiento del precio del commodity depen-
derd tinicamente del tiempo y la volatilidad del precio se mantendra constante. Dado esto, se
determinard como

E(t) = E[S(t)] = $(0)e",

donde F(t) es el precio futuro de un contrato con vencimiento ¢.

En general, es necesario tomar en cuenta una esperanza condicional en vez de una simple
esperanza, pero esto dependerd del contrato.

En el caso de las opciones asidticas, son opciones que su payoff depende del precio promedio
del activo subyacente durante al menos una parte de la vida de la opcién. Entonces, el payoff de
un precio promedio de una opcién call es el maximo entre cero y Sprom — K, asi como el payoff
de una opcién put serd el méaximo entre K — Sprom. Sprom representa el valor promedio del activo
subyacente calculado durante un determinado periodo.

El promedio puede estar en el precio del subyacente o de k mismo y puede ser un promedio
aritmético o geométrico.
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Capitulo 5

Optimizacion de un portafolio de
derivados energéticos

En este capitulo utilizaremos lo ya presentado en los capitulos anteriores de la teoria de pro-
gramacioén estocdstica para poder desarrollar la implementacién de dicha teoria en la optimiza-
cién de portafolios, especificamente, usando como activos los derivados energéticos.

5.1. Planteamiento del problema

Supongamos que una empresa tiene la necesidad de crear un portafolio de inversién en el que
tendra dnicamente derivados energéticos, especificamente opciones en petréleo, las cuales podra

ejercer o no en el momento del vencimiento.

En los mercados de materias primas (o commodities) existe una correlacién considerable en-
tre el precio del subyacente en el mercado spot con el precio que tienen los derivados de dicho
subyacente. Por lo que el precio de las opciones serd construido a partir del precio spot simulado.

La cartera estard conformada por futuros sobre WTI y futuros sobre el Brent con fecha de
vencimiento en un afio, es decir, que situdndonos en Enero del 2018, el vencimiento de dichos
futuros sera Enero 2019.

El objetivo serd maximizar los ingresos totales esperados del derivado mientras al mismo
tiempo intentaremos minimizar la medida de riesgo en el horizonte de tiempo, que serd de un
afo. Dicha medida de riesgo corresponde a una ya presentada anteriormente, el AVaR.

La parte estocéstica entrard en el programa debido a la incertidumbre en los precios y la de-

39
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manda del petréleo.

5.2. Implementacion

Para poder realizar la implementacién es necesario conocer el comportamiento de los precios
y la demanda como variables aleatorias, ya que, como mencionamos anteriormente, la incerti-
dumbre del problema recae sobre ambos.

Utilizaremos como datos los precios histéricos del Brent y del WTL. En la Figura 5.1 se mues-
tran un poco de su comportamiento en los tltimos afios. Podemos ver que a pesar de que se
encuentran en niveles relativamente similares, el Brent se ha mostrado por arriba del precio del
WTI durante varios meses.
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Figura 5.1: Serie de precios del WTI (Izq.) y Brent (Der.) en el periodo de Mayo 2015- Oct 2016.

En la Figura 5.2 podemos observar también parte del comportamiento que han tenido la de-
manda de los subyacentes. Dicha demanda corresponde al volumen de barriles que han sido
comprado durante dicho periodo. Podemos observar también que la demanda es mucho mayor
en el caso del WTI ademds de que es ligeramente més estacionaria mientras que en el caso del
Brent se muestra mucho menor los niveles de demanda que tiene el energético ademads de que
tiene un comportamiento mds erratico-volatil.

Recordemos que un programa multiestados debe tener un horizonte de tiempo, por lo que
seleccionamos un afio, considerando la convencién habitual en finanzas se ve como 242 dias hé-
biles. En esta convencion se esta considerando que no hay cotizacién los fines de semana porque
los mercados se encuentran cerrados. Establecemos entonces la convencién T = 242.

Definiremos la siguiente variable Z; para que guarde el valor de la funcién objetivo de optimi-
zacion para cada t, con t € {0,..., T}. Determinaremos entonces Zy como la inversion inicial, que
en este caso, serd de seis mil ddlares, es decir, Z = 6,000 de dolares.
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Figura 5.2: Comportamiento de la demanda del WTI (Izq.) y Brent (Der.) en el periodo de Mayo 2015- Oct
2016.

Las variables de decisién del programa lineal estocdstico corresponden entonces a la composi-
cién de la cartera, es decir, cual serd la posiciéon que tendremos de cada activo en cada estado. Sea
bt la cantidad de contratos de futuros sobre el precio del Brent con fecha de vencimiento Enero
2019 a tiempo t. Definimos a c; como la cantidad de contratos de futuros sobre el precio de WTI
que tendremos pactados a tiempo ¢.

La demanda en el estado ¢, la cudl representaremos con dy, debera ser cubierta con los contratos
comprados. Por lo tanto, una de las restricciones a cumplir es:

by + ¢t > d;. (5.1)

Consideremos e, una variable que representard la exposiciéon que realizamos en cada estado.
Dicha exposicién correponde a la valuacién de cada uno de los contratos y para este caso, consi-
deraremos que el costo de cada uno de los contratos que compraremos estard dado a cada tiempo
por el valor de barril de cada tipo de mezcla. Dado esto, la variable ¢; puede ser expresada en los
siguientes términos:

er = Biby + Cycy. (5.2)

Donde B; representa el costo de un barril de Brent y C; representa el costo de un barril de WTL

Para definir la funcién objetivo (también llamada de costo), recordemos que queremos mini-
mizar el riesgo y como ya he mencionado, la medida de riesgo elegida a lo largo de esta tesis es el
Average Value at Risk o AVaR por ser una medida de riesgo poliédrica que es la caracteristica que
la vuelve factible con respecto a su inclusién en los programas lineales estocdsticos. Para dicha
medida de riesgo determinaremos un nivel de confianza & = 95 %.
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Usando la representacion de (3.8), nuestra funcién de costos ya incluird el AVaR y los retornos.
Mientras que en las restricciones tendremos la demanda que debera ser cubierta y los costos que
serdn aplicados.

5.3. Resultados

El programa consiste en una optimizacién que tiene dos objetivos: mantener un riesgo bajo
mientras se cumplen con los objetivos de satisfacciéon de la demanda. La Figura 5.3 muestra el
comportamiento de la funcién objetivo a lo largo del programa multiestados donde podemos ver
una tendencia clara a mantenerse alrededor de 6000, que fue la inversién inicial.
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Figura 5.3: Evolucién de la funcién objetivo a lo largo del periodo proyectado

A su vez, en la Figura 5.4 podemos ver el comportamiento que tiene la demanda aleatoria.
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Figura 5.4: Evolucién de la funcién objetivo a lo largo del periodo proyectado

Dicho comportamiento muestra que al ser la demanda una variable aleatoria a cada estado, la
funcién objetivo también se comportard como una variable aleatoria. La tendencia o movimiento
que presenta el programa objetivo tiene una correlacién directa con la tendencia que muestra la
demanda que podemos ver en la Figura 5.4. Esta demanda se cumpli6 con la compra de cierta
cantidad de barriles, tanto de WTT como del Brent.
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Figura 5.5: Comportamiento de las variables a optimizar: Compra de barriles de WTT (Izq.) y Compra de
barriles de Brent (Der.) en el periodo simulado

La demanda de cada una de los energéticos usado a lo largo del periodo simulado puede
ser visto en la Figura 5.5, donde se puede observar que dada la construccién del programa y
de las estadisticas mostradas fue mayormente requerido el uso de barriles del West Texas. Cabe
resaltar que anteriormente ya habiamos visto que mostraban diferencias en el precio, colandose
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siempre mds caro el precio del Brent, por lo que es l6gico pensar que para optimizar el programa
se utilizardn mayormente los barriles mas baratos.

Por otro lado, la solucién deterministica para comparacion, utilizé la proyeccién del precio en
el transcurso del afio y sacando un promedio de ellos, se tendria que en promedio el precio del
WTTI seria de 51.6 ddlares y el del Brent 54.8 délares, por lo que el posicionamiento resultante de la
cartera seria de 42 y 29 contratos, que se mantendrian durante todo el afio afrontando un posible
resultado acumulado negativo para ambas posiciones al final del afio.

5.4. Conclusiones

La optimizacién lineal por si sola es un método de toma de decisiones que ha sido usado y
reconocido a lo largo de mucho tiempo en diversas areas.

La programacion lineal estocastica tiene como objetivo realizar optimizaciones de un progra-
ma lineal en un periodo de tiempo proyectado. Esto conlleva tener diferentes condiciones a lo
largo de dicho periodo.

Con el problema anterior queriamos presentar esta teoria que ha sido trabajada a lo largo de
muchos afios y que puede resultar muy ttil en entornos altamente volatiles como finanzas. La
optimizacion que estamos presentando asi como los resultados son sélo un ejemplo de uno de los
usos que se pueden dar. Una vez determinado el problema y ajustadas las respectivas variables
es facil poder usar cualquier tipo de software para que se solucione rdpidamente.

Tenemos las siguientes consideraciones computacionales. Observe que nuestro programa es-
tocastico es en realidad un programa determinista (de hecho, un programa lineal en este caso
particular). Aunque el problema original tenia elementos estocasticos, el uso de escenarios para
representar explicitamente el conjunto de todos los futuros posibles nos ha permitido formular el
problema de manera determinista.

Con respecto a la dificultad computacional para resolver este programa estocastico (determi-
nista), tenga en cuenta que las restricciones de no anticipacién se pueden eliminar mediante la
sustitucién algebraica de variables, esto reduce el ndmero total de restricciones y variables en el
problema.

La verdadera dificultad computacional surge debido a la cantidad de escenarios que a menudo
pueden aparecer. Observe que, esencialmente, necesitamos un conjunto completo de variables /
restricciones para cada escenario posible. Si bien, como se indicé anteriormente, las restricciones
de no actividad reducen el ntimero de variables / restricciones distintas, el tamafio del programa
determinista aumenta rdpidamente con el nimero de escenarios.

La generacién de escenarios también es un problema en la programacion estocéstica. Por ejem-
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plo, considere nuestro problema simple anterior donde tuvimos tres etapas correspondientes a 2
realizaciones de la demanda, que condujeron a 4 = 22 escenarios, si tenemos periodos de tiempo
T (realizaciones de demanda) entonces necesitaremos escenarios 2T (suponiendo un arbol de es-
cenarios binarios) como anteriormente. La demanda que ocurre en cada etapa de estos escenarios
pretende ser realista, no un ntimero generado aleatoriamente, por lo que de alguna manera de-
bemos producir cifras de demanda de manera realista para un gran ndmero de futuros posibles.
Esta no es una tarea trivial.

Adicionalmente, cabe mencionar que en estd tesis no se uso un enfoque bayesiano para de-
terminar la distribucion de las variables aleatorias que fueron usadas en la implementacién, sin
embargo, existe dicha posibilidad. Para mayor informacién, el libro de [7].

En cuanto a las aplicaciones, es probable que actualmente el uso predominante de programa-
cién estocastica de etapas multiples con recurso se encuentre en el campo de las finanzas cuan-
titativas. Por ejemplo, el modelado de una cartera de inversiones para cumplir con los pasivos
aleatorios.

Las compafiias de seguros son un buen ejemplo de tales problemas. Una compafiia de seguros
recibe dinero en primas que puede invertir en diversos activos. Los rendimientos de inversion de
estos activos pueden ser estocdsticos o deterministas (segtn el activo). Claramente, las reclama-
ciones de seguro que recibe la compafifa seran estocasticas (por ejemplo, en el seguro de edificios,
un mal invierno aumentard las reclamaciones por dafios por tormentas). Las variables de recurso
representarian la liquidacién (venta) de activos para cumplir con los pasivos. Entonces, ;como
deberia una compafiia estructurar sus decisiones de inversién a lo largo del tiempo para usar sus
activos sabiamente y cumplir con sus obligaciones?

Otras areas donde se usan SP de etapas multiples incluyen: planificacién de capacidad, mode-
lado de inversiones en capacidad estratégica, por ejemplo, en grandes plantas de fabricacién bajo
diversos escenarios de demanda sistemas de energia eléctrica, para modelar el funcionamiento
de los sistemas de suministro de energia eléctrica para satisfacer la demanda de electricidad del
consumidor, donde tenemos diferentes escenarios de demanda, algunas variables representan la
produccién de carga bdsica y las variables de recurso representan instalaciones de produccién
mads costosas que son capaces de generar electricidad rdpidamente para satisfacer el exceso de
demanda (por ejemplo, turbinas de gas).
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Anexo 1

En este anexo, se incluye el c6digo que use para generar los resultados presentados anterior-

mente.

###### Objetivo: Realizar la optimizacidén de una inversidén en derivados sobre precio

###### del petrdleo mediante programacién lineal.

###install.packages ("1pSolve")
library(1pSolve) ### esta paqueteria es la utilizada

### paqueterias que seran muy utiles

require(scenario)

require(graphics)

wti <- read.csv("Serie_WTI.csv", header = TRUE, sep = ";",dec = ",")
brent <- read.csv("Serie_Brent.csv", header = TRUE, sep = ";",dec = ",")

px_wti <- as.numeric(wti$PX_LAST)
px_brent <- as.numeric(brent$PX_LAST)

### utilizaremos la demanda que muestra
dem_wti <- as.numeric(wti$PX_VOLUME)
dem_brent <- as.numeric(brent$PX_VOLUME)

plot(px_wti,type = "1", col = "red")
#par (new=TRUE)
plot(dem_wti, type = "1", col

"green")

llblue n )
plot(dem_brent, type = "1", col = "pink")

plot (pX_brent ,type = "1", col

47
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## Generamos la matriz de probabilides de cada una de las series
wti_PXChange <- NULL
for(i in 1:(length(px_brent)-2)){

wti_PXChange <- c(wti_PXChange,px_wtil[i]-px_wtil[i+1])

brent_PXChange <- NULL
for(i in 1:(length(px_brent)-2)){
brent_PXChange <- c(brent_PXChange,px_brent[i]-px_brent[i+1])

demanda <- NULL
for(i in 1:(length(dem_brent)-1)){
demanda <- c(demanda,dem_brent[i]+dem_wtil[i])
}
plot(demanda, type = "1", col = '"grey")

## Analizamos cuales son los rangos de movimientos que han mostrado las cotizaciones
## para poder hacer una matriz mas precisa.
max (wti_PXChange) ## 3.98 en el dltimo afio
min(wti_PXChange) ## -2.81 en el dltimo afio

max (brent_PXChange) ## 4.09
min(brent_PXChange) ## -2.81

## Recordemos que un programa multiestados debe tener un horizonte de tiempo, por lo que
## seleccionamos un afio, que al discretizarlo se convierte en 242 dias habiles.
T = 242

## Definiremos la siguiente variable para que guarde el valor de la optimizacidn,
## considerada como la inversidén inicial, en este caso, serd de quince mil ddélares
Z <- 6000

## Este corresponde a un problema clasico de optimizacién de la cartera de riesgo-rendimiento
## donde se minimice el riesgo, maximice el rendimiento.

## En un escenario estocadstico de varias etapas.

## Ejemplo: un gran consumidor satisface la demanda por:

#1 compra en el mercado spot incierto con dia de anticipaciédn,

#2 compra de futuros de energia (base o pico),

#3 contratos de compra para la entrega de energia por adelantado,

#4 (opcional) produccidén propia con alguna central eléctrica.
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#0ptimizacidén estocastica:
# Tendremos Incertidumbrprecio spot y demanda.

# La decisidén a tomar es cual sera la composicién de la cartera.

## Debemos definir un ciclo que vaya desde O hasta la cantidad de tiempo que

## queremos simular

DEM<- NULL

#Como parte del problema de minimizacidén de riesgo, estipulamos una confianza de 95J%.
alfa <- 0.95

wti_price_simulation <- NULL

brent_price_simulation <- NULL

barriles_brent <- NULL

barriles_wti <- NULL

for(t in 0:T){
## Primero, definamos los coeficientes de la funcidén objetivo, que corresponde la
## funcién de costo que tendremos. Recordemos que queremos minimizar el riesgo
## En este punto estamos en el tiempo t=0, donde optimizamos con datos "conocidos"
## "Inicializamos" los precios a tiempo t
a <- mean(px_brent)+rnorm(1l,mean(brent_PXChange) ,var(brent_PXChange))

b <- mean(px_wti)+rnorm(1l,mean(wti_PXChange) ,var(wti_PXChange))

brent_price_simulation <- c(brent_price_simulation, a)

wti_price_simulation <- c(wti_price_simulation, b)

problem.coef.obj <- c(a,b)/alfa
n <- length(problem.coef.obj)

dimnames <- list(1:n,1:T) ##debe ser una lista

#Y ahora defino los signos de mis restricciones en un vector del tipo '"character":

problem.dir.restr <- c(">=", "<=", ">"_u>n)

## Es una funcidn de tres variables. Supongamos que tenemos tres restricciones.

## La matriz de coeficientes es la siguiente.

problem.coef.restr <- matrix (c(1, 1, a, b, 1, 0, 0, 1), nrow=4,byrow=TRUE)
#Como vemos, el la primera restriccion corresponde a la demanda.

#La segunda corresponde al costo, que conlleva tener cada contrato

dem_t <- rpois(1,125)

if(dem_t == 0 ){dem_t = 125}
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uso_brent <- rpois(1l,dem_t/4)

## Seguimos con los términos independientes, que correspondera a las demandas

problem.term.restr <- c(dem_t, 8000, uso_brent, (dem_t - uso_brent))

## Minimicemos la funcién objetivo:

mylp <- lp ("min", problem.coef.obj, problem.coef.restr, problem.dir.restr, problem.term.restr)

# Guardamos el comportamiendo de la solucidén el respectivo vector
for(i in 1:n){
print (mylp$solution[i])
}
barriles_brent <- c(barriles_brent,mylp$solution[1])

barriles_wti <- c(barriles_wti,mylp$solution[2])

print (mylp$objval)

# También el valor de Z alcanzado:
Z <- c(Z,mylp$objval)

DEM <- c(DEM,dem_t)

plot(Z,type = "1", col = "purple'")

plot (DEM, type="1", col="black")

plot(wti_price_simulation,type = "1", col = "purple")

plot(brent_price_simulation, type="1", col="green")

plot(barriles_brent, type = "1", col = "blue")
plot(barriles_wti, type = "1", col = "red")
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