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Introduccion

En este trabajo hablaremos sobre el algoritmo Esperanza-Maximizacion, mejor conocido co-
mo algoritmo EM. Dada la gran variedad de aplicaciones en los cuales el algoritmo EM se puede
implementar, asi como por el caricter genérico de su procedimiento, muchos prefieren referirse
a él como un meta-algoritmo; sin embargo, continuaremos refiriéndonos a él como algoritmo
EM. Dicho algoritmo se usa para estimacién por méxima verosimilitud en problemas con da-
tos incompletos (incomplete-data problems). A pesar de que en el presente trabajo usaremos el
algoritmo EM para estimaciéon por maxima verosimilitud, cabe mencionar que también dicho
algoritmo puede ser adaptado para obtener el estimador MAP (Maximum a posteriori) en el
contexto bayesiano.

A diferencia de sus predecesores como Newton-Rhapson y el método de Scoring para la ob-
tencién de estimadores maximo verosimiles, el algoritmo EM tiene la ventaja de ser mucho mas
sencillo y de lidiar con problemas de datos incompletos, en los cuales los métodos antes mencio-
nados pueden resultar mas complicados de implementar. Para leer méas acerca de los métodos
numéricos de Newton para obtener estimadores méaximo verosimiles refiérase a [15].

El propésito de este trabajo es presentar el algoritmo EM como herramienta para resolver
el problema de estimacion maximo verosimil en problemas de informacién incompleta. Se mues-
tran algunas implementaciones y aplicaciones del algoritmo EM tanto en su versién determinista
como en su versién estocdstica. Empezamos en el Capitulo 1 con una breve introduccién a la
estimacién por maxima verosimilitud y presentamos propiedades de los estimadores maximo
verosimiles, y finalizamos la seccién con una introduccién a las familias exponenciales.

En el Capitulo 2 presentamos la formulacion del algoritmo EM, en donde introducimos los
conceptos que se utlizaran a lo largo del trabajo. Procedemos con una breve descripcién de la
historia del algoritmo EM, antes de la publicacién del articulo de Dempster, Laird y Rubin [12]
y después se presentan algunos ejemplos de implementaciones del algoritmo EM. Finalmen-
te, mostramos dos aplicaciones de clasificacion, una con datos reales muy conocidos y otra con
datos simulados, para clasificaciéon de estados moduladores en un modelo de riesgo modulado [2].

En el Capitulo 3 hablaremos sobre la teoria basica del algoritmo EM, presentamos resul-
tados de convergencia de la secuencia generada por el algoritmo, tanto de la funcién de log-
verosimilitud como de los estimadores méximo verosimiles generados a cada iteracién. También
presentamos el Teorema de Convergencia Global y continuamos con el capitulo pasando al tema
del céalculo de errores estandar y tasa de convergencia. Concluimos el capitulo presentado méto-
dos de aceleracion de convergencia con un ejemplo.

Por dltimo, en el Capitulo 4 hablamos sobre las versiones estocéasticas del algoritmo EM,
que son el algoritmo EM Monte Carlo y el algoritmo EM Estocastico. Iniciamos con una breve
introducion a los métodos de Monte Carlo para integracién y procedemos con la formulacion de
los algoritmos EM Monte Carlo y EM Estocastico. Finalmente, mostramos los ejemplos vistos



en el Capitulo 2, pero ahora implementados con las versiones estocasticas. Exponemos algunos
resultados importantes de la teoria de dichos algoritmos y concluimos con una aplicacién vista
en el Capitulo 2, s6lo que esta vez hacemos uso del algoritmo EM Estocastico para estimaciéon
del proceso de riesgo modulado a tiempo continuo discretamente observado.



Capitulo 1

Estimacién por Maxima
Verosimilitud

Dado que el objetivo del algoritmo EM es obtener estimadores maximo verosimiles, es impor-
tante dar una introduccién y mencionar las propiedades importantes de los estimadores obtenidos
por medio de la estimacion por maxima verosimilitud.

Como se explicard mas adelante, el procedimiento que sigue el algoritmo EM se facilita mucho
cuando tratamos con familias exponenciales, por lo que también daremos una breve introduc-
cién a las familias exponenciales y cémo estimar por maxima verosimilitud los pardmetros de
distribuciones provenientes de la familia exponencial.

1.1. Maxima Verosimilitud

La verosimilitud es una manera de resumir la evidencia que los datos que tenemos nos dan acerca
de los pardmetros desconocidos. La verosimilitud es una funcién del parametro desconocido 6
en el espacio parametral, ®, la cual mide, qué tan “plausible” es el pardametro desconocido,
dados los datos que se tienen. Es légico querer entonces obtener aquel valor de 8 en © tal que
maximice dicha funcién. Dicho valor serd nuestro estimador maximo verosimil. La funcién de
verosimilitud la definimos del siguiente modo.

Definicién 1. Sea x1,x9,..., r, una muestra aleatoria con distribucién p(z;|0), 6 € ©. La
funcién de verosimilitud de la muestra x1, xo, ..., T,, estd dada por:

n

L(Olz) = ] plail6).

i=1

Nos es conveniente trabajar con el logartimo de dicha funcién, el cual lo denotaremos como
£(0]x). Es decir, la funcién £(6|x) queda expresada como

(Olz) = 3 log(p(xil6)).
=1

El vector de estimadores maximo verosimiles que denotaremos por 0., seré aquel que maximice
a L(0]x) en © . Sin embargo, se preferird maximizar en vez a ¢(68|x), pues dada su propiedad de
ser mondtona creciente resulta equivalente a maximizar a la propia verosimilitud. Optaremos por
usar la log-verosimilitud dado que computacionalmente es mas eficiente y nos evita problemas
numéricos.
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1.2. Propiedades de los estimadores maximo verosimiles

Los estimadores méaximo verosimiles én cuentan con propiedades deseables como lo son la
consistencia, eficiencia y normalidad asintética e invarianza, las cuales explicaremos a continua-
cién. Antes de enunciar dichas propiedades, enunciaremos dos resultados que usaremos a lo largo
de esta seccién.

Ley de los Grandes Niuimeros

Teorema 1.2.1. (Ley Débil de los Grandes Nimeros) Sea x1, ..., x, una muestra aleatoria pro-
veniente de una variable aleatoria X tal que E[X] = p < co. Entonces para todo € > 0,

Jim P (| X —p|>e) =0, (1.1)

— 1
con X = =" x;.
n

Por otro lado, tenemos la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros, la cual dice que X converge casi
seguramente a u, es decir lo siguiente.

Teorema 1.2.2. (Ley Fuerte de los Grandes Numeros) Sea x1,...,xy una muestra aleatoria
proveniente de una variable aleatoria X tal que E[X] = p < oco. Entonces

P <nan§O | Xo —p|< 6) =1. (1.2)

Otro resultado asintético importante es el del Teorema de Limite Central, el cual enunciamos a
continuacién

Teorema 1.2.3. (Teorema de Limite Central) Sean x1,...,x, una muestra aleatoria prove-
niente de una variable aleatoria X, tales que E[X] < oo y Var(X) = 0% < oo. Entonces

Vn (Xn —-E [X]) converge en distribucion a la distribucion normal con media cero y varianza

o2

V(X —E[X))

g

FEs decir, sea Gn(x) la funcion de distribucion de . Entonces, para toda x en

la cual G,, es continua se cumple que

.,
liman:/ e 2 dy. 1.3
Aim Gn(@) = [ = Y (1.3)

1.2.1. Consistencia

Una de las propiedades de los estimadores maximo verosimiles es que son consistentes, lo
cual nos dice basicamente que dichos estimadores difieren del valor “verdadero” desconocido (al
cual denotaremos como ), con probabilidad cero, asintéticamente. Formalmente, lo definimos
del siguiente modo.

Definicion 2. Decimos én es consistente si
Jim P (|6, — 60 [>€) =0 (1.4)

donde 6y es el valor verdadero del parametro de la distribucion de la muestra.
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Observacién 1. Una condicién suficiente para (1.4) es
R 2
E [(en - 00) } -0,
cuando n — oo.
Se demuestra haciendo uso de la desigualdad de Chebyshev.
Ejemplo 1.2.1. Sea zy,...,x, una muestra aleatoria provenientes de una variable aleatoria X

tal que X ~ N(u,0?). Veamos que el estimador maximo verosimil para p es consistente.

1
Sabemos que dicho estimador es i = — Y 7' ; ;. Su varianza estd dada por
n

0.2

Var (i) =E [(ﬂ - ,uJ)Q} =0

la cual converge a cero conforme n — oo. Entonces, i converge en probabilidad a u y por lo
tanto, [i es consistente.

1.2.2. Normalidad Asintética

Otra propiedad importante con la que cuentan los estimadores méximo verosimiles es que
tienen distribuciéon normal asintéticamente, es decir

Vi (60— 00) = N(0,1(60)7"), (1.5)
donde I(6) es la informacién de Fisher, que definimos a continuacion.

Definicién 3. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad (o funcién de probabilidad,
en el caso de variables aleatorias discretas) f(z|6). La Informacion de Fisher de X estd dada
por

a 2
1(0)=E laa log f(z| 9)] (1.6)

Otro modo de calcular la informacién de Fisher es por medio del siguiente lema.

Lema 1.2.1.

E [502 log f (x| 9)] ——1(6)

Demostracion. Por un lado, tenemos que

o _ pf@]9)
568110 = Tt gy
y también que
92 9
a—21ogf(gn\9) _opl@l8)  (Gf]0)”

06> f(z]9) f*(=19)
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Luego, suponiendo valido el intercambio entre derivada e integral, obtenemos
82 82
02 o) 2
= 0 =5 0
_ [ (EEl0 Gelr) g,
f(z]0) f2(x0)

2
= [ twlo) - [logf(xIH)]

=0-1(0)
= 1(0)
O
Ahora si podemos enunciar el siguiente teorema:
Teorema 1.2.4. én cumple que
V(0 — 09) = N(0.1(60) ")
Demostracion. Denotemos por I,(0) = 2 3% log f(z; | 0) a la log-verosimilitud de la muestra,

entonces se tiene que

Haciendo uso del teorema del valor medio, dados 6y y 61 un valor tal que 8, € [én, Op]obtenemos
la siguiente expresion

0= 1,(0n) = 1,,(60) + 1, (1) (B — 6o). (1.7)

Por tanto, obtenemos la expresién

N —m (18)

Por otro lado, definamos la funcién por ((f) del siguiente modo

10) = [ (og /(@ [0)f (x| o). (19)

Notemos que por Ley de los Grandes Numeros, ocurre que

1n(6) — 1(6). (1.10)

Como 6y maximiza a [(f) y suponiendo valido el intercambio de la integral con la derivada,
tenemos que I (Ay) = Eyg, (% [log f(x| 9)]9:90) = 0. Por lo tanto, 1D se convierte en
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9

Al (0 (Za

>

[log f(:]0)]4_g, 0)

( z”: [log f 112’9)]9 =6 — B ((;99 [logf(a:ZIQ)]g 90>) (1.11)

lo cual converge en distribucién a N (0, Var (% log f(x; |9)]9:90)) por el Teorema de Limite
Central.

Por otro lado, del denominador de ([1.8]) tenemos por la Ley de los Grandes Ntumeros que

2

1 &0 0?
0= 3 o (z:10) > B [ o log (x| e>] (1.12)

o~

Ademds como 61 € [én, o] v por consitencia tenemos que 6,, — 6 ocurre que

2
1 (0) = E [ o llog 7 10)],y o] — ~1(60) (1.13)

por el lema [I.2.1] Combinando [I.11] con [I.13] tenemos finalmente que

Vil (00) [ Var (3 llos £ 10)]os,) (1.14)
: |

l
A ’ (1(60))?

y notemos que

var [ 211 9 _E| 20 0)]? E|2 0 0 2—10
ar @[ng(iﬁ’ )]9:90 = %[ng(ﬂ )}49:00 - 80[ng(x‘ )] = I(6h) —

1.3. Familias Exponenciales

Decimos que una funcién de densidad px(x;0) con pardmetro 8 = (64, ...,0,,) de un vector
aleatorio X pertenece a una familia exponencial si puede ser expresada como

px(@;0) = a(x) exp {b(6) t(x) } (1.15)

donde b(0) es un vector de dimensiéon k x 1 con k > m, que es una funcién del vector de para-
metros 0, t(x) un vector (k x 1) de estadisticos suficientes y ¢(0) y a(x) son funciones escalares
de 0 y de x, respectivamente. En el caso en el que b(8) = 0, se dice que la familia exponencial
esta en forma canonica.

Dado que px(x;0) es una funcién de densidad, se tiene lo siguiente:
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¢(8) = log ( /S ala)esp [b(6)"t(x) ) dx) (1.16)

donde Sx es el soporte de X.

A continuacién enunciamos un resultado que cumplen los estadisticos suficientes provenientes
de familias exponenciales.

Proposicion 1.3.1. Sea X un wvector aleatorio con funcion de densidad de la forma |1.15
Entonces

para j = (1,...,m).

Demostracion. Esto ocurre porque

c(6) a%.fsx a(a))eb(a)Tt(m)d:L‘
00; fsxa(m)eb(g)Tt(w)d:U

(1.17)

Bajo condiciones de regularidad podemos intercambiar diferenciacién con integracién, con lo
cual

0c(0) fa(w)eb(e)Tt(“’)tj(cc)dx
06, [ a(x)eb@Tt@)dy
[ a(a)eb@) H@)=cO) ¢ (x)dy
[ a(x)eb@ T t(@)—c(6) gy
£ (X)]

(1.18)

O]

La estimacién por maxima verosimiltud para familias exponenciales se reduce a resolver las
ecuaciones

tj(w) =E [t;(X)]. (1.19)

La propiedad de invarianza de los estimadores maximo verosimiles es una propiedad sufi-
ciente para considerar la forma canénica de la familia exponencial a la hora de obtener dichos
estimadores. Es decir, al maximizar a ¢(6;x)

L 0c(e)
o6, )~ g,

(1.20)

igualando a cero y haciendo uso de la Proposicién(1.3.1)) nos da la igualdad de (|1.19)).
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Ejemplo 1.3.1. Distribucién Normal Univariada

Sea x = w1, ..., , un muestra aleatoria con distribucién normal con pardmetros u,o?. En-

tonces
_Zi: n @i—m?
p(@i 1, 0%) = (2m0?) 2 e
— 27T(72>_n/2e_(zi:1n o +2 Z?zl xm_n‘ug)ﬁ
= a(a) exp {~b(0)"t(x) — (6)} (121
con

2

n
c(0) = ﬁ log(2702).

Por lo tanto, pertenece a la familia exponencial. Usando debemos resolver para p la
ecuacion

=np (1.22)

Por lo tanto,

= X. (1.23)

Anélogamente, para o2 tenemos

=n(o? + p?), (1.24)

entonces resolviendo para o

HESS (a: - )" (1.25)



Capitulo 2

Algoritmo Esperanza-Maximizacién

En este capitulo presentamos la formulacién del algoritmo EM, en la cual introduciremos
notacién que se usara a lo largo del trabajo. Una vez mencionada la formulacién del algoritmo
EM se procede a mostrar algunas implementaciones, de las cuales se muestran los cédigos rea-
lizados en el lenguaje R en el Apéndice.

Al final del capitulo presentamos ejemplos de aplicaciones del algoritmo EM para clasificacion
por medio de mezclas de densidades.

2.1. Formulacién del algoritmo

El algoritmo Esperanza-Maximizacion es un procedimiento iterativo por medio del cual se
obtienen estimadores maximo verosimiles. El procedimiento consiste en repetir los pasos de Es-
peranza y Maximizacién (abreviados como E y M, respectivamente), llamados asi por el hecho
de calcular una esperanza en el paso E y luego maximizar dicha esperanza en el paso M. Dichos
pasos se repiten hasta conseguir la convergencia, obteniendo como resultado aproximaciones a
los estimadores maximo verosimiles deseados.

El algoritmo es aplicado en situaciones en las cuales se tienen datos incompletos, por ejemplo,
casos donde hay datos faltantes, distribuciones truncadas, observaciones censuradas, agrupadas,
etc. Sin embargo, la idea de datos incompletos la extendemos a casos en los cuales la presencia
de datos incompletos no es evidente.

Nos referiremos al vector de datos completos bajo la notaciéon de x y denotaremos como X
a la variable aleatoria correspondiente a dicho vector. Andlogamente nos referiremos con y al
vector de datos observados. Ademés, usaremos z para hacer referencia al vector de datos no
observados. Entonces, podemos expresar a los datos completos como & = (y, ).

La funcién de densidad conjunta de los datos completos la expresaremos todo el tiempo
como ¢.(x;0), mientras que g(y;0) se referird a la funcién de densidad conjunta de los datos
observados, siendo @ = (61, ...,0,) el vector de pardmetros desconocidos proveniente del espacio

parametral ©.

Dados dos espacios muestrales X y Y, los datos observados los veremos en funcién de x; es
decir, y = y(x), paray € Yy ¢ € X.

Entonces, podemos expresar a g(y;0) de la siguiente manera:

13
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9(y;0) = /X(y) ge(x; 0)dz, (2.1)

siendo X (y) el conjunto definido como X (y) :={x € X : y = y(x)}.

Queremos obtener los estimadores méaximo verosimiles de los datos observados a través de la
funcion de log-verosimilitud de los datos completos, que denotamos como [.(6; ). Sin embargo,
dado que parte de los datos completos no son observados, usamos la esperanza con respecto de
la funcién de densidad condicional de los datos completos dado los observados, denotada como

kalyio) = 20,

Dicha esperanza a la que denotaremos Q(8; 1) esté definida como

Q(6;0") =E [1.(6;2) | y; 0], (22)

es decir, es la esperanza de la log-verosimilitud dados los datos completos, con respecto de
la funcién de densidad condicional k(z | y; 0"), donde el superindice (t) hace referencia al valor
de 0 en la iteracion t del algoritmo.

Esta es la esperanza que calculamos en el paso E del algoritmo, la cual procedemos a maxi-
mizar en © en el paso M. La formulacion general del algoritmo EM se muestra en el siguiente
algoritmo:

Algoritmo 1 Algoritmo EM
1: Inicializar pardmetros 80, ¢ = 0.
2: Paso E Calcular Q(8;0%)) =E [ZC(O; x) | y; O(t)}.

3: Paso M Maximizar Q(0;0®")) y obtener siguiente estimador como

01+ = argmax Q(6;0W).
6coO

4: t =1+ 1 y regresar a 2.

El algoritmo se repite hasta que los estimadores converjan, entendiéndose por convergencia
a que, dada cierta tolerancia ¢ > 0 se tenga

| 1.0 @) — 1,00 ) |< e.

A continuacién se presenta la formulacién del algoritmo EM para el caso en el que la funcion
de densidad de los datos completos sigue una distribucion perteneciente a la familia exponencial.
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2.1.1. Algoritmo EM para familias exponenciales

En el caso donde la funcién de densidad conjunta de los datos observados g.(x;6) es de la
forma

ge(; 0) = a(x)e? @) =0, (2.3)

donde # es un escalar. Es decir, cuando pertence a la familia exponencial regular en forma ca-
noénica, el procedimiento del algoritmo se simplifica mucho. Recordemos del capitulo anterior que

E [t(z); 0] = 6229). (2.4)

Ademas, notemos que

Q0;0) = E [1.(0;) | ;0]
= E [log (gc(;6)) | ;0"
=0E {t(ac) | y; G(t)} — c(0) + cte. (2.5)

Maximizando con respecto de 6 obtenemos la igualdad

0c(0)
o] —
E [t(z)|y;0"] = 5 (2.6)
Entonces, dado 1) el paso M para obtener el estimador #¢*1) consiste en resolver
E [t(2;0) |y;0")] = E[t(x); ] (2.7)

para 6. Por lo tanto, el algoritmo EM para familias exponenciales lo definimos del siguiente
modo:

Algoritmo 2 Algoritmo EM para Familias Exponenciales

1: Inicializar pardmetros (0, t = 0.
2: Paso E Calcular E [t(m) | y; 9(’5)}.

3. Paso M Obtener 9(*t1) resolviendo para 6 la ecuacién

E[t(x)|y; 0] =E [t(2);0] .
4: t =t + 1 y regresar a 2.

La explicacién antes mencionada para el caso multivariado 8 es analoga.

A continuacién se presenta un poco de la historia del algoritmo, mencionando algunos ar-
ticulos relevantes e ideas expuestas en ellos.
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2.2. Historia e interpretacion

Si bien el titulo del algoritmo fue concebido en el articulo hecho por Dempster, Laird y Rubin
en 1977 [12], la idea de este algoritmo como tal ya habia sido pensada y expuesta por distintos
autores en una amplia gama de articulos que precedieron al DLR, (de ahora en adelante nos
referiremos al articulo de Dempster, Laird y Rubin de 1977 con estas siglas). Sin embargo, la
formulacion general si se la atribuimos a éste.

A continuacién se presentan algunos trabajos que precedieron al DLR y que bien resultan
ser algoritmos EM en contextos especiales.

En [14], Hartley menciona el problema de tener que lidiar con datos “incompletos” a la hora
de hacer estimacién maximo verosimil, dando como ejemplos los casos de muestras truncadas o
censuradas. También expone que el cdlculo de estimadores méximo verosimiles de informacién
incompleta puede ser simplificada por medio de la estimaciéon maximo verosimil de una mues-
tra “completa”. En este articulo, Hartley introduce un método que puede ser implementado en
cualquier situacién o problema en el cual el procedimiento para encontrar estimadores maximo
verosimiles de la muestra completa es facil de conseguir o estd disponible, tratdndose de casos
de distribuciones discretas (datos de conteo) con frecuencias faltantes. Basicamente, el método
iterativo que muestra con distintos ejemplos contiene la misma idea base del algoritmo EM, con-
sistiendo en la actualizaciéon de valores estimados para la informacion faltante haciendo uso de
los datos observados, para asi, una vez teniendo los datos completos, proseguir con la estimacién
maximo verosimil, realizando estos dos pasos iterativamente hasta llegar a la convergencia.

El problema de estimacién de valores faltantes también es tratado por S.F. Buck en [9]. Sin
embargo, el tema se concentra solamente en la imputacién, dejando a un lado la estimacién de
parametros. El método propuesto por Buck consistia en, dada una muestra de datos p-variados,
si para una observacién ocurria que faltaban valores en k de las p variables, el valor esperado de
dichos valores se calculaba por medio de una regresién multiple con las demés p — k variables
del conjunto de observaciones completas.

Por otro lado, Efron [13] introduce en su trabajo el concepto de autoconsistencia para esti-
madores maximo verosimiles no paramétricos de funciones de supervivencia de datos censurados
a la derecha. En [6] en 1970, Blight considera el problema de estimacién por maxima verosimi-
litud de datos censurados del tipo I, pertenecientes a la familia exponencial multiparamétrica.
Menciona también que un procedimiento iterativo para la estimacién de los parametros, asi co-
mo propiedades de su convergencia. No provee una demostraciéon de lo anterior; sin embargo,
menciona una condicién necesaria y suficiente para la convergencia, y es que el maximo de los
eigenvalores de la matriz dada por Bj(é) = 8%9(9) debe ser menor a 1. Ejemplifica el método con
un conjunto de datos de mortalidad (doblemente) censurados distribuidos N ~ (i, 0?). Trata a
la familia exponencial general y reconoce explicitamente la interpretacion de los dos pasos de

cada iteracién EM.

Por otra parte, la gran aportacion en el trabajo que realizaron conjuntamente Orchard y
Woodbury [21] en 1972, fue justamente el principio de informacién faltante. Explican que los
datos faltantes pueden ser reemplazados por valores muestrales provenientes de la funcién de
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distribucién apropiada. Dado un vector X = (Y, Z) con Y representando a los datos observados
vy Z los faltantes, se tiene que

f(@]0)=f(y,2|0) = f(y|0)f(=]y;0),

siendo la segunda densidad del lado derecho la funcién de distribucién requerida para simular o
muestrear a los datos faltantes. Sin embargo, 6 es desconocido, por lo que algtin valor estimado
6 debe ser usado. Dado esto, se puede entonces obtener una relaciéon entre la verosimilitud de
los datos faltantes con la de los datos completos.

Anos mas tarde, en 1976 Turnbull [28] extiende el concepto de autoconsistencia de Efron
para casos de datos doblemente censurados (a la derecha e izquierda) y muestra ademés que la
idea de datos incompletos puede aplicarse para casos de informacién truncada y agrupada. Ese
mismo ano, Sundberg presenta en [26] un método iterativo aplicable a distribuciones de datos
incompletos provenientes de familias exponenciales. Usa el término de “datos incompletos” para
referirse a que solamente se observa el valor de una funcién y = y(z), donde = representa el
conjunto de informacién completa que no se obtuvo en su totalidad. Demuestra la convergen-
cia de dicho método y aplica éste con ejemplos de datos de una muestra normal censurada,
una muestra normal agrupada, una mezcla de dos muestras normales y un ejemplo de convolu-
cién de distribuciones normales y exponenciales. Dada la densidad caracteristica de la familia
exponencial

Py(z) = C(a) Lexp {at(z)},

la iteracién es entonces, dado un valor inicial «p,

a1 =my H(my, (ag))

con my(a) la esperanza del vector de estadisticos suficientes ¢ y m;| () la esperanza dado el
vector de observaciones y. Para que este método sea de valor practico, como bien aclaran los
autores, m;(«) debe ser invertible.

DLR 1977

Este famoso y celebrado articulo titulado “Maximum likelihood from incomplete data via
the EM Algorithm” [12] fue presentado ante la Real Sociedad Estadistica en 1976 y publicado
en su revista en 1977. En él se sintetizaron todas las ideas y aplicaciones expuestas con anterio-
ridad, estableciendo sus propiedades bésicas y el desarrollo de la formulacién general, asi como
la teoria de este algoritmo, presentando también una gran variedad de ejemplos y aplicaciones.
Ademas, se le atribuyen otras acciones, como darle el nombre de EM-uno muy apropiado da-
da la naturaleza de sus pasos y procedimiento de Esperanza y Maximizacién; demostraron que
puede ser aplicado en un sinntiimero de problemas, algunos de los cuales no se habian conside-
rado relacionados a dicho algoritmo previamente, como el hecho de ver a las variables latentes
como informacién faltante. También se le atribuye la idea de ver a los datos observados como un
mapeo X — ) (como lo mecioné Sundberg [25] anos antes) y el resultado sobre la convergencia
mondétona de la verosimilitud, sobre la cual hablaremos en siguientes capitulos.

A partir de su publicacién, el interés hacia este algoritmo ha ido creciendo con el paso de
los afios y muchas extensiones han surgido, las cuales presentaremos en otros capitulos. Este
algoritmo fue ganando popularidad y abriéndose paso en el repertorio de herramientas de un
gran namero de estadisticos.
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2.3. Ejemplos e implementacién en R

2.3.1. Muestra Normal Univariada

Consideremos a = (z1,x2, ..., ;) una muestra aleatoria con distribucién N(u,o?), y su-
pongamos que de & observamos una submuestra y = (21,...,Tm) m < n generada por muestreo
simple sin reemplazo. Del Ejemplo 1| del capitulo anterior, sabemos que los estadisticos su-
ficientes para 8 = (u,0?) estéan dados por (37 x4, >, 22). Dado que la distribucién normal
pertence a la familia exponencial, el algoritmo se reduce a 10 siguiente:

Algoritmo 3 Algoritmo EM para muestra normal univariada

1: Inicializar pardmetros () = (u(9) 520) + = 0.
2: Paso E Calcular

il‘i |3 O(t)] Ziﬁz (t)
i=1

sgt) =E

=1

3: Paso M Actualizar estimadores
(t)

(t+1) _ 51
n

4: t =t + 1y regresar a 2.

Se implementé un programa en R, haciendo uso del cédigo simulando una muestra
de tamafio n = 1000 de la cual generamos una submuestra de tamano m = 500, la cual hace
referencia a los datos observados del problema. Se inicializaron los valores de los parametros
(p, 02) de tres maneras distintas:

Valor inicial | Valor a iteracién 20
M(O) M(QO)
0.5 2.989279
5 2.989284
10 2.989288
52(0) 52(20)
0.5 0.03984177
1 0.03984019
2 0.03988416

Tabla 2.1: Comparacién de estimadores para u y o2 obtenidos en la iteracion 20 del algoritmo
EM para el ejemplo de la muestra normal univariada, con distintos valores iniciales.

Comparando los resultados con los estimadores maximo verosimiles de (u, 02) de la submues-
tra y, cuyos valores son (2.989282,0.03983542), podemos notar que los resultados se aproximan
bastante a dichos valores, como se muestra también en la Figura donde la linea punteada
representa el valor del estimador maximo verosimil.
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10.0
75 14205
= 50 Ho=5
26 T T T T o —— — Ho=10
2.5 5.0 7.5 10.0
Iteraciones
10 -
0,=0.5
Nb =1
5 0~
—  02=2
0
2.5 5.0 7.5 10.0
Iteraciones

Figura 2.1: Convergencia de secuencia de valores generados por el algoritmo EM para obtener los
estimadores maximo verosimiles de la muestra normal univariada observada. La linea punteada
representa el valor del estimador méximo verosimil para p y o2, respectivamente, de izquierda
a derecha, que son i = 3.0013 y 62 = 0.0393, respectivamente. Software: R

2.3.2. Muestra de poblacién multinomial

Ahora presentamos un ejemplo ilustrativo de datos observados provenientes de una poblacién

multinomial. Dichas observaciones son las frecuencias y = (38,34,125) con vector de probabi-

lidades (% — %9, i@, %9 + %) Supondremos que los datos estan incompletos y que los datos

completos corresponden a una poblacién con distribucién multinomial con cuatro categorias
x = (z1,22,23,24) y con probabilidades p = (% — %9, i@, %9, %), respectivamente. Notemos que
los datos observados estan en funcién de los datos completos del siguiente modo:

Y1 =21
Y2 = 3
Yz = X3 + 24 (2.8)

Entonces, la log-verosimilitud de los datos completos estd dada por

4

le(0;) =Y x;log(p;) + cte.
i=1

Claramente, los estadisticos suficientes estan dados por x1, x2, 3, x4 y dado que la distribu-
cién multinomial pertenece a la familia exponencial el paso E se reduce a obtener:

E[z1]y] =2
E [z2|y] = x2
1

10
E [z3]y] = 1252
10+
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1

E — 1252
[$4‘y] %0_’_%

Las tltimas dos esperanzas se deben a que los valores z3 y x4 condicionados a los datos
observados, que es la suma de x3+ 4, siguen una distribuciéon binomial con pardmetros (125, p),
donde p vale

=
e

=
)
+
N[ =

para x3 y 1 — p para z4.

Del paso M obtenemos que el estimador maximo verosimil de 6 de los datos completos es

0 — Ll‘?’(t)? (2.9)
T+ x2 + T3
pues
w10 (t)
0Q0:6) w2 @y
00 C1-60 9 0

1

70
10+
valor dado en (2.9). Entonces, el algoritmo para este ejemplo es:

con xg) =E[z3|y] =125

. Por lo tanto, maximizando sobre § en © = (0, 1), obtenemos el

Algoritmo 4 Algoritmo EM para ejemplo de Poblacién Multinomial

1: Inicializar pardmetro ), t = 0.
(v 1
2: Paso E Calcular x5’ = 125+

10043
3: Paso M Obtener

e(t-‘rl) — T2 + xi(it)

T+ 22+ :U:(),t)

4: t =t + 1 y regresar a 2.

En la Figura mostramos los resultados de convergencia al estimador maximo verosimil
dado por Oppp = 0.626821497, después de 9 iteraciones y con cuatro parametros iniciales
distintos. También presentamos en la Tabla las primeras cinco iteraciones del algoritmo EM
para los distintos valores iniciales usados.

2.3.3. Meazcla de distribuciones Binomial /Poisson

La Tabla muestra el nimero de hijos de N viudas que recibiran cierta pensién.

Dado que la informacion obtenida resulté no ser consistente con el hecho de venir de una
distribucién Poisson (siendo muy grande el nimero de viudas que no tenian hijos), se propone
adoptar el siguiente modelo como alternativa. Supongamos que una variable aleatoria discreta
se distribuye como la mezcla de dos poblaciones, por lo que definimos a las poblaciones A y B
como:

= Poblacién A: Con probabilidad &, la variable aleatoria toma el valor de cero, y
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0.65

0.60 8=0.5

8,=0.9

— 8,=0.01
— 8,=0.2
8,=0.75

0.50

Figura 2.2: Convergencia de secuencias generadas por medio del algoritmo EM al estimador
méximo verosimil del pardmetro 6 (linea punteada) del ejemplo de la poblacién multinomial,
usando distintos valores iniciales. Software: R

10 0.5 0.9 0.01 0.2 0.75

0 | 0.6082474 | 0.6570184 | 0.4767418 | 0.5441658 | 0.6418166
0 | 0.6243211 | 0.6307438 | 0.6044178 | 0.6151352 | 0.6287908
03 | 0.6264889 | 0.6273408 | 0.6237969 | 0.6252563 | 0.6270826
0@ | 0.6267773 | 0.6268904 | 0.6264190 | 0.6266134 | 0.6268562
0(5) | 0.6268156 | 0.6268306 | 0.6267680 | 0.6267939 | 0.6268261

Tabla 2.2: Convergencia de secuencia de estimadores que genera el algoritmo EM para 6 del
ejemplo de poblacién multinomial

Ntamero de hijos: 0 1 2 3 4 5 6
# Observado de viudas: vyo ¥1 ¥Y2 Y3 Y4 Y5 Y

Tabla 2.3: Ntimero observado de viudas por ntimero de hijos

= Poblacién B: Con probabilidad 1 — &, la variable aleatoria sigue una distribucion Poisson
con media .

Reformularemos el problema a uno con datos incompletos, suponiendo que el nimero de
viudas sin hijos resulta de la suma de los casos que vienen de cada una de las poblaciones A o
B, por lo que:

" Yo:TAT TR
= z4: Numero de viudas sin hijos de la poblacién A.

= zp: Numero de viudas sin hijos de la poblacién B.

Notamos que este ejemplo es muy parecido al anterior en el sentido que uno de nuestros
datos observados (yp) proviene de una suma de dos de los valores de los datos completos & =
(xa,xp,21,T2,23, 24, T5,Z6), con lo cual la funcién de probabilidad de los datos completos queda
del siguiente modo:
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6 i\ Ti
» )@HL@fW““HQ%@fﬁ>,

g(;(CC; 0) = (
LTAXLBIL1X2X3TAT5Tg
con 0 = (£, ).

Por lo tanto, la funcién de log-verosimilitud de los datos completos estd dada por:

6
l(0;x) =log(N) —log(za!) — log(xzp!) — Zlog(xil) + (x4 +xp)log (§ +(1— §)e—>\)
i=1

6

6 i
+ le (log(1—-¢&)—\) + le (z log(\) — Z log(k‘)) , (2.10)
k=1

i=1 i=1

con 8 = (£, \).
Obteniendo de (2.10) los estadisticos suficientes (x4, zp, x1, T2, 3, T4, 25, T6) y como pode-

mos expresar la funcién de (2.10) de la forma mostrada en la Seccion el paso E esta dado

por
E[2;|y] = i,
parat=1,2,...,6y
Yo
E = VY —
walyl = A —gen

=-P4_conpy =&ypp=(1—-¢&exp{—A}. Andloga-

puies .4 |y ~ Bin(yo,p1), con p1 = 24
PE__"por lo que a cada iteracion, el paso E se reduce al

mente, x5 |y ~ Bin(yo,p2) con py = pa+pB
calculo de:

RO Yot
A f(t) + (1 - §(t))e_>‘(t> .

Ahora, para el paso M, necesitamos obtener los estimadores maximo verosimiles para £ y A.
Para ello, observemos que x4 ~ Bin(N, &) y los valores (zp, x1, X2, x3, T4, T5, T¢) son frecuencias
observadas de una distribucién Poisson de parametro A. Por lo tanto,

£(t+1) — ﬁ
N

NG 2. 1%
mg) + 22w

con g = yg — T 4. El algoritmo para este ejemplo queda expresado del siguiente modo:
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Algoritmo 5 Algoritmo EM para ejemplo de Mezclas Binomial /Poisson

1: Inicializar pardmetros £, A0 ¢ = 0.
2: Paso E Calcular

RO yot™
D (1 g0)eN

3: Paso M Obtener

J:(t)
é‘(“’l) — TA

N M

NG - > i
xg) +>Ti

4: t =1+ 1 y regresar a 2.

Implementamos el algoritmo en R con los datos mostrados en la Tabla obtenidos de [27]
y mostramos los resultados obtenidos usando distintos valores iniciales en la Tabla asi como

en la Figura (ver cbdigo en Apéndice).

Nuamero de hijos: 0 1 2 3 4

5 6
# Observado de viudas: 3,062 587 284 103 33 4 2

Tabla 2.4: Datos observados

Valor inicial | Convergencia en iteracién | Valor a iteracién ¢
€0 t W
0.75 36 0.6150566
0.4 63 0.6150566
0.1 74 0.6150566
0.86 52 0.6150568
A0 t NO)
0.4 36 1.037839
0.3 63 1.0378388
0.7 74 1.0378388
0.8 52 1.037839

Tabla 2.5: Convergencia de estimadores para & y A

2.3.4. Componentes de varianza

En este ejemplo hacemos uso del algoritmo EM para la estimacién de los componentes de
varianza en un modelo de efectos aleatorios. Dado un vector de observaciones y de tamafio N x 1,
el modelo con un factor se expresa de la forma

y=Zo+e, (2.11)

donde Z hace referencia a la matriz de disefio y a es el vector de efectos aleatorios que cumple
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Figura 2.3: Convergencia de secuencia de estimadores obtenidos por medio del algoritmo EM
para £, A para el ejemplo de las viudas, con distintos valores iniciales. Software: R

-907.0

-907.5

1:(6%;x)

-908.0
-908.5

-909.0
t

Figura 2.4: Convergencia de la funcién de log-verosimilitud. Software: R

E[a] = 1xu (2.12)
Var (o) = 021, (2.13)
con 1 siendo el vector de tamafio k x 1 cuyas entradas valen todas 1 e Iy es la matriz identidad

de tamano k x k, donde k es el nimero de efectos 6 niveles. Ademas, € corresponde al vector de
errores cuyas entradas estdn definidas como €;; = y;; — E [y45 | @] = yij — i v es tal que

Ele] =0 (2.14)
Var () = oIy (2.15)
Cov(a, €) =0. (2.16)

Usaremos en este ejemplo la notacién y;; para referirnos a la j—ésima observacién del i—ésimo
efecto; es decir no representa la entrada ¢,j de una matriz, como la notacién sugiere en un
principio, sino que hace referencia al nimero de observacién j del efecto 1.

Por ejemplo, dados los datos que se muestran en la Tabla el modelo (2.11)) se ve como en
E17).
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Nivel ¢ Yij n;
=1 yn yi2 vz 3
=2 Yo Y2 2

Tabla 2.6: Ejemplo para aclarar la notacién.

Y11 10 €11
Y12 10 ar €12
y=|yz| =1|1 0 + | €13 (2.17)
(€3]
Y21 0 1 €21
Y22 01 €22,
con lo cual se cumple que
E[y] = Lyp (2.18)
V = Var (y)
= Var (Za + ¢€)
= ZVar (a) Z* 4 Var (e€)
= Zo* 1, ZT + 021y, (2.19)

Dado que asumimos normalidad, el modelo se distribuye normal con pardmetros (1ypu, V).

En este caso, la implementacion del algoritmo parte de ver a las observaciones- las cuales
queremos explicar por medio de este modelo, como el conjunto de datos incompletos, siendo
entonces los datos completos aquellos compuestos por las observaciones y los efectos aleatorios
no observados. Por lo tanto, necesitaremos la distribucién conjunta de los datos completos, es
decir, del vector = (y, a)”. Su funcién de densidad g.(x; @) la podemos ver como el siguiente
producto de funciones

k i ()2
ge(x; 0) = (QWUE)_NM exp {—2121 2= (ij — i) } X

2
20¢

(2m02)~F/2 exp {—W} . (2.20)

2
202

Notemos que los estadisticos suficientes para 8 = (u, 02, 02) son respectivamente

k
S1 = Z (67
i=1
k
=3 a?
i=1
k n;
s3=Y_> (yij — i)’
i=1j=1

k ny k
=D (i — 5% + Y _mi(Fi — ). (2.21)
i=1

i=1j=1
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Dicha funcién conjunta de densidad, notando ademas que

Cov(y, a) =Cov(Za+€, o)
= ZVar (o)
= Zo2T,, (2.22)

corresponde a una distribucién normal con pardmetros (p, X), donde gy 3 son un vector y una
matriz de tamano (N + k) x 1y (N + k) x (N + k), respectivamente y son de la forma

1np

2.23
]-k,u ( )

“: =

9

A% Zo1,
T .
(zaglk) 021,

También necesitaremos para el paso E la esperanza condicional de los estadisticos suficien-
tes, dados los datos observados, y. Notemos de que V es una matriz diagonal por blo-
ques, cuyos bloques de la diagonal V; son matrices de la forma V; = o2I,, + 02J,,, siendo
Jy; la matriz de dimensiones n; X n; cuyas entradas valen todas 1. Por lo tanto, su matriz
inversa V™! es una matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal son matrices de la forma

Vi_l _ 1 (Inl _ o2

Usando un resultado presentado en [29], la distribucién condicional de o dado y es

aly~ N+ 022"V y — 1np), 021, — 0227V 17) (2.24)

2 25 2 2
Oclt + N0 Y; 0c0q — 1y
D) 2 1 9o D) con y; = o Zj:l Yij -
ot +n;0; " of+nof

Por lo tanto, el algoritmo EM se plantea de la siguiente manera:

con lo cual cada a; se distribuye NV
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Toro(i) Porcentajes de concepcién n;
46,31, 37,62, 30 5
70, 59 P
52,44, 57,40,67,64, 70 7
47,21, 70,46, 14 5

7

9

42,64,50,69, 77,81, 87
35,68, 59, 38,57,76,57,29, 60
Total 35

S T W N~

Tabla 2.7: Datos de porcentajes de concepcién

27

Algoritmo 6 Algoritmo EM para Componentes de Varianza

1: Inicializar parametros 8(©) = (u(9), UC%(O), 062(0)), t=0.
2: Paso E Calcular

!
s1=E {Z i | y;9(t)]
i-1

E o2 4 niod g,

i=1 Uz(t) + nmi(t)

t
con ’UJE ) = 30 <
o +n;0q

3. Paso M Obtener

(t+1) _ 51

H K
20t41) _ 52" [ @t+1))?
9" T g (” )

¢

€ N

4: t =1+ 1 y regresar a 2.

A continuacién se presentan los resultados de la implementacién en R de dicho modelo (ver
Cédigo [A.4), haciendo uso de los datos presentados en Snedecor y Cochran (1967) [24], so-
bre porcentajes de concepcién de distintas muestras de semen de toros para experimentos de
inseminacién artificial, variando el ntimero de muestras por toro, como se muestra en la Tabla[2.7]

En la Figura mostramos los resultados de la convergencia de los estimadores generados
por el algoritmo, usando distintos valores iniciales como se muestra en las leyendas de cada
grafica. Obtuvimos como estimadores i = 53.59, 62 = 57.42 y 2 = 248.39, comparados con
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los estimadores obtenidos por medio del andlisis ANOVA, cuyos resultados son o2 = 73.41 y
02 = 248.29. Refiérase al codigo (A.4) en el Apéndice.

100
s 0 L u¥=54
=70 ©=60
60 H

2 4 6 — u9=100
t
250 ©)
= 200 o=248
<o 150 ©
© 100 e—m*—1, 0, =40
50 T ©)_
2 4 6 —— g, =100
t
250 ©)_
%w %gg /\ T T T GE _70
©)_
o) 100 o, =60
%0 2 4 6 —— o”=100

t

Figura 2.5: Convergencia de estimadores para (i, 02, 02) con distintos valores iniciales. Software:
R

2.4. Aplicaciones

2.4.1. Densidades mixtas

Una variable o vector aleatorio Y perteneciente a una mezcla de M distibuciones tiene funcién
de densidad

M
py(y10) =" arpr(y| k) (2.25)
k=1

donde las «y, tales que 21]34:1 aj = 1 son los pesos asignados a las densidades pg(y | 6y). La
funcién de log-verosimilitud esta dada por

N M
10]y) =D log > cupr(y|6k). (2.26)
i=1 k=1

Podemos simplificar este problema si consideramos variables no observadas las cuales, de
tenerlas nos dirfan de qué distribuciéon proviene cada una de las observaciones y;. Sea z =
z1,..., 2y un vector de realizaciones de la variable Z, tales que si z; = k, para k = 1,...,. M
entonces la observacién y; habra sido generada por la k-ésima distribucién. Dado esto, la log-
verosimilitud de la informacién completa (y, z) nos queda:

lc(e ’ Y, Z) = log (gc(y7 z; 9))

.

-
I
_.

log (f1(yi | 2i; 0) f2(2:;0)) (2.27)

donde f1(yi|zi;0) = ps,(y]0z,) es el equivalente a la funcién pg(y | O) en (2.25)), solamente que
ahora vista en presencia de datos no observados que por ende traducimos a volver aleatorio el
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valor de k, por lo cual los pesos «j se convertiran en una funcién de probabilidad; es decir,

fg(zi; 0) = OJZ,L..

Entonces la expresamos como

N

lc(e | Yy, Z) = Z log (pzi (xi; 0)0527;) . (2'28)
=1

Recordemos que la esperanza calculada en el paso E del algoritmo EM es aquella con respecto

de la funciéon de densidad condicional de los datos completos dado los observados. Para ello,
primero obtengamos la siguiente probabilidad

J1(Yi | 2i50) f2(2i;0)
py (yi;0)
0 (ai6s)
Sohly opr(yii Ok)
Notemos que la esperanza que se calculard en el paso F del algoritmo dependerd de la

probabilidad posterior de la variable Z, dadas las observaciones x;, con i =1,...,n
Por lo tanto, la densidad conjunta k(x| y;0) es

P(zi:k]yi;e):

(2.29)

k(z|y;0) =p(z|y;0)

N
= H P (z = k|y;;0) . (2.30)
i=1
Entonces, el paso E nos queda como
N
Q(0:01) = > > log -, (yi; O)k(x | y; 6)
zeZ 1=1
M M M N M N
=> >3 . > (2 = k) log ap(yi; 0) [[ P (2 = k| %i; )
271 22 zp=li=1k=1 i=1
N M M M M N
= Z Z log (axpr(yi; 0 Z Z Z = k) H P (z; = k|yi;0) (2.31)
i=1k=1 1=lzo=1 zy=1 i=1

M 1z = k)T, P (2 = k| y:;0) es igual a:

221

M M M M N
Do > - 2; 11 »(z5 1 vs:0)p(zi = k| yi; 6 —H szjlyj, )p(zi = k| yi; 0)

z1=1 Zi—1=12z;41=1 z 15=1 j=1 z;=1
J#i J#i
=P(z =k|y;0) (2.32)

Por lo cual la esperanza se simplifica a YN | M log oy pr (yi; 03P (zi = k|y;;0) y por lo
tanto:

N M N M
0;00) Z Z log ayP (zi = k|yi; 0) + Z Z logp(yi | zi = k;0)P (2 = k| yi;0) . (2.33)
i=1 k=1 i=1 k=1
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Esto nos facilita mucho las cosas, pues la esperanza que deseamos maximizar en el paso M
la dividimos en dos términos independientes, con lo cual podremos optimizar los pardmetros «
y 0 de manera separada.

Usemos el primer término de [2.33] para maximizar con respecto de oy para k = 1,2, ..., M.
Dada la restriccion de que 212/1:1 ar = 1 y derivando el lagrangiano, el parametro 6ptimo en la
iteracion ¢ + 1 que obtenemos es:

QD) N o p(ai |z =k, 6Y)

N : 2.34
’ YLy aOp(a;| 2 = k; 0O)n (2.34)

Ahora, para obtener el parametro # de manera explicita, dado que la clasificaciéon que haremos
en el ejemplo que se mostrara se basa en el modelo de gaussianas mixtas, supondremos que las
observaciones y;, ¢ = 1, ...,n siguen una distribucién normal multivariada de d dimensiones, con
parametros (ug, Xr) dependientes de que la observacién provenga de la clase k, es decir,

Py | 2 = k5 0) = (2m) % | S |72 exp { =4 (@ — ) "2 s — ) } - (2.35)

Entonces en este contexto, 8 = (ux, X), por lo cual para encontrar los parametros éptimos

haremos uso del segundo término de (2.33)). Derivando ([2.33) con respecto de py e igualando a
cero, obtenemos:

(t+1) _ YLy yiP (zi =kly; a(t))
o P (Zi =k|ys; O(t)) '

(2.36)

Por 1ltimo para obtener el valor 6ptimo de X de la ¢t + 1 iteracién, notemos primero que:

B

> log(| 2k 172 exp { =4 (s — ) S0 (i — ) PP (25 = k |y 6)

k=11i=1
M N - . "
_ —1 1 — o . p(t
- 2 —o\9t — T T = )
SN (FHlog | Sk | =3 — ) TS5 i — )P (2 = k| i 0)
k=1i=1
M [N 7
=3 |2 Ftlog | S | P (== Ky 00) = § 3 tr(S (i — ) (i — ) VP (20 = k|9 69))
k=1 |i=1 i=1 ]
M [N N :
=3 |25 log | Bt B (== K1y 00) = 5 30 (S i — i) (i — i) (20 = k| 4i:69))
k=1 [i=1 =1

(2.37)

Derivando la tltima expresion con respecto de X, el 6ptimo en la iteraciéon ¢ + 1 nos queda:

N _ L gt O ONT
£ SN P (2= ki 00) (s — i) (i — 1)
P (2 = k|yi; 00)

(2.38)

Por lo tanto, el algoritmo EM para este ejemplo queda expresado del siguiente modo
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Algoritmo 7 Algoritmo EM para mezcla de densidades

1: Inicializar pardmetros 02(0) = (az(-o),,ul(-o), El(-o)) paraien {1,2,... M}, t=0
2: Paso E Calcular  Q(0;00) = SN SM  log ayP (zi =k |y G(T)) +

S L log p(yi | 2 = k; 0W)P (Zz‘ = k|yi; 0<t)>.
3: Paso M Actualizar pardmetros

@y _ 12N A p(y; |z = k; 00)
W T UM o Op(a, | 2 — k. OO
dok=1 aWp(z;| 2 = k,0W)

n - Lot O, T
Z’(:Jrl) _ Y P (Zz =k|yi; 6 )) (yi oy ) (yi Ky )
P (zi =k|y; 0(t))

(D Syl (2 = k |y 0)"
F ?:1P(Zi:k|yz’;9)

4: Mientras | Q(0;01+1)) — Q(0;0®)) |> tolerancia, t =t + 1 y volver a 2.

Utilizaremos ahora este algoritmo y su aplicacién en densidades mixtas para crear un modelo
de clasificacién al famoso conjunto de datos de flores iris de Ronald Fisher (disponible en el
software R). Dicho conjunto de datos consiste en 50 muestras de cuatro atributos de tres distintas
especies de flor Iris: Iris versicolor, Iris setosa e Iris virginica. Los atributos son: ancho y largo
del sépalo y ancho y largo del pétalo.

Para poder ilustrar el problema haremos uso de dos de las cuatro variables: ancho y largo del
pétalo y supondremos que cada una de las observaciones provienen de una distribucién gaussiana
mixta, de la cual nuestro objetivo es obtener los parametros 6ptimos que mejor clasifiquen a
nuestros datos.

= = [ r
= ] = wn
&
L
L ]

L ]

-
ll

Amplitud de pétale
8
.
®
L]

=
]

0.0

Longitud de petalo

Figura 2.6: Visualizacién del conjunto de datos “Iris” de las variables longitud y ancho de pétalo.
Software: Python

Inicializando los pardmetros con los valores a = (1/3,1/3,1/3) p = (1.4,0.2),(4.5,1.6),(4.8,1.8)
y matrices identidad para las matrices de covarianzas, después de 35 iteraciones se llegd a los
valores mostrados en la Tabla 2.8 y matrices de covarianzas

0.03  0.006

X1 = [0.006 0.011] (2:39)
0.256 0.092

g = [0.092 0.051] (2.40)
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Variable | Valor final

o 0.33
Qg 0.37
o3 0.30

i1 (1.46,0.24)
2 (4.33,1.36)
13 (5.60,2.06)

Tabla 2.8: Estimadores finales de la secuencia generada por el algoritmo EM

(2.41)

5. _ |0:292 0.037
37 10.037 0.070

con una precisién del 97 %. En las Figuras (2.7)) y (2.8)) se muestran las gréficas de la distribucién
de mezclas gaussianas, usando los estimadores a los que convergieron las secuencias generadas
por el algoritmo EM, mostrados en la Tabla [2.8] siguiendo los pasos del Algoritmo [7]

Figura 2.7: Modelo de gaussianas mixtas para el conjunto de datos “Iris”. Software: Python.

2.4.2. Clasificaciéon de un modelo de riesgo modulado

Continuaremos con la formulacién del algoritmo EM para estimacién de parametros de den-
sidades mixtas, aplicado a una versién modificada del modelo clésico de riesgo que se enuncia a
continuacion.

A inicios del siglo XX, el matematico y actuario sueco Filip Lundberg propone en su tesis
doctoral un modelo para la evolucion del capital de una compaifia aseguradora, con lo cual
introduce el proceso de Poisson compuesto. Anos mas tarde, Harald Cramér formaliza dicho
modelo, al cual conocemos actualmente como modelo de Cramér-Lundberg, dado por el proceso
estocastico del capital a tiempo ¢, C = {Ct}+>0

Ny
Cy = c—l—p—ZXi, (2.42)
i=1

donde ¢ es el capital inicial, p es el incremento en primas, N; es el nimero de reclamaciones
hasta el tiempo ¢, X; es una variable aleatoria con soporte en los reales positivos, la cual se
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30
5 25
20
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10
0.5
2 4 & B

Longitud de petala

[ ] L £

Ancho de pétalo

=

Figura 2.8: Grafica de contorno de la densidad gaussiana mixta con pardmetros 6ptimos. Soft-
ware: Python.

=150
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=250 1

=300

=350 A

Log-verosimilitwd

=400

—450

=500 -
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iteraciones

Figura 2.9: Log-verosimilitud de los datos completos. Software: Python.

. .. ., N .
interpreta como el monto de la i-ésima reclamaciéon y > ;**; X; hace referencia a un proceso
Poisson compuesto con parametro .

Anos mas tarde, Reinhard 23] y Asmussen [2] presentan un modelo en el cual el proceso
es modulado por un proceso de saltos de Markov, S = {S;}+>0, con espacio de estados E
finito, irreducible y con generador infinitesimal A, (ver detalles en el Apéndice). Dicho proceso
es interpretado como las condiciones econémicas que influyen en el comportamiento del capital
de la compania a lo largo del tiempo. El proceso subyacente incide en el modelo de riesgo del
siguiente modo: si Sy = i, con t € [0, 7], la frecuencia de las reclamaciones tendré intensidad \;
y los montos de reclamacion en dicho estado seguiran una distribucion Gj;.

El uso del algoritmo EM en este modelo radica en, dado un horizonte de tiempo [0, 77, cla-
sificar a las parejas (X, Y ), segin el estado que las modula, donde X, es el monto de la
m-ésima reclamacion y Y, el tiempo de interarribo entre la m-ésima reclamacion y la anterior.
Los datos observados del proceso son las parejas (X,,, Yy, ), mientras que los datos no observados
es la trayectoria del proceso a tiempo discreto {Sw,}, donde W; = Z;-:l Y;; es decir, el valor
que toma el proceso en cada momento que hubo una reclamacién.
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Podemos suponer que las parejas (X, Yy,) se distribuyen de acuerdo a una mezcla de den-
sidades dada por una combinacién convexa como se explico en (2.25)),

me,Ym X y szfz x y (243)

Para este ejemplo, supondremos que los montos de reclamacién X, se distribuyen Gamma
con parametros o, [, si Sw,, = t.

Dado que el estado subyacente se encuentra en el estado ¢, los montos y tiempos de inter-
arribo de las reclamaciones son independientes, por lo cual la funciéon de densidad de las parejas
(X, Ym), dado Sy = i con t = W, se expresa como

xaz—le—ﬂix

filz,y) = Xe™ ™Y o (2.44)

Dada la expresion para p(Sw, = i|x;,y;,0) en (2.29), donde 6 = (w1, wa, A1, A2, 1, 2, B1, f2)

y (X,Y,S) = (1,91, Sw; .-, Tn, Yn, Sw,, ), Para n reclamaciones ocurridas en el horizonte de tiem-
po [0,7T] el paso E definido en el Algoritmo [7| para este ejemplo queda como

n k n k
E(logL(0| X,Y,S)) = ZZlog (wi)p(s; =1i|xj,y5,60) + ZZlog(p(:cj,yj | Sw, =14,0))p(Sw, =i |2j,v;,0).
j=li=1 j=li=1
(2.45)

De los cuatro vectores de parametros a estimar por medio del paso M del algoritmo, se tienen
las soluciones analiticas de las probabilidades w;, las tasas de intensidad \;, y el parametro de
escala (3; para i en {1,2,...k}, las cuales son:

warl Zp SW _Z|$]ayj7 ())7 (246)
j 1

A =1 PSW,; = i|xj,y;,0")

: 2.47
S yip(Sw, = i| xj,y;,00) (2.47)

) _ wl! iy p(Sw, =il 4,;,01)

LY ap(Sw, =i @, y,00)

(2.48)

Sin embargo, para el caso de los parametros «;, el paso M implica solucionar la ecuacién

i [log(B;) + log(z;) — ¥(ew)] p(Sw, = i |zj,y;,0M) =0 (2.49)
j=1

donde 9(a;) = w, para el cual no se tiene solucién cerrada.
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Valores iniciales | Convergencia en iteracion: Valor a iteracion t Distancia a valor real
wo t w® | w® — w* |
(0.8,0.2) 5 (0.5016063,0.4983937) | (0.001606306,0.001606306)
(0.65,0.35) 10 (0.5016063,0.49839369) | (0.001606306,0.001606306)
(0.3,0.7) 10 (0.50160631,0.4983937) | (0.001606306,0.001606306)
Qg t o) | a® —a* |
(3,30) 4 (10.20398,19.65945) (0.2039795,0.3405497)
(12,35) 8 (10.20398,19.65945) (0.2039795,0.3405497)
(1,2.5) 8 (10.20398,19.65945) (0.2039795,0.3405497)
Bo t po | B9 — B |
(4,1) 4 (6.095321,1.9739) (0.09532137,0.02609977)
(2,2) 8 (6.0953214,1.9739) (0.09532137,0.02609977)
(1,2.5) 8 (6.095321,1.9739002) (0.09532137,0.02609977)
o t 2D BRESY
(1,4) 5 (0.2554094,2.05108) (0.005409394,0.051080425)
(5,10) 10 (0.2554094,2.05108) (0.005409394,0.051080425)
(2,3) 9 (0.25540939,2.0510804) | (0.005409394,0.051080425)

Tabla 2.9: Convergencia de parametros

Implementacién en R y resultados

Se presenta un ejemplo con dos estados moduladores y datos simulados que representaran los
montos y tiempos de interarribo de reclamaciones. Usaremos pardmetros que sean congruentes
con lo que describe el modelo. Supondremos que el estado modulador 1 es més favorable que el
estado 2, lo cual traducimos a que los montos de reclamacién modulados por el estado 1 sean
menores y menos frecuentes que aquellos modulados por el estado 2. Dicho esto, se proponen
los siguientes valores:

o] = 10, a9 =20

61:6762:2
AL =0.25 Ay =2

. W = 05, W = 0.5

Se hicieron 50 iteraciones y los pardmetros inciales se muestran en la Tabla
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Convergencia de la funcién de log—verosimilitud

-35000 1
-37500 1
©
2
E
8 -40000
<}
(9]
T
[=2]
o
)
-42500 1
~45000
25 50 75
Iteraciones
0.75 -0- Wy
~0- W2
0.50 21
- W
0.254 -0 Ug;
-0- Wg2
4 8 12
Iteraciones

Iteraciones

Figura 2.10: Convergencia de parametros. Software:

10.0

1004

754

501

254

=e= Parametros iniciales 1

=e= Parametros iniciales 2
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125

8 12
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Iteraciones

—0- Oy

—0- 012

—-0- Uz
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Capitulo 3

Teoria basica del algoritmo EM

El propésito de este capitulo es presentar los resultados mas relevantes de la teoria basica
que hay detras del algoritmo EM. Comenzamos mostrando la monotonicidad no decreciente de
la secuencia de valores de la funcién de log-verosimilitud, asi como condiciones para asegurar la
convergencia a valores maximos. También enunciamos el Teorema de Convergencia Global, el
cual generaliza bajo ciertos supuestos los resultados de convergencia del algoritmo EM.

Asimismo, se presentan resultados respectivos a la tasa de convergencia del algoritmo EM
y su relacién con el principio de informacién faltante y con las matrices de informacién de los
datos faltantes y los datos completos.

Fianlmente, se habla sobre el calculo de errores estdndar y se muestran algunos ejemplos res-
pectivos a algunas de las implemetnaciones vistas en el capitulo anterior. Ademéds se mencionan
algunos métodos de aceleraciéon de convergencia junto con un ejemplo.

3.1. Convergencia del algoritmo EM

Una de las propiedades méas importantes de este algoritmo demostradas por Dempster, Laird
vy Rubin, es el comportamiento no decreciente de la funcién de verosimilitud después de una
iteracion, es decir:

LOF)) > L(6W) (3.1)
para k = 1,2, .... Partimos de definir las funciones
f(X;0)
kKX|Y;0)=——= 3.2
(x|vi0) = L2 (32)

como la funcién de densidad condicional de X dada la informacién incompleta Y, y

H(0'|0) =K [log k(X | Y;0")| Y;6]. (3.3)

Con esto, procedemos a demostrar el siguiente lema, necesario para demostrar la desigualdad

en (3.1).

Lema 3.1.1. Para cualesquiera (6/,0) € © x O,

H(0|6)> H(0"|0).

37
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Demostracién. Sean (6’,0) € © x ©. Entonces,
H(60|6)— H(0'|0) =E[logh(X | Y;0)|Y;0] —E log k(X | Y;0') | Y;6)]

= logk(a:]Y;G)k(x\Y;O)dx—/ logk(z|Y;0)k(z|Y;0)dzx

zeX(y) z€X(y)
k(x|Y;0)
= k(z|Y;0)log 7dx
z€X(y) k(z|Y;0)
k(z|Y;6")
=— k(x|Y;0)log —————~dx
/weX(m k(z|Y:0)
k(z|Y;6")
—log/ k(x|Y;0)—————dx
z€X(y) k(z|Y;0)
=0.
La desigualdad se da por la desigualdad Jensen y la concavidad de la funcién logaritmo. O]

A la secuencia de iteraciones definida por el algoritmo 00 - o) - 9D 1a podemos pensar
como un mapeo M : © — O tal que

o+ = pr(o™),
para k=0,1,2,....

Definicién 4. Un algoritmo iterativo con mapeo M () es un algoritmo EM generalizado (GEM
por sus siglas en inglés) si

Q(M(0)]6) > Q(6]6).

Emplear un algoritmo EM generalizado puede resultar de gran utilidad, cuando la solucién
del paso M del algoritmo no es cerrada y el valor 0 tal que maximiza la funcién Q(6|0®*))
resulta dificil de obtener.

Teorema 3.1.1. Para todo algoritmo EM generalizado (GEM),
L(M(8)) > L(6),
para todo @ en ©, cumpliéndose la iguladad si y sélo si

Q(M(6)[6) = Q(610)

k(X |Y;M(0)) = k(X |Y;0).
Demostracion. Notemos que

L(0) =logg(Y;0)
=log f(X;0) —log k(X | Y;0)
cuya esperanza con respecto de la distribucion condicional de X dado Y con los pardmetros

0%) es

L(6) =E [log f(X;0) | Y;6M| —E [log k(X | Y;0) | Y; 6]
=Q(016™) ~ H(6]0™).

Entonces,
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LOF)Y — LWy = Q%D |90y — H(O*FD) |9y — Q0" |8*)) 4 H(0F) | o*))
= Q0% |0%) — (8™ |0¥)} — {H(6%+) |0%) — F(6™) | 6))}.
Claramente la primera diferencia del lado derecho de la igualdad es no negativa, por definicién

del paso M del Algoritmo. Por el Lema [3.1.T] la segunda diferencia es no positiva y por lo tanto,
la log-verosimilitud es no decreciente y claramente se da la igualdad si y s6lo si Q(M(0)]60) =

Q(O10) y k(X [Y;M(0)) = k(X [Y;0).
O

Corolario 3.1.1. Sea 8* € © tal que L(0*) > L(0) para todo @ € ©. Entonces para todo
algoritmo EM generalizado,

(a) LOM(6%)) = L(6")
(b) Q(M(67)]6%) = Q(6* |6
(¢) k(@ |y; M(6%)) = k(@ | y; 0%).
Demostracion. Del Teorema junto con los supuestos tenemos lo siguiente:
(1) L(6*) > L(0), para todo 6 € ©
(11) L(M(6*)) > L(0), para todo 8 € O,

lo cual implica que tanto L(M (6*)) > L(0*) como L(M(6*)) < L(6*) se cumpla. Por lo tanto,
L(M(6%)) = L(0*). Ademés del Teorema también tenemos Q(M(6*)|0*) = Q(0*|6%) y
k(x|y; M(67)) = k(x| y; 67).

O

Corolario 3.1.2. Sea 6* € © tal que L(0*) > L(0) para todo 8 € O tal que 8* # 0, entonces
para todo algoritmo EM generalizado,

M(6%) = 6*.
Demostracién. Supongamos que M (6*) # 6*. Del Corolario tenemos que
L(M(0%)) = L(6%), (3.4)

y de la hipétesis tenemos
L(6%) > L(0), (3.5)

para todo 8 € O tal que 8* # 6. Pero supusimos que M (0*) # 6* lo cual contradice que
tanto (3.4)) como (3.5) se cumplan. Por lo tanto, M (6*) = 6*.
O

Los Corolarios [3.1.1] y B.1.2| nos dicen que si el algoritmo EM llega a un maximizador global,
la log-verosimilitud ya no cambia en las siguientes iteraciones. También nos muestran que si
contamos un unico maximizador global, el algoritmo tiene un punto fijo.

Los Teoremas 2 y 3 de DLR exponen condiciones para que la secuencia de valores 1
producidos por el algoritmo EM pueda converger. Sin embargo, la demostracién es incorrecta
en unos pasos (Boyles [7] muestra un contraejemplo de ello), por lo que estos teoremas no son
validos.

Boyles [7] presenta dos teoremas importantes, uno siendo una versién corregida del Teorema
2 de DLR y el segundo concerniente a la convergencia de los pardmetros a puntos estacionarios.
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Teorema 3.1.2. Supongamos que:
1. |@P+t) —9®)|| = 0 cuando p — oco.
2. El conjunto {L > X\o} = {6 € © : L(0) > L(8)}, con \g = L(0), es compacto.
3. L es continua en {L > X\o}.

Entonces existe \* € [\g,00) tal que L(8W)) — \* cuando p — co. Ademds, {0P)} converge
a algin subconjunto compacto y conexo de {L = \*}.

Teorema 3.1.3. Supongamos que:
1. 6P+t —9®)|| = 0 cuando p — co.
2. El conjunto {L > \o} es compacto en el interior de ©.

3. Las funciones L y Q(-|0) con @ € {L > \o} son diferenciables en un conjunto abierto que
contiene a {L > \o}.

4. M es continua en {L > \o}.

5. D0Q(M(0)|0) =0, para todo 8 € {L > \o}.

Entonces {0} converge a un subconjunto compacto y conexo de SN{L = X\*}, donde \* es
el valor dado en el Teorema yS={0e€0: DLO)=0}.
3.1.1. Teorema de Convergencia Global

Definicion 5. Sea X C R". Una funcién A que manda puntos de X a subconjuntos de X se
dice que es cerrada en x si para toda sucesién {x,} tal que x, - =, y, — vy, cony, € A(x,)
implica que y € A(x).

Teorema 3.1.4. Sea {x}72, la sucesion generada por xp—1 € M(xy), donde M es una funcion
que manda puntos de X a subconjuntos de X. Sea I' C X un conjunto de soluciones dado, y
SUPONGamos que:

1. todos los puntos xy, estan contenidos en un conjunto compacto S C X;
2. M es cerrada en el complemento de I';
3. FExiste una funcion continua o en X tal que:

a) six ¢, oa(y) > a(x) para toda y € M(x)
b) sizxel, aly)>alx) para toda y € M(x).

Entonces todos los puntos limite de {xy} estin en el conjunto de soluciones ' y a(xy) converge
mondtonamente a a(x) para alguna x € T.

Demostracion. Supongamos que x* es un punto limite de la sucesion {x;}72 . Entonces, por
ser S compacto existe una subsucesién {xy, }3°, que converge a *. Ahora, como « es continua,
a(xg,) = a(x*), cuando ¢ — oco. Es decir, para toda € > 0, existe una 4. tal que para ¢ > i,

alz®) —azy,) < e (3.6)

Ademas, por la condicién 3, tenemos que a es monétonamente no decreciente en {xy}32,
entonces para cualquier k,

a(zg) < a(x”) (3.7)
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y también, para j > k;,
a(@;) > al@y,) (3.8)

Con las ecuaciones anteriores, llegamos a que

| a(zg) —a(z®) [<e (3.9)

para toda k > k;_.

Consideremos ahora la subsucesion {xy,+1}:2, tal que a1 Como S es compacto, existe
un subsucesién de {xy,+1}5°, que converge a algin punto ** € S. Andlogo a lo que se hizo
anteriormente, se llega a que

lim a(xy) = alxz™). (3.10)
k—o0
Por (3.9) y (3.10) tenemos
a(x™) = a(x¥) (3.11)

y por tanto la sucesién original {x;}?2, converge a x*. Falta demostrar que * es solucién.
Supongamos que no lo es. De las subsucesiones convergentes definidas anteriormente tenemos lo
siguiente:

1. ;41 — ™, parai € ZCN
2. xy, — x*, parai € N
3. T4 € M(xy,).
Entonces como M es cerrada en I'® y * ¢ T" se llega a que
™ e M(xz"). (3.12)

Ademés, por 3a) tenemos que
a(x™) > a(x”). (3.13)

Sin embargo, por (3.11)) tenemos que a(x**) = a(x*) por lo que llegamos a una contradiccion.
Por lo tanto, * debe ser solucién. O

Wu [31] hace uso de los siguientes supuestos, los cuales consideraremos validos a lo largo del
resto de esta seccion:

Supuesto 1. O es un subconjunto de R™,

Supuesto 2. Oy, = {0 € © : L(#) > L(y)} es compacto para todo L(6y) > —oo,
Supuesto 3. L es continua en © y diferenciable en el interior de O,
Supuesto 4. {L(0),},>0 es acotada por arriba para todo 0y € O,

Supuesto 5. Op, estd en el interior de © para y € ©.

Un caso especial del Teorema serfa definir a la funcién M como el mapeo generado por
las iteraciones del algoritmo generalizado, explicado en la Definicién [4} a o como la funcién de
log-verosimilitud L y al conjunto de soluciones I' como el conjunto de puntos estacionarios S.
Formalmente, el teorema dirfa lo siguiente:

Teorema 3.1.5. Sea {0;}72, la sucesion del algoritmo GEM, generada por Oy € M(6y),
donde M es una funcion que manda puntos de X a subconjuntos de X. Supongamos que:

1. M es cerrada en S€.
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2. L(Ogy1) > L(6k) para todo 0y ¢ S.

Entonces todos los puntos limite de {0;}7, son puntos estacionarios de L, y L(0) converge
mondtonamente a L* = L(0*), para algin 6* € S.

La condicién 1 del Teorema no se enuncia en el Teorema puesto que {L(6k)}r>0
es no decreciente y por el supuesto 4 es acotada, dado cualquier valor inicial 6. Tampoco
se enuncia la condicién del Teorema ya que para toda k = 1,2,... se cumple que
L(O%+D) > L),

En el caso particular del algoritmo EM, la condicién 2 del Teorema [3.1.5] siempre se cumple.
Consideremos a 6(%) tal que no es punto estacionario, entonces

dL(0) _0Q(0]6W) _OH(0]6™) (3.14)
09 0=0(k) 06 0=0(k) o6 6=0(k)
Por el Lema sabemos que 6 = #) maximiza a H(6|6%®) y por tanto
oL@O)|  _ 9Q(0]9"W)
09 0=0(F) 00 6=0(%)
# 0, (3.15)

pues %) no es punto estacionario y por la definicién del paso M del algoritmo, se cumple

Q™) > QO(k)), (3.16)
lo cual implica que L(6(k + 1)) > L(6(k)).

Una condicién necesaria para que se cumpla el supuesto 1 del Teorema [3.1.5| para el caso del
algoritmo EM, es que Q(@ | H(k)) sea continua en ambos argumentos, con lo cual se formula el
siguiente teorema.

Teorema 3.1.6. Supongamos que la funcion Q(w|6) es continua en w y 6. Entonces todos los
puntos limite de {0;}72, son puntos estacionarios de L, y L(0)) converge mondétonamente a
L* = L(6*), para algin 0* € S.

Demostracion. Veamos que se cumple el primer supuesto del Teorema dada la hipétesis que
Q(0]6%) es continua en ambos argumentos. Primero, probaremos que continuidad de Q(6 |6¥)
en 0% implica la cerradura de Q. Sea Q(6|6*) continua en #* y supongamos que no es cerrada.

Es decir, debe existir una sucesién {97({6)}”20 tal que 0F — 08 Q(0]60F) — Q(0]6%), pero

QO67) # Q(016,7).

Sea € > 0, por continuidad de Q(6 | 6%) en 6y, existe N € N tal que paran > N, | Q(0|6F) —
Q(0]6%) |< €/2. Por otro lado sabemos que | Q(8|6%) — Q(6]6%*) |< ¢/2, entonces

| Q(O1657) — Q(0]6) | =| Q(O|601*) — QO] 65) + QO] 6%) — Q(66™) |
<[ QO16™) —QO105) | + | QO16)) — Q(O]6%*) |
<€/2+€/2=¢.

Sin embargo, supusimos que Q(#|6*) no era cerrada y Q(6|6%*) # Q(6]6%), por lo cual
llegamos a una contradiccién. Por lo tanto, Q(6]6%) debe ser cerrada.
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Ahora, probemos que la continuidad de Q(6|6*) en # implica la cerradura de M en S°.
Supongamos que M no es cerrada en S¢. Entonces, existe una sucesion {6 }r>0 en S¢, tal que
converge a un punto 0* € S¢, y M () — 6**, pero 60** # M(6*), con

M (#) = argmax Q(6 | 6%). (3.17)
0eSe

O

Sin embargo, la condicién 2 del Teorema [3.1.5] para el caso de maximizadores locales no se
cumple. Basta tomar #(*) € S\ M, con lo cual

OL(0) _9Q(819™)
00 9o

=0. (3.18)

Es decir, la funcién Q(6]6®) se maximiza en #*) y el algoritmo termina, rompiendo la
condicién 2 de L(A*+1) > L(#*)), convergiendo a un punto silla y no a un maximizador local,
el teorema sugiere.

Por lo tanto, Wu impone la condicién adicional

sup Q(6'|0) > Q(010), (3.19)
0'cO
para toda 6§ € S\ M. Con esta condicién, aseguramos que ningtin punto silla maximice a la

funcién Q(#|6*) y por tanto, incremente la log-verosimilitud hasta converger a un maximizador
local. Dicho eso, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.7. Supongamos que la funcion Q(w|0) es continua en w y 0 y que la siguiente
condicion se cumple

sup Q(0'16) > Q(0]9). (3.20)
0'cO
Entonces todos los puntos limite de {0;}72, son mazimizadores locales de L, y L(6)) converge
mondtonamente a L* = L(0*), para algin 6* € M.

Refiérase a [31].

3.1.2. Convergencia de la secuencia de parametros
Definimos los conjuntos
S(L*)={6eS:LO)=L"} (3.21)
M(L*)={0eM:L(#)=L"}. (3.22)

Teorema 3.1.8. Sea {0i}72, una sucesion generada por el algoritmo GEM que cumple las
condiciones del Teorema[3.1.8 Si S(L*) ={6*} (o M(L*)), con L(6) — L*, entonces 0 — 6*.

Demostracion. Por el Teorema tenemos que todos los puntos limite de {6;}7°, estan en
S (o en M) y ademas, L(6y) converge a L* = L(6*), para algin 6* en S(L*). Entonces es claro
que si S(L*) = {6*} (o M) entonces {6 }72, converge a ese tinico punto limite. O

Una alternativa del Teorema [3.1.8| considera una condicién mas relajada que el supuesto de
S(L*) ={6*} y necesaria para asegurar el resultado 0 — 6*.
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Teorema 3.1.9. Sea {6;}72, una sucesion generada por el algoritmo GEM tal que cumple las
condiciones del Teorema [3.1.5 Si ||6g+1 — k|| = O cuando k — oo, entonces todos los puntos
limite de {0y} estan contenidos en un subconjunto compacto y conexo de S(L*), con L(0y) — L*.
En particular, si S(L*) es discreto, entonces 0 — 0*, para algin 0* € S(L*).

Su demostracién se sigue del Teorema 28.1 de Ostrowski [22], pues por la suposicién 2} la
sucesion {0}72, es acotada y por hipdtesis, cumple que ||@x11 — 6x|| — 0 cuando k& — oo,
entonces por [22] , los puntos limites de la sucesién convergen a un conjunto conexo y compacto.
Por otro lado, por el Teorema los puntos limites estdn en S(L*). El Teorema también
es valido para el conjunto M(L*).

3.2. Tasa de convergencia

Un punto muy importante a tratar es analizar la tasa de convergencia del algoritmo, puesto
que de este modo podemos medir su desempenio y eficiencia.

Primero, introduzcamos notacién, términos y resultados que usaremos a lo largo de esta
seccion. Denotamos como

0

Sas(0) = 51(6:9) (3.23)
S.(0) = %zc(e;m) (3.24)

al “score” de los datos observados y al de los datos completos, respectivamente, donde I(6;y)
hace referencia a la log-verosimilitud de los datos observados y I.(6; z) es la log-versimilitud con
respecto de los datos completos.

Suponiendo valido el intercambio de la derivada y la integral, podemos expresar a S, de la
siguiente manera:

Sovs(0) = =-1(6; )

5 Jeen f;0)da
9(y;0)

Joex &5 (@;0)da
g(y;0)

=E[S:(0)y] (3.25)

con k(z|y;0) = j;g;z)), la densidad condicional de X | Y, con X = {z : y(x) = y}, g(y;0)

la funcién de densidad correspondiente al vector de datos observados y f(z;0) la funcién de
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densidad de los datos completos.

Por otro lado, denotemos como I, v I a la informacién de Fisher de los datos observados
v a la de los datos completos, respectivamente; es decir

2

Lobs(0) —%Z(G;y) (3.26)
2
um:—;u&@. (3.27)

Notemos que

UO;y) = 1c(0;2) — log(k(z | y;0)).

Entonces,

82
s (0) = 1.(6) + 55 Log(k(z | :0)).

Tomando esperanza sobre la distribuciéin condicional k(x| y; #) obtenemos la siguiente expresién

Iobs(e) = Ic(a | y) - Im(e ‘ y)a

donde Z.(0|y) = —E g& ( 50

informacién de los datos observados la expresamos en términos de la informacién esperada de
los datos completos menos la informacién de los datos faltantes, embas condicionadas al valor
de los datos observados. A esto es a lo que Orchard y Woodbury [21] llamaron principio de
informacién faltante.

2
9m)|y] yIn(0ly) = —E 6—log( (:E|y,9))|y]Es decir, a la

Podemos expresar a Z,,,(0 | y) en términos de S.(f), notando primero que

o) =~ (;HZ(H; y>)

0 Juex o f (@ 0)da
00 9(y; 0)

0? 0 0
~rex 55 @ 0900z + [oer 551 (30) [ocre 55 (:0)

g(y; 0)?
2

0 0 0
— Joex %f(:c;ﬁ)g( 0)dx + [Lcr 77 50 f(z;0)dx [ crv =7 50 f(z;0)dx

9(y; 0)?
2
= —/:CEX 29 (x;0)/9(y;0) dx—i—/ (z;0)/9(y; 0)d / ;9 (2:0)/g(y; 0)da

2
:‘/M ge (2;60)/9(y; 6)dz + E [Sc(0) | y] E [Se(6) |y] - (3.28)

Ahora, notemos que
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2 2
— [ ol aus)dn =~ [ Stou((wi6))£(230) [9(u: O

_/ 2 f(2:0) & f(w:0) f(x:0)
cex [(z;0)  f(x;0) g(y;0)
=Z.(0|y) —E[S:(0)S:(0) |y] -

dx

Por lo tanto,

=17.(0|y) — Var (S.(0) | y) . (3.29)

El algoritmo EM converge aproximadamente linealmente, puesto que, suponiendo que la
sucesién generada por el algoritmo converge a un punto fijo 8* y que la funcién M (0) es dife-
renciable, haciendo la expansién de Taylor de la funcién M (6®) alrededor de 0* es

M(OW) ~ M(0*) + J(0") (0 — 6%) (3.30)

3Mj(0))
99 Jije{1,..dy

donde J(0) = ( . Por lo tanto,

0+ — 0" ~ J(6*)(0) — 0%). (3.31)
Por lo tanto, la tasa de convergencia estard dada por el radio espectral de la matriz J(6),

por lo cual a ésta la llamaremos matriz de convergencia. Si su radio espectral es menor que 1
entonces podemos asegurar que el método iterativo del EM es convergente.

De nuevo, por medio de una expansién de Taylor de S,5(0) alrededor de 0™ nos da

Sobs(e) = Sobs(e(t)) - Iobs(g(t))(e - e(t))’ (332)

evaluando en 6 = 6* y notando que Syps(0*) = 0 nos queda

0" =0 + 1,1(01)) S5 (8). (3.33)
. . </ .. 0Q(6;01))
Anélogo a lo que se hizo en (3.30]), hacemos la expansiéon de Taylor de la funcion ==g5—

alrededor de 8®) y evaluada en %Y cumpliéndose que

_9Q(6;6)
00 |,y
0Q(6;0" 92Q(6; 01
~ (ae ) 202 ) (0D — g0y, (3.34)

6=6(t) H=0(*)
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Asumiendo vélido el intercambio de la derivada con la integral, (3.34) resulta ser

0~ E [S.(01)|y| - Z.(00) | ) (0“+D — 0).
Ademas, junto con el resultado de (3.25) obtenemos que

Sons(01) ~ T(01) | ) (6441 — ).
Sustituyendo en (3.33) y restandole () obtenemos la siguiente expresién para 0*

0* — ) ~ I(;)i(@(t))zc(g(t) ’y)(g(tﬂ) B G(t))
= I (O Z(0W | y) (01D — 0 + 07 — 0)
= I (0 Ze(0V ) (04D = 67) + I, (0)Zo(6) [ y) (67— 61),

que por tanto nos da que

00 — 0%~ Iy — T, (01 | ) I, (0) (61 — 67)
~ 1IN0 ) I 0 (00— 0°).
Entonces, la tasa de convergencia dada en (3.31]) la podemos expresar de la manera

J<9*> =14 — Ic_l(m< ‘ y>Iobs(0*)'
De ((3.28) tenemos que

I (0" |y) = Ze(07 | y) — Lobs(07),
mientras que de (3.39) obtenemos lo siguiente

- obs(a*) = _Ic(e* ’y)(Id - J(Q*))
Sustituyendo en (3.40) nos queda

(0" |y) = 20" |y) — 20" |y)(1a — J (07))

y por lo tanto, llegamos a la expresién

J(0%) = Z7H0 | 9) L (07 | ).
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Esto nos quiere decir que la tasa de convergencia depende de la proporcién de informacién fal-
tante que tengamos, conforme mas informacion faltante haya, mas lenta sera la convergencia.

Del Ejemplo [2:371] comparando el niimero de iteraciones que el algoritmo necesita para llegar
a la convergencia, con 0.01 % de tolerancia para distintos porcentajes de datos no faltantes,

observamos el comportamiento de la tasa de convergencia por medio de la Figura [3.1]

Como podemos notar, conforme el nimero de datos faltantes disminuye, el ntimero de itera-
ciones necesarias para que algoritmo termine va disminuyendo también, lo cual coincide con el

resultado de (3.43]).
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Numero de iteraciones
[ =
o u
o o

a
o

0.25 0.50 0.75 1.00
Porcentaje de datos observados

Figura 3.1: Tasa de convergencia con distintos porcentajes de datos observados. Software: R

3.3. Error estandar y aceleracion de la convergencia

Una de las principales desventajas del algoritmo EM es que no calcula de manera directa
la matriz de covarianzas del estimador maximo verosimil. Como se explicé en el Capitulo 1,
podemos estimar a dicha matriz por medio de la matriz de informacién de Fisher.

Ejemplo 3.3.1. Retomando Ejemplo Muestra de poblacién multinomial

Retomando el Ejemplo del Capitulo 2, calcularemos el error estandar de los parametros
obtenidos por medio del algoritmo. Obtendremos la informacién de Fisher directamente de los
datos observados para compararla con aquella obtenida por medio del procedimiento que aca-
bamos de enunciar.

Dada la log-verosimilitud

1(0;y) = g(y;0)

1 1 1 1
= cte. + y1 log < — 9) + y2 log(0) + y3 log <9 + ) (3.44)
2 2 4 2
la informacién de Fisher es
Ips(0) = —2 4 92 U5 (3.45)

1-02" 2" (9+2)2

Evaluando en 0,1, = 0.626815 obtenemos

Lvs(Orr2) = 377.5169. (3.46)
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Consideramos ahora la log-verosimilitud de los datos completos

le(0;7) = f(z;0)

1 1
= cte + y1 log (2 - 2‘9> + (y2 + y31) log(0), (3.47)

y la informacion de Fisher correspondiente

Y2 + Y31 Y1
I.(0) = 7 + a—or (3.48)

Dado que no conocemos a y31, procedemos a obtener la informacién esperada dada por

Y2 + E [y31 | Yobs] Y1
Z.(0) =
<(6) 6 Tazepe
Y2 + g n
= , 3.49
2 (-0 (349)
1
pues ys1 | Yops ~ Bin <125, 104+1>, que se explicé en el ejemplo del capitulo anterior.
4 2

Evaluando (3.49) en el valor gy = 0.020815 obtenido por el algoritmo, visto en la Tabla
2:2] obtenemos el valor de

I.(0p) = 435.3179. (3.50)

Por otro lado, se calcula Z,,(#) como

T (8) = Var (Se(8) | Yovs)

_ Y2ty U
—V&I‘( 9 1_0|yobs>

= 0_2Var (ygl | yobs) (351)

con lo cual, evaluando en 6 = fg;; obtenemos

In(0p2r) = 57.80095. (3.52)

Por lo tanto,

Iops(0par) = 435.3179 — 57.80095
= 377.5169 (3.53)

que coincide con ([3.46]).
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3.3.1. Aceleraciéon del algoritmo via el método de Aitken

Uno de los métodos méas usados para acelerar algoritmos cuya tasa de convergencia es lineal es el
método de aceleracion de Aitken. Dados tres valores consecutivos de una sucesién convergente,
el acelerador nos genera una aproximacion a la solucién, haciendo uso de la iteracién

Tn — Tp—1
1 — Zntl=Zn :

(3.54)

Tp =oTp_1+

Generalizando al caso multivariado @ = (64, ...,04), notemos que para 6* tal que 0 — g
podemos expresarlo del siguiente modo

k=0

Ademas, por medio de una aproximacién por expansién de Taylor de primer orden de M (0(k+t))
alrededor de 8 t=1) obtenemos

M(e(kth)) ~ M(e(kthfl)) + J(0k+t71)(0(k+t) _ g(kthfl))7 (3.56)
por lo cual obtenemos la siguiente expresién:

g(k-‘rt-‘rl) - 0(k+t) — M(e(k-‘rt)) _ M(e(k+t—1))
~ J(OFFD) (k) _ glhti—1))

~ J(07)(0%F+1) — glk+t=1)y, (3.57)

Sustituyendo [3.57| en nos da

0* ~ 01 4+ i J(e*)(e(k+t) _ 0(k+t—1))

k=0
6 13 J(6")H(01+Y) — g)
k=0
=00 4 (I, — J(67))"1(01+D) — g(1)), (3.58)

que por [3.39] el resultado anterior puede expresarse en términos de las matrices de informacién,
como

0" ~ 0 + I, (0) 1T, (00 — o). (3.59)

Otro método de aceleraciéon empleado en el algoritmo EM es el propuesto por Louis [16], derivado
de la expresion el cual genera la sucesion de valores {03?0} del modo

0 = 611, + I, (61)) ' T.(0) (641 — 61

acc acc acc CLCC) ?

(3.60)
(t)

donde 0%&1) es el valor generado por el algoritmo EM usual, usando como valor anterior a @g¢c.
El algoritmo acelerado queda expresado del siguiente modo:
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Algoritmo 8 Método de Louis para aceleracion del algoritmo EM

1: Inicializar parametros 95901)\4 = 0((19;)0, t=0.

2: Obtener 0%&1) por medio del algoritmo EM usual, donde 0%3\/1 = 0((1?6

3: Obtener nggl) por medio de
LD = 0, + Iy (6,) ' Z.(6(1),) (8553 — 6LL))

4: t =t + 1 y regresar a 2.

Ejemplo 3.3.2. Aceleracion para ejemplo de poblacién Multinomial

Ejemplificamos el método de aceleracién haciendo uso del Ejemplo [2.3.2] Inicializando el
parametro 6 con los cinco valores propuestos en dicho ejemplo, procedemos con los pasos del
Algoritmo [8] Haciendo uso de las expresiones obtenidas del Ejemplo la actualizacion de

Oét;gl) queda del siguiente modo

BUED = 60, + Tops (00,) " Zo(04,) (6301 — 0%1))
= 00), + (Zo(6%1)) — T (680)) Zo(68) (65511 — 6(1))

acc
-1

12568
Z/2+$ 2
— o), + ZH0ce D — 08 Var (ysi | yons)
002 -l .

Y2 + 1256 Y
240 ) O — 9. (3.61)

N
Implementando en R un programa que realizara el algoritmo (ver cddigo en Apéndice),
se llegaron a los resultados mostrados en la Tabla

Tteracion (t) | 0% o) o) o) o

0 0.5 0.9 0.01 0.2 0.75
1 0.6363636 | 0.6549375 | 0.4852347 | 0.6392103 | 0.6348552
2 0.6268769 | 0.6272961 | 0.6384904 | 0.6269148 | 0.6268608
3 0.6268215 | 0.6268216 | 0.6269043 | 0.6268215 | 0.6268215
1 0.6268215 | 0.6268215 | 0.6268215 | 0.6268215 | 0.6268215

Tabla 3.1: Convergencia de estimadores para 6 con 5 distintos valores iniciales, usando método
de aceleracion de Louis

Como podemos notar, a diferencia de los resultados del Ejemplo el algoritmo convergid
en 4 iteraciones.



Capitulo 4

Algoritmo EM Monte Carlo
(EMMC)

Unas de las desventajas que tiene el algoritmo EM, del cual hemos hablado en los demés
capitulos, es que puede converger a puntos silla y su convergencia puede llegar a ser muy lenta.
Por ello, presentamos en este capitulo la version estocédstica del algoritmo EM, la cual vence
dichos problemas. Dicha versién es de gran utilidad y se recurre a ella en situaciones en las
cuales la esperanza condicional del paso E del algoritmo no es facil de obtener. Ademés, dado su
caracter estocdstico, tiene como ventaja que su convergencia no depende de los valores iniciales.

Primero que nada, daremos una breve introduccién al método de integraciéon via Monte
Carlo, que estaremos utilizando en los ejemplos que se presentaran mas adelante.

4.1. Introduccion a los métodos de Monte Carlo

Los métodos de Monte Carlo son métodos de aproximaciéon via simulacién, empleados en
distintas tareas necesarias en un sinnumero de técnicas estadisticas, cuando las soluciones son
dificiles o imposibles de obtener de manera analitica. Entre estas tareas estd la integracion, la
cual enunciamos a contiuacion.

4.1.1. Integracion

Buscamos obtener la integral

b
/a g(x)dz. (4.1)

La idea del método Monte Carlo para integracion es expresar a la integral como la esperanza
de una variable aleatoria Y adecuada. Una vez definida dicha variable aleatoria, se genera una
muestra 1, ..., Ym con lo cual calculamos el estimador de Monte Carlo dado por

m

1
— 29, (42)
i=1

el cual, por la Ley de los Grandes Numeros, converge a E(g(Y")).

Ejemplo 4.1.1. Supongamos que queremos aproximar el valor de . Para ello, primero calcu-
laremos el area de un cuarto de circulo unitario, dado por la integral

92
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/01 V1 —22dz. (4.3)

Proponemos a la variable aleatoria X ~ U(0,1), con lo cual, la integral (4.3|) resulta ser
E [\/ 1-X 2}, cuyo estimador Monte Carlo es, dada una muestra x1, ..., T,

L i (4.4)
mi4

Otro método para estimar el valor de 7 seria generar variables aleatorias distribuidas de
manera uniforme en el cuadro unitario y promediando el nimero de veces que las variables
generadas cayeron dentro del circulo unitario con respecto del ntimero total de simulaciones y
multiplicamos dicho promedio por 4. En la Figura[£.1|mostramos el resultado de ambos métodos.

1.00 3.18

3.16

w
o
kS

=<' 0.50

Valor estimado

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1y 200 500 750 1000
Ui Tamafio de muestra

Figura 4.1: Izquierda: Estimacién de 7/4 por medio del drea de un cuarto de circulo unitario.
Derecha: Estimador Monte Carlo visto en (4.4)) incrementando el tamano de muestra, de 100 a
100,000 observaciones. Software: R

4.2. Formulacion del algoritmo EMMC

A diferencia del algoritmo EM original, el algoritmo EM Monte Carlo (al cual nos refermos
como EMMC), sustituye a la esperanza que se calculaba en el paso E del algoritmo EM original,
por el estimador Monte Carlo de dicha esperanza, dada por

0(6:6) —%ﬁ_nj (15)

donde m es el tamarfio de la muestra generada por la funcién de densidad condicional, k(x |y),
es decir, la funcién de densidad correspondiente a los datos faltantes dados los datos observados.

Una vez obtenido dicho estimador, se procede al paso M y actualizamos 8 como se ha hecho
en capitulos anteriores. El algoritmo queda definido entonces del siguiente modo:
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Algoritmo 9 Algoritmo EM Monte Carlo
1: Inicializar parametros 6; para i en {1,2,... M}, t =0
2: Paso MC E Generamos una muestra 21, ..., 2,, de tamano m adecuado, de la distribucién
condicional de los datos faltantes dados los datos observados.
3: Calcular Q(9;0%)) = LS (05, 2).
4: Paso M Maximizar Q(@; 6®)) y actualizar pardmetros.
5: Regresar al paso 2 y repetir hasta que se estabilice el proceso.

Notemos que en el paso 5 mencionamos la estabilidad de la secuencia generada por el algo-
ritmo. Para ello, el criterio que usaremos serd identificar visualmente el momento en el cual la
cadena de Markov llega a la estacionariedad, para asi determinar el periodo de calentamiento.
Sin embargo, para las pruebas tedricas de convergencia de estos algoritmos, refiérase a [20)].

4.3. Algoritmo EM estocastico (EME)

El algoritmo EM estocéstico (al cual nos referimos como EME) difiere del EMMC, o maés
bien, puede pensarse como un caso especifico del EMMC en el cual el tamaino de muestra m es
1, es decir, solamente simulamos una vez a los datos faltantes. El algoritmo queda expresado del
siguiente modo:

Algoritmo 10 Algoritmo EM Estocéstico
1: Inicializar pardmetros 6; para i en {1,2,...,M}, t =0
2: Paso MC E Generamos un valor z de la distribucién condicional de los datos faltantes
dados los datos observados.
3: Calcular Q(Q; 00 =1.(0;y, 2).
4: Paso M Maximizar Q(G; 6®)) y actualizar pardmetros.
5: Regresar al paso 2 y repetir hasta que se estabilice el proceso.

Definiciéon 6. Definimos al proceso 9~n(kz) como el parametro estimado de la muestra completa
X de tamafio n en la k-ésima iteracién del EME.

Intuitivamente, podemos notar que se trata de una cadena de Markov y que es necesario
también pensar en un tamafio de muestra factible para tener suficiencia de informacién y bajo
costo de implementacion. El objetivo principal es hacer uso de las propiedades de la cadena de
Markov antes mencionada. Consideremos primero la siguiente cadena de Markov.

Definicién 7. Definimos al proceso X (k) como las observaciones simuladas faltantes en la
k-ésima iteracion del EME dado el valor de 6, (k).

La forma en que se encuentran definidos ambos procesos implica el resultado crucial para la
convergencia, la cadena de Markov X (k) proporciona ciertas propiedades a la cadena de Markov
0, (k). Los siguientes resultados nos permiten justificar la aplicacion del algoritmo.

Lema 4.3.1. La cadena de Markov X (k) es irreducible y aperiddica.
Lema 4.3.2. La cadena de Markov én(k) cumple la propiedad de Feller.

Teorema 4.3.1. Sea ¢ = log [ kz(Z |y)dv,(Z), donde 0 es el valor mdzimo verosimil para .
Supongamos que ¢ < 0o y que la funcion

0 = A(0) = E(log f 1 1)(X) = log f(X) |0(k) = 0),

donde X tiene la distribucién condicional a las observaciones conocidas, es mds grande que
(14 6)c para algin § > 0.
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m=1 m =10 m = 100

ﬂéMCE]w 0.6216783 0.624364 0.6244651
a-éMCEM 0.004267926 0.00433769 | 0.004560546
Tiempo CPU promedio | 0.0009733268 | 0.0008787428 | 0.002172402

Tabla 4.1: Promedios y desviaciones estandar de émultMCEM para cada tamafio de muestra y
tiempo CPU promedio

Entonces la cadena de Markov 0, (k) tiene distribucién estacionaria, y ademds, si A(6) se
distribuye normalmente entonces la cadena es ergddica.

Ademés, como lo demuestra [20], la distribucién estacionaria converge a la distribucién nor-
mal, con lo cual podemos usar como estimador final el promedio de los valores de la cadena,
excluyendo en dicho promedio los valores del periodo de calentamiento.

4.4. Ejemplos e implementacion en R

4.4.1. Poblacion Multinomial

0.8 0.8 0.8
m=1 m=10 m=100

i \A \xh KR '\ — g9=02 RS qog, s 00)_() 5

0.6 “J v \w ’ 0.6 ’ 0.6 :
89=0.3 89=0.3 89=0.3
_ 69=04  _ 69=04  _ 69=0.4
® g9=05 @ g9=05 @ 89=0.5
89=0.6 89=0.6 89=0.6
0.4 — g9=0.7 0.4 — g9=0.7 0.4 — g9=0.7
89=0.8 89=0.8 89=0.8

0.2 0.2 0.2
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

t t t

Figura 4.2: Convergencia de parametros. Software: R

Se presenta el mismo ejemplo visto en el Capitulo 2, pero esta vez haciendo uso de del
algoritmo EM Monte Carlo. La log-verosimilitud de los datos completos es

le(0;7) = f(z;0)
—cte -+ ynlog (5 = 50) + (2 -+ ) og(0), (4.6)

Dado que Y3; ~ Bin(125, 2+0) procedemos a generar una muestra zi, ..., 2,, proveniente de

dicha distibucién para obtener el estimador MonteCarlo de la funcién Q(6; G(k)) como
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Q(6:6%) = log (5~ 50) + (v -+ 221) o), (17)

donde 231 = % > i1 zi. Una vez completado el paso E, realizamos el paso M del mismo modo

que se hizo en el capitulo 2.

Se implement6 el cddigo[A-F|con 7 distintos valores iniciales, como se muestra en la Figura[4.2]
para tamafios de muestra de m = 1,10 y 100. Es decir, en total se corrié 21 veces el algoritmo,
haciendo 50 iteraciones y de las cuales las primeras 30 las consideramos para el periodo de
calentamiento de la cadena. Por el resultado dado en [20] que nos dice que la distribucién
estacionaria converge a una distribucién normal, aplicamos para cada secuencia generada la
prueba de Anderson-Darling para probar normalidad, con lo cual confirmamos con un nivel de
a = 5% que 20 de las 21 secuencias generadas cumplen que siguen una distribucién normal, con
lo cual se obtuvieron los estimadores finales definidas como:

Dnsca = = 3 60
MCEM = 55 P
De la Tabla [4.1] podemos notar que los promedios obtenidos de los 7 distintos valores de
éMC’EM para cada tamano de muestra, son muy parecidos al valor original /7 = 0.626821497.
Ademas, comparamos en la misma tabla los tiempos CPU promedio por cada tamafnio de muestra
con el tiempo CPU promedio del la versiéon determinista del algoritmo EM implementado para
este mismo problema, que result6 ser 0.001579571. Como podemos notar también de la Figura

[4:2] conforme aumenta el tamafio de muestra, claramente la varianza se reduce.

4.4.2. Ejemplo de las viudas

25

0.8

20

[\M o Valores iniciales Valores iniciales

YA LA SN 7 3

06 | IIRREB e — 001 —\®=03
£9=0.2 A9=0.4
£0=03 15 A9=0.7

= (O = 0)—,

<o £7=0.4 = AY=0.8
£9=07 AO=1

0.4 — &9=08 — \%=15

(0)—, ) / p 0)_.
£7=0.75 10 'v-\,\,—/,'\f\“-—w'-wvg. s ALY AT=2
£9=0.86 ) \O=2 5

0.2
0.5

0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
t t

Figura 4.3: Convergencia de parametros. Software: R
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Presentamos el mismo ejemplo de las viudas visto en el capitulo 2, pero ahora implementando
el algoritmo EME. La tinica diferencia entre este ejemplo y el del capitulo 2 es que simulamos una
variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros yg y pl, definidas en dicho ejemplo.
Implementamos el cédigo incializando los pardmetros con 7 valores distintos como se ve
en la Figura Para esta implementacion corrimos el algoritmo con 100 iteraciones, con un
periodo de calentamiento de 70 iteraciones. La media de los estimadores finales 0 MoEM resultd
ser de 0.613675 para & y de 1.03457 para A y desviaciones estandar de 0.004045165 y 0.1513798,
respectivamente, y un tiempo CPU promedio de 0.001997858.

4.4.3. Efectos aleatorios, componentes de varianza

Implementamos la version EMMC para el ejemplo visto en el capitulo 2 de componentes

. ., . o u+ oLy 2 g
de varianza. Como se mencioné anteriormente, cada a; ~ N 3 5 5 5 |, para
0% +n;0; 0°+n,o;

it =1,...,6. Por lo tanto, el algoritmo para este ejemplo se expresa del siguiente modo:

Algoritmo 11 Algoritmo EM MonteCarlo
2(0) 2(0 b= 0.

1: Inicializar pardmetros u(®, o

Z(t) at) de la  distribucién

2: Paso MC E  Generar una muestra a;71,..., o,
2 2= o202
o~ [ + niaayi
2 2 2
o2 +nio2 o —i—n, P
3: Paso M Actualizar parametros.

) para ¢ = 1, ..., 6. Utilizaremos el tamafio m = 10000.

1 m 6
(t+1) _ L S % a
K
6m = i3
(t+1) 1 & 6 )
P = o (el )
6m =i\ "

ot = mzfs Z ZZ (yw Qi )

4: t=t+ 1.
5: Repetir hasta que se estabilice el proceso.

4.5. Aplicaciones

4.5.1. Continuaciéon. Modelo de riesgo modulado

La aplicacion que se presenta a continuacién de la versién estocastica del algoritmo EM
propone una manera para hacer inferencia sobre el proceso modulador explicado en el Capitulo 2.
Hacer inferencia en dicho proceso se traduce a obtener estimadores para la matriz de intensidades

Q ={aij}ijeE-

4.5.2. Puentes de Markov

En muchas ocasiones, se da el caso en el que el proceso de saltos de Markov a tratar es
observado de manera discreta, es decir, se tienen las observaciones S = {S;,, ..., Sty }, con 1 <
.. < ty conocidos. Sin embargo, el proceso en si es uno a tiempo continuo, por lo cual podemos
tratar al conjunto de observaciones S = {5y, ..., S, } como el conjunto de datos incompletos
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m=10 55 m=100 55 m=1000
©0)— ©0)— (0)—.
— u9=30 — u9=30 — u®=30
50 Ll(n) =0 uw) 0 u«n
pu'=35 p'=35 n'=35
= ©=40 =) 45 ©=40 = 45 ©=40
= ‘ o = w0 | o = w0 | o
40 | — O=s5 | — O=45 — 1O=45
I — uO=50 35 1 — uO=50 35 — 4O=50
30 — n9=55 30 — =55 30 — u9=55
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
t t t
m=100 m=1000
— 02%=30 . — 02%=30
2(0)_ 2(0)_.
02%=35 02%=35
%bm 029=40 go‘“ 50 029=40
2(0)_ 2(0)_,
— d?9=45 0 — o29=45
2(0)_ 2(0)_
— 0, =50 — 0, =50
2(0)_ 2(0)_,
— o, =55 30 — o, =55
0 25 50 75 100
t t t
300 m=10 300 m=100 300 m=1000
2(0)_, 2(0)_, 2(0)_,
A — 0; =50 — ;=50 — 0;7=50
02®=100 02®=100 a2®=100
= 200 = 200 = 200
‘:Tbm ‘ @%=150 T, | o%=150 &, a2%=150
— 02%=200 ‘ — 02%=200 ‘ — 02%=200
100 I — 6?®=250 100 I — ¢?®=250 100 I — a29=250
— 02%=300 — 0?%=300 — 0?®=300
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

t t t

Figura 4.4: Convergencia de parametros. Software: R

y con este planteamiento hacer uso del algoritmo EM. Notemos que, de tener la trayectoria
completa, se reduce el problema a obtener:

» N;;(T): Namero de veces que el proceso salta del estado i al j en el intervalo [0, 7]

» R;(T) : Tiempo total en el estado 4, en el intervalo de tiempo [0, T7.

Dados esos valores, los estimadores méaximo verosimiles para la matriz de intensidades @
estan dados por:

Nij .
Gij = Wg)) J#i (4.8)
Gii = —Y_ dij (4.9)
J#i

En el caso en el cual no contamos con la trayectoria continua, usando el algoritmo EM, en
el paso E a iteracién (¢) obtenemos las esperanzas condicionales de los estadisticos R;(T) y
N;;(T), dadas las observaciones {S,, ..., Sty } v la matriz estimadas de intensidades, Q). Es
decir, calcular

R =Eqw [Ri(T) | Sty ) Sty ] (4.10)
N =Equ [Nij(T) | Sty ooy St - (4.11)
Notemos que, por la propiedad de Markov podemos particionar el problema en N — 1 pro-

blemas independientes, pues {S¢,, ..., Sty } tiene N observaciones. En lugar de calcular las espe-
ranzas, es conveniente hacer uso de la simulacién e implementar el algoritmo EM estocéstico,
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condicionando a que en los tiempos {t;,¢;+1} el proceso fue observado, para i € {1,..., N — 1}.
El modo en el cual implementamos este procedimiento es por medio de generacién de puentes
de Markov, los cuales definimos a continuacion.

Definicién 8. Sea S = {S(t) : t > 0} un proceso de saltos de Markov con espacio de estados F
finito, matriz de intensidades @ = {qub}a,pcr ¥ matriz de probabilidades de transicion Ppy(t) =
e®t. Un puente de Markov con pardmetros (a,b,T) es un proceso estocédstico con la distribucion
de S ={S(t) : t < T} condicionado a S(0) = a, S(T) = b.

El método que se usé para simular los puentes fue el método de la biseccion, propuesto por
Asmussen y Hobolth [3], el cual parte de observar dos casos:

» Si S(0) = S(T) = a y no hubo ningtn salto, el procedimiento termina y el puente estd
dado por S(t) = a, para t € [0,T].

» 5i5(0) =ay S(T) =0, con a # by solamente hubo un salto, lo inico que queda por
hacer es simular el tiempo de salto 7, con lo cual, el puente estd dado por S(t) = a, para
te[0,7] y S(t) =b, para t € [1,T].

Partiendo de esta observacién, vamos biseccionando el intervalo completo [0, T, eligiendo el
estado en el que estd el proceso a tiempo T'/2 y cudntos saltos realiz6 en los subintervalos [0, 7'/2]
y [T'/2,T]. Para cada subintervalo generado realizamos el mismo procedimiento y paramos hasta
que en cada subintervalo tengamos alguno de los casos mencionados en

Ademas, se tiene el siguiente Lema enunciado en [3].

Lema 4.5.1. Consideremos un intervalo de longitud T con S(0) = a y sea b # a. La probabilidad
de que S(t) = b y que solamente se haya presentado un salto en el intervalo [0,T)] estd dada por

e~ T _ o—aT

81 Ga 7 Qb
Rap = qab db — qa ¢ ?é
Te T St Qg = Qp-
La funcion de densidad del tiempo de salto es
—@T
fa(t;T) = 125 _~(@-a)t g <t<T (4.12)

R (T)

Ademds, la probabilidad de que S(T) = b y que hayan por lo menos dos saltos en [0,T] es
Pab(T) - Rab(T)‘

Refiérase a [3] para ver la demostracion.

Notemos que dependiendo de si gu = qp, 90 > @ 0 qu < qp Se tendrd respectivamente que
el tiempo de salto se distribuye de manera uniforme en [0, 7], de forma exponencial truncada
en [0, 7] o bien, que fu,(¢;T) es la densidad de la variable aleatoria T'— X, con X distribuida
de forma exponencial truncada en [0,7] con pardmetro g, — qq, esto tltimo dada la simetria de

fab(t; T)

Dadas las parejas contiguas de observaciones discretas de nuestro proceso modulador, de-
pendiendo de si en ambos extremos del intervalo el proceso esta en el mismo estado o no, se
usardn las Tablas y respectivamente, con e, = e %1/2 r, = Rup(T/2), pap = Pup(T'/2).
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Caso | Saltos en (0,7°/2) | Saltos en (7/2,T) Probabilidad Notacién
1 0 0 €aCa a1
2 0 > 2 €a(Paa — €a) o9
3 > 2 0 (Paa — €a)€a a3
4 >2 >2 (paa - ea)(paa - €a) (671
5 1 1 Taclca as.c
6 1 > 2 Tac(pca - Tca) Qg,c
7 > 2 1 (pac - Tac)rca Qa7.c
8 > 2 > 2 (pac - Tac)(pca - Tca) Qc

Tabla 4.2: Tabla de casos para S(0) = S(T) = a

Caso | Saltos en (0,7/2) | Saltos en (T/2,T) Probabilidad Notacion
1 0 1 €alab 51
2 0 Z 2 ea(pab - rab) ﬁQ
3 > 2 1 (paa - ea)rab 53
4 >2 >2 (paa - ea)(pab - Tab) /84
5 1 0 Tab€b Bs
6 1 > 2 Tab(Pbb — €b) Be
7 > 2 0 (Pab — Tab)ep B
8 > 2 > 2 (Pab — Tab) (Pob — €b) fs
9 1 1 TacTch ﬁ9,c
10 1 Z 2 7”ac(pcb - rcb) /610,(:
11 >2 1 (pac - 7ﬁac)rcb ﬁll,c
12 Z 2 Z 2 (pac - rac)(pcb - ch) /812,0

Tabla 4.3: Tabla de casos para S(0) =ay S(T)=b,a#b
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Entonces, para generar una trayectoria continua del proceso modulador, dada una trayec-
toria observada de manera discreta, generaremos un puente que comience en Sy, y termine en

St,.1, para cada i € {1,..., N — 1}. Finalmente se concatenan dichas trayectorias dando como
resultado una trayectoria continua del proceso, con matriz estimada de intensidades Q(t). Una

vez realizado eso procedemos a obtener los estimadores maximo verosimiles y actualizamos la
matriz de intensidades estimada. Dada esa nueva matriz, volvemos a generar los puentes y se
repite el proceso hasta que los estimadores se estabilicen.

Implementado dicho procedimiento en R, haciendo uso de los mismo datos proporcionados
en la aplicacién vista en el Capitulo 2, se realizaron 1000 iteraciones, con lo cual se generd el

proceso modulador que se muestra en la Figura junto con el proceso de Cramer Lundberg

sobre el cual el proceso modulador influye. Ademas, se muestra la secuencia de valores generados
a cada iteracién, para los valores de —¢;; de la matriz de intensidades Q.
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Figura 4.5: Izquierda: Modelo de Cramer-Lundberg modulado con dos estados y el proceso de
saltos de Markov de los estados moduladores con estimadores 6ptimos. Derecha: Secuencia de
valores estimados de los elementos diagonales de la matriz de intensidades del proceso, obtenidos
por medio de la generacién de puentes de Markov. Software: R



Conclusion

En conclusién podemos decir que el algoritmo EM es una buena herramienta para obtener
estimadores maximo verosimiles para problemas con informaciéon incompleta. Vimos algunos de
sus principales resultados y, aunque se presentaron algunas variantes del algoritmo, cabe recalcar
que hay muchas mas versiones que no se mencionaron en este trabajo. Al dia de hoy se siguen
desarrollando diversas extensiones del algoritmo EM, muchas de las cuales proponen utilizar
simulacion via métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov.

Algunas otras de las aplicaciones del algoritmo EM que no fueron presentadas en este trabajo
son por ejemplo en cadenas ocultas de Markov, en donde el algorimto EM es mejor conocido
como algoritmo de Baum Welch [4] , que incluso fue publicado anos antes del paper de DLR.
Otra aplicacion interesante es en redes neuronales, que a pesar de ser un modelo determinista,
puede ser entrenado como a una red estocastica, en la cual puede emplearse la metodologia
estadistica y con lo cual puede implementarse el algoritmo EM, ver por ejemplo, [1]. Algunas
otras aplicaciones son por ejemplo en reconstrucciéon de imégenes, procesamiento de senales,
genética, entre otras.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Muestra Normal Univariada

loglike <- function(X,mu,sigma?2){
n = length(X)

a = -(n/2)*log(2*pi)-(n/2)*log(sigma2)
b = (X-mu)~2
c = -1/(2*sigma2)

verosimilitud = a +(c*sum(b))
return(verosimilitud)

3

NormalUnivariateEM <- function(y_tot,y_obs,mu0,sigma20,tolerancia){
n = length(y_tot)
m = length(y_obs)
me=mean (y_obs)
ms = mean(y_obs”2)-mean(y_obs) 2
mus <- NULL
sigmas2 <- NULL
L <- NULL
#E-step:
s1 = sum(y_obs)+(n-m)* (mu0)
s2 = sum(y_obs~2)+(n-m)*(sigma20+mu0~2)
# M-step:
j=1
mus <- si/n
sigmas2 <- s2/n -mus~2
sd <- sqgrt(sigmas2)
tamano = n-m

y_fal <- rnorm(tamano,mus,sd)
y_completa <- c(y_obs,y_fal)
L <- loglLike(y_obs,mus,sigmas2)
for(j in 2:20){
sl = sum(y_obs)+(n-m) *mus [j-1]
s2 = sum(y_obs"2)+(n-m)*(sigmas2[j-1]+mus[j-1]1"2)
mus[j] = sil/n
sigmas2[j] = s2/n - mus[j]~2
sd <- sqrt(sigmas2[j])
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tamano = n-m

y_fal <- rnorm(tamano,mus[j],sd)

y_completa <- c(y_obs,y_fal)

L[j] = logLike(y_obs,mus[j],sigmas2[j])
}
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#result <- list(n=n,m=m,mus=mus, sigmas2=sigmas2,L=L,y_tot=y_tot,y_obs=y_obs,

me=me , ms=ms, info=INF0)

result <- list(n=n,m=m,mus=mus,sigmas2=sigmas2,L=L,y_tot=y_tot,y_obs=y_obs,me

=me ,ms=ms)
return(result)

A.2. Poblacion Multinomial

MultinomialEM <- function(y_obs,MLEobs,thetal,tolerancia){
y3 <- 125x%0.25*theta0/(0.5+0.25*theta0)
thetas <- NULL
i=1
y3 <- 125x%0.25*%theta0/(0.5+0.25*theta0)
thetas[i] <- (y_obs[2] + y3)/(y_obs[1]+y_obs[2]+y3)
while (abs(thetas[i]-MLEobs) > tolerancia) {
i=i+1
y3 <- 125%0.25%thetas[i-1]/(0.5+0.25%thetas[i-1])
thetas[i] <- (y_obs[2] + y3)/(y_obs[1]+y_obs[2]+y3)
}
return(thetas = thetas)

3

A.3. Mezcla de distribuciones Binomial-Poisson

logfactorial<-function(y){
return(sum(log(1l:y)))
}

ini<-function(i){
return(i*widows[i])

}

logfactni<-function(i){
return(widows [i]*logfactorial(i))

3

BinPoisMixtureEM <- function(children,widows,xi0,lambda0,eps=0.0001){

xis <- NULL
lambdas<- NULL
nA <- NULL

nB <- NULL
1c<-NULL

# E-step:
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nA[1] = widows[1]*x10/(xi0+(1-xi0)*exp(-lambdal))
nB[1] = widows[1]-nA[1]

i=1

# M-step:

xis[i] <- nA[i]/sum(widows)
lambdas[i] <- sum(children[-1]*widows[-1])/(nB[i]+sum(widows[-1]))
xi=tail(xis,1)
lambda=tail(lambdas, 1)
loglikec<-logfactorial (sum(widows))-sum(sapply(widows,
logfactorial))+widows [1]*1log(
xi+(1-xi)*exp(-lambda))+(log(1-xi
)-lambda) *sum(
widows[-1])+1log(lambda) *sum(
sapply(2:1length(widows) ,ini)
)-sum(sapply(2:length(widows
) ,logfactni))

lc<-c(lc,loglikec)
i=i+l
# E-step:
nA[i] = widows[1]*xi/(xi+(1-xi)*exp(-lambda))
nB[i] = widows[1]-nAl[i]
# M-step:
xis[i] <- nA[i]/sum(widows)
lambdas[i] <- sum(children[-1]*widows[-1])/(naB[i]+sum(widows[-1]))
xi=tail(xis,1)
lambda=tail(lambdas, 1)
loglikec<-logfactorial (sum(widows))-sum(sapply(widows,
logfactorial))+widows [1]*1log(
xi+(1-xi)*exp(-lambda))+(log(1-xi
)-lambda) *sum (
widows[-1])+log(lambda) *sum(
sapply(2:length(widows),ini)
)-sum(sapply(2:length(widows
),logfactni))

lc<-c(1lc,loglikec)

while (abs(lc[i]-1lc[i-1])>eps) {
i=i+1
# E-step:
nA[i] = widows[1]*xi/(xi+(1-xi)*exp(-lambda))
nB[i] = widows[1]-nAl[i]

# M-step:

xis[i] <- nA[i]/sum(widows)
lambdas[i] <- sum(children[-1]*widows[-1])/(nB[i]+sum(widows[-1]))

xi=tail(xis,1)
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lambda=tail (lambdas,1)

loglikec<-logfactorial (sum(widows))-sum(sapply(widows,
logfactorial))+widows[1]*1log(
xi+(1-xi)*exp(-lambda))+(log(1-
xi)-lambda) *sum(
widows[-1])+log(lambda) *sum(
sapply(2:length(widows),
ini))-sum(sapply(2:length(
widows),logfactni))

lc<-c(lc,loglikec)

results <- list(xis = xis, lambdas = lambdas, nA=nA, nB=nB,i=i,lc=1lc)
return(results)

3

A.4. Efectos aleatorios

al <- c(46,31,37,62,30)

a2 <- c(70,59)

a3 <- c(52,44,57,40,67,64,70)

a4 <- c(47,21,70,46,14)

ab <- c(42,64,50,69,77,81,87)

a6 <- ¢(35,68,59,38,57,76,57,29,60)

a = list(al,a2,a3,a4,ab5,a6)
n = NULL
for(i in 1:6){

n[i]=length(al[[i]])
}
N = sum(n)

yBari <- NULL
for(i in 1:6){
yBari[i] <- mean(al[[il])

}
yBar <- sum(al,a2,a3,a4,a5,a6)/N

SSE_0 <- NULL
SSA_0 <- NULL
for(i in 1:6){
squareA <- n[i]l*(yBari[i]-yBar)~2
SSA_0 <- c(SSA_0,squareA)
for(j in 1:length(al[il1)){
squareE <- (al[il][jl-yBari[i])~2
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SSE_0 <- c(SSE_0,squareE)
}

}
SSE_0 <- sum(SSE_0)
SSA_0 <- sum(SSA_0)

MSA <- SSA_0/5
MSE <- SSE_0/9

5% (MSA-MSE) / (N-sum(n~2) /N)
MSE

sigma2a_ANOVA
sigma2e_ANOVA

VcEM <- function(mu0,sig2a0,sig2e0){
w0 <- ¢(0,0,0,0,0,0)
v0 <- ¢(0,0,0,0,0,0)
T10 <- ¢(0,0,0,0,0,0)
T20 <- ¢(0,0,0,0,0,0)
T30 <- ¢(0,0,0,0,0,0)

SSA = array(0,6)
for(i in 1:6){
ni = n[i]

for(j in 1:ni){
SSA[i] = SSA[i] + (al[il1[jl-yBarilil)"2}
}

for(i in 1:6){
wO[i] <- sig2e0/(sig2e0+n[i]*sig2a0)
vO[i] <- wO[i]*sig2al
T10[i] <- wO[i]*muO+(1-wO[i])*yBaril[il]
T20[i] <- T10[i] + vO[i]
T30[i] <- SSA[i] + n[i]l*(wO[i] 2% (muO-yBari[i]) 2+vO[i])

}

T1_0 = sum(T10)
T2_0 = sum(T20)
T3_0 = sum(T30)

mus <- array(0,10)
sig2a <- array(0,10)
sig2e <- array(0,10)
# M-step:

mus[1] = T1_0/6
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T2_0/6 - mus[1]~2
T3_0/N

sig2al1]
sig2e[1]

w <- vector("list", 10)
v <- vector("list", 10)

T1 <- vector("list", 10)
T2 <- vector("list", 10)
T3 <- vector("list", 10)

El <- array(0,10)

E2 <- array(0,10)
E3 <- array(0,10)

for(k in 1:10){

wl[k]] = array(0,6)

v[[k]] = array(0,6)

T1[[k]] = array(0,6)

T2[[k]] = array(0,6)

T3[[k]] = array(0,6)
}

for (t in 1:9) {
for(i in 1:6){
wl[t]1]1[i] = sig2elt]/(sig2el[t]+n[il*sig2alt])
vI[t]][i] = wllt]] [il*sig2a[t]

T1[[t]] [4i]
T2[[t]] [i]
T3[[t]][i]

wl[t]] [i]*mus[t]+(1-w[[t]] [i]) *yBari[i]
T1[[t]]1[i1"2 + v[[t]][i]
SSA[i] + n[il*(w[[t]][i] 2*(mus[t]-yBari[il) 2+v[[t]]1[i])

}

# E-step:

E1[t] = sum(T1[[t]])
E2[t] = sum(T2[[t]])
E3[t] = sum(T3[[t]])

# M-step: (t+1)

mus [t+1] = E1[t]/6

sig2al[t+1] = E2[t]/6-mus[t+1]"2

sig2e[t+1] = E3[t]/N
}
results = list(mus = mus, siga = sig2a, sige = sig2e)
return(results)
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A.5. Poblaciéon Multinomial EMMC
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multMCEM<-function(yl,y2,y3,m,iter,thetal){

theta=thetal

z<-rbinom(m,y3, (theta/(2+theta)))

y=mean (z)

theta=(y2+y)/ (yl+y2+y)
loglike<-y1*log(0.5-0.5*theta)+(y2+y)*log(theta)
thetas=c(thetal)

for(i in 1:iter){
z<-rbinom(m,y3, (theta/(2+theta)))
y=mean(z)
theta=(y2+y)/ (yl+y2+y)
loglike<-c(loglike,yl*1log(0.5-0.5%theta)+(y2+y)*log(theta))
thetas=c(thetas,theta)

}

return(list(loglike=loglike,thetas=thetas))

}

A.6. Viudas StEM

ViudasStEM<-function(obs,xi0,lambdal,iters){
xis<-xi0
lambdas<-lambda0
pA<-xi0
pB<-(1-x10) *exp (-1lambdaO)
xA<-rbinom(1,obs[1],pA/ (pA+pB))
xB<-obs[1]-xA
xi<-xA/sum(obs)
lambda<-sum(1: (length(obs)-1)*obs[-1])/(xB+sum(obs[-1]))
xis<-c(xis,xi)
lambdas<-c(lambdas,lambda)
for(i in 2:iters){
pA<-xi
pB<-(1-xi) *exp(-lambda)
xA<-rbinom(1,obs[1],pA/ (pA+pB))
xB<-obs[1]-xA
xi<-xA/sum(obs)
lambda<-sum(1: (length(obs)-1)*obs[-1])/(xB+sum(obs[-1]))
xis<-c(xis,xi)
lambdas<-c(lambdas, lambda)
}
return(list (xis=xis,lambdas=lambdas))

3
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A.7. Efectos aleatorios MCEM

70

toros<-rbind(c(46,31,37,62,30,0,0,0,0),c(70,59,0,0,0,0,0,0,0),c
(52,44,57,40,67,64,70,0,0),
c(47,21,70,46,14,0,0,0,0),c(42,64,50,69,77,81,87,0,0),
c(35,68,59,38,57,76,57,29,60))

ni<-function(i){
return(max(which(toros([i,]!=0)))

}

nis<-sapply(1:6,ni)

Normali<-function(sige2,siga2,mu,m)q{
mus=(sige2*mu+nis*siga2+* (apply(toros,1,sum)/nis))/(sige2+nis*siga2)
sigs2=sige2*siga2/(sige2+nis*siga?2)
return(mapply(rnorm,rep(m,6) ,mus,sqrt(sigs2)))

}
LMEM<-function(toros,siga20,sige20,mu0,m,iters){

mus=c (mu0)
siges2=c(sige20)
sigas2=c(siga20)
sige2<-sige20
siga2<-siga20
mu<-mu0

for(h in 1:iters){
e<-Normali(sige2,siga2,mu,m)

if (m==1){
mu=sum(e) /6
siga20=sum((e-mu) ~2)/6
sige2=0
for(j in 1:6){
for(i in 1:nis[j]1){
sige2=sige2+((toros[j,il-e[j]1)"2)

}
else{
mu=sum (apply(e,1,sum))/ (6%m)

siga2=sum(apply ((e-mu)~2,1,sum))/(6*m)
sige2=0
for(k in 1:m){

for(j in 1:6){
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for(i in 1:nis[jl1){
sige2=sige2+((toros[j,il-elk,j1)"2)

}
}
}
}

sige2=sige2/(m*sum(nis))

mus=c (mus,mu)
sigas2=c(sigas2,siga2)
siges2=c(siges2,sige2)

}
return(list (mus=mus,sa2=sigas2,se2=siges2))

3
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A.8. Clasificacion de Estados Moduladores

steps=function(montos,tiempos,ome,alp,bet,lambd){

n=length(montos)

iden=numeric(n) #etiqueta actual a que mezcla pertenece cada obs

data_eval=cbind(dexp(tiempos,lambd[1])*dgamma (montos,alp[1],bet[1]) ,dexp(
tiempos,lambd[2])*dgamma (montos,alp[2],bet[2]))

#eval_nor=data_eval*ome/rowSums (data_eval*ome) # densidad de pesos
condicionada (2.47), pra calcular los pesos dim 100%3

probs=cbind (ome[1]*data_evall[,1],ome[2]*data_evall[,2])

eval_nor=probs/apply(probs,1,sum) #poterior probs

1ik=c(0,0)

m1=NULL
#t1=NULL
m2=NULL
#t2=NULL

for(i in 1:n)
{
iden[i]=which(eval_nor[i,]==max(eval_norl[i,]))
#iden[i]=sample(c(1,2,3),1,prob=eval_nor[i,])
if (iden[il==1){
ml=c(ml,montos[i])
#t1=c(t1, tiempos[i])
}

else{

m2=c (m2,montos[i])

#t2=c(t2, tiempos[i])

#1ik[3]=1ik[3]+log (dgamma (data[i],alp[3],bet[3]))
}
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b
#fin paso E
#paso M

fitgml <- fitdist(ml, "gamma"); pargpol<-summary(fitgml)$estimate
fitgm2 <- fitdist(m2, "gamma"); pargpo2<-summary(fitgm2)$estimate

#fitgtl <- fitdist(tl, "exp"); parexpl<-summary(fitgti)$estimate
#fitgt2 <- fitdist(t2, "exp"); parexp<-summary(fitgt2)$estimate

omegas=colSums(eval_nor)/n

al=c(pargpol[1],pargpo2[1])

bl=c(pargpol[2],pargpo2[2])

li=c(sum(eval_nor[,1]/sum(tiempos*eval_nor[,1])),sum(eval_nor[,2]/sum(tiempos
xeval_nor[,2])))

#bv1 = al*xcolSums (eval_nor)/colSums (dataxeval_nor)

for(i in 1:n)

{
if (iden[i]l==1){

1lik[1]=1ik[1]+log(dgamma(montos[i] ,al1[1],b1[1]))+log(dexp(tiempos[i],11
[11))+log(omegas[1])

elseq{

1ik[2]=1ik[2]+log(dgamma(montos[i],a1[2],b1[2]))+log(dexp(tiempos[i],11
[2]1))+log(omegas[2])
}
}
like=sum(1lik)
return(list (o=omegas,al=al,bl=b1,11=11,1=1ike,class=iden))
}

EM_clas=function(num_iter,montos,tiempos,ome,alp,bet,lam){
omegas=matrix (0,num_iter,2)
alphas=matrix(0,num_iter,2)
betas=matrix(0,num_iter,2)
lambdas=matrix(0,num_iter,2)
accuracy=array(0,num_iter)

like=numeric(num_iter-1)
accuracy[1] = 0

omegas [1,]=ome
alphas[1,]=alp
betas[1,]=bet
lambdas[1,]=lam

for(i in 2:num_iter)




APENDICE A. APENDICE 73

res=steps(montos,tiempos,omegas[i-1,],alphas[i-1,] ,betas[i-1,],lambdas[i
-1,1)

omegas[i,]=res$o

alphas[i,]=res$al

betas[i,]=res$bl

lambdas[i,]=res$11

like[i-1]=res$l

accuracy[i]=sum(as.numeric(res$class==clasificacion_original))/length(res$
class)

return(list (om=omegas,al=alphas,be=betas,la=lambdas,1l=1ike,acc=accuracy,class
=res$class))

A.9. Meétodo de Biseccién para puentes de Markov

Rab<- function(a,b,Q,t){
qa<- -Qla,al
qb<- -Q[b,b]
if (qa!=gb) {return(Q[a,b] *((exp(-ga*t)-exp(-gb*t))/(qb-qa)))}
else{return(t*exp(-qa*t))}
}

Bisection<-function(a,b,T1,T2,Q1){
a=a
b=b
T1=T1
T2=T2
medial=NULL
media2=NULL
HT=T2-T1
HTO=HT/2
n=length(Q1[1,])
estados=1:n
Po=expm (Q1*HTO)
if (HT0<0){
HT=-T2+T1
HTO=HT/2
T1=T2
T2=T1
}
if (length(a)!=1){
a=al,1][1]
}
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if (is.na(a)==T){
a=b
}
if (a==b){
C=estados[-a]
probab=NULL
opciones1=NULL
probba=c (exp(Q1[a,a] *HT0)*exp(Ql[a,al*HTO),
exp(Q1[a,al*HTO)*(Po[a,al -exp(Ql[a,al*HTO)),
exp(Qlla,al*HTO)*(Po[a,a]l-exp(Ql[a,a]*HTO)),
(Pola,al-exp(Q1[a,al*HTO))*(Pola,a]l-exp(Ql[a,al*HT0)))
probab=c (probab,probba)
opciones1=1ist(c(0,0),c(0,2),c(2,0),c(2,2))
for(i in C ){
probbc=c(Rab(a,i,Q1,HT0)*Rab(i,a,q1,HTO),
Rab(a,i,Q1,HT0)*(Po[i,a]l]-Rab(i,a,Q1,HT0)),
Rab(i,a,Q1,HT0)*(Po[a,i]-Rab(a,i,Q1,HTO0)),
(Po[a,i]-Rab(a,i,Q1,HTO0))*(Po[i,al-Rab(i,a,Q1,HT0)))
probab=c (probab, probbc)
opcionesc=list(c(1,1),c(1,2),c(2,1),c(2,2))
opcionesl=cbind(opcionesl,opcionesc)
}
complete=c(a,C)
opcion=sample(1:length(probab),size=1,prob=abs (probab)+0.00001)
if (opcion % %4==0){
estado=opcion/4
}else{estado=floor (opcion/4)+1}
if (opcionesl[[opcion]] [1]1==0){
estadl=c(a,a)
temposl=c(T1,T1+HTO)
medial=cbind(estadl, temposl)
if (opcionesl[[opcion]] [2]==0){
estad2=c(a,a)
tempos2=c (T1+HTO0,T2)
media2=cbind(estad2, tempos2)
total=rbind(medial,media?2)
return(total)
}
if (opcionesl[[opcion]] [2]==1){
if (-Q[a,al>-Q[b,b]){time2=T1+HTO+rtrunc(1l,spec="exp",a=0,b=HTO0,rate=Q[b
,bl1-Qla,al)}
else if(-Q[b,b]>-Q[a,al){time2=T2-rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[
a,al-Q[b,b1)}
else{time2=T1+HTO+HTO*runif (0,1)}
estad2=c(complete[estado] ,a,a)
tempos2=c (T1+HTO,time2,T2)
media2=cbind(estad2, tempos2)
total=rbind (medial,media2)
print (’No aplicacaso,(0,1) para a=b’)
return(total)
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if (opcionesl[[opcion]] [2]==2){
T1=T1+HTO
T2=T1+HTO
a=a
b=b
media2=Bisection(a,b,T1,T2,Q1)
total=rbind(medial,media2)
return(total)

}

}else if (opcionesl[[opcion]] [1]==1){
if(-Qla,al>-Q[b,b]){timel1=T1+rtrunc(l,spec="exp
a,al)}
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",a=0,b=HTO,rate=Q[b,b]-Q[

else if(-Q[b,b]>-Q[a,a]){time1=T1+HTO-rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HTO,rate=

Qla,al-Qlb,b]1)}
else{timel1=T1+HTO*runif (0,1)}
estadl=c(a,complete[estado] ,complete[estado])
temposl=c(T1,timel,T1+HTO)
medial=cbind(estadl,temposl)

if (opcionesl[[opcion]] [2]==0){
estad2=c(complete [estado] ,a)
tempos2=c(T1+HTO0,T2)
media2=cbind(estad2, tempos2)
total=rbind(medial,media?2)
print (’No aplica caso,(1,0) para a=b’)
return(total)

}

if (opcionesl[[opcion]] [2]==1){

if(-Qla,al>-Q[b,b]) {time2=T1+HTO+rtrunc(1,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[b

,bl-Q[a,al)}

else if(-Q[b,bl>-Qla,al){time2=T2-rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HTO,rate=Q[

a,al-Qlb,bl)}

else{time2=T1+HTO+HTO*runif (0,1)}
estad2=c(complete[estado] ,a,a)
T2=T1+2*xHTO
tempos2=c (T1+HTO,time2,T2)
media2=cbind(estad2,tempos2)
total=rbind(medial,media2)
return(total)

}

if (opcionesl[[opcion]] [2]==2){
T1=T1+HTO
T2=T1+HTO
a=complete[estado]
media2=Bisection(a,b,T1,T2,Q1)
media2=rbind(medial,media2)
return(media2)

}

Yelse if(opcionesl[[opcion]] [1]==2){
T1=T1
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b=complete[estado]

medial=Bisection(a,b,T1,T1+HTO0,Q1)

if (opcionesi[[opcion]] [2]==0){
estad2=c(a,a)
T2=T1+2*xHTO
tempos2=c (T1+HTO0,T2)
media2=cbind(estad2,tempos2)
total=rbind(medial,media2)
return(total)

}

if (opcionesl[[opcion]] [2]==1){
T2=T1+2*xHTO
if (-Q[a,a]>-Q[b,b]){time2=T1+HTO+rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[b

,b]-Qla,al)}
else if (-Q[b,b]>-Q[a,al){time2=T2-rtrunc(1,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[
a,al-Q[b,b])}

else{time2=T1+HTO+HTO*runif (0,1)}
estad2=c(complete[estado] ,a,a)
T2=T1+2xHTO
tempos2=c (T1+HTO, time2,T2)
media2=cbind(estad2,tempos2)
total=rbind(medial,media2)
return(total)

}

if (opcionesl[[opcion]] [2]==2){
T1=T1+HTO
T2=T1+HTO
a=complete [estado]
media2=Bisection(a,b,T1,T2,Q1)
media2=rbind (medial,media?2)
b=tail (media2[,1],1)
return(media?2)

}

}
}else{

estados=1:n

C=estados[-c(a,b)]

probab=NULL

opciones1=NULL

opciones2=NULL

probb=c(exp(Q1[a,a] *HT0)*Rab(a,b,Q1,HTO),
exp(Q1[a,a]*HT0)*(Po[a,b]-Rab(a,b,Q1,HTO)),
Rab(a,b,Q1,HT0)*(Po[a,al-exp(Q1l[a,al*HT0)),
(Pola,al-exp(Ql[a,al*HT0))*(Po[a,b]-Rab(a,b,Q1,HT0)))

probab=c(probab, probb)

opciones1=1list(c(0,1),c(0,2),c(2,1),c(2,2))

probb2=c(exp(Q1[b,b]*HT0)*Rab(a,b,Q1,HTO),
Rab(a,b,Q1,HTO) *(Po[b,b]l-exp(Q1[b,b]*HTO)),
exp(Q1[b,b]*HTO0)*(Po[a,b]-Rab(a,b,Q1,HTO)),
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(Po[b,bl-exp(Q1[b,b]*HT0))*(Po[a,b]-Rab(a,b,Q1,HT0)))
probab=c(probab, probb2)
opciones2=1list(c(1,0),c(1,2),c(2,0),c(2,2))
opcionesl=cbind(opcionesl,opciones?2)

for(i in C ){
probbc=c(Rab(a,i,Q1,HT0)*Rab(i,a,Q1,HTO),
Rab(a,i,Q1,HT0)*(Po[i,b]-Rab(i,b,Q1,HTO)),
Rab(i,b,Q1,HTO)*(Po[a,i]-Rab(a,i,Q1,HT0)),
(Po[a,i]-Rab(a,i,Q1,HT0))*(Po[i,al-Rab(i,a,Q1,HT0)))
probab=c (probab, probbc)
opcionesc=1ist(c(1,1),c(1,2),c(2,1),c(2,2))
opcionesl=cbind(opcionesl,opcionesc)
}
complete=c(a,b,C)
opcion=sample(1:1length(probab),size=1,prob=abs(probab))

if (opcion % %4==0){
estado=opcion/4
}else{estado=floor (opcion/4)+1}

if (opcionesl[[opcion]] [1]==0){

estadl=c(a,a)

temposl=c(T1,T1+HTO)

medial=cbind(estadl,temposl)

if (opcionesl[[opcion]] [2]==0){
estad2=c(a,a)
tempos2=c (T1+HTO0,T2)
media2=cbind(estad2,tempos2)
total=rbind(medial,media2)
print (’No aplica,caso,(0,0) ,con al=b’)
return(total)

}

if (opcionesl[[opcion]] [2]==1){
if (-Q[a,al>-Q[b,b]){time2=T1+HTO+rtrunc(1l,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[b

,bl-Qla,al)}
else if(-Q[b,b]>-Q[a,al){time2=T2-rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[
a,al-Q[b,b1)}

else{time2=T1+HTO+HTO*runif (0,1)}
estad2=c(complete[estado] ,b,b)
tempos2=c (T1+HTO,time2,T2)
media2=cbind(estad2,tempos2)
total=rbind(medial,media2)
return(total)

}

if (opcionesl[[opcion]] [2]==2){
T1=T1+HTO
a=a
b=b
media2=Bisection(a,b,T1,T2,Q1)
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total=rbind(medial,media?2)
return(total)
}
}else if (opcionesi[[opcion]] [1]==1){
if (-Q[a,al>-Q[b,b]){timel=Ti+rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[b,b]-Q[
a,al)}
else if (-Q[b,b]>-Q[a,a]){time1=T1+HTO-rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HTO,rate=
Qla,al-Q[b,bl)}
else{timel1=T1+HTO*runif (0,1)}
estadl=c(a,complete[estado] ,complete[estado])
temposl=c(T1,timel,T1+HTO)
medial=cbind(estadl,temposl)
T2=T1+2*HTO
if (opcionesi[[opcion]] [2]==0){
estad2=c(b,b)
tempos2=c (T1+HTO0,T2)
media2=cbind(estad2, tempos2)
total=rbind(medial,media2)
return(total)
}
if (opcionesl[[opcion]] [2]==1){
if (-Q[a,a]>-Q[b,b]){time2=T1+HTO+rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[b
,bl-Qla,al)}
else if(-Q[b,bl>-Q[a,a]){time2=T2-rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HTO,rate=Q[
a,al-Q[b,b])}
else{time2=T1+HTO+HTO*runif (0,1)}
estad2=c(complete[estado],b,b)
tempos2=c (T1+HTO, time2,T2)
media2=cbind(estad2,tempos2)
total=rbind(medial,media2)
return(total)
}
if (opcionesl[[opcion]] [2]==2){
T1=T1+HTO
a=complete [estado]
media2=Bisection(a,b,T1,T2,Q1)
total=rbind (medial,media2)
return(total)

}

}else if (opcionesi[[opcion]] [1]==2){
T1=T1
T2=T1+HTO
medial=Bisection(a,complete[estado],T1,T2,Q1)
T2=T1+2xHTO

if (opcionesi[[opcion]] [2]==0){
estad2=c(b,b)
tempos2=c (T1+HTO0,T2)
media2=cbind(estad2, tempos2)
total=rbind (medial,media2)
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return(total)
}
if (opcionesl[[opcion]] [2]==1){
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if (-Q[a,al>-Q[b,b]){time2=T1+HTO+rtrunc(1l,spec="exp",a=0,b=HTO,rate=Q[b

,bl-Q[a,al)}

else if(-Q[b,b]>-Q[a,al){time2=T2-rtrunc(l,spec="exp",a=0,b=HT0,rate=Q[

a,al-Q[b,bl)}

else{time2=T1+HTO+HTO*runif (0,1)}
estad2=c(complete[estado],b,b)
tempos2=c(T1+HTO0,time2,T2)
media2=cbind(estad2, tempos2)
total=rbind(medial,media?2)
return(total)

}

if (opciones1[[opcion]] [2]==2){
T1=T1+HTO
T2=T1+HTO
a=complete [estado]
b=b
media2=Bisection(a,b,T1,T2,Q1)
total=rbind(medial,media2)
return(total)

A.10. Estimacién de matriz de intensidades

tray=trayectoria

estados=1:4

estimar_matriz<-function(tray,estados){
n=length(tray[,1])

P=matrix(rep(0,length(estados)~2),length(estados),length(estados))

Tx=rep(0,length(estados))
V=rep(0,length(estados))
for(i in 1:n-1){

Pltrayl[i,2],tray[i+1,2]]1=P[tray[i,2],tray[i+1,2]]+1
Tx[tray[i,2]]1=Tx[trayl[i,2]]1+(tray[i+1,1]-tray[i,1])

Vitray[i,2]]=V[tray[i,2]]+1

}

diag=V/Tx

for(i in estados){
P[i,]=P[i,]/Tx[i]
P[i,i]=-diag[i]

}

return(P)

}

clase<-pruebal$class

Ts<-sapply(1:4,function(x) sum(tiempos[which(clase==x)+1],na.rm=TRUE))
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visitas<-clase[1]

for(i in 2:length(clase)){
if (clase[il==clase[i-1]){visitas<-visitas}
else{visitas<-c(visitas,clase[i])}

}

V<-sapply(1:4, function(x) sum(as.numeric(visitas==x)))

visitasij<-matrix(rep(0,16),4,4)

for(i in 2:length(clase)){
if (clase[i]==clase[i-1]){visitas<-visitas}
else{visitas<-c(visitas,clase[i])}

}

Pij<-function(i,j){
pij<-0
en_i=which(clase==i)
for(k in en_i){
if (clase[k+1]==j & k!=10000){pij<-pij+1}
}
return(pij)

}

P<-rbind (sapply(1:4,Pij,i=1),sapply(1:4,Pij,i=2),sapply(1:4,Pij,i=3),sapply
(1:4,Pij,i=4))
Q=matrix(rep(0,16),4,4)
for(i in 1:4){
QLi,1<-(V[il/Ts[il)*P[i,]1/VI[il]
Qli,i]=-V[il/Ts[i]
}

q1<-NULL
q2<-NULL
q3<-NULL
q4<-NULL
for(kk in 1:50){
edos<-c()
tiemps<-c()
for (i in 400:500) {
puente<-Bisection(pruebal$class[i] ,pruebal$class[i+1],tiemposacum[i-1],
tiemposacum[i],Q)
tiemps<-c(tiemps,puente[,2])
edos<-c(edos,puente[,1])
}
trayectoria<-unique(cbind(tiemps,edos))
trayectoria<-as.data.frame(trayectoria)
trayectoria=trayectoria[mixedorder(trayectoria$tiemps),]
Q<-estimar_matriz(trayectoria,1:4)
ql<-c(q1,-Q[1,11)
q2<-c(q2,-Q[2,2])
q3<-c(q3,-Q[3,31)
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q4<-c(q4,-Q[4,4])

A.11. Método de Aceleracion de Aitken para Poblacion Multi-
nomial

MultinomialEMaitken <- function(y_obs,MLEobs,thetal,tolerancia){

thetasem <- NULL
thetasacc<- NULL

i=1

y3 <- 125x%0.25%theta0/(0.5+0.25%theta0)

thetasem[i] <- (y_obs[2] + y3)/(y_obs[1]+y_obs[2]+y3)
Ic=(y_obs[2]+(125*theta0/ (2+theta0)))/(theta0~2)+y_obs[1]/((1-thetal)~2)
Im=theta0~ (-2)*(125)*(theta0/ (2+theta0))*(2/(2+theta0))
thetasacc[i]=thetaO+(Ic-Im)~ (-1)*Ic*(thetasem[i]-thetaO)

i=2

y3 <- 125%0.25%thetasacc[i-1]/(0.5+0.25%thetasacc[i-1])

thetasem[i] <- (y_obs[2] + y3)/(y_obs[1]+y_obs[2]+y3)

Ic=(y_obs[2]+(125*thetasacc[i-1]/(2+thetasacc[i-1])))/(thetasacc[i-1]"2)+y_
obs[1]/((1-thetasacc[i-1])"2)

Im=thetasacc[i-1]"(-2)*(125)*(thetasacc[i-1]/(2+thetasacc[i-1]))*(2/(2+
thetasacc[i-1]))

thetasacc[i]=thetasacc[i-1]+(Ic-Im) " (-1)*Ic*(thetasem[i]-thetasacc[i-1])

while (abs(thetasacc[i]-MLEobs) > tolerancia) {

i=i+1

y3 <- 125x%0.2b5*thetasacc[i-1]/(0.5+0.25*thetasacc[i-1])

thetasem[i] <- (y_obs[2] + y3)/(y_obs[1]l+y_obs[2]+y3)

Ic=(y_obs[2]+(125*thetasacc[i-1]/(2+thetasacc[i-1])))/(thetasacc[i-1]"2)+y_
obs[1]/((1-thetasacc[i-1])"2)

Im=thetasacc[i-1]~(-2)*(125) *(thetasacc[i-1]/(2+thetasacc[i-1]))*(2/(2+
thetasacc[i-11))

thetasacc[i]=thetasacc[i-1]+(Ic-Im) ~(-1)*Ic*(thetasem[i]-thetasacc[i-1])

}
return(list (thetasacc = thetasacc,thetasem=thetasem))

}
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