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Capitulo 1

Introduccién

“Si usted piensa que entiende la mecanica cuantica
es que no la ha entendido”

Richard P. Feynman (1918-1988)

La quimica cuéntica, entendida como la aplicaciéon de la mecénica cuantica a los problemas
quimicos, siempre se ha enfrentado al inconveniente de resolver la ecuacién de Schrodinger de
N particulas interactuantes mediante una aproximacién de particulas no interactuantes, debido
a que la ecuacion de onda sélo se puede resolver analiticamente para atomos hidrogenoides,
cuyos sistemas constan de un electrén y un ntcleo con carga Z4. Para Z4 = 1, tenemos
el 4tomo de hidrégeno; para Z4 = 2 el i6n He™, entre otros. Se ha buscado entonces, una
solucién aproximada de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo no-relativista
bajo la aproximacién de Born-Oppenheimer (BO) para un sistema atémico o molecular de N

electrones,!

H|¥) = E|T) (1.1)

donde H es el operador hamiltoniano, ¥ es la funciéon de onda del sistema y E la energia

electrénica.

Una ecuacion de esta forma permitiria determinar la energia electrénica y total de una molécu-
la. La idea de obtener dichos valores usando métodos alternos a la funcién de onda requiere

del cumplimiento del teorema variacional, el cual, nos indica que la energia calculada usando

'De acuerdo a la aproximacién de BO, los nticleos son més pesados que los electrones, se mueven més despacio.

Por lo tanto, los electrones se estdn moviendo en un campo de ntcleos fijos.




una funcién de onda aproximada, es mayor o igual a la energia obtenida por la ecuacién de
Schrodinger usando la funcion de onda exacta, esto conduce a que la medida de la calidad de
una funcién de onda es su energia [1]. Para aplicar el teorema variacional en una teoria, se toma
una funcién de onda de prueba y se varfan sus parametros’ de manera iterada hasta llegar a la
solucién con menos energia. Una primera aproximacién para esta tarea es el método de Hartree-
Fock, donde la funcién de onda de N electrones es representada por una combinacion lineal
de N productos orbitales, un determinante de Slater. Por simplicidad, la teoria de Hartre-Fock

(HF) emplea s6lo un determinante de Slater, dando lugar a una teorfa monodeterminantal.?

La energia electrénica calculada por el método de HF es mayor a la energia electronica exacta
no relativista. De esta circunstancia nace la necesidad de capturar la energia de correlacién
electrénica adecuadamente,® dando lugar a teorias conocidas como métodos post Hartree-Fock.
La energia de correlacién electrénica (1.2) se define como la diferencia entre la energia exacta
no-relativista Eezqcta de un sistema de N electrones dada y su Egyp, .., que es el valor de

energia extrapolada para un nimero de funciones base infinito.

Ecorrelacién = Eewacta - EHF“mite (12)

La energia electrénica E para un sistema de N electrones es un funcional exacto y explicita-
mente conocido de las matrices reducidas de la densidad de 1 y 2 electrones (1-RDM y 2-RDM
respectivamente, por sus siglas en inglés). Donde 1-RDM lo trataremos como I' (1.4) y 2-RDM
como D (1.5)[2], en el resto del escrito. La expresiéon de la energia en espin-orbitales ¢;, estd

dada por

E =) Tihwi+ Y Diju (Kllij) (1.3)

ik ijkl
La matriz I' se construye mediante una reduccién sobre las coordenadas de espin-orbitales de

los N — 1 electrones. D, de manera similar a I', se obtiene mediante una reduccién sobre las

!Los pardmetros variacionales @ pueden ser: los exponentes de una funcién, los coeficientes de una funcién,

etcétera.
2La teoria de Hartre-Fock incluye al menos la correlacién de intercambio debida a los electrones con espines

paralelos.
3La correlacién en quimica cudntica tiene una naturaleza puramente electrénica y se refiere al hecho de que

el movimiento de los N-electrones en un sistema no son independientes.




coordenadas espin-orbitales de los N — 2 electrones. N es el niimero de electrones y ¥ la funcién

de onda que depende de las coordenadas x.!

I(x1;x)) = N/dx2 o dxN (X1, X2, - XN) P (X)), X2, 0 XN) (1.4)

N(N —1)

D(x1,X2;X],%5) = 5

/dX3'--dXN\I/(Xl,Xz,Xg,...,XN)\II*(X/l,Xlz,X3,...,XN) (1.5)

hi; son los elementos de matriz de un electrén del hamiltoniano del core,

i = [ dxio) |- §jh_rﬂ (x) (1.6)

V2 es el operador Laplaciano, Z; la carga nuclear, r las coordenadas de los electrones, ry

las coordenadas nucleares y (kl|ij) son las integrales de dos electrones de las interacciones

Coulémbicas,
<wm=/wwmmmw@wﬁ@mwmg (L.7)

donde 712 es la distancia entre el electrén 1 y el electron 2.

Los espin-orbitales constituyen un conjunto ortonormal completo de funciones de una sola

particula,
(@nlen) = [ dxoi(x)6.) = b (18)

donde dg; es la delta de Kronecker cuyo valor es 1 cuando ¢ = j y 0, en cualquier otro caso.

Existe una relacién de contraccién importante entre I' y D, dada por la siguiente expresion,

2 2
I(x1[x1) = N_-1 /dXD(X/h x|x1,x), | T = N_-1 Z Diji; (1.9)
J

esto implica que la expresién (1.3) es un funcional que unicamente depende de D, porque D

determina T.

1 . . 2 . . 4. z
En todo el escrito las ecuaciones estdn escritas en unidades atémicas. Ademds x = (r, s) representa la

combinacién de coordenadas espaciales y de espin.




Las teorfas funcionales de orbitales naturales de Mario Piris (PNOF'i, i = 1 — 7) [3] emplean
las matrices reducidas de la densidad de un electréon I' y reconstruye D a partir de I' para
determinar la energia electronica del estado fundamental. La reconstruccién se lleva a cabo
empleando un determinante de Slater, de manera que D se corrige empleando una matriz de
correlacion, cuya construccién es la base de las teorias PNOF’s. T incorpora nimeros de ocupa-
cién (ON, por sus siglas en inglés) fraccionarios de manera natural, lo que deberia proporcionar
una correcta descripcién de la correlacién no dinamica, ya que ésta es la correlacién debida a
otras configuraciones, dadas por las ocupaciones fraccionadas de los orbitales moleculares de-
generados de los electrones del sistema. Esto significa que PNOF toma en cuenta la naturaleza

multiconfiguracional de las moléculas.

Dentro de la expresion de energia se incluyen también las conocidas matrices de Coulomb y
de intercambio cuyos tiempos y memoria RAM de cédlculo son los que tratamos de mejorar en
este trabajo, a través de la implementacién y validacién del método de ajuste de la densidad
(también conocida como resolucién de la identidad). En este proyecto trabajamos con PNOF5,
gracias a que recientes estudios lo promueven como una herramienta novedosa para el analisis

del enlace quimico [4-6].




Capitulo 2

Justificacion y Objetivo

Recientes estudios demuestran que PNOF5 se esta convirtiendo en una alternativa para estudiar
sistemas fuertemente correlacionados, ya que es capaz de recuperar correlacién no dinamica de
manera adecuada, mediante la obtencién de ntimeros de ocupacién fraccionarios, aunque no de

manera suficiente para correlacion dindmica.

PNOF5 se ha aplicado para estudiar la disociacién de moléculas isoelectrénicas de 14 electrones;
Na, O%Jr, CN—, NO™ y CO. Se ha encontrado que el método describe el limite de disociacién
de éstas moléculas con un niimero entero de electrones en los dtomos bien separados y, por lo
tanto, conduce a soluciones fisicamente significativas. Por otro lado, se ha encontrado también
que PNOF5 predice una barrera de torsién de 65.6 kcal/mol en la molécula de etileno, el cuél
estd en excelente acuerdo con CASPT2 (Complete Active Space Second-order Perturbation
Theory), cuya barrera de energia es 65.5 kcal/mol. A su vez, las curvas de disociacién de los
dimeros: Cro, Moy y Wy obtenidas con PNOF5 han mostrado que esta teoria puede explicar
adecuadamente la energia de correlacién no dindmica o estética, que se refleja en los nimeros
de ocupacion de los orbitales moleculares, los cuales, también son muy similares a las obtenidas
con CASSCF (Complete Active Space Self Consistent Field). En la practica el escalamiento
formal de PNOF5 es similar a MP2 (N®) y parte de nuestro objetivo es realizar la implementa-
ci6on de PNOF5 empleando ajuste de la densidad (DF, por sus siglas en inglés). El método DF
es una herramienta comprobada para aumentar la eficiencia de los métodos post Hartree-Fock.
En DF, la evaluacion de los integrales de cuatro centros se reduce a un méaximo de tres centros,
cuyo paso dominante es el calculo de las ERI de tres centros, que se deben calcular dos veces

para poder construir las matrices de Coulomb e intercambio.




Al usar el método de DF para determinar las matrices de Coulomb e intercambio en PNOF5,
esperamos reducir el escalamiento a N4, y con esto una reduccién del tiempo de calculo debido
a que el nimero de operaciones serd menor. También, es posible analizar a partir de estos datos
que la memoria RAM involucrada en el célculo serd menor, como puede verse en el caso de la
molécula de agua. Si usamos el conjunto de base aug-cc-PVDZ, la memoria RAM involucrada
sera 0.22 GB en la implementacion original y 0.02 GB con DF. Por lo tanto, esperariamos que

la nueva implementacién nos permita estudiar a futuro sistemas maés grandes.

De esta manera, como objetivo, deseamos contar con una implementacién robusta de PNOF que
aplique el método de ajuste de la densidad para poder estudiar sistemas complejos. A su vez,
analizar la eficiencia de DF en PNOF5, mediante los tiempos y memoria de cdlculo involucrados
en la evaluacion de las matrices de Coulomb en intercambio, comparandola contra la versién

sin ajuste de la densidad.




Capitulo 3

Marco Teodrico

Antes de estudiar la teoria que nos concierne necesitamos entender sus antecedentes. En primer
lugar definiremos la ecuaciéon que dio inicio a los estudios de sistemas de muchos cuerpos a
nivel microscépico, la ecuacion de Schrodinger. Posteriormente revisaremos la primera teoria
que resuelve la ecuacion de Schrédinger como un sistema de particulas no interactuantes y que
toma en cuenta el principio de Pauli, conocida como método de Hartree-Fock. Y finalmente
analizaremos la expresién de la teoria funcional de orbitales naturales nimero cinco de Mario

Piris y su evaluacién con ajuste de la densidad.

3.1. Ecuaciéon de Schrodinger

A pesar del esfuerzo que hizo Isaac Newton estudiando los sistemas macroscépicos, la radiacién
del cuerpo negro' demostré que esta teorfa no era suficiente para entender los fenémenos que
ocurrian a una escala menor, la microscépica. El deseo humano de querer comprender mas alla
de lo que podemos ver a simple vista fue suficiente para empezar a explorar matematicamente
dichos fenémenos, dando lugar a la mecédnica cudntica, cuyos desarrollos fueron descritos por
grandes cientificos del siglo XX, obteniendo finalmente una de las ecuaciones mas importante
en la historia de la ciencia, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo no-relativista
(3.1).

FEn quimica, nos interesa resolver una gran cantidad de problemas, para ello partimos nuestro

LCuerpo negro: objeto o sistema que absorbe toda la radiacién incidente sobre él, y re-irradia energia que es

caracteristica solamente de este sistema radiante, no dependiendo del tipo de radiacién que incide sobre ella.




3.1 Ecuacion de Schrédinger

estudio dandole la importancia merecida a la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

no relativista,

HU(xN, RM) = Eu(xV, RM) (3.1)

donde H es el operador hamiltoniano del sistema, ¥ la funcién de onda y E la energia del
sistema. Las coordenadas electrénicas son descritas de manera colectiva en x”, el cual incluye
las 3 coordenadas espaciales (r;) y una adicional de espin a(w) o B(w) de todos los electrones.
Por otro lado, RM es el vector colectivo de las posiciones nucleares, N el nimero de electrones

y M el ntimero de ntcleos.

En unidades atémicas' el operador hamiltoniano tiene la siguiente forma,

A~ N A ~

H=T,+ Vo +To+ Ve + Vye (3.2)

z vNZZAZB_fzvuzf_zz (3:3)

RAB i>7
Los operadores de la energia cinética nuclear, la repulsién nicleo-ntucleo, la energia cinética
electrénica, la repulsion electron-electrén y la atraccion ntcleo-electron se denotan respecti-
vamente, como, T, Vin, Te, Vee y Vie. Rag, rij ¥ Tia se definen como Rap = |Ra — Rp|,
rij = |ri — 1| y ria = |ri — Ra|. M4 es la relacién de las masas nucleares y Z4 sus cargas

correspondientes. Y V2 el operador Laplaciano, que actud sobre las coordenadas r; o R4, para

electrones y ntcleos, respectivamente.

Los nicleos tienen una masa mayor comparada con la de los electrones, practicamente se puede
considerar que los electrones se mueven dentro de un campo de potencial generado por los
nucleos fijos. La aproximaciéon de Born-Oppenheimer emplea esta suposicién y desacopla el

movimiento nuclear del electrénico. Entonces, el efecto del operador de energia cinética nuclear

!Cuando la ecuacién de Schrédinger esté expresado en unidades atémicas, significa que los valores de; masa
del electrén, la constante de Planck dividida sobre 27 y la carga del electrén son todas iguales a 1, de esta manera

la energia obtenida en (3.1), por ejemplo, estard en Hartrees.




3.1 Ecuacion de Schrédinger

es despreciable en la solucién electrénica, la repulsién ntcleo-nicleo es una constante para una

configuracion nuclear definida. Con este tratamiento obtenemos un hamiltoniano electrénico,

. N 1 ) N M Z4 N N 1
Helec:_ZQVi_ZzA:m+ZZ (34)

re
i o> Y

La ecuacion se reduce entonces a resolver el problema de tnicamente el sistema electrénico,

~

Helec\yelec = 8elec\pelec (35)

la funciéon de onda obtenida es conocida cémo la funciéon de onda electrénica que describe el
movimiento de los electrones y depende explicitamente de las coordenadas electrénicas, pero

paramétricamente de las coordenadas nucleares,

Vetee = \If({’l”l}, {RA}) (36)

Por dependencia paramétrica se entiende que, para los distintos arreglos de los ntcleos, W .. es
una funcién distinta de las coordenadas nucleares. Asi también la energia electrénica tiene una
dependencia paramétrica de las coordenadas nucleares, €qec({R4}). Una vez obtenidos estos
valores se puede obtener la energia total del sistema para nicleos fijos mediante la siguiente

expresion,

M M Z1Z5
8tot - 8elec + Z Z T (37)
A B>A AB

que considera la repulsion debida a los nticleos.

Para lograr determinar una energia confiable con las teorias que aproximan a la ecuacién de
Schrodinger, es necesario que ésta sea variacional. Y por variacional entendemos que debe estar

en concordancia con el teorema variacional. Esto significa que,

E¢ = E¢(O¢1,0¢2, ...,OéN) > EO (38)

donde «; son los pardmetros variacionales [7, 8].




3.2 Ecuacién de Hartree-Fock

3.2. Ecuacién de Hartree-Fock

La ecuacién de valores propios para determinar la energia del estado fundamental de un sistema
de particulas es muy compleja para resolverse con bajo costo computacional. Se requiere para
ello buscar otras metodologias que permitan una aplicabilidad real en sistemas que involucran

mas de dos particulas, que son de gran interés en quimica.

El método de Hartree-Fock es el punto de partida de las subsecuentes teorias en quimica cuanti-

ca. Para determinar la energia del estado fundamental de un sistema de N electrones, usa un

Unico determinante de Slater con una constante de normalizacién dada por \/%

bi(x1)  @j(x1) - ér(x1)

Blxaxa ) = bi(x2)  Pj(x2) -+ or(x2) (3.9)

1
Vv N!

|Pi(xN)  Pj(xN) o0 r(xN) ]
Esta funcién es conocida como una funcién de onda antisimetrizada, debido a que incluye el
intercambio entre electrones con espines iguales, es decir, matemdticamente, |- -+ @y, -+ Gy -+ ) =
— |+ ¢n-+m--+), donde se ha empleado la forma condensada de representar al determinante

de Slater.

De acuerdo al principio variacional, los mejores espin-orbitales ¢, y ¢ son aquellos que mini-

mizan la energia electrénica,

. N 1 N N
Eo = (Uo|H|¥o) = ) [alh]a] + 3 D) laalbb] — [ablba) (3.10)
a b

a

en este punto los valores de (¥o|H|Wy), son las contribuciones de energia cinética y potencial de
los electrones y las matrices correspondientes a las interacciones coulémbicas y de intercambio.

Se muestran a continuacién respectivamente,

Jap = [aa|bb] = /dxldXQQbZ(xl)an(xl)rl;gbz(xz)gbb(xz) (3.11)

10



3.2 Ecuacién de Hartree-Fock

K, = [ablba) = / dx1dx2¢% (x1)bp(X1)15 Of (X2) da(x2) (3.12)

Para obtener la energia de HF se deben restringir las funciones ¢, a que permanezcan ortonor-

males, esto significa que deben cumplir con la siguiente relacién,

<¢a|¢b> = dab (3.13)

y aplicando el método variacional se obtiene la siguiente expresién,

h(1)+ > A1) = A1) | ¢all) = eadba(1) (3.14)
b#a b#a

que tiene la forma de una ecuacion de eigenvalores.

Es posible eliminar la restriccién b # a en (3.14) mediante el anélisis de las matrices ¢ y ¢/,

los cuales se presentan a continuacion:

H(1)ga(1) = [ [ drasi @l ou@)| a1 (3.15)

A(1)6a(1) = [ [ ansi@rida®| 6.0 (3.16)

Tomando como referencia las ecuaciones (3.15) y (3.16), podemos darnos cuenta que 7, y %,

son iguales. Esto nos permite eliminar la restriccién b # a en la ecuacién (3.14), pues

[Za(1) = Ha(1)] $a(1) = 0 (3.17)

Finalmente obtenemos la forma simplificada del tensor que se encuentra entre corchetes en

(3.14), conocida como operador de Fock.

FA) =h(1)+) A1) — Hp(1) (3.18)
b

Al sustituir esta ultima expresién (3.18) en (3.14), obtenemos la ecuacién de Hartree-Fock.

/ |¢a> = E&a |¢a> (3.19)

11



3.3 Teoria Funcional de Orbitales Naturales

Generalmente tratamos a esta expresién como una ecuacioén de eigenvalores. Sin embargo, podria
describirse mejor como una ecuacién de pseudo-eigenvalores debido a la dependencia funcional
del operador de Fock con los operadores de Coulomb e intercambio sobre las funciones ¢,.
Entonces las ecuaciones de Hartree-Fock son realmente ecuaciones no lineales que se resuelven

mediante un procedimiento iterativo [8].

3.3. Teoria Funcional de Orbitales Naturales

Dado que las interacciones entre electrones son por pares dentro del hamiltoniano electrénico,
la energia puede ser determinada exactamente del conocimiento de la matriz reducida de la den-
sidad de 2-electrones (2-RDM) D. 2-RDM contiene toda la informacién relevante si uno esté
interesado en los valores esperados de los operadores de una y dos particulas. De esta manera,
la dependencia de N particulas puede evitarse dado que 2-RDM es mas econémico computacio-
nalmente. Queda, sin embargo, el problema de como garantizar que 2-RDM se deriva de una
funcién de onda de N particulas (a esto se le conoce como el problema de N representabilidad
que puede analizarse con mds detalle en el Apéndice A) [9, 10], cuando la energia electrénica

se obtiene empleando 2-RDM en un célculo variacional.

3.3.1. Matrices Reducidas de la Densidad de 1 y 2 electrones

La energia electronica E para un sistema de IV electrones es un funcional exacto y explicitamente

conocido de I" y D. La expresion en spin orbital (SO, por sus siglas en inglés) estd dada como,

E[T,D] =Y hiTki + Y Dyj (i|kl) (3.20)
ik ijkl

la ecuacion se reduce a resolver un problema de N variables, a una suma sobre contribuciones
de una y dos particulas dado que las interacciones son por pares. h es el hamiltoniano mono-
electrénico que contiene informacion sobre la energia cinética y potencial de los electrones, I’
es 1-RDM, D la 2-RDM y (ij|kl) son las bien conocidas integrales de repulsion electrénicas
(ERI, por sus siglas en inglés) objetos de donde proviene la informacién de las interacciones

bielectrénicas.
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3.3 Teoria Funcional de Orbitales Naturales

Existen algunas condiciones conocidas como convenio de normalizacién de Léwdin [11], los

cuales nos dicen que la traza de I' es igual al ntimero de electrones,

TT =) Ty=N (3.21)

v la traza de D es el nimero de pares de electrones en el sistema.

N(N —1)

TrD =Y Dy i = 5

ik

(3.22)

Una importante relacién de contracciéon entre 1-RDM y 2-RDM que estd en concordancia con

las condiciones de normalizaciéon de Lowdin, es
2
Ty = ) ; Di.jj (3.23)

Por lo tanto, el funcional de la energia (3.20) es s6lo dependiente de 2-RDM, porque D determi-
na I'. Sin embargo, los intentos para determinar la energia minimizando E[D] son complicados
debido a que sus condiciones de N representabilidad no son bien conocidas. Por otro lado, las
condiciones de N representabilidad de I son bien conocidas (como se puede ver en el Apéndice
A). Debido a eso, se propone un funcional de la energia dependiente solamente de T, E[T']. La
construccién del funcional de la energia electrénica E[I'] puede analizarse con mas detalle en el

Apéndice A.

3.3.2. PNOF5 con ajuste de la densidad

La expresién de PNOF5 [12, 13] (A.18), deducida en el Apéndice A, en orbital espacial, tiene

la siguiente forma,

N N
EPNOF5 = Z[np(Qpr + Jpp) - \/WKpﬁ] + Z annp(Jpq - qu) (3‘24)
p=1 pg=1

donde los signos ”, indican que se estdn omitiendo las contribuciones cuando p = ¢ y los de los
estados acoplados de una particula (p, p), N es el nimero de electrones en el sistema, n, son
los ntimeros de ocupacién por cada orbital, con valores que van 0 a 1. El indice p=N —p+1,

este valor es interesante ya que se puede visualizar como aquel que corre sobre los orbitales
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3.3 Teoria Funcional de Orbitales Naturales

virtuales como sucede en en la expresién de Moller-Plesset de segundo orden (como puede verse

en el Apéndice D) [14].

Nuestro interés principal es escribir la ecuacion anterior usando el método de ajuste de la
densidad para las integrales bielectrénicas y, para llegar a ello primero debemos escribirlo en

notacién bra-ket,

N
E= Z{np plhlp) + (pplpp)] — /A (pPlPD)} — Y "ngnp[2(pplag) — (palap)]  (3.25)

Las matrices de Coulomb J,; = (pp|qq) e intercambio K, = (pg|gp) tienen la misma estructura
que (3.11) y (3.12), solo que en (3.25) se encuentran en orbitales espaciales. Lo mismo aplica
para (p|h|p), que es el hamiltoniano del core (1.6). J,, = (pp|pp), tiene la misma forma que
Jpq Pero con q¢ = p. De manera similar, K3, tiene la misma estructura que K, s6lo cambia el

indice p en ella.

A continuacién, hacemos uso del método conocido en quimica cuéntica como CLOA (Combi-
nacién Lineal de Orbitales Atémicos) [15], usando los coeficientes de transformacioén correspon-

dientes,"

Npas

r) = Z Cup@,u(r) (3.26)

N Nbas N Nbas
E=Y " 2n,(ubp)CopCup+ Y > np(ur|Aa)ClpCupCipCop (3.27)
P uv P uvio
N Nbas
- Z Z V(o | Av) CupCrpCapCop
P uvio
N Nbas
+ Z Z "ngnp2(pv|Ao) — (uo|Av)]CupCupCagCoq
P uvio

Los coeficientes atémicos corren hasta el nimero de orbitales atémicos correspondientes a cada

molécula (u, v, Ay o).

! Npas es el nimero de funciones de base y Ngpas, €l nimero de funciones de base auxiliar.

14



3.3 Teoria Funcional de Orbitales Naturales

La ecuacion (3.27) puede ser escrita de una forma més compacta empleando las matrices de
densidad (T'), las cuales son matrices de densidad por orbital, no total. Esto nos permite asociar

una densidad electrénica por cada orbital,

Nbas N Nbas N Nbas

E=> 20T+ Y npJhIb, - Z Vs KB, TP (3.28)
pv P pv p

N Nbas
30N ngngl2J8, — K8, )T
P pv
Las expresiones empleadas fueron:
N
T =Y nplh, (3.29)
P
re = CﬁC’f (3.30)
Nbas
Th =D (upo)ry, (3.31)
Ao
Nbas
K, = (po|aw)Ty, (3.32)
Ao

Sin embargo, la forma 1til para introducir DF en primer instancia es la expresién (3.27), ya

que permite visualizar de manera correcta dénde apareceran las funciones de base auxiliares Q.

Apoyéndonos de las ideas generadas en HF con DF (segtn el Apéndice C), escribimos finalmente

E de PNOF5 como,!

N Npas N Npas Napas
E=) " 2n(ulbp)CupCup+ DD > mp (1Q)(QI0)ClapCopCipCop (3.33)
P pv P puvie Q

N Npas Napas

S S mna(nolQ) QM) CrpCupCipCop

P urvdo Q

'Las tildes que aparecen en (3.33) indican que las integrales de tres centros ya estan reescaladas por la métrica

de Coulomb, como se observa en el Apéndice B.
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3.3 Teoria Funcional de Orbitales Naturales

N Nbas abas o~

+ZZ "4y 2(u01Q)(QIN) — (10]Q) (QIN)]CrupCipCirgCirg

P uvio

La expresién (3.33) es muy compleja. El procedimiento seguido para su evaluacién se muestra

en la siguiente seccién.
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Capitulo 4

Metodologia

El presente trabajo consta de dos partes, la primera involucra la implementacién de DF para la
evaluacién de las integrales de cuatro centros y en segundo lugar la validacién de la implementa-
cién para la obtencién de las matrices de coulomb e intercambio tanto en HF como en PNOF5.
Esto posteriormente, nos permitirda determinar los tiempos y memoria de calculo, involucrados

en la evaluacion.

4.1. Implementaciéon Computacional

Las implementaciones computacionales se realizaron en el cédigo abierto Psi4dNumpy [16], soft-
ware de quimica cuantica en Python 3.0, lo que facilita el acceso a dichas herramientas a
nuevas generaciones de quimicos tedricos y computacionales, ya que Python es un lenguaje facil

de aprender y se ha hecho muy popular en la computacion cientifica.

4.1.1. Matrices J y K en orbital atémico con integrales de cuatro centros

Para obtener las matrices de Coulomb e intercambio para la implementacién de Hartree-Fock
y PNOF5 en su forma original, es decir, sin ajuste de la densidad, se requieren las integrales de
4 centros y los coeficientes de transformacién C, los cuales se pueden acceder de manera facil

en PsidNumpy de la siguiente manera,
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4.1 Implementaciéon Computacional

I = np.asarray(mints.ao_eri())
C = np.asarray(scf_wfn.Ca())
P = np.einsum(‘pi,qi->pq’, C, C)

o
]

np.einsum(‘pqrs,rs->pq’, I, P)

K = np.einsum(‘prgs,rs->pq’, I, P)

Tabla 4.1: Procedimiento para la obtencién de la matriz de Coulomb e Intercambio

original en Psi4dNumpy.

Las integrales de repulsion electréonica en orbital atomico se obtienen de la funcién mints.ao_eri
y son almacenadas en el arreglo I. Las funciones mints.ao_eri y scf _wfn_Ca estdn ya prede-
finidas dentro de Psi4Numpy, lo inico que hacemos para usarlas es un llamado como se indicé
anteriormente. Donde scf_wfn_Ca contiene la informacién de los coeficientes de transformacion
del espacio de orbital atémico a orbital molecular, guardandose la informacién en el arreglo
matricial C. La funcién np.einsum realiza la multiplicacién matricial de acuerdo al convenio de
suma de Einstein. Con los coeficientes de transformacién, se construyen las matrices de densi-
dad total P, los cuales, multiplicados por las integrales de repulsién electrénica con los indices
adecuados para J,,, y K, construyen las matrices de Coulomb e intercambio.

De esta manera, obtenemos las matrices J,, y K, en su forma original, es decir, sin ajuste de

la densidad.
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4.1 Implementaciéon Computacional

4.1.2. Matrices J y K en orbital atémico con ajuste de la densidad

Siguiendo la idea del Apéndice C, mediante el uso de los tensores de tercer orden, podemos

obtener las matrices J y K a través de la siguiente construccién.

I' = np.einsum(‘kp,lp->pkl’,C,C)
Qpq = np.einsum(‘QP,Ppg->Qpq’, metric, Ppq)
X Qp = np.einsum(‘Qij,pij->Qp’, Qpqg,I)
J = np.einsum(‘Qij,Qp->pij’, Qpq,X-Qp)
N
I3, =) CiCE (4.4)
P
o Nabas
_1
Qo) = Y (QIP)"2(P|)o) (4.5)
P
Nb(lS —_——
X5 =Y (Qro)TE, (4.6)
Ao
Nabas S,
Th= Y (u]Q)X5 (4.7)
Q

Tabla 4.2: Procedimiento para la obtencién de la matriz de Coulomb usada en PNOF5,

en PsidNumpy.

metric corresponde a la métrica de Coulomb elevada a la —1/2, Ppq es el tensor de tercer
orden en orbital atémico (P|Ag). Para (4.4), hacemos las multiplicaciones correspondientes de
los coeficientes de transformacion C y guardamos el ordenamiento de los datos como un arreglo
de tres indices, debido a que en PNOF5 se emplean densidades orbitales y no totales. Poste-
riormente, se emplea el arreglo (P|\o) que estd en orbital atémico y se reescala con la métrica
de Coulomb para obtener (4.5). X, g corresponderd a una matriz (4.6) en vez de un vector como

podria verse en HF. Finalmente obtenemos una J},,,, con una dependencia directa con el orbital

p.
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4.1 Implementaciéon Computacional

El camino para la construccién de K, que empleamos, requiere del tensor (4.5) de la Tabla

4.2, integrales de tres centros que se obtienen de utilizar el método de ajuste de la densidad.

Z = np.einsum(‘Qij,pi->Qpj’,Qpq,C)
K = np.einsum(‘Qpi,Qpj->pij’,Z,Z)

Nyas

P

(Qlvp) = D (QIW)Cyy (4.8)

A

Nu.bas

N
KPR, =" (uplQ)(Qlvp) (4.9)
Q »p

Tabla 4.3: Procedimiento para la obtenciéon de la matriz de Intercambio usada en

PNOF5, en PsidNumpy.

Al igual que J, obtenemos una matriz dependiente de p. La diferencia a la implementacién de
J es que en vez de usar la matriz de densidad para construir el tensor de tres centros, usa sola-
mente los coeficientes de transformacién. Se construye (Q|vp) (4.8) mediante la multiplicacién

del coeficiente correspondiente y (Q|A\v). Khy, (4.9) se construye reciclando (4.8) y haciendo la

multiplicacion con los indices correspondientes de acuerdo al convenio de suma de Einstein.

Esta forma de implementacién presentada en (4.8) y (4.9) es mejor debido a que el nimero
de operaciones que hay que realizar para construir K es menor usando los coeficientes que la
matriz de densidad presentada en (4.4), como se puede ver a continuacién al calcular el cociente

entre sus numeros de operaciones.

K[D] = Nabale?as (410)

K[C] = NabasNis (4.11)

Por lo tanto, el cociente entre ellos nos dice que al usar el segundo método nos ahorramos Ny,

ciclos de operaciones en la evaluacion de K, esperando una mejora en los tiempos de calculo.
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Capitulo 5

Resultados y Discusion

El método de ajuste de la densidad se implemento en el software de distribucién libre Psi4Numpy.
Los calculos se realizaron en una maquina con procesador Intel(R) Xeon(R) y CPU E5-2630 v3
@ 2.40 GHz. Los datos obtenidos corresponden a cadenas lineales de alcanos Cy, Hop, 11, emplean-
do la base aug-cc-PVDZ, cuyas geometrias se obtuvieron de NIST Computational Chemistry

Comparison and Benchmark Database [17].

Memoria, GB

n FERI,:N* ERIp;: N®

1 0.100 0.006
2 0.800 0.029
3 3.160 0.082
4 8.780 0.176
5 19.780 0.324
6 38.860 0.537
7 69.230 0.829
8 114.660 1.211
9 179.450 1.694
10 268.450 2.292

Tabla 5.1: Memoria de la CPU involucrada en la evaluacién de las matrices J y K en
orbital atémico para cadenas lineales de alcanos, donde n es el namero de atomos de

carbono.
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Los valores de memoria RAM que aparecen en la Tabla 5.1, fueron calculados de la siguiente

manera,

I=08x107"? (5.1)

donde i es 4 0 3 segun el orden del tensor y O sus dimensiones correspondientes. La constan-
te 8 x 1072 es para hacer la conversién a GB, ya que los ntimeros reales con doble precisiéon
(double) son de 8 bytes y 1 byte es igual a 1 x 1072 GB. La evaluacién original de las ERIs en
general escala como O*. Empleando DF, el escalamiento mediante el analisis de la expresién
(B.6), es O3. A través de ella, se calculé la memoria involucrada en dichas implementaciones,
cuyos datos se presentan en la Tabla 5.1, alcanzando gran reduccién de memoria usando DF. A
comparacién de la implementacién original que requiere una gran capacidad de computo para
aplicaciones reales. Por esa misma razon, los calculos para Jo; v Kot en la Figura 5.1 se

realizaron hasta n = 6 ya que los recursos de memoria RAM eran limitados.

° HF
Jori
- HF
15| — Kom'
® HF
RI
HF
e
g RI
s 10 | 5
o
g
g
+~
51 N
0l N

2 4 6 8 10

Numero de dtomos de carbono (n)

Figura 5.1: Grafica que representa la evolucién del tiempo en la evaluacién de las
matrices J,, y K,, con respecto al incremento de los niimeros de carbonos en Hartree-
Fock para cadena lineales de alcanos. Se presenta la evaluacién original asi como con

la que emplea ajuste de la densidad.

Y Jori ¥ Kori, se refiere a que las matrices fueron evaluadas con las integrales de cuatro centros.
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Las evaluaciones para HF mostraron una enorme aceleracién para la matriz .J,,,,, obteniendo casi
una tendencia lineal como puede compararse al analizar la curva azul para la implementacién
original y café con DF en la Figura 5.1. Por otro lado, las evaluaciones para K,,, no mostraron
una aceleracion muy marcada, esto se atribuye a que en la determinaciéon hay una inversién de
los indices en la evaluacién de la integral (que es la diferencia con J) que hacen més lenta su

obtencion.

A diferencia de la implementacion para HF, en PNOF5 si se vio una tendencia mas marcada
para K, asi como en J (Figura 5.2). Sin embargo, aunque no hay una aceleracién en conjunta
(tanto para Jp, como para K,,), el verdadero beneficio de usar DF es el bajo consumo de me-

moria, permitiendo en un futuro aplicarlo en sistemas moleculares mas grandes.

—e JPNOF5
or
- PNOF5
Kori
PNOF5
+
200 ’ ;RPINOFB
e
€ RI
o)
Q,
g
kS 100 | 1
+
0 - .
| | | | |

Numero de dtomos de carbono (n)

Figura 5.2: Grafica que representa la evolucion del tiempo en la evaluacion de las
matrices JI, y K, con respecto al incremento de los nimeros de carbonos en PNOF5
para cadenas lineales de alcanos. Se presenta la evaluacién original asi como con la que

emplea ajuste de la densidad.

Analizando las figuras 5.1 y 5.2, como aquellas que estan dadas con el incremento del nimero
de funciones de base, se obtiene la misma tendencia. Entonces, es de esperarse que el tiempo
también se reduzca para sistemas moleculares mas grandes. Por otro lado, también es importante

recalcar que la base empleada es grande, cuyos datos son los utilizados para aplicaciones reales,
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implicando entonces la tendencia de uso para la evaluacion de energia de sistemas moleculares
de un interés particular. Sin embargo, es necesario considerar que al fin de cuentas DF es un
método que aproxima a las integrales de cuatro centros, cuyo precio, es una variacién a partir

de la cuarta posicién después del punto decimal en la energia electrénica de PNOFS5.
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Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

Los resultados mostrados en este trabajo demuestran que las implementaciones realizadas en
Psi4aNumpy para la determinaciéon de las matrices J,,, y K, tanto para su uso en HF como
en PNOFS5, mostraron una disminucién en el tiempo y la memoria empleada en los célculos
correspondientes en cadenas lineales de alcanos. Con esto también, generamos una rutina de
evaluacién de DF que puede emplearse para otras teorias en quimica cuantica que requiera de
la construccion de las matrices J y K, ya que lo inico que se deberd modificar para los propdsi-
tos del usuario, seran los indices respectivos del espacio orbital en que se esté estudiando el
sistema de interés entre otras adecuaciones, propias de la teoria empleada. De manera general,
se obtuvieron los conocimientos fundamentales para la implementacion de DF en otras teorias

en que se trabaje.

Ciertamente ambos objetos (memoria y tiempo) son necesarios disminuir para tener realmente
un cédigo robusto y eficiente. Sin embargo, mediante la experiencia obtenida con lo realiza-
do, podemos extendernos como perspectiva, implementar ajuste de la densidad para calcu-
lar la energia de Mgller—Plesset de segundo orden, que implica implementar PNOF7. Ademas
podriamos implementar también DF en el cdigo DoONOF (Donostia Natural Orbital Functio-
nal) para incorporar de manera variacional el célculo de la energia y revisar el efecto de los

nimeros de ocupacién por emplear densidades ajustadas.
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Apéndice A
Funcional de Orbital Natural # 5 de Mario

Piris

Los funcionales de Mario Piris [18-24], son expresiones de energia en términos de las matrices
reducidas de la densidad de uno y dos electrones, I' y D respectivamente, donde D se recons-
truye a partir de I'. En este apartado analizaremos la ecuacién del funcional de orbital natural
(NOF, por sus siglas en inglés) y las condiciones necesarias para que PNOF5 sea N represen-

table.

Construccion del Funcional de Orbital Natural de Mario Piris

La energia electrénica E como funcional de las matrices reducidas de la densidad de 1 y 2

electrones I'" y D, respectivamente, se escribe en funciones espaciales de la siguiente manera,

b= Z fp’“hrp + Z Dpwt (pq|rt) (A1)
pr

pqrt
los indices p, g, r y t son los orbitales espaciales, h,, es la matriz del hamiltoniano del core y
(pq|rt) las integrales de repulsién electrénica, definidas en la seccién de Introduccién. Las tildes

en I' y D, indican que estas matrices se encuentran en funciones espaciales.

Los espin-orbitales forman dos conjuntos de electrones, espin « y espin 5, de manera general
etiquetamos a cualquier conjunto o o 8 como o. De esta manera, la forma de la matriz '), estd

dado por,
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T, =T0 +T5 (A.2)

la suma de las matrices reducidas de la densidad para cada conjunto « o 3, con I') = ngdy, y

la matriz D+ como,

Dpgrt = g‘v“oth + Dzolfqt + Dqﬁtofpr + Dgréqt (A.3)
D satisface las condiciones de hermiticidad,
Dpgrt = Dy pg (A.4)
y antisimetria,
Dypgrt = =Dgprt = =Dpgtr = Dripg (A.5)

esto asegura que los valores de E sean nimeros reales.

D se reconstruye a partir de I, la recostruccion se lleva a cabo mediante una combinacion lineal
de las funciones I'" que da una expresién muy parecida a HF y corrige la energia mediante una
matriz cumulante, conocida como la matriz de correlaciéon A. Las propiedades de esta matriz

son las mismas que aparecen en (A.4) y (A.5) que se cumplen para la matriz D.

Entonces, para la contribucion o, la expresién de D queda de la siguiente manera,

go 1 g g ag ag oo

pq,rt — 5( pr+qt — Fptrqr) + pq,rt (A6)
npng oo

= 9 (5pr5qt - 5pt5qr) + )‘pq,rt

donde la matriz de correlacién A? se construye mediante un producto antisimétrico de la matriz

A.

. . fe% o ., .
En el caso de las contribuciones D%? y D? la construccién es como sigue,

pg;rt gt
1
Dpov = 5T gt + ot (A.7)
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1
= ing‘ng OprOgt + /\z(f ot

La forma de las matrices de correlacion A se escribe a continuacion,

o Ad
Apgrt = — 9 (6prOgt — OptIgr) (A.8)
apf quﬂ Hpr
qu,rt = - 92 5p1”5qt + 9 5pq5rt (Ag)

Como se puede observar en (A.9), la matriz de correlacién A*? se construyé mediante una
combinacién lineal de las matrices A y II. Las matrices A y IT son funciones explicitas de los
nimeros de ocupacion, que se construyen de manera distinta para cada versiéon de PNOF. A

es una matriz simétrica real y Il es hermitiana e independiente del espin.

Sustituyendo la expresién (A.8) en (A.6) y (A.9) en (A.7) y agrupando términos comunes,

obtenemos,

oo _ Ty i
qu,rt = 9 (5pr5qt - 5pt5qr) - 2 (5pr5qt - 5pt5qr) (A.lO)
1 g, go
= i(npnq - qu )(5177’59‘(15 - 5pt(5q7“)

af 1 a, B Agg HPT’

qu,rt = an nq 5p7“(5qt — Tépréqt + Tépqért (All)
1, . o 1L,
= S (npng = AL)oprGgt + = Gpqr

Para un estado singulete, debemos hacer las siguientes consideraciones,

n, = ng =n, (A.12)
‘Pg =%p = Fp (A.13)
ARl = A% = Ap = Agg (A.14)
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de esta manera, nuestras expresiones para D’ y D quedan como,

1
D99 = i(npnq — qu)(éméqt — 6pt6q7') (A15)

op 1 11,
D = o (g — Dpg)dprqt + —Opg0rt (A.16)

Sabiendo que D = DA y DB = DB podemos desarrollar D como sigue

D= (npnq - qu)(%préqt - 5pt5qr> + Hprdpqdrt (A~17)

Sustituyendo la expresién (A.17) y (A.2) en (A.1) y agrupando términos comunes, el funcional

de la energia electronica dada por PNOF, queda de la siguiente manera,

E= Z 2nphpp + Z(npnq — Bpg)(2Jpg — Kpg) + ZHpquq (A.18)
P Pq Pq

donde n, son los nimeros de ocupacién para el orbital p. Aparecen también las matrices de
Coulomb e intercambio, J,q y K, respectivamente y una matriz adicional Ly, conocida cémo
la matriz de inversién temporal e intercambio, que para orbitales reales, tiene la misma forma

que la matriz de intercambio.

Condiciones de N representabilidad en PNOF5

Para un sistema cudntico de N particulas dado un hamiltoniano que involucra interacciones
no més de dos cuerpos, la energia es un funcional exacto E[D] de D. De ahi surge que usar la
funcién de onda ¥ de N particulas nos proporciona una mayor cantidad de informacion que
la que realmente necesitamos. Se sugiere entonces usar D en vez de la funcién de onda. Sin
embargo, no es posible simplemente reemplazar D por W. Para lograr una representacién real
de ¥ es necesario, de acuerdo a Coleman, imponer algunas limitaciones para garantizar un valor
fisico de la energia del estado fundamental, ya que D proviene de una funciéon de onda anti-
simétrica con respecto al intercambio de fermiones. La necesidad de obtener D que corresponda

a una funcién de onda de N particulas, se conoce como el problema de N representabilidad [25].
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Para asegurar que la energia electrénica obtenida usando las matrices reducidas de la densidad
de primer y segundo orden es la misma que la que se podria obtener a partir de la funcién de
onda de N particulas, si esta fuera conocida, es necesario imponer algunas condiciones en I y
D. Aunque formulamos un funcional E[I'] la dependencia con D estd atin presente de manera

implicita. A continuacién se analizan las condiciones impuestas.

La condicién impuesta en I' es:

0<n; <1, (Z Dy = N) (A.19)

En primer lugar nos habla de que la traza de la matriz de densidad de una particula debe ser
igual al niimero de electrones en el sistema. Y en segundo lugar que las restricciones para los
numeros de ocupacién n;, tenga el intervalo mostrado en (A.19). Esto representa el grado de

llenado de un orbital con las particulas del sistema.

Para construir un funcional de la energia N representable E[D] es necesario imponer las con-
diciones conocidas como; D—, G— y (Q— a la construccion del tensor D. El cual indica que las

matrices D—, G— y (Q— deben ser positivas semidefinidas. Es decir,

s D>0

es decir, todos sus valores deben ser no-negativos. La condicion D— esta relacionada con las
interacciones electrén-electrén, Q— con las interacciones agujero-agujero y G— con las interac-

ciones electrén-agujero.
Para cumplir con la condicién D—, se impone la siguiente desigualdad en A

Agp < npnyg (A.20)

los valores de A deben ser menor o igual que el producto de los nimeros de ocupacion de los

orbitales p y ¢, cuyo producto, nos da informacién sobre las interacciones electrén-electrén, que
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es donde recae la condicion D—.

Por otro lado, para la condicion QQ—, la matriz A debe ser menor o igual al producto de los

agujeros (h,) generados por los orbitales p y ¢,

Agp < hphy (A.21)

y como se menciond anteriormente, ()J— da informacion sobre las interacciones agujero-agujero,

por eso las condiciones se imponen sobre estos valores.

Entonces, las condiciones de N representabilidad D— y ()— recaen sobre los elementos fuera de
la diagonal de la matriz A. Por otro lado, los valores maximos fuera de la diagonal de A, estan
dados por el producto del niimero de ocupacién del orbital p, n, y su agujero correspondiente
ng, es decir,

App = npny (A.22)
por lo tanto, de acuerdo a la siguiente definicién de A,

Apg = nf,épq + npnpdpg (A.23)

los tnicos valores que sobreviven son dados por (A.22).

Para cumplir con la condicién G—, la informacién recae en la construccion de la matriz IT, cuya

expresion para PNOF5, esta dada como,

Ipq = npdpg — /pNi03 (A.24)
Construyendo E con éstas expresiones, (A.23) y (A.24), y las condciones impuestas sobre ellas,

podemos expresar finalmente el funcional de la energia de la siguiente manera,

E= Z[”p(zhpp + Jop) = /pnp K] + Z "npng(2Jpg — Kpq) (A.25)
) P

donde los signos ”, indican que se estdn omitiendo las contribuciones cuando p = ¢ y los de
los estados acoplados de una particula (p, p), ya que cuando ¢ = p en (A.18), obtenemos

npng — Dpg = 0.
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Apéndice B

Método de Ajuste de la Densidad

Las teorias en quimica cudntica emplean integrales de 4 centros para determinar la energia de
un sistema de N electrones. En base atomica el requerimiento de estas integrales escalan como

N* obtenida de los cuatro indices que son necesarios mapear al hacer el calculo.

Gune = (Lv|Ao) (B.1)

Debido a eso, han surgido algunos métodos para evitar el uso de esta técnica original, en busca
de disminuir el escalamiento y de esta manera también el tiempo y la memoria involucradas
en el calculo. Uno de estos métodos es conocido como ajuste de la densidad o resolucion de la
identidad [26, 27], el cudl emplea funciones de base auxiliar R y ) para la simplificacién de las

integrales de 4 centros a 3 centros, como a continuacién se muestra:

(u|Ao) = Y (nv|R)[G ™R (QIA0) (B.2)
RQ

[G]pq corresponde a la métrica de Coulomb cuyos indices estdn dados en base auxiliar y (Q|A\o)

las integrales de tres centros que tienen la forma,

Glro = / R(rl)I;Q(rg)drldrg (B.3)
(@) = [QUr) Ao (ra)irnary (B.4)

(uv|R) se obtiene usando (Q|Ao) con los indices correspondientes.
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Para una implementacién més simplificada, la métrica de Coulomb se “divide en dos” para

contraerlo junto a las integrales de tres centros en un tensor de tercer orden,

(RIAo) = (G 2] re(Q[A0) (B.5)

y finalmente expresar la integral de repulsion electrénica aproximada mediante ajuste de la

densidad cémo,

e~ —~——

e = (HV|R)(R|Ao) (B.6)

Las ERIs de esta forma pueden emplearse posteriormente para obtener las matrices J y K en

RI

la teoria que estemos trabajando, mediante una sustitucién de g,,,n, por Gpro
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Apéndice C
Energia de Hartree-Fock con Ajuste de la

Densidad

La forma matricial del operador de Fock (3.18), escrita con los coeficientes de transformacién

de orbital atémico a orbital molecular (C'), tiene la siguiente forma

N/2 Npas
o = H* 32 3 CuaCl220) = (2v) (©1)

El producto de los coeficientes C' se puede expresar de manera simplificada en una matriz de

densidad total P dada por,

N/2

o= ZCACLC;a (C.2)

Hp7¢ incluye la energfa cinética de los electrones y la atraccion electrén-nucleo.

Las integrales de repulsién electrénicas de 4 centros involucradas son las matrices de Coulomb

y de intercambio siguientes, respectivamente.

Nbas

T[Paoluw = D (1nv|Ao) Py (C.3)
uv
Nba,s

K[Proluw = Y _ (pA[vo) P (C.4)
g

En estas ecuaciones podemos introducir la expresién de las integrales de 4 centro con ajuste de

la densidad (B.6) [28]. El inico procedimiento a realizar, es remplazar la expresién de 4 centros
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por el producto de las integrales de 3 centros, e incluir la suma sobre las funciones de base

auxiliares.

Nyas Navas

J[PyoIf Z Z (11Q)(QA0) Py, (C.5)
Nbas abas

K[Py,) Z Z (HAQ)(Qlvo) Pas (C.6)

El beneficio es la disminucién de tiempo y memoria RAM de cédlculo, debido a que resolver

integrales de 3 centros es mucho mas sencillo que resolver integrales de 4 centros.

Finalmente al incluir estas expresiones en la matriz de Fock, queda expresada una matriz de

Fock aproximada.

Nyas Navas

Fu = HyJ* + Z > Pyol2 (11Q)(Q1N) — (AIQ)(Qlvo)] (C.7)
Q

De esta forma identificamos que lo tinico que hacemos al pasar de una expresién sin ajuste de

la densidad a una que sf lo incluye, es sustituir los términos de (B.6) en la ERI de 4 centros.

Equivalencia entre el método de ajuste de la densidad y resolu-

cion de la identidad en la energia de Hartree-Fock

La energia electronica de HF se puede obtener mediante la siguiente expresién empleando los
coeficientes de ajuste x, las cuales aparecen al calcular la densidad mediante una aproximacién

de funciones de base auxiliar [29],

Npas Nyas Nabas Navas
Fur = 35 Bt + 3% 3% Fulpwliin =3 3 swkalPQ) (€
nv

en ésta expresion aparecen también los términos (B.3) y (B.4), descritos en el Apéndice anterior

y P corresponde a la matriz de densidad y H el hamiltoniano del core.
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En el método de ajuste de la densidad, los coeficientes de ajuste x se obtienen mediante una

ecuacion inhomogénea

Gx=1J (C.9)

donde G es la métrica de Coulomb y Jg el vector de Coulomb, cuyos elementos estan definidos

de la siguiente manera,

Gro = (R|Q) (C.10)
Nbpas
Jr = Z (| R) (C.11)

A modo de despeje de x en (C.9), podemos obtener la definicién de esta como a continuacién

se escribe,
Navas Navas Noas

xR = Z Grolo = Z Z (RIQ) ™ (Qluw)P, (C12)

Sustituyendo la forma de (C.12) en (C.8), obtenemos la energia de HF con DF,

Nbas Nbas Nn,bas
Epp = ZPWH,W++ >N (wIR)(RIQ) ™ QIAo) Py Pro (C.13)
urio RQ
Nbas abas
53 GAIRNEIQ) (@I P Pr
,uy)\a RQ

Llevando a cabo la reduccién presentada en el Apéndice B (B.5), expresamos la energia de SCF

finalmente como,

Nbas Nbas Nabu.s
Enr =Y PuHu++Y. S (wlR)(RXo)PuPy (C.14)
uv uvdo R
Nba.s Nabaa
—= Z > (W\R) (R|vo) Py Pro
,uu)\o R

La forma matemédtica de (C.14) con ajuste de la densidad es idéntica empleando el método de
resolucién de la identidad[30], es por eso que en algunos textos se maneja de manera indiscrimi-

nada. Por esa misma razén, en este trabajo hemos usamos el término DF como sinénimo para RI.
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Apéndice D

Energia de MP2 con Ajuste de la Densidad

Siguiendo el mismo concepto aplicado en la matriz de Fock, podemos convertir las expresiones
de energia de Moller-Plesset de segundo orden en su forma aproximada con ajuste de la densi-

dad [31-34].

Debido a que las energias de Moller-Plesset de segundo orden implican la primera interacciéon
con el espacio virtual para la correccién de la energia de Hartree-Fock, estas se pueden evaluar
de dos maneras. La primera involucra interacciones con electrones con espines iguales y la se-

gunda con espines opuestos.

La expresién de espines iguales involucra ambas matrices, la de Coulomb e intercambio, para
dar la correccién de que los electrones con espines iguales no pueden estar en un mismo lugar

en el espacio.

No(‘c virt

Oss Z Z Za’jb Za’jb) — (’Lb‘]a)] (Dl)

i — € €; — €
¥ ab a+] b

La de espines opuestos, mas sencilla, solo incluye a la matriz de Coulomb puesto que las tUnicas

interacciones que se mantienen son las de tipo electrostaticas.

NOCC vLr
Z Zt (ta|jb)(ia|jb) (D.2)
— €~ €t 6y '

7; .

Entonces, mediante la expresiéon de ERI de 4 centro con DF, aplicamos las matriz I, (J) y Ipg
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Noce Noce Noas
Iy =Y _(ialjb) = > Y CiCualpw|Ao)Cx;iCop (D.3)

ij ij uvio

Nocc Nbas abas Nocc abas
zﬁjZ@@wmmwawhzzthm (D.4)
ij  pvAo

Noce Noce Nba,s
Lo =Y _(iblja) = > Y CiCop(no|Av)Ci;Cua (D.5)

ij ij  UVAC

Noce Nbas Nabas

ZZZ@Mwmwwwa (D.6)

ij  UVAC

Se concluye entonces que lo unico que se realiza bajo la aproximacién de ajuste de la densidad,
es incluir la expresién (B.6) donde aparezcan integrales de 4 centros. Con esto, escribimos nue-

vamente las expresiones de energia, incluyendo ya las funciones de base auxiliar Q).

N, bas N A N N A N (O 5

2 (ia]Q)(Q1) (a]Q) (Q15b) — (ib]Q)(Qja)]

Z Z € — €T € — € (D])
Nocc abas
ZZM@WWWW) D)

€ — € T €5 — €
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