UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

Facurtap DE CIENCIAS

SOBRE LOS CICLOS
COMPLEMENTARIOS EN TORNEOS
BIPARTITOS REGULARES

T I S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO

PRESENTA:
VICTOR SANCHEZ FLORES

TUTOR:
DR. ILAN ABRAHAM GOLDFEDER ORTIZ

CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX. 2019


Margarita
Texto escrito a máquina
CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX.

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



II

Hoja de Datos del Jurado

1. Datos del alumno

Sénchez

Flores

Victor

55 52 13 36 62

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Mateméticas

413032355

2. Datos del tutor
Dr.

Ilan Abraham
Goldfeder

Ortiz

3. Datos del sinodal 1
Dra.

Rita Esther

Zuazua

Vega

4. Datos del sinodal 2
Dra.

Maria del Rocio
Séanchez

Lopez

5. Datos del sinodal 3
Mat.

Laura

Pastrana

Ramirez

6. Datos del sinodal 4
Dr.

Julidn Alberto
Fresan

Figueroa

7. Datos del trabajo escrito

Sobre los ciclos complementarios en torneos bipartitos regulares
44 p

2019




Agradecimientos

Investigacion realizada gracias al Programa de Apoyo a Proyectos de Investi-
gacion e Innovacion Tecnologica (PAPIIT) de la UNAM IN104717 Operaciones
en graficas y digraficas II. Agradezco a la DGAPA-UNAM la beca recibida.

Esta tesis fue realizada bajo la supervision del Dr. Ilan Goldfeder, a quien
me gustaria agradecer por su infinita paciencia, su tiempo, su dedicacién. y su
constante apoyo desde un principio. Que en conjunto hicieron posibles la culmi-
nacion de este trabajo. Gracias por creer en mi.

Agradezco a mi hermano y a mis padres por su apoyo y carino, pero, espe-
cialmente a mi mama por ser mi ejemplo a seguir.

Agradezco a mis dos abuelos, Gloria y Enrique por ser un apoyo fundamen-
tal durante toda mi educacion.

Agradezco a mis amigos, Abraham y Cristian, por estar conmigo apoyando-
me en los buenos y malos momentos.

Agradezco a los sinodales: Dra. Rita Zuazua, Dr. Rocio Sanchez, Mat. Laura
Pastrana y el Dr. Julidn Fresan, que me hicieron el inmerecido favor de revisar

y corregir este trabajo.

Por dltimo, doy gracias a Dios por todas las bendiciones que me ha dado y
por guiarme en el camino que él ha trazado para mi.

111



v




Indice general

Agradecimientos 11
Introducciéon VII
1. Preliminares 1
1.1. Definiciones y resultados previos en graficas . . . . . ... .. .. 1
1.2. Definiciones y resultados previos en digraficas . . . . . . ... .. 4
2. Resultados principales 11
2.1. Resultados en torneos . . . . . .. ... ... .. .. ... 11
2.2. Resultados en torneos bipartitos . . . . . ... ... ... . ... 12
2.3. Herramientas para la prueba de la conjetura de Manoussakis,
Songy Zhang . . . . . . . ... 25
2.4. Resultados en torneos k-partitos . . . . . . ... ... ... ... 32
Conclusion 35
Apéndices 37
Apéndice A. Uso de herramientas computacionales 39
Bibliografia 43



VI

INDICE GENERAL




Introduccion

Desde la introduccion del juego del dodecaedro de William Rowan Hamil-
ton en 1856, cuyo objetivo es encontrar un ciclo a lo largo de las aristas del
dodecaedro de tal suerte en que todos sus vértices fueran visitados una sola
vez, el problema de encontrar ciclos! en graficas y digraficas que cumplan esta
propiedad ha interesado a varias generaciones de matemaéticos. En la actualidad
sabemos que el problema de determinar si cierta grafica o digrafica es hamil-
toniana es un problema NP-completo lo que vuelve extremadamente dificil dar
una clasificaciéon satisfactoria de estas.

Un primer resultado fue propuesto por Dirac en 1952, en el cual establece que
para toda grafica G de orden n > 3 tal que el grado minimo es al menos n/2 es
hamiltoniana. Posteriormente Ore en 1960 propone un resultado atin més fuerte,
que toda grafica G de orden n > 3 tal que todo par de vértices no adyacentes
z,y cumplen que la suma de sus grados es mayor o igual que n, entonces G
es hamiltoniana. Como podemos ver estos resultados tratan principalmente con
los grados de los vértices.

Por otro lado, para digraficas tenemos el resultado de Camion [4] publicado
en 1959. El cual demostré que en el caso de los torneos basta que estos sean
fuertemente conexos para que sean hamiltonianos. Para 1966, Moon [10] publica
un resultado atun mas fuerte, si T' es un torneo fuertemente conexo de orden
n > 3, entonces para cualquiera de sus vértices se cumple que estos pertenecen
a ciclos dirigidos de todas las longitudes desde 3 hasta n. Asi, podemos notar
que los torneos gozan de amplias propiedades de hamiltonicidad.

Hablando de torneos, Gutin [5], Higgkvist y Manoussakis [6] introducen el
problema anterior en torneos bipartitos. Ellos demuestran que basta que un
torneo bipartito sea fuertemente conexo y que ademés tenga un factor de ciclos,
es decir una particiéon del conjunto de vértices en ciclos ajenos, para garantizar
que este es hamiltoniano.

Hasta aqui queda estudiado el problema de determinar que torneos, bipar-
titos o no, son hamiltonianos. Ahora, queremos ver cuales torneos, bipartitos
0 no, tienen ciclos complementarios; es decir, dos ciclos ajenos por vértices. El
problema fue inicialmente resuelto para torneos bipartitos en 1994 por Song,
Zhang y Manoussakis [14]. Los cuales mostraron condiciones necesarias para
que un torneo bipartito B tenga dos ciclos complementarios de longitudes 4 y

lamados ciclos hamiltonianos en honor a Sir William Rowan Hamilton(1805-1865)
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|V (B)| — 4 respectivamente. Siguiendo esta linea, el presente trabajo hara una
revision de los resultados sobre ciclos complementarios en torneos bipartitos
mostrando una traduccién al &mbito de los torneos. Por tltimo veremos algunos
resultados para torneos k-partitos. Cabe destacar que todos estos resultados
arrojan ciertas familias de digraficas que no contienen ciclos complementarios.
Como veremos mas adelante, el problema de ciclos complementarios en tor-
neos bipartitos atin no esta del todo resuelto asi, veremos algunas conjeturas y
estudiaremos una especialmente. En el primer capitulo daremos definiciones y
resultados previos que seran ampliamente utilizados en el segundo capitulo, el
cual tratara el problema de ciclos complementarios tanto en torneos usuales co-
mo en torneos bipartitos. Para terminar, analizaremos este problema en torneos
k-partitos. Cabe destacar que los resultados entre torneos y torneos bipartitos
no aparecieron uno después del otro, lo que muestra que la investigacion mate-
matica, en contra de la percepciéon general, no se comporta de manera lineal.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y resultados previos en graficas

Una gréafica G es un par ordenado (V(G), E(G)), donde V(G) es un conjunto
finito y no vacio, a cuyos elementos los llamamos los vértices de G, y E(G) es
un conjunto de pares no ordenados de vértices, a cuyos elementos les llamamos
las aristas de G, las cuales denotamos como {u,v} con u,v € E(G).! El orden
de la grafica G es |[V(G)|. El tamano de G es |E(G)|.

Dada una grafica G, dos vértices u,v € V(G) son adyacentes si {u,v} €
E(G). Definimos la vecindad de v € V(G) como:

Ne(w) ={z € V(G) | {z,v} € E(G)}.

El grado del vértice v € V(G) se define como: d(v) = |Ng(v)|. Decimos que
una grafica G es k-regular, con k € N, si para todo v € V(G) y k € N se tiene
que dg(v) = k.

Sea S C V(G), definimos la vecindad del subconjunto S, denotado como
N¢g(S), como la unién de las vecindades de los vértices pertenecientes a S.

El complemento de una grifica G, denotado por G, corresponde a la grafica
cuyos vértices son V(G) y sus aristas son:

E(G) = {{u,v} | u,v € V(G) y {u, v} & E(G)}.

Una subgrafica H de una grafica G es una gréfica tal que V(H) C V(G) y
E(H) C E(G). Una subgrafica generadora H’ de G es una subgréafica tal que
V(H'") = V(G). Una subgréafica inducida por el conjunto S de una grafica
G, denotada por G[S], es una grafica tal que S C V(G) y E(G[S]) = {{u,v} €
E(GQ) | u,v e S}.

Una grafica G es k-partita si el conjunto V(G) puede ser separado en k

1En esta tesis tnicamente trataremos con gréaficas simples; es decir, no se admiten multi-
aristas ni lazos.
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subconjuntos Ay, ..., Ay tales que:

y para todos ¢, € {1,2,...,k} tales que i # j, se cumple que A; N A4A; = 2.Y
toda e € E(G) es de la forma {a;,a;} con a; € A; y a;j € Aj con i # j.
Llamaremos partes de la grafica a los conjuntos Ay, ..., A;. Decimos que una
grafica G es bipartita si es una grafica 2-partita. Un apareamiento M de una
grafica G' es un subconjunto de aristas que no tienen vértices en comun. Sea
M C E(G) un apareamiento y {v,u} € M, entonces decimos que M satura a u
y a v. Decimos que M es un apareamiento perfecto de G si este satura todo
v e V(G).

El siguiente es un resultado fundamental en la teoria de graficas, el cual fue
publicado en 1935 por P. Hall. Este serd usado ampliamente a lo largo de esta
tesis como se podra ver més adelante en las siguientes paginas.

Teorema 1 (Teorema de Hall [7]). Sea G una grdfica bipartita con partes A y
B. G tiene un apareamiento que satura a todo v € V(A) si y solo si para todo
S C A, no vacio, se cumple que |[Ng(S)| > |5].

Demostracion. Primero probaremos la necesidad. Supongamos que G tiene un
apareamiento que satura a todo v € A, llamémoslo M. Ahora definimos la
siguiente funciéon f que corresponde al apareamiento M:

f+ A— B, tal que f(a) =b siempre que {a,b} € M,

ademés f es inyectiva, ya que si {a,b} € E(M) y {d/,b} € E(M), entonces
a = a'. Luego para todo S C A tenemos que |S| < |[Ng(S)| < |[Ne(4)| < |B|,
pues f es inyectiva.

Ahora demostraremos que si G cumple que para todo

S CAIN(S)| = |S] (1),

entonces G tiene un apareamiento que satura a todo v € V(A4). A (1) la llama-
remos la condicion de Hall. Lo haremos por induccion sobre |A].

Base inductiva. |A| = 1. Asi, |[{v}| = |S| = |A] = 1 pues S es no vacio. Por
hipétesis 1 = |S| < |[Ng(S)|. Luego, existe u € B tal que {v,u} € E(G). Asi,
M = {{v,u}} es un apareamiento que satura a todo v € V(A).

Hipotesis de induccién.Supongamos que para cada grafica bipartita G’
con partes A’, B’ tal que |A’| < |A| la condicion de Hall, es suficiente para
garantizar que G’ tiene un apareamiento perfecto M’.

Paso inductivo. Probaremos dos casos. El primero es cuando la desigualdad
es estricta mientras que el segundo caso sera cuando la igualdad se cumple.

Caso 1. Sea S C A, propio y no vacio, tal que [Ng(S)| > |S|. Sean b € B
y sea a € Ng(b). Luego para cualquier subconjunto no vacio S C A\ {a}
tenemos que |S’| < |Ng(S")| —1 < [Ng(S') \ {b}|. Asi, la subgrafica inducida
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G'[G\ {a, b}] satisface la condicion de Hall. Luego por la hipétesis de induccion,
existe un apareamiento perfecto Mg en G’ que satura a todo v € V(A \ {a}).
Asi, Me U {{a,b}} es un apareamiento que satura a todo v € V(4).

Caso 2. Sea S’ C A, propio y no vacio, tal que |S’| = |Ng(S’)|. Asi, por
la hipotesis de induccion, la subgrafica inducida G7 = G[S U Ng(S)] tiene un
apareamiento M que satura a todo v € S. Por otro lado, para cada S’ C A\ S
tenemos que |S’| = [S"US|—|S| < |[Ng(S"US)| — |Na(S)| = |Na(S") \ Na(5)].
Asi, la subgrafica inducida G = G[(A\ S) U (B \ Ng(5))] también satisface la
condicion de Hall. Por lo tanto, existe un apareamiento M> que satura a todo
v eV(A\S). Asi, My U M es un apareamiento que satura a todov € A. [

Corolario 2. Toda grifica bipartita k-regular con k > 1 tiene un apareamiento
perfecto.

Demostracion. Sean G como en la hipotesis y A, B las partes de G y X C A
arbitrario. Sean Ex = {{u,v} € E(G) | u € X,v € Ng(X)} v Enx) =
{{u,v} € E(G) | u € Ng(X),v € A}. Asi, tenemos que Ex C Ey(x) pues el
conjunto de aristas de A hacia Ng(X) contiene a las aristas de X hacia Ng(X).
Luego, como G es k-regular tenemos que |Ex| = k|X| y [Enx)| = k|Na(X)|.
Por monotonia, tenemos que |X| < |Ng(X)| lo que cumple la condicion del
teorema de Hall. Por lo tanto, G tiene un apareamiento perfecto. O

Para concluir esta seccion definimos las siguientes operaciones en graficas.

Definiciéon 3. Dada una grafica G, la contraccion de una arista e = {u, v}
es el reemplazo de u y v por un solo vértice v’ tal que Ng(v') = Ng(u) U Ng(v).
La grafica resultante, que denotamos por G/e, tiene una arista menos que G
(véase la figura 1.1).

RN

Figura 1.1: Ejemplo de la contraccion de la arista {u, v}

Definicion 4. El resultado de la resta de una subgrafica S de una grafica
G, denotada por G — S, es una grafica G’ tal que V(G') = V(G) \ V(9) y
EG) = {{u,v} € E(G) | u,v € V(G) \ V(S)}. Si S es un subconjunto de
V(G), G- S es G- (S,9); es decir, la subgrafica vacia de G con ese conjunto
de vértices.
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1.2. Definiciones y resultados previos en digrafi-
cas

Una digrafica D es un par ordenado (V(D), A(D)), donde V(D) es un
conjunto finito y no vacio, a cuyos elementos los llamamos los vértices de D, y
A(D) es un conjunto de pares ordenados de vértices distintos, a cuyos elementos
los llamamos las flechas de D. Denotamos a las flechas de D como (u,v) con
u,v € V(D).? El orden de la digrafica D es |V (D)|. El tamano de D es |A(D)|.

Dada una digrafica D, dos vértices u,v € V(D) son adyacentes si (u,v)
o (v,u) € A(D). Si (u,v) € A(D) decimos que v domina a v o bien v es
dominado por u. También, podemos expresar la flecha (u,v) como u — v.
Decimos que (u,v), (v',v") € A(D) son flechas paralelas si u =u'y v ="v'.

Dada una digrafica D sin flechas paralelas, la invecindad de v € V(D)
se define como: N (v) = {z € V(D) | (z,v) € A(D)}. Y la exvecindad de
v € V(D) se define como: N} (v) = {z € V(D) | (v,z) € A(D)}.

El ingrado de v € V(D) se define como: dn(v) = |Np(v)|. Definimos
67 (D) = min ,ey(py{d~(v)}. El exgrado de v € V(D) se define como: dj,(v) =
|NJ(v)|. Definimos 67(D) = min ,ev(p){d*(v)}. Decimos que una digrafica
D es k-regular, con k € N, si para todo v € V(D) y k € N se tiene que
d(v) = dp(v) = k.

Dada una digrafica D y S C V(D), definimos la exvecindad del conjunto
S, denotado como Ng(S’), como la unién de las exvecindades de los vértices
pertenecientes a S. Para la invecindad del conjunto S, denotada por N (.S),
la definicion es analoga.

Una subdigrafica S de una digrafica D, es una digrafica tal que V(S) C
V(D) y A(S) C A(D). Una subdigrafica generadora H de D es una sub-
digrafica tal que V(H) = V(D). Una subdigrafica inducida por el conjunto
S de vértices de una digrafica D, denotada por DI[S], es una digrafica tal que
S C V(D) y A(D[S]) = {(u,v) € A(D) | u,v € S}. El complemento de una
digrafica D, denotado por D, corresponde a la digrafica cuyos vértices son V(D)
y flechas A(D) = {(u,v) | u,v € V(D) y (u,v) & A(D)}.

Una digrafica D es semicompleta si entre cualquier par de vértices existe
al menos una flecha. Una digrafica D es k-partita si el conjunto V(D) puede
ser separado en k subconjuntos Aq, ..., A tales que:

y para toda i # j se cumple que A; N A; = & con i,j € {1,...,k}Y toda
a € A(D) es de la forma (a;,a;) o (a;,a;) con a; € A; y aj € Aj con i # j.
Llamaremos partes de la digréfica a los conjuntos A;, Ao, ..., Ag. En particular,
una digrafica 2-partita es también llamada bipartita.

2En esta tesis unicamente trataremos con digraficas simples; es decir, no se admiten mul-
tiflechas ni lazos.
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Para A, B subconjuntos ajenos de vértices que pertenecen a una digrafica D,
denotamos por A —F B si existen todas las flechas de cualquier vértice a € A
a cualquier vértice b € B, siempre que a y b estén en partes distintas. Por otro
lado, denotamos por A —% B si A =7 By no hay flechas de B hacia A.

Dada una digrafica D, definimos una trayectoria® de v hacia v como una su-
cesion de vértices distintos (v1,ve, ..., v,) tales que (v;, viy1) € A(D), 1 <1i <p.
Si tenemos una trayectoria que empieza en z y termina en y, diremos que es una
(z,y)-trayectoria. La longitud de una trayectoria T corresponde al nimero
de flechas que forman dicha trayectoria.Un ciclo C' es una sucesion de vértices
C = (v1,v2,...,0,) tal que: (v, v;41) € A(D), i € {1,...,n—1} yv1 = vy,.
La longitud de un ciclo C' corresponde al ntimero de flechas que forman dicho
ciclo. Sea C un ciclo en D, C es un ciclo hamiltoniano si V(C) = V(D). Una
digrafica D es hamiltoniana si contiene un ciclo hamiltoniano.

Dada una digrafica D, decimos que dos ciclos C'y C’ de D son ajenos si no
comparten vértices. Un par de ciclos ajenos son llamados complementarios si
V(C)UV(C") = V(D)(véase la figura 1.2).

Figura 1.2: Dos ciclos complementarios de una digrafica D en negritas

Una digrafica D es fuertemente conexa si para todo z,y € V (D), existe
una (z,y)-trayectoria y una (y,z)-trayectoria. Una digrafica D es inconexa
si existen z,y € V(D) tales que no existe una (z,y)-trayectoria ni una (y, z)-
trayectoria. Decimos que una digrafica D es k-fuerte, con k € N, si no existe
A CV(D), |Al =k — 1, tal que si removemos A de D la digrafica resultante es
inconexa.

Sea D una digrafica, la grafica subyacente de D, es una gréafica G tal que
V(G) = V(D) v E(G) = {{t,0} | (w,0) € A(D) o (v,u) € A(D).

Un torneo T es una digrafica tal que si u,v € V(T'), entonces existe una de
las flechas (u, v) o (v,u), pero no ambas. Dado un torneo 7', un subtorneo 7" de
T es un torneo tal que V(T") C V(T) y A(T") C A(T). Decimos que un torneo
T es transitivo si para todo a,b,c € V(T) distintos, si (a,b), (b,c) € A(T)
entonces (a,c¢) € A(T). Un torneo bipartito B es una digrafica bipartita con

3 Aunque se omite, siempre que se refiera a trayectorias en digréaficas, se entiende que estas
son dirigidas. Lo mismo sucede para ciclos.
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partes X y Y tal que si u € X y v € Y, entonces existe una de las flechas (u, v)
o (v,u), pero no ambas. Un torneo k-partito D es una digrafica k-partita tal
quesiu € V; yv e V;yV,;,V; dos partes distintas de D, entonces existe una de
las flechas (u,v) o (v,u), pero no ambas.

Decimos que una digrafica D tiene un factor de ciclos si existen ciclos
C1,C5,...,Cr en D tales que:

yV(C)NV(C;) =@ paral <i<j<k.

Decimos que una digrafica D tiene un t-factor si D tiene subdigraficas gene-
radoras 1-regulares Cy,Cy, ..., Cy. Asi, si todas estas subdigraficas son fuerte-
mente conexas, tenemos que un ciclo hamiltoniano en una digrafica D equivale
a un l-factor. Un par de ciclos complementarios en D son equivalentes a un
2-factor. Por otro lado, decimos que una digrafica D tiene un (ni,no,...,n:)-
factor si D tiene un t-factor cuyos ciclos son de longitud ni,ns, ..., n; respec-
tivamente. Véase la figura 1.3.

Figura 1.3: En negritas un ejemplo de un 3-factor en una digrafica D, pues
tenemos 3 ciclos ajenos. Ademés, este 3-factor corresponde con un (4,4, 3)-
factor.

Dada una digrafica D y {ui,us,...,u:} C V(D), decimos que la sucesion
de vértices (up,us,...,u;) es una antitrayectoria si (u;, u;1) ¢ A(D) para
todo 1 < ¢ <t —1.8Si (ug,uy) € A(D), entonces tenemos un anticiclo. La
longitud de una antitrayectoria es el nimero de vértices que la conforman menos
uno, mientras que la longitud de un anticiclo es el nimero de vértices que lo
conforman. Véase la figura 1.4.



1.2. DEFINICIONES Y RESULTADOS PREVIOS EN DIGRAFICAS 7

Figura 1.4: Una antitrayectoria (3,2,1,5,4) y un anticiclo (1,3,4,1) de una
digrafica

A continuacion definimos las siguientes operaciones en digraficas.

Definicién 5. Dada una digrafica D, la contraccion de una flecha a = (u, v)
es el reemplazo de u y v por un solo vértice v’ tal que N (v') = N (u) UNJ (v)
y Np(v') = Np(u) U Np(v). La digrafica resultante, que denotamos por D/a,
tiene una flecha menos que D (véase la figura 1.5).

O | s 0'@
e S
—— ()
Figura 1.5: Ejemplo de la contraccion de la flecha (u,v)

Definicion 6. El resultado de la resta de una subdigréfica S de una digrafica
D, denotada por D — S, es una digrafica D’ tal que V(D’) = V(D) \ V(S) y
AD") = {(u,v)} € A(D) | u,v € V(D) \ V(S)}. Si S es un subconjunto de
V(D), D— S es D— (S, @); es decir, la subdigrafica vacia de D con ese conjunto
de vértices.

Antes de comenzar con los resultados de esta secciéon, enlistamos algunas
digraficas prohibidas en los lemas y teoremas que analizaremos mas adelante.

Definiciéon 7. Fy; denota al torneo bipartito k-regular formado por cuatro
conjuntos: K, L, M y N. Cada uno de ellos de cardinalidad k tales que K —7% L,
L—-P M, M —P Ny N —P K. Véase la figura 1.6.
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Figura 1.6: Representacion grafica de Fyp para k = 1 (izquierda) y k = 2
(derecha) tal que k; € K, l; € L, M; € M y n; € N parai € {1,2}

Definicion 8. P; denota al torneo de orden siete tal que este no contiene ningtin
subtorneo transitivo de orden cuatro.

Utilizando la herramienta gentourng [9] comprobamos que existen 456 tor-
neos de orden siete no isomorfos y 353 de ellos son fuertemente conexos. De los
cuales, solo tres son 3-regulares. Véase la figura 1.7.

Figura 1.7: Representacion grafica de P

Definicién 9. Denotamos como D35 al torneo 3-partito 2-regular con exacta-
mente dos vértices en cada parte. Véase la figura 1.8.

Proposicion 10. Si en una digrdfica D tenemos que para todo v € V(D)
dp(v) > 1 o df(v) > 1, entonces D tiene un ciclo.

Demostracion. Para todo v € V(D) tenemos que d,(v) > 1, entonces conside-
ramos T una trayectoria de longitud maxima, T' = (vq, va, . .., v, ). Tomamos vy,
por hipoétesis dp(v1) > 1; es decir, existe v € V(D) tal que (v,v1) € A(D). Si
v ¢ V(T), entonces tenemos que (v, v1,...,v,) es una trayectoria cuya longitud
es mayor que 7. Por lo tanto, v € V(T'); es decir, existe j € {2,...,n} tal que
vj; = v. Asi, tenemos un ciclo C' = (vj;,v1,...,v;). La prueba es analoga para
dh(v) > 1. O

Corolario 11. Toda digrdfica aciclica tiene un vértice de ingrado cero, que
llamaremos fuente, y un vértice de exgrado cero, que llamaremos pozo.
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Y2

Figura 1.8: Representacion grafica de D3o con partes Vi = {z1,22}, Vo =
{y1,v2} v Vo = {u1, ua}

U2

Proposicion 12. Sea B un torneo bipartito k-reqular cuyas partes son X yY,
entonces | X| =2k = |Y|.

Demostracion. Sea B como en la hipdtesis, luego para cada v € X (analoga-
mente para u € Y') tenemos que:

INg(v)| = [Ng (v)] =k
NE(W)NNg(v) =2y
NE(w)UNg(v) =Y.

La igualdad anterior se cumple ya que B es un torneo bipartito. Asi por defi-
nicién, entre todo par de vértices v’ € X y v/ € Y existe una y solo una flecha
entre ellos. Por lo tanto,

¥ = [N () UNG ()] = NG ()| + N5 (0)] = k + k = 2k.
Por lo tanto, |Y| = 2k. La prueba es analoga para Y. O

Lema 13. Sean B un torneo bipartito k-reqular y (z,y) € A(B), entonces B
contiene un ciclo de longitud cuatro que pasa por (x,y).

Demostracion. Sean By (x,y) como en la hipotesis. Sean X y Y las partes del
torneo B, tales que z € X y y € Y. Como | N (y)| = k, entonces existe 2’ € X,
x' # x tal que (y,2’) € A(B). Por otro lado tenemos que |Ng(z)| = k. Asi,
existe y' € Y, y' # y tal que (y',z) € A(B). Falta ver que (2/,y") € A(B).
Supongamos que no es cierto y lleguemos a una contradiccion. Tenemos por la
proposicién anterior que Y = N (2) UNg(z) y X = Nj(y) U N5 (y). Si para
todo 2" € N (y) y paratodoy” € Ny () se tiene que (z”,y") ¢ A(B), entonces
N () = Nj(2"). Asi, (2”',y) € A(B). En particular, como z’ € N} (y) tenemos
que (z',y) € A(B) lo que es una contradiccion pues teniamos que (y,z') € A(B)
y B no tiene flechas paralelas. Asi, C = (z,y,2’,y’, ) es un ciclo de longitud
cuatro que pasa por (z,¥). O
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Proposicion 14. Todo torneo bipartito k-regular con k > 1 tiene un aparea-
miento perfecto.

Demostracion. Sea D como en la hipotesis con partes A, B. Sea D’ la subdi-
grafica obtenida al considerar exclusivamente las flechas de A hacia B; es decir,
toda flecha de D’ es de la forma (a,b) tal que a € Ay b € B. Si consideramos
toda (a,b) € A(D’) como si fueran aristas (es decir, {a,b} tal que a € A y
b € B), entonces obtenemos una grafica G a partir de D', la cual es bipartita
k-regular. Asi, por el resultado anterior tenemos que esta tiene un apareamiento
perfecto. Anélogamente se cumple el resultado si consideramos exclusivamente
las flechas B hacia A. O

Veamos que, dado un torneo bipartito k-regular en los casos k =1y k = 2,
obtenemos una digrafica isomorfa a Fy;. En el caso kK = 1 es evidente como se
puede ver en la figura 1.6. Para el caso kK = 2 tenemos que, dado B un torneo
bipartito 2-regular con partes X y Y, si tomamos tinicamente las exvecindades de
los vértices de X (analogamente para N5 (X), N5 (Y) y N (Y)) obtenemos una
digrafica B’ cuya gréfica subyacente es una grafica bipartita 2-regular de ocho
vértices. Asi, utilizando la herramienta “genbg” [9] , se verifica que existe una y
solo una grafica conexa bipartita 2-regular de ocho vértices salvo isomorfismos.
Ya que Fyj es un torneo bipartito 2-regular, se sigue que este es el tinico torneo
bipartito 2-regular por lo que los resultados que serén expuestos, al descartar los
posibles isomorfismos con Fjy, seran considerados a partir de k > 3. Utilizando
la misma herramienta podemos constatar como la cantidad de torneos bipartitos
k-regulares no isomorfos crece rapidamente como se puede observar en el cuadro
1.1.

|

k \ Torneos bipartitos no isomorfos ‘
111
211
3|6
4
5

193
601054

Cuadro 1.1: Cantidad de torneos bipartitos k-regulares no isomorfos



Capitulo 2

Resultados principales

Empezamos este capitulo presentando resultados sobre k-factores en torneos
para k = 1 (ciclo hamiltoniano), ¥ = 2 (ciclos complementarios) y k > 3.
Después, presentaremos una interpretacion de estos mismos resultados en el
ambito de torneos bipartitos los cuales arrojan varias conjeturas. Por tltimo,
discutiremos este mismo problema en el caso de torneos k-partitos.

2.1. Resultados en torneos

Teorema 15 (Moon [10]). Sea T un torneo fuertemente conexo de orden n,
n > 3. Para cualquier v € V(T) y cualquier 3 < k < n existe un ciclo de
longitud k que pasa por v en T.

Demostracion. Sea T como en la hipotesis y v € V(T'). Haremos la demostracion
por induccién sobre k. Veamos primero que v € V(T) pertenece a un ciclo de
longitud £ = 3 en T'. Como T es un torneo fuertemente conexo tenemos que:
N (v) # @y N7 (v) # @. Supongamos que 7' no tiene un ciclo de longitud 3 que
pasa por v. Asi, N5 (v) =7 N} (v), entonces no existe una (u, w)-trayectoria,
u € Nf(v) y w € Ny (v), lo que contradice que T sea fuerte. Por lo tanto,
existen v’ y w' tales que (v/,w’) € A(T), con ' € N (v) y w' € N (v). Asi,
(v,u/,w’,v) es un ciclo de longitud 3 que pasa por v.

Ahora, sea C = (v = vy,v9,...,u; = v) un ciclo en T con 3 < ¢t < n.
Probaremos que T tiene un ciclo de longitud ¢ 4+ 1 que pasa por v. Si existe un
u € V(T)\ V(C) que domina a un vértice en C' y que es dominado por otro
vértice en C, entonces existe un indice i tal que (v;, ), (u, vi41) € A(T). Por lo
tanto, C' = (v = v1,v2, ..., V4, U, Vit1,...,0 = v) es un ciclo de longitud ¢ + 1
que pasa por v.

Ahora bien, supongamos que todo u € V(T') \ V(C) domina a todo vértice
en C o es dominado por todo vértice de C. Sea R = {u € V(T)\V(C) | (u,v) €
AT),v e V(C}y S=V(T)\V(C))\ R. Como T es fuerte, tenemos que R
y S no son vacios y B = {(s,r) € A(T) | r € R,s € S} # @. Por lo tanto, si

11
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tomamos un (s,7) € B tenemos que C” = (v, s,r,v3,04,...,0; = v) es un ciclo
de longitud £ + 1 en T que pasa por v. O

Teorema 16 (Camion [4]). Todo torneo es fuertemente conexo siy solo si tiene
un ciclo hamiltoniano; es decir, un 1-factor.

Demostracion. Si T es un torneo fuertemente conexo de orden n, entonces por
el teorema de Moon, tenemos que T tiene un ciclo C' de longitud n.

Asi, C' es hamiltoniano. Por otro lado, si T tiene un ciclo hamiltoniano C,
entonces para todo u,v € V(C) = V(T) existe una (u,v)-trayectoria y una
(v, u)-trayectoria. Por lo tanto, T es fuertemente conexo. O

Los siguientes teoremas son resultados sobre ciclos complementarios en tor-
neos. El primer teorema expone las condiciones necesarias para que un torneo
tenga un 2-factor, mientras que el segundo estudia la longitud de cada uno de
los ciclos complementarios.

Teorema 17 (Liy Shu [8]). Sea T un torneo fuertemente conexo. Si
méx {67(T),5 (T)} > 3,

[V(T)| > 6 y T # P;, entonces T tiene un factor de 2 ciclos; es decir, un
2-factor.

Teorema 18 (Reid [11] y Song [12]). Sea T un torneo 2-fuerte. Si |V(T)| > 6
y T # Pr, entonces para cualquier 3 < p < n—3, T tiene dos ciclos complemen-
tarios, uno de tamamno p y otro de tamano n — p; es decir, un (p,n — p)-factor.

En la siguiente seccidn, veremos que el teorema de Camion encontrara una
traduccién en el ambito de los torneos bipartitos en el teorema 19, el teorema 17
encontrara su traduccién en el teorema 21, mientras que el teorema 18 encon-
trard su traduccion en la conjetura propuesta por Song, Zhang y Manoussakis.

2.2. Resultados en torneos bipartitos

Teorema 19 (Gutin [5], Haggkvist y Manoussakis [6]). Todo torneo bipartito es
hamiltoniano si y solo si este tiene un t-factor, t > 1, y es fuertemente conezo.

Demostracion. Sea B un torneo bipartito con un ciclo hamiltoniano C. Para
todo u,v € V(C) = V(B) tenemos una (u, v)-trayectoria y una (v, u)-trayectoria
asi, B es fuertemente conexo. Y claramente tiene un t-factor.

Para probar la suficiencia, supongamos que B, con V(B) = {X,Y}, es fuer-
temente conexo y tiene un t¢-factor. Haremos la demostraciéon por induccién
sobre k.

Base inductiva. Para k = 1, B es hamiltoniano.

Hipétesis de induccion. Supongamos ahora que el enunciado es valido
para k=t — 1.
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Paso inductivo. Lo que haremos para probar que es vélido para k = ¢, es
encontrar un ciclo C' que contenga los vértices de dos o maés ciclos del t-factor
obteniendo asi, un (¢ — 1)-factor sobre el cual podemos aplicar la hipotesis de
induccion. Asi, distinguimos dos casos.

Caso 1. Dado un t-factor en B, existen dos ciclos C; y C;, con i # j, tales
que Oz — C]‘ y Oj — Cz

Sin pérdida de generalidad, sean

Ci=(x1,22, s Ty 21) Y Co = (Yn, Y1, - -+, Y1, Yn)

estos ciclos. Distinguimos dos subcasos.

Caso 1.1. n=km con k € N.

Etiquetamos los vértices de estos ciclos de la siguiente manera: x; y y;, con
1 <4,j < 2m,;, donde 2m; es la longitud del ciclo C;, i = {1,2}.

Caso 1.1.1 k=1.

Si k = 1, entonces ambos ciclos tienen la misma cardinalidad (véase la figura
2.1). Primero, veamos que si para todo y; € Cs se tiene que si (y;,z;) € A(B),
entonces

(Yj+1,Ti+1) € A(B) (2.1)

Pues, en caso contrario, si existe un y; € Cs tal que (z+1,y;41) € A(B),
bastaria considerar el ciclo

!
C" = (Tit1,Yj+1, C2, Yj+2, Tjq2, C1, Tig1)

el cual cumple que V(C') = V(C1) UV(Cy). Obteniendo asi un factor con ¢ — 1
ciclos. Ahora veamos que para todo z; € C tal que (z;,y;j42) € A(B), entonces

(Tit1,Y5+3) € A(B) (2.2)

Pues, en caso contrario, si existe z; € C; tal que (y;+3,%i+1) € A(B), bastaria
considerar el ciclo

11
Cc" = (yj+3,$i+1,C17$i7yj+2,C27yj+3)

el cual cumple que V(C") = V(C1) UV (Cs). Obteniendo asi un factor con ¢t — 1
ciclos. De 2.1 y 2.2, consideremos el ciclo

*
C* = (y1,$17y3,y27932,$3,-~-7yj,$i,3?i+1,yj+37yj+2,fﬂi+2,---7$m72,yl)

Obteniendo como resultado un factor con ¢ — 1 ciclos. Sobre el cual podemos
aplicar la hipoétesis de induccion.

Caso 1.1.2 k£ > 2.

Sean

Cl = (x17x27 oo 7mmaxl) y C2 = (yn»ynfla oo ;yl,yn);
con n = km. Veamos primero que para todo Y tenemos que

(yj,2:) € A(B) coni=j médm (2.3)
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Y1 Y2 Ys Ya Ym—1 Ym

T1 €2 €3 T4 Tn—1 T

Figura 2.1: Imagen de Cy y Cy descritos en el caso 1.1.1 del teorema 19

Pues en caso contrario, si existe un y; € V(Cy) tal que (z;,y;) € A(B) tendria-
mos un ciclo
C" = (i, Y5, C2, Yjs1, Tiv1, C1, 23)
tal que V(C’") = V(Cy) UV (Cy). Por otro lado, tenemos que para todo z; € C
tenemos que
(i, yj+1) € A(B) coni=j méd m (2.4)

pues en caso contrario tendriamos un ciclo

CH = (yj-‘rla T, 017 Ti—1,Y5, 025 yj-‘rl)

como en el caso anterior.
Luego de 2.3 y 2.4 consideremos el ciclo

*
c* = (y1,$17y2,$2a sy Tm—15Yns Yn—1, - - 'aijxmayl)

el cual cumple que V(C*) = V(Cy) U V(C3) obteniendo asi como resultado un
(t — 1)-factor. Sobre el cual podemos aplicar la hipétesis de induccion.

Caso 1.2. (m,n) = 2* con k € N.

Sean C7 y C3 como en el caso anterior asi, distinguimos dos subcasos.

Caso 1.2.1 k=1.

En este caso tenemos que para todo x; € C; tenemos que si (z;,y;) € A(B),
entonces (zit1,Yj+1) € A(B) con 1 > 4,5 > m,;, donde m; es la longitud del
ciclo C;, i € {1,2}. Pues en caso contrario bastaria considerar el ciclo:

C" = (Yj+1,%i+1,C1, %3, yj, Co, Yjg1)

el cual cumple que V(C’) = V(C1) U V(C2), obteniendo asi un factor con ¢ — 1
ciclos. Ademas, el ntimero total de flechas entre C; y Cs es igual a (nm)/2. Por
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Figura 2.2: Imagen de C; y Cy descritos en el caso 1.2.2 del teorema 19 cuando
|[V(C1)| =4y |V(Cy)| = 4k y el ciclo hamiltoniano C* en negritas

lo tanto, tenemos que C; 7 Cy lo que contradice que B sea fuerte, pues no
tendriamos una (y;, x;)-trayectoria.

Caso 1.2.2 k> 2.

En este caso se tiene que para todo y; € Cs si (y;, ;) € A(B), entonces

(i, yj41) € A(B) (2.5)

con i = j méd g = m/2""1. Ya que en caso contrario podemos considerar el
ciclo
!
C'= (yj+1796i7C17$i71,yj—170270j+1)

el cual cumple que V(C”) = V(C1)UV (Cs) obteniendo como resultado un factor
con t — 1 ciclos.
También se cumple que si (y;,z;) € A(B), entonces

(Yj+1,Zit1) para todo y; € Co (2.6)
con i = j méd m/25~ 1. Pues en caso contrario bastaria considerar el ciclo
C" = (Tit1,Yj+1, C2, Yjt2, Tita, C1, Uig1)

el cual cumple que V(C’) = V(C1)UV (Cyy obteniendo como resultado un factor
con t — 1 ciclos. De 2.5 y 2.6 podemos obtener el siguiente ciclo,

i
C" = (501,91,3727927--- ayq?yq+17xq+17"'aymaml)

tal que V(C") = V(C1) UV (Cy), obteniendo asi un factor con t —1 ciclos. Véase

la figura 2.2.
Caso 2. Entre cualesquiera dos ciclos C,., C del t-factor tenemos que C, 7
Cs o Cy =P C,., pero no ambos. Sean Cq,Cs,...,C; los ciclos del factor. Si

consideramos la digrafica de ciclos D, definida por:

V(DY) = {C; | C; es un ciclo del t-factor de B,1 <14 < t},
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A(D) = {(v;, vj) | C; — Cjen el t-factor de B}.

Asi, para todo u,v € V(DY) se cumple que (u,v) € A(D) o (v,u) € A(DY),
pero no ambas. Como el torneo original era fuertemente conexo, luego D es un
torneo fuertemente conexo. Asi, por el teorema de Moon, todo vértice en D¢
pertenece a un triangulo.

Luego, en B este tridngulo representa, sin pérdida de generalidad, tres ciclos
C4,Cy, Cy tales que C1 =P Cy, Cy =P C3 y C3 =P C;. Etiquetamos los vérti-
ces de estos ciclos de la siguiente manera: u’. Donde el superindice i representa
el ciclo al que pertenece el vértice asi, ¢ € {1,2,3}. Mientras que el subindice
j representa la posicion que ocupa el vértice dentro del ciclo asi, tenemos que
1 < j < 2m;, donde 2m; es la longitud del ciclo C;. Ademas, suponemos sin
pérdida de generalidad que los vértices con subindice impar pertenecen a X,
mientras que los vértices con un subindice par pertenecen a Y.

Como C — Cs, entonces todo vértice impar de C'; domina a todo vértice par
de Cs, pues viven en partes distintas de B. Asi, tenemos que existe (ui,u3) €
A(B). Como Cy — Cj, entonces tenemos que existe (uf,u3) € A(B), pues
todo vértice impar de C5 domina a todo vértice par de Cs. Por tltimo, existe
(u3,ul) € A(B) ya que todo vértice impar de C3 domina a todo vértice par de
C1. Con estas tres flechas formamos el siguiente ciclo:

12 2 2 3 3 3,1 1 1
C = (Ug, UG, UGy ey UL, Uy UGy e v oy Uy Uy Usy o vy U ).
Asi, C,C4,Cs, ..., Cy es un (t—2)-factor en B, el cual por hipotesis de induccion
tiene un ciclo hamiltoniano. Véase la figura 2.3.
O

Lema 20 (H&ggkvist y Manoussakis [6]). Sea B un torneo bipartito con un
factor de ciclos, B no es fuerte si y solo si existe un m-factor que consiste de
C1,Ca,...,Cm, m > 2, ciclos tales que, C; —7 C; sii < j.

Demostracion. Primero probemos la necesidad. Sea B como en la hipotesis asi,
este tiene un m-factor C1,Cs,...,C,, tal que m > 2 es minimo. Como B no es
fuerte, entonces B no es hamiltoniano como consecuencia del teorema anterior.
Consideremos la digrafica de ciclos D¢ formada por este m-factor. Como B no
es hamiltoniano, D¢ es aciclica. Asi, por el corolario 11, D tiene una fuente
que llamaremos v; y un pozo v,,. Al retirar v; de D€ obtenemos nuevamente
una digrafica aciclica la cual también tiene una fuente que llamaremos v, asi al
retirar vy obtenemos nuevamente una digrafica aciclica que también tiene una
fuente, llamémosla v3. Procedemos asi hasta llegar a v,,. Ahora, consideremos
este orden de vértices: vy, vs, ..., v,, donde cada vértice corresponde a un ciclo
del torneo bipartito B.

Luego, supongamos que existen 7, j, 1 <17 < j < m, tales que C; » C;. Asf,
existen u; € V(C;) y v; € V(Cj) tales que (vj,u;) € A(B). Consideremos el
ciclo

C" = (V) Wiy Wit 1y -+ o5 Uim1, Vi1, Vj—1, V).

Asi, obtenemos un (m — 1)-factor en B lo que contradice la minimalidad de m.
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Figura 2.3: Imagen de Cp, Cy y Cs descritos en el segundo caso del teorema 19

Para probar la suficiencia, basta notar que para cualquier u; € V(C;) y
cualquier v; € V(C;) con 1 <i < j < m no existe una (vj, u;)-trayectoria. [J

Asi, hemos visto en el primer teorema de esta secciéon que basta que un
torneo bipartito, con un factor de ciclos, sea fuerte para asegurar que este tiene
un 1-factor. En el segundo lema vimos qué sucede si nuestro torneo bipartito
no es fuerte. Ahora veremos que condiciones son necesarias para que un torneo
bipartito B tenga un 2-factor.

Teorema 21 (Zhang, Manoussakis y Song [14]). Sean B un torneo bipartito
k-regular no isomorfo a Fy, y (x,y) € A(B). Eziste un ciclo C' de longitud
cuatro que contiene a (x,y) tal que, B — C es hamiltoniano. Es decir, B tiene
un 2-factor.

Demostracion. Sean B con partes X,Y como en la hipotesisy C' = (z,y, w, 2, x)
un ciclo cualquiera de B que contiene a (x,y) y de longitud cuatro. Este ciclo
existe por el lema 13. Recordemos que B no es isomorfo a Fy; asi, tenemos que
k>3.Sea R=B-C.

Afirmacion. Existe un ciclo C' de longitud cuatro que contiene a (z,y) tal
que R tiene un 1-factor.

Si suponemos que R tiene un 1-factor y consideramos tnicamente las flechas
de X a Y de este 1-factor, entonces este puede ser visto como un apareamiento
que satura a todos los vértices de R. Considérese la grafica subyacente de R.
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Ahora, supongamos que para todo ciclo C de longitud cuatro que contiene a
(z,y), R no tiene un 1-factor. Asi, como negacion del teorema de Hall (teorema
1), tenemos que existe P C X \ {z,w} o bien P C Y \ {y, z} tal que, |P| >
INE(P).

Tomemos P C X \ {z,w} ahora, llamemos

M =X\ (PU{z,w})y
L=Y\(QU{y,z}).

Tenemos que k > |P| > |Q| > k — 2. La cota inferior se debe a que estamos
quitando a lo més dos vértices y y z de NJJBF(P)7 mientras que la cota superior
se debe a que para todo S C X, N3 (S) C N (X) asi, [NE(S)| < NG (X)| =k
pues B es k-regular. Luego, consideramos los siguientes tres casos:

Caso 1. |P|=ky|Q|=k—2.

Como P —7 @Q, tenemos que Q —% M, M —% Ly L —F% P tal como
se aprecia en la figura 2.4. Como B es k-regular |Ng (y)| = k, ademés como la
cardinalidad de @ es k—2, entonces Nt (P) = QU{y, z}, ya que k = N4 (P)| =
QI+ [y, 2} = k=2+2. Asf, N (y) = PU{x}, entonces [Ny (y)| = |[P|+[{z}| =
k + 1, lo que es una contradiccion.

Figura 2.4: Representacion grafica del caso 1 para k = 3, con {p1,p2,p3} € P,
g€ Q,me M, {l,l',l"} € L. Notese que en este caso |Q| =1

Caso 2. |P|=ky |[N"(P)|=k-1.

En este caso, |[M| =k — 2y |L| = k — 1 por la proposicién 12. Si z =7 P,
entonces d;(z) = |P| + |{z}| = k+1, lo que es una contradiccién. Luego, existe
p € P tal que (p,z) € A(B). Por otro lado, si p —7" {y,z}, luego se tiene que
d5(p) = Q|+ |{y, 2}| = k + 1, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, existe
(y,p) € A(B). Asi, tenemos el ciclo:

C'=(z,y,p,2,7)
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Q L
/—/%

\\

P M

Figura 2.5: Caso 2.1 con P’ = {pa2,p3, m} y k = 3, incluyo el ciclo C’ asi como
las exvecindades de P\ {p} y M, notese que ambas condiciones (1) y (2) se
cumplen

y sea R’ = B — (C’. Veamos que R’ tiene un 1-factor. Supongamos que no, asi,
como negacion del teorema de Hall, tenemos que existe P’ C (X \ {z,p}) o bien
P'C (Y {3, }), tal que [NE(P)] < |P'].
Caso 2.1 P’ C (X \ {z,p}).
Si|P’| = k, entonces P'N(P\{p}) # @ (1), pues en caso contrario tendriamos
que:
X| = [P\ {p} + [P'| + [, p} = (k= 1)+ B +2 = 26+ 1,

lo que es una contradiccion (proposicion 12), y P' N (M U {w}) # @ (2), pues
en caso contrario tendriamos que:

| X|=|P' |+ |MU{w} + |{z,p}=k+(k-1)+2=2k+1
lo que también contradice a la proposicion 12. Asi, tenemos que:
INE (P =|Q|+ |L| = (k—1)+ (k — 1) = 2k — 2 > k para k > 2,

ya que las exvecindades de P y de M son ajenas (figura 2.5). Ahora bien, si
|P'| = k—1, entonces se cumple que P'N(P\{p}) # @ o bien, PN(MU{w}) # @
pero no ambas como vimos anteriormente. Asi, tenemos que:

[N (P = min{|Q], |L[} = k - 1.

Lo que contradice la suposicion inicial, por lo tanto, R’ tiene un 1-factor.
Caso 2.2 P/ C (Y \ {y, z}).
Si |P'| = k, entonces P' N Q # &, pues en caso contrario tendriamos que:

Y= P [+1Q+{y,z} =k+(k-1)+2=2k+1

lo que es una contradiccion (proposicion 12) y P'NL # &, pues en caso contrario
tendriamos que:

Y| = |P'|+|L| + {y,2}| =k + (k= 1) +2 =2k + 1
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Figura 2.6: Caso 2.2, para k = 3 incluyo el ciclo C’ y las exvecindades de Q y
de L en R

lo que también contradice a la proposicion 12. Asi, tenemos que:
[N (P)] = [M|+[(P\{p1})| = (k = 2) + (k — 1) = 2k — 3 > k para k > 3.

Ahora bien, si |P’| = k — 1, entonces tenemos los siguientes casos:

1). P' = Q. Si w =" Q, entonces para todo ¢ € Q se tiene que dz(q) =
|P| + {w}| = k + 1, lo que es una contradiccion. Asi, existe ¢ € Q tal que
(g,0) € A(B). Asi, [N(P)| = [Nj(Q)| = [M] + [{w}] = (k—2) + 1=k — 1.

2). P’ = L. Asi, [N (P)] = [N (L)] = |(P\ {ph)] = o — 1.

3. PPNQ#Ty P NL+# @. Asi, tenemos que:

[N (P)| = INE(D)| + INg (@] = [(P\ {p})] + [M] + {w}] > k - 1.

Lo que contradice la suposicién inicial, por lo tanto, R’ tiene un 1-factor.

Caso 3. |P|=k—-1y |[NT(P)|=k—2.

En este caso, |[M| = k—1y |L| = k por la proposicién 12. Si z +—7" L, entonces
d5(z) = |L|+|{y}| = k+1 lo que es una contradiccién. Asi, existe [ € L tal que
(I,x) € A(B). Ahora bien, si para todo [ € L se tiene que [ — {z,w}, entonces
d5(l) = |P| + |[{z,w}| = (k — 1) +2 =k + 1, lo que es una contradiccién. Asi,
existe (z,l) € A(B). Por lo tanto, consideremos el ciclo:

C// = (1'? y? w’ l? x)

y sea R = B—C". Veamos que R” tiene un 1-factor. Asi, para P’ C X \ {z, w}
o bien P’ C Y \ {y,!} tenemos que |P'| < |N#,(P')|. Si |[P'| = k tenemos los
casos 1y 2. Asi, supongamos que |P'| =k — 1.

Caso 3.1 P/ C (X \ {z,w}).

Asi, tenemos los siguientes casos:

1). P' = P.Siz —7 P, entonces para todo p € P tenemos que, dg(p) = |L|+
[{z}| = k+ 1, lo que es una contradicciéon. Asi, para todo p € P, (p,z) € A(B).
Por lo tanto, [N, (P)| = |N&(P) = Q|+ [{z}| = (k—2)+ 1=k — 1.
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M

Figura 2.7: Caso 3.1, para k = 3 incluyo el ciclo C” las exvecindades de M y de
Pen R

2). P' = M. Asi, NS, (P)] = [N, (M)] = |[L\ {}] = k — 1.

3. PNP#ay P NM=+#@. Asi, [INL,(P)| = |NL (M) + |NL.(P)| =
(LA{D+1QI + {2} = k- 1.

Caso 3.2 P' C (Y \{y,1}).

Asi, tenemos los siguientes casos:

1). P/ = L\ {1}. Asi, [N (P)| = [Nf (L\ {1})] = [P =k — 1.

2). P/ = QU{z}. Asi, [N (P)| = INL(QU{z})] = [M| =k — 1.

) PPN(QU{z})#@y PN (L\{l}) # . Asi, tenemos que:

INg (PO = [N (L\ I + INE(QU{2h)| = [P + [M] > k — 1,

lo que es también una contradiccién.

Figura 2.8: Caso 3.2, para k = 3 incluyo el ciclo C” asi como las exvecindades
de L\ {l} yde (QU{z}) en R”

Luego, por la afirmacion anterior, R tiene un 1-factor. Sean C'y R como en la
afirmacion anterior. Si R es fuerte, terminamos por el teorema 19. Supongamos
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que no es fuerte. Si k = 3, entonces R consiste de dos ciclos C; = (1,2,3,4,1) y
Cy = (5,6,7,8,5), cada uno de longitud cuatro, tal que Cy —% C; por el lema
20. Ademas, por la regularidad de grados tenemos que Cy —% C'y C —7 C}
en B. Asi, los ciclos: C' = (z,9,1,8,2) y C" = (2,3,4,5,6,w,2,7, z) satisfacen
el teorema.

Figura 2.9: Para k = 3 tenemos los ciclos C' y C”

Ahora supongamos que k > 4. Sean C1,Cs,...,Cp, m > 2, ciclos de R
dados por el lema 20. Sea n; la longitud del ciclo C;. Siny <no+ng+...+n,
existe un vértice v € C tal que:

k:|N+(v)|2%+7n2+”2'+nm
2n1+...+nm+n2+...+nm (2.7)
4 4
S n74+n74
- 4 8

lo que es una contradicciéon para k > 4 pues n = 4k. De manera anéloga, si
niy > no + ...+ n,y llegamos a una contradiccion al tomar u € C,,, y considerar
N (W)l
Asi, queda demostrado este teorema.
O

La siguiente conjetura fue planteada en 1994 por Song, Zhang y Manoussakis
en este mismo articulo.

Conjetura 22 (Manoussakis, Song y Zhang [14]). Si B es un torneo bipartito
k-regular no isomorfo a Fyy, entonces B tiene un 2-factor. Este consiste de dos
ciclos uno de longitud t, 4 >t > |V(B)| — 4, y el otro de longitud |V (B)| — t.
Es decir, B tiene un (t,n — t)-factor.

En el 2014, Bai, Li y He extendieron el resultado para dos ciclos comple-
mentarios en un torneo bipartito k-regular no isomorfo a Fjj, llamémoslo B. El
primer ciclo de longitud 6 y el segundo de longitud |V (B)| — 6. Ellos utilizaron
un razonamiento anélogo al utilizado por Manoussakis, Song y Zhang.

Lema 23 (Bai, Li y He [1]). Sea B un torneo bipartito k-regular no isomorfo
a Fy y k > 3. Entonces, B tiene un ciclo C' de longitud 6 tal que B — C tiene
un 1-factor.
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Figura 2.10: Los ciclos C' y C*, del caso 1 del teorema 24, en negritas

Recordemos que un 1-factor de una digrafica D es una subdigrafica gene-
radora 1-regular. Luego, en el siguiente teorema verificamos que el 1-factor de
B — C obtenido en el lema anterior, es un ciclo.

Teorema 24 (Bai, Li y He [1]). Si B es un torneo bipartito k-regular no iso-
morfo a Fy con k > 3. B tiene un (|V(B)| — 6, 6)-factor.

Demostracion. Por el lema anterior, B tiene un ciclo C' de longitud 6 tal que
R = B—C tiene un 1-factor. Basta demostrar que R es hamiltoniano o bien que,
existe un ciclo C* # C tal que |C*| = 6 y B—C™* es hamiltoniano. Si R es fuerte,
entonces R es hamiltoniano para toda k por el teorema 19. Si k = 3, entonces
|R| = 6 y R tiene un factor de ciclos, en el que cada ciclo tiene longitud al menos
cuatro. Asi, este factor de ciclos es un ciclo hamiltoniano. Ahora supongamos
que R no es fuerte y k > 4.

Caso 1. k =4.

Sea B=(X,Y,A) y sea

C= (x17y17x27y27‘r37y27z1)

con {z1,x2, 23} C X y {y1,92,y3} C Y. Notese que R no es fuerte y |R| = 10.
Por el lema 20 sabemos que R tiene un factor de dos ciclos, digamos C; y Cs
tal que, C; —F Cy. Ademas, uno de los ciclos tiene longitud 4 y el otro tiene
longitud 6. Ahora sea:

1-2=-3—=-4—>1

5—26—-7—-8—>9—10—5

los dos ciclos del factor de ciclos, {1,3,5,7,9} C X y {2,4,6,8,10} C Y. Primero
supongamos que |C1| =4y |Cs| = 6. Cada vértice de C; domina a un vértice de
C y atres vértices de Cs, pues k = 4. Como B es 4-regular se tiene que C —F €}
vy que todo vértice de Cs tiene al menos dos exvecinos en C'. Supongamos sin
pérdida de generalidad que 6 — . Sea:

' = (x17y17374,5,67$1),
Notese que |C’| = 6. Si 10 — x5, entonces B — C” tiene un ciclo hamiltoniano:

C* - ($2»y27x37y37 17 2797 107 77 8,%2).
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Figura 2.11: Los ciclos C' y C**, del caso 1 del teorema 24, en negritas

Si x5 — 10, como {1,3,9} =7 10 y z2 =7 {y2,2,4}, entonces tenemos que
10 - 7y 8 = x5. Asi, B — C’ tiene un ciclo hamiltoniano:

C** - (an Y2,T3,Y3, 1a 27 9) 10) 7,8,.’1}2)-

Ahora supongamos que |C1| = 6 y |C2| = 4. Cada vértice de Cs es dominado
por un vértice de Cs y tres vértices de C1, pues k = 4. Como B es 4-regular
tenemos que Cy 7 C y que todo vértice de C; tiene un invecino en C. Asu-
mamos sin pérdida de generalidad que y; — 5. De manera anéloga al subcaso
anterior tenemos que C' = (x1,y1,5,6,4,21) es un ciclo de longitud 6 tal que
B — C"” es hamiltoniano.

Caso 2. k£ > 5.
Sean C1,Cs,...,Cy, m > 2, ciclos de R dados como en el lema 20. Sea
|Ci| =n; para i =1,...,m. Notese que:

V(B)| =4k = n; +6.
=1

Sing < ng+ -+ n,,, entonces para todo vértice v € C tal que da (v) es
mAaximo tenemos que:

b2 dg )2

4 2
_n1+n2+-~-—|—nm+n2+ + Ny
4 4
nig+ne+--+n,m nN1tngt+--+ny,
- 4 8
_4k—6  4k—6
4 * 8

lo que es una contradiccién para k > 5. Por otro lado, si ny > no 4+ - 4+ nyp,
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entonces tomamos [Ny (v)| con v € Gy, tal que d (v) es méximo. Asi,

n npt AN

kZdam(v)Z 1 5
_n1+n2+...+nm+n2+...+nm
- 4 4
>n1+n2+"'+nm+n1+n2+"'+nm
- 4 8
_4k:—6+4k:—6
4 8

kK 9
—k+<z‘4>

lo que es también una contradiccién para k > 5.
O

2.3. Herramientas para la prueba de la conjetura
de Manoussakis, Song y Zhang

Figura 2.12: Torneo bipartito 3-regular no isomorfo a Fjyy

En esta pentultima parte, daremos algunas de las herramientas que Bessy y
Thiebaut utilizan para su demostracion de la conjetura de Manoussakis, Song
y Zhang, que se obtuvieron del articulo [3] publicado en el 2017. Sin embargo,
la prueba completa, a la fecha de creacion de esta tesis, no es publica.

Sea D un torneo bipartito k-regular, con partes S y T, y sea D’ una subdi-
grafica de D tal que V(D) = V(D) y A(D') = {(u,v) € A(D) | u € S,v € T}.
Notemos que D’, la grafica subyacente de D, es una digrafica bipartita k-regular
y por lo tanto, tiene un apareamiento perfecto M, como consecuencia del teo-
rema de Hall (teorema 1). Para cada vértice u € S, el vértice M (u) denota al
tnico vértice en T' tal que (u, M(u)) € M. Reciprocamente, para todo v € T,
M~1(v) denota al tinico vértice en S tal que (M ~1(v),v) € M.

DM denota a la digrafica contraida por el apareamiento M obtenida
al contraer el apareamiento M (definicion 5) y mantener tinicamente las flechas
de T a S; es decir, V(DM) = {u € S| (u, M(u)) € M, M(u) € T} y A(DM) =
{(u,v) |ue Sves, (Mu),v)e A(D)}.
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En las figuras 2.13-2.19 ilustraremos paso a paso la construccion de DM .
Tomando como ejemplo el torneo D de la figura 2.12, y M el apareamiento en
negritas.

Figura 2.13: Tomamos los vértices
de S para que estos sean los vértices
de DM

()

Figura 2.14: Empezamos por Sg, €s-
te vértice estd apareado con t5 en
M. Asi, trazamos flechas con cola
en sop y punta en alguno de los vér-
tices en N (t5) = {s2, 54,85}
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Figura 2.15: Seguimos con si, este
vértice estd apareado con ty en M.
Asi, trazamos flechas con cola en s;
y punta en los vértices Nj(t2) =

{50,83,54}~

Figura 2.16: Seguimos con sg, este
vértice estd apareado con t; en M.
Asi, trazamos flechas con cola en s
y punta en los vértices Ng(tl) =

{s0, 51,55}
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Figura 2.17: Seguimos con sg, este
vértice esta apareado con tg en M.
Asi, trazamos flechas con cola en s3
y punta en los vértices N (t;) =

{50751,52}-

Figura 2.18: Seguimos con sy, este
vértice estd apareado con t4 en M.
Asi, trazamos flechas con cola en sy4
y punta en los vértices N (t;) =

{327 53, 35}-
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e

Figura 2.19: Por ultimo, seguimos
con s;, este vértice estd apareado
con t3 en M. Asi, trazamos flechas
con cola en s5 y punta en los vérti-
ces Njy(t1) = {s2, 53, s5}. Obtenien-
do asi la contracciéon del torneo D
de acuerdo al apareamiento perfec-
to M.

Vemos que |V (DM)| = 2k (proposicién 12). Para todo u € V(D) tenemos
que [Npy(u)| = [NH(M(u)| =k y |[Npw(u)| = |[Np(u)] = k. Notemos que
DM 1o contiene flechas paralelas. Ademéas, DM tiene un factor de ciclos. Véase
la figura 2.20

Proposicion 25 (Bessy y Thiebaut [3]). Si Cpm = (ug,ug, ..., us,ur) es un
ciclo en DM | entonces C' = (uy, M (uy),. .., us, M(ug),uy) es un ciclo en D.

Demostracion. Sea C = (uy,us, ..., us uy) un ciclo en DM, Por definiciéon para
todo u;,u; € DM se cumple que (u;, M (u;)), (M (u;),uj) € A(D) con 1 <i,j <
t. Por otro lado, como (uz,u;) € A(DM), entonces (ug, M (uz)), (M (ut),u1) €
A(D). Luego C" = (w1, M(u1),...us, M(u;),uj, M(u),u1) es un ciclo de D.
Notemos que la longitud de C’ es igual a dos veces la longitud de C, pues por
cada flecha en C' tenemos dos en C'. O

Proposicion 26. Si D es un torneo bipartito y M un apareamiento perfecto en
D, entonces DM es una digrifica semicompleta.

Demostracion. Sea D con partes X,Y como en la hipdtesis. Supongamos que
existen u,v € V(DM) tales que (u,v) ¢ A(DM)y (v,u) ¢ A(DM), con {u,v} C
X. Luego, tenemos que no existen

M(u), M(v) €Y ,con (u, M(u)), (v, M(v)) € A(D)
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Y

Figura 2.20: En negritas dos ciclos
ajenos de un factor de ciclos en DM
Notemos que los ciclos en DM tam-

bién son ciclos en el torneo original
D.

tales que (M (u),v) € A(D) o (M(v),u) € A(D). Lo anterior contradice que D

sea un torneo bipartito. O
Lema 27 (Bessy y Thiebaut [3]). Si DM tiene un anticiclo uy,...,u; cont > 2,
entonces

t—1

= (30 s M) U (U s, 300 U (G M)}
i=1 i

1=

es un apareamiento perfecto de D. Ademds, para todo v & {uq,...,us} tenemos
que N;M/ (v) = N (v) y para todo i con 2 < i <t tenemos que N;M,(ui) =

N;M (ui_l) Y N;)_M' (ul) = N;M (ut)

Demostracion. Sea ui,...,u; un anticiclo de D™ asi, por definicién tenemos
que (i1, M(u;)) € A(D) paratodo 1 <i<t—1y (us, M(uy)) € A(D).

Ya que si existe un vértice u; tal que (M (u;),u;+1) € A(D) esta flecha
representarfa una flecha en D™ lo que contradice que u1, ..., u; sea un anticiclo
de DM Por lo tanto, M’ es también un apareamiento perfecto de D.

Luego, para todo ¢ con 1 < ¢ < ¢ — 1 tenemos que M'(u;11) = M(u;)
y M'(u1) = M(ut) en D asi, N;M, (ui) = N (ui—1). La exvecindad de los
demas vértices permanece constante. O

Corolario 28 (Bessy y Thiebaut [3]). Si DM tiene un factor de ciclos y contiene
un anticiclo uy,...,u; con t > 2, entonces la digrdfica obtenida después del
cambio a lo largo del anticiclo uy,...,u; tiene también un factor de ciclos.
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El cambio entre los apareamientos M y M’ en el lema anterior se llama
cambio a lo largo del anticiclo uq,...,u;. Esta operacién mantiene la exis-
tencia de ciclos. Sin embargo, los ciclos pueden variar. Ilustremos los resultados
anteriores con un ejemplo. En las figuras 2.21-2.24 ilustramos el cambio a lo
largo de un anticiclo en la digrafica DM previamente construida.

Figura 2.22: Las flechas punteadas
del anticiclo C* en DM generan otro
apareamiento M’ en D

Figura 2.21: Un anticiclo C* en DM

¥ /

Figura 2.23: Analogamente al pro- Figura 2.24: En negritas dos nuevos
cedimiento utilizado para generar a ciclos generados por el cambio a lo
DM obtenemos DM " con las flechas largo del anticiclo C* en DM ". No-
de M’ que se muestran en la figura temos que aunque existen ciclos en
anterior obtenidas a partir del anti- DM’ estos son completamente dis-
ciclo C* tintos a los ciclos en DM

Asi, queda concluida la exposicion de las herramientas, propuestas por Bessy
y Thiebaut en [3], para la demostracion de la conjetura 22.
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2.4. Resultados en torneos k-partitos

Como hemos visto, el problema de encontrar ciclos complementarios en tor-
neos bipartitos resulta ser mas dificil de estudiar que en los torneos usuales. Asi,
este problema es atin mayor en el caso de torneos k-partitos, para k > 2. En
general, sabemos que ser fuerte y tener un factor de ciclos caracteriza la exis-
tencia de ciclos hamiltonianos en torneos bipartitos, pero en torneos k-partitos,
con k > 2, esas dos condiciones ni siquiera aseguran la existencia de un ciclo
hamiltoniano. Los siguientes dos ejemplos nos mostrardn que existen torneos
k-partitos regulares que no tienen ciclos complementarios.

Ejemplo 1 (Reid [11]). P; no contiene ciclos complementarios C3 y Cy, uno de
longitud 3 y el otro de longitud 4, tal que V(P7) = V(C5) UV (Cy) (figura 2.25):

Figura 2.25: Representacion grafica de Py

Ejemplo 2 (Volkmann [13]). D32 no contiene dos ciclos complementarios de
longitud 3 (figura 2.26).

Figura 2.26: Representacion grafica de D3 o con partes Vi = {z1,22}, Vo =
{y, 2}y Vs = {ur, ua}

Asi, en este mismo articulo Volkmann demostro el siguiente resultado sobre
ciclos complementarios en torneos 3-partitos.

Teorema 29 (Volkmann [13]). Sea D un torneo 3-partito regular, V(D) > 6,
entonces D tiene dos ciclos complementarios con longitudes 3 y |V (D)| — 3, a
menos que D sea isomorfo a D3 5.
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Asi, de la union del teorema 21, junto con el teorema anterior, se obtienen
los siguiente resultados.

Teorema 30 (Volkmann [13]). Sea D un torneo k-partito reqular. Si k =2 y
[V(D)| >8 0k=3y|V(D)| > 6, entonces D tiene dos ciclos complementarios,
a menos que D sea isomorfo a P; 0 a D3 5.

Corolario 31 (Volkmann [13]). Todo torneo k-partito regular D de orden
|[V(D)| > 8 tiene dos ciclos complementarios.
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Conclusion

El problema de determinar las condiciones para que un torneo 7' tenga un
(p, |V(T)| — p)-factor, p > 3, queda resuelto. El mismo problema solo se ha
logrado extender hasta un (6, |V(T")| — 6)-factor en el caso de torneo bipartitos.
La prueba para un (p, |V(T)| — p)-factor, p > 2k con k > 3, queda pendiente su
publicaciéon completa. El ultimo adelanto sobre la prueba de esta conjetura 22
es de noviembre del 2017, Por otro lado, en el articulo original de Song, Zhang
y Manoussakis [14] se propusieron las siguientes dos conjeturas. La primera de
ellas fija una flecha del torneo.

Conjetura 32 (Manoussakis, Song y Zhang [14]|). Sea B un torneo bipartito
k-regular, k > 2. Sea (u,v) € A(B) fijo. Si B no es isomorfa a Fy, ni a otra
familia de digrdficas especificas, entonces para todo p par con4 > p > |V(B)|—4,
B tiene un ciclo C' de longitud p tal que D — C' es hamiltoniano con (u,v) una
flecha de C.

Mientras que la segunda conjetura anade la hipétesis de fijar ciertos vértices.

Conjetura 33 (Manoussakis, Song y Zhang [14]). Sea D un torneo bipartito
k-regular, k > 2. Sean u,v € V(D) fijos. Si D no es isomorfa a Fy ni a otra
familia de digrdficas especificas, entonces para todo p par con4 > p > |V(B)|—4,
B tiene un ciclo C de longitud p tal que D — C' es hamiltoniano y tales que
ueV(C)yveV(D-0C).

Como podemos ver, estas tultimas dos conjeturas son més fuertes que la
conjetura 22. Ademas, estas ultimas dos no se implican una a la otra.

Por dltimo, en el caso de torneos k-partitos, basta que estos sean regula-
res y de orden mayor o igual que 8 para asegurar que tienen dos ciclos com-
plementarios. En trabajos posteriores, se pueden extender los resultados sobre
(p,|T| — p)-factores para cualquier p a este tipo de torneos, que por el momento
tampoco se ha probado.

Thttp://www.lirmm.fr /~thiebaut /data/slides/jgal7.pdf
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Apéndice A

Uso de herramientas
computacionales

Para encontrar la cantidad de torneos bipartitos no isomorfos de orden k
utilizamos el programa genbg el cual pertenece al paquete nauty and Traces.
Este programa puede ser descargado en la siguiente direccion:

https://users.cecs.anu.edu.au/ bdm/nauty/

El programa encuentra todas las graficas con caracteristicas especificas. En el
caso particular de k = 2 utilizamos el siguiente codigo:

./genbg 4 4 -d2 -D2 -c -g

Los ntmeros 4 4 representan la cantidad de vértices en cada parte, mientras
que los comandos -d2 y -D2 especifican el ingrado minimo y el exgrado maximo
de la gréafica respectivamente. Como se buscaba una grafica 2-regular, ambos
valores son iguales. Por tltimo, el comando -c sirve para buscar tnicamente
graficas conexas. Arrojando el siguiente resultado:

>A ./genbg n=4+4 e=8:8 d=2:2 D=2:2 ¢
G7otA_

El cual esta dado en un formato conocido como graph6 ! el cual puede ser
interpretado por Sagemath para obtener la imagen de la grafica. Utilizamos el
siguiente coédigo:

G = Graph("G?7otA_"); G.show()

Obteniendo asi la grafica de la figura A.1.
Para encontrar el nimero de torneos bipartitos 3-regulares no isomorfos,
utilizamos el siguiente codigo:

Thttp://users.cecs.anu.edu.au/ bdm/data/formats.html
https://reference.wolfram.com/language/ref/format/Graph6.html
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Figura A.1:

./genbg 6 6 -d3 -D3 -c -u

Donde el comando -u solo genera y cuenta el namero de gréficas no isomorfas
sin arrojar ningun resultado mas que la cantidad de estas. Obtenemos asi el
siguiente resultado:

>A ./genbg n=6+6 e=18:18 d=3:3 D=3:3 ¢
>Z 6 graphs generated in 0.00 sec

Anélogamente para los casos k = 4:

./genbg 8 8 -d4 -D4 -c -u

>A ./genbg n=8+8 e=32:32 d=4:4 D=4:4 ¢
>Z 193 graphs generated in 0.03 sec

vy k=5:
./genbg 10 10 -d5 -D5 -c -u

>A ./genbg n=10+10 e=50:50 d=5:5 D=5:5 ¢
>Z 601054 graphs generated in 223.22 sec

En el caso k = 6, el programa permanecié méas de tres horas contando sin
arrojar ningun resultado. Por lo que se detuvo su ejecucion.

Para encontrar a P; utilizamos el programa gentourng el cual también per-
tenece al paquete de nauty and Traces. Este programa genera todos los torneos
con caracteristicas determinadas. Asi, empezamos generando torneos fuertemen-
te conexos de orden 7 con el siguiente cédigo:

./gentourng 7 -c -z

el 7 representa el niimero de vértices, -c es el comando que busca solamente
torneos fuertemente conexos y -z arroja los resultados en formato digraph6 2,

2véase el pie de pagina sobre graph6
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A Upgrade this project. It is on an unpaid trial server and has no internet access. Expect very bad A
performance. — more info...
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2 1
3 2
4 3 D = DiGraph("FYE kXFPs2?");
5 4 D.show()
6 5 D.subgraph search count(digraphs.TransitiveTournament(4))
7 6
8 7
9 8
10 -

Figura A.2: Captura de pantalla que muestra la manera en que se obtuvo a P
usando Sagemath
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el cual puede ser interpretado por Sagemath para ser evaluado. Asi, evaluamos
cada uno de estos torneos en Sagemath hasta encontrar uno que satisfaga con
los requisitos para ser Pr; es decir, un torneo 7-regular que no contiene como
subdigrafica a ningtn torneo transitivo de orden 4. Para lo anterior usamos el
siguiente codigo en Sagemath:

D = DiGraph("FYE‘kXFPs?");
D.show()
D.subgraph_search_count (digraphs.TransitiveTournament (4))

La primera linea especifica la digrafica D que va a ser evaluada. La segunda
linea grafica esta digrafica. Mientras que la tercera linea cuenta cuantas veces
aparece el torneo transitivo de orden cuatro como subdigrafica de D. Asi, para-
mos una vez que este numero sea 0. Este cddigo corresponde a la digréafica P
que estabamos buscando (figura A.2).
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