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Introduccion

En 1850, los entusiastas del ajedrez en Europa consideraron el problema de determinar
el nimero minimo de reinas que debian ser colocadas en un tablero de ajedrez de tal
forma que cada uno de los cuadros pudiera ser atacado (dominado) por una reina. Este
problema se puede considerar como el origen del estudio de los conjuntos dominantes
en la Teoria de Graficas. La figura 1(a) ilustra un tablero de ajedrez de 8 x 8 en el
cual esta colocada una reina. Sabiendo que una reina puede, en un movimiento, avanzar
cualquier niimero de cuadros en forma horizontal, vertical o diagonal. Entonces la reina
de la figura 1(a) puede moverse (o atacar o dominar) cualquier cuadro pintado de color
gris. En esa misma época fue planteado, que cinco era el nimero minimo de reinas
que debian dominar todos los cuadros de un tablero de ajedrez de 8 x 8, la respuesta
era correcta. En la figura 1(b) podemos apreciar un ejemplo de la solucién al problema
planteado.

Figura 1:

A pesar de que el estudio en la Teoria de Gréficas sobre los conjuntos dominantes
empezo alrededor del ano 1960, el tema tuvo sus raices histéricas en el ano 1862 cuando
Carl Jaenisch estudio el problema de determinar el minimo nimero de reinas que son
necesarias para cubrir (o dominar) un tablero de ajedrez de n x n. Los entusiastas del
ajedrez de la época estudiaron, entre otros mas, los siguientes tipos de problemas:
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1. Dominacién- ;jCudl es el nimero minimo de piezas de ajedrez de un tipo dado
que son necesarias para cubrir/atacar/dominar cada cuadro de un tablero de
n x n? Este es un ejemplo del problema de encontrar un conjunto dominante de
cardinalidad minima.

2. Dominacién independiente- ; Cuél es el nimero minimo de piezas de ajedrez de
un tipo dado que son necesarias para dominar cada cuadro de un tablero de
n x n de tal forma que estas piezas no se ataquen entre si? Este es un ejemplo
del problema de encontrar un conjunto dominante independiente de cardinalidad
minima.

3. Independencia- ;Cudl es el nimero méaximo de piezas de ajedrez de un tipo dado
que pueden ser colocadas en un tablero de n x n de tal forma que ningin par
de ellas puedan atacarse/dominarse entre si? Este es un ejemplo del problema de
encontrar un conjunto independiente de cardinalidad méaxima.

En 1958, Claude Berge escribié un libro de Teoria de Graficas en el que definié por
primera vez el concepto de nimero de dominacién de una gréfica (aunque él nombré a
este numero como el coeficiente de estabilidad externa).

En 1962, Oystein Ore publico su libro de Teoria de Graficas, en el cual usé, por primera
vez, los nombres de conjunto dominante y nimero de dominacién (aunque él uso la
notacién de d(G) para denotar el nimero de dominacién de una grafica).

En 1977, Cockayne y Hedetniemi publicaron un compendio con los pocos resultados
conocidos hasta ese momento sobre conjuntos dominantes en graficas. En ese compen-
dio, Cockayne y Hedetniemi fueron los primeros en usar la notacion v(G) para denotar
el nimero de dominacién de una grafica, que tiempo después se convirtié en la notacién
universal.

Con el pasar del tiempo fueron surgiendo distintos tipos de conjuntos dominantes entre
los cuales podemos mencionar los siguientes:

1. Conjunto dominante total.
Es un subconjunto S de V(G) con la propiedad que para cada v en V(G), existe
un vértice u en S tal que uv € A(G). El nimero de dominacién total v(G) es la
cardinalidad minima tomada sobre todos los conjuntos dominantes totales.

2. Conjunto dominante independiente.
Es un subconjunto S de V(G) con la propiedad de ser independiente, y ademés
para cada v en V(G)\S, existe un vértice u en S tal que uv en A(G). El nimero de
dominacién independiente 7;(G) es la cardinalidad minima tomada sobre todos
los conjuntos dominantes independientes.

3. Conjunto independiente maximo.
Es un subconjunto S de V(G) con la propiedad de que cada subconjunto {u,v}
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de V(G), cumple con que uv ¢ A(G). El numero de independencia 5y(G) es la
cardinalidad maxima tomada sobre todos los conjuntos independientes méaximos.

Asi llegamos al ano 2012 cuando el autor Ismail Sahul Hamid, introdujo en el articulo;
Independent transversal Domination in Graphs [3] el concepto de conjunto dominante
transversal de independientes maximos el cual se define como un conjunto dominante
que intersecta a todo conjunto independiente maximo. Nombré nimero de dominaciéon
transversal de independientes maximos, v;(G), a la cardinalidad minima tomada sobre
todos los conjuntos dominantes transversales de independientes méximos.

Por otro lado, del concepto de dominacién (por vértices) surgié su concepto dual, la
dominacién por aristas, la cual busca de forma analoga encontrar conjuntos dominantes
por aristas de cardinalidad minima; donde un conjunto dominante por aristas es un
subconjunto X de A(G) con la propiedad de que para cada ¢ en A(G) \ X, existe una
arista d en X tal que ¢y d son adyacentes. El nimero de dominacién por aristas, 7/ (G),
es la cardinalidad minima tomada sobre todos los conjuntos dominantes por aristas.

Unos anos mas tarde en el ano 2016 el autor Anwar Alwardi inspirado por la idea de
un conjunto dominante transversal de independientes méaximos y un conjunto domi-
nante por aristas, introdujo en el articulo; Matching Transversal Edge Domination in
Graphs [1] el concepto de conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos
maximos.

Esta tesis se basa en el articulo Matching Transversal Edge Domination in Graphs, en
la cual desarrollaremos cada uno de los teoremas expuestos en dicho trabajo, con la
intencién de profundizar en ellos.

En el capitulo 1 veremos las definiciones béasicas que nos ayudaran a comprender los
resultados que se desarrollan a lo largo de la tesis.

En el capitulo 2 definiremos lo que son un conjunto dominante por aristas transversal
de apareamientos maximos y el nimero v',,,;(G). Veremos que el niimero /,,,;(G) existe
para cualquier grafica GG, y ademas esta acotado inferior y superiormente. De igual mo-
do, notaremos la relacién que existe entre los nimeros v'(G) y v/t (G) de una gréfica G.
También, conoceremos bajo qué circunstancias se tiene que v, (G) = 1y v 1 (G) = m.

En el capitulo 3 analizaremos cuél es el nimero de dominacién por aristas transversal
de apareamientos maximos de una trayectoria F,, un ciclo C,, una bi-estrella B, s y
una grafica bipartita completa K, ;.

En el capitulo 4 observaremos dos construcciones de graficas que cumplen ciertas condi-
ciones. El primer teorema enuncia que para cualesquiera dos ntimeros enteros a y b tales
que b > 2a — 1 > 2, existe una grafica G tal que |A(G)| = by v'mi(G) = a. Por otro
lado, el segundo teorema es una aportacion de parte nuestra y se puede considerar
como una generalizacion del teorema 4.0.1, al pedir menos resctricciones con respecto
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a los nimero a y b, al solo pedir que b > a > 2

En el capitulo 5 averiguaremos cudl es el nimero v/,,;(G) de una gréfica G que tiene
una o mas componentes conexas. De igual modo, veremos la estrecha relacion que
existe entre el nimero 7/,,:(G) de una grifica G y el nimero v, (L(G)) de su gréfi-
ca de lineas L(G). De igual forma, notaremos bajo qué circunstancias se cumple que
v mt(G) = m — 1. También, observaremos que para cualquier grafica G se cumple que

Vmi(G) <A(G) +0/(G).

En el capitulo 6 estudiaremos cuél es nimero de dominacién por aristas transversal de
apareamientos maximos de la corona de C,, con Ky, C,, o Kj.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones basicas.

En este capitulo veremos las definiciones basicas que nos ayudaran a comprender los
resultados que se desarrollan a lo largo de esta tesis.

Definicién 1.1.1. Una grafica G consiste de un conjunto finito no vacio de objetos,
llamados vértices, y de un conjunto de pares mo ordenados de elementos distintos de
los vértices de G, llamados aristas.

Notacién 1.1.1. Sea G una grdfica.

1. V(@) denota el conjunto de vértices de la grifica G.
2. A(G) denota el conjunto de aristas de la grifica G.

3. Cada arista se denota por wv, con {u,v} C V(G). A los vértices u y v los lla-
maremos los extremos de la arista uv.

Definicién 1.1.2. Sea G una grdfica. El orden de G es el niumero de vértices de
G, denotado por n. El tamano de G es el numero de aristas de G, denotado por m.

Definicién 1.1.3. Sean G una grdfica y {u,v} un subconjunto de V(G). Diremos
que los vértices u y v son adyacentes si uv € A(G).

Definicién 1.1.4. Sean G una grdfica, u en V(G) y e en A(G). Diremos que la
arista e incide en el vértice u si u es un extremo de la arista e.

Definicién 1.1.5. Sean G una grdfica y {e, f} un subconjunto de A(G). Diremos
que las aristas e y f son adyacentes si un extremo de ambas aristas coincide.

A continuacion mostramos un ejemplo de una grafica G donde su conjunto de vértices es
V(G) = {1, vq, v3, 04, U5, 06, U7, V8 } ¥ U conjunto de aristas es A(G) = {vyv2, V104, V1 s,
Vg3, Vo, V4Us, U4, UsUg, UgU7 }. Notemos que el orden y tamanode Gesn =6y m = 9,
respectivamente.



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Observemos que una grafica GG se puede representar de forma geométrica en el plano
como sigue: a cada vértice en V(@) se le asocia un punto en el plano y dibujamos una
linea entre dos puntos si los vértices correspondientes a los puntos son adyacentes en
G. En la figura 1.1 podemos apreciar la representaciéon geométrica de la gréafica del
ejemplo anterior.

Definicién 1.1.6. Sean G una grdfica y S un subconjunto de V(G). La vecin-
dad de S, denotada por N(S) (o Ng(S)), se define como el conjunto {u € V(G) |
wv € A(G) para algin v en S}. En particular si S={v}, para v en V(G), simplemente
escribiremos N(v) (o Ng(v)) y diremos que N(v) = {u € V(G) | wv € A(G)}.

Definicién 1.1.7. Sean G una grdfica y S un subconjunto de V(G). La vecindad
cerrada de S, denotada por N[S| (o Ng[S]), se define como el conjunto N(S)U{S}.

Definicién 1.1.8. Sean G una grdfica y v en V(G). El grado de v, denotado por
d(v) (0 d¢(v)), se define como la cardinalidad del conjunto N(v); es decir, |N(v)|.

Definicién 1.1.9. Sea G una grdfica. El grado minimo de G, denotado por 6(G),
se define como el min {6(v) | v € V(G)}.

Definicién 1.1.10. Sea G una grdfica. El grado maximo de G, denotado por
A(G), se define como el mdz {6(v) |v € V(G)}.

Definicién 1.1.11. Sean G un grifica y S un subconjunto de V(G). Diremos que
S es independiente si para cualesquiera dos vértices u y v en S se cumple que uv ¢

AQ).

Para ejemplificar el resto de las definiciones consideremos a la gréafica de la figura 1.1.
Para el conjunto S = {vs, v5}, tenemos que la vecindad abierta y la vecindad cerrada
de S es N(S) = {vo,vg,v6} y N[S]| = {va, v3,v4, 5,06}, respectivamente. Observemos
que 0(vy) = 3, d(ve) = 3, §(v3) = 1, 6(vy) = 3, 0(vs) = 2, d(vg) = 3, d(v7) = 1y
d(vs) = 2. Asi que, el grado minimo y grado maximo de G es 6(G) = 1 y A(G) =
3, respectivamente. Por otro lado, notemos que S = {ws, vy, v7,v8} €s un conjunto
independiente en G.

1.2. Tipos de graficas.

Definicién 1.2.1. Sea G una grdfica. Diremos que G es completa, denotado por
K,, si para cualquier par de vértices u y v de V(G) se tiene que uv € A(G).

En la figura 1.2 podemos apreciar a la grafica completa G, K.

Definicién 1.2.2. Sea G una grdfica. Diremos que G es k-partita si eziste una
particion de V(G) en k conjuntos independientes. En particular si k=2, diremos que
la grdfica 2-partita es una grdfica bipartita.
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U1 (%

Ug U3

v7 V4
Ve Us

Figura 1.1: Representacion geométrica de una grafica G

G a

V4

Figura 1.2: G es la grafica completa K

Definicién 1.2.3. Sean G un grdfica bipartita y {Vi, Va} una particion de V(G) en
conjuntos independientes. Diremos que G es bipartita completa si todo vértice en V;
es adyacente a todo vértice en V. G serd denotada por K, s donde |Vi| =1 y |[Va| = s.

Definicién 1.2.4. Sea G una grdfica. Diremos que G es una biestrella si se obtiene
a partir de Ky, con V(Kjy) = {u,v}, al anadirle r aristas incidentes a u y s aristas
incidentes a v, denotada por B, s.

Podemos apreciar en la figura 1.3 un ejemplo de una grafica bipartita G, la grafica
bipartita completa K5, y la grafica biestrella Bs 3.
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G H
Uy V1
U2 @ Ug ()] Vg
us U3
Uy :/ U7 Uy V7
Us Us
I
w1 Weg
W @ ® Wy
Wy Ws
w3 wg

Figura 1.3: G es una gréfica bipartita, H es la grafica bipartita completa K59 € I es la
biestrella Bs 3

1.3. Tipos de subgraficas.

Definicién 1.3.1. Sean G y H dos graficas. Diremos que H es subgrafica de G si
V(H) CV(G) y A(H) C A(G).

Definicién 1.3.2. Sean G una grdfica y H una subgrdfica de G. Diremos que H es
generadora si V(H) = V(G).

Definicién 1.3.3. Sean G una grifica y H una subgrdfica de G. Diremos que H es
inducida siempre que uv € A(H) si y solo si uv € A(G) para cada subconjunto {u,v}
de V(H).

Definicién 1.3.4. Sean G una grdfica y S un subconjunto de V(G). La grafica
inducida por S, denotada por (S), es la grdfica tal que V((S)) = S y A((S))={uv €
A(G) [ {u, v} € S}

Definicién 1.3.5. Sean G una grifica y S un subconjunto de A(G). La grifica
G — S es tal que A(G—S5)=A(G)\ S yV(G-S5)=V(G).

Sea G la gréfica tal que V(G) = {v1, va, v3, U4, Vs, Ug, U7, U8} ¥ A(G) = {v102, V203, U304,
V41, V1 Vs, VaUg, U3U7, V4Us, UsU, VgU7, Urls, UgUs }. En la figura 1.4 podemos apreciar a
la gréfica G. Afirmamos que la gréfica H, con V(H) = {vi,v9,v3,04} y A(H) =
{v1v9, vov3, V3V, V401 } es subgrafica de G ya que V(H) C V(G) y A(H) C A(G),
podemos apreciar a la grafica H en la figura 1.4. Afirmamos que la grafica I, con
V(I) = {v1,v2,v3,04, 05,06, 07,08} v A(L) = {v102, 0105, Va0g, U3y, V307, UgUg} €S sub-
grafica generadora de G ya que V(I) = V(G). Se puede apreciar a la grafica I en la
figura 1.4.
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Sea S = {v1,vq,v3, 04, v5,06} un subconjunto de V(G) y considere la gréifica J de la
figura 1.4. Como V(J) = Sy A(J) = {v1va, 0903, U3vg, V401, V1U5, V506, VU2 } = {uv €
A(GQ) | {u,v} C S}, se sigue que J es la grifica inducida por S.

G H

Vs Vg

U1 I V2
‘\‘US Uﬁ./.
(7 U3 V4 U3

Figura 1.4: G es una grafica, H es una subgrafica de G, I es una subgrafica generadora
de G y J es la subgréfica inducida por el subconjunto S de V(G)

1.4. Operaciones en graficas

Definicién 1.4.1. Sean G y H dos graficas. La unién de G y H, denotada por
GUH, es la grifica tal que V(GUH)=V(G)UV(H) y A(GUH)=A(G)U A(H).

Definicién 1.4.2. Sean G y H dos grdficas. El producto corona de G y H,
denotada por G o H, es la grifica que se obtiene de tomar una copia de G y |V(G)|
copias de H, y unir cada vértice de la i-ésima copia de H al i-ésimo vértice de G con

ien{l,....|V(Q)|}.

A continuacién en la figura 1.5 exhibimos un ejemplo de una grafica GG, una grafica H,
la uniéon de G y H, a saber G U H y el producto corona de G y H, a saber G o H.

1.5. Tipos de caminos
Definicién 1.5.1. Sea G una grifica. Diremos que una sucesion de vértices de G,

W=(vg,...,v,), es un camino si v;v;41 € A(G) para cada i en {0,1,...,n— 1}.
Denotaremos a W por vgv,-camino.
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G GUH
V1 (%] (% (%) wy
(] (% w2

Vg V3

w1 w1

H GoH
w2 w2
w1 w1

(%) U3

Wo (%)

Figura 1.5: Grafica G, grafica H, la uniéon de G y H y el producto corona de G y H

. Si W no repite vértices diremos que W es una trayectoria. Denotaremos a W

por vyv,-trayectoria.
Si vg = v, diremos que W es un camino cerrado.
La longitud del camino W, denotado por [(W), se define como n.

W es un ciclo si W es cerrado y no repite vértices, salvo el primero y el 1ltimo,
con longitud al menos tres.

Notacion 1.5.1.

1.
2.
3.

/.
5.

A(W) denota al conjunto {viv;1q1 € A(G)|i€{0,...,n—1}}.
V(W) denota al conjunto {vy, ..., v,}.

Si Wy = (xo,...,xx) y Wo = (z, = yo,...,Yr) Son dos caminos, entonces el
camino (xq,...,Tx = Yo, ..., Y,) se denotard por Wi U Ws.

Una trayectoria con n vértices sera denotada por P,.

Un ciclo con n vértices es denotado por C,.

Definicién 1.5.2. Sean G una grdfica y {u,v} un subconjunto de V(G). La distan-
cia de u av, denotada por d(u,v), se define como min {l(P) | P es una uv-trayectoria}.
Si no existe ninguna uv-trayectoria, definimos d(u,v) como oo.

Definicién 1.5.3. Sean G una grdfica y v en V(G). La excentricidad de v, deno-
tada por e(v), se define como mdzx {d(v,w) | w € V(G)}.
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Definicién 1.5.4. Sean G una grdfica y v en V(G). El didmetro de G, denotado
por didm(G), se define como mdz {e(v) | v € V(G)}.

U1

Vg

Vg U3

Figura 1.6: Grafica para ejemplificar las definiciones 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3 y 1.5.4

Ahora daremos un ejemplo de un camino, una trayectoria, un camino cerrado y un
ciclo. Sea G la grafica tal que V(G) = {v1, v9, v3,v4, 05,06} v A(G) = {v109, V106, Vo3,
UgUg, U3V4, V3Ug, U4Us, V4Ug, UsU1, UsVg }. Se puede apreciar la grafica G en la figura 1.6.
Notemos que Wi = (v, vg, v3,v4,v5) es un camino, ya que v;v;11 € A(G) para cada i
en {1,2,3,4}, y ademds la longitud de W es 4; es decir, I[(W;) = 4. Por otro lado, co-
mo Wi no repite vértices, entonces W es una trayectoria, W3 = (vl, Vg, Vg, Us, V4, Vg, vl)
es un camino cerrado y Wy = (vs, vy, vs, vg,v3) €s un ciclo, puesto que es un camino
cerrado que no repite vértices, salvo el primero y el tltimo.

Por otro lado, d(vi,v1) = 0, d(vi,v2) = 1, d(v1,v3) = 2, d(vy,v4) = 2, d(vy,v5) = 1,
lo que implica que e(vy) = 2. Més atin, e(vg) = 2, e(v3) = 2, e(vy) = 2, e(vs) =2y
e(vg) = 1. Asi que, didm(G) = 2.

Definicién 1.5.5. Sea G una grdfica. Diremos que G es conexa si para cada Sub-
conjunto {u,v} de V(G) existe un uv-camino (uv-trayectoria). En otro caso diremos
que G es inconexa.

Notacién 1.5.2. w(G) es el nimero de componentes conezxas de G.

Ahora, daremos un ejemplo de una grafica conexa y una grafica inconexa.

Notemos que la grafica G de la figura 1.7 es una grafica conexa, puesto que para cada
subconjunto {u,v} de V(G) existe un uv-camino. Por otro lado, la gréifica H de la
figura 1.7 es inconexa, ya que no existe un wjw,-camino. También notemos que el
nimero de componente conexas de Gy H es w(G) =1y w(H) = 3, respectivamente.

Definicién 1.5.6. Sean G una grdfica, uwv en A(G) y X y Y dos subconjuntos de
V(G). Diremos que uv es una XY -arista siu € X yv €Y.
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® ® L 4 L
U1 w1 w9 w3

@ L 4 L ] ® L4 @
V4 Vs (%] wy Wy wWe

[ ] ® L4 L]
V3 wry ws Wy

Figura 1.7: G es una grafica conexa y H es una grafica inconexa

El siguiente resultado nos da condiciones necesarias y suficientes para la conexidad de
una grafica.

Teorema 1.5.1. Sea G una grdfica no trivial. G es conezxa si y solo si para toda
particion {X,Y'} de V(G) existe una XY -arista.

Demostracion:

(=) Supongamos que G es conexa.

Sea {X,Y} una particién arbitraria de V(G). Demostraremos que existe una XY'-
arista. Como ambos conjuntos son no vacios, se sigue que existe {u,v} subconjunto
de V(G) tal que u € X y v € Y. Puesto que G es conexa, entonces existe una uv-
trayectoria, llamémosle 7T'. Sin pérdida de generalidad, digamos que T es de la forma
T = (u=wyg, w1, . .., w,_1, w,=v). Definimos el conjunto S = {i € N | w; € X}, es claro
que S # (), ya que wy € X, ademds para cada i en S, se cumple que ¢ < r, puesto que
w, €Y. Asi que, S es un conjunto acotado y finito, lo que implica que tiene méaximo,
digamos k, donde k < r, por lo que w41 es un vértice en V(T') tal que wiy € X, lo
que implica que wgyq € Y. Asi, wpwg,q es una XY -arista.

Por lo tanto, para toda particién {X,Y} de V(G) existe una XY-arista.

(«<=) Supongamos que para toda particién {X,Y} de V(G) existe una XY -arista.

Demostraremos que G es conexa. Sea {u,v} un subconjunto de V(G). Probaremos
que existe una wuwv-trayectoria. Para lograr esto, primero definimos el conjunto S =
{z € V(G) | Existe una uz-trayectoria }. Afirmamos que S = V(G). Procediendo por
contradiccién, supongamos que S # V(G), lo que implica que existe un vértice w
en V(G) tal que w ¢ S, se sigue que w € (V(G) \ S). Consideremos a la particién
{S,V(G)\ S} de V(G), por hipétesis sabemos que existe una S(V(G) \ S)-arista. Sin
pérdida de generalidad, digamos que yz es una arista, con y en S'y z en V(G) \ S.
Como y € S, entonces existe una uy-trayectoria, llamémosle T, lo que implica que
TU (y, z) es una uz-trayectoria con w en S'y z en (V(G)\ S), por lo que z € S, lo cual
es una contradiccién. Asi que, S = V(G). Puesto que v € V(G), se sigue que existe



1.6. GRAFICA DE LINEAS Y COMPLEMENTO. 13

una uv-trayectoria, y como la eleccion de los vértices v y v fue arbitraria concluimos
que G es conexa.ll

1.6. Grafica de lineas y complemento.

Como vimos anteriormente, el grado de un vértice se puede definir apartir de la cardi-
nalidad de su vecindad abierta. Puesto que en esta tesis se aborda un tema relacionado
con conjuntos dominantes por aristas, entonces, con esto en mente, es sensato también
definir el grado de una arista por lo que introduciremos el concepto de grafica de lineas
como sigue.

Definicién 1.6.1. Sea G una grdfica, con ¢ > 1. La grafica de lineas de G,

denotada por L(G), es la grdfica tal que:
V(L(G)) = A(G) y A(L(G))={ab | a y b son aristas adyacentes en G}.

A continuacién, mostramos un ejemplo de la gréfica de lineas L(G) de una gréfica G.
Sea G la gréfica tal que V(G) = {1, va, v3, 04,05} v A(G) = {e1, €2, €3, €4} = {v105, Vo5,
V305, U405 }. La grafica de lineas L(G) consiste de V(L(G)) = {e1, ea,e3,e4} v A(L(G)) =
{e1eq, e1e3, €164, €23, €2e4, e3e4}. En la figura 1.8 podemos apreciar a la grafica Gy su
grafica de lineas L(G).

V1 €1
®
G L(G)
€1
€4
V4@ 4 ® U9 €4 €2
Vs €9
€3
®
(%} €3

Figura 1.8: G es una grafica y L(G) es la gréfica de lineas de G

Definiciéon 1.6.2. Sean G una grifica y b en A(G). La vecindad abierta por
aristas de b, se define como Np)(b).

Definiciéon 1.6.3. Sean G una grdfica y b en A(G). La vecindad cerrada por
aristas de b, se define como Np)[b].

De aqui en adelante cuando hablemos de la vecindad abierta y/o cerrada de una arista
b, simplemente se escribird N(b) y/o N[b] respectivamente.
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Definiciéon 1.6.4. Sean G una grifica y b en A(G). El grado por aristas de b,
denotado por §'(b), se define como 61, (D).

Definicién 1.6.5. Sea G una grdfica. El grado minimo por aristas de G, deno-
tado por ¢§'(G), se define como §(L(G)).

Definicién 1.6.6. Sea G una grdfica. El grado maximo por aristas de G, deno-
tado por A'(G), se define como A(L(G)).

€1 L(G) €4

€9 €x

Figura 1.9: G es una grafica y L(G) es la gréfica de lineas de G

Sea G la gréfica tal que V(G) = {vi,v9,v3,04,05,06} v A(G) = {e1, e, e3,¢€4,65},
se sigue que su grafica de lineas L(G) consiste de V(L(G)) = {e1,ez2,€e3,e4,€5} y
A(L(Q)) = {ejea, e1e3, eaes, e3eq, e3e5, e4e5}. Se puede apreciar a la grafica G'y su gréfi-
ca de lineas L(G) en la figura 1.9. Sea e; en A(G). La vecindad abierta y la vecindad
cerrada de ey es Npg)(e1)={e2, es} v Nio)ler]={e1, e2, €3}, respectivamente. Notemos
que 0'(e1) =2, §'(e2) =2, 0 (e3) =4, §(eq) =2y d(e5) = 2.

Asi que, el grado minimo por aristas y el grado méximo por aristas de G es §'(G) = 2
y A'(G) = 4, respectivamente.

Definicién 1.6.7. Sea G una grdfica. El complemento de G, denotado por G, es
la grifica tal que V(G) = V(G) y uv € A(G°) si y solo si uv & A(G).

Sea G la gréfica tal que V(G) = {v1, va,v3, 04,05} y A(G) = {0102, vau3, V304, V4V, V5V }.
Notemos que V(G¢) = V(G) y ademds {vivs, v305, Usva, 204, 401} € A(G), lo que im-
plica que {vyv3, V35, VsV2, Vavy, V401 } = A(G€). En la figura 1.10 se exhibe la gréfica G
con su complemento.

El siguiente teorema nos muestra algunas condiciones bajos la cuales se cumple que
didm(L(G)) < 2. Cabe mencionar que la demostracion del teorema se puede encontrar
en el articulo Distance spectra and distance energies of iterated line graphs of regqular
graphs [4]. Este resultado serd muy importante para dar una cota superior del niimero
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G U1 Ge V1

(%] V2 Us V2

V4 V3 V4 V3

Figura 1.10: G es una grafica y G° es el complemento de G

de dominacion por aristas transversal de apareamientos maximos en la grafica de lineas.

Teorema 1.6.1. (Raman, H.S, Revankar, D.S, Gutman, I, and Walikar,
H.B. (2009)). Sea G una grifica. Si el diam(G) < 2 y ninguna de las grificas Fy, Fy
y Fs de la figura 5.3 es una subgraifica inducida de G, entonces el diam(L(G)) < 2.

F1 V1 F2
@ L L L L J
Uy Uz us Uy Us U3 Uy Us
V2
w1 F3 Wy
w3
w2 Ws

Figura 1.11: Gréfica Fy, grafica F, y grafica F3

1.7. Apareamientos.

Definicién 1.7.1. Sean G un grifica y M un subconjunto de A(G). Diremos que
M es un apareamiento si para cualesquiera dos aristas a y b en M se cumple que a
y b no son adyacentes.
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Definicién 1.7.2. Sean G una grdfica, v en V(G) y M un apareamiento en G.
Diremos que v es M saturado si existe una arista en M que incide en v.

Definicién 1.7.3. Sean G una grdfica y {u,v} un subconjunto de V(G). Diremos
que u y v estdn M apareados si uv € M.

Definicién 1.7.4. Sea G una grdfica. Diremos que M es maximo si no existe un
apareamiento M’ tal que | M| < |M'|.

Definicién 1.7.5. Sea G una grdfica. Diremos que M es un apareamiento
perfecto st M satura a cada vértice de G.

De la definicién de apareamiento es claro que el conjunto vacio es un apareamiento. Si
|A(G)| > 1, entonces para uv en A(G) se tiene que el conjunto {uv} es un apareamiento
de G. Por lo tanto, toda grafica no trivial tiene al menos un apareamiento.

Definicién 1.7.6. Sea G una grdfica. El nimero de apareamiento de G, deno-
tado por 51(G), se define como mdx {|M| : M es un apareamiento en G}.

Notacién 1.7.1. Un B1(G)-conjunto es un apareamiento de cardinalidad mdzima

en G.

Observacion 1.7.1. Sean G una grdfica y M un apareamiento en G. De la defini-
cion de apareamiento y la definicion de B1(G) se deduce lo siguiente:

1. Si M es un apareamiento perfecto, entonces G tiene un niumero par de vértices.
M es un apareamiento perfecto si y solo si f1(G) = 3.
Si|A(G)| > 1, entonces 1 < 31(G) < 5.

Si|A(G)| > 1 yn es impar, entonces 1(G) < 25+

SN

Un apareamiento perfecto es un apareamiento mdzimo de G.

Sea G la grafica tal que V(G) = {v1,vq,v3,04,05,06} v A(G) = {v1v9, 0103, v104,
V1Vs, U1Vg, U2V3, U2U4, UaUs5, U2Vg, U3V4, U3VUs, V3Vg, U4Vs5, V4Vg, U5U6}. Podemos apreciar ala
grafica G en la figura 1.12. Ahora mostraremos un ejemplo de un apareamiento M de
G, un vértice M saturado, dos vértices M apareados, un apareamiento maximo, un
apareamiento perfecto y el nimero de apareamiento de G. Sea M = {vyvq, v304}, se
sigue que M es un apareamiento de G, puesto que ningtin par de sus aristas son adya-
centes entre si. Ademads, el vértice vy estd M saturado, puesto que la arista vivy de M
incide en v;. Por otro lado, los vértices v3 v vy estan M apareados, ya que vsvy € M.
Sea M’ = {v1vq, v3v4, V505 }, como todos los vértices de G estan M’ saturados, se sigue
que M’ es un apareamiento perfecto de G, en particular es un apareamiento maximo
de G. Por lo anterior, se concluye que el nimero de apareamiento de G es 51(G) = 3.
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G »

Vg V2

V4

Figura 1.12: G es la grafica completa Kg

Teorema 1.7.1. Si P, es una trayectoria, con n > 2 entonces f1(P,)=["].

n—1

Demostracién: Sin € {2, 3}, se deduce facilmente que £ (P,)=["5"]=1.

Si n > 4, entonces supongamos que P, = (v1,vg,...,V,_1,0,) €8 una vjv,-trayectoria.
Consideremos dos casos sobre n, si n es par o si n es impar.

1. Si n es par.

Definimos los siguientes conjuntos:
— ; n—2\__

Ni={v2i4102i42 | 0 <0 < "5=}={v102, V30, . . ., Un_3Un_4, Un—1Un }.
_ ; n—4y__

No={2i42V2i43 | 0 <0 < "5=}={vy03, V405, . . ., Un—4Un_3, Un—2Un_1}.

Observemos que Ny es un apareamiento perfecto, entonces de la observacion 0.2.1
se tiene que f31(P,) = 5.

n—2

n n—2
5 =k € N. Puesto que 5= =k—1€ N, yaquen > 4,y k-1="3=

donde 25t € Q, se sigue que [%1] = 2.

Por otro lado, como n es par, entonces n = 2k para algin k en N, por 1
< n-1

Por lo tanto, f1(P,)=["51], si n es par con n > 4.

2. Sin es impar.
Definimos los siguientes conjuntos:
. n—3
N1={v2i410V2i42 | 0 <7 < 252 ={v102, U304, . . ., Un—4Vp_3, Vn_2Un_1}.
: n—3
Noy={v2i 4202143 | 0 <0 < 252 ={vov3, V405, . . . , Un—3Vp_2, Un_1Un }.
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Note que por definicién se tiene que Ny y Ny son apareamientos, donde | Ny| = ”T_l

y |No| = 251 Como N; es un apareamiento de cardinalidad 5%, entonces

2
"T_l < Bi(P,). Luego, por la observacién 0.5.1 se tiene que Bi(P,) < 2,

= 3
lo que implica que f;(P,) = “5+.

: : n—1 : : n—17 _ n—1
Como n es lmpar se tiene que 5 € N, esto 1mphca que ’VT—| =5 -

Por lo tanto, (1 (P,)=["5], si n es impar con n > 4.1

Teorema 1.7.2. Si C,, es un ciclo, con n > 3 entonces 1(Cy,)=["5].

Demostracién: Si n = 3, se deduce fécilmente que §;(C3)=[351]=1.

Sin > 4, entonces nuestro ciclo se ve de la siguiente forma C,, = (v1,v2, ..., Vp_1, Un, v1).
Consideremos dos casos sobre n, si n es par o si n es impar.

1. Sin es par.

Definimos el conjunto:
Ni={v2i1102i42 | 0 <@ < %}:{01U27 V34, . . ., Un—3Un—4, Un—1Up }.

Observemos que N7 es un apareamiento pertecto, entonces de la observacién 1.7.1

(2) se tiene que f1(Cy) = 5.

Por otro lado como n es par, entonces n = 2k para algin k en N,
5 =FkeN. Puestoque”T_2 =k—1€eN, yauquen24,yk5-1:"T_2 <

donde 31 € Q, se sigue que [%1] = 2.

or lo que
2

p
n=l - n_L

N3

Por lo tanto, 1(C,)=["5], si n es par con n > 4.

2. Sin es impar.

Definimos los siguientes conjuntos:
: n—3
N1={v2i4102i42 | 0 <0 < "52}={v102, U3V, . . ., Un—4Un_3, Un—2Up_1}.
— ; n—31__
No={2i4202i43 | 0 <0 < B5=}={vy03, V405, . . ., Un_3Un_2, Un—_1Up }.

Note que por definicién se tiene que Ny y N son apareamientos, donde | N7| = 25+

y |No| = 251 Como N; es un aparcamiento de cardinalidad %5+, entonces

2= < B1(Cy). Luego, por la observacién 1.7.1 (3) se tiene que £;(C,) < 251, lo
n—1

que implica que £1(Cy) = “F=.

Como n es impar, observemos que "T_l € N, esto implica que f”T_W ==

Por lo tanto, 81(C,)=["5], si n es impar con n > 4.1
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El siguiente teorema es de gran importancia, ya que nos dice cudndo una grafica bi-
partita GG tiene un apareamiento que satura a cada uno de los vértices de alguna de las
particiones de los vértices de G.

Teorema 1.7.3. (Teorema de Hall) Sea G una grdfica bipartita con {X,Y} una
particion de V(G) en conjuntos independientes. G tiene un apareamiento que satura a
cada vértice de X si y solo si |[N(S)| > |S|, para cada subconjunto no vacio S de X.

Corolario 1.7.1. Sea G una grifica bipartita completa con {X,Y } una particion de
V(G) en conjuntos independientes tal que | X| < |Y|, entonces G tiene un apareamiento
que satura a cada vértice de X.

Demostracién: Como | X| < |V, sin pérdida de generalidad digamos que |X| =1y
|Y| = s. Puesto que G es una gréfica bipartita completa, se sigue que |N(H)| = s para
cada subconjunto no vacio H de X. Por su parte, para cada subconjunto H de X se
tiene que |H| < |X| = r, lo que implica que |H| < |X| =r < s = |[N(H)|. Asi que,
|H| < |N(H)| para cada subconjunto no vacio H de X. Por lo tanto, por el teorema
1.7.3 (teorema de Hall), G tiene un apareamiento que satura a cada vértice de X.

1.8. Conjuntos dominantes por aristas.

Definicién 1.8.1. Sea G una grifica y S un subconjunto de A(G). Diremos que S
es un conjunto dominante por aristas si toda arista en A(G) \ S es adyacente a
alguna arista en S.

Definicién 1.8.2. Sea G una grifica. El nimero de dominacién por aristas de
G, denotado por v/ (G), se define como min {|S| : S es un conjunto dominante por
aristas en G}.

Notacién 1.8.1. Un +/(G)-conjunto es un conjunto dominante por aristas de car-
dinalidad minima.

A continuacién, exhibiremos un ejemplo de un conjunto dominante por aristas de una
grafica Gy daremos su nimero de dominacién por aristas. Sea G una grafica, con
V(G) = {v1,v2,v3, 04, 05,06, V7,8, V9, V10} ¥ A(G) = {v1v9, 0903, 0405, VgV, V7Us, VgUs,
v10Vs }. Se puede apreciar la representacion geométrica de la gréfica G en la figura 1.13.
Notemos que S = {wvjvy, v9v3, V45, VgUs, V7Ug} €s un conjunto dominante por aristas,
ya que A(G) \ S = {wvgus, v1gvs} donde vgvg es adyacente a vgvg en S, e igualmente
v1oUg es adyacente a vgvg en S. Por otro lado, el nimero de dominacién por aristas
de G es 7/(G) = 3, ya que {vv2, 0405, U6vs} €s un conjunto dominante por aristas de
cardinalidad minima.
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U1 (%) U3
@ L L
V4 U5
@ L
Ve U7
Ug
Vg V10

Figura 1.13: Gréfica para ejemplificar las definiciones 1.8.1 y 1.8.2



Capitulo 2

Primeros resultados y cotas
generales

En este primer capitulo definiremos lo que es un conjunto dominante por aristas
transversal de apareamientos méximos y también definiremos el nimero +/,:(G).
Notaremos que el nimero v',,,;(G) siempre existe para cualquier grafica G, y ademés
que este nimero estd acotado inferiormente y superiormente por uno y la cardinalidad
de A(G), respectivamente. También veremos un resultado que muestra la relacién que
existe entre los nimeros 7'(G) y 7't (G) de una grafica G. Por otra parte, observaremos
bajo que circunstancias v, (G) = 1y vpe(G) = m.

Definicién 2.0.1. Sean G una grdfica y S un subconjunto de A(G). Diremos que S
es un conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos maximos
st S es un conjunto dominante por aristas y ademds S intersecta a todo apareamiento
mazrimo de G.

Definicién 2.0.2. Sea G una grifica. El nimero de dominaciéon por aristas
transversal de apareamientos maximos de G, denotado por +',..(G), se define
como min {|S|: S es un conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos
mdzximos }

Notacién 2.0.1. Un~'+(G)-conjunto es un conjunto dominante por aristas transver-
sal de apareamientos mazrimos de cardinalidad minima.

A continuacién, mostraremos un ejemplo de un conjunto dominante por aristas transver-
sal de apareamientos maximos de una grafica G y daremos su nimero de domi-
nacién por aristas transversal de apareamientos maximos. Sea G una grafica, con
V(G) = {v1,v2,v3,04, 05,06, 07,08} v A(G) = {v1va, v304, V405, V506, V70g }. Podemos
apreciar la representacién geométrica de la gréfica GG en la figura 2.1. Notemos que S =
{v1v9, V304, V4U5, V708 } €s un conjunto dominante por aristas transversal de apareamien-
tos méximos, ya que A(G) \ S = {vsvs} donde vsvs es adyacente a vyvs en S, lo
que implica que S es un conjunto dominante de G, y ademés S intersecta al unico
apareamiento maximo de G, a saber {vyvy, v3v4, V506, V708 }. Por otro lado, el nimero de
dominacion por aristas transversal de apareamientos maximos de G es 7/, (G) = 3, ya

21
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G

® o
U1 U2
® L L L
U3 V4 Vs Ve
@ @
U7 Ug

Figura 2.1: Grafica para ejemplificar las definiciones 2.0.1 y 2.0.2

que {vyv2, V405, 70} €s un conjunto dominante por aristas transversal de apareamien-
tos maximos de cardinalidad minima.

El siguiente resultado prueba que para cualquier grafica G' el numero 7/,,,,(G) siempre
existe, y ademds esta acotado inferiormente y superiormente.

Teorema 2.0.1. Sea G una grdfica con A(G) # 0, entonces 1 <~ (G) < m.

Demostracidn: Es claro que A(G) es un conjunto dominante por aristas. Por otro lado,
sabemos que para cualquier aparamiento maximo M de G, se tiene que el conjunto
A(G) lo intersecta. Por lo tanto, A(G) es un conjunto dominante por aristas transversal
de apareamientos maximos, lo que implica que v/,,,:(G) < m. Como A(G) # (), entonces
cualquier conjunto dominante por aristas tiene al menos una arista, lo que implica que
1 <9mu(G). Asi, 1 <v0u(G) <m. R

El siguiente teorema muestra la relacién que existe entre los nimeros 7'(G) y v/t (G).
Teorema 2.0.2. Sea G una grifica, entonces ' (G) < vt (G).

Demostracién: Sea S’ un v/,,;(G)-conjunto. Puesto que en particular S” es un con-
junto dominante por aristas en G, se sigue que 7'(G) < |5'|.

Por lo tanto, v/(G) < v/, (G) =|5’|. 1

A partir del teorema anterior sabemos que v'(G) < v/,,,:(G) para cualquier grafica G.
El siguiente teorema muestra el caso particular cuando G tiene al menos una arista
aislada y su relacion con el teorema 2.0.2. Cabe mencionar que la siguiente demostracion
que aqui se presenta es una demostracion diferente a la que se da en el articulo.
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Teorema 2.0.3. Sea G una grdfica con al menos una arista aislada, entonces

Vmi(G) = 7(G).

Demostracion: Puesto que G tiene al menos una arista aislada, entonces sea W =

{uyvy, ..., uv,} el conjunto de aristas aisladas de G. Sea S un /(G)-conjunto, como el
conjunto W no es adyacente a ninguna arista en G, se sigue que {ujvy,...,uv.} C S.
Por otro lado para cualquier apareamiento maximo M se cumple que {ujvy, ..., uv,.} C

M, por lo que S intersecta a todo apareamiento maximo, lo que implica que S es un
conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos maximos. Por lo tanto,
Vmt(G) < S| = +(G). Por el teorema 2.0.2 se tiene que v'(G) < v':(G). Por lo tanto,
Vm(G) =7(G). A

Corolario 2.0.1. Para cualquier grdafica G tal que G=(H U K3), donde
V(H)NV(K3) =0, se cumple que v (G) = v'(G).

Demostracién: Supongamos que V(K3) = {u,v}. Como uv es una arista aislada, se
sigue del teorema 2.0.3 que v, (G) = v(G). R

Como vimos en el teorema 2.0.1, para cualquier gréifica G se tiene 1 < v/,,;(G) < m.
El siguiente teorema muestra bajo qué circunstancias se cumple que v/,;(G) = 1.

Teorema 2.0.4. Sea G una grdfica conexa, entonces ', (G) =1 si y solo si

G=K,.
Demostracidn:

(=) Supongamos que v',+(G) = 1.

Primero probaremos que |A(G)| = 1. Procediendo por contradiccién, supongamos que
|A(G)| > 1. Sea S un +/,,,;(G)-conjunto, entonces S es de la forma {uv} con uv en A(G),
como S es un conjunto dominante por aristas, se sigue que toda arista en A(G) \ S =
A(G) \ {uv} debe ser adyacente a la arista uv. Por lo tanto G debe ser de alguna de
las formas que se pueden apreciar en la figura 2.2. Asi que, consideremos los siguientes
casos sobre G, respecto a las graficas de la figura 2.2.

1. En este caso GG es una estrella. Por otro lado, podemos apreciar en la figura
2.2 que S no intersecta a todo apareamiento maximo, ya que cada {uw;} es un
apareamiento maximo, para toda i en {1,...,m — 1}.

2. Este caso de igual forma G es una estrella, lo que implica que este caso es analogo
al caso (1).

3. En este caso G es una biestrella. Por otro lado, podemos apreciar en la figura
2.2 que S no intersecta a ningin apareamiento maximo, ya que los aparamientos
maximos son de la forma {uw;, vw;} conien {1,...,r}yjen{r+1,...,m—1}.
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Como los tres casos nos llevan a una contradiccién concluimos que |A(G)| # 1, lo que
implica que |A(G)| = 1. Regresando a nuestra demostracién original, y puesto que
|A(G)| = 1 podemos suponer sin pérdidad de generalidad que A(G)={uv}, por lo que
concluimos que G = K. Por lo tanto, G = K.

Figura 2.2: (a) es la grafica del caso 1, (b) es la gréafica del caso 2 y (¢) es la gréfica del
caso 3

(<=) Supongamos que G = Kj.
Como A(G) es un v/ ,,;(G)-conjunto, y ademdas |A(G)| = 1, entonces se conluye que

Y e(G) = 1. M.

Por el teorema 2.0.1 sabemos que para cualquier grafica G se tiene 1 < /,,,,(G) < m.
En el siguiente teorema se contempla el caso cuando v/, (G) = m.

Teorema 2.0.5. Para cualquier grdfica conexa G tal que |A(G)| = m, se cumple
que V'i(G) =m si y solo si G = Ky, 1 0 G K.

Demostracién:

(=) Ahora supongamos que v',,+(G) = m.

Procediendo por contradiccién, supongamos que G 2 Ky, y G 2 Ks. Sea u un
vértice en V(G), como G es conexa, entonces existe al menos otro vértice, digamos v,
al que es adyacente u. Puesto que G 2 K ,_1, se sigue que existe un vértice que no
es adyacente a u, digamos w. Sea {V;,V2} una particién de los vértices de G, donde
Vi ={u,v} y Vo =V(G)\ {u,v}, es claro que V5 # 0, ya que w € V5.
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Como G es una gréfica conexa y {V;,V2} es una particién de los vértices de G, por
el teorema 1.5.1, entonces existe una V;Vs-arista, sin pérdida de generalidad supon-
gamos que esta arista es vw con v € V; y w € Va. Notemos que S’ = A(G) \ {uv} es
un conjunto dominante por aristas, ya que A(G) \ S’ = {uv}, donde uv es adyacente
a la arista vw la cual pertenece a S’. Puesto que S’ es un conjunto dominante por
aristas, entonces S’ no intersecta a todo apareamiento maximo, ya que |S'|=m —1y

v mt(G) = m. Por lo tanto, si M es un apareamiento maximo de G que no intersecta a
S’, se sigue que M = {uv}. Asi, £1(G) = 1.

De lo visto en el parrafo anterior se tiene que la grafica (a) de la figura 2.3 es una
subgrafica de G.

U (a) w
u (b) w u
(d) u (€) w
u Ht w ® Ht @
x Yy

Figura 2.3: v/, (G) =m

Puesto que G 2 K ,_1, entonces existe una arista que no incide en v, digamos xy.
Consideremos los siguientes casos sobre zy:

1. ye{u,w}yx ¢ {uw}
Si y = w. En este caso la gréfica (b) de la figura 2.3 es una subgréfica de G.
Asi, M = {uv,wx} es un apareamiento de cardinalidad dos de G, lo cual es una
contradiccién, ya que 51(G) = 1.
Si y = u. En este caso la grafica (c¢) de la figura 2.3 es una subgrafica de G, pero
este caso es analogo al caso anterior.

Por lo tanto, de lo visto anteriormente concluimos que la grafica G no contiene
como subgréficas a la gréafica (b) ni a la grafica (c¢) de la figura 2.3.

2.x=uyy=w.
En este caso la grafica (d) de la figura 2.3 es una subgréfica de G. Puesto que
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G 2 K3, entonces existe un vértice distinto de u, v y w, llamemosle z. Ademas,
consideremos la siguiente particién de los vértices de G, {V} = {u,v,w}, Vo =
A(G)\{u,v,w}}, Vo # 0, ya que z € V3. Como G es conexa, entonces existe una
Vi Va-arista, digamos e. Por lo tanto, e tiene tres opciones:

Si e incide en u. Entonces tenemos a la gréfica (c) de la figura 2.3 como subgrafica
de G, lo cual es una contradiccién, por el caso anterior.

Si e incide en w. Entonces tenemos a la gréfica (b) de la figura 2.3 como subgrafica
de G, lo cual es una contradiccién, por el caso anterior.

Si e incide en v. Entonces M = {uw, e} es un apareamiento de cardinalidad dos,
lo cual es una contradiccién, ya que By (G) = 1.

Az, yrn{u,w} =0.

En este caso la gréfica (e) de la figura 2.3 es una subgrafica de G. Es claro que
M, = {uv,zy} y My = {vw, xy} son apareamientos de cardinalidad dos, lo cual
es una contradiccion, ya que 51(G) = 1.

Como ninguno de estos casos es posible, concluimos que nuestra suposicion es falsa,
por lo que G = K;,_1 0 G = K.

(«<=) Primero supongamos que G = K;,,1 0 G = Kj.
Entonces en ambos casos tenemos que todo apareamiento maximo de G es de cardinal-
idad uno, lo que implica que A(G) es un v/,,:(G)-conjunto. Por lo tanto, v/,,:(G) = m.



Capitulo 3

Trayectorias, ciclos y algo mas

En este capitulo veremos cual es el nimero de dominacion por aristas transversal de
apareamientos maximos de una trayectoria P,, un ciclo C,,, una biestrella B, ; y una
grafica bipartita completa K, ;.

3.1. Trayectorias

Teorema 3.1.1. Para cualquiera trayectoria P, tenemos que

1 st n=2
2 sin € {3,4}
/m Pn - 7
Vmi(Fn) 3 sin="7
(254 en otro caso
Demostracién: Supongamos que V(P,) = {v1,02,03,04, - .. ,Un_2,0n_1,0n} v A(P,) =
{v1v2,0903,0304, + .. Vp—2Vn_1,Un-10n}

Consideremos los siguientes casos:

1. Si n = 2. Demostraremos que v/ (P) = 1.

Por el teorema 2.0.4 sabemos que v/,,:(G) = 1 si y solo si G = Kj, y puesto que
Ky = Py, se sigue que v/, (FP2) = 1. Por lo tanto, v/ (P) = 1.

Nota 3.1.1. A partir de este punto consideraremos que 2 < ~'.,.(P,) para
cualquier n > 3 en consecuencia al teorema 2.0.4.

2. Sin € {3,4}. Demostraremos que 7,:(P3) = v'mt(P1) = 2, y para eso consider-
aremos dos casos sobre n.

27
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Caso 1: n = 3.

En este caso P3 = (v1,v9,v3). Sean My = {vjva} y My = {v9v3}, notemos que M,
y My son lo unicos [31(Ps)-conjuntos. Y sea S = {vjve, vou3} es claro que S in-
tersecta a todo aparamiento maximo, y ademas S es un conjunto dominante por
aristas, lo que implica que 7/,,,;(P3) < 2. Por otro lado, por lo antes mencionado
sabemos que 2 < 7/,,,(P3). Por lo tanto, v/, (P3) = 2.

Caso 2: n = 4.

En este caso Py = (v1, v, v3,v4). Es claro que M={v;v9,v304} es el tinico aparea-
miento maximo de Py, v ademas M es un conjunto dominante por aristas. Asi,
M es un conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos maximos,
lo que implica que v/,,¢(Py) < 2. Por otro lado, por lo antes mencionado sabemos
que sabemos que 2 < +/,.4(Py). Por lo tanto, v/, (Py) = 2.

. Sin = 7. Demostraremos que v ,:(P;) = 3.

En este caso P; = (v, vq,vs,04,0s5,06,07); ademds M; = {vivq, U304, U506},
My = {v1v2, v304, V607 }, My = {0102, 0405, V607 } ¥ My = {v2v3, V405, V6U7} son
los tnicos apareamientos maximos de P;, ver figura 3.1.

M, o———e —i—eo —i—eo °
U1 (%) U3 Uy Us (% U7
M e b °® °® i °® ® °® o4 o
U1 V9 U3 Uy Vs Vg g

M.
3 @ # e ® ® # o o 44 °
(%1 V9 U3 V4 Uy Ve U7

M,
K o H e ® # o ° 4 ®
U1 (%] U3 (2 Us (4 U7

Figura 3.1: Apareamientos maximos de P

Afirmacién 1: v/, (Pr) < 3.

Sea S = {viv9, V45, VU7 } = M3. Notemos que SN My = {vive} # 0, SN My =
{vivg, v6ur} # 0, SN Mz = Mz # (0 y SN My = {vgus,vevr} # (), por lo que S
intersecta a todo apareamiento méaximo de P; (esto mismo se puede verificar en
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la figura 3.1). Por otro lado, se puede apreciar en la figura 3.1 que S = Mj es un
conjunto dominante por aristas, lo que implica que ~/,+(Pr) < 3.

Afirmacion 2: 3 </, (Pr).
Procediendo por contradiccién, supongamos que 2 > +/,,;(P7). Por la nota 3.1.1
sabemos que v ¢(P;) > 2, lo que implica que v/, (P7) = 2. Sea S un 7/, (Pr)-
conjunto. Puesto que S N M; # () para cada i en {1,2,3,4}, entonces consider-
aremos los siguientes casos:

a) vivg € S.
Sabemos que S N My # (), por lo que S = {v1v9, 0203} 0 S = {vyv9, v4v5}
0o S = {vivy, vev7}, pero en ninguno de estos tres casos S es un conjunto
dominante por aristas.

b) vovg € S.
Sabemos que S N Mz # (), por lo que S = {vgv3,v102} 0 S = {vaus, v4vs}
o S = {wyus, vev7}, pero en ninguno de estos tres casos S es un conjunto
dominante por aristas.

c) vsvg € S.
Sabemos que S N My # (), por lo que S = {v3v4, 0203} 0 S = {v3v4, v4v5}
0 S = {wvsvg, vev7}, pero en ninguno de estos tres casos S es un conjunto
dominante por aristas.

d) vyvs € S.
Sabemos que S N My # (), por lo que S = {v4v5,v102} 0 S = {v4vs, v304}
o S = {vqus,vev7}, pero en ninguno de estos tres casos S es un conjunto
dominante por aristas.

e) vsvg € S.
Sabemos que S N My # (), por lo que S = {vsvg,v102} 0 S = {v5v6, V304}
o S = {wvsvs, vev7}, pero en ninguno de estos tres casos S es un conjunto
dominante por aristas.

f) VgU7 € S.
Sabemos que S N M; # (), por lo que S = {vgv7, v102} 0 S = {vgvr, v304}
o S = {wevr,v5v6}, pero en ninguno de estos tres casos S es un conjunto
dominante por aristas.

En todos los casos llegamos a que S no es un conjunto dominante por aristas, lo
cual es una contradiccién, asi concluimos que no existe un v/,,;(Pr)-conjunto de
cardinalidad dos, por lo que v/,,;(Pr) # 2. Lo que implica que 3 < 7/,,,.(P).

Por lo tanto, v/, (Pr) = 3.

4. Sin ¢ {2,3,4,7}. Demostraremos que 7/, (P,) = [25+], ¥ para eso considerare-
mos tres casos sobre n.
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Caso 1: n =0 (mod 3).

Notemos que como n =0 (méd 3) y n ¢ {2,3,4,7}, entonces n > 6.

U1 Vg v3 V4 Vs Vg v7 Un—5 Un-4 Up—3 Un-2 Up-1 Uy
N, o——eo ) o—+—o ° ® - - - o——o ° o——e )

U1 V2 U3 (% Us Vg V7 Un—5 Un—4 Up—3 Up—2 Un-1 U,
Neo—eo—t—o—0—o0o—f—o—o - - -

U1 V2 U3 V4 Us Vg U7 Un—5 VUn—a Un-3 Up—2 Un-1 Uy
N; o ° o @ o—iit—o - - - @ o} o} °

Figura 3.2: Ny, Ny y Nj

Afirmacién 1.1: S = {vzi1103i40 | 0 < i < ”T_?’} es un conjunto dominante por
aristas en P,.
Recordemos que |V (P,)| =ny |A(P,)|=n— 1.
Definimos:
_ - —3y_
N1 = {vsip1vsi2 | 0 < < 222 }={v102, V405, U708, -y Un—5Un—4, Up_2Un_1}
— ; n—3\1__
Ny = {v3i4203i43 | 0 < i < 752 }={vp03, VsV, VgV, ..., Up—4Un_3, Un_1Un }
_ ; —61__
N3 = {vsi13v3i44 | 0 <@ < 752 }={v304, V6V7, VgV10, -+, Vn—6Vn—5, Un—3Vn_2}-

Como A(P,) = Ny U Ny U N3 y N1=S, entonces A(P,) \ S = Ny U Ns.

Probaremos que toda arista en A(P,) \ S es adyacente a una arista en S.
Sea v,v,,1 una arista en A(P,) \ S, entonces v,v,11 € Ny 0 vv,41 € N3, ver
figura 3.2.

: _ . : n—3
Si vv.41 € Ny, entonces 11 = UsipaUsip3 para algin i en {0,1,..., %=}
Como v3;11v3i19 € N1=S9, se sigue que la arista v,v,,1 es adyacente a v3;11U3;12.

: _ . : n—=6
Si vv.41 € N3, entonces U141 = U3i43U3i44 Para algin i en {0,1,..., %52}
Notemos que la arista vs;13v3;14 €s adyacente a vs; 140315, y ademas vs;1 4V3;45 =
V3(i4+1)+1V3(i+1)+2, POI lo que v3(41)+1V3341)+2 € N7 = S. Por lo tanto, la arista
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vv,41 €s adyacente a una arista en S, a saber vs; 1 4Vs;15.
Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas en P,.
Afirmacién 1.2: S es un conjunto dominante por aristas minimo.

Como n = 0 (méd 3), entonces existe & € N tal que 3k = n. Como |S| = %, se
sigue que |S| = k.

Procederemos por contradiccién, para probar que no existe un conjunto domi-
nante por aristas de cardinalidad menor que k.

Supongamos que existe W un conjunto dominante por aristas tal que

|W| < |S| = k. Notemos que |W| < k — 1, por lo que 2k < |W¢|.

Como W es un conjunto dominante por aristas, entonces toda arista en W€ es
adyacente a una arista en W. Por otro lado, 2|W| < 2(k — 1) < 2(k), lo que
implica que 2|W| < 2k. Asi, por el principio del palomar se tiene que existe una
arista uv en W que es adyacente a al menos 3 aristas de W€, lo cual es una
contradiccion, ya que P, es una trayectoria.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas minimo en P,.
Afirmacion 1.3: (A(P,) \ S) = (%52)P; U K.

Puesto que (A(P,) \ S)=N; U N3, entonces (A(P,)\ S) = (N U N3). Por lo
tanto, de la definicién de Ny y N3 se sigue que V' ((No U N3))=V(P,) \ {v1} y
A ((NyU N3)) = Ny U N3.

Para cada arista en Ny U N3 definamos los siguientes conjuntos: X;={vs; 120313}

conien{0,1,..., 22} v Vi={v3;430344} con i en {0,1,..., 2%}, ver figura 3.3.
n=3 n—6
3 3
De la definicién de X; y Y; se deduce que Ny = U X,y N3 = U Y.
i=0 i=0
Si definimos al conjunto W; como Y; U X;, con i en {0, 1,...,"7_6}, entonces

n—=6 n—6

3 3

U W= (X:UY)=(Xp U Ye) U(Xy UY1) .. U(X s U Yass )=
i=0 =0

n—~6 n—=6

(U xu )=, \Xnzs ) U N3)=(Na U N3)\(Xns )=(Na U N)\{vn-1vn}-

i=0 j=0
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Xo Y X n Huga Yo Koge
U2 U3 U4 Us Ug V7 Un—4 Up—3 Up—2 Un-1 Up,

(NyU N3) o—f—eo—iii—e o i@ i@

W Wi Was

3

Figura 3.3: (A(P,) \ S) = (N2 U N3)

n—=6
5
Por lo que, U Wi = (Na UN3) \ {vp_1v,} = (A(P,) \ S) \ {vn_1v,}
=0
Como W;=X;UY;={v3; 420313, V3; 130344} paracadaien {0,1,..., ”T’(s}, entonces
(W;) = Py para cada i en {0,1,..., 2%},
n—=6

"3
Por lo que, U (W) = (%52)Ps. Esto implica que hay (“32) copias de P; en
i=0

(A(P,)\ S). Por otro lado de la definicién de <XnT4> se tiene que <XnT4> ~ K.

Recordemos que A ((A(P,) \ S))=A ((Na U Ng)):{VQ U Ns.

n—=6 n

"3 "3
A su vez U W; = (NQUNg)\Xani’), por lo que U Wi U Xos =(Ny U N3).
i=0

i=0
anfS

Entonces (Ny U N3>:< U W; U an—?’> >~ (23)Py U K.
i=0

Lo que implica que (N5 U N3) = (222) Py U K,.
Por lo tanto, (A(P,)\ S) = (22)P3 U K.
Afirmacién 1.4: S intersecta a todo apareamiento méaximo en P,.

Como (A(P,) \ S) = (252) PsUKj, entonces todo apareamiento M en (A(P,) \ S)
tiene a lo mas ("T_g + 1) aristas. Esto se debe a que por cada P; podemos elegir
exactamente una arista para M, y también en M incluiriamos a la tnica arista
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de K». Por lo tanto, todo apareamiento en (A(P,)\ S) tiene a lo mds (%32 4 1)

aristas.

Como "T_?’ +1< "T_l, entonces g < ”T_l lo que implica que 2n < 3n — 3 y
asi 3 < n, esto es cierto, ya que n 2 6. Puesto que % < f”T_lL entonces
23+ 1 < [2574]. Ya que B1(P,) = [%5] se concluye que (A(P,)\ S) no tiene

ningn apareamiento maximo.
Por lo tanto, S intersecta a todo apareamiento maximo de P,,.
Afirmacion 1.5: 7/, (P,) = [%51].

Por la afirmacién 2 y afirmacién 4 concluimos que v/, (P,) < |S| y por el teo-
rema 2.0.2 y afirmacién 2 tenemos que v'(P,) = |S| < v/mi(Fy). Por lo tanto,

Vmt(Pn) = |S] =
Como k —1 =

252 = 251 =

3 = "3

§
g < n=2 < onol oo 2 = k donde { n2 ndl C Q, entonces
%, lo que implica que 7' (F,) = (2.

Por lo tanto, 7/ mi(P,) = [%5+].

Ast, v i (Pn) = (”T_l} sin=0 (méd 3),n >6yn¢{23,4,7}.
Caso 2: n =1 (mdd 3).

Notemos que como n =1 (méd 3) y n ¢ {3,4, 7}, entonces n > 10.

Afirmacién 2.1: S = {vsg;_qv3 | 0 < i < ”T_l} es un conjunto dominante por
aristas en P,.
Recordemos que |V (P,)| =ny |A(P,)|=n— 1.

Definimos:

n—1
N1 = {v3iavzi—1 | 1 < i < 5= }={v102, V405, V70, ..., Up—6Un—5, Un—3Un_2}
Ny ={vgiqvs; [ 1 <i < B } {vav3, V506, Vg9, ..., Up_5Un_4a, Un—2Vp_1}

—_ ; n—l —_
N3 = {vgivzi41 | 1 < i < 5= F={w3wy, v6v7, vov10, "'7vn74vn73avn71vn}-

Como A(P,) = N1 U Ny U N3 y No=S, entonces A(P,) \ S = N; U Ns.

Probaremos que toda arista en A(P,) \ S es adyacente a una arista en S.
Sea v,v,;1 una arista en A(P,) \ S, entonces v,v,41 € Ny 0 vv,41 € N3, ver
figura 3.4
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U1 V2 U3 Uy Us Vg U7 Up—5 Un—4 Up-3 Up-2 Up-1 Uy
N- 1 @ @ @ ® + @ @ L J [ @ ® + @ @ L J

U1 U2 U3 V4 Us U6 (%4 Un—5 VUn—4 Up—3 Un—2 Un-1 Uy
N, o——o—if—o—0—o—f—o—0 o - @ o e - o °

Cat U2 U3 V4 Vs, Ve U7 Un—5 Up—4 Un-3 Up_9 Un-1 1y

Figura 3.4: Ny, Ny y Nj

Si vv.11 € Ny, entonces v,v,,1=03;_2vU3_1 para algun i en {1,2,...,”7_1}.
Notemos que ws;_ov3;_1 es adyacente a wvs;_q1vs;, donde v3;_jv3; € Ny = S.
Por lo tanto la arista v,v,,1 es adyacente a una arista en S, a saber vz;_1vs;.

. _ A . n—1
Si vv.41 € Ns, entonces v,0,41=U3U3i41 para algin i en {1,2,...,75=}.
Como v3;_1v3; € Ny = S, se sigue que la arista v,v,,1 es adyacente a v3;_q1v3;.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas en P,.

Afirmaciéon 2.2: S es un conjunto dominante por aristas minimo.

n—1

Comon =1 (méd 3), entonces existe k& € N tal que 3k = n—1. Como |S| = "3=,
se sigue que |S| = k.

Procederemos por contradiccion para probar que no existe un conjunto domi-
nante por aristas de cardinalidad menor que k.

Supongamos que existe W un conjunto dominante por aristas tal que
|W| < |S| = k. Notemos que |W| < k — 1, por lo que, 2k + 1 < |[IWW€|.

Como W es un conjunto dominante por aristas, entonces toda arista en W<€ es
adyacente a una arista en W. Por otro lado, 2|W| < 2(k —1) < 2(k) < 2(k+ 1),
lo que implica que 2|W| < 2k + 1. Asi, por el principio del palomar se tiene que
existe una arista uv en W que es adyacente a al menos 3 aristas de W¢, lo cual
es una contradiccion, ya que P, es una trayectoria.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas minimo en P,.



3.1. TRAYECTORIAS 35

Afirmacién 2.3: (A(P,) \ S) = (%52)P; U 2K,

Puesto que A(P,) \ S=N; U N3, entonces (A(P,) \ S) = (N1 U N3). Por lo tanto,
de la definicién de Ny y N3 se sigue que V- ((Ny U N3)) =V (P,) y A((NqUN3)) =
Ny U Ns.

Para cada aristas en Ny U N3 definamos los siguientes conjuntos: X;={vs;_2v3;_1}

conien {1,2,...,%2} y Vi={vgvsi11} con i en {1,2,..., 251}, ver figura 3.5.
n—1
N N

De la definicién de X; y Y; se deduce que Ny = U X,y N3 = U Y.
i=1 =

X X, X; Kos Xus
U1 (% U3 (o %] Vg U7 Vg Un—4 Up-3 Up—2 Up—-1 Uy
N, o—}—e ° o i@ ® o —t—e - - - @ o @ ® °
Y Y, Yus
U1 V2 U3 U4 Us V6 v7 vs Up—4 Un-3 Up—2 Un-1 Uy

X, Yi X o X Yo Xug Yen
U1 U2 U3 V4 Vs Vg VU7 Vg Un—4 Up—3 Un—2 Upn—1 Un
o——e L e o o @ o—ifi—e
<N 1UN: 3> Wy Wy W%

Figura 3.5: (A(P,) \ S) = (N1 U N3)
Si definimos al conjunto W; como Y; U X1 con i en {1,2,..., ”7_4}, entonces

3 3
U W=l (45U X)) =(1 U X) U2 U Xa) - U(Yazs U Xt )=

(OYQ U OX) (V3 \Yn 1) U (N \Xy)=(N3 U Nl)\(Yan U Xp)=(N3 U

N1)\{Un 1Un, U1U2}

Por lo que, U Wi;=(N3 U Ny) \ {vp_10n, v102}= (A(P,) \ S) \ {vn_10n, v1v2}.
i=1
Como W;=Y;UX, 11={v3;03;41, U3i+1V3i42 } paracadaien {1,2, ..., ”7_4}, entonces



36

CAPITULO 3. TRAYECTORIAS, CICLOS Y ALGO MAS

(W;) = P para cada i en {1,2,..., 2%}
n—4
5

Por lo que, U (W;) = (%5*)Ps. Esto implica que hay (“3*) copias de P; en
i=1

(A(P,) \ S). Por otro lado de la definicién de Va1 y X se tiene que <YL;1> = Ko

y (X1) = Ks, entonces <YnT4 U X1> = 2K,, lo que implica que hay dos copias
de Ky en (A(P,) \ 5).

Recordemos que A ((A(P,) \ S))=A ((N; U N3))=N; U Nj.

n—4 n—4
3 3

Asuver | Wi=(NsUN )\ (Yo UX4), por lo que | Wi U (Yot UXy) =(NsUNy)
=1 =1

n—4
3

donde | J (1) = (*5) Py y (Yon UX)) 2 2K,
=1 ned
3
Entonces (N3 U Np)=( | Wi UYas U X1> ~ (24) Py U 2K,
=1
Lo que implica que (N3 U N1) = (%) P; U 2K,.

Por lo tanto, (A(P,) \ S) = (%5%)Ps U 2K.
Afirmacién 2.4: S intersecta a todo apareamiento méaximo en P,.

Como (A(P,) \ S) = (%5) P;U2K>, entonces todo apareamiento M en (A(P,) \ S)
tiene a lo mas <an4 + 2) aristas. Esto se debe a que por cada P3; podemos ele-
gir exactamente una arista para M, por otro lado para cada K, elegimos su
Unica arista, y al tener 2 copias de Ky tendremos 2 aristas para incluir a nuestro
apareamiento. Por lo tanto, todo apareamiento en (A(P,)\ S) tiene a lo més
(251 + 2) aristas.

Como =2 +2 < %47 entonces "2 < ”T’l, lo que implica que 2n +4 < 3n — 3

3 3
y asi 7 < n, esto es cierto, ya que n > 10. Puesto que "T_l < [“T_IL entonces
22+ 2 < [274]. Ya que S1(P,) = [%5] se concluye que (A(P,)\ S) no tiene
ningin apareamiento maximo de P,.

Por lo tanto, S intersecta a todo apareamiento maximo de P,,.
Afirmacion 2.5: 7/, (P,) = [%51].

Por la afirmacién 2 y afirmacién 4 concluimos que v/, (P,) < |S| y por el teo-
rema 2.0.2 y afirmacién 2 tenemos que v'(FP,) = |S| < v/me(Fy). Por lo tanto,
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Puesto que k = "= € N, se sigue que ”T_l = [”T_W, lo que implica que

Por lo tanto, 7/ me(P,) = [255].
Ast, Vpa(Py) = 252 sin=1 (méd 3), n > 10y n & {2,3,4,7}.
Caso 3: n =2 (méd 3).

Notemos que como n =2 (mdd 3) y n ¢ {2,3,4,7}, entonces n > 5.

U1 V2 U3 V4 U5 Vg (% Up-5 Un—4 VUp—-3 Up-2 Up-1 Uy
@ L ® - + < @ . L g | e o

b1 vz U3 vy Us U vy Un5 Un4 Up-3 Up2 Un-1 Uy

No o——o—ff—o—o—o—it—e—o

U1 (%) U3 V4 (% Ve U7 Un—5 Up—4 Un-3 Up—2 Up-1 (%0

Figura 3.6: Ny, Ny y Nj

Afirmacién 3.1: S = {vzi11v340 | 0 < i < "T’Z} es un conjunto dominante por
aristas en P,.

Recordemos que |V (P,)| =ny |A(P,)|=n—1.

Definimos:

Ny = {v3i4103i42 | 0 <0 < %}2{0102&4%, V78, .oy Un—4VUp—3, Up—1Vn }
Ny = {v3i0031453 | 0 < @ < 22} ={wav3, U506, Ugly, ..., Un_6Un—5, Un_3Un_2}

— ; n—>5\1__
N3 = {v3i4303i44 | 0 < i < 22 }={v304, V67, VgV10, s Un—5Vn—4, Un—2Un_1}.

| w

Como A(P,) = Ny U N, U N3y Ny=S, entonces A(P,) \ S = Ny U Nj.

Probaremos que toda arista en A(P,) \ S es adyacente a una arista en S. Sea
v,U,11 una arista en A(P,)\ S, entonces v,v, 411 € Ny 0 v,v,41 € N3, ver figura 3.6.
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: _ “ ; n—>5
Si vv,41 € No, entonces v,U,41=Usi42V343, para algin i en {0,1,...,%5°}.
Como v3;11v3i19 € N1=S9, se sigue que la arista v,v,,1 es adyacente a vs3;1 1319

Si v, v.11 € N3, entonces v,v,11=03;43V3i14, para algun ¢ en {0,1,. .., "T"r’} Note-
mMOos que vU3;43v3i44 €8 adyacente a v3;; 40345, ademas v3;14V3i15 = V3(i41)+1V3(i+1)+25
por 1o que v3(i+1)+1033+1)+2 € N1=>5. Por lo tanto la arista v,v,, es adyacente a
una arista en S, a saber vs;14v3;15.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas en P,.
Afirmaciéon 3.2: S es un conjunto dominante por aristas minimo.

Como n = 2 (mdéd 3), entonces existe k& € N tal que 3k = n — 2, por lo que
k= "2 Como |S| = 2, se sigue que |S| =k + 1.
Procederemos por contradiccion para probar que no existe un conjunto domi-
nante por aristas de cardinalidad menor que k + 1.
Supongamos que existe W un conjunto dominante por aristas tal que

|[W| < |S| =k + 1. Notemos que |W| < k, por lo que, 2k +1 < |[IV¢|.

Como W es un conjunto dominante por aristas, entonces toda arista en W€ es
adyacente a una arista en W. Por otro lado, 2|W| < 2(k) < 2(k) + 1, lo que
implica que 2|W| < 2(k) + 1. Asi, por el principio del palomar se tiene que existe
una arista uv en W que es adyacente a al menos 3 aristas de W€, lo cual es una
contradiccion, ya que P, es una trayectoria.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas minimo en P,.
Afirmacion 3.3: (A(P,) \ S) = (%5%)Ps.

Puesto que A(P,) \ S=N; U N3, entonces (A(P,) \ S) = (Ny U N3). Por lo tan-
to, de la definicién de Ny y N3 se sigue que V' ((Na U N3)) = V(P,) \ {vi,vn} y
A ((NyU N3)) = Ny U N3.

Para cada arista en Ny U N3 definamos los siguientes conjuntos: X;={vs;; 20313}

conien{0,1,..., ”T_E’} y Yi={v3;13v3i44} conien {0,1,..., ”7_5}, ver figura 3.7.
n=5 n=>5
3 3
De la definicién de X; y Y; se deduce que Ny = U X,y N3 = U Y.
i=0 i=0

Si definimos al conjunto W; como X; UY; con i en {0,1,.. .,”7_5}, entonces
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XO Xl anS Xn—ﬁ
U1 Vg U3 Vg Us Vg ore Un—6 Up—s Un—4 Up—3 Up—2 Upn-1 Uy

NMe e + e o o - e @ ---0 e o o e o e

Xy Y X1 v Xos Yaos Koz You
3
Vg U3 V4 Us (o U7 Un—6 Up—5 Up—4 Up—_3 Up—2 Up-1
(Na U N3) o—H—e—iit—e o—t{—o—ifi—e ---
Wa Wi W% W%

Figura 3.7: (A(P,) \ S) = (N2 U N3)

n—>5 n—>5 n—>5 n—>5
3 3 3 3
U wi=J (X: UY)=(XoUYp) ... U(Xuss UYass)=( Xi) U(| Vi) =N U N3,
=0 =0 =0 =0
n75

Por lo que, UW (Na U N3)=(A(P,) \ 9).

Como W; X UY {V3i42V3i13, V3430344 } para cadaien {0, 1,..., %5}’ entonces
(W;) = P3 para cada i en {0,1,..., 35 )

n—>5

Por lo que, U (W;) = (%52)Ps. Esto implica que hay (“32) copias de P; en

AP\ S).

Recordemos que A ((A(P,) \ S))=A ((Na U N3))=N> U Ns.

n n—>5

ASU.V@ZNQUNg—UW Entonces (N U N3) = <UW>% TZP.
1=0
Lo que implica que (No U N3) = (%2)P;.

Por lo tanto, (A(P,) \ S) = (%52)P;.
Afirmacién 3.4: S intersecta a todo apareamiento maximo en P,.

Como (A(P,)\ S) = ("52)Ps, entonces todo apareamiento M en (A(P,)\ S)
tiene a lo més 22 aristas. Esto se debe a que por cada P; podemos elegir exacta-
mente una arista para M. Por lo tanto, todo apareamiento en (A(FP,) \ S) tiene
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a lo mas "T_Q aristas.

"—2 < == entonces 2n — 4 < 3n — 3, lo que implica que —1 < n, y esto

Como

es cierto ya que n > 5. Puesto que 25+ < [251], entonces %52 < [2%4]. Ya que
Bi(P,) = [%51] se concluye que (A(P,)\ S) no contiene ningtin apareamiento
méaximo de P,.

Por lo tanto, S intersecta a todo apareamiento maximo de P,,.
Afirmacion 3.5: 7/ (P,) = [251].

Por la afirmacién 2 y afirmacién 4 concluimos que v,,:(FP,) < |S| y por el teo-
rema 2.0.2 y afirmacién 2 tenemos que v'(P,) = |S| < v/ (P,). Por lo tanto

Vi (Po) = 18] = 25

Como k = 272 < 2L < 2 < 25 — k41 donde {254, 2} C Q, entonces
(274 = [2] = =, o que implica que v (Pn) = [%54].

w3

Por lo tanto, 7/ mi(P,) = [255].

Ast, Vpu(Pp) = [%52 ] sin=2 (méd 3), n>5yn & {2,3,4,7}. ®

Ciclos

Teorema 3.2.1. Para cualquier ciclo C,, tenemos que

o (C) = {3 sin € {3,5}

[3]  en otro caso

Demostracién: Supongamos que V(C,,) = {v1,09,03,04, ... ,Un_2,Un_1,05} y A(C,) =
{’01’02,7}21}3,'031)4, v 3 Up—2Un—1,Un—1Up, VU1 }

1. Si n = 3. Demostraremosr que 7/,,;(C3) = 3.

En este caso C3=(vy,va,v3,v1). Sean My = {vjve}, My = {vous} v M3 = {vzv1},
es claro que Mj, My y Mjs son lo tnicos (1(C3)-conjuntos.

Sea S un 7/,,:(Cs)-conjunto. Demostraremos que |S| = 3. Como S intersecta
a todo apareamiento de cardinalidad maxima, entonces S N My # 0, S N M,
£ 0y SN Mz # 0, lo que implica que {v1v9, vov3,v301} C S, pero A(C3)=
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{v1v9, vov3, V301 }. Entonces S={vyvy, vov3, v301 }.

Por lo tanto, v/,,:(C3)=3.

2. Si n = 5. Demostraremos que v/,,:(Cs)=3.

U1

Vs V2

Uy U3

Figura 3.8: Ciclo C5

En este caso Cs = (v1,v9, 03,04, 0s5,01). En la figura 3.8 podemos apreciar que
M1 = {U1U2,U3U4}, M2 = {U1U2,U4U5}7 M3 = {’U2U3,U4U5}7 M4 = {’U2U3,U5U1} y
My = {v3v4, v501 } son los tinicos (31 (Py)-conjuntos. Notemos que S = {v1vg, vv3,
v3v4} intersecta a todo apareamiento maximo y ademds S es un conjunto domi-
nante por aristas. Por lo que, S es un conjunto dominante por aristas transversal
de apareamientos méaximos, lo que implica que +/,,;(C5) < 3. Ahora probaremos
que vt (C5) > 3, y para esto procederemos por contradiccién suponiendo que
v'mt(Cs) < 2. Es claro, que no existe un conjunto dominante por aristas de car-
dinalidad uno, ver figura 3.8, asi que 7/,,:(C5) # 1. Entonces v/,,:(C5) = 2. Sea
S un v/,,:(Cs)-conjunto, donde |S| = 2, consideremos los casos siguientes:

a) vivg € S.
Sabemos que S N My # (), por lo que S = {v1v2, 0903} 0 S = {v1v2, V501 },
pero en ninguno de los dos casos S es un conjunto dominante por aristas.

b) vausz € S.
Sabemos que S N M; # (), por lo que S = {vov3, 102} 0 S = {vau3, v3v4},
pero en ninguno de los dos casos S es un conjunto dominante por aristas.

c) vguy € S.
Sabemos que S N M3z # (), por lo que S = {v3v4, 0203} 0 S = {v3v4, V4v5},
pero en ninguno de los dos casos S es un conjunto dominante por aristas.
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d) vyvs € S.
Sabemos que S N M5 # (), por lo que S = {v4v5,v304} 0 S = {v4vs5, V501 },
pero en ninguno de los dos casos S es un conjunto dominante por aristas.
e) vsvy € S.
Sabemos que S N My # (), por lo que S = {vsv1,v102} 0 S = {vsv1,v405},
pero en ninguno de los dos casos S es un conjunto dominante por aristas.
Como ninguno de los casos anteriores es posible, concluimos que no existe un
v mt(Cs)-conjunto de cardinalidad dos, por lo que v/,,,:(C5) # 2. Lo que implica
que V't (C5) > 3.
Por lo tanto, 7/,,:(Cs)=3.
3. Sin ¢ {3,5}. Demostraremos que 7',,/(C,) = [%], y para eso consideraremos
tres casos sobre n.
Caso 1: n =0 (mod 3).
Notemos que como n =0 (méd 3) y n ¢ {3,5}, entonces n > 6.
o e - o ® e - - - o o - o ° ° -
V2 U3 (1 Us Vg vy Un—6 Upn—5 Up—q Un-3 Un-2 I’l}nl
V1 = Upt+1 Un
V2 V3 V4 Vs Ve U7
U1 = Up+1
U2 U3 V4 Us Vg U7
i
V1 = Upgl Un

Figura 3.9: Ny, Ny y Nj

Afirmacién 1.1: S = {vzi11v340 | 0 < i < "T’g’} es un conjunto dominante por
aristas en C,,.

Recordemos que |V (C,,)| =ny |A(C,)| = n.

Definimos:



3.2. CICLOS 43

Ny = {v3i4103i42 | 0 < i < 252 }={v1v2, V405, U7Vs, ..., Up—5Vp—4, Up—2VUp_1}

Ny = {wsiovsis | 0 < i < 752 }={v203, UsUs, VgVg, -, Un—4Up—3, Un—1Un }

N3 = {v3i43v3i44 | 0 < @ < 22 }={v3v4, V6U7, V910, .-+, Un—6Un—5, Un—3Un—2, UnUn+1}-
Donde v,,11 = v;.

Como A(C,) = Ny UNyU N3y N;=S, entonces A(C,,) \ S = No U Nj.

Probaremos que toda arista en A(C,) \ S es adyacente a una arista en S.
Sea v,v,41 una arista en A(C),) \ S, entonces v,v, 41 € Ny 0 vv,41 € N3, ver
figura 3.9.

: _ “ : n—3
Si vvp41 € No, entonces v,v,41=0si12vs3i13 para algin i en {0,1,...,7%5°}.
Como v3;11v3i19 € N1=S9, se sigue que la arista v,v,,1 es adyacente a vs3;1 1319

Si vv.41 € N3, entonces v,v,11 = Uz;13V3144 para algin i en {0, 1,...,"773}.
Notemos que la arista vs;13vs;14 €s adyacente a vs; 140315, y ademas vs;14V3;45 =
U3(1+1)+1U3(i+1)+2, por lo que, Ug(i+1)+17]3(i+1)+2 € N1 = S. Por lo tanto, la arista
vU,41 es adyacente a una arista en S, a saber vz; 1 4Vs;15.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas en C),.
Afirmaciéon 1.2: S es un conjunto dominante por aristas minimo.

Como n = 0 (méd 3), entonces existe & € N tal que 3k = n. Como |S| = %,
se sigue que |S| = k.

Procederemos por contradiccién, para probar que no existe un conjunto domi-
nante por aristas de cardinalidad menor que k.

Supongamos que existe W un conjunto dominante por aristas tal que
|W| < |S| = k. Notemos que |W| < k — 1, por lo que, 2k + 1 < |IWW€|.

Como W es un conjunto dominante por aristas, entonces toda arista en W€ es
adyacente a una arista en W. Por otro lado, 2|W| < 2(k — 1) < 2(k) + 1, lo que
implica que 2|W| < 2(k) + 1. Asi, por el principio del palomar se tiene que existe
una arista uv en W que es adyacente a al menos 3 aristas de W€, lo cual es una
contradiccion, ya que C), es un ciclo.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas minimo en C,.

Afirmacién 1.3: (A(Cy) \ S) = (3)Fs.
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Puesto que A(C,,) \ S=N2U N3, entonces (A(C,,) \ S) = (Na U N3). Por lo tanto,
de la definicién de Ny y N3 se sigue que V' ((No U N3))=V (C,,) vy A ((N2 U N3)) =
Ny U Ns.

Para cada arista en Ny U N3 definamos los siguientes conjuntos: X;={vs; 20313}

conien{0,1,..., 252} y Vi={vsi 130314} conien {0,1,..., 252}, ver figura 3.10.
n-3 n-3
3 3
De la definicion de X; y Y; se deduce que Ny = U X,y N3 = U Y.
i=0 i=0

V3 U3 V4 U5 Vg U7
N2 XO Xl
U1 = Un+41
V2 U3 (2 Vs Ve %4 Un-7 Up—6 Un-5 Un—4g Un-3 Un-—2 Up
N3 Yy Vi
U1 = Un41
(%] Vs () Vs Vg (% Up—7 VUn—6 Un—5 Vp—4 Up—3 Vp—9 Up_1
® = @ = @ o—H—o—i—o - - -
(NyUNg) o Wi Wags Wass %
’U.l = Up+1 WL,;'“ Un,

Figura 3.10: (A(C,) \ S) = (N U N3)

n—3

Si definimos al conjunto W; como X; UY; con i en {0,1,..., 3 }, entonces

n—3 n—3 n—3 n—3
3 3 3 3
U Wi=J (X: UY)=(XoUYo)U. . .U(Xuzs UYas)=(| XiU [ ¥)) = NoUN3.
1=0 1=0 i=0 j=0

n—3
3
Por lo que, | ] Wi=(No U N3)= (A(Cy) \ S).
i=0
Como W;=X;UY;={v3; 120313, V3;13V3;44} paracadaien {0,1,..., ”T_?’}, entonces
(W;) = P; para cada i en {0,1,..., ”53}
n—3
5
Por lo que, U (Wi) = (3)Ps. Esto implica que hay (%) copias de P3 en (A(F,) \ 5).
i=0

Recordemos que A ((A(Cy,) \ S))=A ((N2 U N3))=Ny U N3.
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n—3 n—3
=5 5

A suvez Ny U N3 = U W;. Entonces (No U N3) = <U m> = (3)Ps.
i=0 1=0

Lo que implica que (Na U N3) = (3)Fs.
Por lo tanto, (A(Cy,) \ S) = (3)Ps.
Afirmacién 1.4: S intersecta a todo apareamiento maximo en C,.

Como (A(C,) \ S) = (3)Ps, entonces todo apareamiento M en (A(C,) \ S) tiene
a lo mas (g) aristas. Esto se debe a que por cada P3; podemos elegir exactamente
una arista para M. Por lo tanto, todo apareamiento en (A(C),)\ S) tiene a lo
més (%) aristas.

Como 3 < *5=, entonces 2n < 3n—3, lo que implica que 3 < n, y esto es cierto, ya

que n > 6. Puesto que 2% < [251], entonces & < [271]. Ya que $1(C,) = [%5]

se concluye que (A(C),) \ S) no tlene ningun apareamlento maximo de C),.
Por lo tanto, S intersecta a todo apareamiento maximo de C,,.
Afirmacién 1.5: v/ (C) = [5].

Por la afirmacién 2 y afirmacién 4 concluimos que +/,,+(C,,) < |S| y por el teo-
rema 2.0.2 y aﬁrmamon 2 tenemos que 7' (Cy) = |S] < v'mt(Ch). Por lo tanto,

V'mt(Cn) = |S] =
Puesto que k = 2 6 N se sigue que § = [¢], lo que implica que 7/ (Cp) = [5].

Por lo tanto, v/ :(Cy) =

—
w|3
J—

Ast, V' (Cr) = [5] sin =0 (méd 3), n > 6y n &{3,5}.
Caso 2: n =1 (mdéd 3).
Notemos que como n =1 (méd 3) y n ¢ {3,5}, entonces n > 4.

Afirmacién 2.1: S = {vgi110340 | 0 <@ < "T_l} es un conjunto dominante por
aristas en C,,.

Recordemos que |V (C,,)| =ny |A(C,)| = n.

Definimos:

Ny = {v3i1103i42 | 0 < i < 254 ={v102, V405, V7Us, ..., Un—6Un—5; Up—3Un—2, UnUn1}-
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@ ® *+ @ @ ® - . : @ @ @ ® + @
V2 U3 Uy Vs Vg V7 Un—6 Un—5 Up—4qa Un-3 Up—2 Un—1
Ny
V1 = Upt1 ' Un
U2 V3 Uy Vs Vg vy .
Ny
V1 = Un+41
V2 U3 V4 U Vg U7 T
N3
U1 = Up+1

Figura 3.11: Ny, No y N3

— ; n— —

Ny = {vsi12v3i43 | 0 < < 52 }={v203, VsV, Ugly, -, Un—5Un—4, Un—2Un_1}.
— ; n— —

N3 = {U3i+3U3¢+4 | 0<:i< }—{U3U47U6U77 V9V10, +-+y Un—4Un—3, Un—lvn}-

Donde v,,11 = v;.

Puesto que A(C,,) = N; U Ny U N3 y N1=S, entonces A(C,,) \ S = Ny U Ns.

Probaremos que toda arista en A(C,) \ S es adyacente a una arista en S.
Sea v,v,41 una arista en A(C),) \ S, entonces v,v,41 € Ny 0 vv,.41 € N3, ver
figura 3.11.

: _ 7 - n—4
Si v,v,41 € Ny, entonces v,Up11 = Usi1oUsi3 Para algin i en {0,1,..., "=},
Como v3;11v3;42 € N1 = 5, se sigue que la arista v,v,1 es adyacente a v3; 11312

Si vv.41 € Ns, entonces v,v,11 = Usi13V3i+4 para algin i en {0, 1,...,"7’4}.
Notemos que la arista vs;13v3;14 es adyacente a vs;14V3;15, v ademas vs; 1 4Vs15 =
’U3(Z‘+1)+1Ug(7;+1)+2, por lo que, ’U3(7;+1)+1U3(i+1)+2 € Nl = S. Por lo tanto, la arista
vv,41 €s adyacente a una arista en S, a saber vs; 1 4Vs;15.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas en C),.

Afirmacién 2.2: S es un conjunto dominante por aristas minimo.

n+2

Comon =1 (méd 3), entonces existe k € N tal que 3k = n—1. Como |S| = =,

se sigue que |S| =k + 1.
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Procederemos por contradiccion para probar que no existe un conjunto domi-
nante por aristas de cardinalidad menor que k + 1.

Supongamos que existe W un conjunto dominante por aristas tal que
|[W| < |S] = k + 1. Notemos que |W| < k por lo que 2k + 1 < |[IWV€|.

Como W es un conjunto dominante por aristas, entonces toda arista en W€ es
adyacente a una arista en W. Por otro lado, 2|W| < 2(k) < 2(k) + 1, lo que
implica que 2|W| < 2(k) + 1. Asi, por el principio del palomar se tiene que existe
una arista uv en W que es adyacente a al menos 3 aristas de W€, lo cual es una
contradiccion, ya que C), es un ciclo.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas minimo en C),.
Afirmacién 2.3: (A(C,) \ S) = (25%) Ps.

Puesto que A(C,,) \ S=N; U N3, entonces (A(C,,) \ S) = (N2 U N3). Por lo tan-
to, de la definiciéon de Ny y N3 se sigue que V ((No U N3))=V(C,) \ {vi} y
A (<N2 UN3)) = NaU N3.

Para cada arista en Ny U N3 definamos los siguientes conjuntos: X;={vs; 20313}
conien{0,1,...,25%} y Y;={vsi1303:44} conien {0,1,..., 2%} ver figura 3.12.

n—4
3

3
De la definicién de X; y Y; se deduce que Ny = U X,y N3 = U Y.

V2 U3 V4 Us Vg U7 Un-8 Un-7 Un—6 Un-5 Un-4 Up-3 Up—2 Up-1
N, | Xo
U1 = Up+1
V2 U3 V4
Ny Yo
V1 = Un41
V2 V3 V4
@ O @
Wy
(No U N3)

Figura 3.12: (A(C,) \ S) = (Na U N3)
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Si deﬁnimos al conjunto W; como X; UY; con i en {0,1,..., = n41 " entonces

UW[JXUY (XoUYo) UX1UY1) o U(Xnos UYaa)=

T T
(JxiuJY)=MuUNs

n—4

5
Por lo que, | | Wi=(No U N3)= (A(Cy) \ S).

i=0
Como W;=X;UY;={v3;12V3i+3, U3i+3V3;+4} paracadaien {0,1,..., ”7_4}, entonces
(W;) = P3 para cada i en {0,1,..., "54 )

n 4

Por lo que, U >~ (221)P;. Esto implica que hay (%31) copias de P; en

(A(Cn) \ 5).

Recordemos que A ((A(C,) \ S))=A ({(Ny U N3))=N5 U Nj.

A suvez Ny UN; = W;. Entonces (No U N3) = W =~ ( —1
3
=0

Lo que implica que (N5 U N3) = (24) Py,
Por lo tanto, (A(C,) \ S) = (%5)Ps.
Afirmacién 2.4: S intersecta a todo apareamiento méaximo en C,.

Como (A(C,)\ S) = (25%)Ps, entonces todo apareamiento M en (A(C,)\ S)
tiene a lo méds (“z1) aristas. Esto se debe a que por cada P podemos elegir ex-
actamente una arista para M. Por lo tanto, todo apareamiento en (A(C,) \ S)

tiene a lo mas (25+) aristas.

C»J

Como ”— < —1, entonces 2n — 2 < 3n — 3 lo que implica que 1 < n, y esto

1 —1 i
es c1erto va que n > 4. Puesto que %5t “5=1, entonces "z= < ["5=]. Ya

2

< [%
que 31(Cy) = [%51] se concluye que (A(C )\S) no tiene ningun aparamiento

maximo de ¢,
Por lo tanto, S intersecta a todo apareamiento maximo de C,,.

Afirmacién 2.5: 7/ (C) = [5].
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Ny

N,

Por la afirmacién 2 y afirmacién 4 concluimos que +/,,+(C,) < |S| v por el teo-
rema 2.0.2 y afirmacién 2 tenemos que 7' (C,) = |S| < v (Cy). Por lo tanto,
V'mt(Cn) = [S] = 2.

Como k = L < 7 < ntl < ”;2 k+1 donde {%, ”“} C Q, entonces
fg} = f%} = 2=, lo que implica que Vot (Cr) = [ 1.

Por lo tanto, 7' (Cr) = [5].
Ast, Vi (Cr) = [5] sin=1 (méd 3), n >4y n¢&{3,5}
Caso 3: n =2 (mdéd 3).

Notemos que como n =2 (méd 3) y n ¢ {3,5}, entonces n > 8.

@ ® - @ @ ® « -+ @ @ ® - @ L g
v2 U3 V4 Us Vg vt Un—6 Un-5 Up—qg Un-3 Un-2 Un—1
V1 = Un+1 Un
U2 Vs Uy Us Vg e

#

U1 = Up41
U2 V3 Uy Vs Vg V7
V1 = Up+1

Figura 3.13: Ny, No y N3

Afirmacién 3.1: S = {v3j11v3i42 | 0 <@ < 2} es un conjunto dominante por
aristas en C,,.

Recordemos que |V (C,,)| =ny |A(C,)| = n.
Definimos:

Ny = {vgi4103i42 | 0 <7 < 2
Ny = {v3i4203;43 | 0 <0 < 2
N3 = {v3i430344 |0 <0 < 2

|M

—= }={v1v2, V4Us5, V7Vs, ..., Up_aUn_3, Up_1Up }
Y={vavs, v5U6, V39, ..., Up_3Un_2, UpUpi1}
}I{U37147 VU7, V9V10, +--y Un—5Un—4, 'Un72vn71}-

\W|IW
N

Puesto que A(C,) = Ny U No U N3 y N1=S, entonces A(C,,) \ S = Ny U N3.
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Probaremos que toda arista en A(C,) \ S es adyacente a una arista en S.
Sea v,v,41 una arista en A(C),) \ S, entonces v,v, 41 € Ny 0 v,v,41 € N3, ver
figura 3.13.

: — 4 ; n—=2
Si vvp41 € Na, entonces v,v,41=0si12vUs3i13 para algin i en {0,1,...,%5=}.
Como v3;11v3i10 € N1=S9, se sigue que la arista v,v,,1 es adyacente a vs3;1 1319

Si vv.41 € N3, entonces v,v,41=03;1303;14 para algin ¢ en {0,1, ..., "7_5} Note-
MOS que U3;43V344 €8 adyacente a vz; 4345, y ademas VU3i+4V3i4+-5=U3(i4+1)+1V3(i+1)+2>
por lo que v3(i41)+1V33i+1)+2 € N1=S. Por lo tanto, la arista v,v,4; es adyacente
a una arista en S, a saber vs;; 4034 5.

Asi, S es un conjunto dominante por aristas en C,,.
Afirmaciéon 3.2: S es un conjunto dominante por aristas minimo.

Como n = 2 (méd 3), entonces existe k& € N tal que 3k = n — 2, por lo que
k=222 Como |S| = %, se sigue que |S| =k + 1.

Procederemos por contradlccmn para probar que no existe un conjunto domi-
nante por aristas de cardinalidad menor que k£ + 1.

Supongamos que existe W un conjunto dominante por aristas tal que
|[W| < |S| =k + 1. Notemos que |W| < k, por lo que, 2k + 2 < |[W¢|.

Como W es un conjunto dominante por aristas, entonces toda arista en W€ es
adyacente a una arista en W. Por otro lado, 2|W| < 2(k) < 2(k) + 2, lo que
implica que 2|W| < 2(k) +2. Asi, por el principio del palomar se tiene que existe
una arista uv en W que es adyacente a al menos 3 aristas de W€, lo cual es una
contradiccion, ya que C,, es una trayectoria.

Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas minimo en C,.
Afirmacion 3.3: (A(C,) \ S) = (%52)P3 U K.

Puesto que A(C,,) \ S=N2U N3, entonces (A(C,) \ S) = (Na U N3). Por lo tanto,
de la definicién de Ny y Ny se sigue que V ({(No U N3)) = V(C,,) y A ((Ny U N3)) =
Ny U Nj.

Para cada arista en Ny U N3 definamos los siguientes conjuntos: X;={vs;; 20313}
conien{0,1,..., ”7_2} y Yi={v3i13v3;44} conien {0,1,..., ”7_5}, ver figura 3.14.
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n—2 n—>5
3 3
De la definicién de X; y Y; se deduce que Ny = U X,y N3 = U Y.
i=0 i=0
V2 U3 V4 Us Vg v7
N2 X() Xl
i
V1 = Un+1 X@ Un,
() U3 vy U5 Vg v7 ’
N3 Yo Y1
V] = Un+1 Un
U2 v3 2 Us V6 (%4 Upn—6 Unp-5 Up—q Up-3 Up—2 Un-1
.—"—.—".'—. .—H—.—“.'—Q . . . .—"—.—l."—. .—"—.—'.“—.
W W n— anf)
(Mung) o ! Wss ot
=0 " o
1 = Un+1 n
anz

Figura 3.14: (A(P,) \ S) = (N2 U N3)

Si definimos al conjunto W; como X; UY;, con i en {0, 1,...,"7_5}, entonces

n—>5 n—>5
E ER
U W= (X, UY)=(X0 UYy) UK U YY) <. U(X s U Yos )=
i=0 =0

(U XiU U Vi)= (N2 \Xn_2) U N3)=(Np U N3)\(Xu_2)=(No U N3)\{vntni1}.

Por lo que, U Wi = (N2 U N3) \ {onvni1} = (A(Cp) \ )\ {vnvns1}-

Como Wi:X;UK:{vgivaHg, Us3i13Vsi+4 Paracadaien {0,1,..., ”T"r’}, entonces
(W;) = Py para cada i en {0,1,..., 22},
n—>5
5
Por lo que, U (W;) = (%52)Ps. Esto implica que hay (“32) copias de P; en
i=0

(A(Cy) \ S). Por otro lado de la definicién de <XnT4> se tiene que <XnT4> >~ K.

Recordemos que A ((A(Cy,) \ S))=A ((N2U N3))=Ny U N3.

n—>5 n—>5

3 3
A su vez U W; = (N, UNg)\XnT—Q, por lo que U Wi U Xu> =(Ny U N3).

=0 =0
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n—>5

Entonces (Ny U N3) <U Wi U X 2> > (222)Py U K.
1=0
Lo que implica que (No U N3) = (222) Py U K.

Por lo tanto, (A(C,) \ S) = (%52)P3 U K.
Afirmacién 3.4: S intersecta a todo apareamiento maximo en C,,.

Como (A(C),) \ S} > (222)P3 U K>, entonces todo apareamiento en (A(C,) \ S)
tiene a lo mas (” + 1) aristas. Esto se debe a que por cada P3 podemos elegir
exactamente una arista para M, y también en M incluiriamos a la tnica arista
de K». Por lo tanto, todo apareamiento en (A(C,) \ S) tiene a lo més (252 4 1)
aristas.

n n+1

Como 222 + 1 < =L entonces < = lo que implica que 2n 4+ 2 < 3n — 3,
y asi b < n, esto es merto ya que n 2 8 Puesto que ”T_l < ("21}, entonces
2yl < (”T’W Ya que Bl(C’n) = [%17 se concluye que (A(C,) \ S) no tiene

2
ningin apareamiento maximo de C),.

Por lo tanto, S intersecta a todo apareamiento maximo de C,,.
Afirmacién 3.5: 7/ (Cr) = [5].

Por la afirmacién 2 y afirmacién 4 concluimos que +/,,:(C,) < |S| y por el teore-
ma 2.0.2 y afirmacién 2 tenemos que 7' (C,,) = |S| < v'me(Ch).
Por lo tanto, 7/, (Cy) = S| = 25

Como k = ”T’Q g ”T*I <2< ";1 = k+1 donde {%,%} C Q, entonces
f"T_l} = [g} = 3 , lo que implica que v/,,,(C},) = [ 1.

Por lo tanto, 7', (Crn) = [51.

Ast, ¥ (Cr) = [5]sin=2 (méd 3), n>8yn ¢ {3,5}. W
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3.3. Biestrellas

Teorema 3.3.1. Sea B, una biestrella, entonces ' i(Bys)= min {r,s}+1.

Uy

U2

Figura 3.15: Biestrella

Demostracién: Supongamos que B, s es la grafica que se muestra en la figura 3.15,
con r < s, lo que implica que min {r, s}=r. Probaremos que v/,,.(B;s) < r + 1. Sea
S =A{wu |1 <i<r}uU{uv} Notemos que A(B, ;)\ S = {vu | 1 < j < s},
donde v;v es adyacente a uv € S para toda j en {1,...,s}, lo que implica que S es un
conjunto dominante por aristas. Por otro lado, por la figura 3.15 podemos ver que todo
aparamiento maximo es de la forma {w;u,v;o} coni € {1,...,r}yje {1,...,s},loque
implica que S intersecta a todo apareamiento maximo. Asi, S es un conjunto dominante
por aristas transversal de apareamientos méximos. Por lo tanto, v/, (Bys) < 7+ 1.

Ahora probaremos que v/, (B,.s) > r + 1. Para esto primero definamos los siguientes
conjuntos Ny = {uu |1 <i <r}, Ny ={vv|1<j <s}y Ns={uv}, es claro que
A(B,s) = Ny UNy U N3.

Procediendo por contradiccién, supongamos que v, (B,s) < 7. Asi que, sea S’ un
V' mt(Br.s)-conjunto, se sigue que |S’| < r. Consideremos los siguientes casos sobre S”:

1. & C N,
Como la arista v;v no es adyacente a ninguna arista en S para todaien {1,..., s},
entonces S’ no es un conjunto dominante por aristas.

2. 8" C Ns.
Como la arista u;u no es adyacente a ninguna arista en S para toda j en
{1,...,7}, entonces S’ no es un conjunto dominante por aristas.
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. 8" C Ns.

Entonces S’ = {uv}, pero S’ no intersecta a ningtin apareamiento maximo.

. 8" C Ny UN;.

De los casos 1 y 3 se deduce que existe un subconjunto no vacio S; de N; tal que
S'=S51UN;y |Si| <r—1. Como |S;]| <r—1, entonces existe un w;u en N; tal
que u;u & Sy, por lo que S N {w;u,vv} = 0, lo que implica que S’ no intersecta
a todo apareamiento maximo de la biestrella.

. 8" C Ny U Ns.

De los casos 2 y 3 se deduce que existe un subconjunto no vacio Sy de N, tal que
S =SUN3y ]S <r—1<s—1. Como |Sy| <r — 1, entonces existe un v;v
en N tal que v;v & S, por lo que S N {vv,uiu} = 0, lo que implica que S’ no
intersecta a todo apareamiento maximo de la biestrella.

. 8" C Ny UN,.

De los casos 1 y 2 se deduce que existen un subconjunto no vacio S; de N y
un subconjunto no vacio Sy de Ny tal que S" = S1U Sy vy |S1| =11y || = 79
tal que r1 + 19 < r, lo que implica que r; <r—1yr, <r—1<s—1. Como
ry <r—1yry <s—1, entonces existen u;u en Ny y v;v en Ny tal que wyu & Sy
y v;v € Sy, por lo que S N {uu,v;v} =0, lo que implica que S’ no intersecta a
todo apareamiento méximo de la biestrella.

.S C NyUNy U Ns.

De los casos 1, 2 y 3 se deduce que existen un subconjunto no vacio S; de Ny y
un subconjunto no vacio Se de Ny tal que S" = S1USsUN3 v |S1| =11y [Se| =13
tal que r1 + 79 < r—1, lo que implica que r; <r—2yr, <r—2<s—2. Como
ry <r—2yry <s—2, entonces existen u;u en Ny y v;v en Ny tal que wyu & Sy
y v;v & Sy, por lo que S N {uu,v;v} =0, lo que implica que S’ no intersecta a
todo apareamiento méximo de la biestrella.

Como los siete casos nos llevan a una contradiccién, concluimos que no existe un
V' mt(Br.s)-conjunto de cardinalidad menor o igual que r, por lo que v/, (B, s) > 7+ 1.

Por lo tanto, ¥/ (Bys)= min {r,s}+1.0
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3.4. Graficas bipartitas completas

La demostracion que presentamos del siguiente teorema es alternativa a la del articulo
original.

Teorema 3.4.1. Para cualquier grdfica bipartita completa K, s donde r <'s,
se cumple que Y (K s) = .

Figura 3.16: Gréfica bipartita completa I, g

Demostracién: Sea {Vi, V2 } una particién de los vértices de K, ; en conjuntos indepen-
dientes donde |Vi| = 7y |V5] = s con r < s. Supongamos que Vi = {vy,va, ..., 01,0, }
y Vo = {uy, ug, ... Uy, Uy, oo Us—1, U )y sE sigue que V(K ) = ViUV y A(K, ) =
{viu; i€ {1,2,...,r} yj€{1,2,...,s}}, ver figura 3.16.

Definimos N = {vju; | j € {1,2,...,s}}. Primero probaremos que 7/,:(K;s) < s.
Para esto demostraremos las siguientes tres afirmaciones.

Afirmacion 1: N es un conjunto dominante por aristas de K, ;.

Notemos que (A(K,s) \ N) = {vu; |i€{2,3,...,r} yje{1,2,...,s}}, donde cada
arista v;u; es adyacente a una arista en N, a saber vju;, y esto pasa para cada 7 en
{2,3,...,r} y paracada j en {1,2,...,s}, lo que implica que N es un conjunto domi-
nante por aristas en K, ;.
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Afirmacién 2: (K, ;) = 7.

Es claro que M = {vjuq, vaus, ..., v.u,} es un apareamiento de cardinalidad r, lo que
implica que 7 < 31 (K,s).

Ahora probaremos que r > (K, ). Procediendo por contradiccién, supongamos que
r < B1(K,s), lo que implica que r+1 < 31(K, ;). Sea M’ un (K, ;)-conjunto, se sigue
que 7+ 1 < |[M’|. Puesto que |V;| = r, entonces |Vi| =7 <r+1 < |M’|, lo que implica
que |Vi| < |M'|. Asi que, por el principio del palomar, se sigue que existe un vértice v;
en V7 al que le inciden al menos dos aristas de M’, lo cual es una contradiccion, ya que
M’ no seria apareamiento. Asi que, r > (1 (K, ).

Por lo tanto, 5;(K,s) = r.
Afirmacién 3: N intersecta a todo apareamiento maximo de kK, ;.

Sea M un apareamiento maximo de K, . Por el corolario 1.7.1 sabemos que cada
vértice de V) estd M-saturado, en particular vy, por lo que existe un u; en V5 tal que
viu; € M, pero por definicién de N también tenemos que viu; € N, lo que implica que
NNOM #0.

Como el apareamiento que elegimos fue arbitrario, se tiene que N intersecta a todo
apareamiento méaximo de K, ,.

Por la afirmacién 1 y afirmacién 3 podemos concluir que N es un conjunto dominante
por aristas transversal de apareamientos méaximos, lo que implica que 7/ (K, 5) <
IN| = s.

Ahora probaremos que v/, (K,.s) > s. Procediendo por contradiccién, supongamos que
Vmt(Krs) < s, lo que implica que v/, (K,5) < s — 1. Sea W un /.. (K, s)-conjunto,
se sigue que |WW| < s — 1. Por comodidad denotemos a K, ; por G. Sea H = (G — W),

notemos que {Vi, Vo } es una particién de V(H) en conjuntos independientes.

Probaremos que existe un apareamiento maximo M en H tal que M NW = (), lo cual
nos lleva a una contradiccién, para esto probaremos las siguientes afirmaciones:

Afirmacién 4: [Ny (S)| > |S| para cada subconjunto S de V;.
Procediendo por contradiccion, supongamos que existe X un subconjunto de V; tal que
|Nu(X)| < [X].

Primero notemos que X C V; y Vo = Ny(X) U (Vo \ Ny (X)), es claro, que X # () y
Np(X) # 0. Ademés, como |Ny(X)| < |X|y |X]| < |Ng(X)|, (por el teorema de Hall
1.7.3), se sigue que |Ng(X)| > |Ng(X)|, lo que implica que existe al menos un vértice
v’ en Ng(X) tal que v’ ¢ Ny (X). Por lo tanto, (V3 \ Ny(X)) # 0.

Afirmamos que {viu; | v; € X yu; € (Vo \ Nyg(X))} € W. Procediendo por con-



3.4. GRAFICAS BIPARTITAS COMPLETAS 57

Figura 3.17: Particién {Vi,V2} de V(H) en conjuntos independientes

tradiccion, supongamos que existe v'u’ en {vu; | v; € X yu; € (Vo \ Ng(X))} tal
que v'u’ & W. Puesto que v'u/ € W y G es una grafica bipartita completa, se sigue
v € (A(G) \ W), pero (A(G) \ W) = A(H), lo que implica que v'v’ € A(H). Por
otro lado, como v € X y v'v' € A(H), se sigue que v’ € Ng(X), lo cual es una
contradiccién, ya que v’ € (Va2 \ Ny(X)). Por lo tanto,
{viu; | vi € X yu; € (Vo \ Ng(X))} CW. (3.1)

Ahora veremos al menos cuantos elementos tiene el conjunto W.
Como |Va| = s, entonces |(Va \ Ny (X))| = s — |Ng(X))|. Por otro lado, puesto que
|INg(X)| < | X], se sigue que —|Ny(X)| > —|X]|, lo que implica que

s — |Npg(X)| > s—|X]|. (3.2)
Sea vy, en X, como {vpu; | u; € (Vo\Nu (X))} C {viu; | vi € X yu; € (Vo\Nu (X))} C
Wy {oku; [uj € (Vo \ Nu(X))}H = |(V2 \ Nu(X))|, se sigue que

(V2 \ N (X)) < [W] (3-3)
Como |(Va \ Ny (X))| = s — |Ng(X))|, obtenemos de (3.3) que

s — [Ng(X))| < [W]. (3.4)
Luego de (3.2) y (3.4) se tiene que s — | X| < |W/|, por lo que

s—|X|+1< W) (3.5)
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Por otro lado, como {vyu; | v, € (X \ {vk}) yu; € (Vo \ Nu(X))} C {viu; | v; €
Xy uy € (Vo\Nu(X))} € Wy {upuy [0, € (X\{on}) v uy € (Va\Ng (X))} > [X[-1,
se sigue que

|X|—1<|W|. (3.6)
Asi por (3.5) y (3.6) se sigue que ((s — | X|+1)+ (| X|—1)) = s < |W], lo cual es una
contradiccién, ya que |[W| < s — 1.

Por lo tanto, [Ny (S)| > |S|.

Asi, del teorema 1.7.3 (teorema de Hall) se sigue que H tiene un apareamiento que
satura a cada vértice de V;, digamos M. Como H es una subgrafica generadora de G,
entonces M es un apareamiento maximo de G, el cual no es intersectado por W, lo
cual es una contradiccion.

Por lo tanto, v/ (K, s) > s.

Ast, V(K s) = 5.



Capitulo 4

Construcciones de graficas

En este capitulo veremos dos teoremas los cuales hablan sobre construcciones. El primer
teorema se encuentra en el articulo Matching Transversal Edge Domination in Graphs
[1] y dice lo siguiente “Sean a y b dos numeros enteros positivos con b > 2a — 1,
entonces existe una gréafica G tal que |A(G)| = by vmi(G) = a” cabe mencionar que
este teorema fue modificado por parte nuestra, debido a que presentaba dos errores, el
primero se presentaba en el caso cuando b > 1y a = 1, ya que al ser 7/,,,;(G) = a =1,
por el teorema 2.0.4 se tiene que G = K», lo que implica que |A(G)| = b =1, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, se necesita la condicién de que b > 2a—1 > 1; es decir,
b > 2a—1 > 2. Por este motivo nosotros agregamos esta hipotesis adicional al teorema
para evitar el problema. El segundo error que se presentaba el teorema original era
en la construccién que el autor da para probar el teorema, ya que en el caso cuando
b = 2a — 1 se tiene que |A(G)| = b, pero v,:(G) = a — 1, lo cual no cumple las
condiciones que establece el teorema, esto sera exhibido con un ejemplo mas adelante
en la demostracién. Por otro lado, el segundo teorema es una aportacién nuestra y se
puede considerar como una generalizacion del primer teorema.

Teorema 4.0.1. Sean a y b dos nimeros enteros positivos con b > 2a — 1 > 2,
entonces eziste una grdafica G tal que |A(G)| =b y v (G) = a.

Demostracion:
Caso 1) Sean b = 2a+7, con r > 0, y H una gréfica de la forma K 4; es decir, H es un
estrella, sin pérdida de generalidad, supongamos que V(H) = {z,v1,v2, ..., V4_1,04} ¥

A(H) = {e1,ea,...,e4-1,€,} donde e; = zv; para cada i en {1,2,...,a}. En la figura
4.1 se puede apreciar la grafica H.

Sea G la grafica obtenida a partir de H, al unir r + 1 aristas al vértice v; y denote-
mos {g1, go, - - -, gr, gr+1} al conjunto de aristas adyacentes a e;. A su vez uniremos una
arista f; a cada vértice v; para i en {2,3,...,a — 1,a}. Diremos que V(G) = V(H) U
{ur, ug, .oy tpy Uy F U{wo, ws, ooy wee1,we b y A(G) = A(H) U{g1,92,- -, 9r, Gri1 } U
{f2, f3,. .., fa—1, fa}, donde g; = vju; paracadaien {1,2,...,r,r+1} y f; = vw; para
cada jen {2,3,...,a—1,a}. Podemos apreciar la forma de la grafica G en la figura 4.1.

Notemos que |A(G)| =a+ (r+ 1)+ (a—1) = 2a+r = b, por lo que |A(G)| = b.
Asi que, solo nos falta probar que 7/,,:(G) = a.

59
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Uy

Ug

Ur41

Figura 4.1: Gréfica H y gréafica G

Primero probaremos que v',,;(G) < a. Para esto definiremos los siguientes conjuntos
p que 7y g J

Nl == {61}7 N2 == {eQa cee 7ea—176a}a N3 = {917927 cee agragr—H} y N4 = {f?afi‘}a .. '7fa—17
fa}; es claro, que A(G) = Ny U Ny U N3 U Ny.

Ny
o——F—@
Ny
T °
N3
. ................................... .
Ny
® @

Figura 4.2: Grafica G

Sea S = {e1, fo, f3,-- -, fa_1, Ja} = N1 U Ny. Por demostrar que S es un conjunto
dominante por aristas. Notemos que A(G) \ S = Ny U N3, donde cada e; en Ny es
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adyacente a f; paraien {2,3,...,a—1,a}, y por otro lado cada g; en Nj es adyacente
a e1. Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas. Ahora probaremos que
S intersecta a todo apareamiento maximo de G. Por la figura 4.2, se puede apreciar
que todo apareamiento méximo es de la forma M; = {e1} U {fo, fs3,..., fa_1, fa} O
M/z' = {gz} U {fg,fg, .. wfa—l;fa} con ¢ en {].,2 . ,7”+ 1} (0} M//ij = {gz}U{ej} U {fk |
ke{2,...,atyk # j}conien{l,2,....r+ 1}y jen {2,3,...,a}. Notemos que
(SNMy) ={ei}U{fa, f3,. -, faur1, fa}, (SOM';) = {fi} paracadaien {1,2...,r+1}
y(SNM"y)={fu|ke{2,...,a} yk # j} paracadaien {1,2,...,r+1} y jen
{2,3,...,a}, por lo que S intersecta a todo apareamiento maximo de G. Por lo tanto,
S es un conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos maximos, lo que
implica que 7/,,+(G) < a.

Ahora probaremos que v/,,;(G) > a. Procediendo por contradiccién, supongamos que
¥t (G) < a, por lo que v, (G) < a — 1. Sea S" un +/,,;(G)-conjunto, se sigue que
|S’| < a— 1. Asi que, consideremos los siguientes casos sobre S”:

1. 8" C Ny
Puesto que N; = {e1}, se sigue que S = {e;}, por lo que S’ no intersecta a
ningin apareamiento maximo de G de la forma {g;} U{fs, f5,. .., fa}-

2. S"C Ns.

Como |S'| < a — 1, entonces existe una arista e; en Ny tal que e¢; € S', por lo
que f; no es adyacente a ninguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un
conjunto dominante por aristas.

3. 8" C Ns.
Es claro que ningin elemento de S’ es adyacente a alguna arista f; de Ny, por lo
que S’ no es un conjunto dominante por aristas.

4. S C Ny.
Es claro que ningin elemento de S’ es adyacente a alguna arista g; de N3, por lo
que S’ no es un conjunto dominante por aristas.

5.8 C Ny UNs.
De los casos 1 y 2 se deduce que existe un subconjunto no vacio Sy de Ny tal que
S"'= Ny USy y |Se] <a—2. Como |Sy] < a—2, porque |S’| < a— 1, entonces
existe un e; en N, tal que e; € Ss, por lo que la arista f; € Ny no es adyacente
a ninguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un conjunto dominante por
aristas.

6. 8" C Ny UDNs.
De los casos 1 y 3 se deduce que existe un subconjunto no vacio S3 de N3 tal que
S’ = N; U Ss, pero ninguna arista f; en Ny es adyacente a alguna arista en S,
por lo que S’ no es un conjunto dominante por aristas.

7.5 C Ny UN;.
De los casos 1 y 4 se deduce que existe un subconjunto no vacio Sy de Ny tal
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10.

11.

12.
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que S = Ny USy y [S4] < a—2, por que |[S'] < a—1. Como |Sy] < a — 2,
entonces existe un f; en Ny tal que f; € Sy, por lo que la misma arista f; en Ny
no es adyacente a ninguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un conjunto
dominante por aristas.

S" C Ny U Ns.

De los casos 2 y 3 se deduce que existen un subconjunto no vacio Sy de Ny y un
subconjunto no vacio S de N3 tal que S" = So U S5y |Sa| = 1m0y |S3] = r3 tal
que ro+7r3 < a—1, 1o que implicaque rs < a—2yrz3 <a—2. Comory, <a—2,
entonces existe un e; en Ny tal que e; & Sy, por lo que la arista f; de Ny no
es adyacente a ninguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un conjunto
dominante por aristas.

S" C Ny U Ny.

De los casos 2 y 4 se deduce que existen un subconjunto no vacio Sy de Ny y un
subconjunto no vacio Sy de Ny tal que S" = Sy U Sy y [Se| = 1oy |S4| = 74 tal
que 3 +1r4 < a— 1, lo que implica que r, < a — 2 y r4 < a — 2. Pero ninguna
arista g; en N3 es adyacente a alguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un
conjunto dominante por aristas.

S C N3 U Ny.

De los casos 3 y 4 se deduce que existen un subconjunto no vacio S3 de N3 y un
subconjunto no vacio Sy de Ny tal que S" = S3U Sy y |S3] = r3 y |Sy] = 74 tal
que r3+7r4 < a—1,1o que implicaque r3 < a—2yry <a—2. Comory <a-—2,
entonces existe un f; en Ny tal que f; € Sy, por lo que la misma arista f; de Ny
no es adyacente a ninguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un conjunto
dominante por aristas.

S"C Ny U Ny U Ns.

De los casos 5, 6 y 8 se deduce que existen un subconjunto no vacio Sy de Ny y
un subconjunto no vacio Ss de N3 tal que S" = NyUSsUS3 y |So| = ro y |S3| = r3
tal que 79 + 13 < a — 2, lo que implica que r, < a — 3. Como ry < a — 3, entonces
existe un e; en Ny tal que e; € S5, por lo que la arista f; de N4 no es adyacente
a ninguna arista en S’; lo que implica que S’ no es un conjunto dominante por
aristas.

S"C Ny UNy;UN,.

De los casos 5, 7 y 9 se deduce que existen un subconjunto no vacio Sy de Ny y
un subconjunto no vacio Sy de Ny tal que S" = NyUSaUSyy |So| =1y |Sa| =14
tal que ro + 14 < a — 2, lo que implica que 1, < a—3y ry <a— 3.

Afirmacién: Existen e; en Ny y f; en Ny con i en {2,3,...,a} tal que ¢; ¢ S" y
fi € S’. Supongamos que esto no fuera cierto, entonces para todo e; en Ny y f; en
Nyconien{2,3,... a} secumple quee; € S’ o f; € S’ ademds Ny C 5, lo que
implica que (a — 1) + 1 < |S7], lo cual es una contradiccion, ya que |S'| < a — 1.
Por lo tanto, como e; € S'y f; € S se sigue que S’ no es un conjunto dominante
por aristas.
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13. 8" C Ny UN3U N;y.
De los casos 6, 7 v 10 se deduce que existen un subconjunto no vacio S3 de Nj
y un subconjunto no vacio Sy de Ny tal que S = Ny US3U S,y |S3] = r3y
|S4| = r4 tal que 13+ 14 < a—2, lo que implica que 4 < a— 3. Como ry < a—3,
entonces existe al menos un f; en Ny tal que f; € Sy, por lo que la misma arista
fj € Ny no es adyacente a ninguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un
conjunto dominante por aristas.

14. " € Ny U N3 U Ny.

De los casos 8, 9 y 10 se deduce que existen un subconjunto no vacio Sy de Na,
un subconjunto no vacio S3 de N3 y un subconjunto no vacio Sy de N, tal que
S/:SQU53US4Y |SQ| =Ty |Sg| =73y |S4| = T4 tal que To + 13+ Ty §a—1,
lo que implica que ro <a—3yry <a—3.

Afirmacién: Existen e; en Ny y f; en Ny con i en {2,3,...,a} tal que ¢; ¢ S" y
fi € S’. Supongamos que esto no fuera cierto, entonces para todo e; en Ny y f; en
Nyconien {2 3,...,a} se cumple que ¢; € S’ o f; € §', ademds S3 C 5, lo que
implica que (a — 1) + 1 < |S’], lo cual es una contradiccion, ya que |S'| < a — 1.
Por lo tanto, la existencia de e; y f; implica que S’ no es un conjunto dominante
por aristas.

15. $' C Ny U Ny U Ny U N,

De los casos 11, 12, 13 y 14 se deduce que existen un subconjunto no vacio Sy de
N5, un subconjunto no vacio S3 de N3 y un subconjunto no vacio S, de N, tal que
S" = NiUSyUS3USy y |Sa| = 1oy [Ss| =13y |S4] = ry tal que ro+r3+74 < a—2,
lo que implica que s <a—4yry <a—4.

Afirmacién: Existen e; en Ny y f; en Ny con i en {2,3,...,a} tal que ¢; & S" y
fi € S’. Procediendo por contradiccién, supongamos que para todo e; en Ny y f;
en Nyconien{2 3, ... a}secumplequee; € "o f; € S, entonces a—1 < |.S'].
Por otro lado, N; C Sy S3 C §', lo que implica que (a — 1) +1+1 < |5, lo
cual es una contradiccion, ya que S| < a — 1. Por lo tanto, se concluye que S’
no es un conjunto dominante por aristas, lo cual no es posible.

Como los quince casos nos llevan a una contradiccién, concluimos que no existe un
V' mt(G)-conjunto de cardinalidad menor o igual que a — 1, por lo que v/,,:(G) > a.

Por lo tanto, v',+(G) = a.
Ast, v (G) = a y |A(G)| = b, si b=2a+r con r > 0.

En este punto mostraremos el segundo error que presentaba el teorema 4.0.1 en el
articulo original. El problema se encuentra en la construccién que el autor propuso
para probar el teorema debido a que en el caso cuando b = 2a — 1, se tiene que
|A(G)| = b, pero v/, (G) = a — 1, se puede apreciar la construccién en la figura 4.1.

A continuacién, se ejemplifica lo antes mencionado.
Sean a =3y b =5, es claro que, |[A(G)|=b=2(a) —1=2(3) — 1 =5.
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Afirmamos que v/,;(G) = a — 1 = 2. Primero probaremos que 7/,,;(G) < 2. Sea
S ={ey, f3}. Por la figura 4.3, es facil ver que S es un conjunto dominante por aristas.
Por otro lado, M = {ey, f2, f3} es el tinico apareamiento méximo de G, por lo que S
intersecta a todo apareamiento maximo, lo que implica que S es un conjunto domi-
nante por aristas transversal de apareamientos méaximos. Por lo tanto, 7/,,,(G) < 2.
Ahora probaremos que 7/,,,:(G) > 2. Notemos que no existe un conjunto dominante
por aristas de G de cardinalidad uno, ver figura 4.3, lo que implica que v/,+(G) > 2.
Por lo tanto, 7/,:(G) = a — 1 = 2. Asi que, G es una grafica tal que |A(G)| = b =5,
pero v (G) = a — 1 = 2, lo cual muestra que la construccién anterior no satisface las
condicciones del teorema 4.0.1 en este caso en particular.

U1
€1
€9 (% fz W9
z @ @
€3
U3 f3 w3

Figura 4.3: Gréfica G del teorema original 4.0.1 cuando a =3y b =5

Por este motivo nosotros proponemos la siguiente construccion para el caso cuando
b=2a—1.

Caso 2) Sean b = 2a — 1 y H una gréfica de la forma K, ;; es decir, H es una
estrella, sin pérdida de generalidad supongamos que V(H) = {z,v1,v2, ..., Vq—2,Va_1}
y A(H) ={ey,e9,...,€q_2,64_1} donde e; = zv; para cada i en {1,2,...,a—1}. En la
figura 4.4 se puede apreciar la grafica H.

Sea (G la grafica obtenida a partir de H, al unir una arista f; a cada vértice v; para ¢ en
{1,2,...,a—2,a—1}, y asu vez al agregar una arista aislada a H, digamos g;. Supong-
amos sin pérdida de generalidad que V(G) = V(H)U{wy, wa, ..., we_2, w1 }U{x1,y1}
v A(G) = A(H) U {fi, far- -+ a2 far} U {g1}, donde f; = viw; para cada i en
{1,2,...,a —2,a — 1} y g1 = x1y;. Podemos apreciar la forma de la grifica G en la
figura 4.4.
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Figura 4.4: Grafica H y gréafica G

Notemos que |A(G)| = (a—1)+(a—1)+1 =2a—1 = b, por lo que |A(G)| = b. Asi que,
solo nos falta probar que 7/,,,;(G) = a, pero por el teorema 2.0.3, al tener G una arista
aislada, se sigue que v/,,,:(G) = +'(G). Por lo tanto, solo debemos probar que v/ (G) = a.

Primero probaremos que 7/(G) < a. Para esto definimos los siguientes conjuntos

Ny = {er,ea, ... €q-9,€a-1}, No = {f1, foy- s fao, fau1} ¥ N3 = {g1}, es claro que
A(G) = Ny U Ny U Ny,

Sea S ={f1,fo, -, fa—2, fam1} U{g1} = Na U N3. Notemos que A(G)\ S = Ny, donde
cada e; en Nj es adyacente a f; € S paraien {1,2,...,a—2,a — 1}.
Asi que, S es un conjunto dominante por aristas, por lo que 7'(G) < a.

Ahora probaremos que 7'(G) > a. Procediendo por contradiccién, supongamos que
v (G) < a, lo que implica que v'(G) < a — 1.

Sea S’ un 7/(G)-conjunto, se sigue que |S’| < a—1. Asi que, consideremos los siguientes
casos sobre S”:

1. 8 C Ny
Es claro que ningtin elemento de S’ es adyacente a g1, la unica arista de N3, por
lo que S’ no es un conjunto dominante por aristas.

2. S"C Ns.
Es claro que ningtin elemento de S’ es adyacente a g1, la unica arista de N3, por
lo que S’ no es un conjunto dominante por aristas.

3. S"C N;.
Puesto que N3 = {g, }, se sigue que S’ = {g1}, pero g; no es adyacente a ninguna
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Figura 4.5: Grafica G

arista de Ny ni de N», lo que implica que S’ no es un conjunto dominante por
aristas.

. S"C Ny UN,.

Es claro que ningtin elemento de S’ es adyacente a g1, la unica arista de N3, por
lo que S’ no es un conjunto dominante por aristas.

. 8" C Ny U N;.

De los casos 1 y 3 se deduce que existe un subconjunto no vacio S; de N; tal que
S" =851 UN;3y |S1] <a—2. Como |Si| < a—2, porque |S’| < a— 1, entonces
existe un e; en Nj tal que e; € 51, por lo que la arista f; en Ny no es adyacente
a ninguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un conjunto dominante por
aristas.

. 8" C Ny U N3.

De los casos 2 y 3 se deduce que existe un subconjunto no vacio Sy de Ny tal que
S" =Sy U N3y |Ss] <a—2. Como |Sy] < a—2, porque |S’| < a — 1, entonces
existe un f; en Ny tal que f; € Sy, por lo que la arista e; en N7 no es adyacente
a ninguna arista en S’, lo que implica que S’ no es un conjunto dominante por
aristas.

. 8" C Ny UNyU N3.

De los casos 4, 5 y 6 se deduce que existen un subconjunto no vacio S; de Ny y
un subconjunto no vacio Sy de Ny tal que S" = S;USyUN3y |S1| =m1y |S2] =172
tal que r1 + 1y < a — 2, lo que implica que r; <a—3yr, <a—3.

Afirmacién: Existen e; en Ny y f; en Ny conien {1,2,...,a— 1} tal que ¢; € S’
y f; € S’. Supongamos que esto no fuera cierto, entonces para todo e; en Vg
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y fien Ny con i en {1,2,...,a — 1} se cumple que e; € S’ o f; € S, ademés
N3 C 5’ lo que implica que (a — 1) +1 < |9’|, lo cual es una contradiccién, ya
que |S’| < a — 1. Por lo tanto, como e; ¢ S"y f; ¢ S’ se sigue que S’ no es un
conjunto dominante por aristas.

Como los siete casos nos llevan a una contradiccién, concluimos que no existe un v/(G)-
conjunto de cardinalidad menor o igual que a — 1, por lo que 7/'(G) > a. Puesto que

Vi(G) = 7/(G), se sigue que 1 (G) = a.
Por lo tanto, v, (G) = a.
Ast, Vo (G) =ay |[A(G)| =b,sib=2a—1. &

El siguiente teorema es una aportacién nuestra y puede considerarse como una gene-
ralizacién del teorema 4.0.1, al pedir menos restricciones con respecto a los niimeros
a y b, y solamente pedir que b > a > 2. Esta idea surgié a partir, de pensar que la
condicion b > 2a—1 > 2 del teorema 4.0.1 podia ser eliminanda, si tomamos en cuenta
el teorema 2.0.3 el cual nos dice que si una gréafica G tiene al menos una arista aislada,
entonces 7'+ (G) = 7/(G), asi que usando este teorema solo tenemos que encontrar una
grafica G con aristas aisladas que cumpliera que |A(G)| = by v/ (G) = a, lo cual nos
llevo a dar la construccion que se ve en el teorema 4.0.2.

Teorema 4.0.2. Sean a y b dos nimeros enteros positivos con b > a > 2, entonces
existe un grdfica G tal que |A(G)| =b y v mu(G) = a.

Demostracion:

Sea H una grafica de la forma H = aK5, sin pérdida de generalidad supongamos que
V(H) = {uy,ug,...,ueg_1} U{v,v9,...,0s-1}y A(H) = {e1,€9,...,€4-2,€,_1} donde
e; = u;v; para cada i en {1,2,...,a — 1}. En la figura 4.6 se puede apreciar la gréfica
H.

Sea G la gréfica obtenida a partir de H, al unirle la estrella K ,_q11), lo que im-
plica que G = H U K (3_q41). Supongamos sin pérdida de generalidad que V(G) =
V<H) U {27 Wy, W2, .+, Wh—qa; wb—a+1} y A(G> = A(H) U {fl, Jas s Joas fb—a+1} donde
fi = zw; para cada i en {1,2,...,b—a,b—a+ 1}. Se puede apreaciar la grafica G en
la figura 4.6.

Notemos que |A(G)| = (a — 1)+ (b —a + 1) = b, lo que implica que |A(G)| = b. Solo
falta probar que v/,,,;(G) = a, pero G tiene al menos una arista aislada, se sigue por el
teorema 2.0.3 que v',+(G) = v/ (G), asi que basta con probar que v/ (G) = a.

Primero probaremos que 7'(G) < a. Sea S = {ej,ea,...,ea_1} U {f1}. Notemos que
AGY\ S = {fo, f3,--+, fo—a> Jo—ar1}, donde cada f; es adyacente a f; para i en
{2,3,...,b —a,b — a + 1}. Por lo tanto, S es un conjunto dominante por aristas,
lo que implica que 7'(G) < a.



68 CAPITULO 4. CONSTRUCCIONES DE GRAFICAS

(3] U1 (1 U1 w1
@ L ] [ @
€1 €1
Ug U2 U2 U2 w2
@ @ [ @
€2 €2
z
"Ug—2 "Vg—2 TUg—2 "Vg—2 T Wh—q
@ L ® @
€q—2 €a—2 fbch»l
Ug—1 Va-1 Ug—1 Va—1 Wy—a+1
® L @ o
€a-1 €a—1

Figura 4.6: Grafica H y gréafica G

Ahora probaremos que 7'(G) > a. Sea S un +'(G)-conjunto. Puesto que {ey, €a,...,€,-1}
es un conjunto de aristas aisladas de G, se sigue que {ej,es,...,e,_1} C S, por lo
que a — 1 < |S|. Por otro lado, cualquier conjunto dominante por aristas en una es-
trella contiene al menos una arista, lo que implica que {f;} C S para algin i en
{1,2,...,b—a,b—a+ 1}, se sigue que (a — 1) + 1 < |S], por lo que a < +/(G).

Por lo tanto, 7'(G) = a, lo que implica que v',,:(G) =+ (G) = a.

Concluimos que G es una gréfica tal que A(G) =by v (G) =a. B

Para ver la relevancia del teorema 4.0.2 (el cual fue una aportacién nuestra ) con respec-
to al teorema 4.0.1 veremos que existe al menos una familia de graficas que satisfacen
el teorema 4.0.2, pero no satisfacen el teorema 4.0.1.

Recordemos que el teorema 4.0.1 dice lo siguiente: Sean a y b dos niimeros enteros posi-
tivos con b > 2a—1 > 2, entonces existe una grafica G tal que |A(G)| = by vmi(G) = a.
Y por otro lado, el teorema 4.0.2 dice lo siguiente: Sean a y b dos ntimeros enteros po-
sitivos con b > a > 2, entonces existe un grafica G tal que |A(G)| =by 7mu(G) = a.

Notemos que en el teorema 4.0.1 se tiene que 2a — 1 > 2, lo que implica que a > 2, y
de igual forma en el teorema 4.0.2 se cumple que a > 2.

Primero consideremos el caso cuando b = (a+n) con n € N, si queremos que b cumpla
las hipétesis del teorema 4.0.1, entonces b = (a +n) > 2a — 1 > 2, lo que implica que
a+n>2a—1, porlo que n+ 1> a. De este manera, tenemos que si b = (a +n) y
n + 1 > a se cumplen las condiciones del teorema 4.0.1, por lo que existe una grafica
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G tal que |[A(G)|=b=(a+n)y ¥Vm(G) = a.

Asi que, si consideremos b = (a+n) y n+ 1 < a, entonces las condiciones del teorema
4.0.1 no se cumplen, puesto que si se cumplieran se tendria que b = (a+n) > 2a—1 > 2,
lo que implica que a +n > 2a — 1, por lo que n + 1 > a, lo cual es una contradiccion,
yva que n + 1 < a. Por lo tanto, no podemos asegurar que existe una grafica GG tal que
|A(G)| = b= (a+n)y ¥m(G) = a. He aqui la relevancia del teorema 4.0.2, ya que
su hipdtesis solo nos pide que b > a > 2, y es facil ver que b = (a + n) > a donde
a>n-+1ya>2 Porlo tanto, gracias al teorema 4.0.2 sabemos que si b= (a+n) y
n+ 1 < a, existe una grafica G tal que |[A(G)|=b= (a +n) y Vmt(G) = a.

A partir de esto podemos ver que existe al menos una familia de gréaficas que satisfacen
el teorema 4.0.2, pero no satisfacen el teorema 4.0.1.

Ahora consideraremos el caso cuando b = a, si queremos que b cumpla las hipétesis del
teorema 4.0.1, necesitamos que b = a > 2a — 1 > 2, lo que implica que a > 2a — 1,
por lo que 1 > a, pero recordemos que a > 2. Por lo tanto, en este caso b no puede
cumplir la hipétesis del teorema 4.0.1, asi que no podemos asesgurar que existe una
grafica G tal que |A(G)| = b = ay vm(G) = a. Pero el teorema 4.0.2 solo nos pide
como hipétesis que b > a > 2, lo cual se cumple ya que b = a > a y a > 2. Por lo
tanto, gracias al teorema 4.0.2 sabemos existe una grafica G tal que |[A(G)|=b=ay
V't (G) = a.

Asi que, podemos ver que existe otra familia de graficas que satisfacen el teorema 4.0.2,
pero no satisfacen el teorema 4.0.1.

Por lo anterior, podemos concluir que existen al menos dos familias de gréaficas que
satisfacen el teorema 4.0.2, pero no satisfacen el teorema 4.0.1.



Capitulo 5

Algunas cotas y casos particulares

En este capitulo veremos cual es el nimero v/,,+(G) de una grafica G' con un tunico
apareamiento maximo, observaremos que para cualquier grafica G se cumple que v/, (G)
<+ (G)+9'(G), analizaremos bajo qué circunstancias se cumple que v, (G) = m — 1,
averiguaremos cual es el nimero 7/,,,;(G) de una grafica G que tiene una o méas compo-
nentes conexas y estudiaremos la estrecha relacién que existe entre el niimero 7/,,;(G)
de una grafica G y el nimero v;(L(G)) de su grafica de lineas L(G).

Teorema 5.0.1. Sea G' una grdfica con un unico aparemiento maximo, entonces
V' (G) <7(G) + 1.

Demostracién: Sean M el tnico apareamiento méximo de G, S un +/'(G)-conjunto y
uv € M, entonces S U {uv} es un conjunto dominante por aristas, y ademas S U {uv}
intersecta a M, por lo que S U {uv} es un conjunto dominante por aristas transversal
de apareamientos maximos.

Por lo tanto 7/, (G) < |S|+ 1=+ (G)+1. &

El siguiente teorema exhibe una cota superior para el nimero de dominacion por aris-
tas transversal de apareamientos maximos para cualquier grafica G.

Teorema 5.0.2. Para cualquier grafica G, se cumple que 7' (G) < ~'(G) + §'(G).

Demostracién: Sean b € A(G) tal que 6(b) = §'(G) y S un +/(G)-conjunto. Primero
probaremos que todo apareamiento méaximo M contiene una arista de N[b]. Supong-
amos que esto no pasa, entonces existe un apareamiento maximo M; tal que MiNN[b] =
(), esto implica que M; U {b} es un apareamiento con |M;| < |M; U {b}| = |M;| + 1,
lo cual es una contradiccién, porque M es maximo. Por lo tanto, todo apareamiento
méximo contiene una arista de N[b]. Por lo que SU N D] intersecta a todo apareamien-
to maximo. Ademds S N N[b] # 0, ya que si esto no pasard, entonces en partic-
ular la arista b no seria adyacente a ninguna arista en S, lo cual seria una con-
tradiccion. Por otro lado, S es un conjunto dominante por aristas, lo que impli-
ca que S U NJ[b] es un conjunto dominante por aristas, por lo que S U N[b] es un
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conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos méaximos. Por lo tan-
to, Vme(G) < |SUNJ]| < |S|+ |N[D]| = v (G) + (§'(G) + 1), lo que implica que
Vmi(G) <A(G) + (0'(G) + 1). Asi, 7/i(G) < 7/(G) +0'(G).

Por lo tanto, v,,:(G) <+'(G)+4¢'(G). R

El siguiente teorema muestra bajo que circunstancias una grafica G cumple con que
v mt(G) = m — 1. Cabe mencionar que este teorema fue modificado por parte nuestra,
debido a que presentaba un error en la hipotesis.

Primero notemos que en el articulo original el teorema 5.0.3 dice lo siguiente: “Sea
G una gréfica tal que |A(G)| = m, entonces v (G) = m — 1 si y solo si G = P,”.
Lo cual es falso, como se puede apreciar en el siguiente ejemplo, ver figura 5.1, donde
G= Ky UKy) yvVm(G)=m—-1=3—-1=2, pero G 2 F,.

Asi que, agregamos la hipdtesis de que G es una gréafica conexa, lo cual es suficiente
para asegurar que G = Pj.

U1

us
U2
V] @ b ® U

Figura 5.1: Grafica G la cual es un contraejemplo al teorema original 5.0.3

Teorema 5.0.3. Sea G una grifica conezxa tal que |A(G)| = m, entonces ¥ i (G) =
m — 1 si y solo si G = Py.

Demostracion:
(«<=) Supongamos que G = P,.

Por el teorema 3.1.1 sabemos que v',,:(Py) = 2, pero |A(P,)| = 3, lo que implica que
Vmt(Py) =m —1=3—1=2. Por lo tanto, v ,;(G) =m — 1.

(=) Supongamos que v',+(G) = m — 1.
Sea S un ',,+(G)-conjunto. Como |A(G)|=m y |S|=m — 1, se sigue que |A(G) \ S|=1,
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sin pérdida de generalidad, supongamos que (A(G)\ S) = {e}. Como S es un conjunto
dominante por aristas, entonces la tnica arista de A(G) \ S, a saber e, debe ser ady-
acente a una arista en S. Sin pérdida de generalidad, supongamos que es adyacente a
f. Ademas, supongamos que e = uv y f = vw.

A continuacién, probaremos cuatro afirmaciones que nos ayudaran con nuestra de-
mostracion.

Afirmacién 1: §,(G) > 2.

Procediendo por contradiccién, supongamos que 51 (G) = 1. Puesto que A(G)\ S = {e}
y f1(G) = 1, se sigue que M = {e} es un apareamiento maximo, al cual S no intersecta,
lo cual es una contradiccién, ya que S es un v/,,;(G)-conjunto. Por lo tanto, £;(G) > 2.

Afirmacién 2: Para cualesquiera ¢ y d aristas adyacentes, se cumple que §'(c) =1 o
d(d) =1

Procediendo por contradiccion, supongamos que existen a y b aristas adyacentes tales
que 0'(a) > 2y ¢'(b) > 2. Como ¢'(a) > 2y §(b) > 2, se sigue que a es adyacente
a al menos una arista distinta de b y lo mismo pasa con b respecto a a. Esto implica
que S = A(G) \ {a,b} es un conjunto dominante por aristas. Ademés S intersecta
a todo apareamiento maximo de G, ya que ({a,b}) no tiene apareamientos maximos
debido a que 3;(G) > 2. Asi, S es un conjunto dominante por aristas transversal de
apareamientos maximos, con |S| = m — 2, por lo que, v,,:(G) < m — 2, lo cual es una
contradiccién, ya que v, (G) = m — 1.

Por lo tanto, para cualesquiera ¢ y d aristas adyacentes, se cumple que §'(¢) = 1 o

§'(d) = 1.

Afirmacién 3: G no tiene ciclos.

Procediendo por contradiccién, supongamos que (g, 1, ..., %k, Tg) €s un ciclo. En-
tonces ¢'(zor1) > 2y §'(x129) > 2, lo cual es una contradiccién por la afirmacion 2.
Por lo tanto, G no tiene ciclos.

Afirmacién 4: |V (G)| > 4.

Procediendo por contradiccién, supongamos que |V(G)| = 3, lo que implica que G =
P, por la afirmacion 3, y asi v/, (P3) = m = 2, lo cual es una contradiccién, ya que
vV mt(G) = m — 1. Por lo tanto, |V(G)| > 4.

Continuando con nuestra demostracion. Como |V(G)| > 4, entonces existe un vértice
x en V(G) \ {u,v,w}, tal que al ser G una grafica conexa, se sigue que = debe ser
adyacente a alguno de los vértices antes mencionados. Consideremos los siguientes
casos sobre x:

1. zv € A(Q).
Este caso se puede apreciar en la gréfica (3) de la figura 5.2. Se puede ver clara-
mente que §'(e) > 2y d'(f) > 2, lo cual contradice la afirmacién 2.
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2. {zu,zw} N A(G) # 0.
En este caso (z,u,v,w) o (u,v,w, ) es una trayectoria de longitud 3 (ver figura
52 (1) y (2))

X

Figura 5.2: Casos (1) y (2) de la afirmacién 4 del teorema 5.0.3

Afirmamos que |V(G)| = 4, de otra manera se sigue que existe z en V(G) \ {u, v, w, z}
tal que z es adyacente a a algin vértice de {u,v,w,z}, pero esto nos lleva a encontrar
dos aristas adyacentes en ({u,v,w,z}) tal que sus grados son al menos 2, lo cual con-
tradice la afirmacion 2.

Por lo tanto, G = ({u, v, w,z}); es decir, G es isomorfa a Py, por la afirmacién anterior
y la afirmacién 3. B

A continuacién, veremos un resultado que nos ayudara a conocer cudl es el nimero
v mt(G) de una gréfica G, si esta no tiene vértices aislados y ademés tiene una o mas
componentes conexas.

Teorema 5.0.4. Sean G una grifica sin vértices aislados {G1,Gs,...,G,} las com-
ponentes coneras de G, entonces ¥ mi(G) = min {y mi(Gi)+ D20 .7 (Gy)}-

Demostracién:

Sin pérdida de generalidad, supongamos que min {7’ mt(Gz‘)‘f'Z;:l,j 2 (G D} =9 mi(Gh)
+ Z;:ﬂ’ (G;). Sean S un conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos
maximos de Gy, y N; un 7'(G;)-conjunto para j > 2.

Afirmacion 1: SU N, U ... U N, es un conjunto dominante por aristas de G.
Sea uv en A(G)\ (SUN2U...UN,), entonces uv € A(Gy) para algin ken {1,2,...,7}.
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Consideremos dos casos sobre k:

1. k=1.
Puesto que uv ¢ S y S es un conjunto dominante por aristas transversal de
apareamientos maximos de G, en particular S es un 7/(G1)-conjunto, por lo que
existe una arista xy en S la cual es adyacente a uv.

2. k>2.
Como Ny, es un 7/(Gy)-conjunto para k en {2,3,...,r} y uv € Ny, entonces existe
una arista zy en Ny la cual es adyacente a uv.

Asi, SUNyU...UN, es un conjunto dominante por aristas en G.
Afirmacion 2: SU N, U...U N, intersecta a todo apareamiento méaximo de G.

Note que M N A(Gy) # 0, de otra manera podemos elegir una arista f de G y asf
MU{ f} es un apareamiento que contiene propiamente a M, lo cual no es posible. Luego,
MNA(Gh) es un apareamiento maximo en Gy, lo que implica que (M NA(G1))NS # 0.
Asi, SN M # () y por lo tanto, (SUNoU...UN,) N M # .

Asi, SU Ny U ... U N, intersecta a todo apareamiento maximo de G.

Por la afirmacién 1 y afirmacién 2, concluimos que S U {Ns,..., N} es un conjunto
dominante por aristas transversal de apareamientos maximos de G, lo que implica que

Pylmt(G) < |S U {N27 BRI Nr}‘ = P)/mt(Gl)_'_ 22227,(Gj)'
Por lo tanto, v/, (G) < min {v,..(G;)+ Z;Zl,#ﬂ/(Gj)}-
Ahora probaremos que v, (G) > min {7 ,,,.(G;)+ ijl’j#”y (Gj)}.

Sea S un conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos maximos de GG

de cardinalidad 7/, (G).

Afirmacién 1: SN A(G;) # () para cada i en {1,2,...,r}.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un G; tal que SN A(G;) =0
para algin j en {1,2,...,7}. Sin pérdida de generalidad supongamos que este conjunto
es G, se sigue que SN A(G1) = 0, lo que implica que para toda arista uv de A(G) se
tiene que uv no es adyacente a ningun arista de .S, lo cual es una contradiccion, ya que
S es un conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos méaximos de G.

Afirmacién 2: SN A(G;) es un conjunto dominante por aristas de G; para cada i en
{1,2,...,r}.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un G; tal que

SN A(G,) no es un conjunto dominante por aristas de G; para algin j en {1,2,...,r}.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que este conjunto es G1, se sigue que SNA(G1)
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no es un conjunto dominante por aristas de GGy, lo que implica que existe al menos una
arista uv en A(G1) tal que uv no es adyacente a ninguna arista de S N A(Gy). Por lo
tanto uv no es adyacente a ningun arista de S (por definicién de componente conexa),
lo cual es una contradiccién, ya que S, en particular, es un conjunto dominante por
aristas transversal de apareamientos maximos de G.

Afirmacién 3: Existe al menos un G; con i € {1,2,...,r} tal que SNA(G;) intersecta
a todo apareamiento maximo de Gj.

Procediendo por contradiccién, supongamos que para todo G; con j en {1,2,...,r},
se cumple que S N A(G,) no intersecta a todo apareamiento méximo de G;. Sea
M; el apareamiento méximo de G; que no intersecta A(G;) N S. Afirmamos que
My UM, U. ..UM, es un apareamiento maximo de GG, ya que si no lo fuera, entonces
existiria W un apareamiento maximo de G tal que |W| > |M; U Ms,U...UM,|, lo que
implica que para alguna componente conexa Gy de G, W N A(Gy) es un apareamien-
to maximo de Gy tal que |W N A(Gy)| > |Mgl, lo cual es una contradiccién, puesto
que M, es un apareamiento maximo de (. Por lo tanto, M; U My, U... U M, es un
apareamiento maximo de G. De esta manera, S N (M; U My, U...U M,) = 0, lo cual
es una contradiccién, ya que S es un conjunto dominante por aristas transversal de
apareamientos maximos de G.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que S N A(G;) intersecta a todo apareamien-
to méximo de G;. Puesto que S N A(G;) es un conjunto dominante por aristas de
G, se sigue que S N A(G1) es un un conjunto dominante por aristas transversal de
apareamientos maximos de (.

Como S = Ul(s N A(G)), entonces |S| = ZZ:JS NA(G)|.
Ya que S N A(G;) es un conjunto dominante por aristas de G; paracadaien{1,2,...,7},
se sigue que |S N A(G;)| > v (G;), lo que implica que:

ST ISNAG) =Y A(G). (5.1)

Por otro lado, S N A(G4) es un conjunto dominante por aristas de G, lo que implica
que:
1SN A(G1)] = 7't (G1)- (5.2)

Por lo tanto de (5.1) y (5.2) se sigue que |SNA(Gy)|+ Zf_JSﬂA(Gi)] > v t(Gr) +
Zi—ﬂ (G;), lo que implica que |S| = Zizl\S NAG)| = v'me(Gy) + Zizﬂ (G;).

Ademds, puesto que:

V(G + Y 7 (C) 2 min (G Y A(G)) (53)

.
S 1 S| > mi 't (G

e concluge, 512 min (Yon(G)+ 3 (6)  conjunto d
nante por aristas transversal de apareamientos maximos de GG de cardinalidad minima,

se deduce que 7'(G) = min {m(G+ > (G}

7'(G,)}. Ya que S es un conjunto domi-
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r

J=1,j#i

Por lo tanto, v',,+(G) = min {7 ,,..(G;)+ Z v(G;)} 1
El siguiente teorema muestra la estrecha relacién que existe entre el nimero 7/,,,(G)
de una grafica G y el nimero v;(L(G)) de su grafica de lineas L(G).

Teorema 5.0.5. Sea G una grifica, entonces v i (G) = v (L(G)).

Demostracién:

Primero probaremos que v,,:(G) < v (L(G)).

Sea S un v;(L(G))-conjunto. Puesto que S es un conjunto dominante, entonces to-
do vértice z en V(L(G)) \ S es adyacente a algin vértice en S, digamos y. Como
S C V(L(Q@)), entonces por definicién de L(G) se tiene que S C A(G). Por lo tan-
to, toda arista uv en A(G) \ S es adyacente a alguna arista en S, lo que impli-
ca que S es un conjunto dominante por aristas de G. Ademas, S intersecta a todo
conjunto independiente maximo de L(G), ya que un conjunto independiente méxi-
mo de L(G) es un apareamiento maximo de G. Por lo tanto, S intersecta a todo
apareamiento maximo de G, lo que implica que S es un conjunto dominante por aris-
tas transversal de apareamientos méaximos, por lo que v,,:(G) < |S| = 7 (L(G)). Asi

que, Vi (G) < v (L(G)).

Ahora probaremos que vy (L(G)) < v'e(G).

Sea S un v/,,:(G)-conjunto. Puesto que S es un conjunto dominante por aristas, en-
tonces toda arista uv en A(G)\ S es adyacente a alguna arista en S, digamos vw. Como
S C A(G), entonces S C V(L(G)), lo que implica que, todo vértice x en V(L(G)) \ S
es adyacente a algin vértice en S, asi S es un conjunto dominante de L(G). Puesto
que A(G) = V(L(G)), se sigue que un apareamiento méximo de G es un conjunto
independiente méximo de L(G). Por lo tanto, S intersecta a todo conjunto indepen-
diente maximo de L(G), porque S intersecta a todo apareamiento méaximo de G, lo
que implica que S es un conjunto dominante por aristas transversal de apareamientos
maximos, por lo que v;:(L(G)) < |S| = v/t (G). Asi que, 1i(L(G)) < vme(G).

Por lo tanto, v, (G) = v (L(G)) . B

Teorema 5.0.6. Sea G una grifica tal que diam(G) < 2 y ninguna de las grdficas Fy,
Fy y F3 de la figura 5.3 es una subgrdfica inducida de G, entonces v'mi(G) < §'(G) + 1.

Demostracién:

Sea f una arista en A(G) con ¢'(f) = ¢'(G). Puesto que didm(G) < 2 y ninguna de
las graficas Fy, Fy v F3 de la figura 5.3 es una subgréfica inducida de G, se sigue por
el teorema 1.6.1 que diam(L(G)) < 2.

Afirmacién 1: A(G) = N[f]U N(N[f]).

Primero probaremos que A(G) C N[f] U N(N|[f]).
Procediendo por contradiccién, supongamos que A(G) ¢ N[f] U N(N[f]). Entonces
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Figura 5.3: Grafica F}, grafica Fy y grafica Fj

existe una arista g en A(G) tal que g & N[f] U N(N[f]).

Notemos que dre(f, h) < 1 para cada arista h € N[f], y por otro lado dr(f, h) < 2
para cada h € N(N[f]). Por lo tanto dre(f,g) > 3, lo cual es una contradiccién, ya
que didm(L(G)) < 2. Asi que, A(G) C N[f]UN(N[f]).

Por otro lado, es claro que N[f]U N(N|[f]) C A(G).

Por lo tanto, A(G) = N[f] U N(N[f]).
Afirmacién 2: N[f] es un conjunto dominante por aristas de G.

Consideraremos dos casos sobre N(N[f]).

1. N(N[f]) = 0.
En este caso (A(G) \ N[f]) = N(N[f]) = 0, por lo que N[f] es un conjunto
dominante por aristas en G.

2. N(NIf]) #0.
Sea ¢ una arista en (A(G) \ N[f]) = N(N[f]). Por la definicién de N(N[f]) se
sigue que g es adyacente a alguna arista de N|[f], lo que implica que N[f] es un
conjunto dominante por aristas de G.

Por lo tanto, N|[f] es un conjunto dominante por aristas de G.

Afirmacién 3: N|[f] intersecta a todo apareamiento méximo de G.
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Consideraremos dos casos sobre N(N[f]).

1. N(N[f]) =0.
Notemos que (A(G)\N[f]) = N(N|[f]) = 0, lo que implica que todo apareamiento
méximo esta contenido en N[f], por lo que N|[f] intersecta a todo apareamiento
maximo de G.

2. N(N[f)) #0.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe M un apareamiento maxi-
mo de G tal que M NN[f] =0, lo que implica que M esta contenido en N(N|f]).
Notemos que f no es adyacente a ningun arista de N(N|[f]), por lo que M U{f}
es un apareamiento tal que |M U {f}| > |M]|, lo cual es una contradiccién,
puesto que M es un apareamiento maximo de G. Asi que, N|f] intersecta a todo
apareamiento maximo de G.

Por lo tanto, N|[f] intersecta a todo apareamiento maximo de G.
Por la afirmacion 2 y afirmacién 3 podemos concluir que N|f] es un conjunto dominante
por aristas transversal de apareamientos méximos, lo que implica que 7',,:(G) < |N[f]],

pero |[N[f]|=0d(f)+1=0(G)+ 1.

Por lo tanto, v/, (G) < §(G)+ 1. A



Capitulo 6

v'mt(G) en la corona de una grafica

En este capitulo veremos cual es el nimero de dominacién por aristas transversal de
apareamientos maximos de la corona de C, con K, C, o Ki, ver figura 6.1. Cabe
mencionar que el siguiente teorema fue modificado por parte nuestra, debido a que
presentaba un error en el enunciado, ademas la demostracion es de nuestra autoria.
Al final de la demostracién de este teorema se encuentra el teorema original y se exhibe
un contraejemplo para mostrar el error que presentaba.

Teorema 6.0.1. Para cualquier ciclo C,, se tiene que 7' py(Cy 0 K1) =[5] + 1.

Ws

Figura 6.1: Grafica (C,, o K7)
Demostracién: Supongamos que V(C,0K7) = {vy, vg, v3, .. ., v, JU{wy, wo, w3, ..., wy,}

y A(C,, 0 K1) = {v1vg, 0903, ..., Up_ 10, Uyv1 } U {v1wy, vows, . . ., Uy Wy _1, Vywy, } con
Uny1 = U1 Y V(Cn) - {Ula V2,03, - - . 7vn} Yy A(Cn) = {?}1’02, VU3, . -+, Un—1Un, Unvl}-
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Counsideraremos dos casos sobre n:
Caso 1: n es par.

Afirmacién 1: S = {vywi} U {vgvg11 | 1 <4 < §} es un conjunto dominante por
aristas en C,, o K.

Notemos que |V(C,, o K1)| = 2ny |A(C,, o K1)| = 2n, ver figura 6.2.
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Figura 6.2: Gréfica (C), o K7) del caso (1) del teorema 6.0.1

Definimos:
Ny = {vvi41 | 1 <0 < n} = {0102, 0203, . . ., Un1Un,; VpVUpgr } = A(Cy).
Ny = {vw; | 1 <1 < n} = {vywy, vows, v3ws, . .., Vp_1Wp_1, VpWy }.

Como A(C,, o K1) = Ny U Ny, se sigue que:
A(Cp oK)\ S= (Ny UNy) \ S=(Ny \ S)U (N2 )\ S), notemos lo siguiente:

(N \ S)=({vivig1 | 1 < i < np\A{vgvgin | 1 <0 < §H)={vgiqve | 1 < i <
%}:{Uﬂ)g, V34, UsVg, - « - y Un—5Un—4, Un—3Un—2, Un—lvn}-

(N2 \ S)=({viw; | 1 <1 < n}\ {vyw })={viw; | 2 <@ < n}={vows, v3ws, ..., v,wy}.
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Notemos que |S| = 5+ 1y [A(C, 0 K1)\ S| =5+ (n—1).

Por otro lado, (Ny \ S)={viw; | 2 < i < n} = {vgwy | 1 <0 < 5} U {vgip1waigr | 1 <
i< 21}
=2

Nombremos los conjuntos de la siguiente manera: Sy={vgwo; | 1 <4 < 5}y So={vai
woiy1 | 1 <i <5 — 1} Asf que, (N \ S)=51 U Ss.

Probaremos que toda arista en A(C, o K7) \ S es adyacente a una arista en S. Sea
UU,41 una arista en A(C,, o K;)\ S, entonces v,v,11 € (N7 \ S) 0 v,0,41 € (N2\ 5).

. B .. "
Si v € (Np \ S), entonces v,v,41=vg;_1Vy para algin i en {1,...,5}. Como
UgiU9i41 € S, se sigue que la arista v,v,,1 es adyacente a vg;Ug;41.

Si v,vp41 € (No\ S), se sigue que v,0,41 € S1 0 VU1 € So.

Consideremos los dos casos sobre v,v,.1:

1. VrUp41 S Sl.
Entonces v,v,4.1=v2;w; para algin i en {1,...,5}. Como vv2;41 € S, se sigue
que la arista v,v,,1 es adyacente a vg;V9;41.

2. VUrUry1 € SQ.
Entonces v,v,41=v2;41wo;11 Para algin i en {1,..., 5 — 1}. Como vyv:11 € S,
se sigue que la arista v,v,,1 es adyacente a v9;v9;11.

Por lo tanto, toda arista en A(C, o K1) \ S es adyacente a alguna arista en S. Asi,
S es un conjunto dominante por aristas en C), o Kj.

Afirmacion 2: S intersecta a todo apareamiento méaximo en C,, o Kj.

Notemos que M = {vw; | 1 <i < n} = {vjwy, vaws,. .., v,w,} es el inico apareamien-
to maximo de C,, 0K, y puesto que v,w; € S, entonces S intersecta a todo apareamiento
maximo.

Por lo tanto, S intersecta a todo apareamiento maximo en C), o K.

Por la afirmacion 1 y la afimacién 2, se sigue que S es un conjunto dominante por
aristas transversal de apareamientos méaximos, por lo que, 7/ (Cro K1) < [S| = 5+ 1.

Ahora probaremos que 7', (Cy, 0 K1) > 5 + 1.
Procediendo por contradiccién, supongamos que v/, (Cy 0 Ki) <
Sea W un 7/ (Cy o K1)-conjunto, se sigue que |[W| < 3.

|3
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Consideremos los siguientes casos sobre W:

1. W C N
Puesto que M = {vjwy, vows, ..., v,w,} es el Unico apareamiento maximo de
C, o Ky, es claro que W N M = (), lo cual no es posible.

2. W C Ns.
Como |W| < %, se sigue que existe una arista v;w; en Ny tal que v;w; € S, lo que
implica que v;w; no es adyacente a ninguna arista en W, por lo que W no es un
conjunto dominante por aristas, lo cual no es posible.

3. W C NyUN,.
De los casos 1 y 2 se deduce que existen un subconjunto no vacio S; de Ny y un
subconjunto no vacio Sy de Ny tal que W = S1USy y |S1| =171 y |Se| = re donde
r1 + 19 < 7, lo que implica que

n n
|Sl| < E y |SQ| < 5 (61)

Consideremos a la subgréfica (A(C,) \ W).

Primero notemos que A(C,,)\W = A(C,,)\ S1, lo que implica que (A(C,,) \ W) =
(A(C)\ ).

Sean Wi, Wy, ..., W, las componentes conexas de (A(C,)\ W). Fijemonos que
las componentes conexas deben ser trayectorias, lo que implica que W; = P,

donde F; es una vj,v;, -trayectoria para cada i en {1,2,...,r} con iy < i, e
ik, < (i+1);1 y k <n.Sin pérdida de generalidad, diremos que P; tiene la forma
(Viys Vigs - 03, ) con en {1,....r}.
Entonces (A(C,) \ W) = (A(C,) \ 1) = U wi=JP.

i=1

Por otro lado,

|AC: )\Sl|_z JACR, )I—Z 1(F). (6.2)

Notemos que como |S;| < 5, entonces existe al menos una trayectoria P; con
I(p) =2
Afirmacién: Existe una trayectoria P, = (vj,,vi,, ..., v, _,,0;, ) de longitud al

menos dos en (A(C,) \ W) tal que {vi,wi,, viywis, . .., vy wi,  } € W.
Procediendo por contradiccién, supongamos que para toda trayectoria P; =
(Viys Vigs - - 5 Viy, 4,0y ) con longitud al menos dos en (A(C,) \ W) se cumple que
{’Z)i2wi2, ’Ui3’wi3, e 7Uiki—1wiki—1} Q W

Asi que, por cada trayectoria P; se tiene que (k; — 2) < |W]|.

Ademads, afirmamos que para cualquier trayectoria P; = (v, Uiy, - - - 7Uiki—17viki)

se cumple que v;, v;, ., € W, ya que si no pasara, entonces v;, v;, ., € W, lo
1 T 1 1

que implica que v;, v;, ,, € A(C,) \ W, por lo que Vi, Uiy, 41 € A(P;) para alguna
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trayectoria P; con j > i, se sigue que F; U P; es una trayectoria, por lo que el
numero de componentes conexas en (A(C,)\ W) es menor que r, lo cual no es
posible. Por lo tanto, por cada trayectoria P; se tiene que Vi, € W con i en
{1,...,7}, lo que implica que 1 < |W| por cada trayectoria.

’Uiki+1

Asf que, por cada trayectoria P; se tiene que (k; —2)+1 = k; —1 < |[W], y puesto
que [(P;) = k; — 1, se sigue que [(P;) < |W]| por cada trayectoria P;.

Por lo tanto,

S Up) < wl. (6.3)

Por otro lado, como Z;ll(Pi) = |A(Cy) \ S1] (por 6.2) y |A(C,) \ Si| = n —
1S1| > (n — %) = 5 (por 6.1), entonces se sigue de 6.3 que § < |[A(Cy,) \ 51| =
Z;ll(Pi) < [W/, lo que implica que § < |[W], lo cual es una contradiccién, ya
que [W| < 3.

Por lo tanto, existe una trayectoria P, = (v, iy, ..., 0, _,,0;, ) de longitud al
menos dos en (A(C,) \ W) tal que {vi,wi,, viywis, . .., vy, _wi, _ } L W.

Como {wvy,w;,, VWi, . . . 7/Uiki—1wiki—1} ¢ W, se sigue que existe una arista v;w;,
para algin [ en {2,... k; — 1} tal que v,w;, ¢ W. Puesto que A(P,) £ W, se
sigue que la arista v;,w;, no es adyacente a ninguna arista en W, lo que contradice
que W es un conjunto dominante por aristas en C, o K.

Como los tres casos nos llevan a una contradiccién, concluimos que no existe un
¥ mit(CroK1)-conjunto de cardinalidad menor o igual que %, lo que implica que 7y, (Cy0
Ky) > 5+ 1

Asi, ' (Cro Ky) = 5 + 1.

Puesto que n es par, entonces existe k € N tal que 2k = n, lo que implica que k = 2 € N,
por lo que [§] = 3.

Por lo tanto, v/, (Cp 0 K1) = [ 5] + 1 si n es par.
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Caso 2: n es impar.

Afirmacién 1: S = {vywi} U {vovgi41 | 1 < i < %1} es un conjunto dominante por

2
aristas en C,, o Kj.

Notemos que |V (C, o K1)| =2ny |A(C, o K1)| = 2n, ver figura 6.3.

Un—1 U3
Un—2 V4
Un—3 Vs
° Un—4 Vg °
Wn=3 \3\%—5 v7 /{ s
wy—1® . .w6
wn—S‘ .w7

Figura 6.3: Gréfica (C, o K1) del caso (2) del teorema 6.0.1

Definimos:

Ny ={vviq | 1 <i<n} = {v1vg, 0203, ..., Uy 1Un, VpUns1} = A(C).

No ={vw; | 1 <i < n} = {vjwy, vews, V3ws, . .., Vp_1Wy_1, VpWy }.

Como A(C, o K1) = N; U Ny, se sigue que:

A(Cp o K1)\ S= (NyUNy) \ S=(Ny \ S)U (N2 )\ S), notemos lo siguiente:

(N \ S)=({vivigr | 1 < i < np\ {vaivaipn | 1 <@ < 22 ={vgiqve | 1 <0 <
nTH}:{UlU% V3Vy4, UsVg, - « -, Un—q4Un—3, Un—2Un—1, Unvn—l-l}-

(N2 \ S)=({viw; | 1 <1 < n}\ {vyw })={viw; | 2 <@ < n}={vows, vsws, ..., v,wy}.

Notemos que |S| =22 +1y |A(Cpo K1)\ S| =2 + (n—1).
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Por otro lado (Ny \ S)={vsw; | 2 < i < n} = {vgwo; | 1 < i < 252} U {vgip1wai41 |
1<q< )

Nombremos los conjuntos de la siguiente manera: S;={vowq; | 1 < i < %1}y
So={vair1wais1 | 1 < i < 27} Asf que, (N2 \ S)=51 U Ss.

Probaremos que toda arista en A(C,, o K7) \ S es adyacente a una arista en S. Sea
U Up41 una arista en A(C,, o Ky) \ S, entonces v,v,41 € (N7 \ S) 0 0,041 € (N2\ 5).

Caso 1) v,v,41 € (N7 \ 9).

Si vVp11 = VU1, entonces v, v,1 s adyacente a viw; dondev,w; € W. Supongamos
que U, Upi1 F UpUpi1, €NtONCES V.U, 41=Ug;_1Vy; para algin i en {1,..., ”T“} Como
VU911 € 5, se sigue que la arista v,v, 1 es adyacente a vg;vg;11.

Caso 2) v,v,41 € (N2'\ 5).
En este caso, se sigue que v,v,41 € S1 0 VU411 € Ss.

Consideremos los dos casos sobre v,v,.1:

1. vu.1 € 51.
Entonces v,v,41=9;ws; para algin i en {1,..., "T’l} Como v9;v9;11 € S, se sigue
que la arista v,v,41 es adyacente a vg;Vg;11.

2. VpUp41 S Sg.
Entonces v,v,,1=v9;11ws;41 para algin i en {1,..., ”T_l} Como wvy;v9;41 € S, se
sigue que la arista v,v,11 es adyacente a vy;v9;11.

Por lo tanto, toda arista en A(C, o K;) \ S es adyacente a alguna arista en S. Asi, S
es un conjunto dominante por aristas en C,, o K.

Afirmacién 2: S intersecta a todo apareamiento maximo en C, o Kj.

Notemos que M = {vw; | 1 <i < n} = {vywy, vaws,...,v,w,} es el inico apareamien-
to maximo de C, 0K, y puesto que viw; € S, entonces .S intersecta a todo apareamiento
maximo.

Por lo tanto, S intersecta a todo apareamiento maximo en C,, o Kj.

Por la afirmacién 1 y la afimacion 2, se sigue que S es un conjunto dominante por aristas
transversal de apareamientos méaximos, lo que implica que v/, (Cr,0 K1) < |S| = "T’l—l—l.

Ahora probaremos que v/,,:(C,, 0 Ky) > nT_l + 1.
Procediendo por contradiccién, supongamos que 7/, (C), 0 K7) < nT_l
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Sea W un 7/ ,,¢(C,, o Ki)-conjunto, se sigue que |W| < 251
Consideremos los siguientes casos sobre W:

1. W C Ny.
Puesto que M={vjwy, vows, ..., v,w,} es el Gnico apareamiento maximo de C,, o
Ky, es claro que W N M = (), lo cual no es posible.

2. W C Ns.
Como |W] < =2 se sigue que existe una arista v;w; en Ny tal que v;w; € W, lo
que implica que vlwZ no es adyacente a ninguna arista en W, por lo que W no es
un conjunto dominante por aristas, lo cual no es posible.

3. W - N1 U NQ.
De los casos 1 y 2 se deduce que existen un subconjunto no vacio S; de Ny y un
subconjunto no vacio Sy de Ny tal que W = S1U Sy y |S1]| = r1 y |S2| = 79 donde
r+1ry < ”T_l, lo que implica que

|51

(6.4)

Consideremos a la subgréfica (A(C,,) \ W).

Primero notemos que A(C,)\W = A(C,)\ S1, lo que implica que (A(C,) \ W) =
(A(Cn) \ 51).

Sean Wiy, Wa, ..., W, las componentes conexas de (A(C,)\ W). Fijemonos que
las componentes conexas deben ser trayectorias, lo que implica que W; = P,
donde P, es una vilviki—trayectoria para cada i en {1,2,...,7} con i; < i, e
ik, < (i+1); y k <n.Sin pérdida de generalidad, diremos que P; tiene la forma
(Viys Vigs -+ 03, ) con i en {1,....r}.

Entonces (A(C,) \ W) = (A(C,)\ 1) = U w; =P
=1
Por otro lado,

|AC: )\Sl|_z JACR, )I—Z 1(F). (6.5)

Notemos que como |S;| < ”T_l, entonces existe al menos una trayectoria P; con
I(p) =2

Afirmacién: Existe una trayectoria P; = (v;,, vj,, - - . 7Uiki—1’viki) de longitud al
menos dos en (A(C,) \ W) tal que {vi,wi,, viywiy, ..., vy, Wiy} zw.
Procediendo por contradiccién, supongamos que para toda trayectoria P, =
(Viys Vigy -+ s Vs, V5, ) con longitud al menos dos en (A(C,,) \ W) se cumple que
{UQU)Q, VigWigy - - - 7viki—1wiki—1} Q W.

Asi que, por cada trayectoria P; se tiene que (k; —2) < |W|.
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Ademsds, afirmamos que para cualquier trayectoria P; = (v, Vi, - - - ,viki_l,viki)
se cumple que v;, v;, ., € W, ya que si no pasara, entonces v;, v;, ., ¢ W, lo
que implica que v;, v;, ,, € A(C,) \ W, por lo que v, v;, ,, € A(F;) para alguna
trayectoria P; con j > i, se sigue que F; U P; es una trayectoria, por lo que el
nimero de componentes conexas en (A(C,,) \ W) es menor que r, lo cual no es
posible. Por lo tanto, por cada trayectoria P; se tiene que v;,_ € W con i en
{1,...,7}, lo que implica que 1 < |W| por cada trayectoria. Z

Uiki-',-l

Asi que, por cada trayectoria P; se tiene que (k; —2)+1=k;—1 < |[W|, y puesto
que [(P;) = k; — 1, se sigue que I(P;) < |W]| por cada trayectoria P;.

Por lo tanto,

S uR)<|wl. (6.6)

Por otro lado, como er_ll(Pi) = |A(C,)\S1| (por 6.5) y |[A(C,)\S1| = n—|51] >
- 21y = 2t (por 6.4), entonces se sigue de 6.6 que “H < [A(C,) \ S| =
Z;ll(Pi) < |W]|, lo que implica que “ < |W], lo cual es una contradiccién,

(n —

_ 2
ya que |[W] < 2L

Por lo tanto, existe una trayectoria P, = (v, iy, ..., v, _,,0;, ) de longitud al
menos dos en (A(C,) \ W) tal que {v,w;,, vi;w,, . . . ,vikrlwikrl} zW.

Como {wvy,w;,, VWi, . . . ,vikﬁlwikﬁl} ¢ W, se sigue que existe una arista v;w;,
para algin [ en {2,... k; — 1} tal que v,w;, ¢ W. Puesto que A(P,) £ W, se
sigue que la arista v;,w;, no es adyacente a ninguna arista en W, lo que contradice
que W es un conjunto dominante por aristas en C,, o K.

Como ninguno de los casos anteriores es posible, concluimos que no existe un 7/, (C,, o
Kj)-conjunto de cardinalidad menor o igual que ”T’l, lo que implica que v/, (Cro Ky) >
n—1
= + 1.

2

ASiv ’ylmt(cn © Kl) = nT_l + L.

Como n es impar, entonces existe k € N tal que 2k + 1 = n, por lo que, k = ”T’l, se

sigue que "T’l € N. Notemos que k = "T’l <3< ”T“ =k + 1, donde § € Q, lo que

implica que | %] = 22

Por lo tanto, v/, (Cp 0 K1) = [ 5] + 1 si n es impar. B



88 CAPITULO 6. ~37(G) EN LA CORONA DE UNA GRAFICA

Ahora mostraremos la correccién que hicimos al teorema original. Primero veamos que
en el articulo el teorema 6.0.1 originalmente decia lo siguiente: “Para cualquier ciclo
C,, se tiene que v, (Cy, 0 K1) = n”. Lo cual es falso, como se puede apreciar en la
figura 6.4, ya que v, (C50 K1) = [2] +1=[3] +1=3.

Por lo tanto 7/, (Cs 0 K1) =3 #n

5.

.
. .
. ~
. ~
~
~
~
N

Wy w3

Figura 6.4: Grafica (Cs o K7)



Conclusiones

Al desarrollar los resultados expuestos en el articulo nos encontramos con algunos er-
rores en los teoremas, los cuales corregimos, y a continuacién mostramos cuales fueron
algunos de ellos:

En el articulo original el autor enuncié el teorema 4.0.1 de la siguiente forma: “Sean
a y b dos numeros enteros positivos con b > 2a — 1, entonces existe una grafica G
tal que |A(G)| = by 7mu(G) = a”. Sin embargo el enunciado presenta un problema,
ya que sia = 1y b > 1, por el teorema 2.0.4, se tiene que G = K5, lo que implica
que |A(G)| = b = 1, lo cual serfa una contradiccién. Por esto mismo agregamos la
condicién de que b > 2a — 1 > 2 al teorema original. Ademads, la construccién que el
autor exhibe para demostrar que existe una grafica G que cumple las caracteristicas
antes mencionadas (esta construccién se puede apreciar en la figura 4.2) presenta un
problema cuando b = 2a — 1, ya que se tiene que |A(G)| = b, pero 7', (G) = a—1. En
la figura 4.3 se puede apreciar un ejemplo que muestra lo antes mencionado. Por esta
razon propusimos una construccion para el caso cuando b = 2a — 1, la cual se puede
apreciar en la figura 4.5, y cumple con que |A(G)| =by vmu(G) = a.

Por otro lado, propusimos el teorema 4.0.2, el cual se puede considerar una general-
izacion del teorema 4.0.1, ya que solo pide la condiciéon de que b > a > 2 en lugar de
b > 2a—1 > 2, la construccion que exhibimos para probar el teorema se puede apreciar
en la figura 4.6.

También el teorema 5.0.3 presenta un error, ya que en el articulo original el teorema
decfa lo siguiente: “Sea G una grafica tal que |A(G)| = m, entonces v/, (G) = m — 1 si
y solo si G = P,”. El problema se presenta al no pedir que la grafica G sea conexa, ya
que sin esta hipdtesis existen otras graficas G que cumplen con que v,,,(G) = m — 1,
pero G 2 P,. En la figura 5.1 se muestra un ejemplo de lo antes mencionado. Por este
motivo es que nosotros agregamos la hipdtesis de G sea conexa, lo cual es suficiente
para solucionar el problema presentado.

De igual forma, el teorema 6.0.1 presentaba un problema, ya que el teorema original
decia lo siguiente: “Para cualquier ciclo C,, se tiene que 7/,,;(C,, o K1) = n”. Lo cual
es erroneo, como se puede ver en el ejemplo que se aprecia en la figura 6.4. Esto nos
llevo a buscar cual era el verdadero niimero de dominaciéon por aristas transversal de
apareamientos maximos de la corona de C,, y Kj, (C,, o K;). Después de trabajar un
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poco en el teorema fue que llegamos a la conclusién de que v/, (Cp 0 K1) = | 5] + L.

Cabe mencionar que hasta la fecha la tnica informacién conocida acerca de este tema
se encuentra en el articulo Matching Transversal Edge Domination in Graphs [1] mis-
mo en el que se baséd esta tesis, asi que aun queda mucha informacién por investigar
acerca del tema. Algunas preguntas que podriamos hacernos son:

1. ;Cual es el nimero de dominacién por aristas transversal de apareamientos méaxi-
mos de las graficas completas?

2. ;Cual es el nimero de dominacion por aristas transversal de apareamientos maxi-
mos de las graficas bipartitas no completas?

3. ;Cual es el nimero de dominacion por aristas transversal de apareamientos maxi-
mos de la rueda, W,,?

4. ;Cual es el nimero de dominacién por aristas transversal de apareamientos maxi-
mos de los arboles?
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