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Introduccion

En 1952, Harry Markovitz propuso un modelo basado en encontrar las ponderaciones de un
portafolio que minimizara la varianza y por mucho tiempo este modelo fue aceptado universal-
mente. Sin embargo, se comprob6 que el modelo, mas que medir el riesgo, media la dispersién de
los activos. Como consecuencia de las grandes crisis financieras, se planted la necesidad de que
las medidas de riesgo tenian que expresar las pérdidas potenciales a cierto nivel de confianza «
y en un horizonte de tiempo dado. Por ello, surgieron las medidas de riesgo.

Otra manera de expresar lo anterior es la siguiente: Los inversionistas buscaran perder, en
términos monetarios, lo menos posible. Es decir, si tienen una gama de activos disponibles en los
que pueden invertir, siempre elegirdn aquellos que les generen las minimas pérdidas posibles.
Es decir, desean “ordenar” las pérdidas generadas por los activos financieros con base en la
aleatoriedad de sus comportamientos y asi elegir el activo que les genere la menor pérdida. En
esta interpretacién entran naturalmente los 6rdenes estocasticos.

Si se comparan la pérdida entre un activo 1 y un activo 2, y se sabe que bajo un cierto “orden”
(que es necesario definir con cuidado) las pérdidas generadas por el activo 1 son menores a las
pérdidas generadas por el activo 2, es natural cuestionarse si al medir el riesgo asociado a estos
activos el orden se preserva.

A lo largo de este trabajo, estudiamos los distintos 6rdenes estocasticos que existen, sus
propiedades y las relaciones que existen entre ellos. También, se examinan las medidas de
riesgo en general y los casos notables particulares dados por el VaR y el C-VaR. Se muestra la
representacion que tienen las medidas de riesgo que cumplen ciertas condiciones y se responde

la pregunta formulada en el parrafo anterior. Finalmente, se presenta una implementacién para



la optimizacion del C-VaR a un nivel de confianza o dado para portafolios de inversién.

Este trabajo consta de 4 capitulos y dos apéndices. En el primer capitulo se presenta la defi-
nicién y la caracterizacion del primer orden estocédstico. Posteriormente, se estudia otro criterio
para saber cudndo una variable aleatoria domina en primer orden estocéstico a otra y después
se generaliza el primer orden estocastico para n variables. También se define el orden por co-
ciente de verosimilitud, se estudia la relacién de este orden con el primer orden estocastico y se
ejemplifica con un problema de inversién de un periodo. Finalmente, se presenta la definiciéon y
caracterizacién del segundo orden estocéstico y se estudia el caso particular de variables aleato-
rias gaussianas. En este primer capitulo, se ejemplifican a los érdenes estocésticos con variables
aleatorias que representan rendimientos, sin embargo, posteriormente, se ejemplificaran como
pérdidas.

En el segundo capitulo se presenta la definicién formal de Medida de Riesgo y sus propie-
dades; se dan las condiciones para que las medidas de riesgo sean coherentes. Se definen el VaR

y el C-VaR, y finalmente se demuestra que el C-VaR es una medida de riesgo coherente.

En el tercer capitulo, se muestra la relacién existente entre Ordenes Estocasticos y Medidas
de Riesgo para variables aleatorias definidas en L!, para ello se estudia la propiedad de Fatou
para medidas de riesgo. El objetivo de este capitulo es estudiar cuando las medidas de riesgo son
consistentes con el primer orden estocastico, el orden convexo y el orden convexo creciente. Para
demostrar la consistencia de este ultimo orden, se extendio la representacién de una medida de
riesgo invariante bajo traslaciones y coherente con la propiedad de Fatou en L presentada en

Kusuoka (2001) [7] al espacio L!.

En el cuarto capitulo se presenta la metodologia para la optimizacién del C-VaR en t perio-
dos, a un nivel de confianza «, de dos portafolios de rendimientos pertenecientes a acciones que
cotizan en Bolsa Mexicana de Valores, el primer portafolio consiste de 3 activos y el segundo
consiste de 9 activos. Dado que se necesitan ¢ escenarios para la misma, se realizd un ajuste de
series de tiempo multivariadas para posteriormente simular dichos escenarios. La optimizacion
se traduce a un problema de programacion lineal, que se resolvié mediante la implementacién

del método simplex revisado.



El apéndice A presenta conceptos de convergencia de variables aleatorias y algunos resulta-
dos de integrabilidad uniforme, que se utilizan en el capitulo 3. El apéndice B tiene los codigos
de la implementacion de la optimizacién en t periodos del C-VaR, asi como el ajuste de series

de tiempo multivariadas de los rendimientos que constituyen los portafolios.



Capitulo 1

Ordenes estocasticos

Los 6rdenes estocasticos tienen como objetivo dar una pauta para “ordenar” variables alea-
torias. Imaginemos que somos inversionistas y que estamos por decidir entre invertir nuestro
dinero en un activo que nos genera un rendimiento X o en un activo que genera un rendimiento
Y. El primer orden estocdastico nos dice que vamos a preferir la inversién Y siempre y cuando,
la probabilidad de que Y exceda un nivel ¢, es al menos tan grande como la probabilidad de

que X exceda ese mismo nivel.

1.1. Primer Orden Estocastico

En esta primera seccién presentaremos la definicion formal del primer orden estocastico, asi

como algunos resultados elementales del mismo.

Definicién 1.1.1. Sean X y Y wariables aleatorias, decimos que Y domina estocdsticamente a

X en primer orden, si para todo t ocurre que,
P(X >t) < P(Y >1t).

Es decir, para cada t, es al menos tan probable que Y exceda el valor t como es que X lo haga;

se denotard por X <g Y.



Notemos que en el caso en que X y Y son variables continuas lo anterior es equivalente a

que P(X >t) < P(Y <t).
Lemma 1.1.1. 5% X es una variable aleatoria no negativa, entonces
o0
E(X) = / P(X > t)dt.
0

Demostracion.

Sea t > 0, definamos la siguiente variable aleatoria I(t) como sigue

1 sit< X,
I(t) =
0 sit>X.

Entonces,

/0 Y I()dt = /0 S Iyt + /X Y I(dt = X.

Por lo tanto,

E(X)=E (/OOO I(t)dt) _ /OOOE (I(t)) dt = /OOO P(X > t)dt,

donde usamos el Teorema de Fubini en la primera igualdad de la expresién anterior. [

Lemma 1.1.2. Si X <4 Y entonces E(X) < E(Y).

Demostracion.
Supongamos que X y Y son variables aleatorias no negativas. Haciendo uso del Lema 1.1.1 y

del hecho que X domina estocasticamente a Y ocurre que

B(X) = /OOO P(X > t)dt < /OOO P(Y > t)dt = E(Y).

Ahora, probemos el resultado en general. Notemos que cualquier nimero real a se puede



expresar como la diferencia de su parte positiva y su parte negativa, es decir,

donde

a® = maz(a,0), a~ = maz(—a,0).

Entonces, podemos expresar a X y Y como diferencia de su parte positiva y negativa:
X=X"-X",Y=Y"-Y".

Seat>0

También ocurre que
P(
P(
> P(Y < —t) (pues X <4 Y)
P(=Y >1)
P

Por lo tanto, X <y Y+ y X~ >, Y. Notemos que todas estas variables aleatorias son no
negativas, haciendo uso del primer resultado tenemos que E(XT) < E(Y ")y E(X™) > E(Y ™).

Por lo tanto

E(X)=E(X")-E(X")<E(Y™")-EY")=E(Y).

Es natural pensar que si se prefiere la inversion en el instrumento Y sobre la inversion en el



instrumento X, el rendimiento promedio que nos da invertir en Y debe ser al menos tan grande
como el rendimiento promedio que nos da invertir en X.

Con ayuda de los Lemas anteriores probaremos el siguiente resultado.
Teorema 1.1.1. X <Y si, y sdlo si, E(h(X)) < E(h(Y)) para toda funcion h no decreciente.

Demostracion.
=) Sea h una funcién creciente ! y supongamos que X <, Y, primero probaremos que h(X) <y
h(Y).

Como h es una funcién creciente, para cada t, existe un valor al que llamaremos

h7i(t) = inf{z € R : h(z) < t},

de modo que el evento h(X) >t es equivalente al evento X > h~1(t). Asi,

P(h(X)>t) =P(X >h"(t)
< P(Y > h7l(t) (pues X <4Y)
=P(h(Y) > 1)

Con lo que probamos que h(X) <g h(Y'). Haciendo uso del Lema 1.1.2, tenemos que E(h(X)) <
E(h(Y)).

<) Supongamos que E(h(X)) < E(h(Y)) para toda funcién creciente h. Para un t fijo,
definamos la funcién h; como sigue;

0 siz<t,
ht(l‘) =

1 six>t.

Notemos que h; es una funcién creciente asi que

E(hi(X)) < E(h(Y)).

'Durante toda la tesis utilizaremos crecientes para referirnos a funciones no decrecientes. En el caso en que
la funcién sea estrictamente creciente lo diremos explicitamente.




Por otro lado, tenemos que
P(X >t)=FEh(X)) < El(Y))=P(Y > 1),

por lo que X <, Y. [

1.2. Uso de Acoplamiento para demostrar Dominio Estocastico

Un método para mostrar que X <4 Y es encontrando dos variables aleatorias X ' y Yy’ que
tengan la misma distribucién que X y Y respectivamente y que sean tales que X <Y’ (es
decir, que X (w) < Y (w) para todo w salvo en un conjunto de probabilidad cero). Para tales

variables ocurre que si Y' >t entonces X' > t, por lo que
P(X' >t) <P >1t).

Por construccién tenemos que P(X > t) = P(X > t)y P(Y >t) = P(Y > t), probando asi

que X <, Y.

A este proceso se le conoce como acoplamiento.

Lemma 1.2.1. 57 F' es una funcion de distribucion continua y U es una variable aleatoria
uniforme en (0,1) entonces, la variable aleatoria F~1(U) tiene funcién de distribucion F, donde
F~1 es definida por

F~Yu) = if{t € R: F(t) > u},

y cumple que F(F~1(u)) = u.

Demostracion.

F es creciente pues es funcién de distribucién, lo que implica que a < x y F(a) < F(x) sean



equivalentes. Por lo tanto,

Proposicion 1.2.1. Dos variables aleatorias X y Y satisfacen X <4 Y si y solo si, existen
variables aleatorias X' Y Y' con la misma distribucién que X y 'Y respectivamente, tales que
X <Y,

Demostracion.

=) Supongamos que X <g Y. Sean X y Y variables aleatorias, con funciones de distribucién
Fx y Fy respectivamente. Dado que X <4 Y ocurre que Fx(z) > Fy(z) para toda x, entonces

por lo que

Fy (Fx'(u) < Fx(Fx'(u)) = u = Fy (Fy' (u)),

de lo que se sigue que

Fyl(z) < Fy'(z)  (pues Fy es creciente) (1-1)

Sea U una variable aleatoria con distribucién Uniforme en (0,1) y sea X = Fy'(U) asf
como Y’ = F;'(U). Por el resultado de la ecuacién (1-1) tenemos que X <Yy haciendo uso
del Lema 1.2.1 tenemos que X' y Y’ tienen la misma distribucién de X y Y respectivamente.

<) Supongamos que X’ <Y’. Si Y’ >t entonces X > ¢, por lo tanto
P(X >t) <P >t).

Por hipétesis tenemos que P(X' >t) = P(X >t)y P(Y' >t) = P(Y > t), probando asi que
X Sst Y.



Teorema 1.2.1. Sean (Xi,...,X,) vy (Y1,...,Y,) vectores de variables aleatorias independien-

tes e independientes entre vectores. Suponga que X; <g Y; para cada i = 1,...,n. Entonces
ocurre que g(X1,...,Xn) <s 9g(Y1,...,Ys) para toda g(x1,...,xy,) creciente en cada compo-
nente.

Demostracion.

Sea g(x1,...,Ty) una funcién creciente en cada componente. Sea F'x, la funcién de distribucién
de X; y Fy; la funcién de distribucién de Y; para cada ¢ = 1,...,n. Sean Uy, ..., U, variables

aleatorias independientes con distribucién Uniforme en (0, 1) y definamos

X,

1

— Fy

Haciendo uso de la Proposicién 1.2.1 tenemos que le < Y;/ para cada ¢, por ser g creciente
en cada componente, se sigue que g(Xi, .. 7X;L) < g(YI/, .. ,Y,;). Finalmente, notemos que
por el Lema 1.2.1 tenemos que g(X7,...,X,) tiene la misma distribucién que g(X1,...X,) y
g(Yll, ce YT:) tiene la misma distribucién que g(Y1, . ..Y},) por lo que concluimos g( X7, ..., X;) <g
gY1,....Y,). [

1.3. Ordenamiento por Cociente de Verosimilitud

El orden por cociente de verosimilitud mide de manera puntual, si es mas probable que Y
tome el valor ¢t > 0 a que X lo haga. Si volvemos al ejemplo del inversionista que esté interesado
en obtener rendimientos a un cierto nivel ¢, tal inversionista prefiere el activo financiero que

con mayor probabilidad alcanza el nivel deseado.

Definiciéon 1.3.1. Sean X y Y wariables aleatorias continuas con funcion de densidad fx y

fy ()
Fx(x)

fy respectivamente. Decimos que Y es en cociente de verosimilitud mds grande que X si
es creciente en x en la region en la que fx(x) >0 o fy(z) > 0.
Andlogamente, st X y'Y son variables aleatorias discretas, decimos que Y es en cociente de

verosimilitud mds grande que X si 58}23 es creciente en x en la region en la que P(X = x) >0

10



Proposicion 1.3.1. Si Y es en cociente de verosimilitud mds grande que X, entonces Y es

estocasticamente mayor que X .

Demostracion.

Suponga que X y Y tienen funcién de densidad (o de masa) fx y fy respectivamente, suponga

fy (x)
que

x ()

es creciente en x. Para cada a, queremos probar que

/B>a fx(x)dx < /m>a fy(z)dz.

O equivalentemente, si X y Y son variables aleatorias discretas:

Y P(X=x)<) PY =u).

rx>a rx>a

Caso 1: fx(a) < fy(a).

~
N
~

>

YEZ% > 1. Por lo tanto, fy(z) > fx(z) cuando z > a. Y asi,

. v(a
Si x > a, entonces e

~
>

/aoo fx(z)dr < /aoo fy (z)dx.

Caso 2: fy(a) < fx(a).

<
=

v(2) < ;}’;EZ) < 1, por lo que

Si x < a, entonces

[ iz < [ fxas,
z<a z<a

obteniendo el complemento tenemos que

/x>a fy(z)dx > /x>a fx(z)dz.

11



1.4. Problema de Inversion de un Periodo

Supongamos que tenemos una cantidad inicial w de dinero y decidimos invertir una parte,
a dicha cantidad la denotaremos por y y es tal que 0 < y < w. Supongamos también que al
invertir y, dicha inversiéon nos genera la cantidad yX + (1 + r)(w — y) al final de un periodo,
donde X es una variable aleatoria no negativa con una distribuciéon conocida y r es una tasa de
interés libre de riesgo a la que invertimos el resto del dinero. Si u(-) es una funcién de utilidad
coéncava y creciente, el objetivo es maximizar el valor esperado de la utilidad al final de un
periodo, es decir, si § =1+ r, el objetivo es encontrar y tal que se alcance el valor maximo

M = max E(u(yX + 5w —y).
Ahora, supongamos que X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad fx.

Entonces,

M = max /OOO u(yX + Bw —y)) fx(2)dz

Diferenciando para encontrar los puntos criticos de la expresiéon anterior

d o] o0
e =g+ ) fx()de = [T (@ = By + ) (@ = B)fx(@)ie -
:/Ooh (x)dx,
0
donde

h(y,@) = u (& = B)y + Bw) (z - B).

Igualando a 0 obtenemos el valor maximo y a invertir, al cual llamaremos ¥, que cumple

12



/Ooo h(ysy,x) fx (z)dx = 0. (1-3)

Para estudiar a profundidad el problema de inversién, analizaremos el comportamiento de

la funcién h(y,z) variando el parametro § correspondiente a la tasa libre de riesgo.

Lemma 1.4.1. Sea z fija y h(y,x) decreciente en y. Ocurre,

h(y,z) <0 si < f3,

h(y,x) >0 si x> .

Demostracion.

Utilizaremos en esta demostracién la notaciéon f(y) 1 y que denota que la funcién f(y) es cre-
ciente en y, y también f(y) | y que denotara que la funcién f(y) es decreciente en y.

Caso 1: z <p.

Por hipétesis h(y, x) es decreciente en y, lo cual implica lo siguiente:

r<pB =@-PFy+pwly
=u ((x—By+pw) Ty (u es concava entonces u (v) | v)

= h(y,z) = (z = B)u ((z = By + fw) L y.
Ademas, h(y,z) <Oyaquexz— <0y u >0 (pues u es creciente).

Caso 2: z> 0
x>p =(@—-PFy+Lwty
=u (z—B)y+pw)ly (u es concava entonces u' (v) | v)

= h(y,x) = (= B)u (¢ = B)y + fw) L y.
Finalmente, h(y,z) > 0yaquez — <0y u <0. |

Continuando con el problema de inversién, consideremos los siguientes dos escenarios de
inversion con la misma cantidad inicial de dinero w: el primero tiene una variable aleatoria
multiplicativa X7, el segundo tiene una variable aleatoria multiplicativa X5, donde X tiene

funcién de densidad fx, y Xo tiene funcién de densidad fx,. ;(Bajo qué condiciones de fx,

13



v fx,, la cantidad 6ptima invertida en el segundo escenario serd al menos tan grande como
la cantidad 6ptima invertida en el primer escenario? Es decir, ;Cuando Yre, < Yfx, ? Para

contestar dichas preguntas, presentamos los siguientes teoremas.

Teorema 1.4.1. Si fx, y fx, son funciones de densidad de variables aleatorias no negativas

Y % es creciente en x, entonces yg. <Yy . Es decir, cuando X es en orden de cociente de
1

verosimilitud mayor que X1, entonces la cantidad dptima invertida en el sequndo escenario es

al menos tan grande como la cantidad éptima invertida en el primer escenario.

Demostracion.
De la ecuacién (1-3) sabemos que la cantidad 6ptima de inversién de X7, la cual denotamos

POT Yfy s satisface:

/OOO MYy, ) fx, (2)dz = 0.

Queremos probar que si ﬁf Eg es creciente en x, entonces yr, < Yy, donde Yfx, €8 tal
1

que

/OOO h(yry, ®) fx,(x)dz = 0.

Sabemos que h(y,x) es decreciente en y y por el Lema 1.4.1 se sigue que la desigualdad
Yix, < Yfx, € equivalente a la desigualdad I h(yfxz,:zt)fx2 (z)dx < [3° h(yfxl,x)fx2 (z)dz.

Por lo tanto, es suficiente probar que
o0
| s, @)1 @y = 0
Ahora,

[eS) B )
| b, o)t @doe = [ by, 0 fxa@)de + [ gy, o) fx (@)
0 0 B

Si x < 3, entonces J{i?gg < ;ﬁ?gg; y asi fx,(z) < ﬁ?ggg fx, (x). También, si x < 3, por el
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Lema 1.4.1, h(yfx1 ,x) < 0. Por lo tanto,

/OB h(ny17x)fX2 (x)dz > [x:(8)

> 2B 7y ) (e (1-4)

Si x > 3, entonces ;ﬁ?gg > g?gg; y por el Lema 1.4.1, h(yyy ,x) = 0. Por lo tanto,

fX2(/8)
B fX1(/8)

/;o h(yry, 7)o (@)de /6 h(yry, @) fx, (2)da (1-5)

Asi, por las ecuaciones (1-4) y (1-5) tenemos que

sz (6)
= 1 (0)

|t )t w)da | b, ) @) =0,

1.5. Segundo Orden Estocastico

Para que Y domine estocédsticamente a X necesitamos que E(h(X)) < E(h(Y')) para toda
funcién creciente h. Estamos interesados en caracterizar el orden cuando cambiamos la condicion

de funciones h crecientes, por funciones h crecientes y céncavas.

Siguiendo con el ejemplo del inversionista, supongamos que los rendimientos de las acciones
X y Y estan sujetos a una funciéon de utilidad céncava y creciente. Diremos que preferiremos
la inversion Y si, en promedio, nos genera una utilidad al menos tan grande como la utilidad

promedio que nos genera X. A este orden se le conoce como segundo orden estocastico.

Definiciéon 1.5.1. Decimos que Y domina en sequndo orden estocdstico a X y se denota como
X <iw Y si

E(h(X)) < E(h(Y)),
para toda funcion h concava y creciente.
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Para un valor «a fijo, definamos la siguiente funcién h, como sigue

r six <a,
he(x) =

a siz>a.

Notemos que hq(x) es una linea recta que cuando llega al valor a se vuelve constante, por

lo que es una funcién creciente y céncava. Podemos expresarla como

ha(X) = a — (a — hqe(X)),

aplicando el Lema 1.1.1 para la variable aleatoria definida como a — he(X), tenemos;

E(ha(z)) = a — E(a — he(X))
:a—/OOOP(a—ha(X) > t)dt
:a—/OOP(ha(X) <t—a)dt
0
—a—/OOOP(X<t—a)dt

a
:a—/ P(X < y)dy.
—0o0
De lo anterior, se tiene que si Y domina en segundo orden estocastico a X, entonces

/j P(X < y)dy < [ P(Y < y)dy Va € R. (1-6)

Dicha condicién es suficiente para que X <;., Y, de lo que se tiene el siguiente Teorema.

Teorema 1.5.1. Y domina estocdsticamente a X en seqgundo orden si y solo si se cumple la

condicion de la ecuacion (1-6).
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1.5.1. Variables Aleatorias Normales

Para ejemplificar el segundo orden estocéastico presentaremos algunos resultados para va-
riables aleatorias con distribucién Normal. Estudiaremos este caso en particular pues es comin
modelar los rendimientos de acciones con esta distribucién por su simplicidad analitica. Antes

de ello, presentaremos algunos resultados generales.

Proposiciéon 1.5.1. Si f(z) y g(x) son funciones crecientes en x, entonces, para cualquier

variable aleatoria X se cumple

E[f(X)g(X)] = E[f(X)]E[g(X)].

Si f o g es una funcion creciente y la otra es una funcién decreciente, entonces,

E[f(X)g(X)] < E[f(X)]E[g(X)].

Demostracion.
Sean X y Y variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, suponga que f(z)
y g(x) son funciones crecientes en z. Entonces f(X) — f(Y) y g(X) — g(Y) tienen el mismo

signo. Por lo que

(f(X) = F())(9(X) = g(Y)) = 0,

o equivalentemente

f(X)g(X)+ f(YV)g(Y) > f(X)g(Y) + f(Y)g(X).

Tomando esperanzas en ambos lados

Elf(X)g(X)]+ E[f(Y)g(Y)] = E[f(X)g(Y)] + E[f(Y)g(X)].
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Dado que X y Y son independientes, se sigue que

E[f(X)g(X)] + Elf(Y)g(Y)] = E[f(X)|E[g(Y)] + E[f(Y)]E[g(X)], (1-7)

dado que X y Y tienen la misma distribucién, entonces E[f(X)g(X)] = E[f(Y)g(Y)], E[f(X)] =
E[f(Y)]y Elg(X)] + E[g(Y)]. Por lo tanto

2E[f(X)g(X)] = 2E[f(X)]E[g(X)],

y asi

E[f(X)g(X)] > E[f(X)]E[g(X)].
Ahora, si f es decreciente y g es creciente, entonces — f es creciente por lo que
E[-f(X)g(X)] > E[-f(X)]E[g(X)]

Por linealidad de la esperanza y multiplicando ambos lados por —1 tenemos que

E[f(X)g(X)] < E[f(X)]E[g9(X)].

Lemma 1.5.1. Si E[X]| =0y c > 1, entonces cX <je, X.

Demostracion.
Sea h una funcién céncava y creciente, y sea ¢ > 1. La expansion en serie de Taylor (con residuo)

de h(cx) en x, para algin w entre x y cz, nos dice que

h(cx) = h(z) + I (z)(cx — z) + B (w)(cx — x)? /2!

< h(z) 4 ' (z)(cx — ).
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La desigualdad se da ya que h es una funcién céncava lo que implica que " (w) < 0. Dado

que dicha desigualdad se da para cualquier valor x, se sigue
h(eX) < h(X) + (c— 1) XA (X).
Tomando esperanzas en ambos lados

E[h(eX)] < B[h(X)] + (c — 1)E[XK (X)).

Definamos a f(z) = z, entonces

E[h(cX)] < E[l(X)] + (¢ — VE[X]E[} (X)]
La desigualdad anterior se da ya que f es una funcién creciente y h es coéncava por lo que W (x)
es una funcién decreciente en = y finalmente por hipétesis E[X] = 0, entonces Elh(cX)] <

E[X]. m

Teorema 1.5.2. Si X;, i = 1,2 son variables aleatorias normales con medias p; y varianzas

o; respectivas, entonces uy < po, o1 > oo implica que X1 <jcpy Xo

Demostracion.
Suponga que p1 < g y o2 < 01. Sea Z una variable aleatoria normal estandar. Sea ¢ = 01 /09 >
1, por el Lema 1.5.1 se sigue que, 097 >;cp co2Z = 01Z. Ahora, sea h(X) una funcién concava

y creciente en x. Entonces

E[h(p1 + 012)] < E[h(p2 + 017))]

< E[h(,ug + U2Z)].

La primera desigualdad se da ya que g1 < pg y h es una funcién creciente. La segunda

desigualdad se da pues g(x) = h(ua+x), es una funcién convexa y creciente en 'y 017 <;ep 02Z.
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El resultado se da, pues u; + 0;Z con ¢ = 1,2, son variables aleatorias con media pu; y varianza

o2 [ |

1

1.5.2. Otros resultados de Segundo Orden Estocastico

Supongamos que queremos invertir nuestro dinero en mas de un activo financiero y que
tenemos X1, ... X, Y1,..., Y, posibles activos a elegir. Decidimos crear dos portafolios, uno con
los activos X1,..., X, y otro con los activos Yi,...,Y,, es decir, X = X7 | X; y Y = X"V,
Tenemos como antes, una funcién de utilidad g(-) : R™ — R céncava y creciente. Para tomar una
decisién, queremos saber qué condiciones deben de cumplir estos activos para que, en promedio,

una inversiéon nos genere mayor utilidad que la otra.

Teorema 1.5.3. Sea X1,..., X, y Y1,...Y, vectores de variables aleatorios independientes. Si

Xi <iew Yi para cada i =1,...,n entonces Y i1 X <jer Doiq Yi.

Demostracion.

Sea h una funcién céncava y creciente. Por demostrar que E[h(3°1; X;)] <iew E[R(>21; Yi)]-
La demostracién la haremos por induccién sobre n. Sabemos que cuando n = 1 se cumple
por hipdtesis. Supongamos que se cumple para vectores de tamano n — 1. Ahora consideremos
dos vectores de variables aleatorias independientes de tamano n, Xi,..., X, y Y1,...Y,, tam-
bién supongamos que son independientes entre ellos. Primero, mostraremos que Y ;' ; X; <icp
S Yi+ X, Para verificarlo definiremos, para cada x, la funcién hy(a) como hy(a) = h(z+a).

Notemos que h, es una funciéon céoncava y creciente.
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Entonces

E lh <§:X> X, :xl =E :h <x—|—7§Xi> |Xn:a:]

i=1

r n—1
=F|h (:L‘ + Z XZ>] por independencia
L i=1
r n—1
=F |hy <Z X>]
L i=1
r n—1
< E |hg <Z Yzﬂ por hipétesis de induccién (1-8)
i=1
r n—1
=F|h <x + Z K)]
L i=1

r n—1
=F|h <x + Z YZ> | Xy = x] por independencia
L i=1

i n—1
L =1
Por lo tanto,
n n—1
Elh (zXZ) |Xn:x] <p h<Xn+Zyi> |Xn:x] |
i=1 =1

tomando esperanza en ambos lados

o)

Por lo que Y71 X; <iew 2?2—11 Y; + X,,. Ahora, para completar la prueba, mostraremos que

<E

n—1

h <Xn +> Y)] :
i=1

Z?;ll Yi + X <iew 2iey Yi. Para ello, notemos que

E [h (ﬂzle + Xn> \niYi = y] = Blhy(Xn)]
i=1 i=1
< i) = £ |1 (0] 1% =]
1=1 i=1

(1-9)

La desigualdad se da ya que h, es una funcién céncava, creciente y por la independencia
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entre variables aleatorias. Concluimos que

n—1

E[h(EKJan)yZK:y

=1

SE[h<iE>!§K=y1,

=1

y al tomar esperanza

)] =# b ()]

Por lo tanto Y"1 Vi + X, <ieo 071 Vi Y asi S04 X <iew 7, Vi
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Capitulo 2

Medidas de Riesgo

2.1. Introduccion

El riesgo es la posibilidad de que ocurra un evento que se traduzca en pérdidas. En el caso
financiero estas pérdidas serfan sufridas por alguno de los participantes (inversionistas, deudores
o entidades financieras) de los mercados financieros. El riesgo estd asociado al comportamiento
aleatorio de los activos financieros y a los factores que los afectan; a mayor aleatoriedad mayor
riesgo.

Las medidas de riesgo sirven para cuantificar las pérdidas generadas ante cambios inusuales

en el comportamiento de los activos.
En términos matematicos, las medidas de riesgo asignan un niimero real al riesgo dado por una
variable aleatoria X : £ — R. Supondremos desde ahora que la variable aleatoria X describe
la pérdida potencial asociada a un activo, sin embargo, permitiremos que esta variable aleatoria
tome valores negativos, lo cual representarda una ganancia.

Sea (€, A, P) un espacio de probabilidad, sea x el espacio de todas las variables aleatorias
definidas en tal espacio. Una medida de riesgo es entonces, una funcién de valor real, p : x — R.

Las medidas de riesgo pueden cumplir ciertas propiedades:

1. Invarianza bajo traslaciéon: para toda X € x y cualquier constante m € R ocurre que,

p(X +m) = p(X) +m.

23



Si suponemos que m es el riesgo asociado a un portafolio determinista, entonces, el riesgo
de la suma del activo X y m, sera el riesgo que produce el activo riesgoso mas el riesgo
cierto.

. Subaditividad: si X,Y € y entonces p(X +Y) < p(X) + p(Y).

Esta propiedad estd asociada a la idea de diversificar una cartera. Nos dice que el riesgo
asociado a una inversién que incluye a los activos X,Y es a lo méas tan riesgosa como
invertir por separado dichos activos.

. Homogeneidad positiva si X € x y A > 0, entonces p(AX) = Ap(X).

Esta propiedad implica que el riesgo es proporcional al tamafio de la inversién (\) sobre
el activo X.

. Monotonicidad si X <Y entonces p(X) < p(Y).

Si el activo Y genera mayores rendimientos que el activo X, en consecuencia el riesgo
asociado a Y serd mayor que el riesgo asociado a X.

. Convexidad p(AX + (1 = \)Y) < Mp(X) + (1 — A\)p(Y) para toda A € [0,1].

Esta propiedad se deriva de la propiedad subaditividad y homogeneidad positiva.

. Ley de invarianza; si Px = Py, entonces p(X) = p(Y).

Si dos activos X y Y se rigen por la misma medida de probabilidad (tienen la misma
distribucién de probabilidad), entonces el riesgo asociado a dichos activos serd el mismo

para ambos.

Definicion 2.1.1. Decimos que p es una medida de riesgo coherente si es mondtona, invariante

bajo traslaciones, subaditiva y positivamente homogénea.

Valor en Riesgo (VaR)

Por sus siglas en inglés Value-at-Risk (Valor en Riesgo), es una medida de riesgo que cuan-

tifica la pérdida potencial sobre un activo financiero a un nivel de confianza « en un horizonte
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de tiempo dado. El Valor en Riesgo no es una medida de riesgo coherente pues no cumple la

propiedad de subaditividad.

Definicién 2.2.1. Sea a € (0,1) un nivel de confianza fijo. Entonces el VaR de la pérdida de

una cartera, X, a un nivel de confianza, o, se define como;
VaRx(a) = gx(a) =inf{r € R: Fx(x) > a}

donde Fx(-) es la funcién de distribucion de la varible aleatoria X.

2.3. CVaR

Por sus siglas en inglés Conditional Value at Risk (Valor condicional en Riesgo), también
conocida como el déficit esperado, es una medida de riesgo que cuantifica el riesgo que tiene un

activo financiero en las colas de la distribucién de la variable aleatoria de pérdida.

Definiciéon 2.3.1. Sea X la variable aleatoria de pérdida, el déficit esperado a un nivel de

confianza o € (0,1) se define como:

pal(X) =+ / D awdu=L [ VaRy(u)du. (2-1)

a Jl—a a Jl—a

Notemos que ps : L' — R estd bien definida, p1(X) = E[X] y pa(X) es decreciente en .

Mas adelante demostraremos que el CVaR es una medida de riesgo coherente. Por ahora

mostraremos un resultados que expresa al CVaR por medio del VaR.

Lemma 2.3.1. Para o € (0,1) y X € L' ocurre

pa(X) =VaRx(l—a)+ éE[(X —VaRx(1 — a))4].
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Demostracion.

1 1
pa(X) = L [ Pl (wdu= - /1_a (Fx'(1 =)+ Fi'(w) = Fx'(1 - a)) du

aJica o

:F);l(l—oz)—l—l 1 (Fl(u) — F' (1 — a))du
aJi—a (2-2)

— VaRx(1—a)+ éE[(Fgl(UX) —VaRx(1 - a))4]

= VaRx(1—a)+ éE[(X — VaRx(1 —a))4].

Lemma 2.3.2. Para o € (0,1)

Varx(l — a) € argmingg {t + éE[(X — t)+]} . (2-3)

Demostracion.

Sea f:R — R tal que t — ¢ + éE[(X —t)4], o equivalentemente,

() —t+;/too(x—t)fx(x)dx—t—i—;/too(l—FX(x))dx, teR,

donde la ultima igualdad se da por integracion por partes. Sea to = VaRx (1 —«). Para t; > to

tenemos

f(t1) = f(to) = (t1 —to) — ;/ (1 — Fx(x))dz.

Por la definicién de VaRx (1 — «), tenemos que para = € (to,t1), Fx(z) > 1 — a y asi

1 — Fx(z) < a. Por lo tanto,

£(12) = £(t0) 2 (1~ t0) = (@)(t1 — to) = 0

Para to < tp, tenemos



De la definicién de VaRx(1 — «), tenemos que para x € (t2,tp), Fx(z) < 1 —a y asi

1 — Fx(z) > a. Por lo tanto,
1
f(ta) — f(to) > (t2 —to) — &(a)(t2 —t) =0
Con lo que concluimos que, ty € argminggrf(t), es decir, se cumple (2-3). [ |

Lemma 2.3.3. Para « € (0,1)

o) = min {t+ (X - 1)1} (2-4)

Demostracion.
Por la representacion del Lema 2.3.1 tenemos que po(X) = VaRx (1 —a)+ éE[(X —VaRx(1—

a))+] y el Lema 2.3.2 se cumple (2-4). [

Con ayuda de los resultados anteriores procedemos a mostrar que p,, es una medida de riesgo
consistente. Para ello, debemos mostrar que CVaR es monénota, invariante bajo traslacion,

subaditiva y homogénea positiva.

1. Monotonia.
Sea X <Y, por el Teorema 3.1.1 presentado en el Capitulo 3, en la parte de la demostra-
cién donde se prueba que 2. implica 3., tenemos que gx () < gy («) para toda a € (0, 1),

por lo tanto

/11 qx (u)du < /1 qy (u)du,

-« 11—«

y asi Pa(X) < pa(Y)-

2. Invariancia bajo traslaciones.

Sea X y m € R,

gx+m(a) =inf{x e RIP(X +m < z) > a} =inf{z € R|P(X <z —m) > a}.
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Por otra parte, sabemos que gx(«) es tal que
gx(a) = inf{x e RIP(X < z) > a},

por lo que gxim (@) = gx () + m, y asi po(X +m) = pa(X) + m.

3. Homogeneidad positiva.

Sea X y A >0,
Ox (@) =inf{z € RIP(AX <z) > o} =inf{z € R|IP(X <z/)\) > a}
Por otra parte, sabemos que gx(«) es tal que
gx (o) = inf{x € R|P(X < x) > a},

por lo que grx (@) = Agx (), v asi po(AX) = Apa(X).

4. Subaditividad.
Sean X,Y variables aleatorias tales que X <Y. Seat; = VaRx(1—«)yto=VaRy(1—

«). Por el Lema 2.3.1, por un lado, tenemos que
1 1
Pa(X) +pa(Y) =t1 + 12+ aE[(X —t)+] + aE[(Y —t2)+].

Notemos que (z + y)+ < ()4 + y+ para toda z,y € R. Por lo tanto, si tg = t1 + ta,

palX) + palY) =t -+ ~B[(X ~ tr)y + (¥ — 1),

1
>t + aE[(X +Y —to)4]

(2-5)

1
>min{t+ —F|(X+Y —t¢ 1 L 2.3.
—r%l?{ +o (X + )+] por el Lema 2.3.3

=pa(X +Y).

Con lo que demostramos que CVaR es una medida de riesgo consistente.

28



Capitulo 3

Ordenes estocasticos y Medidas de

Riesgo

En este capitulo estamos interesados en la consistencia entre érdenes estocasticos y medidas
de riesgo, es decir, saber cuando ocurre que si X <Y, donde =< es un orden estocastico, implica
p(X) < p(Y).

Buscaremos establecer las condiciones que deben de cumplir las medidas de riesgo para que
sean consistentes con los 6rdenes estocasticos. Trabajaremos con el primero orden estocéstico,
el orden convexo y el orden convexo creciente.

Para ello, dividiremos este capitulo en tres secciones, en la primera mostraremos algunas
implicaciones entre érdenes estocasticos, en la segunda seccién mostraremos algunos resultados
de medidas de riesgo y finalmente, en la tercera seccidén, mostraremos algunos resultados de

consistencia entre érdenes estocédsticos y medidas de riesgo con ayuda de las secciones anteriores.

3.1. Ordenes estocasticos

En el primer capitulo ejemplificamos los érdenes estocasticos con variables aleatorias X y Y
que median los rendimientos de activos, sin embargo, en este capitulo estaremos trabajando con

medidas de riesgo por lo que ahora, estas variables aleatorias mediran las pérdidas potenciales.
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Por ejemplo, si X < Y, preferiremos invertir en el activo asociados a X pues la probabilidad
de que la pérdida asociada al activo X sea mayor a un cierto valor ¢, es menor a la probabilidad

de que la pérdida asociada al activo Y sobrepase el mismo nivel.

Definicion 3.1.1. Sean X,Y wariables aleatorias, definimos las siguientes relaciones de orden

X <aY, si BE[f(X)] < E[f(Y)] para toda funcion f creciente.
X < Y, si E[f(X)] < E[f(Y)] para toda funcion f conveza.
X <iee Y, si E[f(X)] < E[f(Y)] para toda funcion f creciente y conveza.
X <iw Y, si E[f(X)] < E[f(Y)] para toda funcion f creciente y concava.
Para toda variable aleatoria X denotamos a Fx(t) = P(X < ¢),t € R a la funcién de
distribucién y

gx(a) =inf{r eR|P(X <z)>a}, 0<a<l,
a la funcién cuantil, que es la inversa generalizada de la funcién de distribucién.

Teorema 3.1.1. Para X y Y wvariables aleatorias con funciones de densidad Fx y Fy respec-

tivamente, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X <47Y.

2. FExiste un espacio de probabilidad (Q/, A, Pl) y variables aleatorias X' yY' con funciones

de distribucion Fx y Fy en este espacio, tales que X' (w/) <Y’ (w/) para todo w e,
3. Fx(t) > Fy(t) para todo t.
4. qx(a) < gy (a) para toda o € (0,1).

Demostracion.
(1) = (2) Se demuestra en la Proposicién 1.2.1.
(2) = (3) Sea U una variable aleatoria con distribucién uniforme en (0, 1) Definimos a X’ =

F'(U) y a Y’ = Fy'(U). Por hipétesis sabemos X’ < Y7, es decir, Fy'(u) < Fy'(u) por lo
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que

(1) & (3) Ocurre que

P(X>t)<P(Y >t) (X <q V)
<1 —Fx(t> <1 —Fy(t)
= — Fx(t) < —Fy(t)

= Fx(t) > Fy(t).

(1) < (4) Se prueba en la Proposicién 1.2.1 considerando X’ = Fy'(a) y Y’ = Fy.*(a), con
ae(0,1). n
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El orden <., en Actuaria es mejor conocido como orden stop-loss. La razon es que el orden
<,ex Se mantiene si y sélo si las correspondientes transformaciones stop-loss estan ordenadas.

La tranformacion stop-loss wx de una variable aleatoria X se define como
x(t) = E[(X — t)4+] = E[max{X —t,0}].

Integrando por partes;

Eméx{X —t,0}] = /t T — ) fx (2)de
= /too xfx(z)dr — /too tfx(x)dx
—— [ sl fx(a))ds — tFx(t
seau=x dv=—fx(x)dr
du=dx v=Fx(x) (3-2)

——aFx(@F + [ Fx()do ~ tFx (0
—aFx(2)[L + /t ¥ Fy(a)dz — tFy (1)
=tFx(t) + /t - Fx(x)dx — tFx(t)
= /too Fx(x)dz.

En teoria de decisiones X <;., Y significa que cualquier tomador de decisiones averso al

riesgo prefiere el riesgo de X al riesgo de Y.

El orden céncavo creciente <;., corresponde al orden de los rendimientos en lugar de las
pérdidas. Si X <, Y, donde X y Y son rendimientos, cualquier tomador de decisiones averso

al riesgo preferird Y en lugar de X.

Por otro lado, si definimos a

ox(t) = B[(t — X)4] = Elmax{0,¢ - X},

32



Similarmente, podemos integrar por partes y obtener

E[méx{0,t — X}] = /_too(t —z) fx(z)dz
= [ tpxt@yie— [ apcoas
=tFx(t) — /_t zfx(z)dr

seau=x dv= fx(z)dx

du=dr v=Fx(z)
Py (t) — (xFX(m)|t_ - /t ) FX(a:)dm>
—tFx (1)~ tFx () + [ Fx(e)de

—/_too Fx(z)dx.

Teorema 3.1.2. Para variables aleatorias X yY con funcién de distribucion Fx y Fy respec-

tivamente las stguientes proposiciones son equivalentes:
1. X <, Y.

2. Existe un espacio de probabilidad (¥, A’, P") y wvariables aleatorias X' y Y’ en él con

funciones de distribucion Fx y Fy tales que E[Y'|X'] = X'.

3. mx(t) <7y (t), ox(t) < ¢y (t) para toda t, y E[X] = E[Y].

1 gy (s)ds, (3-4)

s~

1
/ gx(s)ds <

que es equivalente a la desigualdad
/0 qx(s)ds > /0 qy (s)ds, (3-5)

para toda o € (0,1), y E[X] = E[Y].
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Demostracion.

(1) = (2) La prueba es compleja y queda fuera de los alcances de esta tesis por lo que no se
realizard, se puede consultar en Strassen (1965) [10].

(1) = (3) Como f(x) = (x —t)+ es una funcién convexa y X <., Y entonces mx(t) < my (%).
Por la igualdad (3-2) tenemos que:

/a " Fy(s)ds < / By (s)ds. (3-6)

a

También f(z) = (t — x)4 es una funcién convexa y X <. Y entonces ¢x(t) < ¢y (t). Por la

igualdad (3-3) tenemos que:

/too Fx(x)dr < /too Fy (z)dz. (3-7)

Por otro lado, f(z) =z y —f(z) son funciones convexas por lo que E[X]| < E[Y]y —E[X] <
—E[Y], es decir, E[X] > E[Y] y asi E[X] = E[Y].

(2) = (1) Sea ¢ una funcién convexa, por la desigualdad de Jensen tenemos que:

A A

E[¢(X)] = E[¢(X)] = E[$(E[Y|X])] < E[E[¢(Y)|X]] = E[6(Y)] = E[6(Y)],

por lo tanto X <., Y.

(1) & (4)

(1) = (4) La prueba se realizara solo para funciones de distribucién continuas. Supongamos
que Fx y Fy no son idénticas, como E[X] = E[Y], se sigue que Fx y Fy deben cruzarse entre
si al menos una vez. Si se cumple la ecuacién (3-6), entonces, si hay una primera vez que Fx
cruza Iy, debera de hacerlo por debajo. De igual forma, si hay una tltima vez que Fx cruza a

Fy también lo hara por debajo.

Sean (yo, o), (y1,a1) ¥ (y2,@2) los puntos consecutivos de corte, como se muestra en la

figura 3.1. Notemos que (yo, ) puede ser (—o0,0), y que (y2,a2) puede ser (oo, 1). Notemos
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que bajo el supuesto de continuidad tenemos que

Figura 3-1: Representacion tipica de segmentos de F'x y Fy cuando X <. Y.

Por hipétesis X <., Y. Entonces

y asi

Ahora, para u € [a1, ag] tenemos que Fyt(u) — Fy'(u) < 0. Asi,

es decreciente en « € [a, az]. Por lo tanto, por la ecuacién (3-8) tenemos que:
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1 1
/ Fil(u)du < / Fyl(u))du para a € [ag, as].

Dado que X <., Y tenemos también que

Yo Yo
FX(:U)de/ Fy (z)dz,

—00

y asi

a Yo
/ F5 ' (u)du =yoa — Fx(x)dx

0 —00

Yo
=Yoo — Fy (z)dx

— 0o

ao
= Fyt(u)du

Ahora, para u € [ag, o] tenemos que Fy'(u) — Fy''(u) > 0. Entonces [J(Fy'(u) —

Fy M (u))du es creciente en a € [ag, a;]. Entonces, por (3-10) tenemos que

[o™h) [e70]
/ Ft(u)du > / Fy ' (u)du para a € [ag, .
0 0

(4) = (1) Ahora, supongamos que se cumple la ecuacién (3-4), entonces

1 1
/F)}l(u)dug/ Fy N (w)du,
as

a2

y asi
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< F;l(u)du—yg(l — a3)
Qs

= Fy (z)dx.
Y2

(3-12)

Ahora, para = € [y1, 2] tenemos que Fy(x) — Fy(x) < 0, entonces fyoo(FX(x) — Fy(z))dx

es creciente en y € [y1,y2]. Por lo tanto, por la ecuacién (3-12) tenemos que

| Fx@yiz < [ Fy(@)ds para y € o, pe).
Y Y

Ahora, supongamos que se cumple la ecuacién (3-5), tenemos que

[e)) (e7)]
/ Fit(w)du > / Fy 't (u)du.
0 0

Asi

Yo a0
Fx(x)dz =ypap — / Fit(u)du
0

—00

ag .
Syoao—/o Fy 7 (u)du

= /_y:o Fy (z)dz.

(3-13)

(3-14)

(3-15)

Ahora, para x € [y, y1] tenemos que Fx(z) — Fy(z) < 0. Asi, [Y_(Fx(z) — Fy(z))dx es

decreciente en y € [yo, y1]. Por lo tanto, por la ecuacién (3-15) tenemos que

y y
/ Fx(z)dz < / Fy (x)dx para y € [yo, y1]-

Por las ecuaciones (3-13) y (3-16) tenemos que X <., Y.

(3-16)

Teorema 3.1.3. Sean X y Y wariables aleatorias en el espacio de probabilidad (£, A, P) tales
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que X <;cz Y. Entonces, existe una variable aleatoria Z en el mismo espacio de probabilidad

que cumple:

X <st Z <cz Y.

Demostracion.

Sean variables aleatorias X', Y’ un espacio de probabilidad (Q', A’, P’) tales que
X st X/a

Y st Y/)

E[Y'|X" = z] es creciente en z y E[Y'|X’] = X'. Definamos a Z’ = E[Y’|X’], lo cual implica
ElY'|Z')| = EY'|E[Y'|X']] = E[Y'|X'] = Z', por el Teorema 3.1.3 tenemos que Z' <., Y.

Por construccién tenemos que X' = E[X'|Y'] = Z’, en particular X’ < Z', por el Teorema
1.1.1 tenemos que X' < Z’. Tomando Z con la misma distribucién que Z’, obtenemos el

resultado. [ |

Posteriormente, necesitaremos la relaciéon entre el érden convexo y el concepto de fusién.
Utilizaremos la notacién pp para la medida de probabilidad P y . para la medida de un punto

en c.

Definicién 3.1.2. Una medida de probabilidad P es una fusion de una medida de probabilidad

Q, st existen medidas de probabilidad Py, P> y una constante 0 < oy tal que

P=aPi+(1—-a)bup vy Q=aP1+(1—-a)P, (3-17)

En palabras, una medida P es una fusion de @, si P puede verse como la medida @ tras
haber colapsado una parte de la masa de probabilidad (1 — ).

Dada nuestra definicién, es claro que P <., @, si P es una fusién de Q.

Teorema 3.1.4. Para medidas de probabilidad P y Q) con la misma esperanza finita, son

equivalentes
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1. P <. Q;

2. Existe una sucesion de medidas de probabilidad (Qy) tales que Qo = Q, Qni+1 €s una

fusion de Q, y Qn converge débilmente a P;

Si se cumple alguna de las equivalencias, podemos construir variables aleatorias X, Xo, X1, Xo, ...

con X ~ P y X, ~ @y tales que E|X — X,,| — 0.

Omitiremos la prueba de este Teorema, pero se puede consultar en Elton y Hill (1992) [3]

y en Strassen (1965) [10].

3.2. Medidas de Riesgo Coherentes

En esta seccién estudiaremos las condiciones para que las medidas de riesgo sean consistentes
con los Ordenes estocasticos. Trabajaremos con los érdenes; <y, <ier, <cr pues el orden <;.,
corresponde al orden de rendimientos en lugar de pérdidas.

Continuando con la definicién 2.1.1, una medida de riesgo p es coherente si es monotona,
invariante bajo traslacién, subaditiva y es homogénea positiva.

En Artzner (1999) [1] se muestra la siguiente representacién para medidas de riesgo cohe-

rentes.

Teorema 3.2.1. Sea p : x = R una medida de riesgo coherente, dicha medida de riesgo tiene

representacion

p(X) = sup Eq(X), (3-18)
QeQ

donde Q es un espacio de medidas de probabilidad.

El teorema anterior nos dice que p(X) es la peor pérdida esperada bajo @), donde @ varia
en algun espacio de medidas de probabilidad.

De ahora en adelante supondremos que (£2, .4, P) es un espacio de probabilidad con P no
atomica. Esto implica que para cualquier distribuciéon () en R existe una variable aleatoria

X:Q—Rcon @ = Px.
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Usualmente, en la literatura de medidas de riesgo se asume que el espacio en el que se trabaja
es L>(Q, A, P) el espacio de las variables aleatorias acotadas. Sin embargo, trabajaremos en
el espacio x = L'(Q, A4, P), es decir, toda variable tiene media finita bajo P, permitiendo
que las medidas de riesgo tomen el valor +o0o . Asi, las medidas de riesgo son un mapeo
p:x — RU{oc}.

Denotaremos por X,, —4 X la convergencia débil, X,, —, X la convergencia en probabi-
lidad y X,, — 1 X la convergencia en L', es decir, E|X — X,,| — 0.

En la literatura de medidas de riesgo, donde solo se consideran variables aleatorias en L°,
usualmente se asume el supuesto de semi-continuidad, conocido como la propiedad de Fatou. Si

(Xp) es una sucesién de variables aleatorias uniformemente acotadas con X,, —, X, entonces

p(X) < liminf p(X,,). (3-19)

n—aoo

Como trabajaremos en el espacio L!, esta condicién se modifica de la siguiente manera.

Si X, X1, Xo, ... son variables aleatorias integrables con X,, — ;1 X, entonces

p(X) < liminf p(X,,). (3-20)

n—aoo

Recordemos que X,, — 1 X se cumple si y sélo si, se cumplen las siguientes dos condiciones
Xn —p X y (X;) es uniformemente integrable.
Ahora, probaremos bajo qué supuestos las medidas de riesgo en espacios de probabilidad

no atémicos son consistentes con el orden estocastico usual y el orden convexo.

Teorema 3.2.2. Suponga que (2, A, P) es una espacio de probabilidad estindar con P no
atomico, sea p una medida de riesgo mondtona e invariante bajo ley. Entonces X < Y implica

que p(X) < p(Y).

Demostracion.
Como todos los espacios de probabilidad no atémicos son isomorfos de Borel, podemos elegir
sin pérdida de generalidad, Q = (0,1) y P la medida de Lebesgue. Si X y Y son variables

aleatorias con X <4 Y, por el Teorema 3.1.1, existen variables aleatorias X’ y Y’ en (2, A, P)
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con la misma distribucién de X y Y respectivamente, que satisfacen X’ < Y’. Por lo tanto, la

monotonicidad e invarianza de ley de la medida de riesgo implica

p(X) = p(X') < p(Y') = p(Y). (3-21)

Teorema 3.2.3. Suponga que (2, A, P) es un espacio de probabilidad estindar con P no atd-
mico, sea p una medida de riesgo convexa, invariante bajo ley y con la propiedad de Fatou.

Entonces X <. Y implica p(X) < p(Y).

Demostracion.
Primero, definiremos X; := X, Xy := Y y asumimos que Pyx, es una fusiéon de Px,. Esto

significa que existen medidas de probabilidad P, y P» tal que

Px, =aP + (1 - a)6HP2 y Px,=aP1+ (1 - OJ)PQ. (3—22)

Sean W,1,Y1,Ys,... variables aleatorias con P(I = 1) = « = 1 — P(I = 0), W tiene
distribuciéon P; (W ~ P;) y Y1,Ys,... es una sucesién de variables aleatorias independientes
con distribucion P. Y; ~ P5,Vi = 1,2,... Definimos V,, = IW + (1 — I)Y,, n = 1,2,....
Notemos que V;, tiene la misma distribucién que Xy y que Vy = IW + (1 — I)E[Y1] tiene la

misma distribuciéon que X;. Entonces

(3-23)

Ahora,
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E

1 n
Vo—ﬁl;vi

—E|IW+ (1 - EW:] - <1W+ (1- I)iiY)‘

—E|1-1) (E[Yl] - ;any>

1 n
<FE|E[Y1] — EZY;
i=1

(3-24)
pues I € {0,1}

g :Lf: (v — E[m)‘ L.G.No.

=1

Asi, por la invarianza en ley, convexidad y la propiedad de Fatou de la medida de riesgo

tenemos

L. 1< A
p(X1) = p(Vp) < liminf p (n > %) < liminf ~ > p (Vi) = p(V1) = p(Xa). (3-25)
=1

n—» 00 :
=1

Ahora, consideremos variables aleatorias arbitrarias Xy y Xo con X; <., X5. De acuerdo al
Teorema 3.1.4 existe una susecién de medidas de probabilidad (P,) tal que Py = Px,, Py4+1 es
una fusién de P,, y P, —4 Px,, y una sucesién {Z,,} de variables aleatorias con distribucién
{P,} tales que Z,, —> 1 Z para alguna variable aleatoria Z con la misma distribucién que Xj.
De la primera parte de la prueba, se sigue que p(Z,+1) < p(Z,), y aplicando la propiedad de

Fatou

p(X1) = p(2) < limint p(Zn) < p(Zo) = p(Xo). (3-26)

n—:aoo

De manera andloga a como obtuvimos el Teorema 3.1.3, también podemos combinar el

Teorema 3.2.2 y 3.2.3 para obtener el siguiente resultado.

Teorema 3.2.4. Suponga que (2, A, P) es una espacio de probabilidad estindar con P no

atomico, sea p una medida de riesgo mondtona, convexa e invariante bajo ley con la propiedad
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de Fatou. Entonces X <jc Y implica p(X) < p(Y).

Demostracion.
Por el resultado del Teorema 3.1.3, existe Z en (92, A, P) tal que X <4 Z <. Y. Como p es

una medida de riesgo mondtona e invariante bajo ley, por el Teorema 77?7

p(X) < p(2).

También, p es una medida de riesgo convexa, invariante bajo ley y con la propiedad de Fatou,

por el Teorema 3.2.2

p(Z) < p(Y).
Por lo que se sigue que p(X) < p(Y). [

Recordemos la definicién de la medida de riesgo CVaR (Conditional Value at Risk), que es

definida para un valor fijo a € (0, 1] como

Y para el caso a = 0 por
po(z) = ess.sup(X) = inf{a > 0|P{w : | X (w)| > a}) = 0}.

Notemos que p, : L' — R U {co}, a € [0,1] estd bien definida, p;(X) = E[X] ¥ pa(X) es

decreciente en «.

Teorema 3.2.5. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad estandar con P no atomica. Una me-
dida de riesgo p : L' (2, A, P) — R es invariante bajo traslaciones y coherente con la propiedad

de Fatou si y solo si la siguiente representacion se mantiene:

1
p(0) =sup { [ pa(Xlda)ip e Py}, (3-27)
donde Py es un conjunto de medidas de probabilidad compacto y convexo en [0,1].
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Demostracion.
<) En la secciéon de Medidas de Riesgo, mostramos que el CVaR es una medida de riesgo

coherente. Ahora probaremos que p(X) es una medida de riesgo coherente.

1. Monotonia
Sean X, Y variables aleatorias, dado que el CVaR cumple la monotonia, tenemos que

pa(X) < pa(Y). Sea p € P,

1 1
/ pa(X)p(da) < / pa(Y)p(dar),
0 0

tomando supremo de ambos lados, p(X) < p(Y).

2. Invarianza bajo traslacion
Sea X y m € R, dado que el CVaR es una medida de riesgo coherente tenemos que;

Pa(X +m) = pa(X)+m. Sea u € Py,

1 1
| paX + miptda) = [ pa(X)plda) + m,
0 0

tomando supremo de ambos lados, p(X +m) = p(X) + m.

3. Homogeneidad positiva

Sea X y A > 0, dado que el CVaR es una medida de riesgo coherente, se tiene que

Pa(AX) = Apa(X). Sea p € Py,

1 1
[ pa3X)ptda) =& [ palXn(da),
0 0

tomando supremo de ambos lados, p(AX) = Ap(X).

4. Subaditividad

Sean X, Y variables aleatorias, dado que el CVaR es una medida de riesgo coherente,
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Pa(X +Y) < pa(X) + pa(Y). Sea p € Py,

[ pulx + ¥ytde) < [ pa(X)ptda) + [ paly

tomando supremo de ambos lados

1
p(X+Y)§Sup{/ Po(X)p(da) +/ pa(Y)u(da); uEPg}
0
< sup{/ Pa da M € P()} —I-Sllp{/ pa (da);u c PO} (3—28)

— p(X) + p(Y).

5. Invarianza en ley

Sean X y Y variables aleatorias, tal que Px = Py, entonces gx(a) = gy («) por lo que

pa(X) = pa(Y) y asi p(X) = p(Y).

Por lo que se sigue que p una medida de riesgo invariante en ley y coherente, basta demostrar
que p satisface la propiedad de Fatou, es decir, para X, X1, Xo,... € L' con X,, =p X y {X,,}

uniformemente integrable, se sigue que

p(X) <liminf p(X,).

n—o0

Primero, notemos que X,, —p X implica que gx, (o) — gx(«) para casi toda a € (0,1) y ¢x(U)

tiene la misma funcion de distribucién Fx, donde U es una variable aleatoria con distribucién

uniforme en (0,1), es decir, ¢x,, (U) 2 x,.

Se sigue, por la proposicién A.3.1, que son equivalentes
Ellgx,|] < C Vn,

2. Ve > 0 existe § > 0 tal que VA € F

P(A) <6 — supEllgx,(U)[1a] <e. (3-29)
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De esta ultima expresion y de que gx,, (U) tiene la misma ley que X,,, se sigue que {gx, (U)}
es uniformemente integrable.

Entonces,

poX)= [ axtman= 1 [ 1w ax, ()

& Jl-« a J1—qN—>® (3_30)
= g, PalXn)-
Notemos que X,, —p X implica lim inf, o po(X,) > po(X).
P(|X|>a+¢)=P(X|>a+¢|X,| >a)+ P(|X]|>a+¢|Xn <a) (3.31)
3-31

< P(IXa| > a) + P(X — X,| > ©).

Dado que X,, —»p X, existe N = N(e) tal que Ve > 0

P(|X — Xi| >¢€) <e Yk > N.

Definimos a los siguientes conjuntos A(a+¢€) = {a > 0: P(|X| > a+¢) =0}, Bi(a) = {a >
0: P(|Xk| > a) =0} y demostraremos que By(a) C A(a+¢€), Vk > N.

Sea a € By, es decir, P(|X| > a) = 0. Por la ecuacién (3-31) tenemos que

P(IX]|>a+¢) < P(|X = Xyu| > ),

dado que k> N,
P(IX|>a+¢€) <e Ye>0,

asi P(|X| > a+¢€) = 0, con lo que concluimos que Bi(a) C A(a + €) y en consecuencia
inf A(a + €) < inf B,(a).
Sea A(a) ={a>0: P(|X|>a) =0} y {A(a + €)} para € > 0, una sucesién. Notemos que

{A(a+¢€)} | A(a). Por teorema de continuidad de la probabilidad, se sigue que A(a) = NesoA(a+
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€), por lo que inf A(a) < inf Bi(a), es decir, po(X) < po(Xg) y asi; po(X) < liminfy_ o po(Xg).
Sea p € Py arbitraria. Recordemos que oo — po(X) es decreciente y p; = E[X]. Suponga
que N (e) es tal que |E[X,] — F[X]| < € para toda n > N(¢). Asi, para toda n > N(e) y para

toda « € [0, 1] tenemos que

Por otro lado,

y asi pa(X;) > E[X] — e. Utilizando el Lema de Fatou, tenemos que

n—o0

lim inf /01 po(Xp)p(da) > /01 Po(X)pu(da). (3-32)

Tomando limite inferior en ambos lados de la desigualdad tenemos
1 / 1 !
liminf p(X,) > lminf [ pa(Xo)i (do) = [ pa(X)p (do) (3-33)

Dado que la desigualdad se cumple para toda ul € Py, tomando supremo sobre toda ,u/ e PR
obtenemos:

liminf p(X,,) > p(X).

n—oo

=) Ahora, debemos mostrar que para cualquier medida de riesgo pl coherente e invariante
en ley con la propiedad de Fatou tiene la forma (3-27). Consideremos la restriccién de p/
en L. Por el Teorema 4 en Kusuoka (2001) [7], hay una representacién como en (3-27), la
cual denotaremos por p. Tal representacion es profunda. Nos contentaremos con mostrar que
podemos extenderla a L'. Para ello mostraremos que p = p/ se mantiene para variables no
acotadas en L'. Supongamos primero que X € L' y X es acotada por debajo. Consideremos la
sucesion X, := X A n. Notemos que X, es acotada y X,, < X,, 11 para n > 1, por el Teorema

A.2.1 de convergencia mondtona F[X,]| 1 E[X] .
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Veamos que {X,,} es uniformemente integrable,
| Xn| < |X]| Vn,

por lo tanto E[|X,|] < E[|X]|] y asi sup,, E[|X,|] < E[|X]], por lo que {X,,} es U.I Por la
monotonicidad y por la propiedad de Fatou de py pl y del hecho de que p = ,0/ en L™, tenemos

que

p(X) < liminf p(X,,) = liminf p (X,)
< p'(X) < liminf p'(X,,) = liminf p(X,) < p(X).

o0

Asi, p(X) = p'(X) para toda X € L' acotada por debajo. Ahora, sea X € L' arbitraria y
consideremos X, := X V (—n). Tenemos que X,, | X, X,, es acotada por debajo X, 11 < X,
para toda n > 1 por el teorema A.2.1 de convergencia monétona E[X,] | E[X] .

Veamos que {X,,} es uniformemente integrable,

n st X<-n

[ Xn| =

| X| si X > —n.
Notemos que |X,| < |Xp+1| para n > 1, mas atn | X,,| < |X|[, lo cual implica que E[|X,|] <
E[|X|] y asi {X,} es uniformemente integrable. Ahora veamos que esta sucesién {X,,} cumple
limy, 00 p(Xp) = p(X). Sea n suficientemente grande y fijo. Tenemos que gx, (u) = gx(u) para
toda u > a* y po(Xn) = po(X). Asi, pa(X,) = pa(X) para toda @ < 1 — a*. Ahora, para

a > 1— o tenemos que

[ a0 = axtoy] < - 1B1X) - B

—a l—«

pa(X) — pa(X)| = +

La dltima expresion se puede hacer lo suficientemente pequefia tomando un n suficiente-

mente grande. Por lo tanto, p, — po(X) uniformemente para « € [0, 1], lo cual implica que
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para € > 0 existe N(e) tal que paran > N(e) y p € Pp:

1 1
| panutda) < [ pa(X)pda) + .
0 0

Tomando supremos sobre toda u € Fy, tomando € | 0 y con la propiedad de Fatou se sigue que

p(X) < liminf p(X,,) < limsup p(X,,) < p(X),

n—oo n—00

y asi limy, 00 p(Xp) = p(X).
Ahora mostraremos que p(X) = p' (X). Sea X, = X + Y, con Y;, := (=X —n) V0. Por

subaditividad de pl tenemos que

p(Xn) =9 (Xn) <9 (X)+p (V) = p (X) + p(Ya).

Notemos que Y,, =1 0y p(0) = 0, por lo que tomando limite cuando n — oo en la tutlima

expresién tenemos que p(X) < p'(X). La propiedad de Fatou para p implica
p (X) < lminf p (X;) = lim inf p(X,) = p(X)

Y asi p = pl. |
Con los resultados anteriores podemos obtener facilmente el siguiente resultado.

Teorema 3.2.6. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad estindar con P no atémica. Sea
p: LY QA P) — R una medida de riesgo coherente e invariante en ley con la propiedad de

Fatou. Entonces X <;cp Y implica p(X) < p(Y).

Demostracion.
Por el resultado del Teorema 3.1.3, existe Z en (92,4, P) tal que X <y Z <., Y.
Por un lado X <y Z, por el Teorema 3.1.1 tenemos que ¢, («) < ¢.(«) para toda « € (0, 1),

por lo tanto
1 /1 1 /1
palX) == [ axs)as <~ [ azls)ds = pa(2)

A Jl—o O Jl—a
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Por otro lado Z <. Y, por el Teorema 3.1.2 tenemos que

1 1
/ qz(s)ds < / qy (s)ds para o € (0,1),
1

—« l—«a

por lo que po(Z) < pa(Y). Por la representacion en el Teorema 3.2.5, se sigue que p(X) < p(Z)
y p(Z) < p(Y), por lo tanto p(X) < p(Y). u
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Capitulo 4

Optimizacién de Medidas de Riesgo

Consideremos un problema de optimizacion de inversion de carteras en un periodo, la regla
de decision se denota por el vector columna 7 que representa las fracciones del total del portafolio

T.¢ =1, donde e es el vector de unos con la

que se le asignard a cada activo. Se asume que 7
misma longitud que el nimero de activos del portafolio m. Supongamos que todos los recursos
estan invertidos en estos m activos.

El rendimiento/ganancia se denota con la variable aleatoria r cuya funcién de distribucién

depende de la politica m. Sea R; = ¢(r) el rendimiento agregado, Z™ = Z(m) el valor de la

medida de riesgo correspondiente a la regla de decisién 7 y con respecto a g.

Minimizacién del C-VaR de un Portafolio

Como antes, supondremos que hay m acciones en el mercado y un inversionista estd intere-
sado en invertir en ellos. El capital inicial es conocido, suponemos que no es una pérdida y en
general asumimos que es de $1. Sea Y = (Y1, Ya,...,Y,)T el vector aleatorio de porcentajes de
rendimiento de m acciones. Por conveniencia supondremos que Yz, k = 1,..., m son variables
aleatorias continuas.

Si el capital inicial es $1 y la politica de inversién 7 es utilizada, el rendimiento aleatorio
total sera:

R(m,Y)=1+7lY.

o1



Cambiaremos la notacién del Valor en Riesgo, a—VaR asociado al rendimiento total R(w,Y)

se denotara como

o = Ca(m) = min{(| Py (R(7,Y) < () > a}.

Y el valor condicionado al riesgo, denotado por o — CVaR asociado al rendimiento total

R(m,Y) se denotard como
bo = ba(m) = E[R(T[', Y)’R(T(', Y)> Coz]‘

Para un valor fijo «, si elegimos Z(7) = (,(7), entonces utilizamos el VaR como medida de
riesgo, de otro modo, si Z(7) = ¢q () utilizaremos el CVaR como medida de riesgo.

Como ¢4 (m) es una funcién convexa en m podemos calcularla como sigue:
Pa(m) = mcinFa(Tr, ),

donde Fu(m,¢) = ¢ + 125 Ey[|R(m, Y) — ¢[*].
Supondremos que la distribucién del rendimiento aleatorio Y; es conocida y esta denotada
por p(y). Ademads, podemos generar muestras v k=1,...,q.

Asi, podemos obtener una aproximacién Fy, (m,¢) de F,(m, () como sigue:

N q
Falm Q)= ¢+ == 3 LTy ¢
k=1

Basado en lo anterior, tenemos el siguiente algoritmo de optimizacion para obtener una politica

6ptima (cartera de inversién).

min C + ﬁ Zz:l U

sujeto a (41)
;20,5 =1,....m; 30" T =1;

wp > 0,u + (L+ 7ty + (k=1,...,q,

donde uy representa una variable de holgura.
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4.1. Metodologia

En esta subseccién se presenta la optimizacién del C-VAR de dos portafolios de rendimientos,
en n periodos, uno con 3 acciones y otro con 9 acciones que cotizan en la Bolsa Mexicana de
Valores. Dado que la optimizacién en cada tiempo, requiere g escenarios del comportamiento del
portafolio de rendimientos de los activos, se realiz6é un ajuste de series de tiempo multivariadas,
para posteriormente, con el modelo obtenido, realizar la simulacién de los escenarios.

La primera optimizacién el portafolio consta de los rendimientos de las acciones de; BIM-
BOA (Grupo Bimbo, S.A.B. de C.V.), AMXL (America Movil, S.A.B. de C.V.) y LIVERPOL
(El puerto de Liverpool, S.A.B. de C.V.). Este primer portafolio esta constituido de dicha for-
ma ya que buscamos diversificar el riesgo, mas adelante veremos que los activos estan poco
correlacionados.

La segunda optimizacién el portafolio consta de los rendimientos de las acciones de: BIM-
BOA (Grupo Bimbo, S.A.B. de C.V.), MFRISCOA (Minera FRISCO, S.A.B. de C.V.) , ELE-
MENT (Elementia, S.A.B. de C.V.) ; AMXL (America Movil, S.A.B. de C.V.), AEROMEX
(Grupo Aeroméxico, S.A.B. de C.V.) , TLEVICPO (Grupo Televisa, S.A.B. de C.V.) , LIVER-
POLC (El puerto de Liverpool, S.A.B. de C.V.), HCITY (Hoteles City Express, S.A.B. de C.V.)
Y AC (Arca Continental, S.A.B. de C.V.). Con este dltimo portafolio se desea diversificar el

riesgo, ya que dichas empresas pertenecen a distintos sectores.

4.2. Rendimientos

La mayoria de los estudios financieros incluyen rendimientos, en lugar de precios, de acciones.
Una de la razones es que las series de tiempo de rendimientos tienen propiedades estadisticas
mas atractivas.

Sea P; el precio de una accién a tiempo t. Supondremos que las acciones con las que traba-

jaremos no pagan dividendos.

Definicién 4.2.1. Rendimiento simple a un periodo

Mantener el activo durante un periodo desde la fecha t — 1 hasta la fecha t resultaria en un
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stmple rendimiento bruto

P

1+ R;

o equivalentemente

Pr=P_1(1+ Ry).

El correspondiente rendimiento neto simple de un periodo o el rendimiento simple es

P _,_ PP

R, =
TP P

Se tomaron 443 observaciones diarias que consideran los precios de las acciones del 03/01,/2017

al 12/09/2018 y se obtuvieron los rendimientos simples diarios del mismo.

4.3. Series de Tiempo Multivariadas

Una serie de tiempo multivariada consiste de varias series de tiempo denominadas compo-
nentes. Sea r; = (714,72, ...,7kt)’ €l vector de k rendimientos a tiempo ¢, donde a denota
la transpuesta de a. Por ejemplo, un inversionista tiene acciones en AMX, Bimbo, CEMEX
y GCARSO consideremos los rendimientos diarios en un periodo de t = 5 de las empresas.
Entonces, r1; denota los rendimientos diarios de las acciones de AMX, ro; son los redimientos

diarios de Bimbo y asi sucesivamente.

4.3.1. Estacionariedad débil y matrices de correlacion cruzada

Una serie de tiempo k-dimensional ry = (714, 72, - - - ,rkt)/ es débilmente estacionaria si su
primer y segundo momento son invariantes en el tiempo. En particular, el vector de medias y la
matriz de covarianzas de una serie de tiempo débilmente estacionaria es constante en el tiempo.

A menos que se indique lo contrario, supondremos que las series de tiempo de los rendi-

mientos accionarios son débilmente estacionarias.

54



Para una serie de tiempo estacionaria 7y, definimos el vector de medias y la matriz de

covarianzas como

!

p=E(r), To=E[(ri—p)(r:—p)l, (4-2)

donde la esperanza es tomada elemento por elemento sobre la distribuciéon conjunta de (7).
La media i es un vector de dimensiéon k£ de esperanzas no condicionales de los componentes de
(r¢). La matriz de covarianzas I'y es una matriz de dimensién k x k. El i-ésimo elemento de la
diagonal de I'y es la varianza de (7;), mientras que la entrada (7, j) de I'y es la covarianza entre
rit y 7t Los elementos del vector de medias y la matriz de covarianzas se pueden ver como

t= (g1, )y To = [[i;(0)], respectivamente.

4.3.2. Matrices de correlacién cruzada

Sea D la matiz diagonal de dimension k X k constituida por las desviaciones estandar de 7

para i = 1,...,k. En otras palabras, D = diag{\/I'11(0),..., Itk (0)}. El retraso cero, es la

matriz de correlacion cruzada de r; definida como
po = [pij(0)] = D~'ToD~.

Mas especificamente, el elemento (7, j) de pg es,

. — F’L](O) _ CO’U(T‘Z't, Tjt)
pis(0) y(0)T;;(0) std(ri)std(rji)’

el coeficiente de correlacién entre 75 y 7j;. En el andlisis de series de tiempo, a cada elemento
se le conoce como un coeficiente de correlaciéon concurrente o contemporaneo, ya que es la
correlacién de dos series a tiempo t. Se cumple también que p;;(0) = p;;(0), =1 < p;; < 1,y
pi = 1paral <i,j <k.

Asi, p(0) es una matriz simétrica con elementos diagonales unitarios.

Un tema importante en el andlisis de series de tiempo multivariadas es la relacién entre el
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tiempo y el retraso de las componentes de las series. Para terminar, las matrices de correlacién
cruzada se utilizan para medir la fuerza de dependencia entre las series de tiempo. La matriz

de covarianza cruzada de r; con retraso [ se define como

/

L= [Ty(D)] = E[(re — p)(re—1— 1) |, (4-3)

donde p es el vector de medias de r;. Por lo tanto, el elemento (i,7) de I'; es la covarianza
entre 7 y ;. Para series débilmente estacionarias, la matriz de covarianza curzada I'; es
una funcién de [, no del indice de tiempo. La matriz de correlacién cruzada (MCC) con retraso

[ de r; es definida como

pr=[pi;()] = D~'T.D~, (4-4)

donde, como antes, D es la matriz diagonal de desviaciones estandar de las series individuales

r;¢. Por definicién,

Iy (0) _ Cov(rit, Tj¢—1)
T'3(0)T;;(0) std(rit)std(rje)’

pij(l) = (4-5)

es el coeficiente de correlacién entre 74 y 7;;—;. Cuando [ > 0, este coeficiente mide la dependen-
cia lineal de 7y en r;j;_;, que ocurri6 antes del tiempo ¢. Entonces, si p;;(1) # 0y I > 0, decimos
que la serie rj; lleva la serie 74 en el retraso [. De manera similar, ,oji(l) mide la dependencia
lineal de 7j; y 71—, y decimos que la serie r lleva la serie rj; en el retraso I si pji(l) # 0y
[ > 0. Los elementos de la diagonal de p;;(1) son los coeficientes de correlacién de retraso [ de
Tit.

De las observaciones anteriores tenemos algunos resultados. En general, p;;(I) # pji(]) ya
que los dos coeficientes de correlacién miden diferentes relaciones lineales entre {ry} y {rj:}.
Por lo tanto, I'; y p; en general, no son simétricas.

Usando Cov(z,y) = Cov(y, z) y bajo el supuesto de estacionariedad débil, tenemos que

Cov(rit, 7j1-1) = Cov(rji—1,7it) = Cov(rit, 1j141) = Cov(rit, 74— (—p)),
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asi I';;() = I';;(—1). Dado que I';;(—1) es el elemento (7, j) de la matriz de I'_; y la igualdad se

da para 1 <1i,j5 < k, tenemos que I'; = F’_l y pr= p’l.

4.3.3. Estimaciéon de las Matrices de Correlacién Cruzada
Dados los datos {r¢|t = 1,...T}, la matriz de covarianza cruzada I'; se puede estimar como

T

. 1 '

L'y = T (re =7)(re—7), 120, (4-6)
t=l+1

donde 7 = (Zle rt) /T es el vector de medias muestrales. La matriz de correlaciones cruzadas

p1 se puede estimar como

pr=D7DY 1>0, (4-7)

donde D es la matriz diagonal de dimensién k x k de la desviacién estandar muestral de los

componentes de la serie.

4.3.4. Prueba de Portmanteau Multivariado

La prueba univariada Ljung-Box @(m) se ha generalizado para series de tiempo multiva-
riadas por Hosking (1980), Li y McLeod (1981). Para una serie de tiempo multivariada, la
hipétesis nula de la prueba estadistica es Hy : p1 = ... = pp, = 0 vs la hipétesis alternativa
Hi : p; # 0 para algtn i € {1,...,m}. Asi, la estadistica de prueba se utiliza para probar que
no hay autocorrelaciones ni correlaciones cruzadas en el vector de series r;. El estadistico de
prueba toma la siguiente forma

UL |
Qr(m) = T2 Z

=1

tr(1y 05 100, (4-8)

donde T es el tamano de la muestra, k es la dimensién de r, y tr(A) es la traza de la matriz
A, que es la suma de los elementos de la diagonal de A. Bajo la hipétesis nula y bajo ciertas

condiciones de regularidad, Qy(m) sigue una distribucién asintética Ji-Cuadrada con k?m gra-
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dos de libertad. Si se rechaza la hipétesis nula, entonces se puede ajustar un modelo de series

de tiempo multivariado.

4.3.5. Modelos de Vectores Autorregresivos

Un modelo vectorial simple y ttil para modelar rendimientos de activos es el modelo de
vector de autorregresivos (VAR). Una serie de tiempo multivariada r; es un proceso VAR de

orden 1, o VAR(1) si sigue el modelo:

re = ¢o + Pri_1 + ay, (4-9)

donde ¢ es un vector de dimension k, ® es una matriz de dimensién k x k, y {a:} es una
sucesion de vectores aleatorios no correlacionados con media cero y matriz de varianza . En
la aplicacion, la matriz de covarianzas Y es positiva definida, en otro caso, la dimensién de r;
se reduciria. Se supone que a; sigue una distribucién normal multivarida.

Consideremos el caso bivariado (es decir, k = 2, ry = (rq4, 7“215)/ y a; = (a1, agt)/). El modelo

VAR(1) consiste en las siguientes dos ecuaciones:

rit = ¢10 + Prir1i—1 + Proro 1 + aie,
(4-10)

rot = P20 + Po171 -1 + Pooro 1 + ay,

donde ®;; es el elemento (4,j) de ® y ¢;o es el i-ésimo elemento de ¢g. Basado en la primera
ecuacion ®1o denota la dependencia lineal de 7; en 721 en presencia de r1 ;1. Por lo tanto,
®15 es el efecto condicional de r;_1 en ry; dado 71 ;—1. Si ®12 = 0, entonces r1; no depende
de r9;_1, y el modelo muestra que r1; solo depende de su propio pasado. De igual manera, si
®91 = 0, entonces la segunda ecuacién nos dice que r9; no depende de r1;_1 cuando ro;_1 es
dado.

Consideremos las dos ecuaciones juntas. Si $12 = 0 y P91 # 0, entonces existe una relacién

no direccional de r14 en 19;. Si $19 = P91 = 0, entonces 113 y ror no estan acoplados. Si 19 # 0
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y ®91 # 0, entonces no existe una relacién entre las dos series.

4.3.6. Condiciones de estacionariedad y Momentos del Modelo VAR(1)

Suponemos que el modelo VAR(1) de la ecuacién (4-9) es débilmente estacionario. Tomando

esperanzas en el modelo y utilizando Ela;] = 0, tenemos que

E[Tt] = ®y + (I)E[Tt,ﬂ

Dado que E[r] es invariante en el tiempo, tenemos que

p=Elr]=(I-®) %

siempre que la matriz I — ® sea no singular, donde I es la matriz identidad de dimensién k x k.
Utilizando el hecho de que @y = (I — ®)p, el modelo VAR(1) en la ecuacién (4-9) se puede

reescirbir como:
(re —p) = ®(re—1 — p) +ar

Sea 1 = 1 — p la serie de tiempo de la media. Entonces el modelo VAR(1) se reescribe

como:
re = Pri_1 + a. (4-11)

Este modelo se puede utilizar para derivar algunas propiedades del modelo VAR(1). Por

sustitucién repetida, podemos reescribir la ecuacién (4-11) como
7t = ap + Pas_1 + <I>2at,2 + <I>3at,3 —+ ...

Esta expresién nos muestra varias caracteristicas del proceso VAR(1). Dado que a; es una

sucesién no correlacionada, se sigue que Cov(ag, 7:—1) = 0. De hecho, a; no esté correlacionada
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con 1;_; para toda [ > 0. Por esta razomn, a; se le conoce como el choque o la innovacién de la
serie a tiempo t.

. . . .7 ’ ey
Si multiplicamos la ecuacién (4-9) por a,, tomando esperanza, y utilizando el hecho de que a;

es una sucesién no correlacionada al proceso, tenemos que Cov(rs, ar) = X.

Para el modelo VAR(1), r; depende de las pasadas innovaciones a;—; con matriz de coefi-
cientes ®7. Para que tal dependencia sea significativa, ®/ debe converger a cero cuando j — co.
Esto se refiere a que los k eigenvalores de ® deben ser en médulo menores a 1, en otro caso,
®J convergera a una matriz distinta de cero cuando j — co. M4s atin, la condicién de que los
eigenvalores de ® son menores en médulo a 1 es una condicién suficiente y necesaria para que ¢
sea débilmente estacionaria siempre que la matriz de covarianzas a; exista. Dicha condicién se
reduce del caso univariado del modelo AR(1) en donde se pide que el coeficiente del polinomio

de retraso ¢ cumpla que |¢| < 1. Ademas, ya que

I-r

A — ®| = \F
’ | )\7

los eigenvalores de ® son los inversos de los ceros del determinante |I — ®B|.

Asi, una condicién suficiente y necesaria equivalente para la estacionariedad de 74 es que
todos las raices del determinante |®(B)| son en médulo, mayores a uno; es decir, todas las raices
deben estar afuera del circulo unitario en el plano complejo.

Por la ecuacion (4-2), la varianza de los rendimientos 7, tienen la forma:

Var(ry) = Cov(ry, 1) =T = £ + 0X0 + $28(0%) +...= > ¢'5(d),
=0

donde se entiende que ®° = I es la matriz identidad de dimensién k x k. Multiplicando la ecua-
cién (4-11), tomando esperanzas, y utilizando el resultado de que Cov(a¢, ay, ;) = E [as7; ;=0

para toda j > 0, tenemos que

E(r7y_;) = PE(ry—3) . 1> 0.
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Por lo tanto,

Iy=oIty, >0, (4—12)

donde I'; es la matriz de covarianza cruzada de retraso j de ;. Sustituyendo repetidamente la
ecuacién (4-12) tenemos que

I, = ®'Ty paral > 0.
Y multiplicando la ecuacién por DY/ 2, tenemos que
o= D_1/2<I>F171D_1/2 _ D_1/2<I>D1/2D_1/2Fl,1D_1/2 — Tplfla

donde T = D~1/2& D2, Por consiguiente, la matriz de correlaciones cruzadas de un modelo
VAR(1) satisface:

pL= Tlpo para [ > 0.

4.3.7. Vector AR(p)

La generalizacién del modelo VAR(1) al VAR(p) es sencilla. La serie de tiempo r; sigue un

modelo VAR(p) si satisface

re=¢o+ P11+ ...+ Pprep +ar, p>0, (4-13)

donde ¢g y a; son como se definié antes, y ®; es una matriz de k x k. Utilizando el operador

de retraso B, el modelo VAR(p) se puede escribir como

(I—@lB—..‘—(I)po)’I"t:¢0+at,

donde I es la matriz identidad de dimensiéon k x k. Esta representacion se puede escribir de

manera compacta como

O(B)ry = ¢o + ay,
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donde ®(B) = (I — ®1B — ... — ®,BP) es una matriz polinomial. Si r; es débilmente estacio-

naria, tenemos que
p=FE[r]=I—-®B—...—®,B") ¢y = [®(1)] ¢
siempre que exista la inversa. Sea 7y = r; — pu. El modelo VAR(p) es
Fr= O 1+ ...+ Oy + a. (4-14)

Utilizando las ecuaciones anteriores y siguiendo los mismos pasos que en el modelo VAR(1),
tenemos que

» Cov(ry,ar) = X, la matriz de covarianzas de ay;

» Cov(ry_;,a;) = 0 para [ > 0;

s =001 +... + <I>p1“l_p para [ > 0.

A la dltima propiedad se le conoce como la ecuacién de momento del modelo VAR(p). En

términos de la matriz de correlaciones cruzadas, las ecuaciones de momento son
pr="ipi_1+ ...+ Ypp—p paral >0,

donde Y; = D~1/2®&,DY/2. Para poder entender mejor las propiedades del modelo VAR(p) de la
ecuacién (4-13) haremos uso de algunos resultados del modelo VAR(1) de la ecuacién (4-9). Esto
es posible transformando el modelo VAR(p) de r; en un modelo VAR(1) kp-dimensional. Especi-
ficamente, sean x; = (F;,pﬂ, F;,pﬁ, ... ,F;f)/ yb:=(0,...,0, a;)/ dos procesos kp-dimensionales.
La media de b; es cero, la matriz de covarianzas de b; es una matriz de dimensién kp x kp con

entradas ceros excepto en la esquina inferior derecha, que es ¥. El modelo VAR(p) de r; se

puede escribir de la forma

xy = P w1 + by, (4-15)
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donde ®* es una matriz de dimension kp X kp dada por

(0 1 0 0 0 |
o 0o I 0 0
=1 .. .
o 0o 0 0 .. I
Dy Dy Byy By . Dy |

donde 0 e I son la matriz de ceros y la matriz identidad, respectivamente, de dimensién k X k.

A ®* se le conoce como la matriz companera de la matriz polinomial ®(B).

La ecuacion (4-15) representa al modelo VAR(1) de x4, el cual contiene a 7, en sus tltimos
k componentes. Los resultados del modelo VAR(1) vistos en la subseccién anterior se pueden
utilizar para derivar las propiedades del modelo VAR(p) via la ecuacion (4-15). Por ejemplo, de
la definicion, x; es débilmente estacionaria si y sélo si r; es débilmente estacionaria. Por lo tanto,
una condicién suficiente y necesaria para que el modelo VAR(p) sea débilmente estacionario
en la ecuaciéon (4-13) es que todos los eigenvalores (4-15) sean menor, en médulo, que uno. De
manera similar que en el caso VAR(1), se puede mostrar que es una condicion equivalente a

todos los ceros del determinante |®(B)| queden fuera del circulo unitario.

En el andlisis de series de tiempo financieras, es reelevante, el estudio de las matrices de
coeficientes ®; del modelo VAR(p). Por ejemplo, si el elemento (¢, j), ®;;(I) de ®; es cero para
toda [, entonces 7;; no depende de los valores pasados de rj;. La estructura de la matriz de

coeficientes ®; prevee informacion sobre la relacion de retraso entre los componentes de 4.

4.3.8. Construcciéon del Modelo VAR(p)

El concepto de la funcién de autocorrelacién parcial para las series de tiempo univariadas
se puede generalizar para especificar el orden p de una serie de vectores. Consideremos los

consecutivos modelos VAR:
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re = ¢o + P1ri—1 + ar
re = ¢o+ P1r—1 + Pori—o + ar
o (4-16)

re=¢0+ Piri—1 + ...+ Py + ay

Los parametros de este modelo se pueden estimar por el método de minimos cuadrados

ordinarios.
Sea i i
1 rn_ 0 0 0
1 Tt+—1 Tt+—2 0 0
R — 9
1
L 1 Tt—1 Tt—2 T¢t+-3 ... Tt—p |
o Tt
?y T
¢ = , r= ,
q)p Tt

El objetivo es encontrar los coeficientes de & que se ajustan mejor a la rectas, en el sentido

de resolver el problema de minimizacién de los errores cuadrados

A

& = argmingS(P),

donde la funcién objetivo S esta dada por

2
p
S(@)=> |re—do— > r—_j®;| =|r— RO|>.
; =

=1

El problema de minimizacién tiene una tnica solucién, ya que las p columnas de la matriz
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R son linealmente independientes, resolviendo las ecuaciones normales
/ A /
(RR)P=Rr.

La matriz R R es conocida como la matriz Gramian de R, es una matriz semi-definida positiva,
. / . . . 2
v la matriz R r es conocida como la matriz de momentos de los regresores. Finalmente, ® es el

vector de estimadores y estd dado por:
d=(RR'X'r

Para la ecuacién i-ésima en (4-16), sea @gl) es el estimador por minimos cuadrados de ®; y
sea, CIJ(()i) el estimador de ¢g, donde el superindice (i) denota que los estimadores corresponden

al modelo VAR(i). Por lo tanto, el residuo es
Lit(z) =Tt — Qgéz) — <i>(1i)7“t_1 — ... @gi)rt_i.

Para i = 0, el residual se define como 7Y = r; — 7, donde 7; es la media muestral de 7. El

residuo de la matriz de covarianza se define como

. 1 Dl
i = mzfzmaﬁ’) @), i>o. (4-17)

Para especificar el orden p, se prueba la hipétesis Hy : ®; = 0 vs la hipotesis alternativa
Hy : ® # 0 paral = 1,2,.... Por ejemplo, usando la primera ecuacién de (4-16), podemos

probar la hipotesis Hy : @1 = 0 vs la hipétesis alternativa Hy : &1 # 0. La prueba estadistica es

<Mﬂ):—(T—k—g>Ln<Ej>,

donde 3; es definida en (4-17) y |A| denota el determinante de la matriz A. En condiciones de

regularidad, la prueba estadistica M (1) tiene distribucién asintética Ji-cuadrada con k? grados

de libertad. En general, utilizaremos la ecuaciéon i e (i — 1) de la ecuacién (4-16) para la prueba
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Hy : ®; = 0 vs la hipdtesis alternativa H; : ®; # 0, es decir, probando un modelo VAR(7) vs

un modelo VAR(i — 1). El estadistico de prueba es

M(i)z—(T—k—i—i)log(&).

Asintéticamente, M (i) distribuye Ji-cuadrada con k% grados de libertad. Alternativamente, po-
demos utilizar el criterio de informacién de Akaike (AIC) para seleccionar el orden p. Suponemos
que a; distribuye normal multivariado y consideremos la ecuacién i-ésima de (4-16). Podemos
estimar el modelo por méaxima verosimilitud. Para el modelo AR, la estimacién por minimos
cuadrados de qgo y <i>j es equivalente a la estimacién por maxima verosimilitud. Sin embargo,
existen diferencias entre las estimaciones de Y. Bajo maxima verosimilitud > es

-1 @ a1
Y= Tzfzi+la§z) {CL;Z)} -

El AIC de un modelo VAR(i) bajo el supuesto de normalidad se define como

2k2%i

AIC(i) = log(|%i]) + T

Para un vector de series de tiempo dado, se puede seleccionar el orden del modelo VAR, p
como AIC(p) = ming<;<p, AIC(3), donde py es un entero positivo preespecificado.
Otros criterios de informacién del modelo VAR(i) son

k% i log(T)

BICG) = log(Si) + "5,

K2 i log((log(T))
({tos(1))

HQ(i) = log(|Si]) +

4.3.9. Prediccion

Para un modelo VAR(p), el prondstico para un paso adelante del origen h es rp(1) =

Go+>F_, ®irpi1-4, y €l error asociado a la prediccion es e (1) = apq1. La matriz de covarianzas
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del error de la predicciéon es Y. Para la prediccién en dos pasos, tenemos que sustituir 1 para

obtener;

p
rn(2) = g0+ @1ra(1) + D Pirnso i,
=1

y el error asociado a la prediccion es
eh(2) = ap42 + (191[7“,5 — Th(l)] = ap4+2 + <I>1ah+1.

. . . .7 ! . 7’ .
La matriz de covarianzas del error de la prediccién en dos pasos es X+®1%®,. Si ry es débilmente
estacionaria, entonces la prediccién en [ pasos rp(l) converge en media al vector p a medida
que el horizonte de prediccion [ crece. La matriz de covarianzas de los errores de prediccién

converge a la matriz de covarianzas de 7.

4.3.10. Comprobaciéon de Supuestos

Para saber qué tan bien ajustado estd nuestro modelo;
= o+ P11y + Porpa + ...+ Dyryy +

debemos de comprobar los supuestos sobre los residuos; no correlacion, varianza constante y

normalidad. Para ello existen las siguientes pruebas.

1. Multivariado de Portmanteau y Breush-Godfrey de errores correlacionados
en serie.
La prueba de Portmanteu verifica la ausencia de correlacién en serie de los residuos hasta

un orden h en un modelo VAR(p), la estadistica de prueba se define como

N A

Qn =TS tr(C;Cy Gy,

A T PN P . . . .z 2 .
donde C; = ¥;_;  a:a,_;. La estadistica de prueba tiene una distribucion X{(k2 (h—p))- Si el

valor de h es pequeno o el tamano de muestra no es tan grande, se recomienda utilizar la
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estadistica de prueba

) 1 A A1 A A

La prueba de Breusch-Godfrey LM se basa en una regresiéon auxiliar
= Qo+ P1ry—1+...+Ppry_p + CDy + Bray—1 + ... + Bpas—p + &

La prueba de hipétesis en la que se basa es Hy : f1 = ... = [ =0 vs Hy : 36; # 0 para

1=1,2,...,h. La estadistica de prueba se define como

LMy, = T(k — tr(Z3'%e)),

donde i y 3. asignan la matriz de covarianza residual del modelo restringido y no

restringido, respectivamente. La estadistica de prueba LM, sigue una distribucién X?h/#)'

. Prueba Heteroscedasticidad de los residuos, ARCH-LM.

La prueba multivariada ARCH-LM se basa en la siguiente regresion:
vech(y, ay) = Bo + Broech(ay_1,a; 1)+ ...+ Byvech(a;—p, &;_p) + oy,

donde «; asigna un proceso de error esférico y wvech es el operador de apilamiento de
columnas para matrices simétricas. La dimensién de (3 es %k(k + 1), y las dimensiones
de las matrices de coeficientes B; parai =1,...,q, es (3k(+1) x 3k(k + 1)). La hipétesis
nula es Hy : By = ... = B; = 0 vs la hipétesis alternativa Hy : By #0,...,B, # 0. La

estadistica de prueba se define como

1
VARCHpa(q) = 5Th(k + 1)R?,

68



con

2 A A
2 -1
R, =1 tr(Q2Q
k(k+1) r( )

y € representa la matriz de covarianza del modelo de regresiéon definido anteriormente.

La estadistica de prueba sigue una distribuciéon X?qu(k 1)2/4)"

3. Prueba de Normalidad para los residuos.
Para comprobar normalidad, utilizaremos la prueba de Jarque-Bera multivariada aplicada
a los residuos, donde Hy : los residuos siguen una distribucion normal multivariada vs
H; : los residuos no siguen una distribucion normal multivariada. El estadistico de prueba

para el caso multivariado se define como
JByy = 55+ 52,

donde

s2 = Tb,by /6,
(4-18)
s2 = T(by — 3k) (by — 3k) /24,

b1 y bz son el tercer y el cuarto momento de los residuos estandarizados a; = P— (ay —ay)
y P es una matriz triangular con diagonal positiva tal que PP = Y., es decir, es la
descomposicién de Choleski de la matriz de covarianzas de los residuos. La estadistica
de prueba J B, sigue una distribuciéon X%Qk) v el sesgo multivariado, s%, y la prueba de

curtosis, s2, se distribuyen X%k)'
4.4. Optimizacién por Simplex
Considere el problema de programacion lineal en forma matricial:

Maximizar z = CX sujeto a AX =b, X >0,

donde X es el vector de tamaifio n que representa las variables, A es una matriz de dimensién
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(m x n) que representa los coeficientes de restriccién, b es el vector columna que representa el
lado derecho, y C' como un vector n que representa los coeficientes de la funcién objetivo.

De forma equivalente el problema puede escribirse como

1 -C z 0
0 A X b

Suponga que B es una base factible del sistema AX = b, X > 0, decimos que un conjunto
de m vectores forman una base B si y s6lo si los m vectores seleccionados son linealmente
independientes. Sea Xp el correspondiente vector de variables no bésicas (es decir, cumple
BXp =1b) y Cp su vector objetivo asociado. Dado que todas las variables no bésicas son cero,

la solucion se calcula entonces como

-1
z 1 —Cpg 0 1 CgB7! 0 CB~1b

Xg 0 B b 0 B! b B 1

La tabla simplex completa en forma matricial puede derivarse a partir de la ecuacién ma-

tricial original como

1 CgB™! 1 —-C z 1 CgB™! 0
0 B! 0 A X 0 B! b

Realizando operaciones entre matrices, tenemos que

1 CgB1A-C 2 CpB~ b
0 B 1A X B~ 1b

Dado el vector j-ésimo P; de A, la columna de la tabla simplex asociada a la variable x;
puede escribirse como en la tabla 4-1.
Una propiedad importante de esta tabla es que la inversa B~! es el tinico elemento que

cambia con una nueva iteracion.
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Bésica | X; Solucién
z CBBflf)j —Cj CBBflb
Xp B~1p; B~

Tabla 4-1: Tabla Simplex

4.4.1. Meétodo Simplex Revisado

El método simplex consiste en buscar una base factible B posteriormente pasar a una base
B* hasta que se alcance la base 6ptima.

El problema de programacién lineal puede escribirse como

Maximizar o minimizar z = X7_, ¢;z;.

sujeto a Xi_  Pjzj =b,2; >0, j=1,...,n.

Dados los vectores basicos Xp, su base B, y su vector objetivo Cp, la tabla simplex ge-
neral muestra que en cualquier iteracién del método simplex puede representarse mediante las
siguientes ecuaciones:

2+ X0 (2 —¢j)rj = CpB™'b,
(XB)i +Xj_1 (B Py)iz; = (B~'b);,

donde la notacién (V'); representa el elemento i del vector V. El costo reducido de z; se calcula
como

) - -1p. _ ..
zj —c; = CpB™ " P; — ;.

Condicién de optimalidad
La ecuacién z muestra que, en el caso de maximizacién, un incremento de la variable x; no
béasica por encima de su valor actual cero puede mejorar el valor de z (con respecto a su valor
actual, CgB~'b) solo si zj — ¢; < 0. Para minimizacién, la condicién es z; — ¢; > 0. Por lo
tanto, el vector de entrada se selecciona como un vector no basico con la condicién z; — ¢; més
negativa (més positiva) segun sea el caso.

Condicion de factibilidad
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Dado el vector de entrada P; determinado por la condicién de optimalidad, las ecuaciones de

restricciéon se reducen a

(XB)i = (B™'b); — (B~ P))a;.

El objetivo es aumentar x; por encima de cero, remplazando una de las variables bésicas
actuales. Siempre y cuando todas las entradas de X g sean no negativas, dicha condicién depende

del grado en que se incrementa x;, es decir,
(Xg)i = (B~'b); — (B~'P))x; > 0.

Si (B~!'P;) > 0 para al menos una i, la condicién de no negatividad (Xp) < 0 sobre todas

las 4, establece el limite en el incremento maximo del valor de la variable de entrada x;;

“17\.
;= miin {m | (B7'P)); > O}.

Supongamos que (Xp)j es la variable no bésica que corresponde a la relacién minima. Entonces
P, debe ser el vector de salida, y la variable basica asociada debe volverse no bésica en la

siguiente iteracién simplex.

4.4.2. Algoritmo del método simplex revisado

1. Construir una solucion factible basica de inicio, con B la base asociada y Cp el vector de

coeficientes objetivo.
2. Calcular B~ de la base B.

3. Para cada vector no bésico P; calcular
zj —c; =CpB~'Pj — ¢,

si zj — ¢; > 0 en maximizacion (< 0 en minimizacién) para todos los vectores no basicos,
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terminar; la solucién 6ptima es Xp = B~'by 2 = CgXp. En caso contrario, seleccionar

el vector de entrada P; que tiene el valor z; — ¢; mas negativo (mds positivo), entre

todos los vectores no béasicos, en caso de que el problema de programacién lineal sea de

maximizacién (minimizacion).

4. Calcular B _1Pj, si todos los elementos de B _1Pj son negativos o cero, terminar; la solucién

es no acotada. En caso contrario, utilizar la prueba de relaciéon para determinar el valor

de salida P;.

5. Remplazar el vector de salida F; con el vector de entrada P; en la matriz de la base, B.

Repetir el paso 2 para una nueva iteracién.

Una vez implementado el algoritmo simplex revisado para la resolucion del problema de

programacion lineal (4-1), presentamos el siguiente ejemplo.

4.5. Ejemplo

En esta seccién ejemplificaremos el problema de optimizacién planteado en la ecuacion (4-1),

donde los rendimientos siguen una distribucién normal multivariada.

Supongamos que queremos invertir en un portafolio con tres instrumentos financieros: S&P

500, una cartera de bonos del gobierno de Estados Unidos y una cartera de acciones de pequenia

capitalizacién, los rendimientos de estos tres instrumentos estan modelados por una distribucién

normal multivariada.

La media p de los rendimientos estd dada por la Tabla 4-2.

Instrumento

Rendimiento medio

S&P
Bonos Gov.
Small cap

0.0101110
0.0043532
0.0137058

Tabla 4-2: Vector de medias

La matriz de varianzas y covarianzas estd dada por la Tabla 4-3.
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S&P Bonos Gov. | Small cap
S&P 0.00324625 | 0.00022983 | 0.00420395
Bonos Gov. | 0.00022983 | 0.00049937 | 0.00019247
Small cap 0.00420395 | 0.00019247 | 0.00764097

Tabla 4-3: Matriz de Varianzas y Covarianzas

Para obtener el C-VaR éptimo, realizamos la implementaciéon en R de un Solver que nos
devuelve el C-VaR minimo y la ponderacién de cada instrumento en el portafolio a un nivel 8
dado por el usuario. Para ello primero genera los g escenarios pertenecientes a una distribucién

normal multivariada dado el vector de medias p y la matriz de varianzas y covarianzas . (Ver

B.1). Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 4-4.

q beta | S&P Bonos Gov. | Small cap | C-VaR
10 | 0.90 | 0.42184265 | 0.57815735 | O 0.01961583
100 | 090 | O 0.91661992 | 0.08338008 | 0.01876966
500 | 0.90 | 0.03717975 | 0.92841637 | 0.03440388 | 0.02339622
10 1095 |0 0.94807094 | 0.05192906 | 0.03894116
100 | 0.95 | 0.08542543 | 0.87515289 | 0.03942168 | 0.02476857
500 | 0.95 | 0.13659520 | 0.86340480 | O 0.03030310
Tabla 4-4: Tabla de rendimientos
4.6. Resultados

Como se mencioné al principio del capitulo, llevamos a cabo las optimizaciones del CVaR
de dos portafolios de rendimientos.

En la Figura 4-1 se observa el comportamieto del portafolio constituido por los rendimientos
de las acciones de; BIMBOA, MFRISCOA, ELEMENT, AMXL, AEROMEX, TLEVICPO,
LIVERPOLC, HCITY y AC.

Veamos cémo se comporta la correlacion entre los rendimientos para asi crear un portafolio
mas pequeno que el original y que sea mas sencillo de manejar, también deseamos que este
portafolio este diversificado. Aunque también realizaremos la optimizacién del portafolio que

consta de 9 activos.
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En la Figura 4-2 se muestran las correlaciones entre activos, con ayuda del mismo, contrui-
mos el segundo portafolio con los rendimientos de BIMBOA, AMXL y LIVERPOL, ya que los

sectores a los que se enfocan son distintos y aparte, las correlaciones entre ellos son pequenas.

Para cada uno de los portafolios, ajustamos un modelo sencillo de series de tiempo, en este

caso un VAR(1), para determinar el grado del modelo, utilizamos el comando VARselect, (ver




<=
2t 52 9
g ¢ &, 5 & g
@ & z = & z i =
= [ ) = i} 1 = o &)
m = w o =T, [ _ T =T,
BIMBOA | 1
MFRISCOA 1
ELEMENT* 1
AMKL 1
AEROMEX 1
TLEVICPO 1
LIVEPOLC 1
HCITY 1

Figura 4-2: Correlaciones del portafolio de 9 activos

Para el modelo de 3 activos, el modelo ajustado fue

—0.077595421 —0.026290986  0.03629792

—

—0.006063867 —0.008123815 —0.08554642

con matriz de correlacion

1.978743e — 04 4.617948e — 05 4.959373e — 05
St = | 4.617948¢ — 05 1.598873¢ — 04 1.784990¢ — 05
4.959373e — 05 1.784990e — 05 2.339092¢ — 04
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Figura 4-3: Correlaciones del portafolio de 3 activos

Para el modelo de 9 activos, el modelo ajustado fue;
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0074884823
~0.026349423
0015629219
0.080317759
r?=| 0.007080103
—0.025573028
—0.009353740
0.002592313

0.051681504

0.004880266  —0.010023383
—0.017008417  0.001745434
—0.070542706 —0.042948108
—0.005575245 —0.056596840
—0.035174576 —0.001297897
—0.008375724  0.006708607
0.072590185  0.075802988
—0.055961361 —0.035110329
0.044017397  0.050035746

—0.027598269 0.083105121  —0.004171595

0.004273727  —0.054734760 0.003010478

0.052076735 —0.074263481 0.062821101

0.049563794  0.163365459  0.055382911

—0.029525373  0.068940222  —0.094928304

—0.027542148 0.030764948 —0.017859126

0.005518958  —0.034411588  0.041708282

—0.010438754 —0.011892762 —0.005762490

—0.013795975 —0.004627609  0.043919005
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0.107904295  0.0411929591
0.018782271  —0.0410469886
—0.085544968  0.0742892457
—0.010783541  0.0498001731
0.095302866  —0.0002297404
0.028037556  —0.0494961914
—0.086767345 —0.0041460059
—0.008752918 —0.0784332577
0.026490162  0.0144110131

Con matriz de covarianzas

1.970128¢ — 04
8.244535¢ — 05
3.556036¢ — 05
4.640547¢ — 05
52 = | 2.096497¢ — 05
3.208008¢ — 05
6.981985¢ — 05
4.915356¢ — 05

5.132991e — 05

8.244535¢ — 05
3.632135e — 04
7.864472e — 05
5.096683¢ — 05
3.223571e — 05
2.513231e — 05
5.845336e — 05
8.472513e — 05
3.981592¢ — 05
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—0.01683901
—0.02007165
0.02905774
0.02550598

—0.05558376
0.03126217
—0.04944450
—0.15911175

0.02276766 | 72 + a2.

3.556036e — 05
7.864472e — 05
2.014073e — 04
2.438885¢ — 05
2.429835e — 05
2.802399¢ — 05
4.009170e — 05
3.321024e — 05
1.834625e — 05



4.640547¢ — 05
5.096683¢e — 05
2.438885¢ — 05
1.590317e — 04
3.427752e — 06
4.642388e — 05
4.270672e — 05
1.703974e — 05
2.727327e — 05

6.981985¢e — 05
5.845336e — 05
4.009170e — 05
4.270672e — 05
4.526641e — 05
3.008375¢ — 05
2.233403e — 04
2.537630e — 05

2.096497¢ — 05
3.223571e — 05
2.429835¢e — 05
3.427752e — 06
2.319905e — 04

—3.983425¢e — 08

4.526641e — 05
1.850768e — 05
7.928682¢ — 06

4.915356e — 05
8.472513e — 05
3.321024e — 05
1.703974e — 05
1.850768e — 05
2.557080e — 05
2.537630e — 05
2.321524e — 04

3.208008e — 05
2.513231e — 05
2.802399¢ — 05
4.642388¢e — 05
—3.983425¢ — 08
2.622341e — 04
3.008375¢ — 05
2.557080e — 05
1.473063e — 05

5.132991e — 05
3.981592¢ — 05
1.834625e¢ — 05
2.727327e — 05
7.928682¢ — 06
1.473063e — 05
3.370475e — 05
2.169039¢ — 05

3.370475e¢ — 05 2.169039¢ — 05 1.569530e — 04

Posteriormente comprobamos supuestos sobre los residuos.

» Portmanteau-Test (correlacion entre los residuos) La prueba aplicada al modelo ajustado
del portafolio con 3 activos nos devuelve un p-value = 0.07578, por lo que no existe
correlaciéon entre los residuos. La prueba aplicada al modelo ajustado del portafolio con
9 activos nos devuelve un p-value = 0.2161, por lo que no existe correlaciéon entre los

residuos.

» Heterosedasticidad (varianza constante) La prueba aplicada al modelo ajustado del por-
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tafolio con 3 activos nos devuelve un p-value =0.2169, por lo tanto, la varianza de los
residuos es constante. La prueba aplicada al modelo ajustado del portafolio con 9 acti-
vos nos devuelve un p-value =3.595e-09, por lo tanto, la varianza de los residuos no es

constante.

= Test de normalidad multivariada. La prueba aplicada al modelo ajustado del portafolio
con 3 activos nos devuelve un p-value <2.2e-16, por lo que no se cumple el supuesto de
normalidad de los residuos. La prueba aplicada al modelo ajustado del portafolio con
9 activos nos devuelve un p-value <2.2e-16, por lo que no se cumple el supuesto de

normalidad de los residuos.

Los ajustes realizados no son los adecuados ya que no se cumplen todos los supuestos del
modelo, lo ideal seria ajustar otro modelo, sin embargo, esto queda fuera del alcance de esta
tesis y se llevard a cabo en trabajos posteriores.

Una vez ajustados los modelos, procedemos a realizar la optimizacién en ¢ periodos del
C-VaR.

Para el primer portafolio, realizamos la optimizacién en ¢t = 10 dias, con n = 100 escenarios.

Los resultados de la optimizacién estan presentados en la Tabla 4-5 y el comportamiento de

las ponderaciones de cada activo se muestran en la Figura 4-4.

t CVaR-95 % 1 T2 T3

1 ] 0.01022437 | 0.15808820 | 0.3700410 | 0.47187083
2 | 0.01390324 | 0.35786875 | 0.4741624 | 0.16796882
3 ] 0.01622675 | 0.14203093 | 0.4909282 | 0.36704091
4 | 0.01564306 | 0.00000000 | 0.5803126 | 0.41968740
5 | 0.01381699 | 0.34018936 | 0.3756882 | 0.28412240
6 | 0.01438617 | 0.09184933 | 0.8571061 | 0.05104457
7 | 0.01567627 | 0.34214065 | 0.2803439 | 0.37751546
8 ] 0.01669442 | 0.11956333 | 0.5103655 | 0.37007122
9 | 0.01306342 | 0.23189109 | 0.4941629 | 0.27394596
10 | 0.01552463 | 0.18007881 | 0.5746858 | 0.24523540

Tabla 4-5: C-VaR minimo y ponderaciones en cada periodo para un portafolio de 3 activos

Notemos que la dindmica de las ponderaciones del portafolio cambian diariamente y nos
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t=5 CVaR 0.013847
SIMBOA
AMXL
LVERPOLE

t=8 CVaR 0.0166944
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t=9 CVaR 0.0130634
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LIVERPOLC

Figura 4-4: Dindamica de las ponderaciones del portafolio de tres activos durante 10 dias.

indica la cantidad de activo que debemos comprar o vender seglin sea el caso para minimizar
el C-VaR a un nivel de confianza del 95 % en cada periodo.
Para el segundo portafolio, realizamos la optimizacién en t = 10 dias, con n = 100 escenarios.
La dindmica de dicho portafolio se muestra en la Tabla 4-7 y graficamente en la Figura 4-5.
Anélogo para el caso cuando tenemos un portafolio con tres acciones, las ponderaciones
del segundo portafolio cambian diariamente y nos indica la cantidad de activo que debemos
comprar o vender segin sea el caso para minimizar el C-VaR a un nivel de confianza del 95 %

en cada periodo.
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t CVaR-95% | m o T3 T4 s

1 0.00808 0.06611 | 0.07058 | 0.21157 | 0.23171 | 0.05072
2 0.01177 0.06948 | 0.00000 | 0.18379 | 0.01250 | 0.20327
3 0.01118 0.18538 | 0.00000 | 0.18244 | 0.09447 | 0.13324
4 0.01239 0.02777 | 0.06803 | 0.08295 | 0.20937 | 0.28608
5 0.01192 0.13859 | 0.00000 | 0.16091 | 0.12558 | 0.05741
6 0.01158 0.00322 | 0.00000 | 0.09088 | 0.39734 | 0.03561
7 0.01121 0.25854 | 0.00000 | 0.23130 | 0.10163 | 0.25854
8 0.01125 0.00000 | 0.04648 | 0.19592 | 0.07964 | 0.26314
9 0.00940 0.00000 | 0.00000 | 0.02462 | 0.10273 | 0.17811
10 | 0.01096 0.00000 | 0.02151 | 0.07686 | 0.34843 | 0.29600

Tabla 4-6: C-VaR minimo y ponderaciones en cada periodo para un portafolio con 9 acciones

6 7 8 9

0.02975 | 0.00000 | 0.113126 | 0.22640
0.04804 | 0.16170 | 0.186171 | 0.13501
0.07756 | 0.01305 | 0.120420 | 0.19340
0.28455 | 0.02355 | 0.000000 | 0.01768
0.00000 | 0.19573 | 0.288446 | 0.03331
0.09032 | 0.08171 | 0.005361 | 0.29553
0.00000 | 0.03460 | 0.189059 | 0.07451
0.14673 | 0.16225 | 0.094894 | 0.01091
0.14053 | 0.15397 | 0.194664 | 0.20534
0.08065 | 0.00000 | 0.005852 | 0.17065

© 00 O Ui W N |t

—_
=)

Tabla 4-7: C-VaR minimo y ponderaciones en cada periodo para un portafolio con 9 acciones
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t=1 CVaR 0.00808806 t=2CVaR 0.0117759 t=23CVaR 0.0111829
ZLoENT:
MFRISCOA
AL BIMBOA

qﬁé@gw AC

t=4 CVaR 0.0123952 t=56 CVaR 0.0119252 t=6 CVaR 0.0115837

AEROMEX

t=7 CvaR 0.0112143 t=8CvaR 0.0112512 t=9 CVvaR 0.00340518
AM.

t=10 CVaR 0.0109634

Figura 4-5: Dindmica de las ponderaciones del portafolio de nueve activos durante 10 dias.
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Conclusiones

Se mostraron las condiciones en las que se preserva el primer orden estocéstico, el orden
convexo y el orden convexo creciente cuando medimos riesgos, para ello fue importante demos-
trar la extensién de la caracterizacién de L™ a L' de una medida de riesgo invariante en ley y
coherente con la propiedad de Fatou. Fue necesario estudiar algunos conceptos de integrabili-
dad uniforme que se muestran en el Apéndice A, asi como, estudiar la propiedad de Fatou para
medidas de riesgo.

La optimizacion del C-VaR a un nivel de confianza « permite que cualquier inversionista
cree politicas para mitigar el riesgo que pueden generar los comportamientos inusuales de los
activos, asi como la oportuna actuacién para evitar pérdidas significativas. Como se menciond
en los resultados, la dindmica de las ponderaciones del portafolio van cambiando diariamente
lo que nos indica si debemos vender o comprar el diferencial que arroja cada iteracién.

Es recomendable que se simulen mas escenarios para considerar mas casos del comporta-
miento de los rendimientos que constituyen el portafolio. En el caso practico presentado en este
trabajo, el modelo ajustado para las simulaciones no fue el adecuado pues no se cumplieron los
supuestos de normalidad y varianza constante. Por lo que es recomendable cambiar de modelo
para que las simulaciones sean mas exactas y asi tener mayor precision en las ponderaciones de

cada portafolio y de la optimizacién.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Tipos de convergencia

Definiciéon A.1.1. Sea X wuna variable aleatoria y {X,,n > 0} una sucesion de variables

aleatorias en {Q, F, P}, decimos que X,, converge en probabilidad a X (X, —p X) si Ve >0

Tim P ({w]|Xn(w) - X ()| > €}) = 0. (A-1)

Definicién A.1.2. Sea X una variable aleatoria y {X,,n > 0} una sucesion de variables

aleatorias en {Q, F, P}, decimos que X,, converge en L' a X (X,, =1 X) si

lim E[|X, — X|] = 0. (A-2)

n—oo

A.2. Convergencia

Teorema A.2.1. Si{a,} es una sucesion mondtona de nimeros reales, es decir, si an < ani1

0 apy1 < ap paran > 1. La sucesion {a,} converge si y solo si {a,} es acotada.
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A.3. Integrabilidad uniforme

Definicién A.3.1. Sea una familia x C L° de variables aleatorias, decimos que x es unifor-

memente integrable (UI) si

A (;%I;(EHXHHXZK}]) =0. (A-3)

Comenzaremos por la caracterizacion de las familias uniformemente integrables.

Proposicién A.3.1. Una familia x C L° de variables aleatorias es uniformemente integrable

st y solo si,
1. existe C > 0 tal que E[|X|] < C, para toda X € x,

2. para todo € > 0 existe § > 0 tal que para cualquier A € F, tenemos que

P[A] < § — sup E[|X|14] < e. (A-4)
Xex

Demostracion.

UI = 1,2 Asumimos que x es Ul elegimos K > 0 tal que
sup E[| X[l x>r] < 1.
Xex

Ahora

ElIX|] = El|X|1yx1<x}] + Bl X[ x>k < K+ E[|[X[1x151],

Tomando supremo en ambos lados, para todo X, sabemos que supy, E[|X|] < K + 1, por

lo que probamos 1.

Para probar 2, sea ¢ > 0 y utilizamos el supuesto de integrabilidad uniforme de y para

encontrar una constante K > 0 tal que supye, E[|X|1{x|sp] < €/2 Parad = 5% y A€ F, la
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condiciéon P[A] < ¢ implica

El|X1a] =E[| XN alyx<ry] + B[ X[1algx)> k3] (A5)

<KP[A] + E[| X|1{x|>K}] < €

Dado que lo anterior se cumple para todo X € x en particular se cumple para el supremo.

1,2 = UI Sea C > 0 para que se cumpla 1, sea € > 0 y § > 0 para que se cumpla 2. Para

K = %, por la desigualdad de Markov, tenemos que

PIX| > K] < 2 B[X[] <4,

para todo X € x. Por lo tanto, por el inciso 2, tenemos que E[’X’1{|X\2K}] < € para toda

X € xyast supyey E[|X|1{x|>K}] < 0y finalmente

1i E[IX|1 <0.
A (;gg{ [1X] {|sz}]> <0

Teorema A.3.1. Convergencia Acotada Sea {X,, : n > 0} una sucesion tal que X,, < K <
400 y X,, —»p X entonces

B[ X, — X|] = 0.

Demostracion.

Notemos que | X| — K < |X| —|X,| < |X, — X/, entonces;
P(X|>K+m™") < P(|X, — X[ >m™"),

por la convergencia en probabilidad se sigue que P(|X| < K)=1. Sea € > 0
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E[| Xy — X[] = E[| X, — X|[[Xn — X[ > €/2] + E[| Xy, — X[[| X5 — X| < €/2] (A-6)
-6
<2KP(|X, —X|>€/2)+€/2<e¢

para n suficientemente grande.

Teorema A.3.2. Sea {X,,n > 0} una sucesion de variables aleatorias. Lo siguiente es equi-

valente:
1. X,, € L' para todan, X € L' y X,, =1 X,
2. {Xp,n>0} es Uy X, »p X.

Demostracion.

1) = 2) Suponga que X,, —1 X, sea € > 0, por la desigualdad de Chebyshev;

EllXn — X|]

P(X, - X|>¢) < < B[ X, — X]). (A-7)

Por la convergencia en L', tenemos que

Jim P(X, ~ X| > €) < lim BI|X, - X[] =0 "
ltm P(|X, — X| >¢€) =0.
n—oo

Por lo tanto, X, —p X. Ademas, dado € > 0 existe N tal que E[|X,, — X|] < ¢/2 cuando

n > N. Podemos encontrar § > 0 tal que P(A) < § implique:

B[ X[14] < /2, E[[Xyla] <e, n=1l,..,N. (A-9)
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Entonces, paran > N y P(A) <4,
E[|X,|14] < E[| X, — X[] + E[| X|14] < e

Por lo tanto, por el Teorema A.3.2 tenemos que {X,, : n > 0} es UL
2) = 1) Existe una subsucesién (ny) tal que X, — X casi seguramente. Entonces, por el
Lema de Fatou, E[|X|] < liminfy E[|X,,|] < co. Ahora, sea € > 0, existe K < oo tal que, para

toda n,

Consideremos la sucesién uniformemente acotada XX = (—K) Vv X, A K y el conjunto
XK = (-K)Vv X AK. Entonces XX —p X entonces, por la convergencia acotada, existe N
tal que, para n > N,

E[IXE — X&) < ¢/3.

Por lo tanto, para toda n > N,
E[|Xn — X[} < B[ Xallx,56] + EIIX5 = X5+ B[ X|1)x54] < .

Dado que € > 0 fue arbitrario,

lim E[|X, — X|] =0,

n—oo

Por lo tanto, X,, —;1 X. |
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Apéndice B

Cdédigo

B.1. Minimizar CVaR de un portafolio con distibucién Normal

Multivariada

En esta subseccién presentamos el algoritmo que se utilizé para resolver el ejemplo presen-

tado en la seccién 4.4, subseccién 4.5.

library (MASS)
library (plot3D)

Min_CVar<—function (M, S,q, beta)
{
En z guardaremos los valores que cada
iteracion nos dara.
z=NULL
Generamos la muestra de tamano q de los activos.
Y<—mvrnorm (q,M, S)
Obtenemos el numero de activos con el que estamos

trabajando.
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m=length (M)

Generamos la matriz asociada al problema.
Q<—matrix (rep (0, ((q+1)* (mt+2%q+2))),

nrow = (q+1),ncol=(m+2xq+2))

Generamos los coeficientes.

c<—c(rep(0,m),1 ,rep(1/(g*(1—beta)),q),rep(0,q+1))

Llenamos la matriz con los valores de Y generados,
con los coeficientes de las variables Uk
y las variables de holgura Vk.
for (i in 1:q)
{
Qli,]=c(Y[i,],1,rep(0,(mt+2xq+2-m—1)))
Qi ,mt+i+1]=1
Qi ,mtgt+i+1]=-1
}
La restriccion de la suma de x14+x2+4...+xq=1.

Q[(a+1),J=c(rep (1 ,m),rep (0, (m+2%q+2-m)))

Generamos el vector B.
b=rep (0,q+1)
b[q+1]=1

Como el sistema formado por las restricciones no
es canonico, sumamos la ultima restriccion
(x14x24..4+xm=1) a todas las demas.

for (i in 1:q)
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Qli,]=Q[i,]+Q[(aq+1),]
b[i]=b[i]+b[q+1]

Asignaremos una variable artificial para asi
poder tener un sistema canonico.

Q[(q+1) m+2xq+2]=1
coltot=seq(1,length(Q[1,]))

Llamaremos a B, la matriz asociada a la base

de nuestro sistema, cuyas variables seran ul,...

,uq, a(variable artificial).
Tambien construimos el vector de
coeficientes de la base.
col=NULL
B=matrix(rep (0,(q+1)*x(q+1)),(q+1),(q+1))
c¢b=NULL
for(i in 1:q)
{
B[,i]=Q[ ,m1+1i ]
cb=c(cb,c[ml+i])
col=c(col ;mtl1+i)
}
B[, (a+1)]=Q[ ;m+2xq+2]

col=c(col ,m}2xq+2)

cb=c(cb, c [m+2%q+2])
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Obtenemos la inversa de P.

Bl=ginv (B)

Obtenemos una solucion basica asociada a P.

Xb=Bl1 %% %b

Obtenemos la solucion factible.

z=c(z,cb %% %Xb)

Calculos de optimalidad.
aux=cb % * % Bl %=* %Q[,—col]—c[—col]

valoresx=rep (0 ,m)

while (length (which (aux>0))>0 )
{
Seleccionamos las entradas del vector aux
que sean mayores que 0 y obtenemos el
maximo .
mx=max (aux [which (aux >0)])
entrada=which (aux=—mx)
if (length(entrada)>1)
{

entrada=entrada [1]

}

entrada=coltot[—col|[entrada]
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Calculos de factibilidad.

xaux<-Bl %% %Q[,entrada]

W=Xb/xaux

v=min (W[ which (W>0)])

Obtenemos el cociente de los b y los coeficientes
de la variable de entrada y la

variable de salida.

salida=which (W=—v)

Modificamos la matriz de la base y del vector
de coeficientes.

B[,salida]=Q[,entrada]

cb[salida]=c[entrada|

col[salida]=entrada

Obtenemos la inversa de B.

Bl=ginv (B)

Modificamos Xb.
Xb=Bl1 %* %b

Obtenemos la solucion factible.

z=c(z,cb %= %Xb)

if(z[length(z)]>z[length(z)—1])
break

Calculos de optimalidad.
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aux=cb %% %Bl %x* %Q[,—col]—c[—col]

for (i in 1:m)
{
if (length (which(col=i)) !=0)
{

valoresx=c(valoresx ,
Xb[which(col=i)])

}

else{

valoresx=c(valoresx ,0)

Guardamos el valor de las variables corresondientes
a las ponderaciones de cada uno de los activos
y su valor asociado, como tambien el
CVaR optimo
(guardado en la variable 4).
variables=NULL
valores=NULL
for (i in 1:(m+1)) {

if (length (which(col=i)) !=0)

{

valores=c(valores ,col [which(col=i)])

variables=c(variables ,Xb[which(col=i)])
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return(c(z[(length(z)—1):length(z)],valores,variables))

B.2. Ajuste de Series de tiempo y simulaciéon de datos

En esta subseccion presentaremos el cédigo que utilizamos para el ajuste de los modelos de

series de tiempo multivariadas.

RENDIMIENTOS

Cargamos la base que contiene los 9 rendimientos.
Rendimientos <— read_csv('Rendimientos.csv",

col_types = cols(Dates = col_skip()))

Guardamos los nombres de los rendimientos.

acciones<—names( Rendimientos)

Convertimos los datos en una serie de tiempo.

rendimientos<—ts (Rendimientos)

Quitamos la informacion de JAVER ya que la mayoria
de sus rendimientos eran 0.
rendimientos<—rendimientos|[,—c(6)]

acciones<—acciones|[—c(6)]
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Graficamos el comportamiento de los
datos en conjunto
par (mfrow=c (2,5))
for (i in 1:9) {
if(i==9)
{
plot (rendimientos[,i],col="violetred",
ylim=c(—-0.4,0.2),xlim=c(1,450),ylab="" main=acciones[i])
}
else{
plot (rendimientos[,i],col=i,

ylim=c(—-0.4,0.2),xlim=c(1,450),ylab="" main=acciones[i])

Crearemos un portafolio con 3 acciones y
para su construccion nos basaremos en
la correlacion que existe entre ellas.

Para asi crear un portafolio diversificado.

par (mfrow=c (1,1))

corrplot (cor(rendimientos),method = "number")

Seleccionamos las acciones,
BIMBO 1,
AMXL 4,
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LIVERPOL 8.
rend=rendimientos|,c(1,4,8)]

corrplot (cor(rend),method = "number")

Graficamos las series de tiempo.
MTSplot (rendimientos)

MTSplot (rend)

VARselect nos indica el mejor ajuste de un modelo
VAR que podemos crear segun la informacion AIC y BIC.
VARselect (rendimientos ,lag .max = 5)

VARselect (rend ,lag .max = 5)

Ajuste de un modelo VAR(1) para el portafolio de
3 acciones.

model. I<-VAR(rend , p=1, type="const" |,
season=NULL, exogen=NULL)

Ajustaremos el mismo modelo pero con otro comando
pues VARMA nos genera la matriz de coeficientes y
la matriz de correlaciones que utilizaremos

para la simulacion.

modelkk-VARMA(rend ,1,0,include .mean = F)

Parametros del primer modelo (3 acciones).
model$ ARorder

cl<—model$coef
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cl
sl<—model$Sigma
sl

Ajuste de un modelo VAR(1) para el portafolio de
9 acciones.

modell .1<-VAR(rendimientos , p=1, type="const" |,
season=NULL, exogen=NULL)

Ajustaremos el mismo modelo pero con otro comando
pues VARMA nos genera la matriz de coeficientes y
la matriz de correlaciones que utilizaremos

para la simulacion.

modell<-VARMA(rendimientos ,1,0,include .mean = F)

Parametros del segundo modelo (9 acciones).
modell$ARorder

modell$MAorder

c2<-modell$coef

c2

s2<—modell1$Sigma

s2

Comprobar supuestos

1. Portmanteau—Test. (Correlacion entre los
residuales)

Rend (3 activos).
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model. 1. serial<—serial.test (model.1, lags.pt=16,
type = "BG")
model. 1. serial

plot (model.1. serial)

Rendimientos (9 activos).

modell . 1. serial<—serial.test (modell.1, lags.pt=16,
type = "BG")

modell . 1. serial

plot (modell.1.serial)

2. Testing heteroscedasticity (varianza
constante)

Rend (3 activos).

model. 1. arch<—arch.test (model.1, lags.multi=5,
multivariate . only=TRUE)

model.1.arch

Rendimientos (9 activos).

modell . 1. arch<—arch.test (modell.1, lags.multi=5,
multivariate . only=TRUE)

modell .1.arch

3. Testing for normality (normalidad de
los residuos)

#Rend (3 activos)

model.1.norm <— normality.test (model.1,
multivariate . only=TRUE)

model . 1.norm
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#Rend (9 activos)
modell .1.norm <— normality.test (modell.1,
multivariate . only=TRUE)

modell .1.norm

SIMULACION

Obtenemos el utimo valor de las series de tiempo.
x_rend<-rend [length(rend [,1]) ,]

x_rendimientos<-rendimientos [length(rendimientos[,1]),]

Simulacion de n escenarios en un periodo.
Dado que los ajustes de series de tiempo que
se realizaron corresponden a un VAR(1) para
la simulacion necesitaremos el ultimo dato
observado asi como la matriz
coeficientes del polinomio de retraso c,
la matriz de correlacion s.
sim_n<—function (ult_obs,n,c,s)
{
A<—matrix (NA, nrow=n , ncol=length (ult_obs))
for(i in 1:n)
{
Ali,|<—c % %lt_obs+
mvrnorm (1 ,rep (0,length(ult_obs)),s)

}

return (A)
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B.3. Optimizacion del CVaR

En esta subseccién presentamos el algoritmo que se utilizé para la optimizacion del CVaR
de un portafolio, cuando los escenarios fueron simulados una vez ajustado un modelo de series

de tiempo multivariado.

Minimizacion del G-VaR con rendimientos antes simulados.
Min_CVarl<—function (A, beta)
{
En z guardaremos los valores que
cada iteracion nos dara.
z=NULL
Asignamos a la wvariable Y, los escenarios.
antes simulados
Y<-A
Obtenemos el numero de escenarios simulados.
g<—length(A[,1])
El numero de activos que estamos considerando.
m=length (A[1,])
Generamos la matriz asociada al problema.
Q<—matrix (rep (0, ((q+1)* (m+2+%q+2))),
nrow = (q+1),ncol=(m+2%xq+2))
Generamos los coeficientes.

c<—c(rep(0,m),1 ,rep(1/(g*(1—beta)),q),rep(0,q+1))

Llenamos la matriz con los valores de Y generados,
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con los coeficientes de las variables Uk
y las variables de holgura Vk.
for(i in 1:q)
{
Qli,]=c(Y[i,],1,rep(0,(mt+2xq+2—-m—1)))
Qi ,mti+1]=1
Qi mtgt+i+l]=-1
}
La restriccion de la suma de x14+x2+...+xq=1.

Q[(a+1),]=c(rep (1 ,m),rep (0, (m+2%q+2-m)))

Generamos el vector B.
b=rep (0,q+1)
b[q+1]=1

Como el sistema formado por las restricciones no
es canonico, sumamos la ultima restriccion

(x14x24..4+xm=1) a todas las demas.

for (i in 1:q)

{
Q[i,]=Q[1.]+Q[(a+1),]
b[i]=b[i]+b[q+1]

Asignaremos una variable artificial para asi
poder tener un sistema canonico.

Q[(a+1) m+2xq+2]=1
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coltot=seq(1,length(Q[1,]))

Llamaremos a B, la matriz asociada a la base
de nuestro sistema, cuyas variables seran ul,...
,uq, a(variable artificial).
Tambien construimos el vector de
coeficientes de la base.
col=NULL
B=matrix (rep (0,(q+1)*(q+1)),(q+1),(g+1))
cb=NULL
for (i in 1:q)
{

B[,i]=Q[ ,m+1+i |

cb=c(cb,c[m1+i])

col=c(col ;mt1+i)
}
B[, (a+1)]=Q[ ,m+2xq+2]

col=c(col ,m}2xq+2)

cb=c(cb, c [m+2+q+2])

Obtenemos la inversa de P.

Bl=ginv (B)

Obtenemos una solucion basica asociada a P.

Xb=B1 %* %b

Obtenemos la solucion factible.
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z=c(z,cb %% %Xb)

Calculos de optimalidad.

aux=cb % * %Bl %* %Q[,—col]—c[—col]

valoresx=rep (0 ,m)

while (length (which (aux>0))>0 )
{
Seleccionamos las entradas del vector aux

que sean mayores que 0 y obtenemos el

maximo.
mx=max (aux [which (aux >0)])
entrada=which (aux=—mx)
if (length(entrada)>1)
{
entrada=entrada [1]

}

entrada=coltot[—col ][ entrada ]

Calculos de factibilidad.

xaux<-Bl %% %Q[,entrada]

W=Xb/xaux

v=min (W[ which (W>0)])

Obtenemos el cociente de los b y los coeficientes
de la variable de entrada y la variable de salida.

salida=which (W=v)
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Modificamos la matriz de la base y del vector.
de coeficientes

B[,salida]=QJ,entrada |

cb[salida]=c|entrada]

col[salida]=entrada

Obtenemos la inversa de B.

Bl=ginv (B)

Modificamos Xb.
Xb=Bl1 %* %b

Obtenemos la solucion factible.

z=c(z,cb %+ %Xb)

if (z[length(z)]>z[length(z)—1])
break

Calculos de optimalidad .
aux=cb % * %Bl %* %Q[,—col]—c[—col]

Guardamos el valor asociado a cada una de
las variables de
cada activo.
for(i in 1:m)
{
if (length (which(col=i)) !=0)
{
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valoresx=c(valoresx ,
Xb[which(col=i)])

}

else{

valoresx=c(valoresx ,0)

Guardamos el valor de las variables corresondientes

a las ponderaciones de cada uno de los activos

y su valor asociado, como tambien el

CVaR optimo (guardado en la variable 4).
variables=NULL
valores=NULL
for (i in 1:(m+1)) {

if (length (which(col=i)) !=0)

{

valores=c(valores ,col [which(col=i)])

variables=c(variables ,Xb[which(col=i )])

}

Para dar un mejor formato de salida ,
almacenamos los datos anteriores en un
data.frame.

resvar<—c("z_ opt",variables)
resval<—c(z[length(z)], valores)

res<—data.frame(var=resvar ,val=resval ,
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stringsAsFactors = F)

return(res)

B.4. Optimizaciéon en t periodos

En esta subseccion presentamos el algoritmo que se utilizé para la optimizacién, en t perio-
dos, del CVaR. Para ello, primero necesitamos que se generaran n escenarios iniciales para asi,

ir iterando y generar los datos con la dependencia de los datos inmediatos anteriores (VAR(1)).

Optimizacion del CVaR en t periodos,
con n escenarios en cada periodo
a un nivel beta. Para poder correr
esta funcion, necesitamos previamente
generar n escenarios en t=1 con la funcion
sim n.
sim_nt<—function (nsim,t,c,s,beta)
{
Obtenemos el numero de escenarios.
n<—length (nsim[,1])
Obtenemos el numero de activos.
n<—length (nsim [1,])
Optimizamos el CVaR en el primer
periodo.
optim<—Min_CVarl (nsim , beta)
Guadramos las variables que arroja
la optimizacion.

variables<—optim$var
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Guardamos los valores de las variables
antes mencionadas.
valores<—optim$val
Llevamos acabo el ajuste en los t—1
periodos restantes.
for (i in 2:t) {
naux<—matrix (NA, nrow=n , ncol=m)
for(j in 1:n)
{
Simulamos para cada escenario, los rendimientos
del siguiente periodo
naux|[j ,]<-sim_n(nsim[j,],1,c,s)
}
nsim<—naux
Optimizamos el CVaR para cada periodo.
optim<—Min_CVar(nsim , beta)
Guardamos las variables y los valores que
se obtienen en la optimizacion.
variables<—c(variables ,optim$var)
valores<—c(valores ,optim$val)
}
Regresamos la dinamica del comportamiento de las
politicas y del CVaR.
Res<—data.frame(var=variables ,val=valores ,
stringsAsFactors = F)

return (Res)
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Grafica de la optimizacion
grafica_t<—function (optim,m,t ,nom)
{
La optimizacion la guardamos en una
matriz, en donde cada renglon contiene
la politica optima que minimiza el CVAR
en cada periodo (desde 1 hasta t).
Mc—matrix (rep (0, t*m) ,nrow=t , ncol=m)
n<—1
cvar<—optim [which (optim|[,1]==(m+1)),2]
for (i in 2:length(optim[,1]))
{
if (optim[i,l]=="2z_opt")
{

n=n-+1

}
par (mfrow=c (2, floor (t/2)))
Graficamos la dinamica de las politicas en cada tiempo.

for(i in 1:t)

{
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pie(M[i,],col=2:(m+1)
,labels=nom, radius=2,
main=paste("t=",i,"CVaR",

signif(cvar[i])))

En este ultimo apartado mostraremos como se corrieron cada una de las funciones antes

mostradas.

Para las primeras 3 acciones
beta=0.95

t<—10

nom3<—c ( "BIMBOA" , "AMXL", "'LIVERPOLC")

simulaciones<—sim_n(x_rend,100,cl,sl)

simulaciones

beta=0.95

t<—10

optimizaciont<—sim_nt(simulaciones ,t,cl,sl, beta)
optimizaciont

grafica_t (optimizaciont ,3,t,nom3)

Para 9 acciones

beta=0.95

t1<-10

simulaciones_l<—sim_n(x_rendimientos ,100,c2,s2)

optimizaciont_l<—sim_nt(simulaciones_1,t1,c2,s2, beta)
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grafica_t(optimizaciont_1,9,t1,acciones)
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