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Introduccion

Nuestro objeto de estudio serd R junto con la medida de Lebesgue \. Le
dotaremos de una nueva topologia que es mas fina que la usual y, para poder
definirla, desarrollaremos el concepto de densidad de un punto de un conjunto

medible. Diremos que la densidad de x € R en un medible M C R es

d(x. M) = Tim MM N [x—h,x+h])
h—0+ 2h

Y

donde A es la medida de Lebesgue. Informalmente hablando, esto es una forma
de medir qué tan “concentrado” es M en z [16], por lo que preguntarse por el
limite de las razones de la medida de lo que se queda dentro del medible tiene
sentido. La nueva topologia, 7, contendra justamente a los medibles que estan bien
concentrados en sus propios puntos, en otras palabras, M € 7 si para todo punto
x € M, d(z, M) = 1; bajo esta condiciéon diremos que x es punto de densidad de
M. A este conjunto de puntos lo denotaremos por ®(M). En el primer capitulo se
demuestra que todo medible es casi tgual al conjunto de sus puntos de densidad,
siendo este el famoso Teorema de Densidad de Lebesgue.

Existe otra forma de definir esta topologia y se puede encontrar en [17]; en
el capitulo 2, se muestran los resultados necesarios para afirmar que es lo mismo
trabajar con la definicién que presentamos que con la otra, asi como también se
demuestra que esta topologia es completamente regular pero no normal, siendo
el Teorema de Lusin-Menchoff [9] pilar de esta prueba (y también en resultados
posteriores). También, se investiga como se comportan el interior y derivado en
esta topologia, visto de manera conjuntista y también en términos de funciones
en R, donde esto ultimo nos ayudara a probar que el nuevo espacio es conexo.

Ademas, probaremos que los nulos coinciden con los densos en ninguna parte, los




conjuntos de primera categoria y los cerrados discretos en este nuevo espacio. Ve-
remos consecuencias inmediatas de esto tales como el hecho de que esta topologia
es hereditariamente Baire, entre otros.

En el capitulo 3, investigaremos otras propiedades que cumple esta topologia
no tan inmediatas, como lo es la condicion de la cadena contable. También se
estudiaran propiedades de compacidad interesantes que pueden tener algunos
subespacios, como ser cocompacto [1], hereditariamente Lindel6f, Hausdorff por
colecciones, k-compacidad, etcétera [20].

Finalmente, en el capitulo 4, se vera la relacion que hay con este espacio
y la Teoria de Conjuntos; esto lo usaremos para demostrar la existencia de un
espacio regular, hereditariamente Lindelof, no separable y de Baire, asumiendo
la Hipétesis del Continuo. Investigaremos la consistencia e independencia con
los axiomas de la teoria de conjuntos y algunas propiedades que puede tener el
espacio en cuestion, asi como las funciones cardinales en este.

Cabe recalcar que para este trabajo, numerable significa ser de tamano N,
mientras que contable significa numerable o finito. Ademas diremos que un sub-
conjunto de R es medible como abreviacion de Lebesgue-medible.

La mayor parte de las demostraciones presentadas son citadas con su corres-
pondiente autor, sin embargo en este trabajo se pretende hacer esas pruebas mas
digeribles asi como rellenar huecos de algunas. Algunas otras pruebas son propias,
no obstante derivadas de los trabajos ya hechos.

Como podra notar el lector, se espera que tenga conocimientos sélidos en las
areas de Topologia, Teoria de la Medida y Teoria de Conjuntos. A pesar de esto,
se tratdo de que cualquier alumno de la licenciatura con dichos conocimientos,
pueda leer esta tesis y entender su contenido.

En el apéndice colocaremos los resultados importantes de cada una de las
areas mencionadas antes, teniéndolos so6lo como referencias, por lo que no las

probaremos.
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Capitulo 1

Definicion de la topologia

1.1. Introduccion

A lo largo de este trabajo, nuestro objeto de estudio serd R pero con una
topologia mas fina que la usual. En [6] se introduce el concepto de funciones
aprozimadamente continuas y en [10], Goffman y Waterman le dan una nueva
topologia a R para que estas funciones también resulten continuas; de hecho en
[9] se demuestra que esta es la topologia mas gruesa que cumple lo anterior. Lo
que nos atafie, sin embargo, no es este concepto, sino el estudio de dicha topologia,
la cual resulta que es rica en propiedades interesantes que responden a algunas
preguntas concernientes a la teoria de la medida y a la Topologia por supuesto.
Por ejemplo, en [17], se resuelve la duda: jexiste una topologia para los reales
cuyos Borelianos resulten ser los Lebsegue-medibles?, en contraste con el hecho
de que los Borelianos de la topologia usual no son todos los Lebsegue-medibles.

El concepto esencial que usaremos para definir la topologia es la densidad de
un punto en un medible, y es una forma de medir qué tan “concentrado” esta
en un medible. Para hacer eso, podemos ir tomando intervalos centrados en ese
punto, haciéndolos cada vez mas pequenios, por lo que la razén entre la medida
de lo que se queda del medible y el tamano del intervalo nos da una forma de

medir eso. Mas precisamente, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.1. Sea M C R medible. Decimos que M tiene densidad d en un

punto x st

., AMnN[z—h,x+h))
lim
h—0+ 2h
existe y es igual a d. Denotamos por d(x, M) a este valor. También, definimos
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O(M) como el conjunto de puntos en R tales que d(x,M) = 1. En este caso

decimos que x es punto de densidad en M.

De esta manera, si un punto es de densidad en un medible, es porque los
intervalos tienden a quedarse casi contenidos en el medible, de alguna manera

estan “casi” dentro del medible.

Ejemplo 1.2. Sea M = (a,b). Entonces si x € R\ cl(M), d(xz, M) = 0, mientras
que todos los puntos de M son de densidad en M. En este caso ®(M) = M. Ob-
servemos que d(a, M) = d(b, M) = 3, lo que podemos interpretar informalmente
como que a y b estdn concentrados por igual tanto en M como en su complemento

por igual.

Ejemplo 1.3. Sea M = (0,1) U (1,2). Evidentemente d(1, M) = 1, por lo que
no es cierto que todo punto de densidad pertenece al medible. Por otro lado si
N =10,1) entonces d(0, N) = % con lo que tampoco es cierto que todo punto de
un medible sea de densidad. Es decir, en general no se tiene que M C ®(M) ni

(M) C M.

Antes de definir la topologia, demostraremos un teorema relevante a lo largo
de este trabajo pues nos ayudara a entender mejor el espacio, ademas de que nos

dice lo que nuestra intuicion espera.

1.2. Teorema de Densidad de Lebesgue

Lo que nos asegura el Teorema de Densidad de Lebesgue es que cualquier
medible, esta “concentrado” en casi todos sus puntos y que, los puntos en donde
este se concentra, es casi todo el medible; en otras palabras, casi todos sus puntos

son de densidad. De manera precisa:

Teorema 1.4. (Teorema de Densidad de Lebesgue, TDL) Sea M C R
medible. Entonces A\(MAP(M)) = 0.

Existen numerosas demostraciones de este teorema (la mas clasica es de Ox-
toby en [16]), sin embargo presentamos la prueba dada por Faure en [7] que resulta

mas elemental e ingeniosa. Primero probaremos un lema técnico.




1.2 Teorema de Densidad de Lebesgue

Lema 1.5. Sea f : [a,b] — R continua y U C [a,b] abierto en R. Si
Up={z €U : existey >z tal que (x,y) CU y f(z) > f(y)},

entonces Uy es abierto. Mds ain, si (c,d) es una componente (Teorema B.1) de

Uy, entonces f(c) < f(d).

Demostracion. Para la demostracion de la primera parte del lema, notemos que
si v € Uy existe y > x tal que (z,y) C Uy f(xz) > f(y). Como f es continua
existe § > 0 tal que para toda z € (r — 0,z +9), f(2) > f(y). Mas atin, podemos
pedir que  +0 <y y (z —d,z + ) C U. Veamos que (z — 6,z + d) C Uy. Sea
z € (x — d,z + 6), entonces, como x + 0 < y vy (x,y) C U, (z,y) C U. Por lo
que f(2) > f(y), es decir, z € Uy, por lo tanto Uy es abierto. Ahora, sea (c,d)
una componente de Uy. Observemos que si probamos que para toda z € (c,d),
f(z) < f(d), acabamos por continuidad. Sea pues = € (¢,d). Como [z,d] es

compacto y f continua,
s =max{z € [z,d] : f(z) < f(x)}

estd bien definida. Veamos que s = d. En caso contrario, s < d, entonces f(d) >
f(z). ademés, dado que s € Uy, existe y > s tal que (s,y) C Uy f(y) < f(s).
Si pasara que s < y < d, tendriamos que f(y) < f(s) < f(z), lo que entrarfa en
contradiccién con la maximalidad de s. Asi, s < d < y y ademds f(y) < f(s) <
f(x) < f(d), lo que por definicién nos lleva a d € Uy, pues (d,y) C (s,y) C U,
que es una contradiccién pues (¢, d) es una componente de Uy. Luego, s = d, por

lo que f(d) > f(x) como queriamos. |

Ahora, antes de la demostraciéon del teorema, comprobaremos la medibilidad
de algunas funciones que nos daran la libertad de trabajar y preguntarnos por la
medida de ®(M), con M medible. A pesar de que no es necesaria la medibilidad

de M, lo haremos asi pues en el futuro nos ayudaran estos lemas.

Notacion. Si X; A C R son medibles, con \(A) > 0, definimos la densidad

media de X en A como
AMXNA)

DX, 4) = =5
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También definimos la densidad inferior derecha de M en x como

Dy (M, z) = liminf D(M, [x,x + h]).
h—0+
Anélogamente definimos la densidad inferior izquierda D_ (M, x).
Lema 1.6. Sean A C R medible, a € R y h > 0. Entonces
(1) p(x) = D(A,[x,x + h]) es continua en R y
(2) q(x) = D(A, (a,z)) es continua en (a, o)

Demostracion. (1) Sean zg € Ry € > 0. Sea y tal que |zg—y| < 2 y, sin pérdida

de generalidad, que zy < y. Tenemos que
[ACA N [0, 20 + h]) = AMAN [y, y + h])| = [MAN 2o, y]) = MAN 20 + h,y + R])]

t——1 —1

T Y xo+ h y+h

De esta manera tenemos que

AR i) AANy R

Ip(z0) — p(y) N .

(2) Sea zg > a. Es claro que, dado n € N,

A@4ﬂ(mab»<<A@4m(mxo+;3)<:A@4m(mxo+§3)

1 = 1 =
To+ . —a To+ . —a To— @

Y

y con ello lim,, o D(A, (a,z9 + 1)) = D(A, (a,x)), y de manera andloga
lim, 00 D(A, (a, 20 — £)) = D(A, (a, x)). Esto es suficiente para decir que ¢
es continua en (a, 00).
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Observacion 1.7. Si (ay)nen Y (bn)nen Son sucesiones cuyos elementos son me-
nores o iguales a 1, con a, > 0, y a, + b, — 2, entonces a,, — 1 y b, — 1.
Esto es pues dada € > 0, existe N € N tal que sin > N, |1 —a,| =1—a, <
l—a,+1—-0b,<[2—a,—b,| <e.

Lema 1.8. Sean M C R medible y v € R. Entonces x es punto de densidad en
M siy sélo si Do (M,x)=D_(M,z) = 1.

Demostracion. Supongamos que Dy (M,z) = D_(M,z) = 1. Como el limite

inferior siempre es menor o igual que el limite superior y

MM N[z —h,z+h)

lim su <1,
h4)0+p 2h -
basta ver que lim inf},_,q+ %@hﬂh]) > 1. En efecto, por propiedades del limite

inferior

D,(M,z)+ D_(M,z) AM N[z — h,x+ h])

1= < lim inf )
2 h—0*t 2h
. . . AMn[z—h.z+h]) _
Por otro lado, si x es un punto de densidad en M, entonces limy, o+ =——F—— =
1, por lo que, por la Observaciéon 1.7,
AMND |z —h A(M N h
o AMIO e =ha) o AMOfmath)
h—0+ h h—0+ h
lo que termina la prueba. [ ]

Lema 1.9. Sea M C R medible. Entonces gy(x) = Dy (M,z) es medible. Lo
mismo para hy(x) = D_(M, z).

Demostracion. Observemos que gy (x) = limy oo (inf{D(M, (x,x+h)) : 0 < h <

£1). Asi, si hacemos
1
gn(x) =f{D(M,(z,x+h)):0< h < ﬁ}
1
= inf{D(M, (z,x + h)) : 0 < h < —, h racional},
n

y por el Lema 1.6 y Teorema B.2, son medibles. Luego, como ¢, — g, gu €S

medible, de nuevo por Teorema B.2. [ |
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Observacién 1.10. Justo el lema anterior nos dice que ®(M) es el conjunto de
puntos tales que la densidad baja por la izquierda y derecha en M son iguales a 1.
Ast podemos concluir que ®(M) es medible pues es la interseccion de la imagen

inversa de un medible con funciones medibles.

Finalmente podemos demostrar el famoso teorema aprovechando que ya sa-

bemos como caracterizar los puntos de densidad mediante una funciéon medible.

Demostracion. (del TDL) Observemos primero que, para cualquier medible E,

B(E)\ EC (R\ E)\ &R\ E). En efecto, si = € B(E) \ E,
ARN [z — h,z + h])

1= lim
ho0+ o2h
g MEN =Rt h) L ARNE)Ofe— bz +h])
h—0+ 2h h—s0+ o
14 m MEBAEINE—h o4 b))
h—0+ oh

por lo que x ¢ ®(R\ E) y por lo tanto x € (R\ E) \ ®(R\ E). De esta manera,
basta con que probemos que, para cualquier medible M C R, A(M \ ®(M)) = 0.
Supongamos pues que A(M \ &(M)) > 0. Sean

At={zxeM:D (M,z) <1},
A-={reM:D_(M,z) < 1}.

Asi, por el Lema 1.9, ambos son medibles. Mas atn, por la Observaciéon 1.10,
M\ ®(M) = AT U A, y por lo tanto A(AT) > 0 6 A(A™) > 0. Supongamos
sin pérdidad de generalidad que A(A™) > 0. Entonces AT = U, ey An, con 4, =
{z e MN(-n,n): Dy(M,z) < ;25 }. Probemos entonces que cada A, es nulo.
Consideremos f : [-n,n] — R dada por

n
x.
n—+1

f(x) = XM N (=n,x)) -

La funcién f es continua pues si x <y, f(y) — f(z) = A(M N (2,y)) — 15y — ).

Sea € > 0. Veamos que A\(4,,) < ne. Como A, C (—n,n), existe U abierto tal
que A, C Uy AMU) < A(A,,)) + € (Teorema B.3). Sea pues Uy con en el Lema
1.5. Afirmamos que A, C Uy. En efecto, sea x € A,, entonces existe h > 0
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suficientemente pequeno tal que w <Y (x,x+ h) C U, por lo que

AMNO(=n,z+h)) = ANMN(—n,z)) < (z— (x—h)), luego f(x) > f(x+h)

n+1
y por consiguiente x € Uy. Sean pues (¢, d) las componentes de Uy. Dado que

fler) < fdi), A\(M N (g, di)) < niﬂ(dk — ¢x). De esta manera

neN neN

=3 =) = 5 Yo (d - o) = —AU) < (AL +o).

sennt+1 neN n+1 T+l

De aqui que A(4,) < ne, y como fue una e arbitraria, tenemos que A(A4,) =0, lo
que es una contradiccién de la suposicion A(A1) > 0, por lo que terminamos la

prueba. [

Con este poderoso resultado, podremos extraer importantes propiedades to-
poldgicas a nuestro espacio, que estamos por definir.

1.3. La Topologia de Densidad

Definimos la siguiente relacion de equivalencia: A ~ B si y solo si AAB es un

conjunto nulo. Veamos algunas propiedades de ®.
Teorema 1.11. Sean A, B C R medibles. Entonces
(1) B(4) ~ 4,

(2) Si A~ B entonces (A) = (B),

(3) ®0) =0y ®(R) =R,

(4) ®(ANB) = d(A)N&(B) y

(5) Si A C B, entonces ®(A) C ®(B)

Demostracion. (1) Esto es justamene el TDL.
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(2) Para cualquier x € R, dado que A\(AAB) = 0, ocurre
MAN [z — h,x+ hl])

d(z,A) = lim
h—0+ 2h
. AMA\Bn[z—hx+h]) MNANBN[x—h,x+h])
= lim +
h—0+ 2h 2h
, AMB\ANn[x—hx+h]) MANBN[x—h,z+h])
= lim +
h—0+ 2h 2h
B ABN[z—hx+h])
B hlgg)l+ 2h = d B),

por lo que x € (A) siy sélo si z € O(B).

(3) Se sigue de limy,_,o+ /\(00[9357:1%]) =0y
lim AR N[z = h,z+ h]) _ lim AM[x — h,x + h]) _
h—0+ 2h h—0+ 2h

para todo x € R.

(4) Siz € ®(AN B), como

MANBN[x—h,z+h]) < MAN[z —h,z+h]) MBN[x—h,z+ h]) 1
2h - 2h ’ 2h -

ocurre que x € $(A) N ®(B). Ahora supongamos que = € ®(A) N P(B). Sea
I =[x —h,x+h], con h > 0. Entonces A(I\ (ANDB)) =AI)—AXINANDB).
Pero AM(I\(ANB)) < AI\A)+A(I\B)y conello \(I)=ANINANB) < \(I)—
AMINA)+XI)=NINB), conlocual A\(INA)+ANINB)—A(I) < AN(INANB)
y por lo tanto

INA INB INANB
A(m)+A(m) 1<)\(m m)<1

2h 2h - 2h -

y por hipétesis la parte izquierda tiene a 1. Asi, x € (AN B).

(5) Por (4),si AC B, ®(A)N®(B) =P(ANB) = P(A), luego (A) C ¢(B).
|
Con estas propiedades demostradas, ya podemos definir la esperada Topologia

de Densidad. Haremos que un abierto sea un medible tal que todos sus puntos

sean de densidad. Concretamente tenemos:




1.3 La Topologia de Densidad

Teorema 1.12. La familia T = {M C R medible : M C ®(M)} es una topologia

para R. Ademds, T es mds fina que la topologia usual.

Demostracion. Es claro que 0,R € 7 por (2) del Teorema 1.11. Ahora, sean
A,B € 7. Entonces AN B C ®(A)NP(B) = P(ANB), asi que ANB € 7.
Sea A C 7 una familia arbitraria. Como A C ®(A), para todo A € A, UA C
Usesa ®(A) € ®(UA), pues ®(A) € ®(UA) por el teorema anterior. De esta
manera 7 es topologia. Finalmente si tenemos que A es un abierto euclidiano,
para cada = € A existe n € N tal que sim > n, [z — %,x—l— %] C Ay por lo tanto
d(z,A) = 1. [

De ahora en adelante, (X, 7) (o simplemente X) serd R dotado de esta topo-
logia. Algo interesante y 1til de esta topologia es que la podemos ver en términos

de ® salvo algo de medida cero.
Proposiciéon 1.13. 7 = {®(M) \ N : Mes medible y N es nulo}

Demostracion. Sea E € 7. Entonces E = EN®(E) = &(F) \ (®(F) \ £). Por el
TDL, ®(F) \ E es nulo y E es medible, por lo que tenemos una contencion.

Ahora, consideremos ®(A) \ N con A medible y N nulo. Por la Observacion
1.10, ®(A) \ N es medible por lo que sélo falta ver que ®(A) \ N C &(P(A) \
N). Primero observemos que como ®(B) ~ B, &(®(B)) = ®(B) para cualquier
medible B. Ademé&s, como N es nulo, si z € X\ N pasa que

AX N[z —h,z+h])

1= lim
h—0+ 2h
— m AMX\NN[x—h,z+h]) +/\(Nﬁ[:1c—h,x—|—h])
h—0+ 2h 2h
~ lm /\(X\Nﬂ[x—h,x%—h])'
h—0+ 2h

Por consiguiente x € ®(N), es decir X'\ N es abierto y luego X\ N C &(X\ N).

Ya con esto notemos que
B(A) \ N C B(A) N B(X\ N) = B(D(A)) N B(X\ N) = B(D(A) \ N),

por lo que ®(A)\ N € 7. [
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Ejemplo 1.14. En este espacio, los irracionales pasan a ser abiertos y los racio-
nales cerrados, se pierde este denso euclideano numerable: si M = X\Q, entonces

tenemos que ®(X) \ Q = M, por lo que M es un abierto y por lo tanto Q es un

cerrado esta vez.
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Capitulo 2

Propiedades basicas

En este capitulo indagaremos en la esencia de la topologia. La primera pre-
gunta que resulta natural hacerse cuando tenemos un espacio es ;qué axioma
de separacion cumple? Probaremos que (X, 7) llega a ser completamente regular
pero no normal.

Otra cosa que nos gustaria saber es como caracterizar el interior y la cerradura
de cualquier conjunto en X, para tener una idea mas concreta de cercania en este
espacio. Usaremos niicleos medibles para dar esta descripcién.

Después estudiaremos a los nulos desde el lente de la nueva topologia y descu-
briremos que tienen una gran importancia en la estructura del espacio. Los nulos
resultaran ser justamente los cerrados discretos y también los densos en ninguna
parte del espacio en cuestion, arrojandonos hechos tales como ser hereditariamen-
te Baire, no ser ni primero ni segundo numerable, etc.

Finalmente caracterizaremos a los puntos interiores, exteriores y de acumu-
laciéon de un conjunto medible mediante funciones continuas en R. Con ello ten-
dremos algunas propiedades sobre los borelianos de X, resolviendo la pregunta:
.existe una topologia de R tal que los borelianos generados son exactamente los

Lebesgue-medibles?

2.1. (X,7) es Completamente Regular (Tycho-
noff, Ty, )

Para probar que esta topologia es completamente regular usaremos el teorema

de Lusin-Menchoff y otros dos de Zahorski. Estas demostraciones las obtenemos

11



2. PROPIEDADES BASICAS

gracias a Goffman [9] y Zahorski [22], que en realidad se puede generalizar a R™,
sin embargo la demostracion en el caso de R™ con n > 1 se escapa de los objetivos

de este trabajo.

2.1.1. Teorema de Lusin-Menchoff y Lemas de Zahorski

A lo largo de esta seccién, trabajaremos con la topologia usual de los reales
Para ver un enfoque mas general de los siguientes resultados puede consultarse

Los siguientes tres lemas nos dicen que es posible meter un conjunto perfecto
entre dos subconjuntos especificos de manera conveniente.

El primer lema afirma que si tenemos un punto de densidad de un boreliano
entonces existe un perfecto que contiene a tal punto y esta contenido en el bore-
liano. El segundo lema, en lugar de tener un punto, supone un conjunto contable
donde todos sus puntos son de densidad en un boreliano y cuya cerradura esta
contenida en ese mismo boreliano. Finalmente, el tercer lema concluye lo mismo
pero ahora teniendo un cerrado contenido en un medible. Después de demostrar
estos tres lemas, probaremos el teorema de Lusin-Menchoff, que es una unién
de los resultados anteriores, concluyendo la existencia del perfecto y ademas con

informacion topoldgica que sera bastante ttil méas adelante.

Lema 2.1. Sea B C R boreliano, y sea x € B tal que d(x,B) = 1. Entonces

existe un conjunto perfecto K con v € K C B.

Demostracién. Denotaremos por I, al intervalo [z — %,x + %] Debido a que

d(z,B) =1, lim,,_, ’\(AE({?HI)”) = 1y, por consiguiente, existe n € N tal que A(B N
I,) > 0. Mas atn hay una cantidad infinita de intervalos que cumplen esto.
Ademéas BN 1, = {x} UUpsn(B N (I \ Ix41)), entonces existe k, > n tal que
AB N (I, \ Ix,+1)) > 0. Por lo anterior podemos suponer que para toda n € N,
AB N (I, \ In+1)) > 0. Por el Teorema del conjunto perfecto para Borelianos
(ver Teorema A.1), existe un conjunto perfecto P, C BN (I, \ I,4+1), para cada
n € N. Sea K = {2} UU, ey Pn. Evidentemente z € K C B. Afirmamos que K
es perfecto. En efecto, por un lado tenemos que K C der(K) pues dado y € K,

siy € P,, para algiin n € N, existe una sucesién en P, \ {y}, que converge a y; si

12



2.1 (X, 7) es Completamente Regular (Tychonoff, T} %)

y = x, simplemente nos tomamos un punto en cada P, y esa sucesion convergera
a x, pues los intervalos estan anidados. Por otro lado, sea y € R tal que hay una
sucesion (y,)neny C K, distintos de y, que converge a y. Si algiin P, contiene una
infinidad de elementos de la sucesion, podemos construir (y,, )xen subsucesion en
P que converge a y, pues P es compacto, de aqui que y € P, C K. En otro caso

(Yn)nen converge a z, lo que concluye la prueba. |

Observacion 2.2. Notemos que de la demostracion anterior, podemos escoger

una n suficientemente grande para que, dada una k € N, diam(K) < diam(I,) <
1

PR

Lema 2.3. Sea B C R conjunto de Borel y sea C' subconjunto contable de B
tal que cl(C) C B y d(x,B) = 1, para toda x € C. Entonces existe un conjunto
perfecto K tal que C C K C B.

Demostracion. Sea C' = {z,, : n € N}. Para cada n € N, sea K, perfecto tal que
z, € K, C By diam(K,) < = (Observacién 2.2). Sea K = cl(C) U U,y K.
Probemos que K es perfecto. Por un argumento similar al lema anterior, si z € K,
para algin n € N, z € der(K); si x € cl(C) \ C, es claro que x € der(C) y por lo
tanto = € der(K); si x € C, z = x, y también tenemos que x € der(K). Ahora,
sea y € der(K). Entonces hay una sucesién (y,)nen C K \ {y} que converge
a y. Si existe una infinidad de naturales n tales que y, € cl(C) entonces hay
una subsucesién en cl(C') que converge a y (para esto simplemente ordenamos
el conjunto (Y, )nen N cl(C) con los indices en forma creciente) y por lo tanto
y € cl(C). Supongamos que hay una infinidad de y,, en U,ey K. Si existe una
i € N tal que hay una infinidad de y, en K; entonces existe una subsucesién
(Yn, Jken que converge en K;, por lo tanto y € K; C K. Por otro lado, si cada K,
contiene una cantidad finita de y,,, podemos construir una subsucesion (y,, )ren
tal que |z — yn,| < % (sin pérdida de generalidad podemos suponer que hay al
menos un término de la sucesién en cada K,; tomamos n = méx{l € N : y; €
Ky N (Y )ken} y ponemos a y, como el k-ésimo término), luego (zx)ren converge

a y, y concluimos que y € cl(C) C K. Asi K es perfectoy C C K C B. |

13
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Lema 2.4. Sea M C R medible y sea F' C M cerrado tal que d(x, M) = 1, para
toda x € F. Entonces existe un conjunto perfecto P tal que FF C P C M.

Demostracion. Es un hecho conocido que todo cerrado en R es la union de un
conjunto perfecto y uno contable (Teorema A.2). Asi pues, ' = K U C, donde
K es perfecto y C contable. Dado que M es medible, existe G C M conjunto
F, tal que A(M \ G) = 0 (Teorema B.4) y ademés, si A = GUF, Aes I, y
por lo tanto boreliano con A ~ M. Con esto ®(A) = (M), luego, para toda
x € F, d(x,A) = 1. En particular para toda = € C, d(z, A) = 1. Es claro que
cl(C) Cc F C A. Usando el Lema 2.3, existe K; perfecto tal que C' C K; C A. Si
hacemos P = K U K7, tenemos que P es perfecto (Teorema A.3) y ' C P C M,

como queriamos. |

Teorema 2.5 (Lusin-Menchoff). Sea E C R un conjunto medible y sea F C E
un conjunto cerrado tal que d(x,E) = 1, para toda v € F. Entonces eziste un

conjunto perfecto P tal que
(a) FCPCEy
(b) d(z, P) =1, para toda x € F.

Demostracion. Por el Lema 2.4, existe B perfecto tal que F' C B C E. Para cada
n € N sea

1 |
Rn:{xeR: 1<p(x,B)§}ﬂE’,
n

n—+
donde p(z, B) = inf{d(x,y) : y € B}. Supongamos que U, ey R, UB = E (esto es
por comodidad pues le encontraremos un subconjunto perfecto a U,cy Rn U B).
Sabemos que pg(x) = p(z, B) es continua, luego cada R, es un boreliano y por
lo tanto medible. Asi pues, para cada n € N, existe F,, C R, cerrado tal que
AMR,) — 3= < A(F,). Con esto, como cada cerrado es unién de un perfecto y un
contable, hay P, C F, C R, perfecto tal que A(R,,) — 5= < A(P,) < A(R,). Sea
P =U,en P U B. Veamos que este es el perfecto que buscamos.

Evidentemente F' C P C E. Ahora, sea p € P. Si p € P,, para algin n € N,

todo abierto que tenga a p interseca a P, en un punto distinto de p y por lo tanto

interseca a P en un punto distinto de p. Si p € B, el argumento es el mismo.
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Por otro lado, sea p € der(P). Sea (z,)neny C P\ {p} sucesién que converge a
p. Si existe n € N tal que hay una infinidad de términos de la sucesion en P,,
entonces hay una subsucesion de (z,),en contenida en P, que converge a p; luego
p € P, C P. Pasa lo mismo si hay una infinidad de términos de la sucesién en
B. Supongamos entonces que hay una cantidad finita de elementos de la sucesién
(n)nen en cada P, y en B; podemos construir una subsucesion (x,, )ken tal que
P, N (2, )ken tiene a lo més un elemento. De esta manera (p(z,, , B))ren converge
a 0y, como pp es continua (Teorema A.4) y (x,, )ren converge a p, pp(p) =0, es
decir p € B.

Por tltimo, demostraremos que para todo x € F, d(x,P) = 1. Sea = € F.

Para cada n € N, sea I,, = [z — %,x + %] Si existe £ € N tal que I, C B, como

r € F CBCP,dzP)=lim, ’\()\}anl)") = 1. En caso contrario, para cada

J € N existe n; € N tal que si n < nj,
LiNR, =0y Ry, NI #0, (2.1)

es decir elegimos el menor indice para el cual pasa que R, NI; # (. Como estamos
suponiendo E = U,y R, U By P = U,y P U B, para todo j € N

> 1
ATV (BN P) ( U A, \P) = > MRAP) <
n>n; n=n;
Luego, como A([; N E) — A(I; N P) = X(I; N (E\ P)),
MILNE)<XI;NnP)+ oy (2.2)
Por 2.1, existe y € I; N R, y cumple p(x,y) > —~ pues v € F' C B, por lo
tanto A(I;) > m. Por eso y por 2.2 tenemos que
(L) AI;) o 2IA() A(Z;) 2nit
y, dado que ,Ztll — 0,
ANENT; ANPNI;
1=d(z,F)= lim (ENL) _ lim (PO L) =d(z, P),

oo M) s M)
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con lo que obtenemos el resultado.
|

Usaremos dos lemas dados por Zahorski y la demostraciones puede ser con-
sultadas en [22]. No lo probaremos pues se escapa del objetivo de la tesis. Para

nuestros fines, definiremos una funcién aproximadamente continua como sigue.
Definicién 2.6. Sea f: R — R funcion.

(1) Decimos que el limite aproximado de f a xy es L si existe S C R tal que

(SN [zo— hyzo + A))
lim
h—0+ 2h

=1

ylUm, . zes f(xz) = L. En tal caso se escribird appry—., f(x) = L.

(2) Decimos que [ es aproximadamente continua si para cada xy € R,
applimx—mof(x) - f(:L’o)

Observemos que las funciones continuas de X a cualquier espacio topolégico
son justo las funciones aproximadamente continuas. Para un estudio méas concre-
to de estas funciones puede consultarse [10] y [6]. El lema nos dice que podemos
“separar” cierto tipo de conjuntos cuya unién es R mediante una funcion aproxi-

madamente continua.

Lema 2.7. Para cada conjunto E T-abierto y F,-euclideano, existe una funcion
f: R — R aproximadamente continua tal que 0 < f(z) < 1 para toda x € E y
f(z) =0 para toda x ¢ E.

El préximo lema nos dice que si tenemos a los reales separados en conjun-
tos adecuados, de nuevo los podemos separar por una funcién aproximadamente

continua.

Lema 2.8. Sean Ry, Ry y H subconjuntos de R disjuntos por pares tales que
(a) RiUR,UH =R y

(b) RiUH y Ry UH son T-abiertos y Fy-euclideanos.

Entonces eziste una funcion aprozimadamente continua f : R — R tal que f(z) =

0,sizx€R;0< f(r)<lsizeH;yf(r)=1six € R,.
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2.2 T-interior

2.1.2. Demostracion
Teorema 2.9. (X, 7) es completamente regular.

Demostracion. Sean xy € Xy F C X 7-cerrado tal que xy ¢ F. Sabemos que F'
es medible, entonces existe un Gg-euclideano G tal que F C Gy M(G\ F) =0y
zo ¢ G (Teorema B.4). Sean Ry = G, Ry = {zo} y H = X\ (R1UR3). Observemos

que son ajenos por pares 'y
u Rl U R2 UH = R,

» Ry UH es T-abierto pues Ry UH = X\ {2y} es abierto euclideano, ademaés,

es un F,-euclideano y

» Ry UH = X\ G es t-abierto: (X\ G)U (G \ F) =X\ F es T-abierto y
MENF)AXNG)) = MG\ F)U(F\G)) = 0, luego B(X\ F) = &(X\ G)
con lo que tenemos X\ G C (X\G)U(G\F) C &(X\ F) = &(X\G). Més

aun, es un F,-euclideano pues es el complemento de un Gs-euclideano.

Asi, por el Lema 2.8, existe una funcién aproximadamente continua f tal que
fly) =0siye R =G, y0< fly) <lsiye H,y f(zg) = 1, con lo que

tenemos el resultado. [ ]

Observaciéon 2.10. Notemos que podemos cambiar xo por un cerrado euclideano.

Esta fue la demostracion dada por Goffman en [10], quien lo manejé de manera

mas general.

2.2. T-interior

En esta secciéon analizaremos como es el interior de un conjunto cualquiera en
X. Un concepto importante que nos ayudara a esto es el nicleo medible de un
conjunto, que informalmente es un conjunto medible “maximal” contenido en el

conjunto.

Proposicién 2.11. Sea A C R un arbitrario. Fzxiste B C R medible tal que
B C Ay AB)=M\(A).

17
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Demostracion. Para cadan € N, sea B, C A medible tal que A\(B,,) > A (A)— 2.
De esta manera, si B = Upey Bn, A(B) > A(A) > A(B). Por lo tanto A(B) =
A (A). |

De esta manera, tenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.12. Dado A un conjunto cualquiera, definimos un nicleo medible
de A como un medible B C A tal que \(B) = \.(A).

Observaciéon 2.13. FEl nicleo medible de un conjunto no necesariamente es ini-
co. Sin embargo, si Iy y Fy son niucleos medibles de A entonces Fy ~ Fy pues
AF) < MFLUFy) < AN(A) = A(F1). Luego A\(Fy) = A(F1 U F) y por lo tanto
A(Fy \ F1) = 0. Andlogamente \(Fy \ Fy) = 0. Esto nos dice que ®(Fy) = ®(Fy).

Con lo anterior, podemos dar una descripcion de int,(A) en términos de ni-
cleos medibles y de .

En el resto de la seccién, dados x € X'y h > 0, haremos [, = [x — h,x + h].
La siguiente proposiciéon da una condicién suficiente para que un punto esté en
el interior de un conjunto. Recordemos que por la Observacién 1.10, ®(M) es

medible para cualquier medible M.

Proposicién 2.14. Sea A C X y sea B C A un nicleo medible.

An[z—h,z+h))

(1) Sixz e A es tal que limy,_,or 2t S =1, entonces x € AN P(B).

(2) AN®(B) C X es medible y AN®(B) C P(AND(B)).

A (AN[z—h,z+h))

(3) Siz € A es tal que limy, o+ 2=

=1, entonces x € int,;(A).

Demostracion. (1) Veamos que si h > 0 entonces A\.(ANI;,) = A(BNI}). Sabemos
que A(BN 1) < A(ANI), pues A es mondtona (Teorema B.5). Ademéds
MANT) +M(AN\ 1) < M(A) = X(B) = ANBNI,) + AXB\ I,). Entonces

0 < AM(ANTR) = AB\ In) S AMBN L) = A(AN 1),
con lo que \,(AN 1) = A(BNI). Por ello,

1— lim M(AN [z —h,x+ hl) _ lim ANBN[x—h,z+ h]) _ d(x.B).

h—0+ 2h h—0+ 2h
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(2) De la misma forma que en (1) y por el TDL, tenemos que
MAND(B)) =ANBNP(B)) =AB).
Asi,
(AN D(B)) < X'(9(B)) = N®(B)) = \(B) = (AN &(B)),
es decir, AN ®(B) es medible. Ahora, veamos la contencion.

Sean x € AN®(B) y h > 0. Demostraremos que A\(BN1,) = AN(AN®(B)N1y),
pues de esta manera obtendremos que

d(z, AN ®(B)) = lim AMAN®(B) N [z — h,z + h))

=1.
h—0t 2h

Observemos que

MAN®(B)NI,) = A(ANS(B)N 1, \ [®(B)\ B]) por el TDL
AN®(B) NI\ [(X\ ®(B)) U B]
AN®(B)NI,N B)

®(B)NBNI,)

®(B)YNBNI,)+ AN[B\®(B)|NI)

)
)

De aqui que AN ®(B) C (AN P(B)).

(3) Por (1) y (2) tenemos el resultado.

Finalmente, obtenemos una descripcion del interior bastante agradable.

Teorema 2.15. Sea A C X y sea B C A un nicleo medible. Entonces
int;(A) = AN ®(B).

Demostracion. Por la proposicién anterior, AN ®(B) C int.(A). Ahora, sea = €

int,(A). Como éste es abierto, x € ®(int,(A)) luego lim;,_,o+ W = 1. Por

otro lado, si h > 0,

Mint-(A) N 1) _ A(int(A)01) _ M(AND) _
2h N oh - 2h -
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, A (Aﬂ[h)
luego limy,_,g+ =5,

AN®(B). |

= 1. Por lo tanto, por (1) de la proposicién anterior, = €

Observacién 2.16. Si A C X es medible, int,.(A) = AN P(A). Mds ain, todo

medible no nulo tiene interior no wvacio.

Ejemplo 2.17. Q es denso en ninguna parte: ya sabemos que Q es cerrado; por
otro lado int,(Q) = QN ®(Q) =0, pues Q es nulo.

2.3. 7-derivado

Investigaremos el derivado de un conjunto para darnos una idea mas concreta
de la cerradura en este espacio. Para empezar usaremos un lema meramente

técnico.

Lema 2.18. Si M C X es medible tal que A(M) < oo y B C X cualquiera.
Entonces

AM) =X (M\ B)+ M\(MnNB). (2.3)
Demostracion.

AM) = N(M\ B) = A(M) — inf {\(G) : G 2 M\ B medible}
=AM)—-mf{\NG): M DG DM\B, con G medible}
= ANM)—inf{\( M\ F): F C Mn B medible}
=sup {\(F) : F C M N B medible}
= M\(M N B).

Esto es suficiente para caracterizar a un punto de acumulacion, como veremos

a continuacion.

Teorema 2.19. Sean A C X y x € X. Entonces

> 0.

(A .
S d@TT(A) st Y sélo si limsup A ( N [IE h,l’ + h])
h—0+ 2h
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2.3 7-derivado

., . . *(ANI
Demostracion. Primero supongamos que x € X es tal que limsup;,_, 5+ A(A0Ln)

2h
N (ANT,)
2h

0, entonces limy,_,¢+ = 0. Por el lema anterior, si h > 0,

N (AN T) + A((XN A) N 1y) = A(Ip) = 2h,

luego,

A(ENA) U{z}] N 1y)

Y

donde la ultima igualdad viene de

AN A) O ) + A(fay 0 1) < AKX\ A) U {a}] 0 ).

Usando (3) de la Proposicién 2.14, obtenemos que x € int.((X\ A) U {z}), con
lo que podemos concluir que x ¢ der,(A), pues int, (X\ A)U{z})NA\{z} = 0.
Note que si suponemos que z € int,((X\ A) U {z}), podemos concluir que

*(ANI
limsupi)\( N 1)

=0
h—0+ 2h

haciendo los pasos inversos en la demostracion anterior. Asi, s6lo nos resta obser-
var que si x ¢ der,(A) entonces = € int,((X\ A)U{x}). En efecto, si x ¢ der,(A),
existe U € Ttal quex € Uy UNA\{z} =0, porloquez € U Cc X\ AU{z}. N

Observacion 2.20. Si A C X es medible, entonces ®(A) C der,(A) C cl,(A).
También cabe destacar que la cerradura de cualquier conjunto es medible pues los

abiertos son medibles.

Ejemplo 2.21. De nuevo, usaremos a Q como ejemplo. Veamos que Q es cerrado
con una prueba diferente. Sélo basta con observar que si x € X\ Q,

i sup (@O 2 =+ 1)

=0.
h—0t+ 2h

Con el Teorema 2.19, podemos decir algo acerca de la cerradura de dos sub-

conjuntos, uno contenido en el otro, con la misma medida exterior y acotados.

Proposiciéon 2.22. Sean E C F C X subconjuntos tales que F es acotado y
N (E) = X (F). Entonces der.(F) = der,(F)
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Demostracion. Sea x € der,(F'). Primero observemos que si tenemos un intervalo
[ — h,x+ h], con h > 0, entonces \*(F N[z —h,x+h]) = \(EN[z—h,x+h]).
Sabemos que N*(F' N [x — h,xz + h]) > X (E N[z — h,x + h]) por monotonia; por

otro lado, es un hecho conocido (Teorema B.6) que
N(E)=X(EN[z—h,a+h])+ X (E\[zr—h,x+h])y
N(F)=X(FN[z—hx+h])+X(F\[x—hx+h]),
asi, como F' es acotado, tenemos

N(EN[x—h,z+h]) —X(FN[zr—ha+h])
=XN(F\[x—h,x+h]) = XN(E\[r—h,z+h]) >0,

lo que nos da la igualdad.

De esta manera, como x € der,(F'), ocurre que, por Teorema 2.19,

MN(EN[z—h,z+ h]) N(FN[x—h,x+h])

1i =1 > 0,
o 2h Hsup 2h
luego x € der,(E). |

Ejemplo 2.23. Para cualesquiera a,b € X, con a < b, se cumple que
cl-(a,b) = [a,b].

En efecto, por la proposicion anterior, \*((a,b)) = X*([a,b]), asi que der,(a,b) =
der,|a,b] = [a,b], donde esta ultima igualdad es por Teorema 2.19 y d(a, [a,b]) =

1 =d(b,[a,b)). De esta manera cl.(a,b) = (a,b) Uder,(a,b) = [a,b].

2.4. Nulos en (X, 7)

En esta secciéon estudiaremos los conjuntos de medida cero, siendo muy impor-
tantes para la topologia. Primero, observemos que el hecho de que QQ sea cerrado

en X, no es casualidad.

22



2.4 Nulos en (X, 7)

Observacion 2.24. Si B C X es un conjunto nulo entonces es cerrado. En
efecto, sea x € X\ B. Para toda h > 0,

AX N[z —h,z+h])

= lim
h—0+ 2h

~ m )\(Bﬂ[:c—h,a:—l—h])+)\(X\Bﬂ[x—h,:c+h])
h—0+ 2h 2h
. )\(X\Bﬂ[x—h,:chh]) P

= i, o — A X\ B)

Es decir x € ®(X\ B). Por lo tanto B es cerrado.

El siguiente teorema caracteriza a los conjuntos nulos, siendo exactamente los
cerrados discretos. Mas atn, son justamente los conjuntos de primera categoria.

Esto es parte fundamental en lo que resta del trabajo.

Teorema 2.25. Las siguientes condiciones son equivalentes para Y C X:
(1) Y es un conjunto nulo,

(2) Y es denso en ninguna parte,

(3) Y es de primera categoria,

(4) Y es cerrado discreto.

Demostracion. (1) — (2):SiY esnulo, por la observacién anterior, Y es cerrado.
Ademés Y ~ (). Entonces ®(Y) = ®(()) = (). Por lo tanto por la Observacién 2.16,
int, (cT(Y)) =int,(Y)=Y NdY) = 0.

(2) — (3) : Es claro.

(3) — (1) : Supongamos que Y = U,en An, con A,, denso en ninguna parte.
Tenemos que, para cada n € N, ) = int,(cl7(A,)) = cl-(An) N P(cl (A,)). Asi,
como cl,(A,) = [clT(An)ﬂ(I)(clT(An))} U [CZT(An)\Q)(clT(An))} y por TDL, ¢l (A,)
es nulo y por lo tanto A, lo es. Luego Y es nulo.

(1) — (4):SiY es nulo, por la Observacion 2.24, Y es cerrado. Ademads, para
today € Y, Y\ {y} es nulo y por lo tanto cerrado. De esta manera (X\Y)U{y}

es abierto y entonces {y} es abierto en Y, es decir, Y es discreto.
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2. PROPIEDADES BASICAS

(4) = (1) : SiY es cerrado discreto y es tal que A(Y') > 0, existe W C Y no
medible (Teorema B.7). Por un lado W no puede ser cerrado pues, de lo contrario,
su complemento deberia ser medible por como esta definida la topologia. Por otro
lado, como Y es discreto, W es cerrado en Y y por lo tanto cerrado en X, lo cual

es una contradiccion. Entonces Y es nulo. [ ]

Con estas ttiles equivalencias tenemos muchas propiedades que podemos des-
cartar facilmente en X.

Corolario 2.26. X no es ni separable ni primero numerable ni Lindeldf, por lo

tanto tampoco es metrizable.

Demostracion. Por el teorema anterior anterior, todo nulo es cerrado discreto, por
lo que X no puede tener un denso numerable. Ademas, si X tuviera un punto x con
base local numerable, entonces existiria un conjunto numerable que contiene a x
y siendo este un punto de acumulacién de tal conjunto (simplemente tomamos un
punto de cada vecindad de la base local), lo que contradice que todo numerable
es discreto. Finalmente, notemos que el conjunto de Cantor es nulo y por lo tanto
es cerrado discreto en X. De esta manera X no puede ser Lindel6f pues contiene

un cerrado discreto no numerable [ |

Observacion 2.27. Dado que X no es primero numerable, tampoco es sequndo

numerable.

Enseguida probaremos que X es hereditariamente Baire, no sin antes hacer
una observacion acerca de subespacios densos en ninguna parte y la preservacion

de esta propiedad en todo el espacio.

Observacion 2.28. Si Y es un espacio y B C A C Y con B no vacio denso
en ninguna parte en A entonces es denso en ninguna parte en Y : si existe V. C
cly (B) abierto no vacio, entonces ) # ANV C ANcly(B) = cla(B) lo que es
una contradiccion.

Observemos de la prueba anterior que si ademds A es abierto, B es denso en

ninguna parte en A si B es denso en ninguna parte en Y .
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2.5 (X, 7) es conexo y no es normal

Una consecuencia de todo lo anterior es que todos los subconjuntos de X son
Baire.

Corolario 2.29. X es hereditariamente Baire.

Demostracion. Sea'Y C X un subespacio. Sea (C),),en familia de cerrados densos
en ninguna parte en Y. Entonces por la Observacion 2.28 también son densos en
ninguna parte en X, por lo que son nulos y por lo tanto C' = ,,en Oy €s nulo y
por consiguiente es cerrado discreto en X. Si existe z € inty (C), entonces existe
un abierto en Y, U tal que x € U C C'; por otro lado existe un abierto en X, V,
talquex € Vy VNCO\{z} =0. Asi {z} = (V NY)NU es abierto en Y, lo que
es una contradicciéon, pues existe n € N tal que z € C), y C,, es cerrado denso en

ninguna parte, con lo que acabamos la prueba. |

2.5. (X,7) es conexo y no es normal

Podemos caracterizar los puntos interiores, exteriores y de acumulacion de
manera interesante mediante una funcién continua. Esto nos ayudard a ver la
conexidad de X, asi como ver la relacion de algunos subconjuntos con la topologia

usual de R.
Teorema 2.30. Para cada M C X medible, sea
fue) = [ty
Entonces
(1) zo € int, (M) siy sélo si fi(xg) =1 yxg € M,
(2) xo € ext (M) siy solo si fr(xo) =0yxe€e X\ M,y

(8) xo € der (M) si y sélo si una de las derivadas laterales de fy; en xq es

distinta de 0.
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Demostracion. (1) Por Teorema 2.15 y Observacién 1.7 tenemos que

To € mtT(M)
)\(M N [ZL‘Q - h,ZEO + h])

si v sOlo si lim =lyaxge M
y h—0+ y %o

2h
AM N [0 —h A(M h
siy sélosi lim ( (M0 o ; %0)) + (M N [zo, w0 + ])) _ 5
h—0t h h

A(M 0 [0 — h, o)) A(M 0 [z, 2o + h])

iysolosi I 11— I
sly sblosi lim ; lim :
0 t)dt zoth o (4) dt
siy solosi lim Jag-nxar ()t _ 1= lim Jrg " Xar (t)dt
h—0+ h h—0+ h
si y s6lo si lim fru(0) = fu(zo = 1) =1= lim far(xo + h) — fu(xo)
h—0t h h—0~ h

siy s6lo si f,(zg) = 1.

(2) xo € ext, (M) siy sblo si zg € int, (X \ M) siy solo si

=1
h—0+ 2h

)\(MO[ZU —h,zo —‘th
2h

y 29 € X\ M siy sélo si limy,_,o+ = 0siy solo si fj,(zg) = 0.

(3) Las dos derivadas son 0 si y sélo si f,(xo) = 0 siy sélo si

timsup N L0 [0 = oo+ 1)) (o A0 [0 — hy o + B)

=0
h—0+ 2h h—0t 2h

si y solo si, por Teorema 2.19, o ¢ der,(A).

Lo primero que podemos ver con estas equivalencias es la conexidad.

Observacion 2.31. Notemos que fy; es continua pues

|far(w) = fau(y)| S MM |z -y

Corolario 2.32. (X, 7) es conezo.
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2.5 (X, 7) es conexo y no es normal

Demostracion. Si existiera A # () T-abierto con X\ A 7-abierto, entonces, por el
teorema anterior, f es 1 en Ay 0 en X\ A. Pero, por el Teorema de Darboux (si
h : [z,y] — R es derivable, entonces h’ tiene la propiedad del valor intermedio),
fy tiene la propiedad del valor intermedio, por lo que existirfa x € X tal que

fi(x) = 3, lo que es una contradiccién. |

Ahora veamos como se relacionan los borelianos de X con la topologia usual
de R.

Proposicién 2.33.
(1) Los conjuntos de Borel de X son exactamente los conjuntos Lebesque medibles.

(2) Todo conjunto de Borel de X es un Gg-euclidiano y por lo tanto también lo

es en X.

(8) Todo abierto reqular en X es un conjunto de Borel euclidiano. Mds ain, es

un Fys-euclidiano (interseccion contable de conjuntos F ).

Demostracion. (1) Ya que todo T-abierto es medible, todo boreliano de X tam-
bién lo es. Ahora sea M medible. Por la Observacién 2.16, M N ®(M) es
abierto, mientras que M \ ®(M) es cerrado por la Observacién 2.24. Asi,
como M = [M N®(M)|U[M \ &(M)], también es boreliano.

(2) Sea M boreliano de X. Por (1), es medible, por lo que existe una sucesién
(Un)nen de abiertos euclidianos tal que M C N,en Un ¥ A(Mnen Un \ M) = 0.
Hacemos U}, = Ui \ (Npen Un \ M), de esta manera U, = M con Uj, abierto

pues es un abierto menos un cerrado. Es decir, M es Gs-euclidiano.

(3) Sea A = int,(cl;(A)). Veamos que A = {z € X : f)(x) = 1}. Sabemos que
cl;(A)\ A es denso en ninguna parte pues int,(cl.(A)NX\ A) = int.(cl,(A))N
int;(X\ A) = Anint,(X\ A) = (). Por el Teorema 2.25, cl,(A) \ A es nulo
y por lo tanto f4 = fu, (a)(Teorema B.8). Usando el Teorema 2.30, podemos

decir que

A=int,(cl;(A)) = {z € c(A) : fu (a)(x) =1} = {z € cl(A) : fi(x) = 1}.
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Ademas, si xg ¢ cl.(A), por (3) del Teorema 2.30, f%(xo) = 0, es decir,
zo ¢ {v € X: fi(x) = 1}. Asi, {z € X: f)(x) = 1} C ¢l (A), lo que nos
lleva a

{r € X: fix) =1} = {a € clo(A) : f4a) = 1},

pues la otra contencién evidentemente se da. Luego

A={zeX: fi(z) =1}

fale + o) = fal) | 1}
= X: -1 < =5,
nDNngn{xe % n

meZ

es un boreliano y en particular un F,s-euclideano.
|

Con (3), ya podemos mostrar que X no es normal, prueba dada por Scheinberg
en [17].

Corolario 2.34. (X,7) no es normal.

Demostracion. Primero veamos que si tenemos dos abiertos ajenos A y B en un
espacio topoldgico cualquiera, entonces int(cl(A)) Nint(cl(B)) = (). En efecto,
si x € int(cl(A)) Nint(cl(B)) = int(cl(A) N cl(B)), existe U abierto tal que
x € U C c(A) Ndc(B), por lo que U N A es un abierto no vacio contenido
en cl(A) Ncl(B), por lo que UN AN B # (). De esta manera, por (3) de la
proposicion anterior, concluimos que si dos conjuntos estan separados por dos
T-abiertos, entonces también los podemos separar con dos borelianos estandar.

Ahora, consideremos el conjunto de Cantor usual, € (el que resulta de dividir el
segmento unitario en tres partes de manera inductiva). Es un hecho conocido que
todo conjunto no numerable de R contiene un no boreliano (Teorema B.9). Asi
pues, sea M tal conjunto contenido en €y sea N = €\ M. Como € es nulo, también
lo son M y N, por lo que ambos son 7-cerrados. Si M y N son separados por dos
T-abiertos, entonces también los podemos separar con dos borelianos estandar,
supongamos que A es el boreliano tal que M C A. Luego, esta contencién es

propia y por lo tanto AN N # (), lo que es una contradiccién. |
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2.5 (X, 7) es conexo y no es normal

Sabemos que un abierto regular es un abierto A, tal que A = int(cl(A)). Algo
que podemos decir del tamano de RO(X) (el conjunto de abiertos regulares) es
que, como al menos tiene a los intervalos abiertos usuales, 2% < |RO(X)|. Por
otro lado, sabemos que la topologia usual tiene tamafio 2% (Teorema A.5); de
esta manera, como cada abierto regular es un F,s euclidiano, |RO(X)| < 2%. En

conclusion tenemos el siguiente
Corolario 2.35. |RO(X)| = 2%,

Los abiertos regulares en este espacio son bonitos, pues se ven como abiertos

sin “impurezas”, lo que se formaliza en la siguiente proposicion.
Proposicién 2.36. A C X es abierto reqular si y solo si P(A) = A.

Demostracion. Por la Observacion 2.20 y la Observacién 2.16, si A es abierto

regular, entonces
O(A) Cel.(A)NP(A) C el (A)NP(cl(A)) =int, (cl,(A)) = A C P(A),

por lo que ®(A) = A. Para la otra direccién, como ®(A) = A, A es abierto y por
lo tanto ¢l (A) \ A es un cerrado de interior vacio, por lo que también es nulo.
De esta manera ®(A) = ®(cl,(A)). Luego

A Cint,(cly(A)) = el (A) N B(cl (A)) = el (A) N B(A) = B(A) = A,

lo que concluye la prueba. |

Este resultado es interesante pues nos dice que el algebra de los abiertos
regulares de X, RO(X), se puede ver de la siguiente manera: sabemos que si
tomamos dos medibles A y B, tales que A ~ B entonces ®(A) = &(B), por 1.11,
pero también sabemos que ®(P(A)) = ®(A). En otras palabras, dos medibles
que difieran en un conjunto de medida cero, tienen asociado un mismo abierto
regular. Es decir, el dlgebra RO(X) es el dlgebra de los medibles médulo nulos.

También es curioso comparar este conjunto de abiertos con la topologia, pues
por la Proposicion 1.13, los abiertos se ven de la forma ®(M)\ N, con M medible y
N nulo. Asi, para conseguir un abierto regular, simplemente tomamos un abierto

y le pegamos el nulo correspondiente.
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Capitulo 3

Otras propiedades

3.1. X satiface la ccc

El objetivo de esta seccion, como bien dice el titulo, es demostrar que X tiene
la condicion de la cadena contable; es decir, cualquier familia de abiertos ajenos
dos a dos, es contable, propiedad que uno debe preguntarse con naturalidad si
se cumple cuando se esta enfrentando a un nuevo espacio. Con ello podremos
escribir a los subconjuntos de X de una manera particular.

Antes, recordemos algunos conceptos importantes. Una medida de Borel en
un espacio topolégico (Y, o) es una medida p en B(o) (o-dlgebra més pequena
que contiene a o) que es localmente finita, es decir, para cada y € Y existe una
vecindad U € B(o) con p(U) < 4o0o0. Ademds, el soporte de una medida, pu,
es el conjunto de puntos y € Y tales que para todo abierto U que contiene a
y, w(U) > 0. También recordemos una definicion relevante acerca de familias y

puntos en un espacio.

Definiciéon 3.1. Una familia A de subconjuntos de un espacio Y se llama punto-
finita si cada punto y € Y pertenece a una cantidad finita de elementos en A.
El siguiente lema se debe a Gardner [8], y nos dice que si tenemos una familia
punto-finita, bajo las condiciones adecuadas, sélo una cantidad contable de sus
elementos son no nulos. Esas condiciones por suerte las cumple X y podremos

probar que tiene la ccc facilmente.

Lema 3.2. Sea (Y,8, 1) un espacio de medida, con p una medida o-finita. Si
A C 8 es familia punto-finita, entonces p(A) > 0, para una cantidad contable de

elementos en A.
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3. OTRAS PROPIEDADES

Demostracion. Sean'Y,, C Y tales que Y = U,en Yo v p(Yn) < +00. Veamos que,
si A'={Ae€A:u(A) > 0}, entonces
1
A= {AeA:u(AmYn) > }

m>1 m
neN

Por un lado, si A € A", 0 < p(A) = p (Upen ANY,) <30° n(ANY,), entonces
existe n > 1y m > 1 tales que % < u(ANY,). Por otro lado, si A € A es tal que
w(ANY,) > L para algunos enteros positivos m, n, entonces 0 < p(ANY,) <
(Ut AN Ya) = p(A).

Supongamos que A’ es no numerable. Entonces uno de los uniendos de A’
tiene una infinidad de elementos, es decir, existen mg, ng enteros positivos tales
que hay una infinidad de elementos (Ap)neny con p(A, NYy,,) > mio Conside-
remos a B = Mooy Uie, (Ax NY,,). De esta manera, como para toda k € N,
w (U, (AxNYy)) > mio, u(B) > mio, por lo que B # (), lo cual es una contra-
diccién pues si existe x € B, entonces x pertenece a una infinidad de Aj’s pero

A es punto-finita. |

Es suficiente pedir que el soporte de una medida de Borel sea todo el espacio

para garantizar que tiene la ccc.

Corolario 3.3. Sea p una medida de Borel o-finita en (Y,0). Si'Y es el soporte

de p, entonces Y satisface la ccc.

Demostracion. Si'Y es el soporte de u, entonces todo abierto cumple que tiene
medida estrictamente positiva. Asi, si A es una familia de abiertos disjuntos dos a

dos, en particular es familia punto-finita y por lo tanto es a lo mas numerable. H
Corolario 3.4. X satisface la ccc.

Demostracion. Es claro que A|g(-) es un medida de Borel o-finita en X. Ademas
para cada x € X, si x € U con U abierto, existe h > 0 tal que z € (x—h,x+h) C
U, por lo que el soporte de A|g(-) es X. Luego X tiene la ccc. |

El corolario que sigue nos da una descripciéon de un subconjunto cualquiera
en X, en términos de un subespacio ccc y un cerrado discreto, que nos resultara
util después. Este hecho fue probado por F.D. Tall [20].
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3.2 X es cocompacto

Corolario 3.5. Todo Y C X es la union de un ccc y un cerrado discreto.

Demostracion. Observemos que Y = [Yint,(cl(Y))]U[Y N (cl(Y)\int,(cl-(Y)))].
Es un hecho conocido que la propiedad cce se hereda a abiertos y densos (Teorema
A.6), por lo que el primer uniendo es ccc: int,(cl.(Y)) es abierto y Y Nint(cl(Y))
es denso en int,(cl-(Y)). Ademds, como cl.(Y)\ int.(cl.(Y)) es denso en ninguna
parte, Y N (cl,(Y) \ int-(cl,(Y))) también lo es, por lo que es cerrado discreto y

tenemos el resultado. [ |

Observacién 3.6. Notemos que la union Y = [Y Nint(cl(Y))]U[Y N (cl(Y)\

int,(cl,(Y)))] es disjunta y el subespacio ccc es abierto en Y.

Sorprendentemente, para que un subconjunto sea nulo, basta con que sea

discreto, pues tenemos el siguiente corolario.
Corolario 3.7. Todo subespacio discreto de X es cerrado.

Demostracion. Dado un subespacio discreto, por el corolario anterior, es unién
de un ccc y un cerrado, por lo tanto el primero es un conjunto contable y por

consiguiente cerrado. |

3.2. X es cocompacto

En esta seccion veremos lo que es una cotopologia y lo que es ser cocompacto.
Con estos conceptos probaremos que X es cocompacto. La razén por la que nos
serd importante ver esto es porque nos ayudara a probar que el espacio es a-
favorable, ademas de ser interesante por si misma. La nocién de cotopologia,

naci6 del trabajo de J. de Groot, en [5].

Definiciéon 3.8. Sea (Y, o) espacio topoldgico. A una topologia o* le llamamos

cotopologia de o (yY* = (Y,0%) es el coespacio de Y') si
(1) o* Coy

(2) para cada punto x y cada o-vecindad cerrada V' de z, existe una o-vecindad

U dex tal que U CV y U es o*-cerrado.
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S1Y es reqular, la sequnda condicion puede cambiarse por
(2)’" Cada punto x tiene una base local cuyos elementos son cerrados en Y™*.

Observacion 3.9. Es claro que cualquier topologia es cotopologia de si misma.
Notemos ademds que si 0* es una cotopologia de o, entonces cualquier topologia

a con o C a C o es una cotopologia de o.

Como bien se menciona en [1], el origen de la teminologia “co” viene de la
forma original de definirse la cotopologia, tomando complementos: sea (Y, o) un
espacio regular y sea U una familia de cerrados tal que cada punto en Y tiene una
base local de vecindades cerradas contenida en U. Entonces U* = {Y\U : U € U}
es justo una cotopologia. No profundizaremos en ello pues no es parte de nuestro

objetivo.

Definicién 3.10. Dada cualquier propiedad P que se le pueda atribuir a un es-
pacio, decimos que Y es co-P si existe un coespacio Y* de 'Y tal que Y™ tiene la

propiedad P.

El siguiente teorema se debe a H. E. White dada en [21].
Teorema 3.11. (X, 7) es cocompacto.

Demostracion. Veamos que 7" = {U € 7. : (X\ U, 7.|x\v) es compacto} es una
topologia. Sean A, B € 7*. Entonces AN B tiene complemento compacto pues es
unién de dos compactos; del mismo modo, si A C 7 arbitraria no vacia, tenemos
que X\ UA = Nxea(X\ A) es un cerrado contenido en un compacto, por lo que
UA € 7. También notemos que 7" C 7, pues los abiertos euclidianos son abiertos
en X. Ahora probemos que (X, 7*) es compacto. Sea U cubierta 7*-abierta de X y
sea U € U cualquiera. Existe una subfamilia finita Uy C U tal que X\ U C U Uy,
por lo tanto Uy U {U} es subcubierta finita de X.

Finalmente, veamos que 7% es una cotopologia para (X, 7). Sea z € X y V una
vecindad 7-cerrada de x. Podemos suponer que V' esta acotada pues de lo con-
trario, intersecamos V' con el intervalo [z — h,x + h|, para algin h > 0, y lo que

resulta es una vecindad 7-cerrada. Como V' es medible, por el Teorema 2.5, existe
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3.3 X es fuertemente a-favorable y pseudocompleto

P perfecto euclidiano (y por lo tanto cerrado euclidiano), tal que z € P C V
y d(z, P) = 1, es decir, z € int.(P), por Observacion 2.16. Luego, (P, T.|p) es

compacto y por lo tanto P es 7*-cerrado, lo que concluye la prueba. [

3.3. X es fuertemente a-favorable y pseudocom-
pleto

En esta seccion probaremos que X cumple dos propiedades de completez muy
particulares, es a-favorable y pseudocompleto. Veamos lo primero.

El siguiente juego es mejor conocido como el juego de Choquet, y fue in-
troducido por G. Choquet en [4], quien también introdujo el concepto de a-
favorabilidad. Sean Y cualquier espacio topolodgico, y o y [ dos jugadores con 3
el primero en tirar. Primero [ escoge un abierto no vacio. Después podemos tener
dos juegos ligeramente diferentes:

(1) el movimiento de cada jugador es escoger un abierto no vacio U en Y, conte-

nido en el abierto previamente escogido por el oponente.

(2) lo mismo que en (1) pero ahora /3 escoge un punto en U y el abierto que

escoja « deberd contener este punto.

Si al final del juego, ocurre que la interseccion de los abiertos seleccionados es
no vacia, entonces gana «, de lo contrario gana . Diremos que Y es a-favorable o
espacio de Choquet(respectivamente fuertemente a-favorable o espacio de
Choquet fuerte) si a tiene una estrategia ganadora en (1) (respectivamente (2)),
es decir, si @ puede elegir una sucecién de abiertos (U, )nen tal que N,,en Up # 0 sin
importar lo que escoja 3, en cuyo caso gana «. Formalmente tenemos la siguiente
definicion.

Definicién 3.12. Diremos que un espacio (Y, o) es a-favorable(o de Choquet)
si eziste una funcion f : o\ {0} — o\ {0} (la estrategia ganadora), tal que
f(U) C U, y para cualquier sucesion Uy, Us,... definida inductivamente de manera
que

UyDU; = f(UD) DUy DUz = f(Ug) Do,
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se tiene que ey Un # 0.

Un espacio (Y,0) es fuertemente a-favorable (o espacio de Choquet
fuerte) si existe una funcion f : P — o\ {0}, donde P = {(U,z) : U €
o\{0} yx €U}, tal que f(U,x) C U para cualquier sucesion de parejas (Up, o),

(U, z3),... en P definida inductivamente de manera que
Uo DUy = f(Uy,x9) DUy DUs = f(Us,22) D ...,

se tiene que ey Un # 0.

La siguiente proposicion demuestra que X es fuertemente a-favorable, siendo

aqui donde aprovechamos el hecho de que X es cocompacto.
Proposicion 3.13. Todo espacio reqular y cocompacto es fuertemente a-favorable

Demostracion. Sea (Y, o) como en las hip6tesis, con o* una cotopologia compacta
de o y sea (U,z) € P, con P igual que en la Definicion 3.12. Entonces existe un
o-abierto V tal que z € V C ¢l,(V) C U. Luego, dado que Y es cocompacto,
existe una o-vecindad W de z tal que x € W C ¢l,(V) C U, con W o*-cerrado.
De esta manera, tenemos definida la funcién f : P — o\ {0} tal que f(U,z) = W.
Debido a que (Y, 0*) es compacto, si tenemos una sucesién de parejas (Uy, o),
(Uz, xg),... tal que Uy D Uy = f(Uy,x9) D Uy D Us = f(Us,z9) D ..., pasa que
Nnen Un = Nuen Uzn # 0. |

Corolario 3.14. X es fuertemente a-favorable.

En [4], se demuestra que si un espacio es a-favorable, entonces también es
Baire, lo cual ya sabemos (de hecho, es hereditariamente Baire), aunque la prueba
es bastante sencilla. De hecho se sabe que un espacio es Baire si y sélo si § no
tiene estrategia ganadora.

Ahora veremos que X es pseudocompleto. Para ello necesitamos las siguientes
definiciones, introducidas por J.C. Oxtoby en [15]. Para que esta definicién tenga
sentido, basta con que el espacio sea regular, no obstante originalmente se le pide
que sea quasiregular, es decir, que cada abierto no vacio contenga la cerradura

de un abierto no vacio.

Definiciéon 3.15. Sea Y un espacio topologico.
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3.3 X es fuertemente a-favorable y pseudocompleto

(1) Una pseudobase para Y, es una familia de abiertos no vacios, B, tal que

cada abierto no vacio contiene un elemento de B.

(2) Decimos que Y es pseudocompleto si tiene una sucesion de pseudobases
(Br)nen, tal que para cada suscesion (Bp)nen con B, € B, y cl(B,11) C B,
para cada n € N, tenemos que N,en Bn # 0.

Cabe destacar que al término pseudobase también se le conoce como 7w-base
(ver Definicién 4.13). Colocamos ambos nombres para facilitar el reconocimiento
de estos términos.

La prueba del siguiente teorema es, de nuevo, dada por a H. E. White en [21],

aunque la haremos mas explicita.
Teorema 3.16. X es pseudocompleto.

Demostracion. Dado un abierto U en X, optaremos por la siguiente notacion:
U* = ¢l U, a(U) = infU* y b(U) = sup U*, si existen. Dada n € N, sea B,, el

conjunto de abiertos U, tales que

(1) (U* 7.

u+) es compacto,

(1) b(U) —a(U) < 3y

AUN@)O)]) _ AD) 1
(1) =A== 5@ > L~ u-

Notemos que (I) nos dice que tiene sentido pedir las condiciones (IT) y (III).
Ahora, observemos que cada B,, es base para 7: seann € N,V € 1y z € V.
Entonces existe M € N tal que 2n < M y sim > M,
1 AV N x—%,x%—% AV N x—%,x—i—i
(vl D, »vn] )

—> 11— n
n

2 2

De este modo, si hacemos U = V N (x — ﬁ, T+ ﬁ), tenemos que el subespacio
(U*7 7_6
%, y por la desigualdad de arriba, tenemos (III). Por lo que U € B,, y es tal que
xelUcCV.

u+) es compacto pues es cerrado euclidiano y acotado, b(U) —a(U) < & <
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3. OTRAS PROPIEDADES

Finalmente veamos que si (B, ) en €s una sucesion tal que B, € B,y ¢l (B,41) C
B,,, entonces N,ey Bn # 0. Es claro que, de (1), N,en B # 0 pues es interseccién
de compactos; mas atn, esta interseccion sélo tiene exactamente un punto, debido

a que b(B,) — a(B,) — 0, digamos z,. Observemos que, si k > n,

A (B, N [a(By), b(By)]) A(Bg) 1
L2 =By —aB) B —alBy Tk

pues B, N[a(By),b(By)] D By; de aqui que limy_, A(Bg(rg‘;g?’;)(’gg’“)]) = 1. Ademaés,

dado que A ({xo — . To + %] \ [a(Bkg), b(Bk)D — 0, se cumple

A(B, N[z — 1,20 + 1])

lfm — i 2B 0 [a(Br), b(By)))
ko0 k—o0 b(lgk) — a(l?k)

=1,

EIIN)

por lo que xy € ¢l (B,) por Teorema 2.19, es decir

zo € () cdr(Bn) = [ B

neN neN

Como dato extra, Oxtoby demostré que ser pseudocompleto y quasiregular

implica ser de Baire, por lo que tenemos otra demostracion de que X es Baire.

3.4. Compacidad en X

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades de compacidad en subcon-
juntos de X. Una primer propiedad que es facil ver es la de ser numerablemente
compacto, puesto que en un numerablemente compacto, todo conjunto infinito
tiene un punto de acumulacién (Teorema A.7), por lo que los subespacios de X

numerablemente compactos son finitos.

Observacion 3.17. Con lo anterior, podemos descartar que X sea numerable-
mente compacto o hereditariamente pseudocompacto. De igual manera, no es pa-
racompacto, pues ya sabemos que no es normal (Teorema A.9). También es fdcil
ver que X no es localmente compacto, pues los compactos son finitos en este

espacio.
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3.4 Compacidad en X

Veamos mas propiedades de compacidad interesantes. Dado un espacio Y,
decimos que una familia € C P(Y) es discreta si para cada y € Y existe una
vecindad de y tal que interseca a lo més un elemento de €. Por otro lado, diremos

que C es o-discreta si es union contable de familias discretas.

Definicién 3.18. Diremos que un espacio Y es subparacompacto si toda cu-

bierta abierta tiene un refinamiento cerrado y o-discreto.

Estos espacios fueron introducidos por McAuley en [13], mientras que D. K.
Burke hace varias contribuciones sobre caracterizaciones y aplicaciones de esta

clase de espacios en [2].
Teorema 3.19. X es hereditariamente subparacompacto.

Demostracion. Primero demostraremos que todo subespacio ccec de X es subpa-
racompacto. Sea V una cubierta abierta de Y C X, un subespacio ccc. Dado un
punto cualquiera y € Y, hay un elemento V' € V tal que y € V' y como Y es
regular (pues X lo es), existe U, abierto en Y tal que y € U, C cly(U,) C V. Asi,
Vo ={U, : y € Y} es una cubierta abierta tal que las cerraduras de sus elementos
forman un refinamiento de V. Sea (Cy),, oy una familia maximal de abiertos en
Y disjuntos (Teorema A.10), cada uno contenido en algin elemento de Vy (no-
temos que es a lo mas numerable pues Y es ccc). Entonces K = Y \ Upen Cn
es denso en ninguna parte en Y. En efecto, si ) # inty(cly(K)) = inty(K)
entonces () # inty(K) NV C V, para algin V € V,, lo que contradice la ma-
ximalidad de (C,),cy- Luego, por la Observacion 2.28, K es denso en ninguna
parte en X y por lo tanto es cerrado discreto en X.Ahora, veamos que la familia
C={{z}:x € K} es discreta en Y. Para cada x € K, existe U, abierto en X tal
que z € U, y U, N K = {z}; por otro lado, para cada = € U, <y C, tenemos que
justo U,en O, es un abierto en Y que no interseca a ningtin elemento de € pues
Unen Crn N K = 0, por lo que € es familia discreta de cerrados cuyos elementos
estan contenidos en algin elemento de V. Ahora construyamos las otras familias
discretas. Para cada n € N| sea C,, = {cly(C,)}. Asi, cada C, es familia cerrada
y discreta tal que sus elementos estan contenidos en algin elemento de V,, por

lo que U = CU U,y €, es un refinamiento cerrado y o-discreto de V.
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3. OTRAS PROPIEDADES

Ahora, sea Y C X un subespacio cualquiera y sea U una familia de abiertos
en Y tal que Y = [JU. Por el Corolario 3.5, Y es unién de un ccc y un cerrado
discreto, digamos Y = C'U F' con C un ccc y F' un cerrado discreto. Sabemos que
para cada x € F, existe un abierto en X, U,, tal que x € U, y U, N F = {z};
para cada punto en C' =Y \ F' tomamos C' (por Observacién 3.6, C' es abierto
en Y') pues este no contiene a ningin elemento de F' . De esta manera la familia
Co ={{z} : x € F} es discreta en Y. También, por lo demostrado anteriormente,
podemos extraer un refinamiento cerrado o-discreto en C'de € = {CNU : U € U},

digamos €;. Con lo que Gy U C; es el refinamiento buscado. [ |

Con esta afirmacion, obtenemos un ejemplo de un espacio subparacompacto
que no es paracompacto.

Como mencionamos al inicio de la seccién, los subconjuntos numerablemen-
te compactos de X sélo pueden ser finitos, sin embargo podemos preguntarnos
por una propiedad més débil: en lugar de pedir que no tenga cerrados discretos
numerables, pediremos que no tenga cerrados discretos de tamafio k. Sorprenden-
temente resultara que los subespacios N;-compactos de X son hereditariamente

Lindelof. Veamos ademas otras dos propiedades peculiares.
Definicién 3.20. Diremos que un espacio es

(a) K-compacto si todo subconjunto cerrado discreto es de cardinalidad menor

a K,

(b) metacompacto(oc-metacompacto) si toda cubierta abierta tiene un refi-

namiento abierto punto-finito(o-punto-finito) y

(c) colectivamente Hausdorff si para cada subconjunto cerrado discreto C
existe un familia de abiertos disjuntos por pares, cada uno conteniendo exac-

tamente un elemento de C'.

Descubriremos que todo subespacio o-metacompacto o colectivamente Haus-
dorff de X, también cumple algo similar a uno que es N;-compacto: es union de

un hereditariamente Lindelof y un cerrado discreto.
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3.4 Compacidad en X

Primero veamos el resultado correspondiente a los subespacios N;-compactos,
para lo cual, usaremos dos lemas; el primero de ellos aprovechara el hecho podero-
so de que X es hereditariamente subparacompacto, y el otro sélo es una cuestion
técnica para concluir. La mayoria de las afirmaciones en la seccion son gracias a
F.D. Tall [20].

Lema 3.21. Todo espacio subparacompacto Xi-compacto es Lindeldf.

Demostracion. Sea Y un espacio subparacompacto N;-compacto. Sea U una cu-
bierta abierta de Y. Entonces tiene un refinamiento de la forma Uy = U, ey Cn,
donde cada familia €, es discreta y de elementos cerrados. Observemos que cada
C, es familia ajena. En efecto, si A, B € €, son diferentes entonces son ajenos,
pues de lo contrario, si x € AN B entonces toda vecindad de z interseca a A y
B, lo que contradice que €, sea discreta. Ahora, sea C' un conjunto de puntos
que resulta de seleccionar exactamente un punto de cada elemento en C, (en esta
tesis aceptamos el Axioma de Eleccion). Afirmamos que este conjunto es cerrado
y discreto. Primero veamos que es cerrado. Seay € Y\ C. Siy ¢ UC,, sea V un
abierto tal que y € V e interseca a lo mas a un elemento de C,; si no interseca a
algiin elemento, tampoco intersecara a C'. Por otro lado, si interseca a un elemen-
to, digamos K € €,, V' \ K es un abierto que no interseca a C'y contiene a y. Si
y € Fcon F € C,, y U es la vecindad de y que s6lo interseca a F', consideramos
a la vecindad de y, U \ {z}, donde x es el elemento en C' que pertenece a F', por
lo que C' es cerrado.

Finalmente C' es discreto ya que para cada z € (', la vecindad de z que sélo
interseca al cerrado al que pertenece, sélo interseca a C' en z. De esta manera,

como Y es Nj-compacto, G, es contable, para cada n € N. Luego Uy es contable.
|

El siguiente es un ejercicio clasico de un curso de topologia, no obstante nos

sera de utilidad.

Lema 3.22. Un espacio Lindelof es hereditariamente Lindeldf si todo cerrado es

Gs
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3. OTRAS PROPIEDADES

Demostracion. Sea'Y un espacio Lindelof. Es un hecho conocido que un espacio es
hereditariamente Lindelof si y sélo si sus abiertos son Lindelof. Sea pues, A CY
abierto, entonces A = U, ey Cn, con C,, C Y cerrado. Sea U familia de abiertos
en Y tales que A C JU. Como la propiedad Lindelof se hereda a cerrados, para
cada n € N existe U,, C U, contable tal que C,, C JU,. De esta manera J,cy Uy,
es subcubierta contable, luego A es Lindelof y por lo tanto Y es hereditariamente
Lindelof. |

La siguiente proposiciéon nos dice justamente que los subconjuntos de X que
son Nj-compactos, son hereditariamente Lindelof, lo que nos ayudara en el si-
guiente capitulo a establecer la existencia de un L-espacio bajo la Hipotesis del

Continuo.
Proposicién 3.23. 57 Y C X es Ny-compacto, Y es hereditariamente Lindeldf.

Demostracion. Por el Lema 3.21 y Teorema 3.19, Y es Lindel6f. Ademas, por
la Proposicién 2.33, todo cerrado en X es Gy, por lo tanto todo cerrado en Y

también es G5. Luego, por el Lema 3.22, Y es hereditariamente Lindelof. |

A continuacién, construiremos la demostracién de la afirmacién acerca de
los subespacios colectivamente Hausdorff y o-metacompactos. Para probar ese
resultado debemos ver primero varios detalles técnicos acerca de ciertos tipos de
familias, siendo parte del trabajo de Tall en [19], salvo los préximos dos lema que

son gracias a Burke en [3].

Notacion. Dada una familia de subconjuntos U en un espacio Y, si W C Y,
haremos Uy = {A C Y : ANW # 0}. Cuando W = {y}, con y € Y, Uy,

simplemente lo denotaremos por U,.

Lema 3.24. Sea Y un espacio de Baire. Entonces toda cubierta abierta punto-

finita es localmente finita en un abierto denso.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta punto-finita de Y. Sea A el conjunto
de puntos en Y donde U es localmente finita, es decir, para todo x € A, existe U
abierto que contiene a x tal que sélo interseca a una cantidad finita de elementos

de U, por ello U C A, por lo que A es abierto. Entonces sélo resta ver que A
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3.4 Compacidad en X

es denso. Sea V' C Y un abierto no vacio y distinto de Y, y para cada n € N
sea U, = {x € V : |[U,| < n}. Observemos que cada V' \ U, es abierto pues si
x € V\ U, entonces, como n < |U,| < w, MU, NV C V es una vecindad de z
que no interseca a U,.

Ahora, si int(U,) = 0 para toda n € N, entonces cada D, = (Y \ ¢l(V)) U
(V'\ U,,) seria un abierto denso, ya que cl(V\U,) =cl(V) (siz € cl(V)yz e W
con W abierto, como W NV # 0y int(U,)D, ocurre W NV ¢ U,, por lo que
WNV\U, # 0). Notemos que V'\ (Upen Un) = 0, pues para toda x € V| x € U,
para algiin n € N. Por lo tanto N,eny D = Y\ (V)U(V\ (Unen Un)) = Y \ (V)
es denso, pues Y es Baire, lo que es una contradiccién. Sea pues, k € N tal que
int(Uy) # 0. Sean y € int(Uy) y W = int(Uy) NN U,. De esta manera, W es
una vecindad de y que interseca sélo a una cantidad finita de elementos en U, es

decir, y € ANV, lo que termina la prueba. |

Recordemos que una familia U de subconjuntos de una espacio Y es estrella-
finita si para cada U € U, la familia {V € U: UNV # 0} es finita. Los siguientes

son hechos conocidos y sé6lo los usaremos como herramienta.
Lema 3.25. Sea Y un espacio.

(1) Si U es una familia estrella-finita en 'Y, entonces U es la union de familias

ajenas entre si, cada una de ellas contable.

(2) Si'Y es ccc entonces toda familia estrella-finita abierta es contable.

Demostracion. (1) Para cada U € U, sea A(U) = {V € U: U — V}, donde
U — V significa que hay una cadena de elementos en U de U a V; es decir, si
existe una sucesion finita de elementos en U, By, By, ..., B, tal que By = U,
B, =V y B; N\ Biy1 # 0. Veamos que A(U) es contable; la demostracion es
por induccién sobre n donde n es el nimero de cadenas. Por definicién Uy es
finito, por lo que el nimero de cadenas de tamano 2 que empiezan en U, es
finito; inductivamente el nimero de cadenas de tamano n es finito, por lo que
A(U) es contable. Ademés, si A(Uy) N A(Us) # 0 entonces A(Uy) = A(Us) ya
quesi Ve A(Uy) y W € A(Uy) NA(Us), Uy - W — V; la otra contencién

es andloga. Finalmente es claro que U = Upey A(U).
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(2) Sea U = Upey A(U) una familia estrella-finita abierta. Si A(U;) # A(Us),
Ve A(Uy) y W € A(Us) entonces VN W = (), por definicién. De esta
manera, hay a lo mas una cantidad numerable de familias A(U), por lo que

U es contable.
[ |

Con esto probado, el siguiente lema mejora al primero, apoyandonos de la

hipotesis extra sobre Y, le pediremos ser ccc.

Lema 3.26. Si Y es Baire y ccc, entonces toda familia abierta punto-finita es a

lo mds numerable.

Demostracion. Sea U una familia abierta punto-finita. Como U = |JU es abierto,
U es Baire y ccc. Asi, si A es el conjunto de puntos en U tales que U es localmente
finita, A es denso y abierto en U por Lema 3.24 y por lo tanto ccc. De esta manera,
V={VNA:V €U} es una familia abiertos y localmente finita en A . Sea pues,
para cada VN A €V, Uy C VN Aun abierto en A tal que interseca a lo més
una cantidad finita de elementos en V. Entonces B = {Uy : V € U} es una
familia de abiertos estrella-finita en A. Luego, por (2) del lema anterior, B es
contable. Ahora, como U es punto-finita, cada Uy tiene asociado a lo mas una
cantidad finita de elementos en V, por lo que V es contable. Del mismo modo,
cada VN A € V tiene asociado una cantidad finita de elementos en U, pues
de lo contrario, existirian una infinidad de elementos V;, Vi,..., en U tales que
VoNA=1V,NA, para todo n € N, entonces A N N,eny Vi # 0, en contradiccion

con la definicién de A. Luego U es contable. |

Para continuar con la prueba del hecho que nos concierne, puntualizaremos
una observacién que es intuitivamente clara pues se relaciona con otras propie-

dades de hereditarias a subconjuntos cerrados.

Observacion 3.27. St un espacio Y es o-metacompacto entonces todo cerrado en
Y es o-metacompacto y la prueba es andloga a otras propiedades de compacidad.
En efecto, sea C CY cerrado y U familia de abiertos tales que C' C |JU. Entonces

{Y\C}UU es cubierta abierta de Y, por lo que tiene un refinamiento abierto
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3.4 Compacidad en X

o-punto-finito Uy. Por lo que Vo = {UNC : U € Up} es refinamiento abierto
o-punto-finito de V ={UNC : U € U}.

Finalmente, ya podemos demostrar la proposiciéon mencionada antes.

Proposicién 3.28. 57 Y C X es o colectivamente Hausdorff o o-metacompacto,

Y es la union de un hereditariamente Lindeldf y un cerrado discreto.

Demostracion. Sabemos que Y = C' U D, donde C' es ccc y D es un cerrado
discreto de X. Si Y es colectivamente Hausdorff, entonces todo cerrado discreto
en (', digamos F', es cerrado discreto en Y y por lo tanto existe una familia de
abiertos disjuntos dos a dos tal que cada uno contiene exactamente un elemento
F'. Luego, como C' es cce, esta familia es contable, con lo que F' es contable. De
aqui que C' es Nj-compacto y consecuentemente hereditariamente Lindelof.

Ahora, supongamos que Y es o-metacompacto. Observemos primero que C'
es o-metacompacto: Sea A familia de abiertos en Y tal que C' C UA. Por la
Observacién 3.6, C' es abierto en Y, y por la Proposiciéon 2.33, es F, en Y.
Entonces C' = U,y C), con cada C,, cerrado en Y. Por la Observacion 3.27, cada
A, = AU{Y \ C,} tiene un refinamiento abierto o-punto-finito en Y, digamos
B, = Umen Bnm, con B, ,, punto-finito. De esta manera, si W,,,,, = {B € B, :
B C A, paraalgin A € A}, W,, = Upen Whm es familia de abiertos o-punto-
finita en Y tal que C),, C UW,; en efecto, si x € C,, existe B € B,,,, tal que
xr € B, para algin m € N, por loque si A € A, estal que BC A, A¢Z Y\ C,,
con lo que A € A, luego x € UW,,. Entonces W = ey W,, es una familia de
abiertos o-punto-finito tal que C' C YW y para cada W € W, existe A € A tal
que W C A, por lo que {IWNC : W € W} es refinamiento cerrado o-punto-finito
en C'de {ANC: A€ A}, lo que hace a C' o-metacompacto.

Asi, basta con ver que C' es Lindelof, por Lema 3.22. Sea pues, U cubierta
abierta de C. Sabemos que existe V refinamiento o-punto-finito de U, digamos
V = Unen Vi, donde cada V,, es punto-finito. Para cada n € N, sea V,, = UV,.
Con esto, V,, es abierto y por lo tanto ccc (y Baire por Corolario 2.29). Luego,
por el lema anterior, cada V, es contable, de aqui que V también lo es. Por

consiguiente C' es hereditariamente Lindel6f. |
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Observacién 3.29. De la demostracion anterior, notemos que también probamos

que todo espacio Baire, ccc y o-metacompacto es Lindelof.
Corolario 3.30. X no es ni colectivamente Hausdorff ni o-metacompacto.

Demostracion. Por la prueba del Corolario 2.26, el conjunto de Cantor es un
cerrado discreto en X no numerable. Asi, como X es ccc, no existe una familia
de abiertos disjuntos tales que cada uno contiene exactamente un elemento del
Cantor. Por otro lado, por la observacion anterior, si X fuera o-metacompacto,

también seria Lindelof, en contradiccion con el Corolario 2.26. |
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Capitulo 4

Teoria de Conjuntos

En este capitulo veremos algunos resultados que se tienen acerca de este es-

pacio y que estan intimamente relacionados con la teoria de conjuntos.

4.1. (CH)Existencia de un L-espacio

Un problema clésico en la Topologia General es sobre la existencia de L-
espacios (espacios regulares que son hereditariamente Lindeléf pero no separa-
bles) y S-espacios (espacios regulares que son hereditariamente separables pero
no Lindeldf). Por un lado, estd demostrado que la existencia de un S-espacio es
independiente de los axiomas de la teoria de conjuntos(ZFC). En cuanto al otro
problema, J. T. Moore construye un L-espacio en [14]. Aqui, sin embargo, pro-
baremos la existencia de un L-espacio asumiendo la Hipdtesis del Continuo, de
forma sencilla, siendo un resultado de Tall en [20].

Primero recordemos algunos detalles sobre la medida de Lebesgue.

(1) El conjunto de los borelianos de R es igual a la o-algebra generada por los

intervalos abiertos con extremos racionales.

(2) Todo nulo en R estd contenido en un boreliano nulo. Esto es pues, dado
un nulo N, existe una sucesién de abiertos (B, ),en tales que N C B, y

AByp) < 2%, por lo que N,y By, es un boreliano nulo que contiene a N.

Definicién 4.1. Decimos que A C R es un conjunto de Sierpinski si es no
numerable e interseca a todos los conjuntos nulos en una cantidad contable de

elementos.
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El siguiente teorema es bien conocido en el a&mbito de la teoria de conjuntos

y fue demostrado por Sierpinski en [18].
Teorema 4.2. CH implica la existencia de un Sierpinski.

Demostracion. Observemos que, por (2) de la observacién anterior, basta con
encontrar un conjunto no numerable tal que interseca en una cantidad contable
a cada boreliano nulo. También notemos que, por (1) de la observacién anterior,
el conjunto de los borelianos nulos, N, estd contenido en una o-algebra generada
por una familia numerable, por lo que a lo més tiene 2% elementos; ademads, este
conjunto es no numerable pues contiene a todos los subconjuntos numerables de

{{z} : x € R}. De esta manera
N = {Na:a<w1},

con N, # Ng si a # . Ahora, construiremos un conjunto S = {s, : @ < wy } tal

que si a < 8 < wy:
(a) Sa%sﬁy

(b) 55 & Na,

usando recursién transfinita. Supongamos que o < wy es tal que {sz : f < a}
esta construido. Entonces
Sa=J NsU{ss:8<a}
B<a
es nulo ya que o < wy y por lo tanto existe s € R\ S,. Sea pues, s, = s. De esta
manera existe tal S. Observemos que cumple lo que queremos: por (a), S es no
numerable; por (b), para cada a < wy, sg ¢ SN N, para toda > «, por lo que

SN N, es a lo mas numerable, lo que termina la prueba. ]

Cabe recalcar que CH no es necesaria para la existencia de un Sierpinski,
pues hay modelos de ZFC en los que la negacion de CH es valida y existe un
Sierpinski [12].

Regresando al espacio en cuestion, probaremos que es lo mismo tener un
subespacio hereditariamente Lindeldf que un Sierpinski, ddndonos asi la existencia

de un L-espacio bajo CH.
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Teorema 4.3. Sea Y C X subespacio. Entonces Y es hereditariamente Lindeldf

si y solo si'Y es Sierpinski.

Demostracion. Supongamos que Y es hereditariamente Lindelof y sea N un nulo.
Entonces Y N N es nulo también y por lo tanto cerrado discreto en X, y por
consiguiente en Y. Es un hecho conocido que todo cerrado discreto en un Lindelof
es a lo mas numerable (Teorema A.11), luego Y es Sierpinski.

Por otro lado, supongamos que Y es Sierpinski. Por el Corolario 3.5, Y = CUF
con C' cccy F cerrado discreto en X, por lo que F es nulo (Teorema 2.25) y por
estar en un Sierpinski, contable. Ahora, observemos que todo cerrado discreto
en C es discreto en X pues C es abierto en Y (Observacién 3.6). Asi, por el
Corolario 3.7, todo cerrado discreto en C' es cerrado discreto en X y por lo tanto
nulo. De esta manera todo cerrado discreto de C' es nulo, y por estar contenido
en un Sierpinski, es a lo mas numerable. Luego C' es ¥;-compacto, con lo que,
por la Proposicién 3.23, C' es hereditariamente Lindelof. Asi, Y es la unién de un
hereditariamente Lindel6f y un conjunto contable, lo que hace evidentemente a
Y hereditariamente Lindelof. |

De esta forma, por los Teoremas 4.2, 4.3 y lo expuesto en el segundo capitulo,

obtenemos directamente el siguiente

Corolario 4.4. CH implica la existencia de un espacio herediratriamente Lin-

deldf, reqular, Baire y no separable.

Hay modelos de ZFC en los que no es cierta la Hipotesis del Continuo y a
pesar de ello existe un Sierpinski, asi como modelos en los que no existen. Por
lo que es consistente con la Teorfa de Conjuntos ~CH y la existencia de un

Sierpinski.

4.2. Consistencia e independencia de dos enun-

ciados

Como implicitamente se vio en la seccién anterior, sabemos que hay enun-

ciados que son independientes de la teoria de conjuntos; es decir, no podemos
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probar ni refutar dicho enunciado con los axiomas de ZFC. De forma analoga
hay enunciados que su veracidad es consistente con los axiomas de ZFC, es decir,
no se puede deducir alguna contradiccion. En este caso, veremos dos afirmaciones
acerca de X, evidentemente, que resultaran ser consistentes con e independientes
de ZFC; en la siguiente secciéon mencionaremos otras mas.

Definamos primero los conceptos que usaremos.
Definicién 4.5. Decimos que un espacio

(1) es metalindeldf si toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto punto-

contable,

(2) tiene calibre k si para toda familia de tamano k de abiertos no vacios
{Us : o < k} existe A C k tal que |Al = £ Y Naea Ua # 0.

Observacion 4.6. FEs fdacil ver que un espacio tiene calibre Wy si y solo si toda
familia de abiertos punto-contable es contable. En efecto, toda familia de abiertos
punto-contable es contable si y solo si toda familia de Xy abiertos no es punto-
contable, si y solo si toda familia de Ny abiertos tiene una subfamilia de cardina-

lidad Ny tal que su interseccion es no vacia.

Observacion 4.7. Es importante notar que X no puede ser al mismo tiempo
metalindeldf y de calibre Ny, dado que X no es Lindeldf. En efecto, supongamos
que X es metalindeldf y de calibre Ry. Si U es cubierta abierta de X, entonces
tiene un refinamiento abierto punto-contable, siendo este contable, por lo que, si
tomamos un abierto de W por cada elemento del refinamiento tal que lo contiene,

tenemos una subcubierta contable, lo que es una contradiccion.

El objetivo es probar que es consistente e independiente de la teoria de Con-
juntos la siguiente afirmacion: “X no es metalindelof y es de calibre X, ”. Para ello,
necesitaremos los siguientes dos resultados. Diremos que una familia de abiertos
es localmente-r en x si existe un abierto que contiene a x que interseca a me-

nos de k elementos de dicha familia. El préximo lema es demostrado de manera
general por F.D. Tall en [19].
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Lema 4.8. Sean Y un espacio ccc y W una cubierta abierta tal que
D={xeY :U es localmente-R; en x}

es denso. Entonces |U| < w

Demostracion. Sea A una familia maximal de abiertos disjuntos tales que cada
uno de sus elementos interseca a una cantidad contable de elementos de U (Teo-
rema A.10). Afirmamos que cada elemento de U interseca al menos un elemento
de A. De lo contrario, si U € U es tal que no interseca a ningin elemento de A
y x € UN D, existe un abierto V C Y tal que x € V e interseca una cantidad
contable de elementos de U, lo que contradice la maximalidad de A pues U NV
es un abierto que no interseca a ningun elemento de A e interseca a lo mas una

cantidad contable de elementos de la cubierta.
Asi, para cada A € A, A C UUy, con Uy ={U € U: U N A # ()} contable.
Como cada U € U pertenece a algin U4 y A es contable (Y es cce), U es contable.
|

Este lema nos da un criterio para decidir cudndo una cubierta es contable en
un ccc; aprovecharemos esto para ver que en un ccc donde la unién de ¥; densos
en ninguna parte es de primera categoria, las familias abiertas punto-contables
son contables. La hipdtesis extrafia sobre la unién de densos en ninguna parte

nos indica hacia donde va la cosa.

Proposicién 4.9. S7Y es un espacio de Baire y ccc tal que la union de Xy densos

en ninguna parte es de primera categoria, entonces Y es de calibre N;.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que U = {U, : v < Ny}
es familia de abiertos punto-contable de Y (estamos usando la Observacion 4.6).
Observemos que las hipétesis de la proposicion se heredan a los abiertos de Y
(Observacién 2.28), por lo que podemos suponer que U es cubierta de Y. Veamos
pues que D = {z € Y : U es localmente-R; en x} es denso en Y. Supongamos que
existe U C Y abierto no vacio tal que U no es localmente-R; en ninguno de sus
puntos. Para cada [ < N; hacemos

Vi=U\ |J U

B<a<Ny
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Observemos que U = Ugy, V3, ya que si x € U, existe f, = max{a < Ny : x €
Ua} + 1 pues U es punto-contable, por lo que z € U N (Y \ Ug,<acr, Ua) = V..
También es claro que inty (V3) = (), pues de lo contrario, si x € inty(Vs), como
inty (Vz) C U\ Up<a<n, Ua, este abierto interseca a lo mas una cantidad contable
de elementos de U, entonces U es localmente-N; en x, lo que es una contradiccion,

por la suposicion de U. Luego, como cada Vp es cerrado en U y U es abierto,
intU(clU(Vﬁ)) = ZntU(Vg) = Znty(V5) = @

Asi, por la Observacién 2.28, V3 es denso en ninguna parte en Y. Por lo tanto U es
de primera categoria, lo que es una contradiccion pues Y es Baire (Teorema A.12).

Por consiguiente D es denso en Y, y entonces por el Lema 4.8, U es contable. MW

Ahora, recordemos que el Azioma de Martin es un enunciado independiente
de ZFC pero que es consistente con ZFC y la negacion de CH, y en general dice

lo siguiente: Sea x un cardinal.

MA (x): Dado un orden parcial P con la ccc y D C P una familia de densos en

P tal que |D| < k, existe un filtro F que es D—genérico en P; es decir, tal que
FNA#D, para todo A € D.

En particular, cuando k = ¢ escribiremos M A en lugar de M A (k). Para més
informacién, puede consultarse [11], en donde también se demuestra el Teorema
A .13 que usaremos en seguida. Veamos pues la consistencia e independencia dada
por, de nuevo, F.D. Tall en [20], lo que estard establecido si demostramos los

siguientes teoremas.
Teorema 4.10. M A +—CH implica que X tiene calibre X; y no es metalindeldf.

Demostracion. Por la Observacién 4.7 basta con probar que X es de calibre ¥;.
Es bien sabido que el Axioma de Martin junto con ~CH implican que la unién de
N; nulos es un nulo (Teorema A.13), por lo que si unimos ¥; densos en ningtna
parte, entonces lo que resulta es un nulo y por lo tanto un conjunto de primera

categoria. Luego, por la Proposicién 4.9, X es de calibre N;. |

Teorema 4.11. CH implica que X es metalindeldf pero no tiene calibre N;.

52



4.3 Funciones cardinales en X

Demostracion. De nuevo, por la Observacién 4.7, basta probar que X es metalin-
deldf. Sea pues U un cubierta abierta de X. Supongamos que X = {z, : o < N;}
(con x, # xp si a # B) y también que U = {U, : a < Ny y z, € U, }; esto tltimo
se puede suponer debido a que podemos escoger una subcubierta eligiendo un

elemento de U por cada elemento de X. Para cada a < N; consideremos
fl@)=mi{B <R, 2, €Us}yVa=U,\{25€X:B<a}.

Veamos que V = {V,, : @ < Ry} es un refinamiento abierto punto-contable de U.
Evidentemente V, C U, y cada V, es abierto pues {zg € X: § < a} es cerrado
ya que es contable. Notemos también que V cubre a X. Sea z, € X, entonces
z~ € Ug(y), pero x € U, por lo que f(v) < v, asi que z, ¢ {25 € X: 3 < f(7)},
luego x, € Vj(,). Finalmente veamos que V es punto-contable. Sea A C w; no
numerable. Notemos que

X=J{eseX:B<a},

acA

pues dado z, € X, si x, ¢ Unyea {23 € X: § < a}, entonces v > «, para todo

a € A, lo que contradice la no numerabilidad de A. De esta manera

N Va=Us\ U {zseX:8<a}=0,

acA acA a€cA
luego V es punto-contable. Por lo tanto X es metalindelof y por lo tanto no es de
calibre N;. [ |

4.3. Funciones cardinales en X

Recordemos que una funcion cardinal es un funcional de la clase de los espacios
topolodgicos en los cardinales infinitos. Estas tienen la propiedad de que si Y y Z
son homeomorfos, entonces tienen los mismos valores en Y y Z, por lo que esto
es util para distinguir espacios. Asi pues, nos interesa saber cuanto valen algunas
de estas funciones en X y asi tener mas informacién que distinga a este espacio de
otros. En ciertos casos nos encontraremos con desigualdades que seran igualdades
o estrictas en ciertos modelos, pero no ahondaremos en ello. Definamos algunas

de ellas.
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Definicién 4.12. Dado un espacio Y, definimos

(1) el peso de 'Y como
w(Y) =min{|B|: B es una base Y} + w,
(2) la densidad de 'Y como
d(Y) =min{|D|: D C Y,cl(D) =Y} +w,
(3) el spread de 'Y como
s(Y)=sup{|F|: F CY,F es discreto} + w,

(4) el extent de'Y como

e(Y)=sup{|D|: D CY,D es cerrado discreto} + w,

(5) el cardcter deY como

x(Y) =sup{x(p,Y):peY} +uw,

donde
X(p,Y)=min{|V|:V es una base local para p},

(6) la estrechez de'Y como
t(Y) =sup{t(p,Y) :p €Y} +w,
donde
t(p,Y) = min{k : para todo A CY conp € cl(A), existe B C A tal que
|B| <k yp€cl(B)}.

Por ultimo definiremos el m-peso de un espacio. Para ello necesitamos saber

que es una m-base.
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Definicién 4.13. Sea Y un espacio.

(1) Decimos que una coleccion de abiertos no vacios en'Y, B, es una w-base si

para todo abierto no vacio A en'Y, existe B € B tal que B C A.
(2) Definimos el m-peso de' Y como

mw(Y) =min{|B| : B es una m-base para Y} + w.

Los primeros valores en el espacio X que son faciles de ver son el peso, el spread
y el extent, todos ellos se basan en el hecho de que hay un cerrado discreto del

tamano del continuo. Los resultados restantes son de F.D Tall [20].
Teorema 4.14. w(X) = s(X) = ¢(X) = 2%,

Demostracién. Sabemos que el conjunto Cantor es de tamafio 2% y nulo, por
lo que X tiene un cerrado discreto de tamafo 2%°. De esta manera, X no puede
tener una base abierta de tamafio < 2%, por lo que 2% < w(X). De igual manera,
2% < e(X), s(X). Por otro lado, w(X) < 2% pues RO(X) es una base para X(es
regular) y |RO(X)| = 2%, por el Corolario 2.35; ademés e(X), s(X) < |X| = 2%,

por lo que tenemos el resultado. [ |
Teorema 4.15. X, < d(X), x(X), t(X), 7w (X) < 2%

Demostracion. Como todo contable es nulo, la densidad de X es mayor que Ng.
Ademas, por la demostracion del Corolario 2.26, cada punto en X no puede tener
una base local contable, por lo que ¥y < x(X). Por otro lado, para todo p € X,
Ny < t(p,X), pues A = X\ {p} es tal que p € cl.(A) y para todo B C A tal
que |B] < Ng, p ¢ B = cl(B), por lo que Xy < ¢(X). Finalmente, es un hecho
conocido que d(Y) < mw(Y), para cualquier espacio (si Y tiene una m-base de
tamano < d(Y), entonces el conjunto formado por un punto de cada elemento
de la m-base es un denso, lo que es una contradiccién), por lo que Ry < 7w (X).
Por otro lado, la densidad claramente es menor o igual al continuo; también es
un hecho conocido que mw(X), x(X) < w(X) y que t(X) < x(X), lo que termina
la prueba.
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Si usamos el Axioma de Martin o CH, podemos concluir que los anteriores
valores son precisamente el continuo, aunque lo que en realidad necesitamos para

llegar a esa conclusién es lo siguiente.

Teorema 4.16. Si todo conjunto de reales de tamano < 2%° es nulo, entonces

d(X) = x(X) = t(X) = mw(X) = 2%

Demostracién. Por lo anterior, como todo nulo es cerrado discreto, d(X) = 2%,
Ahora, si existe p € X con una base local de tamafio x < 2% digamos V =
{V4 : a < Kk}, entonces si elegimos x,, € V,\{p} paracadaa < k, A = {z, : @ < K}
es de tamano < kK y es tal que p € der(A) con p ¢ A, pero eso es una contra-
diccién pues por hipotesis A es cerrado discreto. Para ver la estrechez, notemos
que para cada p € X, t(p,X) = 2% pues si k < 2% y tomamos A = X\ {p},
se cumple por hipétesis que para todo B C A tal que |B| < k, p ¢ cl,(B) = B,
por lo que t(p,X) # k y luego ¢(X) = 2%. Finalmente, como d(X) < mw(X),
mw(X) = 2%, |

Para finalizar la seccion, demostraremos una relacién importante que hay entre
la densidad y la estrechez de X y como consecuencia se obtendra una relacion
entre el m-peso y el cardcter de X. En concreto, probaremos que d(X) < ¢(X) y
mw(X) < x(X). Vale la pena recordar que, en general, la densidad y la estrechez
no son funciones cardinales comparables, asi como el m-peso y el caracter, razén

por la cual las relaciones anteriores cobran importancia.
Teorema 4.17. d(X) =min {|A|: A C (0,1) y \*(A) = 1}.

Demostracion. Sea k =min {|A] : A C (0,1) y A*(A) = 1}, y observemos que es-
ta bien definido pues A*((0,1)) = 1. Primero veamos que d(X) < k. Sea D C X
denso y notemos que D N (0,1) es denso en (0,1). Sea pues A = DN (0,1). Es
claro que A*(A) < 1. Supongamos que A\*(A) < 1. Entonces, aplicando el Lema
218 en (0,1) y B = (0,1)\ A,

1= A((0,1)) = A"(4) + A(B),

por lo que A\, (B) > 0, luego B contiene un abierto euclidiano no vacio, lo que
contradice la densidad de A en (0, 1), Por lo tanto A*(A) = 1.
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Ahora, sea A C (0,1) tal que |A| = k y A*(A) = 1 y observemos que, como
A*(A) = A*((0,1)), por la Proposicién 2.22,

der-(A) = der-((0,1)) = [0,1],

entonces (0,1) C ¢l (A) por lo que A es denso en (0,1). Sea D = U,ez Dy, donde
D, = n+ A para cada n € Z. Notemos que, de igual manera que antes, D,, es
denso en (n,n + 1), pues D, C (n,n + 1) y la medida exterior es invariante bajo
traslaciones, més aun, |D,| = |A| = k. Asi, |D| = £ (k es no numerable pues
de lo contrario A serfa nulo) y D es denso en X. Sea U C X abierto no vacio.
Entonces U ¢ Z, por lo que existe n € Z tal que U N (n,n + 1) # 0, luego
UnN(n,n+1)N D, # 0 lo que concluye la prueba.

[

Teorema 4.18. d(X) < ¢(X).

Demostracion. Por el Teorema 4.17, basta demostrar que existe B C (0,1) tal
que \*(B) =1y |B| < t(X). Para cada ¢ € QN (0, 1) definimos

1
ng =min{n € N : (q,q + n) C (0,1)}.
Evidentemente para toda n > ng, (¢, + +) C (0,1). De esta manera, por el
Ejemplo 2.23, para toda n > ng, ¢++ € cl:(g,q+=), por lo que existe By, C (0,1)
tal que |By,| <t(X) y ¢+ 1 € cl-(By,). Sea pues
B=|H{Byn:q€Qn(0,1),n>mn,}.

Como {B,, : ¢ € QN (0,1),n > n,} es contable, se sigue que |B| < #(X).
Ademés B C (0, 1), asi que sélo resta ver que \*(B) = 1. Claramente \*(B) < 1.
Supongamos que \*(B) < 1. Por el Lema 2.18,

1= A((0,1)) = A"(B) + A((0, 1)\ B),

entonces \.((0,1)\ B) > 0, de modo que existe W C (0,1) \ B abierto euclidiano
no vacio. Sea pues ¢ € W N Q, entonces existe n > n, tal que (q,q + %) c .

De esta manera, como B, , # 0 (pues ¢ + % € cl:Byy),

1
@#Bq,nc(q,qun)chWmB,
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lo que contradice W C (0,1) \ B. Luego A\*(1), lo que termina la prueba.

Corolario 4.19. mw(X) < x(X).

Demostracion. Es conocido que para cualquier espacio Y, 7w (Y) < d(Y) - x(Y)

y t(Y) < x(Y). Asi, con el teorema anterior tenemos

mw(X) < d(X) - x(X) < #(X) - x(X) < x(X).

Por 1ultimo, cabe destacar que se sabe lo siguiente:

Teorema 4.20.
(1) Es consistente que d(X) = t(X) = Ny < 2%,
(2) Es consistente que d(X) < t(X).
(3) Es consistente que m(X) = y(X) = Ny < 2%,

Las pruebas de estos resultados requieren el manejo de técnicas de forcing, y

las ideas pueden ser consultadas en el articulo de Tall [20].
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Apéndice A

Topologia

Teorema A.l (Teorema del conjunto perfecto para Borelianos). Si Y
es un espacio Polaco (separable y completamente metrizable) y B C Y es no
numerable, entonces B contiene un conjunto perfecto. En particular se cumple lo

anterior para R.

Teorema A.2. SiY es sequndo numerable entonces todo cerrado es union de un

conjunto perfecto y uno contable.

Teorema A.3. Para cualquier espacio Y, union de dos conjuntos perfectos es

un conjunto perfecto.

Teorema A.4. Sean (Y,d) un espacio métrico, y E CY (E # (). Definimos la
distancia de x a E como
pe(r) = inf d(z, 2).
Entonces
(1) pp(z) =0 siy sdélo siz € E.
(2) pE es una funcion uniformemente continua en Y .

Teorema A.5. La topologia usual de R tiene tamario 2™,

Teorema A.6. Sea Y un espacio cce, entonces todo subconjunto abierto (denso)

€S CcCcC.

Teorema A.7. Y es un espacio numerablemente compacto si y solo si todo sub-

conjunto infinito de Y tiene un punto de acumulacion.
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Teorema A.8. SiY es un espacio Tychonoff, entonces X es pseudocompacto si
y solo si toda cubierta abierta contable tiene una subfamilia finita cuya union es

densa en'Y .
Teorema A.9. Todo espacio paracompacto Hausdorff es normal.

Teorema A.10 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado no va-
cio en el que toda cadena tiene una cota superior, contiene al menos un elemento

maximal.

Teorema A.11. Todo subespacio cerrado discreto de un espacio Lindeldf es con-

table.

Teorema A.12. Un espacio Y es Baire si y solo si la union contable de cerrados

densos en ninguna parte tiene interior vacio.
Teorema A.13. MA (k) implica que la unién k nulos es nulo.

Teorema A.14. Para cualquier espacio Y se tiene que

mw(Y) < d(Y) - x(Y), d(Y) < 7w(Y) y ¢(Y) < x(Y).
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Apéndice B
Teoria de la Medida

Teorema B.1. Todo abierto en R es union de a lo mas una cantidad numerable

de intervalos disjuntos. A estos abiertos los llamamos componentes del abierto.

Teorema B.2. El supremo e infimo de una sucesion de funciones medibles en un
espacio de medida, es medible. Mas atn, el limite de una sucesion de funciones

medibles es medible.

Teorema B.3. Sea A C R medible. entonces para toda € > 0, existe U abierto
tal que AC U y AMU) < AM(A) +e.

Teorema B.4. A es un conjunto medible si y sélo si puede escribirse como un

conjunto F, union un conjunto nulo(o como un G5 menos un nulo)[16].

Teorema B.5. La medida interior y exterior de Lebesque cumplen las siguientes

propiedades. Sean A, B C R.
1. 8i A C B entonces N*(A) < A*(B) y A(A) < A\ (B).
2. X(AUB) <X (A)+ M(B) y \Md(AU B) > M\(A) + \(B).

Teorema B.6 (Criterio de Carathéodory). F C R es medible si y sélo si
para todo A C R,
N(A)=X(ANE)+ X(A\E).

Teorema B.7. Si E C R es de medida positiva, entonces contiene un no medible.
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Teorema B.8. Sea (S,A,u) espacio medible. Si f,g : S — R son funciones

integrables tales que son casi iguales(es decir, son iguales salvo en un subconjunto

[gfdu=[sgdu-

Teorema B.9. La o-dlgebra de Borel de R tiene cardinalidad 2%°, mientras que

de medida cero) entonces

la cardinalidad de la cantidad de subconjuntos de un no numerable A C R es 22%,

por lo que todo no numerable tiene un subconjunto no boreliano.
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