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Introduccion.

Alrededor de 1850 algunos ajedrecistas y entusiastas del ajedrez se plantea-
ron la siguiente pregunta: ;Cudl es el minimo nimero de reinas que se deben
colocar en un tablero de ajedrez de tal manera que cada casilla del tablero sea
atacada u ocupada por alguna reina, considerando los movimientos naturales
de la reina? (ver figura 1). En 1862 el ajedrecista Jaenisch ([6]) resolvio dicho
problema. También se puede plantear dicha pregunta para otras piezas del jue-
go de ajedrez, de igual manera podriamos cambiar el nimero de casillas del
tablero. Varios matematicos de la época se dedicaron a responder la pregunta
anterior, cada uno con distinto enfonque, en particular se dieron cuenta que
dicho problema se puede reescribir usando la teoria de graficas como sigue:

Figura 1: Movimientos posibles de una reina en el tablero de ajedrez

Se construye una grafica G en la que cada vértice representa una casilla del
tablero y hay una arista entre dos vértices si se puede llegar con un movimiento
de reina entre las casillas correspondientes. En la figura 2 podemos ver todos
los vértices que debe tener la grifica y todas las posibles aristas de los vértices
sombreados, ahora que tenemos una idea de como se debe construir la grafica
que necesitamos, podemos transformar el problema original en un problema de
teoria de graficas, ;Cudl es la minimo nimero de vértices de G que se necesitan
para formar un conjunto S tal que cada vértice en V(G)—S es adyacente a algiin
veftice en S?7 Llamaremos a S un conjunto dominante de G. Ore formalizé el
concepto de conjunto dominante en el afio de 1962 ([7]).

Al minimo de las cardinalidades sobre todos los conjuntos dominantes de
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INTRODUCCION

Figura 2: Construcciéon de la grafica G que representa los movimientos de una
reina en el tablero de ajedrez

una grafica G se le llama nimero de dominacién, denotado por v(G). Puesto
que calcular exactamente el niimero de dominacién para cualquier grafica es
algo complicado, en 1979 Garey y Johnson ([5]) probaron que dada una grafica
G encontrar un conjunto dominante de cardinalidad «(G) es un problema NP-
duro. Se han exhibido algunas cotas inferiores y superiores para dicho nimero;
as{ como el nimero de dominacion exacto para ciertas familias de gréficas como
son: trayectorias, drboles, graficas bipartitas, etcétera.

A partir de este concepto surgieron otros tipos de conjuntos dominantes, en
1862 Jaenisch ([6]) planted el siguiente problema ;Cuél es el minimo nimero de
reinas que no se ataquen entre si que se deben colocar en un tablero de ajedrez
de tal manera que cada casilla del tablero sea atacada u ocupada por alguna
reina? Si hacemos el mismo andlisis que se hizo para la pregunta inicial nos
daremos cuenta que en realidad estamos buscando lo que més tarde se definiria
como conjunto dominante independiente de cardinalidad minima. El nimero
de dominacién independiente que definiremos mds adelante y la notacién +(G)
fueron introducidas por Cockayne and Hedetniemi en [8]y [9], en 1974 y 1977,
respectivamente.

A continuacién daremos otros de los conceptos relacionados con conjuntos
dominantes. Un conjunto dominante S tal que (S) es conexo es llamado un
conjunto dominante conexo. Un conjunto dominante total es un conjunto domi-
nante S tal que (S) no tiene vértices aislados. La minima cardinalidad de todos
los conjuntos dominantes conexos (totales) es llamado el nidmero de dominacion
coneza (total) y es denotado por v.(G) (1:(G)), el desarrollo de la teoria de
estos dos pardmetros lo podemos encontrar en ([10],1980) y ([11],1979), respec-
tivamente. Un subconjunto S de V(G) tal que es un conjunto dominante de G
y un conjunto dominante de G es llamado conjunto dominante global y el orden
minimo de los conjuntos dominantes globales es llamado el nimero de domina-
cion global, denotado por 7v4(G). El concepto de dominacién global en graficas
fue introducido por Sampathkumar ([12]) en el ano de 1889.

En el ano 2012 el matematico hindu Ismail Sahul Hamid dio a conocer un
nuevo concepto relacionado con los conjuntos dominantes; a saber, conjuntos



INTRODUCCION

dominantes transversales de independientes maximos. Un subconjunto S de los
vértices de una grafica G es un conjunto dominante transversal de independien-
tes mdzrimos si S es un conjunto dominante y S intersecta a cada conjunto
independiente maximo de G. Con este nuevo concepto surge lo que se conoce
como niumero de dominacion transversal de independientes maximos, denotado
por v;:(G), el cual es la minima de las cardinalidades sobre todos los conjun-
tos dominantes transversales de independientes maximos de G. En esta tesis
nos dedicaremos a estudiar desde distintos enfoques el niimero de dominacion
transversal de independientes méximos. Calcularemos +;:(G) para ciertas fami-
lias de gréficas. Veremos algunas cotas y caracterizaciones para el valor v;:(G)
en términos de otros parametros importantes dentro de la teoria de graficas, en
particular dedicaremos toda una seccién para estudiar a las graficas bipartitas.

El capitulo 1 de preliminares lo dedicaremos, naturalmente, para dar las de-
finiciones basicas y algunos lemas y teoremas sobre la teoria de dominacion, los
cuales necesitaremos para el desarrollo de nuestro trabajo. En el capitulo 2 de la
tesis exhibiremos el nimero de dominacién transversal de independientes méxi-
mos para algunas familias de graficas como son: gréficas k-partitas completas,
graficas completas, graficas bipartitas completas, estrellas, biestrellas, la corona
de una grafica G con K1, trayectorias, ciclos, ruedas y graficas inconexas. En el
capitulo 3 caracterizaremos el valor de 7;:(G) en términos del orden y el nimero
de clan, también daremos diversas cotas en términos del orden, del nimero de
dominacién, grado minimo de la grafica, nimero de dominacién independiente
y nimero de cubierta. En el capitulo 4 estudiaremos el niimero de dominacién
transversal de independientes maximos para graficas bipartitas y veremos como
éste se relaciona con el numero de dominacion.






Capitulo 1

Preliminares.

En este apartado se daran algunas definiciones bésicas de la teoria de graficas
que se necesitaran a lo largo de la tesis, asi como algunos resultados bésicos. En
particular en la segunda seccién exhibiremos algunos resultados relacionados con
la conexidad en gréaficas y algunas propiedades estructurales de arboles. En la
seccion tres veremos algunos resultados relacionados con conjuntos dominantes.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1. Definiciones basicas

Una gréafica G consiste de un conjunto finito no vacio V(G) de objetos
llamados vértices, y un conjunto A(G) de pares no ordenados de distintos ele-
mentos de vértices, llamados aristas, la notacién convencional para pares no
ordenados es {u, v} pero a lo largo de este texto usaremos la siguiente notacién
para la arista (u,v), con u y v en V(G). Por ejemplo: V(G) = {u,v,w,z,y} y
A(G) = {(u,v), (u,w), (v,w), (v,x), (x,y)} son los vértices y aristas correspon-
dientes a la gréfica G.

A cada gréfica se le puede asignar una representacién en el plano, para cada
vértice de la grafica asignamos un nodo(punto) en el plano y para cada aris-
ta asignaremos un segmento continuo entre los nodos correspondientes. En la
figura 1.1 podemos observar la representacion en el plano de la grafica G ante-
riormente descrita.

Figura 1.1: Representacién geométrica de la grafica G

Diremos que |[V(G)] es el orden de G y |A(G)] el tamano de G. Dados u,
ven V(G) y a en A(G), diremos que v y v son adyacentes si (u,v) € A(G) y
diremos que a y u son incidentes si a = (u,x) para algin z en V(G).

La vecindad abierta de un vértice v en V(G) se define como {x € V(G) :
(z,u) € A(G)}, denotada por N(u), el conjunto de vértices adyacentes a u. La
vecindad cerrada se define como N (u)U{u}, denotada por N[u]. El grado de
un vértice u, denotado por d(u), se define como | N (u)|. Diremos que un vértice v
es un vértice aislado si 6(v) = 0, es un vértice final si §(v) = 1 y es un vérti-
ce interior si §(v) > 1. Para la grafica representada en la figura 1.1 se tiene que
el orden es 5 y el tamano es 5. Ademas notemos que el vértice u tiene grado 2 ya
que N(u) = {v,w}, y por consiguiente N[u] = {u,v,w}. Por ultimo, podemos
notar que G no tiene vértices aislados y todos sus vértices son vértices interiores.

Dada una gréfica G y f una pareja no ordenada que no pertenece a A(G).
Diremos que G+ f es la gréifica con V(G+ f) = V(G) y A(G+ f) = A(G)U{f}.
Sea e en A(G). Diremos que G — e es la gréfica con V(G —¢) = V(G) y
A(G —e) = A(G) — {e}.

12



1.1 DEFINICIONES BASICAS

Sean Gy H dos gréficas tales que V(H) N V(G) = (), definimos a la gréafica
GUH de tal manera que V(GUH) =V (G)UV(H)y A(GUH) = A(G)UA(H).

Sean Gy H dos graficas. Diremos que H es subgraficade GsiV(H) C V(G)
y A(H) C A(G), en la figura 1.2 podemos observar un ejemplo de dicho con-
cepto. Si V(H) = V(G) diremos que H es una subgréfica generadora de G.
Sean G una grafica y S un subconjunto de V(G). La subgrafica inducida por
S, denotada por (S), es la grifica tal que V((S)) = Sy (u,v) € A((S)) siy sélo
si (u,v) € A(G), con {u,v} C S.

Figura 1.2: Subgréfica de G, para la grafica G representada en la figura 1.1,
generada por el conjunto {u,v,w}

El complemento de G, denotado por G, es la gréifica tal que V(G) = V(G)

y (u,v) € A(G) siy sélo si (u,v) ¢ A(G).

(O— @ ,
G ®
Figura 1.3: Representacion de una grafica y su complemento

Sea G una gréafica. Diremos que G es completa si (u,v) € A(G) para todo
subconjunto {u,v} de V(G). Una grafica completa de orden n la denotaremos
por K, . En la figura 1.4 podemos observar un ejemplo de una gréfica completa.

13



CAPITULO 1. PRELIMINARES

,‘,

Figura 1.4: K4

Sean G una grafica y S un subconjunto de V(G). Diremos que S es un con-
junto independiente si A((S)) = ). Una grafica G es k-partita, con k > 2, si
existe una particion de sus vértices en k conjuntos independientes, en particular
si k = 2 diremos que G es una grafica bipartita. Una gréfica G es k-partita
completa si existe una particién de sus vértices en k conjuntos independientes,
digamos {Vi,...,V4}, tal que para cada u en V; y para cada v en V; se tiene
que (u,v) € A(G) para cada subconjunto {7,j} de {1,...,k}. Si tenemos que
k = 2 se dice que G es una grifica bipartita completa y si ademas |V1| = m
y |V2| = n, entonces G la denotamos por K,, . En el caso en el que m =1
diremos que nuestra grafica es una estrella. Dadas dos estrellas, K1, y Kim
tales que V(K1) N V(Ky,,) = 0, definimos a la biestrella como la gréfica
tal que tiene como vértices al conjunto V(K ,) U V(K1 ,,) y como aristas al
conjunto A(Kj ) U A(K1 m) U {(u,v)}, donde u es el tnico vértice de grado n
en Ki , y v el dnico vértice de grado m en Kj .

Dadas las estrellas K7 3 y K12 podemos formar la siguiente biestrella en la
cual se tiene que {u1, us,uz} y {v1,v2} son conjuntos independientes (ver figura
1.5).

Figura 1.5: Biestrella de orden 7

Sea G una grafica, llamaremos cubierta por vértices de G a un subcon-
junto S de V(G) tal que cada arista es incidente al menos a un vértice de S,
la minima de las cardinalidades de todas las cubiertas por vértices de G es lla-

14



1.1 DEFINICIONES BASICAS

mada el ndmero de cubierta, denotado por ap(G). Diremos que S es una
cubierta minima de G si |S| = ap(G). En la gréfica de la figura 1.6 se tiene
que {z,z,v,w} es una cubierta de G pero no es minima porque {z,u, v} es una
cubierta de cardinalidad menor y més ain ap(G) = 3.

Figura 1.6: Grafica con niimero de cubierta tres

A continuacién calcularemos o para las graficas completas y las estrellas.
Para el caso en que n = 1 definimos a(K7) = 0, y para el caso en que n > 2
consideremos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.1.1. Sin > 2, entonces ag(K,) =n — 1.

Demostracién.

Claramente para el caso en que n = 2 se tiene que «p(K2) = 1, por
lo cual consideramos n > 3. Supongamos que V(K,,) = {vi,vs,...,0,}. Sea
S = {v1,...,0n-1}, demostraremos que S es una cubierta por vértices de G.
Como vy estd en S, sabemos que cualquier arista de la forma (vy,v;) con ¢ en
{2,...,n} tiene un vértice incidente que pertenece a S; de igual manera como
vy estd en S, se tiene que cada arista de la forma (ve,v;) con i en {1,3...,n}
tiene un vértice incidente que pertenece a S; asi sucesivamente como v, _1 estd
en S, se tiene que cada arista de la forma (v,_1,v;) con i en {1,...,n —2,n}
tiene un vértice incidente que pertenece a S, esto implica que cada arista de
K, es cubierta por S. Por lo tanto, S es una cubierta por vértices de K,,. Asi,
ao(Kp) <|S|=n-1.

Ahora demostraremos que ag(K,) > n — 1. Procediendo por contradicccion,
supongamos que existe una cubierta por vértices de G, digamos S7, tal que
[S1] < m — 1, es decir, |S1| < n — 2; usando lo anterior y el hecho que n > 3
se concluye que |V(K,,) — Si| > 2. Sean z y y en V(K,,) — 51, por ser K,, una
gréfica completa se sigue que z y y son adyacentes, lo que implica que (z,y) es
una arista de G para la cual ninguno de sus vértices incidentes pertenece a S7,
lo cual contradice el hecho que S; es una cubierta por vértices de G.

Por lo tanto, no existen cubiertas por vértices de cardinalidad menor a n—1.
Asi, ap(K,)=n—1.1

Proposicién 1.1.2. Si G es una estrella de orden n, entonces ap(G) = 1.

15



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion.
Supongamos que

V(G) ={z,v1,...,0n-1} y AG) = {(z,v;) :i € {1,...,n— 1}}.

Claramente se sigue que {x} es una cubierta por vértices de G, con lo cual po-
demos concluir que ap(G) = 1.1

Un clan en una grafica G es una subgréafica completa de G. El maximo de
los ordenes de todos los clanes de G es llamado el nimero de clan de G y
es denotado por w(G). Un clan de orden w(G) es llamado clan méximo. Ob-
serve que la subgrafica inducida (uq,us,us) (ver figura 1.7) representa un clan

de orden 3 y dado que no podemos encontrar un clan de orden 4 se tiene que
w(G) =3.

Si G es una grafica con conjunto de vértices {vy,...,v,}, entonces G es la
grafica tal que V(GT) = V(G)U{u1,...,un}t y

A(GT) = AG) U {(uj,v;) =i € {1,...,n}}. A dicha gréifica también se le
conoce como la corona de G con Kj.

Figura 1.7: La corona de G con K;

Sea G una gréfica. Decimos que (vg, . .., v, ) es un camino en G si (v;, v;11) €
A(G) para cada i en {0,...,n—1} y diremos que (vp, . ..,v,) s un vov,-camino.
Diremos que (vp,...,v,) es una trayectoria si no repite vértices, es decir,
v #vjsii# 7y {4,5} €{0,...,n}, de igual manera llamaremos a (vo, ..., v,)
una vov,-trayectoria, denotaremos por P, a la trayectoria con n vértices. Sea
€ = (vo,v1,.-.,Un—1,v,) Un camino, entonces al camino (v, vp_1,...,v1,%0)
lo llamaremos el converso de %, y lo denotaremos por €~ '. Si € no repite
aristas, es decir, si (v, vi41) # (v5,v41) sit # 5y {i,7} C {0,...,n} entonces
%€ es llamado paseo. Diremos que € es cerrado si vg = v,,. Definimos a n como
la longitud del camino, denotada por £(%).

Dado un ww-camino P y z, y dos vértices en G tales que (z,u) € A(G)
y (v,y) € A(G), al camino (z,u...,v,y) lo denotaremos como (z, P,y). Sea
P un wv-camino y @ un wz-camino tales que (v,w) € A(G), al camino
(u,...,v,w,...,z) lo denotaremos como P U Q.

16



1.1 DEFINICIONES BASICAS

Sean G una graficay {u,v} C V(G). Si existe un camino entre u y v, entonces
definimos la distancia entre u y v, denotado por d(u,v), como
min{¢(P) : P es una trayectoria entre v y v}. Llamaremos excentricidad de
v, denotada por e(v), a méx{d(v,w) : w € V(G)}. Por ultimo definimos el
didmetro de G, denotado por diam(G), como max{e(w) : w € V(G)}.

Us Uy

Figura 1.8: Representacién geométrica de una grafica con didmetro dos

Veamos un ejemplo, en la grifica de la figura 1.8 se tiene que: d(uq,u2) = 1,
d(ul,U3) = 1 d(ul,w;) = 2, d(ul,ug,) = 1, d(uz,u;;) = 1, d(UQ,U4) = 2,
(’U,Q,’LL5) 1 d(U3,U4) = 1, d(U3,U5) = 2, d(U4,U5) = 1, d(ul,ul) = 0,
d(uz,uz) = 0, (U3,U3) =0, d(us4,us) = 0, d(us,us) = 0. Por lo cual se tie-
ne que e(uy) = 2, e(uz) = 2, e(us) = 2, e(ua) =2y e(us) = 2. Asi, diam(G) = 2.

Un ciclo es un camino cerrado de longitud mayor o igual a 3 que no repite
vértices salvo el inicial y el final, denotaremos por C), al ciclo con n vértices.
Dado un ciclo Cp,—1 = (v1,...,Vn—1,v1) y un vértice v tal que v ¢ V(C,,_1), defi-
nimos a una rueda, denotado por W,,, como la gréfica que tiene como vértices al
conjunto  V(Cpr—1) U {v} 'y como aristas al  conjunto
A(Cp—1) U{(v,v;) : i € {1,...,n — 1}}. En la figura 1.9 podemos observar
un ejemplo de la rueda Wi.

Figura 1.9: Wy

En la figura 1.10 tenemos que € = (u,w,v,u,w,v,x) es un camino en G,
(u,v,z,y) es una trayectoria y ¢ = (u,w,v,u) es un ciclo de G (en particular

17



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Figura 1.10: Gréafica que contiene caminos, trayectorias y ciclos

también es un paseo).

Sea G una grafica. Diremos que G es conexa si para cualquier par de vértices
u'y v, existe al menos un camino de u a v. Si G no es conexa entonces diremos que
es inconexa. Una componente conexa de GG es una subgrafica conexa de G
méxima por contencién con dicha propiedad, denotaremos por w(G) el nimero
de componentes conexas. Diremos que G es un arbol si G es una grafica conexa
sin ciclos.

Un subconjunto S de V(G) es un conjunto dominante si todo vértice en
V(G) — S es adyacente a un vértice de S, la minima cardinalidad de todos los
conjuntos dominantes es llamado el nimero de dominacion de G y es deno-
tado por v(G). Un conjunto dominante S de una gréfica G tal que |S| = v(G)
es llamado un v-conjunto de G. Un conjunto dominante independiente S
es un conjunto dominante el cual también es independiente. El niimero de
dominacién independiente ¢(G) es el minimo de las cardinalidades de todos
los conjuntos dominantes independientes.

El maximo de las cardinalidades de los conjuntos independientes es llamado
el nimero de independencia y es denotado por 5y(G). Un conjunto inde-
pendiente I tal que |[I| = By(G) es llamado un Bg-conjunto.

Figura 1.11: Conjuntos dominantes y conjuntos independientes

Notemos que en la figura 1.11 el conjunto S={y, z} es dominante pero no es

18



1.1 DEFINICIONES BASICAS

minimo ya que S;={y} es un conjunto dominante de G tal que |S1| < |S|. Por lo
tanto, v(G) = 1 y justo en este caso se cumple que S es un conjunto dominan-
te independiente por lo cual +(G) = v(G). Por ultimo tenemos que Se={z, 2}
es un conjunto independiente lo que implica que Sy(G) > 2, dado que nuestra
grafica solo tiene cuatro vértices, d(w) = 3 y d(y) = 3 no es posible encontrar
un conjunto independiente de G con mayor cardinalidad mayor o igual a tres.
Por lo tanto, 5o(G) =2 .

Sea G una grafica. Un conjunto dominante S tal que (S) es conexo es llamado
un conjunto dominante conexo. Un conjunto dominante total es un conjun-
to dominante S tal que (S) no tiene vértices aislados. La minima cardinalidad
de todos los conjuntos dominantes conexos (totales) es llamado el nimero de
dominacién conexa (total) y es denotado por 7.(G) (1:(G)). Un subconjunto
S de V(G) tal que S es un conjunto dominante de G'y un conjunto dominante de
G es llamado conjunto dominante global y el orden minimo de los conjuntos
dominantes globales es llamado el nimero de dominacién global, denotado
por 74 (G).

Regresando a la grifica de la figura 1.7 notemos que R={ug, u4,us, ug} es
un conjunto dominante tanto conexo como total pero no es el de menor cardina-
lidad ya que Ry={u1,us} también es un conjunto dominante total y dominante
conexo. Podemos observar que no hay conjuntos dominantes con cardinalidad 1,
lo que implica que no hay conjuntos dominantes conexos ni dominantes totales
de cardinalidad 1, entonces se puede concluir que 7.(G) = v (G) = 2. Ademas,
R; también es un conjunto dominante global, usando el anélisis anterior se tiene

que v4(G) = 2.

Sean G y H dos graficas. Diremos que G y H son isomorfas, denotado
por G = H, si existe una funcién biyectiva f tal que f : V(G) — V(H) y
(u,v) € A(G) si y s6lo si (f(u), f(v)) € A(H). Veamos un ejemplo, las grificas
de la figura 1.12 son isomorfas ya que la funcién f : V(G) — V(H) con regla
de correspondencia f(u) = ¢, f(v) = a, f(z) = b, f(y) = d; es una funcién que
cumple con las caracteristicas pedidas.

(@) H
ORI
a

5o IXL

Figura 1.12: Representacién geométrica de graficas isomorfas
Sea G una gréfica conexa definimos a nG como la grafica con n componentes
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O—O
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Figura 1.13: 4k; U3 K>

0000

conexas, cada componente conexa isomorfa a G. En general, dada una grafica G
se puede representar como | J; n;G; con G; # G para cada i # j. Por ejemplo
para la gréafica inconexa de la figura 1.13 su representacion es 4k; U 3K5.

1.2. Graficas conexas

A lo largo de este trabajo vamos a necesitar los siguientes teoremas.

Teorema 1.2.1. Sean G una grifica conexa y € un ciclo en G. Si a es una
arista de €, entonces G — a es conezxa.

Demostracion.

Demostraremos que para cualesquiera dos vértices de G — a existe un ca-
mino entre ellos en G — a. Sean u y v dos vértices de G — a y supongamos que
a = (x,y). Como V(G) = V(G — a), entonces u y v también son vértices de
G, puesto que G es conexa, se sigue que existe una trayectoria de v a v en G
digamos P. Si a no es una arista en P, entonces P es una trayectoria entre u y v
en G —a. Ahora, si a es una arista en P. Supongamos sin pérdida de generalidad
que x aparece antes que y en P, mas aun, ¥ empieza en x y termina en y. Asi,
(u, P,x) U (z,%,y) U (y, P,v) es un camino entre u y v en G — a. Por lo tanto,
G — a es conexa.ll

De la definicién de trayectoria es claro que una trayectoria en particular es
un camino, ademads es claro que un camino no siempre es una trayectoria por lo
cual demostraremos el siguiente resultado.

Lema 1.2.2. Si C es un ugu,-camino tal que ug # u,, entonces C tiene una
UgUn -trayectoria.

Demostracién.

La prueba la realizaremos por induccién sobre ¢(C). Cuando £(C) = 1 se
sigue que C' = (ug,u1 ), con lo cual se tiene que C' es la ugu,-trayectoria buscada,
en el caso en que £(C) = 2 se tiene que C' = Ky ya que C' = (u,, u;, ug) por lo
cual C es la ugu,-trayectoria. Ahora que ya analizamos los casos en que ¢(C) = 1
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y £(C) = 2, supongamos que si C’ es un zy-camino de longitud menor que n,
entonces C’ contiene una ry-trayectoria.

Sea C' un ugu,-camino de longitud n. Consideremos dos posibles casos res-
pecto a los vértices de C.

Caso 1. u; # u; paracadai#jy {i,5} C{0,...,n}.

En este caso es claro que C' cumple la definicién de trayectoria, por lo cual
C es la ugu,-trayectoria que necesitabamos.

Caso 2. Existen u; y u; en V(C) tales que u; = u; con {i,j} C {0,...,n}
ei#j.

Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < j, por lo cual
C" = (Ugy -+ Uim1, Ui, Ujt1, - - -, Up) €S UN UglUp-camino de longitud menor que
n entonces C’ contiene una ugu,-trayectoria. Notemos que C’ estd contenido
en C, de lo que se sigue que P se queda contenida en C'. Por lo tanto, P es la
upU, -trayectoria buscada.

Por el anélisis de ambos casos podemos concluir que si C es un ugt,-camino
tal que ug # u,, entonces C tiene una ugu,-trayectoria.ll

Lema 1.2.3. 5i G es una grifica conexa y a una arista que no estd en ningun
ciclo de G, entonces G — a es inconexa y w(G —a) =2 .

Demostracién.

Supongamos que a = (z,y) para algunos = y y en V(G). Sabemos que la
arista a es una trayectoria de x a y en GG. Afirmamos que toda trayectoria en
G entre x y y pasa por a. Supongamos que existe una trayectoria entre x y
y que no pasa por a, digamos P, entonces (y,z) U P; es un ciclo de G que
contiene a a, lo cual es una contradiccién. Por lo cual toda trayectoria entre
z y y pasa por a en G, por lo anterior y el lema 1.2.2 se tiene que en G — a
no existe un camino entre x y y, es decir, G — a no es conexa. Ahora veamos
que w(G — a) = 2, procediendo por contradiccién supongamos que G — a tiene
al menos 3 componentes conexas, digamos G1, G2, G3. Ahora, supongamos sin
pérdida de generalidad que x pertenece a G y y pertenece a G, sean u y
v vértices en GG; y Ga, respectivamente sabemos que (G; es una componente
conexa en G — a por lo cual existen un camino de u a z, digamos C,, es claro
que Cy también es un uz-camino en G de igual manera existen un yv-camino
en G — a, digamos C,, y C, es un yv-camino en G. Notemos que (C,,a,C,)
es uv-camino en G, lo que implica que (V(G1) UV (G2)) es una gréfica conexa.
Ahora si tomamos un vértice w en G3 y un vértice z en G; U G, sabemos que
no existen caminos entre w y z en G — a y dado que w ¢ {x,y}, entones en G
no existen caminos entre w y z lo cual no es posible ya que G es conexa. Por lo
tanto, w(G —a) =2.1

Teorema 1.2.4. Si G es una grdfica conexa, entonces G contiene un drbol
generador.

Demostracion.
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Haremos la prueba por induccién sobre |A(G)|, considerando |A(G)| = q.
Notemos que las tinicas gréaficas con 0 y 1 aristas son K7 y K>, respectivamente,
y dichas gréaficas son arboles. Ahora supongamos que cualquier grafica conexa
G’ con menos de q aristas contiene un drbol generador.

Sea GG una gréfica conexa con g aristas. Si G no contiene ciclos, entonces G es
el arbol buscado. Supongamos que G tiene al menos un ciclo y sea a una arista
de G que pertenece a algtn ciclo de G. Consideramos G — a que por el teorema
1.2.1 es una grafica conexa con menos de ¢ aristas, entonces por la hipdtesis
de induccién G — a contiene un arbol generador, pero dicho &rbol generador
también es un arbol generador de G.l

Teorema 1.2.5. Si T es un drbol con al menos dos vértices, entonces T tiene
al menos dos vértices finales.

Demostracién.

Sea P = (vg,v1,...,v,) una trayectoria de longitud méxima en T. A conti-
nuacién demostraremos que 6(vg) =1y 6(v,) = 1.

Procediendo por contradiccién, consideramos (vg) > 2 o d(vy,) > 2. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que d(v,) > 2, lo que implica que existe w
en V(T) — {v,—1} tal que (v, w) € A(T). Notemos que w # v; para cada i en
{0,...,n — 2}, de lo contrario se formaria el ciclo C = (v;, P,vy) U (vn,v;), lo
cual contradice el hecho que T es un drbol. Por lo tanto, w ¢ V(P) de lo cual
se sigue que P U (v,,w) es una trayectoria de T' de longitud mayor a la longitud
de P, lo cual es una contradiccién. Asi, 6(vg) =1y 0(v,) = 1.

Por lo tanto, vy y v1 son los vértices finales buscados.ll

Teorema 1.2.6. Sea G una grifica. G es conexa si y solo si para cualquier
{1, Va} particion de V(G) existe una Vi Va-arista.

Demostracion.

Primero demostraremos la condicién suficiente para lo cual, supongamos que
G es conexa. Sea {V1,Va} una particién de V(G), entonces sabemos que Vi y
V5 son conjuntos no vacios. Sean u en V7 y v en Vs, como G es conexa sabemos
que existe una uv-trayectoria, digamos (u = v1,...,v, = v). Sea v; el ultimo
vértice de la trayectoria que pertenece a V7 (v; existe ya que u pertenece a V1),
es claro que v; 41 pertenece a V, (por eleccién de v; y ademds v;41 existe ya que
v pertenece a Va). Por lo tanto, (v;, v;11) es una Vi Vo-arista.

Ahora para demostrar la condicién necesaria, supongamos que para cualquier
{V1, Vo } particién de V(G) existe una V; Vz-arista. Demostraremos que para todo
uy ven V(G) existe un uv-camino.

Sean uy ven V(G)y By = {w € V(G) : existe un uw — camino en G}.
Notemos que u estd en By ya que podemos considerar el uu-camino.

Afirmacioén. v € By
Procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que v no pertenece a

B;. Sea By = V(G) — By, entonces v € By. Es claro que By U By = V(G)
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y B1 N By = () por lo cual {B;, B2} es una particién de V(G), aplicando la
hipétesis se tiene que existen x en By y y en By tales que (z,y) € A(G). Ahora
como z en By sabemos que existe un uz-camino en G, digamos C. Asi, CU(z,y)
es un uy-camino en G, lo que implica que y € B; pero esto no es posible ya que
{B1, B2} es una particién de V(G). Por lo tanto, v € Bj.
Por la afirmacién que acabamos de demostrar se tiene que existe un

uv-camino en G, por lo cual queda demostrado que para cualesquiera u y v
en V(@) existe un uv-camino, es decir, G es conexa.ll

Lema 1.2.7. Si P, y P> son dos xy-trayectorias distintas de una grafica G,
entonces Py U Py contiene un ciclo.

Demostracién.
Sean G una graficay P; y P, dos xy-trayectorias distintas de G. Considera-
remos dos casos:

Caso 1.V(P,) =V (P,).

Como P; y P son dos xy-trayectorias distintas, entonces existe una arista
que esta en una de las trayectorias pero no en la otra. Supongamos sin pérdida de
generalidad que a = (u,v) pertenece a Py pero no a P;. Como V(P;) = V(Py)
y a no pertenece a P; entonces los vértices u y v no son consecutivos en P;
(supongamos sin pérdida de generalidad que u aparece antes que v en Py). Por
consiguiente (u, Py,v) Ua es un ciclo en Py U Py (ver figura 1.14).

Figura 1.14: Caso 1

Caso 2. V(P)) # V(P,).

En este caso existe un vértice z que pertenece a uno de los conjuntos pero
al otro no. Supongamos sin pérdida de generalidad que z no pertenece a V(Py).
Sean w el primer vértice de P; que no pertenece a P (existe ya que = pertenece
a Py y z no pertenece a P») y t en V(P;) tal que (t,w) € A(Py), y t pertenece
a V(P,) (6(w)p, =2). Sean r el primer vértice de (w, Pi,y) que pertenece a P,
(r existe ya que w no pertenece a P» y y pertenece a P2) y s en V(w, Pp,y) tal
que (s,r) € A((w, P1,y)), y s no pertenece a V(P,) (ver figura 1.15), de lo cual
se sigue que V((w, Py, s)) NV (P) = 0.

Si r aparece antes que t en P, entonces por lo anterior se tiene que
(t, w)U(w, Py, s)U(s,7)U(r, Py, t) es un ciclo en PyUP;. Sir aparece después que
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Figura 1.15: Caso 2

t en Py, entonces por lo anterior se tiene que (¢, w)U(w, Py, s)U(s,r)U(r, Py, t)
es un ciclo en P U Ps.

Por lo tanto, P; U P, contiene un ciclo.ll

Teorema 1.2.8. Si T es un drbol, entonces T + f tiene un unico ciclo para
toda arista f tal que f ¢ A(T).

Demostracion.

Supongamos que f = (x,y), para algun {x,y} C V(T), tal que f ¢ A(T).
Como T es conexa, entonces existe una trayectoria de = a y, digamos P, notemos
que f no pertenece a A(P) lo que implica que P también es una trayectoria en
T+ f. Por lo tanto, PU (y, ) es un ciclo en T+ f. Supongamos que existe otro
ciclo €1 en T + f. Notemos que %7 contiene a f ya que de lo contrario 67 es un
ciclo en T', lo cual no es posible ya que T" es arbol. Supongamos sin pérdida de
generalidad que %] comienza en x y su penultimo vértice es y. Observemos que
P’ = (z,%1,y) y P son dos xzy-trayectorias distintas en T, entonces por el lema
1.2.7 P U P’ contiene un ciclo, lo cual es una contradiccién ya que T es drbol.

Por lo tanto, T + f tiene un tunico ciclo y dicho ciclo contiene a f.H

1.3. Conjuntos dominantes en graficas

Teorema 1.3.1. Si G es una grdfica de orden n que no tiene vértices aislados,
entonces v(G) < | 5.

Demostracién.

Sea S un y-conjunto en G. Probaremos que V(G)—.S también es un conjunto
dominante en G.

Supongamos que existe un vértice u que pertenece a S tal que no es domina-
do por ninguno de los vértices de V(G) — S. Como G no tiene vértices aislados,
entonces u tiene que ser adyacente a alguno de los vértices de S —{u}. Dado que
S es un conjunto dominante, entonces los vértices de V(G) — S deben ser domi-
nados por S —{u}, lo que implica que cada vértice en V(G)N{u} es adyacente a
algun vértice en S —{u}. Por lo tanto, S—{u} es un conjunto dominante, lo cual
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contradice que S es un vy-conjunto. Concluyendo S es dominado por V(G) — S,
es decir, V(G) — S es un conjunto dominante.

Ahora usando esto tenemos dos casos: si [S| < [ 5], entonces y(G) < [F].
Si |[V(G) — S| < | 5], entonces por lo que acabamos de demostrar sabemos que
V(G) — S también es un conjunto dominante, lo que implica que

1G) < [V(G) - S. Asi, 4(G) < [2].

Corolario 1.3.2. ([2/) Si G es una grdfica conexa no trivial de orden n, en-
tonces v(G) < | 5.

Demostracion.
Como G es una gréafica conexa, entonces G no tiene vértices aislados y apli-
n

cando el teorema 1.3.1 podemos concluir que v(G) < [5]. B

Lema 1.3.3. ([2]) Si G es una grdfica conexa con |A(G)| > 2 y sea
X ={veV(G): ) =1}, entonces y(G) > |N(X)|.

Demostracién.

Note que X es un conjunto independiente ya que al menos tenemos 3 vértices
y G es conexa. Sea S un ~y-conjunto.

Afirmacién. Existe un y-conjunto S; tal que S; N X= 0.

Procediendo por contradicciéon supongamos que cualquier «-conjunto B sa-
tisface que BN X # (. Sean S un 7-conjunto y u en S N X, si existe v
en S tal que (u,v) € A(G), entonces S — {u} seria un conjunto dominante
(va que d(u) = 1) de cardinalidad menor a S, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, N(X) NS = §. Supongamos que SN X = {uy,...,ux} y sean
v1,...,Uk Sus respectivos vecinos, entonces [S — (SN X)] U {vy,..., v} es un
conjunto dominante ya que cualquier vértice en S — (N(X) U X) es adyacen-
te a un vértice de S — (S N X) (X es el conjunto de vértices de grado 1 y
S es un conjunto dominante). Notemos que v; # v; para toda ¢ distinta de
J, ya que de lo contrario |[S — (SN X)]U {v,...,u}| < 7(G), lo cual no es
posible. Por lo tanto, podemos asegurar que |[S — (SN X)| U {vy,..., v} =
¥(G), es decir, S — (SN X)] U {v1,...,vx} es un y-conjunto de G. Claramente
([S=(SNX)U{v1,...,v})NX =0 lo cual no es posible. Por lo tanto, existe
un y-conjunto Sy tal que S; N X = 0.

Por la afirmacién anterior podemos asegurar que existe un y-conjunto S;
tal que N(X) C Sp, con lo cual se tiene que |[N(X)| < |S|. Por lo tanto,
IN(X)| <~(G).®

Lema 1.3.4. ([2]) Si H es una subgrdfica generadora de G, entonces
V(H) = 7(G).

Demostracion.
Sea S un conjunto dominante deH por definicién de subgrafica generadora
sabemos que V(H) = V(G) lo que implica que S C V(G) y

25



CAPITULO 1. PRELIMINARES

V(G)— S = V(H) — S. Sea tomamos x un vértice en V(G) — S, como S es
un conjunto dominante en H entonces existe y en S tal que (z,y) pertenece
a A(H), dado que A(H) C A(G) se sigue que y es un vértice en S tal que
(x,y) pertenece a A(G). Por lo tanto, S es un conjunto dominante de G y por
consiguiente cada conjunto dominante de H es un conjunto dominante de G,
en particular si tenemos un conjunto dominante de cardinalidad v(H ), entonces

Y(H) =2 ~(G).!

Teorema 1.3.5. ([2]) Un drbol T con 2n vértices cumple que v(T) = n si y
solo si cada vértice interior de T es adyacente a exactamente un vértice final.

Demostracion.

Para n = 1. Sea T un arbol con dos vértices tal que v(T)) = 1. Dado que
~v(T) = 1 se sigue que existe un vértice que es adyacente a todos los vértices
restantes pero recordemos que 71" sélo tiene dos vértices por lo cual ambos vérti-
ces son vértices finales, es decir, T' no tiene vértices finales entonces se cumple
por vacuidad que cada vértice interior es adyacente a exactamente un vértice
final. Ahora, sea 1" un arbol con dos vértices tal que cada vértice interior de T’
es adyacente a exactamente un vértice final, notemos que P, es el tinico drbol
que cumple con dichas hipdtesis es P», lo que implica que T' = P5. Por lo tanto
~(T) = 1.

Dado que ya demostramos que se cumple el teorema para el caso en que
n = 1, supongamos que n > 1.

Primero demostraremos la condicién necesaria. Sea T' un arbol en el que ca-
da vértice interior es adyacente a exactamente un vérice final, esto implica que
T contiene el mismo nimero de vértices interiores y vértices finales, es decir,
T contiene n vértices interiores y n vértices finales. Aplicando el lema 1.3.3 se
tiene que v(T') > n y por el corolario 1.3.2 sabemos que v(T') < n. Por lo tanto,

~(T) = n.

Para demostrar la condicién suficiente procederemos por contrapuesta. Sea
T un arbol de orden 2n para el cual existe un vértice interior, digamos u, que
no es adyacente a exactamente un vértice final. Demostraremos que v(T') # n.
Se tienen dos casos:

Caso 1.u es adyacente a méds de un vértice final.

Llamemos H a la grafica obtenida de T a partir de quitar al vértice u y todos
los vértices finales adyacentes a u. Como u es adyacente a méas de un vértice
final, entonces |V (H)| < 2n—3. Notemos que H no tiene vértices aislados ya que
cada vértice interior adyacente a u induce una componente conexa no trivial.
Entonces, aplicando el teorema 1.3.1 se tiene que v(H) < L%j =n—2,es
decir, y(H) <n —2. Sea S un y-conjunto de H, en T se cumple que S U{u} es
un conjunto dominante ya que u domina a los vértices finales adyacentes a el y
S por eleccién domina a V(H) — S. Dado que |[SU{u}| <n—-24+1=n-1,
podemos concluir que y(T) < n — 1.

Caso 2. u no es adyacente a ninguin vértice final.
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Es claro que T — u no tiene componentes conexas triviales, y al menos una
de ellas es de orden impar ya que T es de orden par. Sea 77 una de estas
componentes. Dado que T' es conexo, entonces existe un vértice v de T tal que
(u,v) € A(T), supongamos que existe otro vértice w de T tal que (u,w) € A(T),
pero por ser 77 una componente conexa sabemos que existe una trayectoria P
de v a w, con lo cual se formaria el ciclo (u,v) U (v, P,w) U (w,u) en T, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, no existe otro vértice de 17 adyacente a wu.
Llamemos e a la arista (u,v). Por el lema 1.2.3, T' — e tiene dos componente
conexas, a saber una de ellas 77 y T> la otra componente conexa. Notemos que
ambas son no triviales ya que u no es adyacente a vértices finales y T5 es de
orden impar ya que 77 es de orden impar y T' de orden par.

Por otro lado, por el lema 1.3.4 tenemos que v(T') < (T — e). Ahora calcu-
laremos (T — e).

Afirmacién. y(T — e) = y(T1) + v(T3).

Sean S7 un ~-conjunto de 77 y Sz un vy-conjunto de 75, tomamos el con-
junto S1 U Sz el cual es dominante en T — e y [S1 U Sa| = v(T1) + v(T2)
(porque S1 NSy = 0) con lo cual se tiene que y(T' — e) < ~(T1) + v(T2).
Ademas, no es posible encontrar un conjunto dominante en 7' — e de cardina-
lidad menor. Supongamos que existe un conjunto dominante de T — e, diga-
mos S, tal que |S| < v(T1) + v(T2). Como S = [SNV(TY)]U[SNV(T2)] v
[SNV(T1)]N[SNV(Tz)] = 0, podemos concluir que |S NV (1T1)| < v(T1) o
|SNV(T3)] < v(Tz) . Por otro lado, notemos que SNV (Ty) y SN V(Ts) son
conjuntos dominantes de 77 y T5, respectivamente, ya que S es un conjunto
dominante de T'— e y V(T1) N V(Tz) = 0, entonces |S NV (Ty)| > v(Th) y
|S NV(T2)| > ~v(T3), lo cual en ambos casos es una contradiccién a lo visto
anteriormente. Por lo tanto, y(T — e) = v(Ty) + (T3).

Por lo que acabamos de ver se tiene que v(T') < v(T1)+7(T3), pero aplicando
la afirmacién 1 a Ty y T tenemos que y(T1) < LWJ y v(Tz) < L@J,
entonces Y(7T') < L‘V(QTI)‘J + LlV(QTQ)‘J. Ademas, sabemos que |V (T1)| = 2k + 1
y [V(T2)] = 2m + 1 para algin k y m enteros; por un lado tenemos que
L‘V(ng)lJ =ky L\V(2Tz)|J =m, lo que implica que L\V(2Tl)|J + L\V(QTZHJ =k+m.
Por otro lado, tenemos que (2k + 1) + (2m + 1) = 2n, despejando se tiene que
n — 1=k + m. Por lo tanto, LlV(QTl)‘J + le(sz)lj =n—1 Asi,y(T)<n-—1.

Con lo que acabamos de ver en ambos casos, T no puede tener niimero de
dominacién igual a n. Por lo tanto, cualquier arbol con orden 2n y ntmero de
dominacifon n cumple que cada vértice interior es adyacente a exactamente un
vértice final.ll

Teorema 1.3.6. ([2]) Sea G una grdfica conexa de orden 2n y v(G) = n para
n > 3. 51T es un drbol generador de G, entonces cada vértice final de T es
también un vértice final de G.

Demostracién.
Sean GG una grafica conexa de orden 2n, v(G) = n paran > 3 y T* un
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arbol generador de G. Por el lema 1.3.4 se tiene que v(T*) > v(G) = n, es
decir, v(T*) > n y por el corolario 1.3.2 (ya que T* es conexo y tiene orden
2n) tenemos que y(T*) < n, con lo cual se puede concluir que v(T*) = n. Por
lo tanto, hemos demostrado que todo arbol generador de G tiene numero de
dominacién n y aplicando el teorema 1.3.5 se tiene que cada vértice interior de
T* es adyacente a exactamente un vértice final de T*.

Sean D el conjunto {uy,...,u,} de vértices interiores y E el conjunto
{v1,...,v,} de vértices finales de T, supongamos que e; = (u;,v;) € A(T)
para cada ¢ en {1,...,n}. Notemos que D es un conjunto dominante tanto de
T como de G (cada conjunto dominante de 7" es un conjunto dominante de G).

Ahora demostraremos el teorema 1.3.6. Procediendo por contradiccién, su-
pongamos que existe un vértice final de T que no es vértice final de G, digamos
v1. Entonces, existe un vértice w # w1 que es adyacente en G a vy, denotamos
por f a (w,v1). Conideraremos los siguientes casos:

Caso 1. w € D.

Como w € D, entonces w = u; para algun j en {2,...,n}. Supongamos sin
pérdida de generalidad que j = 2. Consideremos la grafica 7" = T —e1 + f.
Notemos que la grafica T'+ f tiene un unico ciclo &, esto por el teorema 1.2.8,
y f es una arista en €. Como el vértice v; es un vértice final en T, entonces
e1 € A(€). Luego por el teorema 1.2.1 T =T — e + f es una grafica conexa,
y no tiene ciclos ya que % era tnico en T + f. Por lo tanto, T” es un arbol
generador de G y por consiguiente v(T”) = n. Sin embargo, en T” el vértice w
es adyacente a los vértices vy y vo, es decir, en T’ existe un vértice interior que
no es adyacente a exactamente un vértice final, lo cual es una contradiccion al
teorema 1.3.5.

Figura 1.16: Caso 1

Caso 2. w € E.

En este caso existe j # 1, supongamos sin pérdida de generalidad que j = 2
por lo cual w = vo. Ahora consideraremos los siguientes subcasos:

Caso 2.1. u; no es adyacente a ug en 7.

Recordemos que D es un conjunto dominante en G lo que implica que todo
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vértice en E — {v,w} es dominado por un vértice de D — {uy,us}, y dado
(w,v1) € A(G) se tiene que v; domina a w. Por otro lado, como uy y ug son
vértices interiores y no son adyacentes entre si, entonces cada uno es adyacen-
tes a al menos otro vértice interior en T' (en T se cumple el teorema 1.3.5),
sabemos que dichas adyacencias se conservan en G lo que implica que uy y us
son dominados en G por al menos un vértice de D — {uy,us}. Por lo tanto, se
concluye que (D — {u1,uz}) U {v1} es un conjunto dominante de G, es claro
que (D — {uy,u2}) U{v1} tiene cardinalidad n — 1 lo cual no es posible ya que

1(G) =n.

Figura 1.17: Caso 2

Caso 2.2. u; adyacente a uy en T.

Afirmacidn. Existe un vértice u en D — {uy,us} que debe ser adyacente a
uy 0 ug en 7.

Sean Vi = {v1,w,uj,us} y Vo = V(T) — V4, notemos que Vi £ 0y Vo # ()
ya que 2n > 6, ademads se tiene que Vi NVo =0y V1 UVa = V(T). Por lo tanto,
{V1,V2} una particién de V(T), entonces por el teorema 1.3.5 existe al menos
una arista entre V1 y V4. Dado que {v1,w} C F sabemos que v; y w no pueden
ser adyacentes a ningin vértice de V5, ademas por lo visto al principio de la
demostracion sabemos que para T' se cumple el teorema 1.3.6 lo que implica que
u1 y ug no puedes ser adyacentes a ningun vértice de E — {v, w}. Por lo tanto,
existe un vértice en D — {uy, us}, digamos u, que es adyacente a uj 0 us.

Supongamos sin pérdida de generalidad que u = u3 y que us es adyacente a
ug en T'. Consideramos la gréfica T" = T — (ug, v2) + (v1, v2). Haciendo el mismo
andlisis que en el caso anterior tenemos que 7" es un arbol generador de G, por
lo que v(T") = n y por consiguiente cumple el teorema 1.3.5. Sin embargo, por
la construccién de T" éste contiene dos vértices interiores, u1 y us, que no son
adyacentes a ningtin vértice final de 7" lo cual es una contradiccidn.

Por lo tanto, no es posible que exista un vértice final de T" que no sea vértice
final de G. Con lo que queda demostrado el teorema.ll

Teorema 1.3.7. ([2])En una grifica conexa G de orden 2n, v(G) = n si y sdlo
siG=Cy4 0 G=HT para alguna grdfica coneza H.

Demostracion.
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Para demostrar la condicién necesaria, primero demostraremos la siguiente
afirmacion.

Afirmacién. y(Cy) =2y v(Py) = 2.

Veamos que v(Cy) = 2, supongamos que Cy = (vg,v1,v2,v3,Vg) entonces
S = {vp,v2} es un conjunto dominante, y no es posible encontrar un conjunto
dominante de cardinalidad 1 (ver figura 1.18). Por lo tanto, 7(Cy) = 2. Ahora
supongamos que V(Py) = {u1, ua, uz, us} entonces {vy,v4} es un conjunto do-
minante y de igual manera no es posible encontrar un conjunto dominante de
cardinalidad menor (ver figura 1.18). Por lo tanto, v(Py) = 2.

P,

(IR
o

Figura 1.18: Graficas conexas de orden dos y cuatro

Por la afirmacién anterior, si G = Cy se cumple que 7(G) = 2 = n. Notemos
que las tnicas gréaficas conexas de uno y dos vértices son K1 y Ks, respectiva-
mente, en el caso en que H = K, se tiene que G = HT = P,, es claro que G es
una gréfica conexa de orden dos y v(P») = 1. En el caso en que H = K> se tiene
que G = HT = P4, es claro que G es una grafica conexa de orden cuatro y por
la afirmacién demostrada se sigue que v(P;) = 2. Dado que ya se demostro la
condicién necesaria para el caso en que 2n = 2 y 2n = 4, entonces consideramos
n > 3.

Supongamos que G es una grafica conexa de orden 2n y que cumple que
G = H™ para alguna grafica conexa H de orden n. Demostraremos que
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~v(G) = n. Notemos que V(H) es un conjunto dominante en G por definicién de
HT, por lo tanto y(G) < n. Por otro lado, tenemos que todos los vértices de H
son adyacentes a un vértice final en G, entonces por el lema 1.3.3 tenemos que
v(G) > n. Por lo tanto, v(G) = n.

Ahora para la condicién suficiente, primero analizaremos los casos en que
n =1y n = 2. La tnica grafica conexa de dos vértices es K3 lo que implica
que G = Ks, es claro que y(K3) = 1 y si tomamos H = K7 entonces H' = G.
Ahora cuando n = 2, en la gréfica de la figura 1.18 podemos observar todas
las graficas de cuatro vértices. Por lo que ya se demostro sabemos que Cy y Py
son graficas conexas de orden cuatro tales que su numero de dominacion es dos,
pero ninguna de las otras graficas conexas de cuatro vértices cumplen con dicha
propiedad, por lo cual G = Cy o G = P,. Por ultimo si tomamos H = K> se
cumple que H™ = P4, con lo cual se cumple que G =Cs 0 G = H™.

Por el andlisis que acabamos de hacer, vamos a considerar n > 3. Suponga-
mos que G es una gréfica conexa de orden 2n, con v(G) = n. Encontraremos
una grafica conexa H de orden n tal que G = HT.

Afirmacién. Todo drbol generador de G tiene al menos n vértices finales.

Sea T un éarbol generador de G, por el lema 1.3.4 se tiene que
Y(T) > v(G) = n, es decir, v(T) > n y por el corolario 1.3.2 tenemos que
~¥(T) < n con lo cual se puede concluir que v(T) = n.

Ahora sea S el conjunto de vértices finales de T', por lo que acabamos de
ver 7(T') = n, entonces por el teorema 1.3.5 podemos concluir que cada vértice
interior de T' es adyacente a exactamente un vértice final. Por lo tanto, cada
vértice de V(T) — S es adyacente a exactamente un vértice de S, con lo cual
se tiene una funcién inyectiva de V(T') — S a S (por definicién de S), entonces
|[V(T) — S| < |S|. Por otro lado, notemos que V(T') — S es un conjunto domi-
nante, esto por definicién de S, con lo cual se tiene que v(T') =n < |V(T) - S|.
Por lo tanto, |S| > n, es decir, T tiene al menos n vértices finales.

Aplicando el teorema 1.3.6 a este hecho se tiene que G tiene al menos n
vértices finales, por otro lado como cualquier vértice final de G también es un
vértice final para cualquier drbol geneador de G, G puede tener a lo mas n
vértices finales y por lo tanto exactamente n vértices finales. Etiquetamos a
los vértices finales de G como {vy,...,v,} y a sus respectivos vecinos como
{ul, .. ,un}. Vamos a demostrar que cada u; tiene exactamente un solo vecino
en {v1,...,v,}, respecto a G. Supongamos que u; = u; para algin i # j,
entonces habria un vértice interior de G adyacente a méas de un vértice final pero
dado que un vértice final de G es un vértice final en cuaquier arbol generador
se tiene que dicho vértice interior seguira siendo adyacente a mas de un vértice
final en cualquier drbol generador de G, lo cual contradice el teorema 1.3.5
(recordemos que v(T') = n para cualquier arbol generador T' de G).

Por lo tanto cada vértice de {uq,...,u,} es adyacente a solo un vértice de

{vi...,0n}.
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Por tltimo, demostraremos que ({u1,...,u,}) es conexa. Sean u; y u; dos
vértices distintos en {ui,...,un}, como G es conexa entonces existe un w;u;-
camino en G , notemos que cada vértice en el u;uj-camino tiene grado mayor
o igual a dos, lo que implica que cualquier vértice del camino es un vértice en
{u1,...,u,}. Por lo tanto, exite un u;uj-camino en {u1,...,u,}, lo que implica
que ({uq,...,un}) es conexa. Asi, la grifica H buscada es ({uy,...,u,}).H
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Capitulo 2

Numero de dominacion
transversal de
independientes maximos.

En este capitulo para una grifica G vamos a introducir los conceptos de
conjunto dominante transversal de independientes méaximos y de niimero de
dominacién transversal de independientes maximos , denotado por 7;:(G). Pos-
teriormente exhibiremos el valor exacto de 7;:(G) para algunas familias bdsicas
de graficas como son: gréaficas k-partitas completas, graficas completas, graficas
bipartitas completas, estrellas, biestrellas, la corona de G' con K7, trayectorias,
ciclos y ruedas, asi como para graficas inconexas.
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Sea G una gréfica, un subconjunto dominante S de V(G) se dice que es
un conjunto dominante transversal de independientes maximos si S in-
tersecta a todos los fp-conjuntos de G. La minima cardinalidad de todos los
conjuntos dominantes transversales de independientes maximos de G es llama-
do el niimero de dominacioén transversal de independientes maximos de
G, denotado por 7;:(G). Un conjunto dominante transversal de independientes
méximos S de G tal que |S| = v;:(G) es llamado un -, -conjunto de G.

En la grafica de la figura 2.1 se tiene que los conjuntos independientes maxi-
mos son Ay ={ug,ug}, Az ={ua,us}, As ={us,us}, Ay ={u1,ue}, As ={u1,us}
y Ag = {us, us}. Ahora, si consideramos el conjunto S={us, u1, us}, note que S
intersecta a los conjuntos anteriores y ademas S es dominante por lo cual S es
un conjunto dominante transversal de independientes maximos, lo que implica
que v;(G) < 3. Por dltimo, como no existe ninglin conjunto de dos vértices o
un vértice que intersecte a Aq, A, A3, A4 y As, entonces no existen conjuntos
dominantes transversales de independientes maximos de cardinalidad dos o uno,
por lo cual podemos concluir que v;+(G) = 3.

Figura 2.1: Grafica con nimero de dominacién transversal de independientes
maximos tres

Veamos algunas familias para las cuales es facil determinar ~;+(G).

Teorema 2.0.1. ([1])Si G es una grdfica k-partita completa que tiene r con-
juntos independientes mdximos, entonces

2 sir=1

r en otro caso

Yit(G) = {

Demostracion.

Supongamos que {Vi,...,Vi}, con k > 2, es una particién de V(G) en con-
juntos independientes. Notemos que todo conjunto independiente esta contenido
en V;, para algun i en {1,...,k}, ya que G es k-partita completa. Por lo tanto,

todo conjunto independiente méximo de G coincide con algin V;.
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Caso 1. r = 1.

Supongamos sin pérdida de generalidad que V; es el tinico conjunto indepen-
diente méximo en G. Tomemos S un ~y;;-conjunto.

Afirmacién. |S| = 2.

Supongamos que |S| = 1, por ser S un conjunto dominante transversal
de independientes méximos tenemos que S NV; # 0, pero |S| = 1, entonces
|S N Vil = 1. Supongamos que S NV; = {v}, ahora si existe x en V; tal que
T # v, entonces S no seria un conjunto dominante ya que Vi es un conjunto
independiente, lo que implica que no hay una arista entre x y v, pero esto es una

contradiccién. Por lo tanto, |Vi| = 1. Como Vs, ..., V) también son conjuntos
independientes, entonces |V;| < |Vi| = 1 para cada i en {2,...,k}, con lo cual
|[Vi| = 1 para cada i en {2,...,k}, lo cual contradice que » = 1. Por lo tanto,

|S] # 1, es decir, |S| > 2.

Supongamos que |S| > 3 y consideremos los siguientes subcasos:

Caso 1.1. S C V;.

Note que V; = S, ya que de no ser asi, S no seria dominante, debido a que no
existen aristas entre S y V3 — S (porque V7 es un conjunto independiente). Ahora
tomamos z en Vj, para alguna j en {2,...,k}, y Si={z,v}, conven V; =5,
sabemos que v domina a todos los vértices de V; para toda i en {2,...,k} y «
domina en particular a V; por ser G una grafica k-partita completa. Entonces
S, es un conjunto dominante y ademds S, N'Vy = {v}, por lo cual S, es un
conjunto dominante transversal de independientes maximos y |S.| = 2<3 < |S|.
Entonces |S.|<|S], contradiciendo que S es un +;-conjunto.

Caso 1.2. S no se queda contenido en V.

Entonces existe u en S tal que u no pertenece a V. Como SN V; # (), en-
tonces consideremos un vértice v en S NV y tomemos S, = {v,u}. Sabemos
que v domina a V(G) — V; y u domina a Vi, ya que u no pertenece a V1 y G es
una grafica k-partita completa. Entonces S, es dominante y S, NV; # 0, lo que
implica que S, es un conjunto dominante transversal de independientes maxi-
mos, pero |S| < |S.], lo cual es una contradiccién ya que S es un ~;-conjunto.
Por lo tanto, no es posible que |S| > 3, con lo cual queda demostrado que

it (G) = |S] = 2.

Caso 2. r # 1.
Supongamos sin pérdida de generalidad que Vi,...,V, son nuestros r con-
juntos independientes méximos y tomemos S = {ui,...,u,} donde cada u;

pertenece a V;. Claramente S intersecta a todos los conjuntos independientes
maximos, y S es un conjunto dominante ya que en particular u; domina a
V(G) — Vi y v2 domina a V; (G es k-partita completa). Por lo tanto, S es un
conjunto dominante transversal de independientes maximos, lo que implica que
7it(G) < r. Por otro lado, sabemos que cualquier conjunto dominante trans-
versal de independientes maximos intersecta a los r conjuntos independientes
maximos y dichos conjuntos no se intersectan entre si, por lo cual no pode-
mos encontrar un conjunto dominante transversal de independientes maximos
de cardinalidad menor a r. Por lo tanto, r < v;+(G). Asi, v;:(G) = r.B
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Teorema 2.0.2. ([1]) Sea n € N, entonces vit(K,) = n.

Demostracion.

Supongamos que {uq,...,u,} son los vértices de K,,. Notemos que K, es
n-partita completa ya que {V4,...,V,}, donde Vi = {u1},..., Vi, = {un}, es
una particién de V(K,) en conjuntos independientes tal que, por definicién,
cualesquiera dos vértices de distintos conjuntos independientes son adyacentes.
Observe que V; es un conjunto independiente méximo para cada i en {1,...,n}.
Entonces aplicando el resultado anterior se tiene que v;:(K,) = n.l

Teorema 2.0.3. (/1)) vit(Kmn) = 2.

Demostracién.

Dividiremos la demostracién en los dos casos siguientes.

Caso 1. n=m.

En este caso tenemos dos conjuntos independientes maximos, entonces por
lo visto antes se tiene que Vit (K n) = 2.

Caso 2. m # n.

Supongamos sin pérdida de generalidad que m > n. Entonces solo tene-
mos un conjunto independiente maximo y por lo visto antes se concluye que
’Vit(Km,n) =20

Teorema 2.0.4. ([1]) Para cualquier estrella el valor de su nimero de domi-
nacion transversal de independientes mdzximos es 2.

Demostracion.

Sea K7 ,-1 una estrella. Del punto anterior sabemos que 7 (Ki n—1) = 2.
Lo que haremos enseguida es dar una demostracion alternativa.

Supongamos que tenemos una estrella con n vértices. Llamamos z al vértice
de grado n — 1 y a los vértices de grado 1 los llamamos 1, y2,...., Yn_1, con lo
cual tenemos que B = {y1,...,yn—1} es el tnico conjunto independiente m&xi-
mo. Notemos que S = {y;,2} es dominante e intersecta a B, entonces S es
un conjunto dominante transversal de independientes maximos, por lo tanto
Yit(K1,n—1) < 2. Por otro lado, el Gnico conjunto dominante de un vértice es
{z} pero dicho conjunto no intersecta a B, entonces no existen conjuntos domi-
nantes transversales de independientes maximos de cardinalidad 1. Por lo tanto,
'yit(Kl,nfl) es 2.0

Teorema 2.0.5. ([1]) Para las biestrellas el nimero de dominacion transversal
de independientes mdximos es 3.

Demostracién.
Sea G una biestrella. Supongamos que u1,...,u, son los vértices de G de
grado 1 que son adyacentes a un vértice x, supongamos que vy, ..., U, son los

vértices de G de grado 1 que son adyacentes a un vértice y. Ademés = y y son
adyacentes.
Casol.n>1ym>1.
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Observemos que el tnico conjunto independiente méximo es

J = {ur,...,un, v1,...,0p}. Afirmamos que S = {uy,z,y} es un conjun-
to dominante transversal de independientes maximos, esto porque y domina
avy,...,Uy,y xdomina a uq, ..., Uy, es decir, S es un conjunto dominante que

ademés cumple que S N J # . Por lo tanto, v;;(G) < 3. También notemos
que el tnico conjunto dominante de 2 vértices es {x,y} pero este conjunto no
intersecta a J, y no existen conjuntos dominantes de cardinalidad uno. Por lo
tanto, 3 < v4(G). Asi, v;:(G) = 3.

Caso2.n=1lom=1.

Supongamos sin pérdida de generalidad que n = 1, entonces los tinicos con-

juntos independientes méximos son J; = {v1,...,Um, 2}y J2 = {v1, ..., Um,u1}.
Tomemos S = {uy,y,v1} el cual es dominante. Como S N J; = {vi1} y
SN Js = {v1,u1}, entonces S es un conjunto dominante transversal de in-

dependientes méximos, lo que implica que 7;+(G) < 3. Ahora, como los unicos
conjuntos dominantes de G con dos elementos son {z,y} y {u1,y} y estos no
intersectan a todos los conjuntos independientes maximos, entonces no es po-
sible encontrar conjuntos dominantes transversales de independientes maximos
de cardinalidad menor o igual a 2. Por lo tanto, v;+(G) = 3.1

Teorema 2.0.6. ([1]) Si G es una grifica conexa con n vértices para n > 2,
entonces vy (GT) = n.

Demostracién.
Supongamos que V(G) = {v1,...,vn} y S = {u1,...,un} es el conjunto de
vértices en G tal que u; s6lo es adyacente a v; en G para cada i en {1,...,n}.

Afirmacion. S es un ~;;-conjunto.

Claramente S es un conjunto dominante de G, por otro lado se tiene que
Bo(GT) =n (S es un conjunto independiente y no es posible encontrar un con-
junto independiente con n + 1 vértices). Ahora, recordemos que G es conexa
por lo cual {v1,...,v,} no puede ser un conjunto independiente en G, usando
esto y el hecho que 8y(G™) = n, podemos concluir que S intersecta a cualquier
Bo-conjunto. Por lo tanto, S es un conjunto dominante transversal de indepen-
dientes mdximos, lo que implica que v, (G) < n.

V(G

ns

n, } s

Figura 2.2: v;+(G) > n
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Por otro lado, sean T un v;-conjunto y B = T'N S. Supongamos que |T'N
V(G)| =n1, |B] =n2 y |S — B| = nz. Si ng = 0, entonces claramente |T'| > n.
Supongamos que ng > 1. Como S es un conjunto independiente, S — B # 0 y
T es dominante, entonces todo vértice en S — B es dominado por vértices del
conjunto TNV (G). Asi, por definicién de G se tiene que ng < |TNV(G)| = ny.
Por lo tanto, v;:(G) = |T| = n1 + ny > ng + ng = n.

De lo anterior se concluye que v;;(G1) = n.l

Teorema 2.0.7. ([1]) Para cada trayectoria P, tenemos que

2 st n=2,3
Yit(Pn) = < 3 sin==6
[

5] en otro caso

Demostracion

Sea P, = (v1,...,v,). Notemos que P, = K11 y P3 = K1 2, entonces por lo
que vimos en el teorema 2.0.3 se tiene que v;+(P2) = 2 y v;+(Ps3) = 2.

Ahora supongamos que n = 6, entonces S = {v1,v2,v5} es un conjunto do-
minante transversal de independientes maximos de Pz ya que S es un conjunto
dominante (vs domina a v4 y vg, y v2 domina a v3) y como los tnicos conjuntos
independientes méximos son {vy,v3,vs }, {va, va, 6}, {vs,v1, 06} y {v1,v4, 06} €s
claro que S los intersecta a todos. Por lo tanto, v,+(Ps) < 3. Como Pg no tiene
conjuntos dominantes de cardinalidad 1, entonces 7;:(Ps) > 2. Ahora demostra-
remos que v;:(Pg) > 3, para lo cual consideremos la siguiente afirmacién.

Afirmacién. D = {vq,v5} es el dnico conjunto dominante de Ps de cardi-
nalidad 2.

Por definicién de Py, vo domina a vy y v3, y v5 domina a vy y vg, lo que implica
que D es un conjunto dominante de Ps. Ademds, ninguno de los siguientes
conjuntos es dominante: {vy,v2}, {v1,vs}, {v1,v4}, {v1,05}, {v1,06}, {v2,v3},
{va,v4}, {v2,v6}, {v3,v4}, {v3, 05}, {vs, 06}, {va,v5}, {va,v6} ¥ {v5,v6}. Por lo
tanto, D es el Unico conjunto dominante de Py de cardinalidad 2.

Como {v3,v1,v6} es un conjunto independiente méximo de Ps y D no inter-
secta a dicho conjunto, entonces no existe conjunto dominante de cardinalidad 2
que intersecte a todo Sp-conjunto de Pg. Asi, podemos concluir que v;(Ps) > 3.
Por lo tanto, v;:(Ps) = 3.

Supongamos que n ¢ {2,3,6}. Consideremos 3 casos sobre n:

Caso 1. n =0 (mod 3).
En este caso n = 3k para algin k en los naturales. Notemos que
S = {vgi1 : 1 < i < %} es un conjunto dominante ya que por definicién
de P,, vo domina a v1 y vs, v; domina a vy y vg y asi sucesivamente v,,_1 do-
mina a v,_s y v, ( ver figura 2.4), lo que implica que v(P,) < |S|. Como n =0

mod 3) se tiene que & = 35 = k v dado que tenemos un vértice en S por cada
q 3 3 y q P
indice en {1,..., ¥} podemos concluir que |S| = k.
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vy Us

Figura 2.3: P

Afirmacién 1.1. ([13]) v(P,) = |S|.

Supongamos que existe un conjunto dominante S’ tal que |S’| < |S|. Sea
A=V(P,)— S5 el conjunto de vértices dominados por S’, luego por definicién
de P, sabemos que 6(v) < 2 para cualquier v en V(P,), en particular para los
vértices de S’, 1o que implica que por cada vértice en S’ podemos tener a lo més 2
vértices en A, entonces |A| < 2|5’| de lo cual se sigue que |A|+]5’| < 3|S’|. Como
A=V (P,)— S, entonces n = |(V(P,)—S) US| = |[AUS’'| = |A|+1]5'| < 3|5,
es decir, n < 3|S’|. Por otro lado tenemos que 3|S’| < 3|S| = 3k = n, lo que
implica que n < n, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, no es posible
encontrar un conjunto dominante de cardinalidad menor que |S| y por consi-
guiente y(Py,) = |5].

Figura 2.4: Psj

Afirmacién 1.2. (V(P,) — S) = ([%52]) K2 U2K].

Por definicién de P, sabemos que v; y v, solo son adyacentes a vy y vp_1,
respectivamente, notemos que los vértices vs y v,,—1 estan en S por lo cual vy y vy,
son vértices aislados en (V(P,) — S). Ademds notemos que
B = {vsi,vsi+1 : ¢ € {1,...,k — 1}} no intersecta a S y por consiguiente
V((V(P) = 8) = BU{vr,va}

A(<V(Pn) - S>) = {(Ugi,vgi+1) RS {17 N .,k — 1}}

(ver figura 2.4), entonces por cada indice en {1,...,k — 1}} tenemos una copia
de K, en (V(P,)—S). Por otro lado, sabemos que k—2 > k—1y que k > k—2,
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entonces por definicién de funcién piso sabemos que |*32| = |k — 2] =k — 1.
Por lo tanto, en (V(P,) — S) se tienen |®52| copias de K2

Entonces por la afirmacién 1.2 cualquier conjunto independiente de
(V(P,) — S) tiene a lo més |22 ] + 2 vértices.

Afirmacién 1.3.|%2] +2 < [2].

Dado que n ¢ {2,3,6} y n =0 (mod 3) tenemos que k > 3 por lo que g >3
y por cosiguiente k—i—% >k+ %, pero k + % > k 4+ 1, entonces k + % > k+ 1.
Por otro lado se tiene que f%l =3 =Tk+ %1, ademds por definicién de [z]
se tiene que [k+ 5] > k+ £, es decir, [2] > k+ % y usando que k+ £ > k+1
se concluye que ( 1> k+1, pero recordemos que | 3= 222 = k — 1 por lo que
k+1=[%° 2J+2 Porlotanto 21> |22 + 2.

Afirmacién 1.4. ([14]) Bo(Pn) = [5].

Tomamos I = {vg;—1 :i € {1,..., ™ }}, el cual es un conjunto independien-
te de P, (ver figura 2.5), por lo cual By(P, ) > |I| = 2EL. Por otro lado sabemos
que § < "=, lo que implica que [5] < 2= Ly por con51gu1ente Bo(Prn) > [5].

I
%1 U3 Un-2 Un

Figura 2.5: I conjunto independiente

Ahora supongamos que existe un conjunto independiente J en P, tal que
|| > 51, lo que implica que |.J| > %, en otras palabras el conjunto .J tiene mas
de la mitad de los vértices de P,. Entonces J tiene al menos dos vértices que
son consecutivos en P,, lo cual es una contradiccién porque J es un conjunto
independiente. Por lo tanto, no existe un conjunto independiente de cardinali-
dad mayor que [5]. Asi, Bo(Pn) = [5].

Por las afirmaciones 1.3 y 1.4 podemos concluir que L”T_QJ +2 < Bo(Py), esto
implica que (V(P,) — S) no contiene Sy-conjuntos de P,. Por lo tanto, S inter-
secta a cualquier By-conjunto de P, es decir, S es un conjunto dominante trans-
versal de independientes maximos por lo cual v;(P,) < |S| =k = § = [%].
Ast, v (P,) < [5]. Ahora por la afirmacién 1.1 sabemos que (P,) = |S\ por
lo cual no es p051b1e encontrar un conjunto dominante que intersecte a todos
los Bp-conjuntos de P,, con cardinalidad menor que S, es decir, no es posible
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encontrar un conjunto dominante transversal de independientes maximos con
cardinalidad menor que S. Por lo tanto, v;+(Pn) = [ 5.

Caso 2. n =1 (mod 3)

En este caso n = 3k + 1 para algun k£ en los naturales. Para el caso
k = 0 se tiene que P; = K1, entonces por lo visto anteriormente sabemos que
'-Yit(Pl) =1= [%-‘, es decir,’yit(Pl) = [%1

Supongamos que k > 1. Ahora observemos que S = {v3; 41 : 0 < i < ”T*1}
es un conjunto dominante, porque v; domina a ve, v4 domina a vs y v5 y
asi sucesivamente v,, domina a v,_; (ver figura 2.6). Por otro lado, notemos
que por cada indice en {07...,%_1} tenemos un vértice en S por lo cual
15| = 2 +1 = 3’“‘%—1—1 = k + 1, es decir, |S| = k + 1. Por lo tanto,
Y(Py) < 18]

Afirmacién 2.1. ([13]) v(P,) = |5].

Procedindo por contradiccién, supongamos que existe un conjunto dominan-
te S” tal que |S'| < |S| = k + 1, es decir, |S'| < k. Sea Ay = V(P,) — 5" el
conjunto de vértices dominados por S, de lo cual se sigue que |Ag| > 2k+1 (por-
que 3k+1=n=]A2US’| =|A3]|+|S5’|). Por otro lado, sabemos por definicién
de P, que §(v) < 2 para cualquier v en V(P,), en particular para los vértices de
S’, lo que implica que por cada vértice en S’ podemos tener a lo mas 2 vértices
en As, entonces |As| < 2|S’| < 2k. Lo que implica que 2k > |Ag| > 2k + 1, es
decir, 2k > 2k+1 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no existen conjuntos
dominantes de cardinalidad menor que S. Asi, y(P,) = |S|.

Un

........

Figura 2.6: S un 7y-conjunto de P,

Afirmacién 2.2. (V(P,) - S) = [ 5] Ka.

Observe que como 0 < % y % < 1, entonces k < k+% y k+% < k+1. Asi,
por propiedades de ] tenemos que [%| = |k + 1] = k. Por otro lado, puesto
que A((V(P,) — S)) = {(vgi—1,v3:) 1 i € {1,...,k}} (ver figura 2.6), entonces
por cada indice en {1,...,k}} tenemos una copia de K5 en (V(P,) —S). Por lo
tanto, (V(P,) — S) = kKy = | 3] K».

Note que se sigue de la afirmacion 2.2 que cualquier conjunto independiente

41



CAPITULO 2. NUMERO DE DOMINACION TRANSVERSAL DE
INDEPENDIENTES MAXIMOS

de (V(P,) — S) tiene a lo més | %] de vértices.
Afirmacién 2.3. ([14]) fo(P,) = [5].

Para el caso en el que k£ es un nimero impar tomamos

n—2
2

11:{’02@‘4_127;6{0,...,

H

el cual es un conjunto independiente de P, (ver figura 2.7), por lo cual
Bo(Pn) > || = ”T’Q + 1 = 5. Ahora por otro lado veamos que para este
caso [§] = §, como sabemos que k es impar entonces k = 2s + 1 para algin s

I _ 3@2s+1)+1 _ 6s+4 _ 2(35+2) _
en los naturales, lo que implica que 5 = =>F = 25 =35+ 2.

2 2
Por lo tanto, § = 3s+2 = [§] y por consiguiente Bo(P,) > [5].

Ahora si k es un nimero par tomamos Ir = {va;41 : i € {0,..., 251}}, el cual
es un conjunto independiente de P, (ver figura 2.7), por lo cual
Bo(Py) > |I2] = %‘1 +1 = "T'H Por otro lado, sabemos que "7“ > 5 lo
que implica que 21 > [2] y por consiguiente 8y(P,) > [2].

Por ultimo supongamos que existe un conjunto independiente en P,, J tal

n

que |J| > [%], lo que implica que |J| > %, en otras palabras el conjunto .J
tiene mas de la mitad de los vértices de P,. Entonces J tiene al menos dos
vértices que son consecutivos en P,, lo cual es una contradicciéon porque J es
un conjunto independiente. Por lo tanto, no existe un conjunto independiente

de cardinalidad mayor que [ ]. Asi, Bo(Pn) = [5].

Figura 2.7: Conjuntos independientes de P,

Dado que [ 5] < § < § se tiene que | 5] < 3, también sabemos que § < [F]
de lo que se sigue que [5] < [§] = Bo(P,) (por afirmacién 2.3). Por lo tanto,
(V(P,) — S) no contiene fy-conjuntos de P,, es decir, S intersecta a cualquier
Bo-conjunto de P,. Por lo tanto, S es un conjunto dominante transversal de
independientes maximos y por consiguiente ;:(P,) < |S|. Ahora por la afir-
macién 2.1 sabemos que v(P,) = |S|, por lo cual no es posible encontrar un
conjunto dominante que intersecte a todos los Sg-conjuntos de P, de cardinali-
dad menor a la de 5, es decir, no es posible encontrar un conjunto dominante
transversal de independientes maximos de cardinalidad menor. Por lo tanto,
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ie(Pn) = S| =k + 1.

Afirmacién 24[%] =k+1.

Pimero notemos que [§] = [%TH] = [k + 3], entonces en realidad lo que
queremos demostrar es que [k + 3] = k + 1. Por otro lado, sabemos que
IF ﬁ % <k+1lyk+ % +1 > k+ 1 lo que implica por propiedades de [z] que

2]l =k+1.
3

Entonces usando la afirmacién 2.4 podemos concluir que v;:(P,) = [%].
Caso 3. n =2 (mod 3).

En este caso n = 3k + 2 para algin k en los naturales. Notemos que en el
caso para el que k = 0 se tiene que n = 2 pero este caso ya lo analizamos por lo
cual supondremos que k > 1. Observemos que S = {v3;11 : 0 < i < "T’Q} (ver
figura 2.8) es un conjunto dominante ya que por definicién de P, sabemos que
v1 domina a v, v4 domina a v3 y vs y asi sucesivamente v, — 1 domina a v,.
Por consiguiente v(P,) < |S|. Notemos que por cada indice en {0,..., 22} se
tiene un vértice en S por lo cual |S| = 252 41 = #4222 4 1 = 4 1, es decir,
|S| =k + 1. Por lo tanto, y(P,) < k+ 1.

Afirmacién 3.1. ([13]) v(P,) =k + 1.

Supongamos que existe un conjunto dominante S’ tal que
|S'] < |S| = k+1, es decir, |S’| < k. Siguiendo el mismo andlisis de los casos an-
teriores, consideremos A = V(P,)— S’ el conjunto de vértices dominados por S’
de lo cual se sigue que |Az| > 2k+2 (porque 3k+2 = n = |A,US’| = |Az|+|57)).
Por otro lado, sabemos por definicién de P, que §(v) < 2 para cualquier v en
V(P,), en particular para los vértices de S’, lo que implica que por cada vértice
en S’ podemos tener a lo mds 2 vértices en Ag, entonces |Ag| < 2]5'| < 2k.
Lo que implica que 2k > |A3| > 2k + 2, es decir, 2k > 2k + 2 lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, no existen conjuntos dominantes de cardinalidad
menor que S. Asi, y(P,) = |5|.

......

V1 Va4 Un-1

S

Figura 2.8: B=V(P,) — S
Afirmacién 3.2. (V(P,) — S) = 232K, U K;.
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Por definiciéon de P,, sabemos que v,, s6lo es adyacente a v,,_1 por lo cual en
(V(P,) — S), v, es un vértice aislado. Por otro lado, puesto que
AV (P,) = S)) = {(vsi—1,v3;) 1 i € {1,..., 252}, entonces por cada indice i en
{1,..., 252} tenemos una copia de Ks. Por lo tanto, (V(P,)—S) = 232 K,UK;.

Afirmacién 3.3. ([14]) So(P.) = [5].

En el caso en el que k es impar tomamos I = {va;41 : 4 € {0,..., 251 }} que
es un conjunto independiente de P, (ver figura 2.9), por lo cual
Bo(Pn) > |Ii| = 251 +1 = 2. Por otro lado, sabemos que % > 2 Io
que implica que 241 > [2] y por consiguiente 8y(P,) > [2].

Para el caso en el que k es par tomamos Iy = {vg;41 : i € {0,..., "T72} un
conjunto independiente de P, (ver figura 2.9), por lo cual
Bo(Pn) > |Io] = 252 +1 = %. Ahora por otro lado veamos que para este
caso f%} = 4, como sabemos que k es par, entonces k = 2s para algiin s en
los natt:brales lo que implica que § = 3(252)+2 = 8242 _ i(?’s;rl) =3s+ 1. Por lo

2
tanto, & = 3s + 1 = [§] y por consiguiente fo(P,) > [5].

Por ultimo supongamos que existe un conjunto independiente en P,,, J tal
que |J| > [%], lo que implica que |J| > %, en otras palabras el conjunto .J
tiene mas de la mitad de los vértices de P,. Entonces J tiene al menos dos
vértices que son consecutivos en P,, lo cual es una contradiccién porque J es
un conjunto independiente. Por lo tanto, no existe un conjunto independiente

de cardinalidad mayor que [§]. Asi, Bo(P,) = [5].

V1 12 ¥s Un-1
Figura 2.9: I; y I> conjuntos independientes de P,

Por la afirmacién 3.2 sabemos que cualquier conjunto independiente en
(V(P,) — S) tiene a lo mds 252 +1 = 2 = 3’”% = k + 1 vértices. Por
otro lado, por la afirmacién 3.3 sabemos que By = [§] = f% + k + 1]. Como
A+ k+1]>%4+k+1>k+1 (k> 1), entonces Bo(P,) > k+ 1, y por
consiguiente (V(P,) — S) no tiene By-conjuntos de P,, es decir, S intersecta a
cualquier By-conjunto de P,, lo que implica que S es un conjunto dominante
transversal de independientes méximos y asi v;:(P,) < |S|. Ahora por la afir-
macién 3.1 sabemos que (P,) = |S| por lo cual no es posible encontrar un
conjunto dominante que intersecte a todos los By-conjuntos de P, de cardinali-
dad menor a la de S, es decir, no es posible encontrar un conjunto dominante
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transversal de independientes maximos de cardinalidad menor. Por lo tanto,
Yit(Pn) =S| =k + 1.

Afirmacién 3.4.[%] =k-+1.

Pimero notemos que [2] = [352] = [k + 27, entonces en realidad lo que
queremos demostrar es que [k + %] = k + 1. Sabemos que k + % <k+1ly

k+ % + 1> k+ 1 lo que implica, por propiedades de [z], que [k + %W =k+ 1.

Entonces usando la afirmacién 3.4 podemos concluir que ;¢ (P,) = [5].0

Teorema 2.0.8. ([1]) Para cada ciclo Cy, tenemos que

(C) = {3 sin € {3,5}

[2] en otro caso

Demostracién Sea C,, = (vq,vs,...,v,,v1). Notemos que para C3 = K3 el
andlisis realizado anteriormente nos lleva a concluir que 7;:(C3) = 3. Ahora para
n = 5, observemos que S = {vy,vs,v3} es un conjunto dominante ya que vs es
dominado por v y v4 es dominado por vs. Ademas por la estructura de Cj los
conjuntos dominantes independientes maximos son {vy,v3}, {v1,v4}, {v2,v4},
{va,v5} v {vs,v5}, es claro que S intersecta a dichos conjuntos. Por lo tanto, S
es un conjunto dominante transversal de independientes méximos de C5 lo que
implica que v;+(C5) < 3.

Ahora notemos que Dy = {wv,v3}, Dy = {v1,vs}, D3 = {vo,v4},
Dy = {v9,v5} y Ds = {vs,v5} coinciden con todos los y-conjuntos de Cs y
mas aiun V(Cs) — D, contiene un conjunto independiente mdximo para cada
i en {1,...,5} (ver figura 2.10), lo que implica que no existe ningun conjun-
to dominante de cardinalidad menor a 3 que intersecte a todos los conjuntos
independientes maximos, es decir, no existen conjuntos dominantes transversa-
les de independientes maximos de Cs de cardinalidad menor a 3. Por lo tanto,
7i¢(C5) = 3.

Asumamos que n ¢ {3,5}. Consideraremos tres casos para n.

Caso 1. n =0 (mod 3).

En este caso n = 3k para algin k£ > 2 en los naturales. Sea

S = {vgit1 : 0 < i > ”?*3} (ver figura 2.11), notemos que S es un con-

junto dominante de C), ya que v; domina a v, y a vy , v4 domina a vz y a

vs, Y asi sucesivamente v, _,_sn-s_ ; domina a v,—1 y a v,—3. Por lo tanto,
- 3

AC) < IS] = 252 41 = 2, es decir, 7(C) < 2.
Afirmacién 1.1. ([13]) v(C,) = |S].
Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un conjunto domi-
nante S’ tal que |S'| < |S] = § = k. Sea A =V (C,)— S’ el conjunto de vértices
dominados por S’, por construccién de C,, se tiene que 6(v) = 2 para todo v en
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(V(Cs) —Dy) 0 (V(Cs) —Dy) Q

(V(Cs) —D3) ° (V(Cs) — Dy) e

(V(Cs) — Ds) 0

Figura 2.10: (V(C5) — D;) para cada i en {1,2,3,4,5}

Figura 2.11: S

V(C},), en particular para los vértices en S’, lo que implica que |A4| < 2|5'| < 2k.
Por consiguiente |[AU S’| = |A| +|S'| < 2k + k =3k =n, pero AUS =V (C,)
lo que implica que |V(C,)| < n lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no
existen conjuntos dominantes de cardinalidad menor a S y por consiguiente

Cp) =19

Afirmacién 1.2. (V(C,) — S) = 2 Ks.

Primero recordemos que § = k por lo cual en realidad necesitamos demostrar
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o ¢

Figura 2.12: (V(C,) — 5)

que (V(Cy) — S) = kK>. Notemos que

A((V(Cn) = 5)) = {(vsi+2,v3i43) 1 0 < i < 5 — 1}

w3

(ver figura 2.12), ademds por cada indice en {0,...,% — 1} tenemos una copia
de K3 y dado que la cardinalidad de dicho conjunto es 5 — 1+ 1 = k, entonces
tenemos k copias de K5. Por lo tanto, (V(C,,) — S) = 5 Ko.

De la afirmacién anterior se sigue que cada conjunto independiente en
(V(Cpn) — S) contiene a lo més % vértices.

Afirmacién 1.3. ([14]) 5o(Crn) > | 5]

En el caso en que kK = 2s, para algin s en los naturales, tomamos
I = {vgi41 : 0 < i < ”T_Q} el cual es un conjunto independiente (ver figu-
ra 2.13), lo que implica que By(Cy) > |I1| = 252 + 1 = Z. Por otro lado, dado

que k = 2s tenemos que n = 3(2s) = 2(3s), entonces § = 2(38) = 3s. Por lo

tanto, | 3| = & = 3s y por consiguiente 5o(Cp) > |5 ].

Figura 2.13: Los vértices sombreados representan al conjunto Iy

En el caso en el que k = 2541 tomamos Io = {vg;11 : 0 <4 < "7_3} el cual es
un conjunto independiente (ver figura 2.14), por lo cual
Bo(Cr) > || = 252 +1 = 251 es decir, By(C,) > 251, Por otro lado,

n s 2(3s+1)+1
dado que k = 2s + 1 tenemos que |2] = |85 ] = | ( +2 )+ | = [3s+12]
y como |35+ 11] = [3s+ 2],entonces 2] = [3s + 3]. Ademéds sabemos que

g

1<%y%<2,entonces3s+1§3s+%y35+§ < 3s+ 1+ 1, es decir,

47



CAPITULO 2. NUMERO DE DOMINACION TRANSVERSAL DE
INDEPENDIENTES MAXIMOS

3s4+1<3s+2 < 3s+2, lo que impica que [3s+ 3] =3s+1 = Sst3=1 — n_l

2
Por lo tanto, 5o(Crn) > |5].

Figura 2.14: Los vértices sombreados representan al conjunto I

Afirmacién 1.4. 2 < [3].

En el caso en el que k = 2s tenemos que § = 2s, ademds por el andlisis
anterior sabemos que |§] = 3s. Claramente 2s < 3s de lo cual se sigue que
n<|3).

En el caso en el que k = 2s + 1 se tiene que 5 = 2s + 1, ademds por el
andlisis anterior sabemos que |%] = 3s + 1. Es claro que 2s < 3s ,entonces
25 +1 < 3s + 1 lo que impica que § < [ ].

Por lo demostrado en ambos casos se tiene que § < |5 ].

Ahora por la afirmacion 1.3 y 1.4 se tiene que § < [y(Cy) esto impli-
ca que V(C,) — S no contiene fy-conjuntos de C,,. Por lo cual, S intersecta
a todos los fp-conjuntos de C,, y usando la afirmacién 1.1 se tiene que S es
un conjunto dominante transversal de independientes maximos. Por lo tanto,
Yit(Cr) < |S| = 252 +1 = %. Ahora por la afirmacién 1.1 sabemos que
~v(Cy) = |S] por lo cual no es posible encontrar un conjunto dominante que
intersecte a todos los [p-conjuntos de C,, de cardinalidad menor a la de S, es
decir, no es posible encontrar un conjunto dominante transversal de indepen-

n n

dientes méximos de cardinalidad menor. Por lo tanto, v;:(Cy) = 5§ = [§].

Caso 2. n =1 (mod 3).

En este caso n = 3k + 1 para algin k > 1 en los naturales. Consideremos
S = {vsit1 : 0 < i < 21} (ver figura 2.15) el cual es un conjunto dominante
yva que v; domina a vg, vy domina a vs y vs, y asi sucesivamente v,, domina a
Un—1. Por lo tanto, y(Cy,) < |S| = 251 +1 = 2£2 | es decir, y(C,,) < “£2.

Afirmacidén 2.1. ([13]) v(C,) = |S|.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un conjunto domi-
nante S’ tal que || < |S| = 242 = 342 — k4 1 entonces |S'| < k. Sea
A=V(C,) — S, por construccién de C, se tiene que §(v) = 2 para todo v en
V(Cy,), en particular para los vértices en S’, lo que implica que |A| < 2|S'| < 2k.
Por consiguiente |AUS’| = |A|+|5"| < 2k+k = 3k = n—1, pero AUS’ =V (C,,)
lo que implica que |V(C,,)| < n — 1, entonces V(C},) < n lo cual es una contra-
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Figura 2.15: Los vértices sombreados representan al conjunto S

diccion. Por lo tanto, no existen conjuntos dominantes de cardinalidad menor a
Sy por consiguiente v(Cy,) = |S| = k + 1.

Afirmacién 2.2. (V(C,) — S) = "L K>.

Recordamos que en este caso n = 3k + 1, entonces ”?*1 = 3’“*3& = k,
por lo cual tenemos que demostrar que (V(C,) —S) = kK. Notemos que
A((V(Cn) = S)) = {(vsit2, vsi+3) : 0 < i < "4} (ver figura 2.16), ademds por

cada indice en {0, ..., "g4} tenemos una copia de K3 y dado que la cardinalidad

de dicho conjunto es "T’4+1 = 3’“*31’4 +1= S(kgl) +1=k—1+1 =k, entonces

tenemos k copias de Kj. Por lo tanto, (V(C,) — S) = 251 K.

Figura 2.16: (V(C,,) — S)

De la afirmacién anterior se sigue que cada conjunto independiente en

(V(Cy) — S) contiene a lo mds "1 vértices.

Afirmacién 2.3. ([14]) 5o(Crn) > | 5]

En el caso en el que k = 2s tomamos Iy = {vg; 41 : 0 <4 < ”T_?’} el cual es un
conjunto independiente (ver figura 2.17), por lo cual
Bo(Cr) > |Io| = 252 +1 = 251, es decir, 5y(Cy,) > 5L, Por otro lado,

dado que k = 2s tenemos que |2] = [%H | = L2(382)+1 |35 + 3]. Ademds

J =
sabemos que 0 < % y % < 1, entonces 3s < 35 + % y 3s + % < 35+ 1, es decir,
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3s <35+ 1 < 3s+1, lo que impica que [3s+ 3| = 3s = Sstl=L = 11 Por o
tamto, fo(Cn) > | 2.

Figura 2.17: Los vértices sombreados representan al conjunto Iy

En el caso en que k£ = 2s + 1, para algiin s en los naturales, tomamos
Iy = {vgi41 : 0< i < an} el cual es un conjunto independiente (ver figura
2.18), lo que implica que Bo(Cy) > |I1]| = %’2 + 1 = §. Por otro lado, dado
que k = 2s+ 1 tenemos que n = 3(2s+ 1) + 1 = 6s + 4 = 2(3s + 2), entonces

2= % = 35 + 2. Por lo tanto, || = § = 35+ 2 y por consiguiente

Bo(Cu) = 2.

Figura 2.18: Los vértices sombreados representan al conjunto I

Afirmacién 2.4. 271 < [2].

En el caso en el que k = 2s tenemos que "T_l = % = 2s, ademads por
el analisis anterior sabemos que [ 5| = 3s. Claramente 2s < 3s de lo cual se
sigue que 51 < | %].

En el caso en el que k = 2s + 1 se tiene que ”?_1 = 3@s+DH1-1 25+ 1,
ademds por el andlisis anterior sabemos que |5 | = 3s+2. Es claro que 2s < 3s,
entonces 2s + 1 < 3s + 1 < 3s + 2 lo que impica que 231 < [Z].

Ahora por la afirmacién 2.3 y 2.4 se tiene que "T_l < Bo(C,,) esto implica que
V(Cy) — S no contiene fy-conjuntos de C,,. Por lo cual, S intersecta a todos los
Bo-conjuntos de C), y usando que S es un conjunto dominante se tiene que S es
un conjunto dominante transversal de independientes méximos. Por lo tanto,
Yit(Cr) < |S| = 252 +1 = Z. Ahora por la afirmacién 2.1 sabemos que
~v(Cyp) = |S] por lo cual no es posible encontrar un conjunto dominante que
intersecte a todos los [p-conjuntos de C,, de cardinalidad menor a la de S, es
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decir, no es posible encontrar un conjunto dominante transversal de indepen-
dientes maximos de cardinalidad menor. Por lo tanto, v;:(Cy,) = k + 1.

Por otro lado, sabemos que £ + 1 > k—i—% y k—l—%—i—l > k+ 1, es de-
cir, k+1 > k:—f—% > k+1—1 lo que implica que [k—i—%] = k+ 1, pero
[2]= [%TH} =[k+ %] Por lo tanto, v:+(Cr) = [§].

Caso 3. n =2 (mod 3).

En este caso n = 3k + 2 para algin k en los naturales. Sea
S = {vsit1 : 0 < i < 232} (ver figura 2.19) un conjunto dominante de C,
ya que v; domina a v, y ve, v4 domina a vs y vs y asi sucesivamente v,,_1 do-
mina a v, _s. Por lo tanto, y(Cy,) < |S| = 252 +1 = 2L es decir, v(C,) < 24

Afirmacién 3.1. ([13]) v(C,,) = |S].

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un conjunto domi-
nante S’ tal que || < |S| = 241 = 3241 — k4 1 entonces |S'| < k. Sea
A=V(C,) — 5, por construccién de C,, se tiene que §(v) = 2 para todo v en
V(Cy,), en particular para los vértices en S’, lo que implica que |A4]| < 2|S'| < 2k.
Por consiguiente |AUS’| = |A|+|5'| < 2k+k = 3k = n—2, pero AUS" =V (C,,)
lo que implica que |V(C,,)| <n — 2, entonces V(C,) <n—1<n—21lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, no existen conjuntos dominantes de cardinali-
dad menor a S y por consiguiente v(C,) = |S| =k + 1.

Figura 2.19: Los vértices sombreados representan a conjunto S

Afirmacién 3.2. (V(C,,) — S) = "2 K, U K.

Recordamos que en este caso n = 3k + 2, entonces 5 =k, por
lo cual tenemos que demostrar que (V(C,) — S) = kK> U K;. Notemos que
A(V(Cr) = S)) = {(v3i+2,v3i+3) : 0 < i < 22} (ver figura 2.20), ademés por

cada indice en {0, ..., "55} tenemos una copia de Ks y dado que la cardinali-

dad de dicho conjunto es %‘5 +1= 3k+32_5 +1= S(kg_l) +1=k—-1+1=kF,
entonces tenemos k copias de Ks. Por otro lado, notemos que v,, es un vérti-

ce aislado en (V(C,) — S) ya que vy y v,—1 pertenecen a S. Por lo tanto,
(V(Cn) = 8) = 2K, UK.

n—2 __ 3k+2-2
3 =

De la afirmacién anterior se sigue que cada conjunto independiente en
(V(Cy) — S) contiene a lo mds 252 vértices.
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Figura 2.20: (V(C,) — S)

Afirmacién 3.3. ([14]) 5o(Crn) > |5].

Para el caso en el que k = 2s + 1 para algtin s en los naturales, tomamos
I ={vgiy1 : 0 < i < "T’?’} el cual es un conjunto independiente (ver figura
2.21), por lo cual Bo(Cp) > || = 252 + 1 = 271 es decir, 5y(Cp) > 251,

n L652+5J _ LQ(?’S—;Q)—HJ

Por otro lado, dado que k = 25 + 1 tenemos que |§] =

= [3s+ 23| = [3s + 2]. Ademds sabemos que 2 < 3 y 2 < 3, entonces
3s+2<3s+3y3s+ 3 <3s+2+1, es decir, 3s +2 < 35+ 3 < 35+ 3,

lo que impica que |3s5+32 | = 3s+2 = 8st2=1 — 2-1 Porlo tanto, 5o(Cp) > [2].

Figura 2.21: Los vértices sombreados representan al conjunto Iy

En el caso en que k = 2s, para algin s en los naturales, tomamos
Io = {vgiy1 : 0 <4 < %’2} el cual es un conjunto independiente (ver figu-
ra 2.22), lo que implica que 5o(Cy) > |I2| = %’2 +1 = 3. Por otro lado, dado

= 2Bs+D) _ 3s+1.

que k = 2s tenemos que n = 3(2s)+2 = 2(3s+1), entonces 5

2
Por lo tanto, |5 ] = § = 3s + 1 y por consiguiente 8y(Cyp) > |5 ].

Afirmacién 3.4. 232 < [Z].

En el caso en el que k£ = 25 + 1 se tiene que ”?*2 = w =2s+1,
ademds por el analisis anterior sabemos que |5 | = 3s+2. Es claro que 2s < 3s,
entonces 2s + 1 < 3s 4+ 1 < 3s + 2 lo que impica que "?_2 <[3]

En el caso en el que k = 2s tenemos que %‘2 = 3(28)3& = 2s, ademas por

el andlisis anterior sabemos que |4 | = 3s + 1. Claramente 2s < 3s < 35 + 1 de
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Figura 2.22: Los vértices sombreados representan al conjunto I

lo cual se sigue que %32 < | 2].

Ahora por la afirmacién 3.3 y 3.4 se tiene que an < Bo(Cy) esto impli-
ca que V(C,) — S no contiene Sy-conjuntos de C,,. Por lo cual, S intersecta
a todos los By-conjuntos de C,, y usando que S es un conjunto dominante se
tiene que S es un conjunto dominante transversal de independientes maximos.
Por lo tanto, v;(C) < |S| = 252 + 1 = 2L, Ahora por la afirmacién 3.1
sabemos que y(C,) = |S]| por lo cual no es posible encontrar un conjunto do-
minante que intersecte a todos los Sp-conjuntos de C,, de cardinalidad menor a
la de S, es decir, no es posible encontrar un conjunto dominante transversal de
independientes méximos de cardinalidad menor. Por lo tanto, v;:(C,,) = k + 1.

Por otro lado, sabemos que £ + 1 > k—i—% y k—l—%—i—l > k+ 1, es de-
cir, k+1 > k—f—% > k+1—1 lo que implica que fk—i—%] = k+ 1, pero
[27] = [3EE2] = [k + 2]. Por lo tanto, v(Cy,) = [2].1

Teorema 2.0.9. ([1])Para cuaquier W, rueda se tiene que

2 sin=5
Yit(Wn) =<3 sin>7e impar o n=>6
4 en otro caso

Demostracion

Para el caso en que n = 5 tomamos S = {vy,v2} (ver figura 2.23) que es
un conjunto dominante de W5 ya que v; domina a v4 y a v, y vg domina a
vs. Por otro lado, notemos que los tinicos conjuntos independientes maximos de
Ws son {vi,v3} v {v2,v4}, y S intersecta a dichos conjuntos por lo cual S es
un conjunto dominante transversal de independientes maximos. Por lo tanto,
Yit(Ws) < [S]| = 2, es decir, 7 (Ws) < 2.

Ahora veamos que el Unico conjunto dominante de cardinalidad menor a la
de S es {v} pero dicho conjunto no intersecta a ningin Sy-conjunto de Ws. Por
lo tanto, no existen conjuntos dominantes idependientes transversales de cardi-
nalidad menor a 2 y por consiguiente ~v;;(W5) = 2.

Para el caso en el que n = 6 tomamos S = {vy,v9,v3} (ver figura 2.24)
conjunto dominante de Wy ya que vy domina a vs, vo domina a v y vs domina
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41 1)

Figura 2.23: Los vértices sombreados representan al conjunto S

a vy. Por otro lado, notemos que {v1,vs},{vi,vs}, {vo,va},{ve,v5} vy {vs,v5}
son todos los Byp-conjuntos de Wy, mas aun S intersecta a dichos conjuntos. Por
lo tanto, S es un conjunto dominante transversal de independientes maximos y
por consiguiente 7y, (Ws) < |S| = 3.

Figura 2.24: Los vértices sombreados representan al conjunto S

Observemos que los conjuntos dominantes de Wy de cardinalidad menor que
3 son D1 = {Ul,Ug}, Dg = {vl,v4}, D3 = {UQ,U4}, D4 = {1}2,1}5}, D5 = {1}3,’05},
D¢ = {v}, D7 = {v1,v}, Dg = {ve,v}, Dg = {vs,v}, Digp = {vs,v} ¥y
Dy1 = {vs,v}. Ahora si i pertenece a {1,...,5} en (Wg — D;) tenemos que
el vértice de grado uno forma un fy-conjunto de Wy con cualquier vértice dis-
tinto de v. La gréfica (Ws — Dg) contiene a todos los conjuntos independientes
méximos de Wg. Por ultimo si 7 pertenece a {7,...,11} en (Ws — D;) tenemos
que los dos vértices de grado uno forman un Sy-conjunto de Wg (ver figura
2.25). Por todo el andlisis anterior podemos concluir que cualquier conjunto do-
minante de cardinalidad menor que 3 no intersecta a todos los Sp-conjuntos de
We, es decir, no existen conjuntos dominantes transversales de independientes
méximos de cardinalidad menor que 3. Por lo tanto, v;:(Ws) = 3.

Ahora para el caso en que n > 7 y es impar tomamos S = {v,v1,v4} (ver
figura 2.26), por definicién de W,, sabemos que v es adyacente a todos los vértices
entonces cualquier conjunto que contiene a v es dominante en particular S es
un conjunto dominante de W,. Como n es impar se tiene que W,, contiene un
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Figura 2.25: Graficas inducidas por V(G) — D;

ciclo par, lo que implica que los tnicos conjuntos independientes méaximos son
A1 = {'U2i+1 : 0 S ) S nT—lﬁ} y AQ = {U2i+2 : 0 S ) S nT—S} (VeI‘ ﬁgura 2.27).
Dado que vy pertenece a Ay y vy pertenece a As, entonces S intersecta a todos
los conjuntos dominantes de W,. Por lo tanto, S es un conjunto dominante
transversal de independientes maximos de W), es decir, v;+(W,,) < |S| = 3.

Figura 2.26: Los vértice sombreados representan el conjunto S

Ahora notemos que el tnico conjunto dominante de cardinalidad uno es {v}
y dicho conjunto no intersecta a ningin [Sp-conjunto de W,,. Los conjuntos do-
minantes de cardinalidad dos de W,, contienen a v que no pertenece a ningin
Bo-conjunto, y el otro vértice v; solo puede pertenecer a A; o As ya que ¢ 0 es
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Figura 2.27: Los vértice sombreados representan el conjunto A; y los vértices
punteados representan al conjunto As

impar o par por lo cual podemos concluir que ningtin conjunto dominante de
cardinalidad dos intersecta a todos los Bg-conjuntos. Por lo tanto, no existen
conjuntos dominantes transversales de independientes méaximos de cardinalidad
menor o igual a 2 y por consiguiente v;;(W,,) = 3.

En el caso en el que n = 4 tenemos que W, es una gréfica completa, lo que
impica que 7;:(W,,) = 4. Para el caso en el que n > 8 y n es de la forma 2k
para algtin k es los naturales, tomamos S = {v,v1,v2,v,} (ver figura 2.28), el
cual es dominante ya que v estd en S. Notemos que los Sy-conjuntos de W,
son los Bp-conjuntos de C,,_1 y por el andlisis del teorema anterior tenemos que
Bo(Wy) = [ 25+ ]. Ahora observemos que (V(W,,) — S) tiene n — 4 vértices; més
atin, (V(W,,)—S) es una trayectoria por lo cual Bo((V/(W,)—S)) = | 25%] = 252
(ver figura 2.29).

Figura 2.28: Los vértices sombreados representan el conjunto S

Por otro lado, sabemos que n—4 < n—1, entonces ”7_4 < ”7_1, lo que implica
que 25 < [221] = By(W,,) de lo que se sigue que (V(W,) — S) no contiene
Bo-conjuntos de W,,. Por lo tanto, S es un conjunto dominante que intersecta
a todos los fg-conjuntos, es decir, S es un conjunto dominante transversal de

independientes méximos y por counsiguiente v;;(W,,) < |S| = 4.

Afirmacion. I; = {vy : 1 <1 < "T_Q} ely ={vyp1 : 01 < nT_Al} son
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Figura 2.29: (V(W,,) — S)

Bo-conjuntos de W,.
También podemos ver al conjunto I; como {va, vy, ..., v,_2} que claramente

es un conjunto independiente (ver figura 2.30), solo nos fata demostrar que
|I1| = Bo(W,) = | 51]. Se tiene que |I}| = 252 = 222 = |k —1 = [ 271 ] lo que
implica que |I;| = Bo(W,,), es decir, I; es un Sp-conjunto de W,.

Ahora para el conjunto I observemos que también lo podemos ver de la
forma {v1,vs,...,v,-3}, claramente I es un conjunto independiente (ver figura
2.30). Por otro lado, notemos que |Io| = 254 +1 = 2224 41 = k—241 = [ 23],
lo que impica que |I3| = Bo(W,,). Por lo tanto, I es un Sp-conjunto de W,.

Figura 2.30: Los vértices sombreados representan al conjunto I; y los vértices
punteados representan al conjunto I

Sabemos que el dnico conjunto dominante de cardinalidad uno es {v} y no
intersecta a ningtin Sp-conjunto de W,,. Cualquier conjunto dominante de car-
dinalidad 2 es de la forma {v, v;}, en el caso en el que i es impar, entonces dicho
conjunto no intersecta al I; que por la afirmacién anterior se tiene que es un
Bo-conjunto, en el caso en que 7 es par entonces {v, vi} no intersecta a I que de
igual manera por la afirmacién anterior es un Sy-conjunto de W,,. Por lo tanto,
no existen conjuntos dominantes transversales de independientes maximos de
cardinalidad dos.

Ahora si tomamos un conjunto dominante de cardinalidad tres sabemos que
es de la forma S’ = {v,v;,v;}, entonces tenemos tres posibles casos. Si ¢ y j son
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Vn—2 V3

Figura 2.31: (V(W,,) — 5’), los vértices sombreados representan al conjunto I

impares, entonces I es el Sy-conjunto de W,, que no es intersectado por S’. Si ¢
y j son pares, entonces S’ no intersecta a I que es un Sg-conjunto de W,,. Supon-

gamos sin pérdida de generalidad que

it = 2s—1sy j = 2t con syt en los naturales, de lo cual surgen dos
subcasos: si i y j son consecutivos, entonces (V (W, ) — S’) es una trayectoria
de orden impar (ver figura 2.31),tomamos I = {v;2, Vit4,...,V;i—1}, NOtEmMOs
que {1}1;4_2, Vitdyo - 7'01'—1} = {Ui+2, Vitd, .- 7Ui+(n—1—i)} U {1}2, Vgyeros vi_1} y a
su vez {UH_Q, Vitdy .- 7Ui+(n—1—i)} @] {’UQ, V4y ooy Ui—l} = {Ui+2r1 01 S r1 S

k— s} U {vg, : 1 <1y < 51} por lo cual

I ={vigor, :1<r <k—s}U{vg,:1<ry < 3 }

tomando en cuenta que n—1—i = 2k—1-2s+1 = 2(k—s). I es un [p-conjunto
de W,,,yaque |I| = (k—s)+ 5t = k—s+2==L = k—s+s—1 = k—1=5y(W,,)
y claramente I es un conjunto independiente (ver figura 2.31). Por lo tanto, I
es un Byp-conjunto de W,, que no intersecta a S’.

Figura 2.32: (V(W,,) — 5")

Para el subcaso en el que 7 y j no son consecutivos, supongamos sin pérdida
de generalidad que ¢ = 1 por lo cual se tiene que (V(W,) — S’) es la unién
de dos trayectorias 77 de orden par (|V(T1)| = j — 2) y T de orden impar
([V(Tz)| = n—1—j) (ver figura 2.32). Encontremos un conjunto independiente de
cardinalidad méxima en 7Tj, para esto tomamos el conjunto
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Li ={va,v4,...,0j_0} ={vg, : 1 <1 < %} que claramente es independiente

(ver figura 2.33) y |L1] = % = (%] (T1) (por lo visto en demostraciones

= fo
anteriores), lo que implica que Ly es un Sp-conjunto de T;.

A

Figura 2.33: Los vértices sombreados representan al conjunto L;

Ahora para Ty tomamos el conjunto
Ly = {vj11,v513, -, Vjr(no1—j)} = {Vjy2r—1: 1 <k —t}

esto tomando en cuenta que n — 1 — j = 2k — 1 — 2t = 2(k — t) — 1, claramente

L5 es un conjunto independiente (ver figura 2.34) y |Ls| = k — t pero dado que

k—t=2k20 — u:[n%ﬂ] se sigue que |Lo| = [%H] Por demostracio-

2 2
nes anteriores sabemos que $y(Th) = [2=3=], entonces podemos concluir que

Bo(T2) = |Ls|. Por lo tanto, Ly es un Sp-conjunto de Ts.

Figura 2.34: Los vértices sombreados representan al conjunto Lo

Afirmacion. L U Ly es un Sp-conjunto de Cp,_1.

Como L; y Ly son independientes, de la eleccion de Ly y Lo se sigue que
Ly U Ly es un conjunto independiente de (V(W,,) —S’) y por consiguiente es un
conjunto independiente de W,. Solo nos falta demostrar que
|L1 U La| = Bo(Cr-1), es decir |L; U Lg| = L"T_lj, como L1 N Ly = () se tiene
que |Ly U Ly| = [Ly| + |Ly| = "5 + 152 = nolbi=2_n22 — 1 = 27,
Por lo tanto, L1 U Ly es un Sp-conjunto de C,,_1 que ademds no intersecta a
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S’ y por consiguiente L1 U Ly es un fy-conjunto de W,, que no intersecta a S’.
Por el analisis hecho para cada caso podemos concluir que no existen conjuntos
dominantes transversales de independientes méximos de cardinalidad 3. Por lo
tanto, v;:(W,,) = 4. A

Teorema 2.0.10. (/1]) Si G es una grdfica incone:m con componentes coneras
G1,Ga, ..., G, entonces v (G) = mln {%t (Gr) + Zv

J;ﬁk
Demostracion.
Supongamos sin pérdida de generalidad que
s

~it(G1) +Z Y(G;) = mln {’yﬂg (Gk)+ Z 7(G;)}. A continuacién encontra-
=2
J?ék
remos un conjunto dominante transversal de independientes maximos de cardi-

nalidad

7it(G1) + E ~v(G;), para lo cual necesitaremos las siguientes afirmaciones.
j=2
Afirmacion 1. Si I es un fg-conjunto de G, entonces para cada i en
-

{1,...,r} existe un Sy-conjunto de G;, digamos I;, de tal manera que I = U I;.
i=1

Sea i en {1,...,r}, proponemos I; = I NV (G;). Supongamos que I NV (G;)
no es un conjunto independiente, entonces existen dos vértices en I NV (G;),
digamos v;, y v;,, tales que (v;,,v;,) € A(G) pero dado que INV(G;) C I enton-
ces v;, y Vi, son dos vértices en I tales que (v;,,v;,) € A(G), lo cual contradice
el hecho que I es un conjunto independiente. Por lo tanto, I NV (G;) es un con-
junto independiente. Ahora, supongamos que |I NV (G;)| # Bo(G:), y dado que
INV(G;) es un conjunto independiente se sigue que [INV(G;)| < Bo(G;), lo cual
implica que existe en G; un conjunto J tal que J es un Sy-conjunto. El conjunto
(INV(G;))] U J es un conjunto independiente ya que I, INV(G;) y J son con-
juntos independientes, y [I — (INV(G;))UJ| > |I| ya que [INV(G;)| < |J|, lo
cual contradice el hecho que I es un Bo—conjunto de G.

Por ultimo, demostraremos que I = U I;. Como I NV(G;) C I para cada
=1

ien {1,...,7}, entonces I; C I para cada i en {1,... ,r}, lo que implica que
T
UI"' C I. Por otro lado, sea z en I, como V(G UV ) el CV(Q),
i=1
entonces x pertenece a V(G;) para alguna i en {1, r} lo que implica que
T pertenece a INV(Gy) para alguna 1 en {1,...,7}, por lo cual = pertenece a

UI Por lo tanto, I C UI As, I_UI

i=1 i=1 i=1
Afirmacién 2. Si D’ es un conjunto dominante transversal de independien-

tes maximos de Gy y S; es un conjunto dominante de G; para cada j > 2, enton-
ces
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T
DU (US;) es un conjunto dominante transversal de independientes méxi-
j=2
mos de G.

Dado que en particular S; y D’ son conjuntos dominantes para cada j > 2 se
T

tiene que D' U( U S]/) es un conjunto dominante de G. Puesto que D’ intersecta
j=2
a cada Sp-conjunto de G y lo demostrado en la afirmacién 1, se tiene que D’

T
intersecta a cuaquier Bg-conjunto de G, de lo cual se concluye que D’ U (U S;)
j=2

intersecta a todos los fBy-conjuntos de G.
T

Por lo tanto, D' U (U S;) es un conjunto dominante transversal de indepen-
j=2
dientes maximos de G.

Sean D un v;-conjunto de G y y S; un y-conjunto de G; para cada j > 2,
como en particular D es un conjunto dominante transversal de independien-

tes méximos y S; es un conjuto dominante para todo j > 2, entonces por la
T

afirmacién 2 se tiene que D U (U S;) es un conjunto dominante transversal de

Jj=2
.

independientes maximos de G, por lo cual concluimos que | DU( U S| > v (G).
j=2
Ahora como D, Ss, ..., S, son conjuntos ajenos dos a dos, entonces tenemos
T

que D vy USj son conjuntos ajenos de lo que se sigue que
j=2

T T
|D U (US])\ = |D| + |USj|. Ademds sabemos que D es un 7;-conjunto de
j=2 =2

Gy S; es un y-conjunto de G; para cada j > 2, entonces

D]+ ([ S| = 7t(Gr) + D 4(Gy)

=2 j=2
lo que implica que
it(Gh) + Z;W(Gj) = min {7(Gx) + z; G} = 7it(G) (2.1)
Jj= Jj=
Jj#k

Por dltimo, sea S un ;-conjunto de G. Observemos que S debe intersectar
a V(G;) para cada componente G; de G ya que en particular S es un conjun-
to dominante, ademés S N V(G;) es un conjunto dominante en G, para cada
j > 1, ya que S es un conjunto dominante y no existen aristas entre vérices de
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distintas componentes conexas. Por otro lado, en particular en la afirmacién 1 se
demostro que si I es un Sy-conjunto en G, entonces I NV (G;) es un fo-conjunto
en G, para toda j en {1,...,7}.

Afirmacién 3. Existe j en {1,...,7} tal que SN V(G,) es un conjunto
dominante transversal de independientes maximos en Gj.

Procediendo por contradiccién, supongamos que S N V(G;) no es un con-
junto dominante transversal de independientes méximos en G; para toda j en
{1,...,7}. Como S NV(G;) es un conjunto dominante en G; para cada j en

{1,...,7}, entonces existe un conjunto independiente méximo, digamos I;, en
T

G; que no intersecta a S N V(G;). Por lo tanto U I es un conjunto indepen-

Jj=1
T

T i
diente méximo en G tal que (U I)ns = [Ulj] N (U(S NV(Gy))) =0, lo
j=1 j=1 j=1
que contradice el hecho que S es un conjunto dominante transversal de inde-
pendientes méximos de G. Por lo tanto, para algin j en {1,...,7} se tiene que
SNV(G,) es un conjunto dominante transversal de independientes maximos en

G;.

Ahora demostremos que |[S N V(Gj)| = v(Gj) y |SNV(G;)| = v(G;) para
todaien {1,...,57—1,54+1,...,7}. Procediendo por contradiccién, analicemos
los siguientes casos:

Caso 1. [SNV(G))| # 7(G)).
En este caso existe un conjunto dominante transversal de independientes

méximos en G;, S’de cardinalidad menor que |S N V(G,)|, lo que implica que
j—1 r

(U (SNV(Gy)))usS u( U (SNV(G;)) es un conjunto dominante transversal
i=1 I=j+1

de independientes mdximos por la afirmacién 2 y el hecho que SNV(G;) es un

conjunto dominante para cada i en {1,...,5— 1,57+ 1,...,7}) de cardinalidad

menor a la de S, lo cual es una contradiccién ya que S es un v;;-conjunto de G.

Caso 2. Existe alguna ¢ en {1,...,5 — 1,5 + 1,...,r} tal que
1S AV(Go)l #2(Ga).

Supongamos sin pérdida de generalidad que i = 1, entonces existe un con-
junto dominante S; en Gp de cardinalidad menor que |S N V(Gy)|. Ahora co-
mo sabemos que S N V(G;) es un conjunto dominante transversal de indepen-
dientes méximos en G;, SN V(G;) es un conjunto dominante para cada i en
{2,...,7—1,j+1,...,7} y S1 es un conjunto dominante, por la afirmacién 2 se

T

sigue que con lo S7 U (U(S NV(G;)) es un conjunto dominante transversal de

i=2
independientes méximos. Por tltimo, dado que |S1| < |[SNV(G1)| es claro que
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T

S U (U(S NV (G;)) es un conjunto dominante transversal de independientes
i=2

maximos de cardinalidad menor que S, lo cual es una contradiccién ya que S es

un y;-conjunto de G.

Por lo tanto, |SNV(G,)| = v(G;) v SN V(Gi)| = v(G;) para toda i en
(1., 5—1j+1,...r}h

Como S = U (SNV(G})), entonces |S| = U (SNV(Gy)) \—Z|SOV Gi)|
k=1 k=1 k=1

pero por lo demostrado en la afirmacién 3 se tiene que |S| = ;. (G;) +Z v(Gg),
) k2
lo que implica que |S| € {7it(Gk) + Z*V(Gj) :1 <k <r}, entonces
2
IS| = mm {’th (Gx) JrZ’y )} Asi,
J#k

Yit(G) > mln {%t Gr) + ZV (2.2)
J#k

Por lo tanto de (2. 1) y (2.2) se concluye que
Yit(G) = 1r<nkm {7t (G +Z’Y
J#k

Corolario 2.0.11. ([1]) Si G tiene un vértice aislado, entonces v;+(G) = v(G).

Demostracién.

Sean (i1, ...,G, las componentes conexas de G. Por hipdtesis una de las
componentes conexas es un vértice aislado, supongamos sin pérdida de genera-
lidad que es Gy, por lo cual se tiene que 7;+(G1) = 1y v(G1) = 1 de esto se
sigue que v;+(G1) < vt (Gr) y v(G1) < v(Gg) para cada k en {1,...,r}. En el
caso en que k = 1 es claro que

7it(G1) + Y (G)) = %e(Gr) + D 7(G))- (2.3)
j=2 j=1
Ji#k

Cuando k # 1, es facil ver que v(Gg) < 7:+(Gk) de lo cual se sigue que
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Y(Gk) + E YGj) < 7ie(Gr) + E ~v(G;), entonces
j=2
J#k j#k

T

D A(G) <u(Gr) + Y ¥(G))

j=2 =2
#k

por lo cual 1+Z*y ) <1+ 79+(Gg) +ny , se sigue que
Jj=2 j=2
J#k

T

¥ie(Gh) + Y 1Gy) <A(G) +7(Gi)D_(Gy)

j=2 j=2
j#k
. Por lo tanto,
7it(G1) + Y (Gy) < 7a(Gr) + Y (Gy). (24)
j=2 j=1

ik

En particular (2.4) se cumple para mln {’m (Gr) + ny i)}, es decir,

Jj=1
J#k
7it(G1) + ny(G ) < Hlll’l {’yn (Gr) + Z’y (2.5)
j=2
! J;ﬁk
Por otro lado notemos que
Yit(G1) + Zv ) € {7i(Gr) + Zv :1 <k <r}, lo que implica que
2 1
= T2k
i {7:(Gr) +Z"y )} < vie(Gh) + 2_227(6’;-) (2.6)
7 Jf

Por lo tanto, de (2.5) y (2.6) tenemos que

%ir(G1) + Y (Gy) = min {'th (Gr) +Zv

‘ 1<k
Jj=2
J?ﬁk
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Entonces por el teorema 2.0.10 se tiene que v;t(G1) + Zv(Gj) = vit(G).

Notemos que 7v;:(G1) = 7(G1), lo que implica que

Yit(G) = ZV(GO- (2.7)

Afirmacién 1. Zv(Gi) =~(G).
i=1
Sea S un ~y-conjunto de G. Por el analisis hecho en el teorema 2.0.10 sabemos
que SNV (G;) es un conjunto dominante de G; para cada j en {1...,7}.

Afirmacién 1.1 |[SNV(G;)| = v(G;) paracada jen {1...,7}.
Procediendo por contradiccién, supongamos que existe alguna ken {1...,7}
tal que |SNV(Gy)| # v(Gy), entonces existe S’ un conjunto dominante en Gy,

de cardinalidad menor a |SNV(Gy)|. Como S’ U U SNV(G,;)) es un conjunto
Zh
dominante en G y |S'U U SNV(G,))| < |S], obtenemos una contradiccién ya
Zh

que S es un y-conjunto de G. Por lo tanto, |[SNV(G,)| = v(G;) para cada j en

{1...,r}.

Por otro lado, puesto que S = U (SNV(G))), entonces
j=

S| =1 nv@E)=>18nV(Gy)| (2.8)
=1 o
Por (2.8) y la afirmacién 1.1 se concluye que |S| = Z*y . Por lo tanto,

3G =

B Asi, de (2.7) y la afirmacién 1 se tiene que v+ (G) = v(G).W
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Capitulo 3

Cotas para el nimero de
dominacion transversal de
independientes maximos y
algunas conjeturas.

En este capitulo se dardn algunas cotas para el valor de 7;:(G), en términos
de otros pardmetros como son: numero de dominacion, orden de la grafica, grado
minimo de la grafica, nimero de clan y nimero de cubierta. También daremos
algunas caracterizaciones para 7;:(G) en términos de: orden de la grafica y
numero de clan.
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Tomando en cuenta el teorema 2.0.10, visto en el capitulo anterior, nos limi-
taremos a considerar graficas conexas para el estudio de dominacién transversal
de independientes maximos. Por lo tanto en el resto de la tesis vamos a suponer
que las gréficas con conexas.

Comenzaremos con la siguiente observacién: para cualquier grafica H de
orden n se cumple que 1 < v;(G) < n, ya que V(G) es un conjunto dominante
y ) no es un conjunto dominante.

Dada la desigualdad anterior podemos preguntarnos cuando se cumple que
7it(G) = n, lo cual andlizaremos en el siguiente teorema.

Lema 3.0.1. ([1]) Si G es una grifica, entonces v(G) < vi(G).

Demostracién.

Sea S un ~;;-conjunto, por definicién se tiene que S en particular es un
conjunto dominante, lo que implica que v(G) < |S| = 7it(G). Por lo tanto,
Y(G) < 7(G).A

Teorema 3.0.2. ([1]) Sea G una grdfica de orden n, v+(G) = n si y sdlo si
G=K,.

Demostracion.

La condicién necesaria es cierta, ya que en el capitulo anterior demostramos
que vt (Kp) =n

Para la condicién suficiente, demostraremos que si v;:(G) = n, entonces
G = K,,. Para esto analizaremos dos casos:

Caso 1. n = 1. Es claro que la tnica grafica de orden uno con v;;(G) = 1 es
K;.

Caso 2. n > 2.

En este caso si demostramos que 8y(G) = 1, entonces podemos concluir que
G es completa. Procediendo por contradiccién, supongamos que 5o(G) > 2. To-
mamos el conjunto V(G) — {v}, donde v es un vértice cualquiera de V(G), dicho
conjunto es dominante ya que G es conexa. Por otro lado como cualquier (-
conjunto S tiene al menos dos elementos, entonces S — {v} # 0, lo que implica
que (V(G)—{v})NS # 0. Asi, V(G)—{v} es un conjunto dominante transversal
de independientes méximos de G. Por lo tanto, v;:(G) < n—1 lo que contradice
el hecho que 7;:(G) = n. Concluimos que Bo(G) = 1, lo que implica que G = K.

Por lo tanto, v;:(G) =nsiy sélosi G = K,,.R

Teorema 3.0.3. ([1]) Si G es una grdfica con n vértices, entonces v;1(G) = n—1
si y solo si G = Ps.

Demostracién.
Por el teorema 2.0.7 tenemos que v;:(P3) = 2 = 3 — 1 con lo cual queda
demostrada la condicién necesaria.
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Figura 3.1: Los vértices sombreados representan un -y;;-conjunto

Ahora para demotrar la condicién suficiente. Supongamos que v;:(G) = n—1,
a continuacién demostraremos que G = Ps. Por lo visto en el teorema 3.0.2, sa-
bemos que G no es completa, lo que implica que 5y(G) > 2.

Afirmacidén 1. Si u y v son dos vértices en V(G) tales que (u,v) € A(G),
entonces d(u) =1 0 §(v) = 1.

Procediendo por contradiccién, supongamos que 6(u) > 2y 6(v) > 2. Sea
S =V(G) —{u,v}. A continuacién demostraremos que S es un conjunto domi-
nante transversal de independientes maximos.

Notemos que S es un conjunto dominante ya que 6(u) > 2y §(v) > 2, es de-
cir, u y v son adyacentes a al menos un vértice en S.Por otro lado, supongamos
que existe J un fp-conjunto de G que no intersecta a S, entonces J C {u,v},
lo que implica que J no puede ser igual a {u,v} ya que en particular J es un
conjunto independiente y (u,v) € A(G). Por lo tanto, |J| = 1 = 5y(G) lo cual
es una contradiccién ya que anteriormente vimos que fo(G) > 2 y por consi-
guiente S intersecta a cualquier Sy-conjunto de V' (G), es decir, S es un conjunto
dominante transversal de independientes maximos.

Dado que S es un conjunto dominante transversal de independientes maxi-
mos se sigue que v;:(G) < |S| = n — 2, lo cual contradice el hecho que
~it(G) = n — 1. Por lo tanto, no existen dos vértices adyacentes de grado ma-
yor igual a 2. Asi, para cualquier par de vértices adyacentes u y v se tiene que

o(u)y=1od(w)=1.

Usando la afirmacién 1 y el hecho que G es conexa se tiene que G = K ,,—1.
Ahora por lo visto en el teorema 2.0.4 sabemos que 7;; (K1 ,—1) = 2, pero por
hipétesis 7;:(G) = n — 1, entonces n = 3. Por lo tanto, G = P;.1

Teorema 3.0.4. ([1]) Sea G una grdfica conexa no completa de orden n. Si
Bo(G) > 5, entonces vt (G) < 5.

Demostracién.
Sea I un fy-conjunto de G. Como Sy(G) > 5, entonces vamos a dividir la
prueba en dos casos:
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Caso 1. 3y(G) > 3.

Sea u en I y consideremos el conjunto D = (V(G) —I)U{u}. Demostraremos
que D es un conjunto dominante transversal de independientes maximos. Note-
mos que
V(G) — D =1 —{u}. Sea x en I — {u}, como G es conexa y G # K; se
sigue que 6(x) > 1, y puesto que I es un conjunto independiente se tiene que x
es adyacente al menos un vértice de D = (V(G)—I)U{u}. Por lo tanto, D es un
conjunto dominante. Por ultimo, supongamos que existe un fy-conjunto de G
que no intersecta a D digamos J, entonces J C V(G)— D, es decir, J C I —{u},
lo que implica que |J| < 8o — 1, lo cual contradice que |J| = By. Por lo tanto,
D intersecta a cualquier Sp-conjunto de G. Asi, D es un conjunto dominante
transversal de independientes maximos, y por consiguiente v;:(G) < |D].

Por otro lado, |[D| =n —|I|+1 =n— 5y(G) + 1 y dado que —fy < —
se tiene que |D| < n—%+1 = § +1, entonces |D| < . Por lo tanto, v;(G) <

n

2

n

5
_n

Caso 2. 3(G) = 3.

En este caso dividiremos la prueba en dos subcasos:

Caso 2.1. V(G) — I no es un conjunto independiente.

Vamos a demostrar que I es un conunto dominante independiente transver-
sal. Sea v en V(G) — I, si no existiera un vértice en I adyacente a v entonces
I' = T U {v} es un conjunto independiente de G tal que |I’| > |I|, lo cual es
una contradiccion ya que I es un (p-conjunto. Por lo tanto, para cada vértice
en V(G) — I existe al menos uno en I al que es adyacente, es decir, I es un
conjunto dominante.

Ahora, supongamos que existe un [Sp-conjunto que no intersecta a I, diga-
mos J, entonces J C V(G) — I. Ahora como J es un fy-conjunto se tiene que
|J| = %, por otro lado |I| = % ya que I también es un fSp-conjunto, entonces
|V(G) —I| = %. Por lo tanto, J = V(G) — I, lo cual contradice el hecho de que
V(G) — I no es un conjunto independiente.

Asi, I intersecta a a cualquier Sy-conjunto con lo cual se tiene que I es un con-

junto dominante transversal de independientes maximos de G y por consiguiente
7it(G) < || = 3.

Caso 2.2. V(G) — I es un conjunto independiente.

Claramente IN(V(G)—1) =0, V(G) =TU(V(G)-I),I # 0y V(G)—1 #0
(1] = |V(G) = I| = %) lo que implica que {I,V(G) — I} es una particién de
V(G). Ademés I y V(G) — I son conjuntos independientes por lo cual G es una
grafica bipartita.

Ahora consideremos nuevamente dos posibles casos respecto a 6(G).

Caso 2.2.1. §(G) > 2.

Sean w en I y v en N(u), tomamos el conjunto D = (I — {u}) U {v} (ver
figura 3.2).
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Afirmacién. D es un conjunto dominante transversal de independientes
maximos.

Primero demostremos que D es un conjunto dominante. Notemos que
V(G) — D = [(V(G) — I) — {v}] U{u}. Sea = en [(V(G) — I) — {v}] U {u}.
Si z = u, entonces v es el vértice en D al que es adyacente x = u. Ahora si z
pertenece a [(V(G) — I) — {v}], entonces como V(G) — I es un conjunto inde-
pendiente y 6(v) > 2 (6(G) > 2) se tiene que existe un vértice w en I — {u} tal
que (z,w) € A(G), lo que implica que D es un conjunto dominante.

Ahora demostraremos que D intersecta a cualquier Sp-conjunto. Procedien-
do por contradiccién, supongamos que existe J un fg-conjunto de G que no
es intersectado por D, entonces J C [(V(G) — I) — {v}] U {u}. Dado que
D = (I —{u})U{v} y |I| = § se sigue que |[D| = & por lo cual
|D| = |[V(G) — D|, usando esto y el hecho que |J| = So(G) = § se conclu-
ye que J = [(V(G) —I) = {v}]U{u} = V(G) — D. Por lo tanto, V(G) — D es un
conjunto independiente maximo lo que implica que © no puede ser adyacente
a los vértices de V(G) — D en particular no puede ser adyacente a nadie en
(V(G) = I) — {v}. Por otro lado, como I es un conjunto independiente maxi-
mo y u € I, u tampoco puede ser adyacente a nadie en I. Asi, dg(u) = 1
((u,v) € A(G)) lo cual es una contradiccién ya que §(G) > 2.

Por lo tanto, D intersecta a cualquier Sy-conjunto, lo que nos dice que D es un
conjunto dominante transversal de independientes maximos y por consiguiente
7t(G) < |D| = |S| = 2.

Figura 3.2: La parte sombreada de la grafica representa el conjunto D

Caso 2.2.2. §(G) = 1.

Tomamos u en V(G) tal que 6(u) = 1. Supongamos sin pérdida de generali-
dad que u estd en I. Sea v en N(u) (notemos que N(u) C V(G) — I porque I es
un conjunto independiente), como G es conexa y no es una grafica completa se
sigue que G tiene al menos tres vértices, lo que implica que 6(v) > 2 (notemos
que N(v) C I porque V(G) — I es un conjunto independiente).

Afirmamos que 6(w) > 2 para todo w en N(v) — {u}. Si existe un vérti-
ce w en N(v) — {u}, tal que §(w) = 1, entonces consideremos los conjuntos
(I = {u, w}) U{v} y V(G) = [(I = {u, w}) U{v}].

Ahora demostraremos que
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V(GQ) — (I —{u,w}) U{v}] = [(V(G) —I) — {v}] U{u,w} es un conjunto
independiente. Como [(V(G) —I) — {v}] C V(G) — I y {u,w} C I se tiene
que [(V(G) = I) — {v}] y {u,w} son conjuntos independientes. Por otro lado,
no existen aristas entre [(V(G) — I) — {v} y {u,w} porque {u,w} C N(v) y
0(u) =1 = §(w). Por tltimo, notemos que

(V(G) —1I)—{v}] U{u,w}| = |V(G) —I| —1+%: 5—-14+2=5+1 (ver

figura 3.3), lo cual contradice el hecho que fy(G) = 5.
Por lo tanto, cualquier vértice en N (v)—{u} tiene grado mayor o igual a dos.

]

Figura 3.3: La parte sombreada de la grafica representa un conjunto dominante

Tomamos el conjunto D = [V(G) — (U {v})] U {u} (ver figura 3.4).

Figura 3.4: Los vértices sombreados representan al conjunto D

Afirmacion. D es un conjunto dominante transversal de independientes
maximos.

Primero demostraremos que D es un conjunto dominante. Notemos que
V(G) — D = (I —{u}) U{v}. Sea = en (I — {u}) U {v}. Si z = v entonces
u es el vértice en D al que es adyacente x = v. Si € I — {u}, tenemos dos
posibles casos sobre .

Caso 1. z € N(v) — {u}.

Por lo demostrado anteriormente sabemos que d(x) > 2, lo que implica que
existe al menos un vértice en D que es adyacente a z esto porque € N(v)—{u}
e I — {u} es un conjunto independiente.
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Caso 2. ¢ ¢ N(v) — {u}.

En este caso, como G es conexa e I — {u} es un conjunto independiente se
tiene que existe al menos un vértice en D al que x es adyacente.

Ahora veamos que D intersecta a cualquier [y-conjunto. Procediendo por
contradiccién, supongamos que existe un Sy-conjunto de G, digamos J, que no
intersecta a D , entonces J C V(G) — D, es decir, J C (I — {u})U{v}. Como J
es un fy-conjunto se tiene que |J| = §, ademas |V(G) — D| = [(I — {u}) U {v}]
y |(I ={u})U{v}| = %, de lo anterior se concluye que J = (I — {u})U {v}. Por
lo tanto, (I —{u}) U {v} es un conjunto independiente, lo que implica que v no
puede ser adyacente a nadie en I —{u}. Por otro lado, recordemos que §(v) > 2.
Por lo tanto, existe w en V(G) — I tal que (v,w) € A(G) lo cual contradice el
hecho que V(G) — I es un conjunto independiente porque {v,w} C V(G) — I.

Por lo tanto, D intersecta a cualquier Sy-conjunto. Asi, D es un conjunto do-
minante transversal de independientes maximos, y por consiguiente
7(G) < D] = 2.m

Corolario 3.0.5. ([1]) Si G es una grdfica bipartita de orden n tal que n > 3
, entonces 7;(G) < 5.

Demostracion.
Como la gréfica es bipartita se tiene que 5y(G) > 5. Entonces por el teorema
3.0.4 se concluye que v (G) < 5.1

Antes de seguir con el desarrollo de los siguientes teoremas hagamos una
pequeiia observacién. Como vimos en el teorema 2.0.6, si G = HT para alguna
grafica H conexa con n vértices se tiene que 7;:(G) = n. Por otro lado, cuando
H es una grafica bipartita con particién en conjuntos independientes {V;, Va},
tomamos en H* los conjuntos

Viu{ue V(H') :8(u) =1y (u,v) € A(H') para algin v € Va} y

VoU{ueV(HT):6(u) =1y (u,v) € A(HT) para algan v € V;}

dichos conjuntos son independientes, son ajenos y [Vi U{u € V(HT) :6(u) =1
y (u,v) € A(H") para algin v € Vi}JU [VaU{u € V(H') : §(u) = 1y
(u,v) € A(HT) para algin v € Va}] = V(H™). Por lo tanto, los conjuntos
descritos anteriormente forman una particifon de V(H ™) en conjuntos indepen-
dientes. Asi, H' es una grafica bipartita, recordemos que por definicién H™
tiene 2n vértices.

Por lo tanto, siguiendo el andlisis anterior se concluye que existe una familia
infinita de gréficas bipartitas para las cuales v;; es la mitad de su orden. En la
grafica de la figura 3.5 se tiene que H es la grafica con V(H) = {u1,...,ug} y
A(H) = {(u1,uq), (ug, uz), (ug, us), (uz, ug), (us, us) }. Los conjuntos {u, us, uz}
y {u4,us5,ug} forman la particién de V(H) en conjuntos independientes, por lo
cual H es una gréfica bipartita. Usando el argumento planteado anteriormente
se sigue que los conjuntos {uy, us, us, 4, x5, T6} y {ua, us, ug, 1, 2, x3} forman
una particién de V(G) en conjuntos independientes. Por lo tanto, G = H* es
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Figura 3.5: Los conjuntos {u1, us, us, T4, x5, e} v {4, us, ug, 1, X2, 3} forman
una particién de V(G) en conjuntos independientes

una gréfica bipartita tal que v;+(G) = 6.

La demostracion del siguiente teorema es una demostracién propia.

Teorema 3.0.6. ([1]) Sia yb son dos nimeros naturales tales que b > 2a — 1,
entonces existe una grifica G de orden b tal que v4(G) = a.

Demostracion.

Como b es un numero natural tal que b > 2a — 1 se tiene que b = 2a + r
para algin r > —1. El objetivo de la demostracién es construir una grafica G de
orden b tal que 7;:(G) = a. Para esto analizaremos dos posibles casos respecto
ar.

Caso 1. r = —1.

Sea G la grafica tal que V(G) = {v1,...,v.} U {u1,...,uq—1} vy
A(G) = {(vi,w;) i €{1,...,a—1}} (ver figura 3.6).

Figura 3.6: Representacién geométrica de la grafica G, para el caso r = —1

Afirmacién 1. y(G) = a.

Tomamos S = {v1,...,vs}, claramente S es un conjunto dominante, lo que
implica que v(G) < a. Por otro lado, sea S’ un 7-conjunto, notemos que
{ui,v;} NS" # 0 ya que de otra manera se tendria que en particular u; no
serfa dominado por S, para cadai en {1,...,a—1}. Ahora si | {u;,v;} NS |=2
para algin ¢ en {1,...,a — 1}, entonces S” = S’ — {u;} serfa un conjunto do-
minante de cardinalidad menor a la cardinalidad de S’, lo cual contradice el
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hecho que S es un y-conjunto. Por lo tanto, | {u;, v;} NS’ |= 1 para cada i en
{1,...,a =1}, lo que implica que |S’| > a — 1. Por tltimo notemos que v, no
es dominado por ningtn vértice de S’, lo que implica que v, € S’. Por lo tanto,
V(@) = [5] = a; ast, 7(G) = a.

De la afirmacién 1 y el corolario 2.0.11 podemos concluir que v+ (G) = a.

Caso 2. r > 0.
Para este caso, sea H una grafica conexa distinta de una estrella con

V(H) = {vi,...,v4}. Sea G la  grdfica tal que
V(G) = VH) U A{xy,...,z,0} U {uz,... U} y
A(G) = A(H) U {(vi,u;) 5 € {2,...,a}} U {(v1,z;) : 4 € {1,...,r + 1}},

ver figura 3.7.

Figura 3.7: Representacién geométrica de la grafica G, para el caso r > 0

Afirmacién 1. y(G) = a

Por construccién se tiene que V(H) es un conjunto dominante de G, lo
cual implica que 7(G) < a. Por otro lado, sea S un 7-conjunto, notemos que
{us,v;} NS # 0 ya que de otra manera se tendria que en particular u; no serfa
dominado por S, para cada i en {2,...,a}. Ahora si | {u;,v;} NS |= 2 para
algin 7 en {2,...,a}, entonces S’ = S — {u;} serfa un conjunto dominante de
cardinalidad menor a la cardinalidad de S, lo cual contradice el hecho que S es
un y-conjunto. Por lo tanto, | {u;,v;} NS |= 1 para cada i en {2,...,a}, lo que
implica que |S| > a—1. Ahora notemos que si v1 ¢ S, entonces por construccién
de G se tiene que {x1,...,2,41} C S, y dado que r + 1 > 1 concluimos que
|S| > a. En otro caso, si v; € S, de igual manera podemos concluir que |S| > a.
Por lo tanto, v(G) = a

Por la afirmacién anterior y el lema 3.0.1 podemos concluir que a < 7;:(G).

Afirmacién 2. §y(G) =r+a

Sea I ={x1,...,xp41}U{ua,...,us}. A continuacién demostraremos que I
es un conjunto independiente. Sean y y z en I.

Caso 1. {y,z} C{x1,...,Zps1}

Recordemos que d¢(z;) =1y N(z;) = {v1}, para cada j en {1,...,r + 1},
lo que implica que {z1,...,Z,41} es un conjunto independiente en G. Por lo
tanto, {y, z} es un conjunto independiente en G.

Caso 2. {y,z} C {ua,...,ug}
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Recordemos que dg(us) = 1y N(us) = {vs}, para cada s en {2,...,a}.
Entonces {ug,...,uq} es un conjunto independiente en G. Por lo tanto, {y, z}
es un conjunto independiente en G.

Caso 3. Supongamos sin pérdida de generalidad que y € {x1,..., 2,41} ¥
z € {ug, ..., uq}

Comoy € {x1,...,2r41}y 2 € {ua,...,u,}, entonces supongamos sin pérdi-
da de generalidad que y = x1 y 2 = uq, de lo cual se tiene que y solo es adyacente
a v1, y z solo es adyacente a vy. Por lo tanto, ¥ y z no son adyacentes en G.

Asi, I es un conjunto independiente en G. Adémas

|I‘:|{x1>'--a$r+1}|+|{U2,...,ua}|:7°+1+a_1:r+a
. Por lo tanto, Bo(G) > |I| =7 + a.

Ahora, supongamos que existe un conjunto independiente J tal que

|[J| > r + a, lo que implica que |[V(G) — J| < a — 1. Dado que |[V(H)| = a
y |[V(G) — J| < a — 1, se concluye que V(H) N J # (. Supongamos que
VH)NT = {viy, .-, 05, ;. Sivr € {vgy, ..., 04, }, supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que v; = v;,. Por construccién de G y el hecho que J es un conjunto in-
dependiente se tiene que {u;y, ..., u;, } C V(G)—Jy {z1,..., 2,41} CV(G)—J.
Ademds sabemos que V(H) — {v;,,...,v;, } C V(G) — J, por lo cual podemos
concluir que |[V(G) — J| > a (porque r + 1 > 1), lo cual no es posible.

V) _{v,],...,vik}

Figura 3.8: Cardinalidad del conjunto independiente J

Siwvy & {viy,...,v; }, entonces por construccién de G y el hecho que J es un
conjunto independiente se tiene que {u;,,...,u;, } C V(G)—J. Ademds sabemos
que V(H) — {vi;,...,v;,} C V(G) — J, lo que implica que |[V(G) — J| > a, lo
cual no es posible.

Asi, no existe ningin conjunto independiente de cardinalidad mayor que
r 4 a, y por consiguiente 5y(G) = r + a.

A continuacién encontraremos un conjunto dominante transversal de inde-

pendientes méximos de cardinalidad a. Sea S = {v1,us...,u,}, claramente S
es un conjunto dominante (ver figura 3.9).
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Ahora demostremos que S intersecta a cualquier fy-conjunto. Procediendo
por contradiccién, supongamos que existe un Sg-conjunto de G, digamos J, tal
que JNS = 0, esto implica que dicho conjunto se queda totalmente contenido en
V(G)— S, pero sabemos que V(G)—S = {va,...,04,21,...,Tr+1}. Por lo tanto,
como |J| = r + a (por la afirmacién 2) se tiene que J = V(G) — S, es decir,
V(G) — S es un fy-conjunto. En particular V(G) — S es un conjunto indepen-
diente, de lo cual se sigue que V(H) — {v1} es un conjunto independiente pero
H es una grafica conexa, entonces todos los vértices de V(H) — {v1} son ad-
yacentes a vy, lo que implica que H es una estrella pero eso es una contradiccién.

Figura 3.9: Los vértices sombreados representan al conjunto S

Asi, S intersecta a cualuier fy-conjunto, y por consiguiente S es un conjun-
to dominante transversal de independientes méaximos, por lo que se tiene que
7it(G) < |S| = a.

Por lo tanto, v;:(G) = a. &

Respecto a el teorema 3.0.6, en [1] el autor nos da la siguiente construccién:
sean H una gréfica conexa de orden a tal que V(H) = {v1,...,v,} y G la gréfica
que obtenemos a partir de H al agregar r + 1 vértices de grado uno adyacentes
a v1 y un vértice de grado uno, u;, adyacente a v; para cada i en {2,...,a}.

Encontramos que, para el caso en que r = —1, hay una grafica construida
segtn lo anterior que no cumple con la conclusién del teorema 3.0.6 (ver figura
3.10).

Figura 3.10: Representacion geométrica de la grafica G

El conjunto S propuesto por el autor como candidato a conjunto dominante
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transversal de independientes maximos es {v1, ug,us, uq}, es claro que S es do-
minante, y ademds S es un conjunto dominante transversal de independientes
méximos ya que (V(G)—S) no contiene Sy-conjuntos de G (5o(G) = 4). A pesar
de que S es un conjunto dominante transversal de independientes maximos se
tiene que S no es un 7;;-conjunto, como mostraremos a continuacion.

Afirmamos que v;:(G) = 3, es decir, 7;:(G) = a—1. Para esto, demostraremos
primero que v(G) = 3, notamos que el conjunto {ve, v3,v4} es dominante, lo que
implica que v(G) < 3. Por otro lado, sea S un 7y-conjunto, notemos que para
cada i en {2, 3,4} se tiene que {u;,v;} NS # @ ya que de otra manera se tendria
que en particular u; no seria dominado por S. Ahora si | {u;,v;} NS |= 2 para
algin 7 en {2,3,4}, entonces S” = S — {u;} serfa un conjunto dominante de
cardinalidad menor a la cardinalidad de S, lo cual contradice el hecho que S
es un y-conjunto. Por lo tanto, | {u;,v;} NS |= 1 para cada i en {2,3,4}, lo
que implica que |S| > 3. Asi, v(G) = 3 y por el lema 3.0.1 se concluye que
3 < 7i(G).

Para la otra desigualdad, encontraremos un conjunto dominante transver-
sal de independientes méximos de G con cardinalidad 3. Sea S = {va, us,uq},
claramente S es dominante (ver figura3.11).

Figura 3.11: Los vértices sombreados representan al conjunto S

Ahora, notemos que Bo(G) = 4. Por otro lado, se tiene que (V(G) — S) es
la grafica representada en la figura 3.12, en la cual notamos que no existe un
Bo-conjunto de G. Por lo tanto, S es un conjunto dominante transversal de in-
dependientes méximos y por consiguiente v;+(G) < 3. Asi, v4(G) = 3.

Figura 3.12: (V(G) — S)
Para el caso en el que r > 0, también encontramos que la construccién que
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nos sugieren en [1] no cumple con la conclusién del teorema 3.0.6. Considere la
grafica de la figura 3.13.

El conjunto que nos propone el autor como candidato a ser un conjunto
dominante transversal de independientes méximos es S = {v1,uz2,uz}.A con-
tinuacién demostraremos que 5o(G) = 5, es claro que {vq, v3,x1,Z2, T3} €s un
conjunto independiente, con se tiene que Sy(G) > 5. Supongamos que Go(G) > 6
y sea J un fy-conjunto, notemos que para algin i en {1,2,3} se tiene que x;
pertenece a J ya que |V(G) — {z1,22,25}] = 5 y dado que z; pertenece a J,
se sigue que v1 ¢ J. Ademds si x; no pertenece a J para algin j en {1,2,3},
se sigue que J U {z;} es un conjunto independiente de cardinalidad mayor a la
de J lo cual contradice el hecho que J es un fy-conjunto. Por otro lado, como
[J| > 6, {z1,22,23} C J y v1 ¢ J entonces se tiene que al menos tres de los
siguientes vértices usg, vo, u3, v3 pertenecen a J, lo cual no es posible ya que us
v vy son adyacentes, uz y vs son adyacentes y J es un conjunto independiente.
Por lo tanto, no es posible que |J| > 6 lo que implica que |J| = 5, es decir,
Bo(G) = 5.

Por lo anterior se tiene que {vq, v3,21, 22, 3} es un Sy-conjunto de G, dicho
conjunto no intersecta a .S, lo que implica que S no es un conjunto dominante
transversal de independientes maximos.

Figura 3.13: a=3,r=2y b=38

Afirmamos que para la grifica G de la figura 3.13 se tiene que v;(G) = 4.
Para demostrar esto tomemos S = {v1, v, v3,u3}, claramente S es un conjun-
to dominante y como |V (G) — S| = 4, entonces en la gréifica (V(G) — S) no
existen (p-conjuntos. Por lo tanto, S es un conjunto dominante transversal de
independientes méximos de G y por consiguiente 7;:(G) < 4.

Por otro lado, sea S un ~;;-conjunto de G, notemos que para cada i en {2, 3}
se tiene que {u;,v;} NS # 0 ya que de otra manera se tendria que en particular
u; no seria dominado por S (en particular S es un conjunto dominante), lo que
implica que 1 <| {u;,v;} NS | para cada i en {2,3}. Asi, |S| > 2.

También notemos que wv; pertenece a S ya que de lo contrario
{z1,22,23} C S, y esto implicaria que |S| > 5, lo cual contradice que |S| < 4.
De esta manera |S| > 3.

Supongamos que |S| = 3, entonces considerando las observaciones anteriores
tenemos que todos los posibles conjuntos de cardinalidad 3, candidatos a ser .S,
son: {vy,v2,v3}, {v1,v2,us}, {v1,u2,v3}, {v1,us,us}. Aunque estos conjuntos
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son dominantes, se tiene que ninguno es dominante independiente transversal
ya que en cualquiera de estos casos V(G) — S es un fp-conjunto. Por lo tanto,
no es posible que |S| = 3. Asi, |S| > 3, es decir, v;+(G) > 4.

Por lo tanto, v;:(G) = 4.

Ahora, para el caso en el que r = 0 notamos que si H es una estrella en la
construccién dada en [1] se tiene que efectivamente v, (G) = a, aunque el con-
junto propuesto por el autor S = {vy,us,...,u,} N0 es un conjunto dominante
transversal de independientes méximos (porque V(G) — S es un fy-conjunto
que no intersecta a S). A continuacién demostraremos que v;(G) = a. Sea
S ={x,vs,...,v4,uz}, claramente este conjunto es dominante (ver figura 3.14)
y si observamos la grafica (V(G) — S) se tiene que el conjunto independiente
mas grande es de cardinalidad a — 1, lo que implica que (V(G) — S) no contie-
ne fo-conjuntos ({z,usa, ..., u,} es un cojunto independiente y por consiguiente
Bo(G) > a). Por lo tanto, S es un conjunto dominante transversal de indepen-
dientes méximos. Asi, v;;(G) < a. Por otro lado, usando el mismo argumento
que en los otros casos se tiene que y(G) = a. Usando lo anterior y el lema 3.0.1
concluimos que a < ;:(G). Por lo tanto, v;:(G) = a.

A

X

Figura 3.14: Los vértices sombrados representan al conjunto S

De lo visto anteriormente, contribuimos con el siguiente teorema.

Teorema 3.0.7. Sia yb son dos numeros naturales, entonces existe una grdfica
G de orden b tal que v4(G) =a—1sib=2a—1 0 v4(G) =a+1 si b > 2a.

Demostracion.

Dividiremos la prueba en dos casos:

Caso 1. b=2a—-1

Sean H una estrella de orden a tal que V(H) = {v1,...,v,} con §(v1) = a—1
vy G la gréafica que se obtiene a partir de H al agregar un vértice de grado uno,
u;, adyacente a v; para cada i en {2,...,a} (ver figura 3.15).

Afirmacién.y(G) =a -1

Es claro que V(H) — {v1} es un conjunto dominante, de lo cual se tiene que
v(G) < a — 1. Por otro lado, sea S un v-conjunto, notemos que para cada i en
{1,...,a — 1} se tiene que {u;,v;} NS # 0, ya que de otra manera u; no serfa
dominado por S, para algin ¢ en {2,...,a}. Ahora si | {u;,v;} NS |= 2 para
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Figura 3.15: Representacién geométrica de la construccion de la grafica G

algin ¢ en {2,...,a}, entonces S’ = S — {u;} serfa un conjunto dominante de
cardinalidad menor a la cardinalidad de S, lo cual contradice el hecho que S es
un ~y-conjunto. Por lo tanto, | {u;,v;} NS |= 1 para cada i en {2,...,a}, lo que
implica que |S| > a — 1. Asi, v(G) =a — 1.

Por la afirmacién anterior y el lema 3.0.1 se tiene que a — 1 < v4(G).

Por otro lado, notemos que 5,(G) > a ya que I = {vy,us,...,u.} es un
conjunto independiente. Sea S = {va, us, ..., uq}, claramente S es un conjunto
dominante (ver figura 3.16). Ahora, si observamos la grafica (V(G)— S) se tiene
que la cardinalidad del conjunto independiente mas grande es a — 1, lo que
implca que (V(G) —S) no contiene Sy-conjuntos. Por lo tanto, S es un conjunto
dominante transversal de independientes méximos de G. Asi, v4+(G) <a—1y
por consiguiente v;:(G) = a — 1.

Figura 3.16: Los vértices sombreados representan al conjunto dominante S

Caso 2. b > 2a.
Supongamos que b = 2a+r, donde r > 0. Sean H una estrella de orden a tal
que V(H) ={v1,...,v,} con §(v1) = a—1y G la gréfica que se obtiene a partir

de H al agregar r+1 vértices de grado uno adyacentes a vy, digamos x1, ..., Tr41
y un vértice de grado uno, u;, adyacente a v; para cadai en {2,...,a}. Ver figura
3.17.

Necesitamos demostrar que v;:(G) = a + 1.
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Figura 3.17: Representacién geometrica de la grafica G

Afirmacién 1. 5y(G) =r+a

Sea I = {ug,...,Uq,21,...,Zr+1}. Como I es un conjunto independiente,
entonces [y(G) > r + a. Por otro lado, sea J un fy-conjunto, demostraremos
que Bo(G) < r+ a. Supongamos que J N{v;,u;} = @ para algin i en {2,...,a},
entonces JU{u;} es un conjunto independiente de cardinalidad mayor que la de

J, lo cual es una contradicién. Por lo tanto, para cada i en {2,...,a} se tiene
que JN{v;,u;} # 0. Notemos que |JN{v;, u; }| = 1 ya que u; y v; son adyacentes
para cada i en {2,...,a}, lo que implica que |J| > a — 1.

Por otro lado, si v; pertenece a J entonces (J —{v1})U{x1,...,2r41} esun

conjunto independiente de cardinalidad mayor que la de J, lo cual no es posible.
Por lo tanto, v1 no pertenece a J. Por 1ltimo, si x; no pertenece a J para algin
en {1,...,7+1}, entones JU{z;} es un conjunto independiente de cardinalidad
mayor que la de J, lo cual no es posible. Por lo tanto, {z1,..., 241} C J.

Por todo el andlisis anterior se tiene que |J| < r 4 a. Por lo tanto,
Bo(G) =7 +a.

Sea D = V(H)U{u,}, es claro que D es un conjunto dominante. Notemos que
|V(G) — D| = r+a—1, lo que implica que la grafica (V(G) — D) no contiene
Bo-conjuntos de G. Por lo tanto, D es un conjunto dominante transversal de
independientes maximos de G. Asi, 7;:(G) < a+ 1.

Por otro lado, sea S un 7;;-conjunto de GG, a continuacién demostraremos que
|S| > a+ 1. Notemos que para cada i en {2,...,a} se tiene que {u;,v;} NS #
yva que de otra manera se tendria que en particular u; no seria dominado por S
para algtn 7 en {2,...,a} (en particular S es un conjunto dominante), lo cual
no es posible. Por lo tanto, 1 <| {u;,v;} NS | para cada i en {2,...,a}. Asi,
|S| > a—1.

También notemos que dado que S en particular es un conjunto dominante
se tiene que vy pertenece a S o en otro caso {z1,...,2,11} C .S, en ambos casos
esto implicarfa que |S| > a. Asi, |[V(G) — S| < r +a.

Caso 1. |[V(G) — S| <r+a.
En este caso se sigue que |S| > a+ 1.
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Caso 2. |V(G) = S|=r+a.

Como |V(G) — S| = r + a y dado el hecho que S es un conjunto domi-
nante transversal de independientes maximos se tiene que V(G) — S no es un
Bo-conjunto, entonces existen al menos dos vértices en V(G) — S, digamos u y
v, los cuales son adyacentes. Notemos que u; ¢ {u,v} para alginien {2,...,a}
ya que de otro modo se tiene por construccién de G que v; € {u, v}, esto implica
que u; no es dominando por S, lo cual contradice el hecho que S es dominan-
te. De igual manera x; ¢ {u,v} para algin i en {1,...,7 + 1} ya que de otro
modo se tiene por construccién de G que vy € {u, v}, esto implica que z; no es
dominando por S, lo cual contradice el hecho que S es dominante. Por lo tanto,

existen ¢ y j en {1,...,a} tales que u = v; y v = v;. Por hipétesis sabemos que
H es un estrella, lo que implica que v; = v; 0 v; = v1. Asi, v1 ¢ Sy dado que S
es un conjunto dominante tenemos que {x1,...,z,+1} C S, pero sabfamos que

|S| > a — 1, lo que implica que |S| > (a — 1) + (r + 1) = a + r. Por lo tanto,
S| >a+1yaquer>1.

De esta manera, de ambos casos se concluye que |S| > a + 1. Asi,
Yit(G) =a+ 1.1

En el teorema 3.0.4 demostramos que 7;:(G) estd acotado superiormente
por 5, donde n es el orden de la gréfica conexa G, no completa, y con ntimero
de independencia mayor o igual a 5. Pero en busca de mejorar este resultado
el autor en [1] noté que existen algunas graficas para las cuales su nimero de
dominacién transversal de independientes méximos es [§] o [§] + 1, incluso si
su nimero de independencia no es mayor o igual a 3.

X1 X2

Figura 3.18: Representacion geométrica de una gréfica G tal que v;(G) = [ 5|

Por ejemplo para la grafica de la figura 3.18 tenemos que ¥(G) = 2 < v;:(G)
y Bo(G) = 2. Como S = {x1, 23,23} es un conjunto dominante transversal de
independientes maximos, entonces 7;:(G) < 3. Observemos que S; = {5, 23},
S2 = {.135,332}, S3 = {$5,$1}, 54 = {1‘4,32‘3}, 55 = {334,.732} y S@ = {$4,331} son
todos los
~-conjuntos de G y para cada uno de ellos se tiene que la grafica inducida por su
complemento contiene un fy-conjunto (ver figura 3.19). Por lo tanto no existe
algiin 7-conjunto que intersecte a todos los fo-conjuntos. Asi, v;+(G) =3 = [§],
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sin embargo 5o(G) =2 < 3.

S () O,
e V(G) -5, Q V(G) - Ss

o @ e © ©
Figura 3.19: (V(G) — S;) para cada i en {1,...,6}

Por lo tanto, motivado por la observacién anterior, el autor formulé la si-
guiente conjetura.

Conjetura 1.([1]) Si G es una grafica conexa no completa de orden n, en-
tonces v (G) < [5].

En [3] los autores dieron tres familias distintas de graficas para las cuales
esta conjetura no es cierta. En este trabajo solo exhibiremos una de dichas fa-
milias, para esto necesitamos la siguiente definicién:

Dadas dos graficas Gy H, definimos la grafica composicién, denotada por
G[H], como la gréfica tal que V(G[H]) = V(G) x V(H) vy
A(G[H]) = {((u,v), (w, 2)) : (u,w) € A(G) o (v,z) € A(H)}. Veamos un ejem-
plo de la composicién de grificas en la figura 3.20.

Figura 3.20: G[H]

Ahora procedamos a dar el contraejemplo para la conjetura. Si k > 1, en-
tonces sean K, la gréfica completa con conjunto de vértices {v1,...,vx} v Cs

84



CAPITULO 3. COTAS PARA EL NUMERO DE DOMINACION
TRANSVERSAL DE INDEPENDIENTES MAXIMOS Y ALGUNAS
CONJETURAS

Figura 3.21: Representacion geométrica de la grafica G

el ciclo de longitud cinco con conjunto de vértices {uq,...,us} y conjunto de
ariStaS {(ula U/Q), (ula us)a (uQa uS)a (u37 U4)7 (u47 U5)}

Afirmacidn. Para la gréfica G definida como K;[C5] de orden n = 5k se
tiene que 73 (G) = 2n.
Dado que n = 5k, nuestro objetivo es demostrar que 7;+(G) = 3k.

Observamos que por definicién de G, para cada i en {1,...,k}, se tiene que
({(vi,uj) : 1 < j <5B}) =25, alagréfica ({(vi,u;) : 1 < j <5}) la llamaremos
nivel i. Luego, para cada s en {1,...,5} se tiene que

Afirmacién 1. §(G) =n — 3.

Sea (v;,u;) un vértice arbitrario en G, notemos que dicho vértice no es ad-
yacente a los vértices (v;, uj—2) y (vi,uj42) (con j —2y j+ 2 tomados médulo
5), v si es adyacente a los vértices (v;,uj—1) y (vi,uj41) (con j — 1y j+1
tomados médulo 5). También, por construccién de G y el hecho que v; pertence
a una grafica completa, se tiene que (v;, u;) es adyacente a cualquier vértice de
la forma (vy,uy), con i’ # iy ken {1,...,5}, es decir, (v;,u;) es adyacente a
cualquier vértice de otro nivel. Por lo tanto, cualquier vértice de la gréfica G
tiene exactamente n — 3 vecinos.

Afirmacién 2. 5y(G) = 2.

Observamos que el conjunto I = {(v1,u1), (v1,us)} es independiente, lo que
implica que Bo(G) > 2. Por otro lado, sea J un Sp-conjunto de G, por lo visto en
la afirmacion 1 sabemos que cualesquiera dos vértices de distinto nivel son ad-
yacentes, esto implica que J C {(v;,u;) : 1 < j <5} paraalgin ¢ en {1,...,k}.
Ast, como 5y(Cs) =2y ({(vi,uy) : 1 < j < 5}) = Cs, se tiene que |J| < 2. Por
lo tanto, Bo(G) = 2.
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Figura 3.22: Los vértices sombreados representan al conjunto S

Por otro lado, para cada i en {1,...,k} se tiene que el conjunto de vértices
S; = {(vi,u1), (vi,u2), (v;,u3)} domina al resto de los vértices del nivel i. Por
E

lo tanto, S = U S; es un conjunto dominante en G con 3k vértices (ver figura
i=1

3.22).

Afirmacién 3. V(G) — S es un clan de G.

Sean (vi,u;) y (vr,us) dos vértices de V(G) — S. Si ¢ # r, entonces como
dichos vértices estan en distintos niveles se tiene que (v;,u;) y (vp,us) son
adyacentes. Si ¢ = r, entonces como (v;,u;) y (v, us) pertenecen a V(G) — S
se tiene que {(vi,u;), (vr,us)} C {(visua), (vi,us)}, lo que implica que (v;, uj)
y (v, us) son adyacentes. Por lo tanto, cualesquiera dos vértices de V(G) — S
son adyacentes y por consiguiente V(G) — S es un clan de G.

De la afirmacién 3 y el hecho que 5o(G) = 2 se sigue que (V(G) —S) no con-
tiene [p-conjuntos de G. Por lo tanto, S es un conjunto dominante transversal
de independientes maximos. Asi, v;+(G) < 3k.

Para la otra desigualdad, sea D un conjunto cualquiera de vértices de G
de cardinalidad menor o igual a 3k — 1. Demostraremos que D no intersecta a
todo SBy-conjunto de G. Como |D| < 3k — 1 se tiene que existe al menos un i en
{1,...,k} para la cual a lo més dos vértices del conjunto {(v;,u;) : 1 < j <5}
también pertenecen a D.

Caso 1. DN {(v;,u;j): 1 <j<5}=0.
En este caso {(vi,v1)(vs,v3)} es un fp-conjunto de G que no intersecta a D.

Caso 2. [DN{(v;,u;): 1 <j <5} e{l,2}.

Supongamos que (v;,u;) € D. Si |DN{(vi,u;): 1 < j <5} =1, entonces
{(vi,vj-1), (vi,vj41)} ( —1y j+1 tomados modulo 5) es un Gy-conjunto de G
que no intersecta a D.

Si |[DN{(vi,u;) : 1 < j <5} =2, supongamos que (v;, us) es el otro vértice
que pertenece a D. Si s € {j —1,j + 1}, entonces {(vi, uj—2), (vi, uj41)} (J — 2
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y j + 1 tomados modulo 5) o {(vi,u;-1), (vi,uj12)} (j —1y j+ 2 tomados
modulo 5) son fBy-conjuntos de G que no intersectan a D si s = j —1 o
s = j+1, respectivamente. Ahora si (v;, u;) y (vs, us) no son adyacentes, entonces
{(vi,vj-1), (vi,vj41)} (j —1y j+1 tomados modulo 5) es un Gp-conjunto de G
que no intersecta a D.

Por lo tanto, D no intersecta a todo (p-conjunto de G.

Asi, no existen conjuntos dominantes transversales de independientes maxi-
mos de G de cardinalidad menor que 3k y por consiguiente 7;:(G) > 3k, lo que
implica que v;:(G) = 3k.1

Ahora que ya demostramos la afirmaciéon anterior, para la familia anterior
de gréficas se cumple que v;(G) = 3k > [§], lo cual contradice la conjetura 1.

A continuacién demostraremos que existe una familia de graficas para las
cual la conjetura 1 es cierta, para demostrar esto necesitaremos el siguiente
teorema.

Teorema 3.0.8. ([1]) Si G es cualquier grdfica, entonces v;1(G) < v(G)+4(G).

Demostracion.

El objetivo de la demostracion es encontrar un conjunto dominante trans-
versal de independientes méximos de cardinalidad menor o igual a v(G) + §(G),
y para esto tomemos u un vértice de G tal que 6(u) = 6(G) y S un y-conjunto.

Afirmacidén. Cada fy-conjunto de G intersecta a N|u].

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe J un [y-conjunto de
G tal que J N N[u] = 0, esto implica que J U {u} es un conjunto independiente
de cardinalidad mayor que la de J, lo cual contradice el hecho que J es un
Bo-conjunto. Por lo tanto, N[u] intersecta a cada Sy-conjunto.

Por la afirmacién anterior se tiene que S U N[u] es un conjunto dominante
transversal de independientes maximos de G' (porque S es un y-conjunto de G),
lo que implica que v;:(G) < |S U N[u]|. Notemos que S puede o no intersectar
a N[u], en ambos casos se tiene que |S U Nu]| < v(G) + §(G). Por lo tanto,
i(G) <A(G) +6(G).|

Corolario 3.0.9. ([1]) La conjetura 1 es cierta para cualquier grdfica conera
tal que 6(G) =1

Demostracion.

Supongamos que el orden de G es n, el objetivo de la demostracién es probar
que 73t (G) < [§]. Usando el teorema 3.0.8 y el hecho que 0(G) = 1 se tiene que
7it(G) < v(G) + 1, ademds por el teorema 1.3.1 sabemos que v(G) < | §]. Es
claro que [ 5| < %, lo que implica que v(G) < . Dividiremos la prueba en dos
casos:
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Caso 1. 7(G) < 3.

Como v(G) < %, entonces y(G) +1 < § + 1. Por lo cual v(G
Por otro lado sabemos que § < [%], de lo cual se sigue que 4 + 1
usando esto y el hecho que v;(G) < § +1 se tiene que v;(G) < [ 5]
tanto, v;(G) < [5].

Caso 2. 7(G) = §.

Por el teorema 1.3.7 sabemos G = Cy o existe una grafica H conexa tal que
G = H™. En el caso en que G = Cy, tenemos que n = 4, y por el teorema
2.0.8 sabemos que 7 (G) = [3]=2 = [2]. Para el caso en que G = H™, por
el teorema 2.0.6 se tiene que v;:(G) < § < [§]. Por lo tanto, para este caso se
tiene que v (G) < [5].

Asi, la conjetura 1 es cierta para toda grafica con grado minimo igual a
uno.ll

Corolario 3.0.10. ([1]) Sea T un drbol, entonces v;:(G) es v(T) o v(T) + 1.

Demostracion.

Para el caso en el que T consiste de un solo vértice, sabemos que
7it(T) =1 =~(T). Ahora, para el caso en el que T tiene al menos dos vértices,
por el teorema se tiene que en T hay al menos dos vértices finales. Asi §(T) = 1,
y usando el teorema 3.0.8 se concluye que v (T') < (T) + 1. Luego por el lema
3.0.1 se tiene que y(T') < v;(T). Por lo tanto, y(T') < v (T) < v(T) + 1, es
decir, v;¢(T) = y(T) 0 7e(T) =(T) + 1.W

Teorema 3.0.11. ([1]) Si G es una grdfica tal que diam(G) = 2, entonces
7it(G) < §(G) + 1.

Demostracion.

Sea u un vértice de G tal que §(u) = §(G).

Afirmacién. N[u] es un conjunto dominante.

Como didm(G) = 2 se tiene que cualesquiera dos vértices de G estan a dis-
tancia uno o dos, es decir, son vecinos o comparten al menos un vecino, entonces
en particular cualquier vértice de G es adyacente a u o comparte un vecino con
u. Ahora, sea x un vértice de V(G) — N[u], entonces = no es dayacente a u, lo
que implica por la observacién anterior que x es adyacente a al menos un vécino
de u, es decir,  es adyacente a al menos un vértice de N[u]. Por lo tanto, N|u]
es un conjunto dominante.

Por ultimo notemos que N[u] intersecta a cualquier Sp-conjunto de G, ya
que de lo contrario, si existe un Sy-conjunto J de G que no intersecta a Nu],
entonces esto implica que JU {u} es un conjunto independiente de cardinalidad
mayor a la de J, lo cual no es posible porque J es un Sp-conjunto. Por lo tanto,
Nlu] es un conjunto dominante transversal de independientes maximos de G y
por consiguiente v;:(G) < |N[u]| = d(u) + 1. Asi, vi+(G) < §(G) + 1.1

A continuacién estableceremos algunas contas para ;; en terminos del nime-
ro de cubierta y el nimero de clan.
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Teorema 3.0.12. ([1]) Si G es una grdfica sin vértices aislados, entonces
Yit(G) < ao(G) + 1.

Demostracion.

Sea S una cubierta por vértices de G tal que |S| = ag(G). Ahora demostra-
remos que S es un conjunto dominante. Sea x en V(G) — S, puesto que G no
tiene vértices aislados, entonces x es adyacente a al menos un vértice, digamos
w. Ahora, como S es cubierta por vértices, (z,w) € A(G) y x ¢ S se sigue que
w € S. Por lo tanto, S es dominante.

Afirmacién. V(G) — S es un fp-conjunto.

Primero demostraremos que V(G) — S es un conjunto independiente. Proce-
diendo por contradiccién, supongamos que existen x y y dos vértices de V(G)—S
que son adyacentes de lo cual se sigue que (z,y) es una arista de G para la cual
ninguno de sus vértices incidentes pertenece a .S, esto contradice el hecho que S
en particular es una cubierta por vértices. Por lo tanto, V(G) — S es un conjunto
independiente y por consiguiente 5o(G) > |[V(G) — S].

Ahora supongamos que existe un conjunto independiente J tal que
|J] > |[V(G) — S|. Sabemos que J es un conjunto independiente y G no tiene
vértices aislados, esto implica que cada vértice de J es adyacente a al menos un
vértice de V(G) — J, por lo cual se tiene que V(G) —J es una cubierta por vérti-
ces de G (ver figura 3.23). Por otro lado, sabemos que |V (G)| = |[V(G) — J|+|J|
vy V(@) = |[V(G) — S|+ |S], lo cual implica que |J| = |[V(G)| - |[V(G) = J| ¥y
[V(G)| — |S] = |[V(G) — S|, pero adémas se tiene que |J| > |V(G) — S| por lo
cual |[V(G@)| — |V(G) — J| > |[V(G)| — | S|, entonces —|V(G) — J| > —|S| y por
consiguiente |V(G) — J| < |S|. De todo el andlisis anterior se sigue que V(G)—J
es una cubierta por vértices de G de cardinalidad menor que la de S, lo cual
contradice el hehcho que S es una cubierta por vértices minima de G.

' R7.9
SO L

G

Ve -]

Figura 3.23: V(G) — J es una cubierta por vértices de G

Por lo tanto, no existen conjuntos independientes de cardinalidad mayor a
la de V(G) — S, lo que implica que 5o(G) > |[V(G) — S|. Asi, V(G) — S es un
Bo-conjunto.

Por dltimo, sea u un vértice de V(G) — S, como S es un conjunto dominante
entonces S U {u} es un conjunto dominante. Ahora, como Sy(G) = |V(G) — S|

89



CAPITULO 3. COTAS PARA EL NUMERO DE DOMINACION
TRANSVERSAL DE INDEPENDIENTES MAXIMOS Y ALGUNAS
CONJETURAS

y [V(G) — (SU{u})| < |V(G) — S|, entonces V(G) — (S U {u}) no contiene
ningin Sy-conjunto. Por lo tanto, SU{u} es un conjunto dominante transversal
de independientes méximos de G. Asi, v;:(G) < |SU{u}| = ap(G) + 1.1

A continuacién mostraremos dos familias de gréficas, gréficas completas y
estrellas, para las cuales se da la igualdad del teorema 3.0.12. Primero para las
graficas completas por el teorema 2.0.2 sabemos que 7, (K,,) = n y por la propo-
sicién  1.1.1 se tiene que o9(K,) = n — 1. Por lo tanto,
’Yit(Kn) =n = (n — 1) +1= Oéo(Kn) + 1.

Para el caso en que G es una estrella, por el teorema 2.0.4 se tiene que
~it(G) = 2 y por la proposicién 1.1.2 sabemos que a(G) = 1. Por lo tanto,

Corolario 3.0.13. ([1]) Sea G una grifica de orden n, sin vértices aislados.
Entonces v(G) +7i+(G) <n+1 e (G) +vi(G) <n+1.

Demostracién.

Sea S” un conjunto dominante independiente tal que |S’| = +(G) por defini-
cién se tiene que S’ es un conjunto dominante, lo que implica que v(G) < |S|.
Asi, v(G) < +(G). De igual manera, por definicién se tiene que S es un conjunto
independiente de lo cual se sigue que 8y(G) > |S| = +(G). Por lo tanto,

(@) <u(G) < Po(G) 3.1)

Por otro lado, sabemos que n = |S| + |[V(G) — S|. Recordemos que en la
demostracion del teorema anterior vimos que si S es un una cubierta por vértices
de G tal que |S| = ap(G), entonces V(G) — S es un Sy-conjunto de G, lo que
implica que

De (3.1) tenemos en particular que (G) < [o(G), entonces
Y(G) + ap(G) < PBo(G) + ap(G) usando (3.2) podemos concluir que
Y(G) + ap(G) < n. Por lo tanto,

ap(G) < n —v(G). (3.3)

Aplicando el teorema 3.0.12 a la grifica G obtenemos que v;:G) < ap(G)+1,
usando (3.3) se concluye que 7v;(G) < n + 1 — «(G). Por lo tanto,
7it(G) +1(G) < n+ 1.

De igual manera, de (3.1) tenemos en particular que +(G) < Bo(G), en-
tonces 1(G) + ap(G) < Bo(G) + ap(G) usando (3.2) podemos concluir que
1(G) + ap(G) < n. Por lo tanto,

ap(G) < n —1(G). (3.4)

Aplicando el teorema 3.0.12 a la grafica G obtenemos que 7 G) < ap(G)+1,
usando (3.4) se concluye que 74+(G) < n 4+ 1 — o(G). Por lo tanto,
7it(G) +1(GQ) <n+ 1. Asi, 7 (G) +v(G) <n+ 1y 74(G) +1(G) <n+ 1.1
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Teorema 3.0.14. ([1]) Sea G una grdfica no completa tal que 6(G) > 2, en-
tonces v;+(G) < ap(G).

Demostracioén.

Sea S un fp-conjunto de G. A continuacién demostraremos que V(G) — S
es un conjunto dominante. Sea y un vértice en .S, como 6(G) > 2y S es un
conjunto independiente, existen al menos dos vértices en V(G) — S adyacentes a
y con lo cual se concluye que V(G) — S es un conjunto dominante. Dividiremos
la demostracién en dos posibles casos:

Caso 1. Existe un vértice v en V(G) — S tal que |[N(v) N S| > 2.
Sean u y w dos vecinos de v que pertenecen a S. Como §(G) > 2 se sigue
que tanto u como w tienen al menos un vecino distinto de v en V(G) — S.

Sea D = (V(G) — S) — {v}.

Afirmacién. D es un conjunto dominante de G — v.

Sea z en V(G —v) — D = S. Como dg(x) > 2, entonces se sigue que
dg—v(x) > 1, y dado que S es un conjunto independiente en G y en G — v
se concluye que existe al menos un vértice en D que es adyacente a x. Por lo
tanto, D es un conjunto dominante de G — v.

Usando la afirmacién anterior y el hecho que (v,w) € A(G) se tiene que
D U {w} es un conjunto dominante de G. Por dltimo veamos que D U {w}
intersecta a cada fy-conjunto de G. Procediendo por contradiccién, supon-
gamos que existe un fSp-conjunto J que no intersecta a D U {w}, entonces
J € V(G)~(DU{w}) = (S—{w})U{v}. Como [V/(G)—(DU{w})] = IS] = Bo(G),
entonces J = V(G) — (D U {w}), lo cual no es posible ya que v y u pertenecen
a V(G) — (D U{w}) y estos vértices son adyacentes. Por lo tanto, D U {w}
intersecta a cada [y-conjunto de G.

Asi DU {w} es un conjunto dominante transversal de independientes méxi-
mos de G, de lo cual se sigue que v;+(G) < |[DU{w}|. Por otro lado, notemos que
|ID| = [(V(G) = S) — {v}| = n — Bo(G) — 1, lo que implica que
|D U{w}| = n — Bo(G). Por lo tanto, v;1(G) < n — Bo(G) = ao(G) (recor-
dando 3.2 del corolario 3.0.13).

Caso 2. Para cada vértice z en V(G) — S se tiene que |[N(z) N S| = 1.

Sean v un vértice en V(G) — S, w un vértice en G tal que {w} = N(v)NS'y
u cualquier vértice de S que no es adyacente a v (recuerde que |S| = Go(G) > 2
ya que G no es completa).

Tomamos el conjunto D = [(V(G) — S) — {v}] U {u}.

Afirmacion. D es un conjunto dominante.

Sea y un vértice en V(G) — D = (S — {u}) U {v}, entonces tenemos dos
posibles casos: si y € S — {u}, como S es conjunto independiente y d(y) > 2,
entonces existe al menos un vértice en (V(G) — S) — {v} tal que es adyacente a
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y. Siy =wv, comow € V(G)— D, §(v) > 2y |N(v)NS| =1, se sigue que existe
al menos un vértice en D que es adyacente a v. Por lo tanto, D es un conjunto
dominante.

Demostraremos que D es un conjunto dominante transversal de indepen-
dientes maximos de G, para lo cual solo nos falta ver que cada Sp-conjunto de
G intersecta a D. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un
Bo-conjunto de G, Jque no intersecta a D, entonces J C (S —{u})U{v}. Como
(S = {u) U v}l = IS] = Bo(G) y J C (S — {u}) U {v} se sigue que
J = (8 —{u}) U{v}. Como w € S — {u}, entonces se sigue que w y v per-
tenecen a J lo cual no es posible ya que (w,v) € A(G) y J es un conjunto
independiente. Por lo tanto, no existen [y-conjuntos de G que no sean inter-
sectados por D, lo que implica que D es un conjunto dominante transversal de
independientes méximos de G. Asi, v;:(G) < |D|.

Por 1ltimo, es claro que |D| = |V(G) — S| = n — 5o(G) = ap(G). Por lo
tanto, v;+(G) < ap(G). Con lo cual queda demostrado el teorema.ll

Antes de continuar con nuestros resultados haremos una observacion. Para
la demostracién del teorema 3.0.14 en [1] el autor afirmaba que siempre existe
un vértice v en V(G) — S tal que |[N(v) N S| > 2. A continuacién presentamos
una grafica para la cual dicha afirmacién no es cierta.

Para la grafica G de la figura 3.24 se cumplen las hipdtesis del teorema
3.0.14, G es una grifica conexa no completa, §(G) = 2 y Bo(G) = 2. Tomamos
S = {us, ug}, es claro que S es un fp-conjunto de G, pero ninguno de los vértices
u1, U, Us, Ug tiene mas de un vecino en S.

Figura 3.24: Los vértices sombreados representan al conjunto S

Debido a lo anterior, nosostros dividimos la demostracién del teorema 3.0.14
en dos casos.

Corolario 3.0.15. ([1]) Si G es una grafica no completa con v (G) = ap(G) +
1, entonces v(G) = ap(G).

Demostracion.
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Por hipétesis sabemos que v;:(G) = ap(G) + 1 esto implica que 6(G) < 1 ya
que de lo contrario por el teorema 3.0.14 se tendria que
7it(G) = ap(G)+1 < ap(G), esto implica que 1 < 0 lo cual es una contradiccion.
Ahora por el teorema 3.0.8, se cumple que v;:(G) < v(G) +§(G), pero dado que
0(G@) <1 se sigue que ¥(G) +(G) < v(G) +1, entonces v+ (G) < v(G) + 1. Por
lo tanto, ap(G) < v(G).

Sea S una cubierta por vértices de G tal que |S| = ap(G). Demostraremos
que S es un conjunto dominante. Sea z un vértice en V(G) — S, como G es
una grifica conexa se tiene que §(G) > 1 lo que implica que existe al menos
un vértice w tal que (z,w) € A(G). Como x pertenece a V(G) — S y S es una
cubierta se sigue que w € S. Por lo tanto, S es un conjunto dominante, por lo
cual se tiene que ¥(GQ) < |S| = ap(G).

Por lo tanto, v(G) = ag(G). R

En el siguiente resultado damos una cota superior para v;:(G) en término del
nimero de clan y caracterizamos a las graficas para las cuales se da la igualdad
con dicha cota.

Teorema 3.0.16. ([/1]) Para cualquier grdfica G no completa de orden n y
numero de clan w, se cumple v;1(G) < n—w+ 1. Mas aiin v4(G) =n—w+1
sty solo si

1. Bo(G) =2

2. Si S es un conjunto dominante tal que (V(G) — S) es completa, entonces
[V(G)— S| <w-1.

Demostracion.

Sean H un clan méximo de G, w en V(H) y S = V(G) — (H — {u}),
dado que V(GQ) — (H — {u}) = (V(G) — H) U {u} podemos concluir que
S = (V(G) — H) U {u}. Como H es un clan de G, cada vértice de
H — {u} = V(G) — S es adyacente a u, lo que implica que S es un conjunto
dominante. Por otro lado, demostraremos que S intersecta a cada [p-conjunto
de G. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un [p-conjunto de
G, digamos J, que no intersecta a S lo que implica que J C V(G)—S = H—{u},
sean x y y dos vértices en J, por lo anterior sabemos que z y y estdn en H — {u},
lo que implica que son adyacentes, lo cual contradice el hecho que J es un con-
junto independiente. Por lo tanto, S es un conjunto dominante transversal de
independientes maximos de G.

Asf, 7 (G) < S| = [V(G) = (H —{ul)| =n—(w-1) =n—-—w+1.

Ahora demostraremos que v;:(G) =n —w + 1 si y sélo si
1. Bo(G) =2
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2. Si S es un conjunto dominante tal que (V(G) — S) es completa, entonces
[V(G) -S| <w-1.

Para la condicién suficiente, supongamos que v;:(G) = n —w + 1. Sean H
un clan maximo de G, u y v dos vértices adyacentes de G tales que u € H
yv € V(G)— H (uy v existen por el teorema 1.2.6). Tomamos el conjunto
D = {u} U[V(G) — (H U {v})], demostraremos a continuacién que D es un
conjunto dominante. Sea = en V(G) — D = (H — {u}) U {v}, tenemos dos
posibles casos:

Caso 1. z € H — {u}.

Como H es un clan de G se tiene que cada vértice en H — {u} es adyacente
a u (u pertenece a D).

Caso 2. z = .

Por eleccién, x es adyacente a u.

Por lo tanto, D es un conjunto dominante tal que |D| =n — w.

Afirmacién 1. §y(G) = 2.

Dado que v#+(G) = n—w+ 1y |D|] = n — w, se sigue que D no es un
conjunto dominante transversal de independientes maximos. Como D si es un
conjunto dominante pero no es un conjunto dominante transversal de indepen-
dientes maximos, se tiene que existe un [p-conjunto de G, digamos S’ tal que
Dn S = 0. Por lo tanto, S’ C V(G) — D = (H — {u}) U {v}, es claro que
S" ¢ H —{u} ya que H — {u} es un clan de G y G es no completa, de lo
cual se sigue que v € S’. Ahora, supongamos que v es adyacente a cada vértice
en H — {u} lo cual implica que H U {v} es un clan de G (porque u y v son
adyacentes) de cardinalidad mayor a la de H, lo cual contradice el hecho que
H es un clan méximo de G. Asi, existe un vértice de H — {u}, digamos z, que
no es adyacente a v; como H — {u} es un clan entonces solo z puede pertene-
cer al conjunto independiente S, lo que implica que S’ = {z,v}. Por lo tanto,

50(G) =2.

Afirmacidén 2. Si S es un conjunto dominante tal que (V(G) — S) es com-
pleta, entonces |V(G) — S| < w — 1.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un conjunto domi-
nante de G, S tal que (V(G) — S) es completa para el cual se cumple que
|[V(G) =S| >w—1. Como (V(G) — S) es un clan se tiene que [V (G) — S| < w,
lo que implica que |V(G) — S| = w. Por otro lado, puesto que (V(G) — S) es
un clan y Bo(G) = 2 se concluye que cada fp-conjunto de G intersecta a S.
Por lo tanto, S es un conjunto dominante transversal de independientes maxi-
mos y por consiguiente v;:(G) < |S|. Por ultimo, ya que |[V(G) — S| = w y
|[V(G) — S| + |S| = n se tiene que |S| = n — w. Asi, 74(G) < n —w lo cual
contradice el hecho que 7;:(G) =n —w + 1.

Por lo tanto, la afirmacién dos es cierta.
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Ahora para la condicién necesaria, supongamos que 1 y 2 es cierto. Da-
do que ya se demostré que v;(G) < n —w + 1 solo nos resta demostrar que
7it(G) > n—w+ 1. Sea S un 7;¢-conjunto de G. Afirmamos que (V(G) — S)
es un clan de G, ya que de lo contrario existen dos vértices de V(G) — S que
no son adyacentes, digamos z y y, entonces {x,y} es un Sp-conjunto de G
que no intersecta a S, lo cual contradice el hecho que S es un conjunto do-
minante transversal de independientes maximos. Por lo tanto, en particular S
es un conjunto dominante tal que (V(G) — S) es completa, por 2 se sigue que
[V(G) — S| <w—1. Como |[V(G) — S|+ |S| = n se sigue que n < w — 1+ |95/,
entonces v;:(G) = |S| > n —w + 1. Por lo tanto, v;;(G) =n —w + 1.

Con lo cual queda demostrado el teorema.ll
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Capitulo 4

Numero de dominacion
transversal de
independientes maximos
para graficas bipartitas

En este capitulo veremos algunos resultados respecto a 7;;(G) para graficas
bipartitas, mas atin demostraremos que v;:(G) € {v(G),v(G) + 1}, para lo cual
necesitaremos un lema y un teorema. Finalizaremos este capitulo caracterizando
el valor de v;(G) cuando G es una gréifica bipartita y uno de los conjuntos
independientes de su particién de V(G) tiene cardinalidad v(G).
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Lema 4.0.1. ([1]) Si G es una grdfica bipartita y S es un y-conjunto de G,
entonces cualesquiera par de Bo-conjuntos de G se intersectan en V(G) — S,
mas ain cualesquiera tres Bo-conjuntos de G en V(G) — S se intersectan.

Demostracién.

Supongamos que G es una grafica bipartita con {X,Y} una particién de
V(G) en conjuntos independientes. Supongamos sin pérdida de generalidad,
que

x| < Y. (4.1)

Sea S un ~y-conjunto de G. Primero demostraremos que cualquier par de
Bo-conjuntos de G en V(G) — S se intersectan. Procediendo por contradiccion,
supongamos que existen D; y Dy dos fp-conjuntos de G en V(G) — S que
no se intersectan. Como D; C V(G) — S, Do C V(G) — Sy DiNDy =0
se sigue que |Dq| + |D2] = 260(G) < |[V(G) — S|, ademds como S es un
~-conjunto se concluye que 250(G) + v(G) < |[V(G) — S| + |S|. Por otro la-
do, sabemos que |V (G)| = |[V(G) — S|+ |S| vy V(G) = |X| + |Y|, por lo cual
V(G) — 5] + S| = [X] + Y], lo que implica que 260(G) +7(G) < |X| +|¥] y
por consiguiente

V(G) <X+ (Y] =260(G). (4.2)

Ahora, como Y es un conjunto independiente se tiene que 5o(G) > |Y], lo
que implica que —257(G) < —2|Y|, entonces

X1+ Y] =260(G) < |X] = [Y]. (4.3)

Por lo tanto, de (4.2) y (4.3) v(G) < |X| —|Y]. Luego de (4.1) se tiene que
|X| = |Y] <0, lo que implica que v(G) < 0, lo cual no es posible.
Asi, cada par de Sp-conjuntos de G en V(G) — S se intersectan.

A continuacién haremos un analisis similar para demostrar que cada tercia
de Bp-conjuntos de G en V(G) — S se intersecta. Procediendo por contradiccién,
supongamos que Dy, Do, D3 son tres Sp-conjuntos de G en V(G) — S tales que
DiNDyN D3 = (. Por lo que acabamos de demostrar sabemos que en particular
cada par de estos conjuntos se intersectan, supongamos que D N Dy = Sy,
D10D3:SQ yDQQD'g,:Sg.

Notemos que |V(G) — S| > |D1| + |D2| — |S1| + | D3| — |S2| — |S3| y usando
el anélisis del caso anterior sabemos que | X|+ |Y| = |[S]| + |V(G) — S|, lo cual
implica que [ X[+ [Y] > 7(G) + [ D] + | Ds| — [Si| + [ Ds] — [Sz] — [Sal, es decir,

| X[+ Y] > ~(G) + [D1| + |D2| + | D3| — [S1] — [Sa| — [S3]. (4.4)

Recordando que Bo(G) = |D;1| = |D2| = |D3| la desigualdad 4.4 queda de la
siguiente manera:

[XT+ Y[ = ~(G) +360(G) = (IS1] + [S2| + |Ss]) (4.5)
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Por otro lado, por definicién de S; para cada i en {1,2,3} y el hecho que
D1 N Dy N D3 = se concluye que S U Sy U S5 es un conjunto independiente,
por lo cual |S1] + |S2| + |S5] < Bo(G), usando esto y la ecuacién (4.5) se tiene
que X[+ Y| = (G) + 350(G) — Bo(G) = ¥(G) + 2Bo(G), entonces

X[+ Y] =2 7(G) +260(G). (4.6)

Nuevamente, puesto que Bo(G) > |V, se tiene que 25,(G) > 2|Y|, usando
esto y la ecuacién 4.6 podemos concluir que | X| + [Y| > v(G) + 2|Y|. Entonces
Y(G) < |X|+ Y] —-2|Y]| = |X]| — |Y], luego por 4.1 se tiene que |X| — Y] < 0,
lo que implica que v(G) < 0, lo cual no es posible. Por lo tanto, cualquier tercia
de Bo-conjuntos de G en V(G) — S se intersecta. B

Sean G una grafica bipartita y S un v-conjunto, si G tiene a lo mas tres
Bo-conjuntos que no intersectan a S, entonces por el lema 4.0.1 dichos conjun-
tos se intersectan. Tomamos un vértice en la interseccién, digamos v, entonces
SU{v} es un conjunto dominante transversal de independientes maximos de G.
Por lo tanto, v;+(G) < |S| + 1 =~(G) + 1.

Motivado por la idea de generalizar la observacién anterior y el corolario
3.0.10 en [1] el autor planted la siguiente conjetura.

Conjetura 2. ([1]) Si G es una grafica bipartita conexa, entonces
7it(G) € {7(G),¥(G) + 1}.

En [3] se demuestra el siguiente teorema, el cual se usa para demostrar que
la conjetura 2 es cierta.

Teorema 4.0.2. ([3]) Si G' es una grdfica de orden n tal que Bo(G) > %,
entonces v+ (G) < v(G) + 1

En este trabajo no daremos la demostracién de dicho teorema ya que se
necesitan otros resultados previos: tres lemas y tres teoremas.

A continuacién presentamos la demostracion de la conjetura 2 haciendo uso
del teorema 4.0.2.

Demostracién de la conjetura 2.

Como G es una gréfica bipartita sabemos que existe una particién de V(G)
en conjuntos independientes, digamos {X,Y}. Ahora, dado que | X|+|Y| = n se
sigue que | X| > § o |Y| > %, ademds como X y Y son conjuntos independientes
se tiene que By(G) > |X|y Bo(G) > [Y] esto implica que Bo(G) > §. Asi, por
el teorema 4.0.2 se concluye que v;:(G) < v(G) + 1.

Por otro lado, por el lema 3.0.1 se tiene que v(G) < 7;:(G). Por lo tanto,
it (G) € {7(G),7(G) +1}.1

Ahora, notemos que por el teorema 4.0.2 y el lema 3.0.1 se tiene que para
cualquier grifica G con By(G) > 4 se cumple que v:(G) € {v(G),7(G) + 1}.
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En [1] se enuncia y demuestra el siguiente teorema.

Teorema 4.0.3. ([1]) Sea G un grdfica bipartita con {X,Y} la particion de
V(G) en conjuntos independientes tal que | X| < |Y| y |X| = v(G). Entonces
7it(G) = ¥(G) + 1 si y sdlo si cada vértice en X es adyacente a al menos dos
vértices finales.

Encontramos una griafica G (ver figura 4.1) para la cual no se cumple la
condiciéon suficiente del teorema 4.0.3.

Figura 4.1: x4 no es adyacente a ningin vértice final

Notemos que la grifica G es bipartita conexa con {X,Y} particién de V(G)
en conjuntos independientes, donde X = {21, zq,x3,24} ¥

Y ={y1,y2,V3,Ya, Y5, Ys, y7} - Es claro que |X| < [Y], solo nos falta ver que
|X| = v(G) para lo cual demostraremos la siguiente afirmacién.

Afirmacién 1. y(G) = 4.

Es claro que X es un conjunto dominante ya que x1,x2 y x3 dominan a
los vértices y1,...,y5 ¥ y7, vy £4 domina al vértice yg. Por lo cual se tiene que
7(G) < 4.

Ahora, sea D un «-conjunto y supongamos que D # X. Por lo ya demostrado
tenemos que |D| < 4. Notemos que D no puede quedarse contenido en Y ya
que por ser Y un conjunto independiente de cardinalidad siete D no dominaria
al resto de los vértices de Y, lo cual contradice el hecho que D es un conjunto
dominante. Sean X7 = DNX y Xo = DNY, entonces por lo anterior y el hecho
que D # X se tiene que |X;| > 1y |X3| > 1. Analizaremos todos los posibles
casos con respecto a |X1|:

Caso 1. | X1| = 1.

Como |X1| = 1 se tiene que tres de los vértices de X no pertenecen a D.
Supongamos que X; = {z;} para alguna ¢ en {1,2,3,4}, entonces existen en
X — X, al menos dos vértices que son adyacentes a dos vértices finales, dichos
vértices finales deben pertenecer a D ya que de lo contario no serian dominados
por D lo cual es una contradiccién, por lo anterior se sigue que | X3| > 4. Por lo
tanto, |D| = | X1|+ |X2| > 1+ 4 =5 lo cual es una contradiccion.

Caso 2. | X | =2.
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Supongamos que X; = {z;,;} para algun subconjunto {4, j} de {1,2,3,4}.
Si x; = x4 0 x; = x4, entonces los dos vértices de X que no pertenecen a D
son adyacentes a dos vértices finales, los cuales por el anélisis del caso ante-
rior sabemos que pertenecen a D, lo que implica que | Xa| > 4. Por lo tanto,
|D| = |X1| +|X2] > 2+4 =5 lo cual es una contradiccién. Ahora, si z; # x4 y
x; # x4, entonces yg debe pertenecer a D ya que lo contrario D no dominaria
a x4, para el otro vértice distinto de x4 de X que no pertenece a D sabemos
que sus dos vecinos que son vértices finales pertenecen a D, lo que implica que
| X32| > 3. Por lo tanto, |D| = | X1|+|X2| > 243 = 5 lo cual es una contradiccién.

Como los dos casos anteriores no son posibles se concluye que | X;| > 3, esto
y el hecho que | X2| > 1 implican que |D| > 4. Por lo tanto, v(G) = |D| = 4.

Asi, de la afirmacién 1 se sigue que |X| = 4 = v(G). Demostraremos que
7it(G) = 5 = v(G) + 1 para lo cual primero necesitamos calcular el valor de

Bo(G).

Afirmacién 2. §y(G) = 1.

Como Y es un conjunto independiente se sigue que 3y(G) > |Y| = 7. Supon-
gamos que existe un conjunto independiente J tal que |.J| > 8. Primero notemos
que si yg pertenece a J, entonces ningun vértice de X podria pertenecer a J, lo
que implica que |J| < 7, lo cual no es posible. Como yg no pertenece a J, enton-
ces |JNY| <6y por consiguiente |J N X| > 2, es decir, al menos dos vértices
de X pertenecen a J. Para encontrar dichos vértices analizaremos algunos casos
sobre los elementos de X.

Si x1 pertenece a J, entonces y2 y y3 no pueden pertenecer a J ya que son ve-
cinos de z;. Lo anterior y el hecho que |J| > 8 implica que
J = V(G) — {y2,ys3,y6}, pero este conjunto no es independiente porque
(z2,y5) € A(G), lo cual no es posible. De igual manera si 25 pertenece a J, enton-
ces y5 y y7 no pueden pertenecer a J lo que implica que J = V(G) —{ys, ys, y7 },
lo cual no es posible ya que x; y y3 son dos vértices de J que son adyacentes.
Por 1ultimo, si x3 pertenece a J, entonces y; y y4 no pueden pertenecer a J lo
que implica que J = V(G) — {y1,94, s}, lo cual no es posible ya que z1 y y
son dos vértices de J que son adyacentes.

Por lo tanto, el tinico elemento de X que puede pertenecer a J es x4 lo cual
es una contradice el hecho que |.J| > 8. Asi, no existen conjuntos independientes
de cardinalidad mayor a siete y por consiguiente 8o(G) = 7.

Por otro lado, siguiendo el anélisis de las demostraciones de las afirmaciones
1y 2 se puede ver que los tinicos vy-conjuntos de G son X y (X — {z4}) U {ys}
(ver figura 4.2 ) y los tnicos fBp-conjuntos de G son Y y (Y — {ys}) U {4} (ver
figura 4.3).

Notemos que X no es un conjunto dominante transversal de independien-
tes méximos ya que X NY = @ y Y es un Bp-conjunto. De igual manera
(X — {x4}) U{ys} no es un conjunto dominante transversal de independien-
tes maximos ya que V(G) — [(X — {z4}) U{ys}] = Y — {ys}) U {z4} es un
Bo-conjunto. Por lo tanto, ningin ~y-conjunto es un conjunto dominante trans-
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versal de independientes méaximos, es decir, v;+(G) > 7(G) + 1. Por otro lado, si
tomamos S = X U {y} para cualquier vértice y en Y, como X es dominante se
sigue que S es dominante, es claro que S intersecta a Y y a (Y — {ys}) U {z4}
lo que implica que S es un conjunto dominante transversal de independientes
méximos. Asi, 1;+(G) < |S] = v(G) + 1.

Figura 4.2: Los vértices sombreados representan a los conjuntos dominantes X
y (X —{za}) U{ys}

Figura 4.3: Los vértices sombreados representan a los conjuntos independientes
Yy (Y —{ye}) U{zs}

Por lo tanto, v;:(G) = v(G) + 1 pero para nuestra grafica G se tiene que el
vértice x4 no es adyacente a ningun vértice final.

Con base en el teorema 4.0.3, planteamos el siguiente teorema que caracte-
riza a las grificas bipartitas para las cuales v;(G) es igual a v(G) + 1.

Teorema 4.0.4. Sea G una grifica bipartita (no necesariamente conexa) con
{X,Y} la particion de V(G) en conjuntos independientes tal que | X| < |Y] y
| X | =~v(G). Entonces v+(G) = v(G) + 1 si y sdlo si

1. Cada vértice distinto de un vértice final en X es adyacente a al menos dos
vértices finales
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2. 'Y no tiene vértices aislados.

Demostracion.

Notemos que K5 es una grafica que cumple con las hipétesis del teorema.
Por lo ya visto sabemos que v;+(K2) = 1 +1 = v(G) + 1, luego por vacuidad
se cumple que cada vértice de X que no es final es adyacente a al menos dos
vértices finales. Como K5 cumple con las condiciones necesarias y suficientes del
teorema, en lo siguiente supondremos que G es de orden al menos tres.

Para demostrar la condicién suficiente supongamos que v;;(G) = v(G) + 1,
entonces se sigue del corolario 2.0.11 que G no tiene vértices aislados, lo que im-
plica que cada vértice de G tiene grado al menos uno y que Y no tiene vértices
aislados. Ahora, supongamos que cada vértice en X tiene grado exactamente
uno, es decir, X no tiene vértices no finales entonces por vacuidad se tiene que
cada vértice no final de X es adyacente a al menos dos vértices finales. Por lo
anterior, para esta demostracién supondremos que existen al menos un vértice
en X de grado mayor o igual a 2.

Afirmaciéon 1. X es un ~y-conjunto.

Sea a un vértice en V(G) — X =Y, por lo dicho anteriormente se tiene que
d(a) > 1y puesto que Y es un conjunto independiente, se sigue que existe en X
al menos un vértice adyacente a a. Por lo tanto, X es un conjunto dominante
de G. Luego, por hipétesis sabemos que | X| = v(G), lo que implica que X es
un y-conjunto de G.

Afirmacién 2. §y(G) = |Y]|.

Como Y es un conjunto independiente se tiene que So(G) > |Y|. Supongamos
que Bo(G) > |Y|, lo que implica que Y no contiene Sp-conjuntos de G, de lo cual
se concluye que cada (p-conjunto de G intersecta a X. Por lo tanto, como X es
un conjunto dominante, se concluye que X es un conjunto dominante transversal
de independientes méximos de G. Asi, v(G) = | X| > 7+(G) = v(G) + 1 1o cual
no es posible.

Por lo tanto, 5y(G) = |Y|.

A continuacién demostraremos que existe al menos un vértice final.

Afirmacién 3. §(G) = 1.

Procediendo por contradiccién, supongamos que 6(G) > 2. Sean u € X,
veE Ny S=(X—{u})U{v}.

Afirmacién 3.1. S es un conjunto dominante.

Sea a en V(G) — S = (Y — {v}) U {u}. Tenemos dos posibles casos sobre a:
sia € Y — {v}, entonces como X es un vy-conjunto de G y 6(G) > 2 se tiene
que existe al menos un vértice en X — {u} el cual es adyacente a a. Si a = wu,
entonces por eleccién se tiene que v es adyacente a u. Por lo tanto, S es un
conjunto dominante.
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Afirmacién 3.2. S intersecta a todo Syp-conjunto de G.

Sea J un SByp-conjunto de G. Si J C Y, entonces por la afirmacién 2 se tiene
que J =Y, lo que implica que v € J y ast JNS # 0. Si J € Y, entonces
[JNX| > 1. En el caso en que u ¢ J se sigue que J NS # (). Supongamos
que u € J y en este caso demostraremos que |J N X| > 2. Procediendo por
contradiccién, supongamos que J N X = {u}, entonces J = (Y — {z}) U {u}
para algin z en Y (porque sabemos 5y(G) = |Y'|), lo cual no es posible ya que u
tiene al menos dos vecinos en Y y J es un conjunto independiente. Por lo tanto,
[J N X| > 2lo que implica que J NS # (. Asi, S intersecta a cada Sy-conjunto
de G.

De las afirmaciones 3.1 y 3.2 se sigue que S es un conjunto dominante trans-
versal de independientes méximos tal que |S| = | X| = v(G), lo que implica que
7it(G) < v(G) lo cual contradice el hecho que 7;+(G) = v(G) + 1. Por lo tanto,
la afirmacién 3 es cierta, es decir, 6(G) = 1.

Por tltimo, sea u un vértice en X tal que 6(u) > 2 (sabemos que u existe por
lo visto al inicio de la demostracién), necesitamos demostrar que u es adyacente
a al menos dos vértices finales para lo cual procederemos por contradiccion.
Supongamos que N(u) contiene a lo méds un vértice final, entonces sean v un
vértice de N(u), si N(u) contiene un vértice final entonces tomar a v como dicho
vértice, y S = (X — {u}) U{v}.

Afirmacioén 4. S es un conjunto dominante.

Seaaen V(G)—S = (Y —{v})U{u}, por lo cual tenemos dos posibles casos:

Caso l.acY — {v}.

Notemos que Y — {v} = [N(u) — {v}]J U [Y — (N(u) — {v})]. Si
a € Y — N(u), entonces como §(G) > 1 y Y es un conjunto independiente se
tiene que existe al menos un vértice en X —{u} adyacente a a. Sia € N(u)—{v},
como 6(G) > 1 se sigue que d(a) > 1 pero dado que a # v, a no puede ser un
vértice final por eleccién de v y la suposicién sobre N (u), lo que implica que
d(a) > 2. Por lo tanto, existe al menos un vértice en X — {u} adyacente a a.

Caso 2. a = u.

Por eleccién sabemos que v es adyacente a u.

Por lo tanto, de ambos casos podemos concluir que S es un conjunto domi-
nante.

Afirmacidén 5. S intersecta a cada fy-conjunto de G.

Sea J un fyp-conjunto de G. Si J C Y, entonces por la afirmacion 2 se sigue
que J =Y, lo que implica que v pertenece a J y ast JNS # 0. SiJ Y,
entonces |JNX| > 1. Si JNX = {u}, entonces J = (Y — {z}) U{u} para algin
z en'Y lo cual no es posible ya que d(u) > 2, es decir, existe al menos un vértice
enY —{z} adyacente a u y J es un conjunto independiente. Por lo tanto, existe
w en X — {u} que pertenece a J, lo que implica que J NS # (.
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De las afirmaciones 4 y 5 se sigue que S es un conjunto dominante transver-
sal de independientes méximos, tal que |S| = |X| = v(G) lo que implica que
7it(G) < S| = v(G) lo cual contradice el hecho que 7;+(G) = v(G) + 1. Por lo
tanto, cada vértice en X distinto de un vértice final es adyacente a al menos dos
vértices finales. Asi, se cumple 1 y 2.

Ahora para la condicién necesaria, supongamos que cada vértice distinto de
un vértice final en X es adyacente a al menos dos vértices finales y Y no tiene
vértices aislados. Dado que | X| < |Y| y Y no tiene vértices aislados se sigue que
0(G) > 1. Consideremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1. §y(G) = |Y]|.

Como Y es un conjunto independiente se sigue que So(G) > |Y|. Suponga-
mos que Bo(G) > |Y], sea J un fSy-conjunto de G. Como 5y(G) > |V |y |X| < |Y]
se tiene que JNX A0y JNY #0.Sean X' = JNXyY' =JNY, como
en X existen dos tipos de vértices entonces dividiremos los vértices de X’ en
dos conjuntos: llamaremos X; al conjunto de vértices de X’ que no son vértices
finales y X5 al conjunto de vértices de X’ que son vértices finales.

Afirmacién 1.1. | X;| > 1.

Como |Y| = Y|+ |Y =Y'|, |J| = |X'|+ Y| y |J| > |Y| entonces |X'| >
|Y —Y”|. De lo anterior, el hecho que §(G) > 1, X es un conjunto independiente y
Y es un conjunto independiente se sigue que existen dos vértices en X’ digamos
U1 y us, adyacentes a un mismo vértice de Y — Y’, digamos y.

Procediendo por contradiccién, supongamos que X; = (), esto implica
X' = Xo, de lo cual se sigue que d(u;) = 1 y d(uz) = 1. Entonces para ca-
da vértice z en Y — (Y’ U{y}) existe un vértice x, en X —{uy, uz} de tal manera
que (z,2,) € A(G) (recordemos que 6(G) > 1). Por otro lado, como J es un con-
junto independiente se tiene que para cada w en Y’ existe x,, en X — X’ tal que
(w,x4) € A(G). Por lo tanto, (X — {uy,u2}) U {y} es un conjunto dominante,
lo cual contradice que | X| = v(G).

Por lo tanto, |X;| > 1.

Ahora, como N(X') C Y — Y’ entonces se sigue de la hipétesis, la de-
finicién de X; y la definicién de X que |Y — Y| > 2|X;1| + | X2|, es decir,
Y —=Y'| > | X’'| +|X1], lo que implica que |Y| > | X'|+|X1|+|Y’|. Por lo tanto,
como | X1|+|J| < Y], 1 <|Xy| (por la afirmacién 1) y [Y] < |J|, lo cual es una
contradiccién. Asi, fo(G) = |Y].

Sea. D un ~-conjunto de G por lo cual se tiene que
|D| = v(G) = |X| y por consiguiente |V (G) — D| = |V(G) — X| = |Y| = 5o(G).
A continuacién demostraremos que V(G) — D es un conjunto independiente,
sean u y v dos vértices de V(G) — D de lo cual se derivan tres posibles casos: si
u y v pertenecen al conjunto independiente X, entonces u y v no son adyacen-
tes; de igual manera si v y v pertenecen al conjunto independiente Y, entonces
u y v no son adyacentes. Ahora, supongamos sin pérdida de generalidad que u
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pertenece a X y v pertenece a Y.

Afirmacidén 2. 6(u) = 1.

Procediendo por contradiccién, supongamos que 6(u) > 2. Por hipétesis sa-
bemos que u es adyacente a al menos dos vértices finales, digamos w y z, como
u no pertenece a D, entonces tanto w como z pertenecen a D ya que de lo
contario w o z no serfan dominados por D. Sea S = (D — {w, z}) U {u}, note-
mos que V(G) - S =((V(G)—=D)nX) —{u}) U((V(G)— D)NY) U{w,z},
D=(DnX)uDnNY)yS=DOnX)U((DNY)—{w, z})U{u}. Como D es un
conjunto dominante se sigue que para cada vértice y en (V(G) — D) NY existe
un vértice z, en DN X tal que (y, zy) € A(G) y de igual manera para cada = en
(V(G) —D)NX) — {u} existe y, en DNY tal que (z,y:) (v ¢ {w, 2} ya que
w 'y z son dos vértices finales adyacentes a u). Por lo tanto, S es un conjunto
dominante de G, tal que |S| =|D|—2+1 = |X|—1 lo cual no es posible ya que
|X| = v(G). Por lo tanto, §(u) = 1.

Asi, como u no pertenece al conjunto dominante D y §(u) = 1, entonces el
tnico vecino de u pertenece a D ya que de lo contrario u no seria dominado por
D, lo que implica que (u,v) ¢ A(G). Por lo tanto, V(G) — D es un conjunto
independiente. Asi, V(G) — D es un Sp-conjunto de G.

De lo anterior se sigue que existe un Sy-conjunto de G que no intersecta a
D. Por lo tanto, D no es un conjunto dominante transversal de independientes
méximos. Asi, v+(G) > v(G) + 1.

Afirmacién 3. §(G) = 1.

Recordemos que §(G) > 1. Si X tiene un vértice final entonces podemos
concluir que §(G) = 1. Supongamos que X no tiene vértices finales, entonces
por hipétesis sabemos que dado u en X se sigue que N(u) contiene al menos
dos vértices finales, lo que implica que §(G) = 1.

De la afirmacién 3 y el teorema 3.0.8 se sigue que v;:(G) < v(G) + 1. Por lo
tanto, 1+ (G) = v(G) + 1.1
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Conclusiones.

A lo largo de este trabajo introdujimos y utilizamos el concepto de conjuntos
dominantes transversales de independientes méaximos, el cual como su nombre
lo dice esta relacionado con el concepto de conjunto dominante. Calculamos el
valor de 7;:(G) para las gréficas: k-partitas completas, completas, estrellas, la
corona de G con K1, trayectorias, graficas inconexas, etcétera. Exhibimos algu-
nas cotas para v;:(G) en términos de algunos pardmetros conocidos dentro de
la teorfa de grificas, asi como algunas caracterizaciones para 7;:(G).

Para el teorema 3.0.6 se vié que la demostracién dadd en [1] no era correcta,
ya que se encontré una grafica construida de la manera descrita en la demos-
tracién de dicho resultado pero esta grafica no cumple con lo afirmado en la
prueba del teorema. La veracidad del teorema 3.0.6 se comprobo dividiendo la
demostracion en dos casos, uno de ellos se demostré usando la idea original de
la prueba dada en [1] por el autor, para el otro caso se exhibié una grafica dis-
tinta a la de la construccién que propone el autor en [1] la cual cumple con las
conclusiones del teorema.

En el dltimo capitulo de la tesis, al andlizar la demostraciéon dada en [1]
para el teorema 4.0.3 nos dimos cuenta que el teorema no era cierto, por lo cual
exhibimos una gréfica bipartita G para la cual se cumplen todas las hipdtesis
requeridas, a saber v;:(G) = v(G)+ 1y | X| = 7(G), pero en G existe un vértice
de X que no es adyacente a ningun vértice final. Por lo tanto, con base en el
contraejemplo pudimos dar una version correcta del teorema 4.0.3.

Dado que atin hay mucho por estudiar sobre los conjuntos dominantes trans-
versales de independientes maximos, nos gustaria seguir trabajando en ellos para
responder algunas preguntas que aparecen en [1] como son:

1. ;Es posible caracterizar las graficas no completas de orden n con
Bo(G) > 5 tales que v;(G) = 57 En particular, jserd posible respon-

der la pregunta anterior cuando G es una grafica bipartita?

2. (Es posible caracterizar las graficas que cumplen con lo siguiente
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¢) 7t(G) =~(G) +6(G)?
3. (Es posible caracterizar las graficas de didmetro dos tales que

7it(G) = 6(G) + 1.

Por dltimo nos gustarfa demostrar si dados tres ntimeros naturales a,b y
c tales que a < b < a+ ¢, entonces existe una grafica G tal que v(G) = a,

7it(G) =by 6(G) =c

Dadas dos gréaficas G y H, por el teorema 2.0.10 y la definiciéon de G U H se
tiene que v;+(G) = min{v;t(G) + v(H),vit(H) + v(G)}. Por lo cual es natural
considerando dos gréficas disjuntas por vértices G y H, agregar las siguientes
preguntas:

1. ;Cuél es el valor de v+ (G + H)?
2. {Cudl es el valor de ~v;(G x H)?
3. ;Cuadl es el valor de v;:(L(G))?
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