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Capitulo 0

Introduccion.

En el presente trabajo hablaremos sobre la teoria de grupos aplicada a cam-
panologia, un pasatiempo inglés que consiste en hacer sonar varias campanas
permutandolas en cierto orden. El objetivo es crear composiciones musicales
cambiando el orden en que se tocan las n campanas, es decir, se busca un algo-
ritmo que permita crear una lista de composiciones, tan larga como sea posible,
pero el problema es que no todas las composiciones estan permitidas, es decir se
pide que se cumplan algunas reglas en especifico, por ejemplo, se inicia tocando
las campanas en orden descendente de tono y se regresa al orden inicial al termi-
nar, pero se busca que cualquier reacomodo en la forma de tocar las campanas
no se repita en una misma composiciéon. El reto es tocar las campanas durante
el mayor tiempo posible siguiendo estas reglas. En este trabajo estudiaremos
diferentes tipos de arreglos conformados por reacomodos de las campanas y con
ello veremos ejemplos para un ntmero de campanas en especifico. La idea es
ir construyendo diferentes arreglos e ir analizando si podemos obtener un arre-
glo con un nimero de reordenamientos lo mdas grande que sea posible usando
solo los tipos de construccién descritos en este trabajo, en especial, el objetivo
de esta tesis es verificar si para el caso n = 7 campanas podemos obtener un
arreglo con 5040 reordenamientos usando solamente los arreglos descritos con
anterioridad.

El primer capitulo es una introduccién a la teoria de grupos en el cual revi-
saremos algunos conceptos, notacién y propiedades bésicas, se prueban algunos
resultados y se da la referencia de otros que deberan recordarse para compren-
der mejor el desarrollo de todo el trabajo. En la parte final de este capitulo se
trabaja especificamente con el grupo simétrico que es el que nos interesa para
describir las composiciones musicales.

En el capitulo dos comenzaremos describiendo el problema a resolver, intro-
duciremos algunas definiciones y analizaremos la forma de describir el problema



CAPITULO 0. INTRODUCCION.

en términos matematicos. Enunciaremos las cuatro reglas importantes que debe
de cumplir cada uno de los arreglos; a cada uno de estos arreglos o composiciones
musicales que cumplen con las reglas establecidas les llamaremos “métodos”.
Veremos las diferentes formas de construir un método, desde el mas sencillo,
llamado “Plain Hunt” hasta el mas complejo “Grandsire”, dando ejemplos es-
pecificos y observando que cada uno de ellos sigue un patrén de movimiento, que
resaltaremos coloreando cada una de las campanas con un color en especifico
para poder visualizarlo claramente. Una vez hecho lo anterior, generalizaremos
los diferentes métodos para n campanas, todo esto con el objetivo de poder
obtener un método tan grande como sea posible, en especifico un arreglo con n!
reacomodos. En la parte final de este capitulo, abordaremos dos casos especifi-
cos: paran = 5 y n = 6 campanas y nos cuestionaremos si es posible obtener
un método con todos los posibles reacomodos de las campanas, sin embargo,
probaremos que, usando sélo los tipos de métodos descritos en este trabajo, no
es posible conseguirlo, dejando la pregunta abierta para n = 7 campanas.

En el tercer capitulo daremos respuesta a la pregunta que se dejé abierta en
el capitulo 2: ;Es posible obtener un arreglo en 7 campanas que conste de 5040
reacomodos usando el tipo de construccién Grandsire? Para ello analizaremos
desde otros puntos de vista los métodos, en términos de generadores de grupo, el
grupo simétrico y el subgrupo alternante. Definiremos qué es un grupo generado
unicursalmente por algin subconjunto del mismo, asi como su equivalencia con
la definicién de E-ciclo, todo esto para poder probar algunos resultados y ver
qué condiciones se necesita que cumplan los diferentes métodos para ser de la
mayor longitud posible. Enunciaremos y demostraremos una versién del Teore-
ma de Rankin usando los principales resultados expuestos en este capitulo, por
ultimo aplicaremos el teorema a nuestro caso para 7 campanas dando respuesta
a nuestra pregunta planteada en esta tesis.




Capitulo 1

Introduccion a Teoria de
Grupos

1.1. Definiciones basicas
Definicién 1.1. Dado G un conjunto y
x:GxG—G

una operacion binaria. Decimos que (G, *) es un grupo si
1. * es asociativa, es decir (a % b) x ¢ = a x (bx¢) para todas a,b,c € G.

2. Eziste id € G tal que a xid = id * a = a para toda a € G. Decimos que id
es un neutro en G.

3. Para cada a € G existe a € G tal que axa@ = axa = id. Decimos que @ es
un inverso de a.

Si ademds * es conmutativa, es decir
axb=bxa

para toda a,b € G, decimos que (G, *) es un grupo abeliano.

Observacion 1.2. En un grupo G el neutro es unico y para cada elemento

a € G su inverso es tnico, éste se denotard por a™*.

Definicién 1.3. Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si
1.ide H

2. Para todas a,b € H, ab™! € H.
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Observacion 1.4. La operacion x es interna, esto es, para cada par de elemen-
tos a y b de un grupo G, la composicion a x b debe ser un elemento de G. Se
conoce también como propiedad de cerradura.

Definicién 1.5. Sea G un grupo, a € G definimos
(a) ={a"|n € Z}.
Si (a) = G decimos que G es un grupo ciclico y que a genera a todo el grupo.

Observacién 1.6. (a) es un subgrupo de G, se llamard el subgrupo generado
por a.

Demostracion. Observemos que
id = a” € (a).
Por otro lado, si a™,a™ € (a), entonces
a™(a™)"t =a""™ € (a)
por lo tanto (a) es un subgrupo de G. O

Definicién 1.7. Sea G un grupo, si G tiene una cantidad finita de elementos,
decimos que es un grupo finito y el orden de G es el numero de elementos. Lo
denotaremos por

|G-

Definicién 1.8. Sea G un grupo con a € G. Decimos que a es de orden finito
si existe k € ZT tal que a® =id y en ese caso el orden de a se define como

o(a) := min{k € ZT|a* = id}.
Teorema 1.9. Sea G un grupo y g € G de orden finito.
1. g™ =id si y sdlo si o(g)|m.

2. Sean € ZT. Sig" = id yn divide a m para todo entero m tal que g™ = id,
entonces n es el orden de g.

3. (g) ={id,g,...,g° 9"} y | {g) |=o(g)

4. Para k € ZF
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Demostracion. 1. Supongamos que g™ = id, por el algoritmo de la divisién
m=o(g)q+r re€ZO<r<n

entonces
id=g" = (g"9)1g" = id'g" = g"
por la minimalidad de o(g) se tiene que r = 0 y por lo tanto m = o(g)gq,

entonces o(g)|m.

Reciprocamente si o(g)|m entonces m = o(g)q y se sigue que

gm = QO(Q)Q — (QO(g))q = id.

2. Sea n € ZT de modo que g" = id y n divide a m para todo m tal que
g™ = id. Como g™ = id, por el inciso 1 tenemos que o(g) | n. Por otro lado
como n divide a m para todo m tal que ¢ = id, en particular n divide a
0(g), es decir n | o(g). Concluimos entonces que n = o(g).

3. Por definicién (g) = {g"|n € Z}. Dado n € Z por el algoritmo de la

division
n=o(g)g+r rezZ0<r<n
entonces
g" = (g°9)1g" =idlg" = g"
y asi

(9) ={id.g,...,g°9~"}.
Supongamos ahora que ¢ = ¢ con 0 < i < j < n entonces
¢t =id
y asi n|(j — 1) lo cual se verifica s6losi j —i=0yaque 0 < j—i<nes
decir, i = j. Por lo tanto | (g) |= o(g).
4. Sea m = (0(g), k), veamos primero que

o(g) ° k. .
(65)5 = (¢"@)% = id

Supongamos ahora que existe [ € Z tal que (g*)! = id, entonces por el
inciso 1, o(g) divide a kl entonces

kl=o(g)t, teZ

kKl o(g)t
(o(g),k) — (o(g), k)
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o bien
ko ,
(o(9),k) (olg), k)
entonces o(g) | % l
(o(g), k) (o(g), k)
y como . i
o(g B
(o o) =
entonces
o(g) 0

Por el inciso 2 se obtiene el resultado.
O

Observacién 1.10. Elinciso 2 del teorema anterior nos da otra caracterizacion
del orden de un elemento, que usaremos en algunas ocasiones.

Observacion 1.11. Si G es un grupo finito ciclico y a es un generador, entonces
G ={a,a® ....d" ... d% =id}
(donde id es el elemento neutro).

Definicién 1.12. Sean S, T subconjuntos de un grupo G
ST = {st|se S,t e T}

En particular si S = {s}
{s}T ={st|t € T}

se llama una clase lateral izquierda y se denota por sT, andlogamente T = {t}
S{t} = {st|s € S}
se llama clase lateral derecha y la denotamos por St.

Observacion 1.13. Dos clases laterales izquierdas aH, bH son iguales si y sélo
sib~la € H es decir

aH = bH — b lac H

Hay una biyeccion entre las clases laterales derechas e izquierdas de un grupo
G con respecto a un subgrupo H, por lo que hay tantas clases laterales izquierdas
como derechas.
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Definicién 1.14. Sea G un grupo y H < G, el indice de H en G es el niumero
de clases laterales izquierdas (o derechas).

|G : H|
Teorema 1.15. (Lagrange) Sea G un grupo finito H < G, entonces

G|
|G:H|l=-"—.
| H|
Demostracion. Sabemos que existe una clase finita de clases laterales izquierdas,
va que G es finito, consideremos

a1H,a0H, ... ,atH

las distintas clases, con t = |G : H|
Sabemos que G es la unién ajena de sus clases laterales izquierdas,

G=aitHUaHU---Ua;H

entonces

|G| = #(atHUaHU---UaH)
#a1H + #asH + -+ - + #aH
|H|+ |H|+ -+ |H|
t|H|
G : HJ||H|.

1.2. Grupo Simétrico

Definicién 1.16. Sea X un conjunto. El grupo simétrico en X se define como
el conjunto
Sx ={o: X — X|o biyectiva}

con la operacion de composicion. Si X es un conjunto finito con n elementos se
denotard por S, y se llamard el grupo simétrico para n elementos.

Observacion 1.17. Dado un grupo G finito, una manera de permutar los ele-
mentos del grupo es multiplicando a sus elementos por un elemento fijo del
grupo, es decir, dado un grupo finito con n elementos G = {a1,a2,...,a,},
consideremos la operacion * dada por la siguiente tabla
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* ap ao cen [17%
id a as . ap,
a1 aya; aaz - G10Gp
an | apa1  apaz -+ apap

observemos que en cada columna (y fila) aparecen todos los elementos del grupo,
no necesariamente en el mismo orden, ya que si

apa; = a1a;
entonces
ar = ap

por lo cual

1G5, A20;5 . . ., QpGj

son nuevamente los n elementos distintos de G, asi, siempre que se tiene un
grupo y se decide multiplicar a todos por algun elemento fijo, nos da una manera
de permutar a todos los elementos de G.

Observacion 1.18. Generalizando la observacion 1.17, definimos para cada
a € G una funcion

o, :G—= G

tal que aq(x) = za, se tiene que a es una funcion biyectiva.

Demostracion. Sean 1,22 € G tal que aq(x1) = aq(22) tenemos que
r1a = Ta2a

como los elementos pertenecen a un grupo, entonces

xlyi = .132%

y por lo tanto
1 = XTg

asi a, es una funcion inyectiva.
Para ver que « es suprayectiva tenemos que para toda y € G

aa(ya™ ) =yala=y

y « es suprayectiva.
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Definicién 1.19. Sea 0 € S, con i € {1,2,...,n}. Decimos que o fija a i si
o(i) =1 0 o mueve ai sio(i)# 1.

Definicién 1.20. Diremos que las permutaciones «, 3 € S, son ajenas si todo
elemento movido por « es fijado por B y todo elemento movido por 3 es fijado
por a.

Observacién 1.21. Si «, 5 € S, son ajenas, entonces aff = fa.
Observacién 1.22. Sia, 8 € S, son ajenas, entonces o(af) = m.c.m.(o(a),0(8)).

Demostracion. Sean «, § € S, ajenas.
Veamos primero que, dado que las permutaciones conmutan

(aﬁ)m.c.m.(o(a),o(ﬁ)) — am.c.m.(o(a),o(ﬂ))Bm.c.m.(o(a),o(ﬁ))

y como o(a) | m.c.am.(o(a),o(B)), ar™cm-(0(@):0) = jd ademés como o(f) |
m.c.m.(o(a),0(pB)), gm-cm(e(@)0(8) = jd. Tenemos entonces que

(aﬁ)m.c.m.(o(a)’o(ﬁ)) = 7d.

Consideremos ahora m € Z tal que (af)™ = id, entonces, usando nuevamen-
te que las permutaciones conmutan tenemos que a™ ™ = id, lo que implica que

am — 5—7‘”

Pero o™ y 7™ también son ajenas, entonces concluimos que o = 7" =
id. De aquf se sigue que o(a) | m y o(8) | m, por lo que m es un miiltiplo
comun de o(a) y o(B). Por propiedades del minimo comin multiplo se tiene que
m.c.m.(o(a),0(B)) | m.

Por lo tanto o(af) = m.c.m.(o(a), 0(8)). O
Definicién 1.23. Sea o € S,,. Si existen iy,42,...,5: € {1,2,...,n} distintos,
tales que

o(in) =iz,  oliz) =iz, - o(it-1) =iy, o(it) =11

y o(j) =7 para todo j & {1,2,...,t} decimos que o es un ciclo de longitud t y
lo denotaremos

o= (11 ig R Zt)
Teorema 1.24. Toda permutacion es producto de ciclos ajenos.

La demostracion de este teorema es algo laboriosa y se sale del objetivo de
esta tesis, quién quiera revisar la prueba, puede revisarla en [3]

9
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Ejemplo 1.25. Al expresar una permutacion o como producto de ciclos ajenos,
se omiten todos los ciclos de longitud uno. De esa manera, en Si3

(123456789 10 11 12 13
@7 417609385210 11 13 12
= (1 46 37 85 9 2)(10)(11) (12 13)

= (1 46 37859 2)(12 13)

o mueve a 11 elementos y fija ol 10 y al 11.

Definicién 1.26. Sea o € S,,. Una factorizacion completa de o es una manera
de expresar a a como producto de ciclos ajenos que incluye un ciclo de longitud
1 para cada elemento fijado por a.

Lema 1.27. a € S,

1. Sea oo = 102 - - - By una descomposicion en ciclos ajenos, si existe i tal que
B1(i) # i, entonces o (i) = B¥(i) para toda k.

2. Sean B3, v ciclos tales que 3(i) = (i) # i, si 8*(i) = v*(i) para toda k > 1
entonces § =y

Demostracion. a € S
1. Sea o« = 3132 - - - B¢ entonces
of = (B1B2--- B) = BYBY - BE
ya que conmutan por ser ajenos, entonces
of (i) = B (B3 (i) -+ B (i)
como B (i) # i entonces B5(i) = --- = BF(i) =i, asi

af (i) = BY(i).

2. Sean
B o= (i i 2 -0 i), gEG) =ip,  ke{l,2,---,r}
vo= (i j1 o o ds)s v* () = j, ke{l,2,--,s}

Veamos que r = s, supongamos por reducciéon al absurdo que s > r,
entonces

5r+1(z‘) — ’i, ,y'r+1 — jr+1;

10
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lo que nos lleva a una contradiccién pues ¢ # jr41.
Tenemos entonces que r = s y como i = 3¥(i) = v¥(i) = ji entonces
B=nr. O

Teorema 1.28. Salvo por el orden de los ciclos, cada permutacion tiene una
unica factorizacion completa en S,,.

Demostracion. Sea a € S,,, consideremos

a= 1P P ="172 Vs

factorizaciones completas en ciclos ajenos.
Si a no mueve elementos, entonces a = id, t = s = n y tanto los 3; como los
7j son ciclos de longitud 1.

Consideremos i € {1,2,...,n} tal que «(i) # i, sabemos que existen ., v
tales que
Br(i) # i # (i)
sin pérdida de generalidad, supongamos que
Br(i) # i # n(9)

entonces, por 1. del lema 1.27
BE(i) = ok (i) , ¥ (i) = a* (3) para toda k
entonces
B (i) = v¥ (i) para toda k

entonces por 2. del lema 1.27
Br=m

ﬂQ"'ﬂt:’}/Q""}/s

Si por reduccién al absurdo s < t, aplicando el procedimiento s veces, llegamos
a que
Bs+1-- P =id

por lo tanto s =t y los §; y los y; coinciden salvo por el orden en que aparecen.
O

Definicién 1.29. a € S,,. Decimos que « es una transposicion si su factoriza-

cion completa es
a= (i i2) (i) (ia) - (in)

Teorema 1.30. Toda permutacion de Sy, distinta de la id, se puede descom-
poner como producto de transposiciones.

11
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Se puede probar que toda permutacion es siempre un producto de una can-
tidad par de transposiciones o siempre un producto de una cantidad impar de
transposiciones, lo que justifica lo siguiente:

Definicién 1.31. a € S,,. Decimos que « es una permutacion par si es producto
de un numero par de transposiciones o permutacion impar en caso contrario.
Definimos el signo de o como

(@) +1, sta es par;
sgn(a) =
—1, st a es impar.

Observacion 1.32. La funcion signo es multiplicativa, es decir para todas
a,f € S, se tiene que sgn(af) = sgn(a)sgn(B).

Observacién 1.33. Un r-ciclo es par, es decir, tiene signo 1 si y solamente si
el orden de dicha permutacion como elemento del grupo es impar.

Teorema 1.34. Sea m una permutacion de n elementos con r ciclos en su
factorizacion completa, entonces

sgn(m) = (=1)"*".

Demostracion. Antes de hacer la demostracién, observemos primero que si te-
nemos una permutacién a € Sy, de la forma o = (iy iz --- i), llamaremos
a t la longitud del ciclo y la denotaremos por long(a) = t.

Consideremos ahora la descomposicién de « en transposiciones

o= (i i) (i B) (0 i)

t—1 transposiciones

por lo que sgn(a) = (—1)!~1, entonces sgn(a) = (—1)tng(®)—1,

Ahora, sea ™ € S, con m = ajas - - -, su factorizacién completa en ciclos,

12



1.2. GRUPO SIMETRICO

veamos que

[Ti-y sgn(es)

— HT 1(_1)long(o¢,~)—1

1=

sgn(m)

T

= (—1)Zilong(a)-1
= (=1)Zizlong(ai))—r
= (-

= ()T

— (_1)n—r+2r

= (-

por lo tanto, si 7 una permutacién de n elementos con r ciclos en su factorizacién
completa, entonces

sgn(m) = (=1)"*"
O

Observacion 1.35. Sean 7, « dos permutaciones de n elementos conr yt ciclos
en sus factorizaciones completas respectivamente, entonces sgn(m) = sgn(«a) si
y solo si r yt son congruentes mddulo 2.

Definicién 1.36. El grupo diédrico Dy, para n > 2, es un grupo de orden 2n
que es generado por dos elementos s y t tales que

s =1d
t2 = id
tst = st

Notemos que D,, no es abeliano para n > 3, mientras que Ds es el 4-grupo

de Klein.

Teorema 1.37. Si G es un grupo finito y a,b € G tales que a’® = id = b?,
entonces {(a,b) ~ Dy, para alguna n.

Demostracion. Sea a? = id = b2, por demostrar que {a,b) ~ D,, para alguna n.
Definamos el elemento s € G como s = ab, como G es finito, el elemento s
es de orden finito, digamos n, veamos que

asa = s !

13
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notemos que como a? = id y b?> = id, entonces a = a~' y b = b~!, entonces

asa = a(ab)a = a*ba = ba =b"'a"t = (ab) "t = 57!

Por la definicién 1.36 tenemos que (a, s) es un grupo diédrico de orden 2n.
Ahora veamos que
(a,s) = {(a,b)
Para (a,s) C (a,b) la demostracién es directa, puesto que cualquier palabra
formada por a y s = ab o sus inversos, a y ba respectivamente, puede ser
expresada con a y b.
Para (a,b) C (a, s) basta mostrar que los generadores a,b € {(a, s).
a € (a, s) por ser uno de los generadores.
b € (a,s) ya que as = a(ab) = b.
como los generadores de {(a,b) estdn en {(a,s), cualquier palabra formada por
a,b o sus inversos (que son ellos mismos), puede ser expresada en términos de
ay sy por lo tanto {(a,b) C (a, s).
De lo anterior se sigue que
(a,s) = (a,b)
y como (a, s) ~ D,, entonces (a,b) ~ D,,.
O

Debido a que la funcién signo es multiplicativa, el subconjunto de permuta-
ciones pares resulta ser un subgrupo del grupo simétrico:

Definicién 1.38. A, = {0 € S,|sgn(c) =1} es el grupo alternante.

Teorema 1.39. s ‘ |
n n!
2 2

Demostracion. Definamos

fiA, = S\ A4,

como f(a) = a(12).
La funcion

g:Sp\A4, — 4,

g9(8) = B(12) es la inversa de f por lo cual estos dos conjuntos tienen el mismo
numero de elementos, es decir

|An| = ‘Sn\An|
ademds S, = A, U (S, \4,) entonces |S,,| = |An| + |Sn\Axn|, por lo tanto

S
An) = 2L

14



1.2. GRUPO SIMETRICO

Observacion 1.40. Sean o, € S; con o un ciclo de longitud 5 y B un ciclo
de longitud 3. Si o™ = ™ para algunas n,m € Z, entonces n es un multiplo de

5 y m es un multiplo de 3.

Demostracion. Como « es un 5-ciclo y 5 un 3-ciclo, o« y 8 tienen orden 5 y 3
respectivamente, por Lagrange, las potencias no triviales de « tienen orden 5 y
las potencias no triviales de (8 tienen orden 3, pero 5y 3 son primos relativos, por
lo que las potencias de un 5-ciclo no coinciden con las potencias de un 3-ciclo,
a menos que sean triviales. Asi o™ = id = ™, entonces 5|n y 3|m. O
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Capitulo 2
Preliminares

Entre los anos 1600 a 1650 las campanas de las iglesias se construyen afian-
zadas en una circunferencia, lo que les permitié a los campaneros tener un mejor
control del momento en que éstas sonarian. Surge por ello una moda en Inglate-
rra entre los campaneros, que consistia en cambiar el orden en que se tocaban las
campanas de una iglesia para crear composiciones. Debido a cuestiones técnicas,
sonoras y para incrementar el desafio, se establecen reglas para crear dichas com-
posiciones, por ejemplo, se inicia tocando las campanas en orden descendente y
se regresa al orden inicial al terminar, pero se busca que cualquier reacomodo
en la forma de tocar las campanas, no se repita en una misma composicién.
El reto es tocar las campanas bajo estas reglas por el mayor tiempo posible,
convirtiendo a este juego en un desafio.

Antes de explicar con detalle las reglas establecidas para crear las composico-
nes musicales mencionadas, introduciremos algunas definiciones y analizaremos
la forma de describir el problema anterior en términos matematicos.

2.1. Definiciones basicas

Supongamos que tenemos n campanas sonando, enumeradas en orden de
tono 1,2,3,...,n. Cuando las campanas son tocadas en orden descendente de
tono 1,2, 3,...,n diremos que estan sonando por rondas. Llamaremos una fila a
las n campanas tocadas de una manera en particular, por ejemplo, para n =5
el tocar primero la campana 3, después la 5, seguida de la 2, después de la
campana 3 y tocando al final la nimero 1, es una fila, que representaremos por
el momento como 35 2 3 1.

Por ejemplo, la ronda en este caso seria

12345,

17
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mientras que la fila
21435

significa que la campana con el tono 2 ahora suena en el primer lugar, la campana
con tono 1 en segundo lugar, la campana con tono 4 suena en tercer lugar, la
campana con tono 3 en cuarto lugar y la campana con tono 5 suena en quinto
lugar, es decir, con respecto a la posicién inicial las campanas que estaban en
las posiciones uno y dos intercambian de lugar, las campanas que se tocaban en
las posiciones tres y cuatro se intercambian de lugar y la campana que estaba
en la posicién cinco se queda fija.
Podemos representar la fila

21435

de la siguiente manera:

(; f i g 2)(12)(34)655

donde el primer renglén del arreglo anterior representa las posiciones en que
se tocan las campanas, el segundo renglén cudles de las campanas son tocadas
en esa posicién. Formalmente, podemos entonces considerar una fila como un
elemento en Sy en este caso, y en general como un elemento de S,,:

Definicién 2.1. Una fila es cualquier permutacion de las n campanas, es decir,
una funcion biyectiva f tal que

f{1,2,3,...,n} > {1,2,3,....n}

donde el dominio de f representa las posiciones en que se tocan las campanas
y la imagen de f representa a las distintas campanas y

£(d) i=1,2,3,....n

representa a la campana que se toca en el lugar ©. La ronda es la permutacion
identidad.

Notacion 2.2. FEscribiremos también la fila

! ) 3 ... i .. n
=(w sty s o s o s)
de la siguiente manera:

[ fQ) f(2) fB) - f() - f(n) ]

donde el paréntesis cuadrado denota al seqgundo renglon de la permutacion.
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Ejemplo 2.3. La permutacion f :{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5}, con f(1) =2,
f2)=1, f(3)=4, f(4) =3y f(5) =5 es una fila que corresponde a tocar las
cinco campanas 1,2,3,4,5 ahora en el orden 2,1,4,3,5. Tenemos que en este

12
f<21

La ronda en este caso es

f=<1 2o 5)=[1 2 3 4 5].

caso
3 45
13 5)[2 1 4 3 5].

1 2 3 45

Recordemos ahora que el problema inicial busca crear composiciones cam-
biando el orden en que se tocan las campanas. Por ejemplo, si tenemos la ronda

(1 2 3 4 5]

podemos cambiarla a la fila

(2 1 4 3 5]

que significa que la campana con el tono 2 ahora suena en el primer lugar, la
campana con tono 1 en segundo lugar, la campana con tono 4 suena en tercer
lugar, la campana con tono 3 en cuarto lugar y la campana con tono 5 suena
en quinto lugar, es decir, las campanas que estaban en las posiciones uno y dos
intercambian de lugar, las campanas que se tocaban en las posiciones tres y
cuatro se intercambian de lugar y la campana que estaba en la posicién cinco
se queda fija.

Dado que esto corresponde a un reacomodo en el orden en que se tocan las
campanas, podemos representar el proceso en que la fila

[1 2 3 4 5]

se convierte en la fila
(2 1 4 3 5]

también como una permutacion de la siguiente manera:

12 345 _
21 4 3 5 g

En su forma matricial, cada renglén de la matriz representa a las distintas
posiciones en que se tocan las campanas. Sabemos que as{ como una permutacién
se puede representar en forma matricial, podemos representarla también como
producto de ciclos, asi, en el ejemplo, observamos que

1 2 3 4 5
21 4 3 5

) = (12)(34) € S5
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donde justamente la permutacién (12)(34) indica que las campanas que se en-
cuentran en la posicién 1y 2 intercambian de posicién al igual que las campanas
que estan en la posicién 3 y 4.

Definiciéon 2.4. Un cambio es cualquier permutacion en el orden en que se
tocan n campanas, es decir, una funcion biyectiva a tal que

a:{1,2,3,...,n} > {1,2,3,...,n}

donde tanto el dominio como la imagen de a representan las posiciones en que
se tocan las campanas e indica que en la posicion i ahora se tocard la campana
que se tocaba en la posicion a(i), 1 =1,2,3,...,n.

Ejemplo 2.5. La permutacion a : {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5}, con a(l) = 2,
a(2) =1, a(3) =4, a(4) =3 y a(5) =5 o bien

(2280 -0mon

es un cambio que en el que las campanas que se encuentran en la posicion 1 y
2 intercambian de posicion al igual que las campanas que estdn en la posicion 3
y 4.

Ejemplo 2.6. La permutacion b : {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5}, con b(1) = 2,
b(2) =3,b0(3)=1,b(4) =4 yb(5) =5 o bien

1 23 45
b_(2 31 4 5>_(123)’

es un cambio en el que primero se tocard la campana que se tocaba en la posicion
2, en la sequnda posicion se tocard la campana que se tocaba en la posicion 3,
en tercer lugar se tocard la campana que antes se tocaba en la posicion 1 y las
campanas que se tocaban en las posiciones 4 y 5, no cambian de posicion, es
decir, se siguen tocando en las posiciones 4 y 5 respectivamente.

Usaremos los cambios para modificar a las filas. Por ejemplo si tenemos la
fila

f=15 43 2 1]
el cambio (12)(34) da lugar a la fila

[4 5 2 3 1]

yva que las campanas que se encuentran en la posiciéon 1 y 2 intercambian de
posicién al igual que las campanas que estan en la posicién 3 y 4. Por otro lado,
al aplicar el cambio (123) a la fila
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f=[5 43 2 1],

dado que este cambio indica que primero se tocara la campana que se tocaba
en la posicién 2, en la segunda posicién se tocard la campana que se tocaba en
la posicién 3, en tercer lugar se tocard la campana que antes se tocaba en la
posicién 1 y las campanas que se tocaban en las posiciones 4 y 5, no cambian de
posicién, se tiene que ahora se debe tocar primero la campana que se tocaba en
la posicion 2, es decir la campana 4, en la segunda posicion se tocara la campana
que se tocaba en la posicion 3, es decir la 3, en tercer lugar se tocara la campana
que antes se tocaba en la posicién 1, es decir, la campana 5 y las campanas que
se tocaban en las posiciones 4 y 5, no cambian de posicién. Obtenemos entonces
la fila:

[4 3 5 2 1],

0 escrito en lenguaje matricial:

1 2 3 4 5
4 3 5 2 1)°
Pero observemos que esta permutacién es la que se obtiene de componer
(123) seguida de f!:

1 2345 1
(5 4 3 2 1)023) _(5

Xt

En pocas palabras, los cambios son permutaciones que actian sobre las filas.

SO TN
Tl W W
RN ORI
— ot
SN—

Definamos esta accién en general:

Definicién 2.7. Consideremos n campanas, I' el conjunto de filas y C' el con-
junto de cambios. Definimos @ : F x C' — F como

fea=fa
para cada a € C y f € F.
Veamos que efectivamente es una accién por la izquierda:
1. feid= fid = f para cada f € F,

2. (fea)eb=(fea)h=(fa)b= f(ab) = f e (ab) para cualesquiera a,b € C,
feF.

1Recordemos que en este trabajo las permutaciones se componen de derecha a izquierda,

es decir, dadas z y y permutaciones, xy significa que aplicamos primero y y después x.
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Ejemplo 2.8.

1 2 3 45 1 2 3 45

<2 L s 4 3).(25)(134) = (2 L5 4 3) (25)(134)
(1 2 3 4 5\(1 2 3 45
(21543)(35412)
(1 2 3 45
(53421)

Observemos que si hacemos actuar una permutacion a en la fila

[ T o P T ]
tenemos
[x o ]oa B 1 2 ... n 1 2 n
to " o\xr 22 o 2,/ \a(l) a(2) --- a(n)
B ( 1 2 .. n )
Ta(l) ZTa(2) " Ta(n)

en otras palabras tenemos que:

Observacién 2.9.

[xl To - xn]oa:[l‘au) Ta2) - xa(ﬂ)]'

Ejemplo 2.10. Consideremos el cambio a = (25)(134). Por la observacion
anterior sabemos que:

[I1 T2 X3 T4 335]'(1 = Ta(1) Ta(2) Ta3) La(4) xa(S)]

Tr3 Ts T4 T1 T2

—r—

Si la fila del ejemplo 2.10 es [ 2 1 5 4 3 ] tenemos que x1 = 2, r9 =1,
x3=>5,24=4,25 =3, y ast

[2 1 5 4 3]ea=[5 3 4 2 1].

123 45 123 45
1:
(42135>°(3) (12435)

o usando la otra notacion

Ejemplo 2.11.

[4 2 1 3 5]e(13)=[1 2 4 3 5].
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Ejemplo 2.12.

123 45 123 45
2451) =
(34215)°(5)<41253)

o usando la otra notacion

(3 4 2 1 5]e(2451)=[4 1 2 5 3].

Ahora que ya hemos definido los conceptos bésicos, retomemos el problema
a resolver.

2.2. Reglas

Recordemos que el objetivo es crear composiciones musicales, cambiando el
orden en que se tocan n campanas, en otras palabras, se busca un algoritmo que
permita crear una lista de filas, pero el problema es que no todas las permu-
taciones estdn permitidas en el proceso. Se pide que se cumplan las siguientes
reglas:

(R1) Se inicia y se termina con la ronda, es decir, la primera y tltima fila son
rondas.

(R2) Salvo el inicio y el final, los demds reacomodos de las campanas son dis-
tintos, es decir, no se repiten filas (excepto la primera y la tltima).

(R3) Cada campana sélo puede cambiar su lugar por una posicién adyacente
cuando se mueva de una fila a otra.

(R4) Ninguna campana ocupa el mismo lugar por més de dos filas consecutivas.

A cualquier lista de filas que cumpla con las condiciones anteriores le llama-
remos un método:

Definiciéon 2.13. A una sucesion finita de filas que cumplan con las condiciones
R1, R2, R3 y R4 le llamaremos un método.

Se busca crear métodos de la mayor longitud posible. La mayor longitud
posible que puede tener un método (mayor nimero de filas) es n! 4+ 1 debido a
que S, tiene n! elementos, mds la permutacién identidad que se repite. (P} = n!
més la identidad).

Definicién 2.14. Llamaremos una extensién a un método que tenga longitud
n!+ 1.

El problema esencial es construir métodos de varias longitudes, en particular
la construccién de extensiones.
A continuacion describiremos cémo contruir diferentes tipos de métodos.
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2.3. Tipos de métodos

2.3.1. Plain Hunt (PH)

El siguiente método es alguno de los mas simples de obtener, haremos los
casos para 5 y 6 campanas y después lo generalizaremos para n campanas.

Ejemplo 2.15. Plain Hunt en 5 campanas (PH?5)

Usaremos dos permutaciones de manera alternada iniciando con la ronda
hasta llegar nuevamente a ella.

Sean

z = (12)(34)

y = (23)(45)

las permutaciones o cambios a usar.

Escribimos x oy para indicar qué permutacion se ha usado para pasar de una
fila a otra, del lado derecho escribiremos el producto de todos los cambios usados
hasta el momento. También, para simplificar la notacion, de aqui en adelante
omitiremos los paréntesis cuadrados al denotar a las filas, por ejemplo, denotare-
mos la ronda para cinco campanas como 12345 en lugar de [ 1 2 3 4 5 ]

12345

x x=(12)(34)
21435

y ay = (12453)
24153

x  axyx = (14)(35)
42513

g (ay)? = (14325)
45231

v (xy)?z = (15)(24)
54321

g (ay)® = (15234)
53412

v (2y)dz = (13)(25)
35142

y (o)t = (13542)
31524

v (xy)tr = (23)(45)
13254

y (zy)®=id
12345
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Observamos que después de aplicar las permutaciones 10 veces (alternadas)
regresamos a la ronda inicial, asf tenemos un total de 11 filas en PH5 que incluye
a la ronda inicial y a la ronda final.

Tomando en cuenta que, como se vera mas adelante, las permutaciones x, y
generan un grupo de orden 10, pudimos haber predicho esto desde un principio,
sin embargo, no necesariamente sucede que al emplear dos permutaciones A y
B tales que (A, B)| = m podamos conseguir un método de longitud m + 1.

Observacién 2.16. Debido a que se busca que el arreglo cumpla la regla 3, es
decir, que cada campana solo pueda cambiar su lugar por una posicion adyacente
cuando se mueva de una fila a otra, debemos tomar permutaciones A y B que
manden a cada i eni—1 o en i+ 1, y para hacerlo lo mds sencillo posible se
eligen A y B productos de transposiciones.

Observacion 2.17. Supongamos que tenemos A y B dos permutaciones que
son producto de transposiciones, asi A> = B% = id, y tales que |(A, B)| = m.
Al iniciar con la ronda e ir aplicando alternadamente A y B, puede ser que se
obtengan m + 1 filas contando la ronda, pero eso no garantiza que se obtenga
una extension ya que no necesariamente se cumple la regla 4.

Ejemplo 2.18. Sean
A = (23)(45)

B = (23).
Estas dos permutaciones son un producto de transposiciones y tenemos que:
AB = (45)
ABA = (45)(23)(45) = (23) = B
BA = (23)(23)(45) = AB = (45),
de donde observamos que
[(A, B)| = |{id, A, AB, B}| = 4.

A la ronda 12345 le aplicamos A y B alternadamente, asi tenemos:

12345

A A= (23)(45)
13254

B AB = (23)(45)(23) = (45)
12354

A ABA = (45)(23)(45) = (23)
13245

B (AB)% = (45)(45) = id
12345.
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Tenemos un arreglo con m + 1 filas, pero que no cumple con la regla 4 ya
que la campana 1 ocupa siempre la misma posicion.

Veamos ahora el ejemplo para PH6:

Ejemplo 2.19. Plain Hunt en 6 campanas (PH6)
Las permutaciones que vamos a usar son

= (12)(34)(56)

y = (23)(45).

Tenemos entonces el siguiente método:

123456

x x=(12)(34)(56)
214365

y xy = (12)(34)(56)(23)(45) = (124653)
241635

x  ayxr = (124653)(12)(43)(56) = (14)(36)
426153

y (zy)? = (14)(36)(23)(45) = (145)(263)
462513

r  (zy)?r = (145)(263)(12)(34)(56) = (16)(24)(35)
645231

y (zy)® = (16)(35)(24)(23)(45) = (16)(25)(34)
654321

r  (zy)dz = (25)(34)(16)(12)(34)(56) = (15)(26)
563412

y (zy)* = (15)(26)(23)(45) = (154)(236)
536142

r  (zy)tz = (154)(236)(12)(34)(56) = (13)(25)(46)
351624

y (zy)® = (13)(25)(46)(23)(45) = (135642)
315264

v (zy)’z = (135642)(12)(34)(56) = (23)(45)
132546

y (wy)® = (23)(45)(24)(45) = id
123456.

Siguiendo los ejemplos anteriores, para desarrollar PH7 las permutaciones
a usar serian:

= (12)(34)(56)
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y = (23)(45)(67).

Veamos ahora el caso general:
Plain Hunt en n campanas (PHn)

Se inicia con la ronda y se aplican alternadamente las permutaciones z y y,
cuya definicién depende de si n es par o impar.

Caso 1. n = 2m con m € N*

Las permutaciones usadas seran

x=(12)(34)(56) - - - ((n — 1)n)

y = (23)(45)(67) -~ ((n = 2)(n — 1)).

Caso 2. n=2m +1 con m € NT
Las permutaciones a usar seran

x = (12)(34)(56) - -- ((n = 2)(n — 1))

y = (23)(45)(67) - - ((n — L)n).

Por el teorema 1.37, sabemos que las permutaciones x y y generan un grupo
isomorfo al subgrupo diédrico, D,, < S, con |D,| = 2n.

Veamos entonces como Dy es generado a partir de las permutaciones x y y
que se usan para obtener PHb5.

Ejemplo 2.20. D;5 generado por las permutaciones z y y
Sean
x = (12)(34)

y = (23)(45).
Una de las posibles palabras que podriamos formar seria:
TYYTTYTTTYTY = TYTYTY;

de modo mds general, haciendo este tipo de reducciones, todas las palabras
tendrian alguna de las siguientes cuatro formas:

gy ey
gy
Yoy ey
gy
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Entonces tenemos por ejemplo las siguientes palabras:
x = (12)(34)

xy = (12)(34(23)(45) = (12453)
ryxr = (24531)(12)(34) = (14)(35)
(zy)? = (14)(35)(23)(45) = (14325)

(zy)?r = (25143)(12)(34)(56) = (15)(24)
(zy)® = (14)(24)(23)(45) = (15234)
(zy)>z = (23415)(12)(34)(56) = (13)(25)
(zy)* = (13)(25)(23)(45) = (13542)
(zy)tz = (13542)(12)(34) = (23)(45)
(zy)® = (23)(45)(23)(45) = id.

Observemos que
yx = idyx = (xy)°yz = syzyzyryryys = (zy)*,

asi yr = (xy)* y cuando formemos palabras empezando con y, podemos cambiar
a palabras que comiencen con x, y por lo tanto en el arreglo anterior estdn todas
las palabras posibles.

El generado es entonces

(z,y) ={(12)(34), (12453), (14)(35), (14525), (15)(24), (15234), (13)(25),
(13542), (23)(54), id}

con |{z,y)| = 10 y como = y y son producto de transposiciones, en particular
tienen orden 2, por el teorema 1.837 (x,y) = D,, para alguna n, pero |{x,y)| =
10 = 2(5), por lo tanto {x,y) = D5 pues |Ds| = 2(5) = 10.

Usando PHn logramos un método de longitud 2n al usar dos permutaciones
x y y de orden 2 que generaban a D,. La pregunta que surge entonces es
i Podemos describir un método con mas de 2n filas?

La idea general es disenar métodos con mas de 2n filas, para ello hay que
agregar otras permutaciones usando el menor ntimero de permutaciones para
dejar el método tan simple como sea posible, pero obteniendo un método con
mayor longitud, esperando obtener una extensién.

Para ello, podemos empezar por observar el comportamiento que tiene cada
campana en PHn y asi obtener a partir de ello como deben de ser las permuta-
ciones que deben agregarse. Para darnos una idea de esto, veamos los siguientes
ejemplos para PH5

28



2.3. TIPOS DE METODOS

Ejemplo 2.21. Modificacién de PH5

Para PH5, consideramos solamente las filas, sin considerar la ronda final,
tenemos entonces:

12345
21435
24153
42513
45231
54321
53412
35142
31524
13254

Queremos encontrar una permutacion que al aplicarla a la ultima fila del
método anterior (sin tomar en cuenta la ronda final) pueda extender el método
a uno mds grande. Si usamos la permutacion x = (12)(34) repetiriamos la
penultima fila del arreglo anterior, por lo tanto, descartamos usar ‘x’. Si usamos
la permutacion y = (23)(45), regresariamos a la ronda, lo cual no extiende el
método. Buscamos entonces otras permutaciones posibles.

Como la regla tres, R3, nos dice que sélo podemos cambiar el lugar de las
campanas por una posicion adyacente, empezamos por usar permutaciones que
hagan esto, es decir, transposiciones que intercambian un niumero con su suce-
sor o productos ajenos de dos de estas transposiciones. Veamos como podemos
realizar estos movimientos verificando que se cumplan las cuatro reglas estable-
cidas.

Si en la dltima fila del arreglo anterior aplicamos la permutacidon (12), es
decir intercambiamos las campanas que estdn en el lugar 1 y 2

13254
(12)
31254.

Considerando ahora el arreglo completo mds este cambio obtenemos el siguiente
arreglo
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12345
21435
24153
42513
45231
54321
53412
35142
31524
13254
31254.

Veamos que la campana que estd en la posicion 5, que en este caso es la campana
ndmero ‘4’ ocupa el mismo lugar por mds de dos filas consecutivas, violando R4,
por lo tanto, la permutacion (12) no es la adecuada. Necesitamos entonces una
permutacion que mueva al elemento que se encuentra en la quinta posicion, lo
que descarta también a las permutaciones (23) y (34).

Consideremos entonces la permutacion ¢ = (45), que actia en la fila 13254
del siguiente modo

13254
c
13245

Consideramos ahora el arreglo completo, es decir, las 10 filas que teniamos al
principio mas la fila resultante, tenemos:

12345
21435
24153
42513
45231
54321
53412
35142
31524
13254
13245.

Hasta el momento, este arreglo no viola ninguna de las reglas a segquir. Si apli-
camos ‘¢’ a la fila 13245 y sequimos el procedimiento que usamos para PHb,
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obtenemos
13245

31425
34152
43512
45321
54231
52413
25143
21534
12354
13245.

pero 13245, que es el resultado de aplicar ‘y’ a 12354, aparece al inicio y al
final del arreglo. Si aplicaramos ‘z’ a 12354 obtendriamos 21534 lo que hace
que se repitan la pendltima fila de esa columna y la primera fila de la siguiente
columna, por lo tanto, no podemos aplicar ni ‘z’ ni ‘y’. Lo que hacemos es aplicar
la permutacion ¢ = (45), asi regresamos a la ronda 12345.

Ast, pudimos construir un método mds largo que PH5 usando otro tipo de
permutacion, a saber

c c
12345 13245 12345.
x T
21435 31425
Y Y
24153 34152
x T
42513 43512
Y Y
45231 45321
T T
54321 54231
Y Y
53412 52413
T T
35142 25143
Y Y
31524 21534
x T
13254 12354

Para pasar de 13254 a la fila 13245 usamos la permutacion ¢ = (45), de igual
manera, parae pasar de 12354 a la fila 12345
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Ahora, para pasar de la ronda 12345 a la fila 13245 usamos
1 2 3 4 5
=(2
<1 3 2 4 5) (23)

que es el producto zyryzyryre = (xy)*zec =y~ lc = (23)(45)(45) = (23).

La segunda igualdad se debe a que (xy)° = id, o bien ((xy)*)xy = id, de
donde se tiene que (xy)*x es el inverso de y.

Observemos que las primeras 10 filas corresponden a los elementos de Ds,
cuando aplicamos la permutacion c, obtenemos otras 10 filas, mds la identidad;
las 10 filas que obtuvimos consisten de los elementos de y~'cDs y si repitiéra-

mos este mismo proceso, tendriamos una nueva columna con los elementos de
(y~1c)?Ds pero (y~c)? =id y por lo tanto (y~'c)?Ds = Ds.

Observacion 2.22. Ahora que pudimos encontrar una permutacion adecuada
para poder ampliar PHbS, notemos que en el ejemplo 2.21 cada una de las cam-
panas sigue comportamientos similares, veamos como son éstos coloreando cada
una de las distintas campanas involucradas:

12345 13245 12345.
21435 31425
24153 34152
42513 43512
45231 45321
54321 54231
53412 52413
35142 25143
31524 21534
13254 12354

Observamos con ellos que la campana ‘1’ sigue el mismo camino en cada
una de las dos columnas anteriores. En la segunda columna, la campana ‘2’ que
ahora se encuentra en la tercera posicion, sigue el camino que la campana ‘3’
sequia en la primera columna cuando se encontraba en ese sitio. La campana ‘3’
que ahora se encuentra en la sequnda posicion, sigue el camino que la campana
‘2’ sequia cuando se encontraba en ese sitio. Las campanas 4’y ‘5’ siguen el
mismo camino que sequian anteriormente. Observamos también que la campana
1 siempre aparece en la primera posicion tanto en la primera como en la ultima
fila de cada columna, esto va a servirnos mdas adelante para probar resultados
mds interesantes.

Notando el comportamiento de los colores que tienen las campanas en PH5
podemos describir un método que lo extienda, tratando de seguir el mismo
patrén de colores pero usando campanas diferentes, usando el hecho de que al
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repetir el comportamiento de las campanas en otro arreglo de 10 filas, garanti-
zamos que se cumplan R1, R2, R3 y R4 pues PH5 ya las cumplia.

Ejemplo 2.23. Tomando sdlo en cuenta el comportamiento dado por la co-
loracion vista en 2.22, ampliaremos PH5 a un metédo mas largo que el que
obtuvimos en 2.21. Consideremos PH5

12345
21435
24153
42513
45231
54321
53412
35142
31524
13254

En el diagrama anterior, observemos que el camino que sigue la campana 1
estd marcado en azul, vamos a tratar de extender el método y en lugar de que sea
la campana 1 la que siga el recorrido azul vamos a cambiarla por la campana 3,
la campana 2 que sequia el camino magenta vamos a cambiarla por la campana
1, la campana 3 que sequia el camino negro se cambiard por la campana 2 y
las campanas 4 y 5 sequirdn el mismo camino que sequian anteriormente, asi
tenemos

12345 31245
21435 13425
24153 14352
42513 41532
45231 45123
54321 54213
53412 52431
35142 25341
31524 23514
13254 32154

De manera andloga, para construir la tercera columna, haremos que la cam-
pana 2 siga el camino que sequia la campana 1 en PHS, la campana 3 siga el
camino que sequia la campana 2, la campana 1 siga el camino que sequia la cam-
pana 3 y las campanas 4 y 5 sigan el mismo camino que sequian anteriormente,
por lo que tenemos
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12345 31245 23145 12345.
21435 13425 32415
24153 14352 34251
42513 41532 43521
45231 45123 45312
54321 54213 54132
53412 52431 51423
35142 25341 15243
31524 23514 12534
13254 32154 21354

Observemos que para pasar de la ronda 12345 a la fila 31245, es decir, para ir
de la primera fila de la primera columna a la primera fila de la sequnda columna,
usaMOS

1 23 45
<3 1 2 4 5)_(132)

Esta permutacion es el producto xyxyryryrm = (xy)iexm =y~
(132) y equivale a cambiar la campana 1 por la 3, la 3 por la 2 y la 2 por la 1.

1 1

m, sty m =

La sequnda columna corresponde entonces a la clase lateral y~*mDs, mien-
tras que la tercera columna es (y=!
obtendriamos (y~'m)®Ds pero (y~'m)3 = id y por lo tanto (y~'c)*Ds = Ds,

lo cual nos daria la columna con la que comenzamos.

m)2Ds. Si continudramos de esta manera

Notamos entonces por el ejemplo 2.21 y la observacion 2.22 que usando
clases laterales obtenemos un método més largo pero bastante simple y asi, por
construccién, tenemos que en cada clase lateral se cumple el mismo patrén que
en el arreglo original.

De modo maés general, los métodos que describiremos seran uniones de clases
laterales de D,,, pero jcémo debemos elegir esas clases laterales de modo que
cumplan con las reglas?

Para responder a esta pregunta veremos otro tipo de método.

2.3.2. Plain Bob (PB)

La idea general de este método es combinar Plain hunt con algunas clases
laterales en particular, agregando una permutaciéon adecuada antes de que en
Plain hunt se llegue a la ronda.

Daremos la construccién de Plain Bob en 4 campanas (P B4) usando primero
PHA4.
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Consideremos PH4

1234

z z=(12)(34)
2143

y xy = (12)(34)(23) = (1243)
2413

x xyr = (1243)(12)(34) = (14)
4231

y (zy)? = (14)(23)
4321

r  (zy)?z = (14)(23)(12)(34) = (13)(24)
3412

y (zy)’ = (13)(24)(23) = (1342)
3142

r  (zy)dz = (1342)(12)(34) = (23)
1324

y (wy)' = (23)(23) = id
1234

donde z, 2y, xyz, (vy)?, (zy)*xz, (zy)3, (vy)3x y (vy)* son los elementos de Dy
Para hacer Plain Bob en 4 campanas, en lugar de hacer al final y, hacemos
z = (34) y seguimos aplicando x, y alternadamente, es decir

z ylz=(234)

1234 1342

x x=(12)(34) r (ylz)r = (132)
2143 3124

y xy=(1243) y (v~ '2)ay = (13)
2413 3214

z ayr = (14) r (y~l2)zyxr = (1234)
4231 2341

g (zy)? = (149)(23) y (5 e)(ay)? = (124)
4321 2431

v (ay)s = (13)(24) v (= 2) (o) = (143)
3412 4213

y (zy)® = (1342) y (y'2)(ay)?® = (1432)
3142 4123

v (zy)’r=(23) =y} x (yle)y ! =(24)
1324 1432.

Hasta este momento hemos aplicado el cambio

-1 -1

(y~'2)(zy)’e = (y~'2)y
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y andlogamente en lugar de hacer y al final (pues esto provocaria que se repitiera
la fila 1342) hacemos z nuevamente y volvemos a alternar z y y para obtener
ahora la clase lateral

(y~'ey™'2)Dy = (y~2)? Dy

es decir

z (y~'2) = (234) 2 oy layT e = (y12)? = (243)
1342 1423

r (y~l2)x = (132) r (y~'2)%z = (142)
3124 4132

y (v '2)zy = (13) y (y~'2)ay = (1423)
3214 4312

r (y~l2)ayr = (1234) r (y~'2)%zyxr = (1324)
2341 3421

y (y 1) (zy)® = (124) y (y 12)?(ay)? = (134)
2431 3241

z (yle)(ey)?e = (143) @ (y7'2)*(zy)x = (123)
4213 2314

y (y'2)(ay)® = (1432) y (v '2)%(xy)® = (12)
4123 2134

r (y 2y =(24) x (y )Pyt =(34)
1432 1243

y al aplicar ahora el cambio z, tenemos en total el cambio
(y ')’y e =(y 1)

aplicado a la ronda inicial. Como y~! = (23) y z = (34) entonces, calculando,
tenemos que y~lz = (23)(34) = (234) que es un elemento de orden 3, por lo
cual (y~!2)? = id. En consecuencia, cuando aplicamos z, regresamos a la ronda
inicial. Escribimos pues PB4 de la siguiente manera:
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(ve) = 1fig(z(-N)
(21) = g(fix) (2, -1)
(€21) = 7, (fix) (2 1)
(Te1) = ((fiz) (2, f0)
(veet) = whizy(z, 1)
(€2v1) = fiwy(2,_f)
(@r1) = 2o (2,-f)

Amwmv = NANH\S

evel

vE1e

v1€c

17ce

1¢ve

cIey

cETY

ecrl
z

(¥2) = -fi(z¢_f)
(2evt) = ¢(fiz) (2 _N)
(€v1) = o (fix)(2,_f)

(Fe1) = ((fiz)(2_A)
(veer) = zfiz(z,_f)
(€1) = fiw(z;_A)
(2e1) = z(2,-f)

(vee) = (z,_1)

434!

ecly

eley

1€V¢C

17€e

vice

vere

429!
z

(1) = afiz
(ever) = fix
(¥e)(er) =

Veel

or1e

clve

1¢Ey

1€cv

€1ve

EVIC

244!
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Cada columna del método anterior es una clase lateral de Dy, a saber Dy,
(y='2)Ds y (y~12)2D4 respectivamente. Podemos observar que en el arreglo
anterior no se repiten filas, lo que se debe a que el resultado del producto de las
permutaciones usadas para llegar de una fila a otra es diferente, obteniendo asi
tres clases laterales distintas y por lo tanto disjuntas.

Este método puede representarse como una secuencia de permutaciones, a
saber

‘r’ y’m7y7 x’ y?x72
x7 y7 m? y’ x’ y7m7z

x’ y’x7y7 x’ y?m?z

1

donde zyxyryxrz = y~'z. Denotemos por P a la permutacién y~'z. Con esta

notacion las columnas de PB4 son entonces:

{id, z, xy, zyx, (vy)*, (zy)*z, (2y)®, (vy)*c} = Da
{P, Pz, Pxy, Pryx, P(zy)*, P(xy)*z, P(zy)®, P(ay)’z} = PD4
{P?, P2z, Py, P*xyx, P*(zy)?, P?(zy)?z, P?(xy)?, P*(xy)3z} = P2Dy,.

Asi, agregando clases laterales de Dy a PH4 aumentamos el nimero de filas
en el método, que es la idea principal. De manera mas concisa podemos describir
PB4 como:

Dy, PDy, P?Dy,id,

donde aparece al final la identidad pues es la ronda que se repite.

Dentro de cada clase lateral se usa el mismo procedimiento que se usa en
PH4, obtenemos tres clases laterales pues P =y~ 1z = (234) es de orden 3 y la
union de todas las clases laterales nos da Sy, asi PB4 resulta ser una extension,
pero esto no sucede en general.

Para el caso PB6, se agregan clases laterales de Dg a PH6 de modo que
obtengamos mas filas sin desobedecer las reglas. Consideremos a las siguientes
permutaciones como los generadores de Dg

= (12)(34)(56)

y = (23)(45).

Agregamos z = (34)(56) de la misma manera como lo hicimos en PH4, asi
y~lz = (23)(45)(34)(56) = (23564) resulta ser una permutacién de orden 5, asf,
obtendremos 5 clases laterales de Dg, para un total de 60 permutaciones (pues
5|Dg| = 5(12) = 60), logrando un método de 61 filas, incluyendo la ronda inicial
y la final.

Tenemos entonces el siguiente arreglo
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Las distintas columnas son:
D, y~'2Dg, (y~'2)*Ds, (y~'2)°Dg, (y~"2)"Dg, id.

Se puede ver, comparando las distintas columnas, que en el arreglo anterior
no hay filas repetidas, por lo tanto las clases laterales son disjuntas. Sin embargo,
dado que buscamos generalizar el método anterior, comprobaremos nuevamente
que las clases laterales anteriores son disjuntas, pero no mediante una inspecciéon
directa sino utilizando la observacién 1.13.

Si dos clases laterales fueran iguales, digamos (y~12)*Dg = (y~'2)? Dg con
i,j €{0,1,2,3,4} e i > j, tendrfamos que (y~12)""9Dg = Dg con 0 < i—j < 4,
lo que es equivalente a que (y~'2)*~/ € Dg con 0 < i —j < 4.

Por lo tanto tenemos que ver que (y~12)*™7 ¢ Dg con 0 < i—j < 4. Tenemos
entonces las siguentes opciones:

Caso 1. Si i — j = 1 entonces

(y~l2)9 =y~tz = (23564)
(1 2 3 4 5 6
B (1 3526 4>
= [1 35 2 6 4]¢Dg
Caso 2. Si i — j = 2 entonces
(y~'2)7 = (y'2)> = (25436)
(1 2 3 4 5 6
N <1 5 6 3 4 2>
= [15 6 3 4 2]¢Dg
Caso 3.
Si i — j = 3 entonces
(y'2)7 =(y'2)®> = (26345)
(1 2 3 4 5 6
B (1 6 4 5 2 3)
= [1 6 45 2 3]¢Dg
Caso 4.
Si i — j = 4 entonces
(y2)"7 =(y ')t = (24653)

B 1 2 3 4 5 6
n (1 4 2 6 3 5>
= [1 42 6 3 5]¢Ds.

Asf concluimos que (y~12)""7 ¢ Dg con 0 < i — j < 4, por lo cual todas
las clases laterales usadas en PB6 son distintas. Como se menciond, podemos
observar esto facilmente mediante observacion directa debido a que el método
no es muy grande, pero en general, para n campanas seria dificil verificar fila
por fila que realmente las clases laterales que se obtienen de PBn son disjuntas.
Mas adelante se verificara el caso general de un modo analogo a lo que acabamos
de realizar para PB6.
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Para construir PB6, como z, ¥y, z son el producto de transposiciones disjun-
tas de nimeros consecutivos y sélo se usa una de ellas para pasar de una fila a
otra, R3 se cumple. R1 se cumple por construccién, ademas como las clases late-
rales son disjuntas y por lo tanto no comparten elementos, no pueden repetirse
filas y asi R2 se cumple. Dado que sélo se agrega una permutacion y el patrén
que sigue cada campana en las distintas clases laterales es andlogo al que seguia
otra campana en PHG6, R4 se cumple, pues ya se cumplia en PH6, por lo tanto
P B6 satisface R1,R2,R3, y R4 y asi es realmente un método.

En general, si queremos hacer Plain Bob en n campanas (PBn), ;jcémo
debemos elegir z? Veamos algunos ejemplos que nos den idea de cémo puede ser
la permutacion z.

Ejemplo 2.24. Para n =5 consideremos las permutaciones
x = (12)(34)

y = (23)(45)

queremos que (y~'2)* = id, por lo que proponemos z = (34). Asi (y~1z) =
(23)(45)(34) = (2354) que es de orden 4, y entonces (y~1z)* = id.

Ejemplo 2.25. Para n = 8 consideremos las permutaciones
x = (12)(34)(56)(78)

y = (23)(45)(67)

queremos que (y~'2)7 = id, por lo que proponemos z = (34)(56)(78). Asi
(y~12) = (23)(45)(67)(34)(56)(78) = (2357864) que es de orden 7, y entonces
(y=12)" =id.

En general, z depende de la paridad de n. Describamos ahora el método de
manera general:

Plain Bob en n campanas (PBn)

Se inicia con la ronda y se aplican alternadamente las permutaciones = y
y, salvo en los pasos multiplos de n en los que se aplica z, seguido de lo cual
se aplican alternadamente las permutaciones x y ¥, siempre iniciando con la
permutacién x. La definicién de x, y y z depende de si n es par o impar.

Caso 1. n = 2m con m € N*

Las permutaciones usadas seran

z = (12)(34)(56) - - - (n — 1)n)

y = (23)(45)(67) --- ((n = 2)(n — 1))
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z=(34)(56)(78) - ((n — 1)n).

y 'z = (23)(45)(67) - ((n —2)(n —1))(34)(56)(78) - ((n — 1)n)
= (23579---(n—Dnn—2)(n—4)---4),

1

con lo que tenemos que y~ "z es de orden n — 1 que es lo que buscdbamos.

Caso 2. n=2m+1 con m € N
Las permutaciones a usar seran

z = (12)(34)(56) - -- ((n = 2)(n — 1))

y = (23)(45)(67) -+~ ((n —1)n)

z = (34)(56)(78) - - ((n — 2)(n — 1)).

gy = (28)5)(67) - ((n — n)(34)(56)(T8) - ((n — 2)(n — 1))
(23579 ---(n —2)n(n — 1)(n — 3)---4)

que es un (n — 1)-ciclo, por tanto de orden n — 1 que es lo buscado.

Como z es un producto de transposiciones disjuntas de niimeros consecutivos
y sélo aplicamos z,y o z una vez para llegar de una fila a otra, se cumple la
regla 3, como agregamos s6lo z y hacemos lo mismo que en PHn, la regla 4
se cumple, basta entonces ver que las clases laterales son distintas para que se
cumpla la regla 2.

Teorema 2.26. Las n — 1 clases laterales de D,, que surgen al construir el
método PBn, a saber

Dy, (y™'2) Dy (Y '2)° Dy (y™'2)° Dy, (y™12)" 72D,
son clases laterales disjuntas.

Demostracion. Demostraremos que si (y~'2)*D,, = (y~'2)?D,, entonces i = j
coni,j€{0,1,2,...,n— 2}

Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ > j, asi 0 < i —j < n — 2.
Sabemos que

(y=12)'D, = (y~'2)'D, <+ (y‘lz)f_J:Dn =D,
<~ (y~'2)i77 € D,.
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Basta ver entonces que (y~'2)* ¢ D, con k € {0,1,2,...,n — 2} es decir,
que (y~'2)* no es un elemento del subgrupo diédrico de 2n elementos generado
por z y y. Debido a que el diédrico corresponde a las simetrias del poligono de
n lados, tenemos reflexiones o rotaciones, pero las rotaciones son potencia de la
rotacién de dngulo 27 /n que es un elemento de orden n, entonces los elementos
del diédrico tendran como orden un divisor de n o seran elementos de orden 2.
Basta ver entonces que

(y~12)* no es una reflexién en el diédrico y que o((y~*2)*) fn.

Caso 1. n = 2m con m € N*

Veamos primero que (y~'2)* no es una reflexién en el diédrico probando que
o((y~'2)") # 2.

Dado que y =1z = (23579 - - - (n—1)n(n—2)(n—4) - - - 4) que es un (n—1)-ciclo,
para que o((y~'2)F) = 2, (y~'2)*¥ deberfa ser un producto de transposiciones
disjuntas, pero una potencia de un (n—1)—ciclo es un producto de transposicio-
nes disjuntas solo en el caso en que su longitud sea par y el exponente utilizado
sea la mitad de su longitud, lo cual no ocurre en este caso ya que (n — 1) es
impar. Asf o((y~'2)F) # 2.

Ahora verificaremos que o((y~12)*) fn. Supongamos por contradiccién que
o((y~12)¥)|n. Recordando por el teorema 1.9 que o((y~12)*) = % tene-
mos que

o(y 'z

oy ta)f)n = G sin
_ _o(y"'2)
= dq€7Z tal que n = R RB)L
= 3Jq€Z tal que n(k,o(y='2)) =o(y~'2)q
= Jqe€Z tal que n(k,n—1)=(n—1)q.

Por las propiedades del méaximo comiin divisor tenemos que existe u € 7Z tal
que n — 1 = (k,n — 1)u, de donde obtenemos que

n(k,n—1) = (k,n— 1)ug

lo cual implica que n = ug. Asf u|n y u|(n — 1), pero (n,n — 1) = 1, por lo cual
u = 1. Tenemos en consecuencia las siguientes implicaciones:

u=1 = n=gq
oly™'z) _
= Tow)
= oy 'z) = (k,o(y~'2))
= n—-1=(kn—-1) con k=1,2,...,.n—2
= (n—-1lk con k=1,2,...,n—2.

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto o((y~2)F) fn.
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Caso 2. n=2m+1 con m € NT
La demostracion de o((y~12)*) fn es andloga al caso n par, queda enton-
ces mostrar que (y~'z)* no es una reflexiéon en el diédrico. Supongamos que

o((y~'2)¥) = 2, por lo observado en el caso previo tenemos que (y~1z)* deberia
n—1

ser un producto de transposiciones disjuntas, pero esto sélo ocurre si k = 3

. _ (n—1)
Veamos ahora de qué forma es (y~1z) 2

(y12)“F2 = (23579 (n— 2)n(n — 1) ---4)

=(2n)B(n—1))(5(n—3))---((n—2)4).
Sin embargo, veamos que (2 n)(3(n —1))(5(n — 3))...((n — 2)4) ¢ D,,.
Sabemos que el grupo diédrico que estamos considerando es el generado por
x 'y y, es decir (x,y) = D,, pero

(n—1)
2

(12)(34) -+ ((n = 2)(n — 1))(23)(45) - - - ((n — 1)n)
(12468 -- - (n — )n(n — 2)(n — 4)...3)

Ty

de donde (xy)™ = id y entonces zy es un generador para el subgrupo de rota-
ciones del diédrico. De este modo podemos visualizar a D,, como el grupo de
simetrias de la siguiente figura:

Grafica

T

Notamos que (2 n)(3(n—1))(5(n—3))---((n—2)4) ¢ D,, pues este elemen-
to fija al 1 y mueve a todos los demés, pero la manera en que los mueve no
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representa a ninguna reflexién del poligono de la figura anterior, por lo tanto

(n—1)

(2n)(3(n — 1))(5(n = 3)) - ((n = 2)4) = (y~'2) "= ¢ D

de esto se sigue que o((y~12)k) # 2.
De lo anterior vemos que si (y~'2)!D,, = (y~'2)? D,, entonces i = j, conclu-
yendo asi que las clases laterales que surgen del método PBn son disjuntas. [

Por el resultado anterior, para PBn usamos (n — 1) clases laterales distintas,
y por lo tanto no se repiten filas (excepto la primera y la ltima) cumpliendo asf
la regla 2. Tendremos entonces 2n(n — 1) permutaciones, pues en PHn tenfamos
2n permutaciones y las (n — 1) clases laterales

D,, (gflz)Dn7 (yilz)an, (yilz)3Dn, ce (yilz)"*an, id

tienen cada una 2n elementos, por lo tanto obtendremos 2n(n — 1) + 1 filas
contando la primera y la 1dltima ronda.

Antes de seguir con la descripcién de otros tipos de métodos, primero intro-
duciremos dos tipos de permutaciones diferentes a las ya descritas anteriormente,
Z, Y, Z que nos serviran para extender a PBn y en otro caso para describir otro
tipo de método, que es el que nos ayudara a resolver el problema a tratar en
este trabajo.

2.3.3. Cadenas

Notemos que un método compuesto por clases laterales de D,,, que son los
que trabajaremos a lo largo de esta tesis, esta dividido justamente en columnas
que representan a cada clase lateral de D,,, por ejemplo, para PBn se tiene

D, (y_lz)Dm (9_12)2Dn7 (y_lz)3Dn» — (y_lz)n_2Dn7 id

en donde cada columna consta de 2n filas.

Definicién 2.27. Le llamaremos cadena a cada columna, es decir a cada clase
lateral, que compone a un método.

Con lo anterior diremos que el método estd compuesto por una sucesién de
cadenas, asi, para plain bob en n campanas, tendremos n — 1 clases laterales, es
decir n — 1 cadenas.

A continuacién veremos cémo es posible describir un método usando sélo las
filas iniciales de cada cadena.

Consideremos las 2n(n—1)+1 filas que hay en PBn, sabemos que la primera
fila de la primera columna, es decir, de la primera cadena, es la ronda

123...n
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Len la

y la dltima fila de esa cadena resulta de hacer actuar la permutacion y~
misma, es decir

[1 2 3 -+ n]eyh
Cuando n es par, y~! = (23)(45)--- ((n — 2)(n — 1)) , entonces

[1 2 3 -+ n]ey™! nle(23)--((n—-2)(n-1))

2 54 - n-1n-2 n]j.
Cuando n es impar, y~1 = (23)(45) ... ((n — 1)n) , entonces

(1 2 3 -+ njey™ = |1 3 -+ n]e(23)(45)---((n—1)n)
= [1 2

5 4 -+ n n—l].

Teniendo en cuenta lo anterior, tenemos en la primera cadena, tanto en la
primera como en la ultima fila, a la campana 1 en la primera posicién; ahora,
sabemos que la primera fila de la segunda cadena o segunda clase lateral, resulta

de hacer actuar y 'z en la ronda inicial, es decir

[1 2 3 - n]O(y_lz)

pero sabemos que ¥y~ 'z fija a la campana 1 tanto si n es par o impar, entonces,
la primera fila de la segunda cadena también comienza con la campana 1.

Si seguimos este procedimiento en las n — 1 cadenas, tendremos que en la
primera y la ultima fila de cada cadena la campana 1 siempre se encuentra en
la primera posiciéon. Tenemos entonces el siguiente arreglo:

21436 - - -

2463 - -

4261 - -

462 - -

139254 - - - 1... 1...
lera cadena 2da cadena (n—1) cadena

Definicién 2.28. Llamaremos eslabodn inicial a la primera fila que se encuen-
tre en cada cadena o clase lateral de un método y de manera andloga, llamaremos
eslabodn final a la dltima fila que se encuentre en cada cadena o clase lateral
de un método.

Observacion 2.29. Por cdmo se construyé PBn, observamos que:

1. El primer eslabon inicial es 123 ---n.
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L2 en la ronda

2. El seqgundo eslabon inicial es el resultado de hacer actuar y~
inicial.
3. El tercer eslabon inicial es el resultado de hacer actuar (y~12)? en la ronda
inicial, o bien de hacer actuar y~'z en el sequndo eslabdn inicial.
Siguiendo de esta manera, el (n—1)—eslabon inicial es el resultado de hacer
actuar (y~*2)"=2 en la ronda inicial, o bien es obtenido del anterior eslabon
inicial mediante la aplicacion de P =y~ 1z,

12 es de orden n — 1, entonces tenemos sélo (n — 1) cadenas, y

Como y~
por lo tanto tendriamos un total de n — 1 eslabones iniciales. Con lo anterior
nos percatamos también de que PBn se puede describir por elementos de S;,_1
actuando sobre eslabones iniciales, pues estamos dejando fija a la campana 1 en
cada eslabdn inicial.

Recordemos que cuando explicamos PBn, lo describimos por la secuencia

de permutaciones

x’y7x7y7x7y7x7"'7z
$7y7$7y"r7y7$7"')z
'I’y?l‘?y?x’y?z?"')z

con ryryryx...2 =y ‘'z = P.

En ocasiones identificaremos la cadena con la secuencia de cambios que se
aplican a cada uno de sus eslabones, en este caso x,y,z,y,x,y, T, ..., 2. Usando
lo anterior, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 2.30. Llamaremos a cada cadena de PBn o a la secuencia de cam-
bios que se hacen actuar sobre cada uno de sus eslabones x,y, T, Yy, T, Y, T,..., 2,
Junto con su eslabon inicial, una cadena simple.

Observemos que en el caso de una cadena simple, la permutacién usada para
evitar repetir filas es la permutacién z.

Como dijimos, cualquier cadena simple y la forma de pasar de una cadena
simple a la siguiente, puede ser identificada con su primer eslabén y con la
sucesién de permutaciones

‘r7y7l’7y’x’y71’7"‘72‘

Si consideramos sélo los eslabones iniciales, podemos utilizar sélo la composi-
cién de las permutaciones en la sucesién anterior, que es igual a y~'z = P. Asi,
podemos describir el método completo mediante la secuencia de los n — 1 esla-
bones iniciales, o de modo equivalente, mediante la sucesién de permutaciones
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que se hacen actuar en la ronda para obtener dichos eslabones iniciales, en este
caso:

PP P,... P
Veamos ahora un ejemplo para 4 y 6 campanas:

Ejemplo 2.31. Consideremos primero PB4

z z z

1234 1342 1423 1234.
T T T
2143 3124 4132
Y Y Y
2413 3214 4312
T T T
4231 2341 3421
Y Y Y
4321 2431 3241
T T T
3412 4213 2314
Y Y Y
3142 4123 2134
x T T

1324 1432 1243

El arreglo completo es un método con 24 filas, sin considerar la dltima fila
que es una ronda. Cada columna es una cadena y en este caso el método se
divide en tres cadenas de 8 filas cada una, es decir, se divide en tres clases
laterales. Observemos que cada campana aparece dos veces en el mismo lugar y
en la primera y ultima fila de cada cadena la campana 1 siempre se encuentra
en la primera posicion.

Los eslabones iniciales para PB4 son

1234, 1342, 1423

Tenemos que el primer eslabon inicial es la ronda, el seqgundo eslabon inicial
es el resultado de y~'z = (234) = P actuando en la ronda, o en el primer
eslabon inicial y, por ultimo, el tercer eslabon inicial es 1423 que resulta de
hacer actuar (y~12)% = (243) en la ronda. Veamos cémo podemos describir PB4
por elementos de S3 actuando sobre los eslabones iniciales. Como se menciond
previamente, los eslabones iniciales son

1234, 1342, 1423
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y para pasar de 1234 a 1342 y de 1342 a 1423 usamos un elemento de S3, a
saber P = (234). Por lo tanto, PB4 se puede describir mediante elementos de
Ss.

Describamos ahora PB6 mediante sus eslabones iniciales.

Ejemplo 2.32. Consideremos la primera cadena y también el sequndo eslabon
imicial.
z
123456 135264.
x
214365
Yy
241635
x
426153
Yy
462513
x
645231
Y
654321
x
563412
Y
536142
x
351624
Y
315264
x

132546

En este caso y~lz = (23564) y el primer eslabdn inicial es 123456. Buscamos
quiénes son P2, P3, P* y P® para hacerlos actuar en 123456 y asi obtener los
demads eslabones iniciales.

P = (23564)

P2 = (23564)(23564) = (25436)
P = (25436)(23564) = (26345)
P* = (26345)(23564) = (24653)
P> = id

Haciendo actuar cada una de las permutaciones anteriores en el primer es-
labon inicial, la ronda, se tiene
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[1 2 3 4 5 6J]eP = [1 2 3 4 5 6]e(23564)

[1 2 3 4 5 6]eP> = [1 2 3 4 5 6 ]e(26345)
[1 2 3 45 6]eP* = [1 2 3 4 5 6 ]e(24653)

[1 2 3 4 5 6]eP° = [1 2 3 4 5 6]eid
= [1 2345 6].

Debido a que cada eslabon inicial es obtenido del anterior mediante la aplica-
cion de P, que es de orden 5, sélo tendremos 5 cadenas y por lo tanto tendremos
5 eslabones iniciales.

El método completo se compone de una sucesion de cadenas, y cada una
de las cadenas simples en PB6 se identifican con su eslabon inicial y con la
secuencia

Ty Yy Ty Yy Ty Yy Ty Yy Ty Y, Ty 2

Si consideramos sélo eslabones iniciales, la secuencia anterior estd descrita por
P y por lo tanto el arreglo completo se describe por la secuencia

P,P,P,P,P.

Observacion 2.33. Recordemos que cuando describimos PBn, agregamos la
permutacion z antes de llegar a la ronda inicial para alargar el método, pero de
hecho, no es la unica manera de modificar PHn ya que podemos hacer modifi-
caciones andlogas no necesariamente usando la permutacion z. Podemos usar
una permutacion diferente, siempre y cuando cumpla con las reglas establecidas.
Otra permutacion que puede usarse es w = (23)(56)(78)--- (n —1n) si n es par
ow = (23)(56)(78)---((n — 2)(n — 1)) si n es impar, que es un producto de
transposiciones disjuntas de numeros consecutivos que deja fija a la campana
en la posicion 4. A un método obtenido a partir de PHn de manera andloga a
PBn pero permitiendo el uso no sélo de z sino también de la permutacion w
antes descrita, le llamaremos plain bob generalizado en n campanas y lo
denotaremos por PBGn.

Teniendo en cuenta la observacién anterior damos paso a la siguiente defini-
cién:
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Definicién 2.34. Llamaremos a cada cadena de PBGn, o a su eslabdn inicial
junto con la secuencia de cambios que se hacen actuar sobre cada uno de sus
eslabones, una cadena compuesta si en lugar de usar la permutacion z para
evitar repetir filas usamos la permutacion w, es decir si dicha secuencia de
cambios €s T, Y, T, Y, T, Y, T,. .., W.

Ejemplo 2.35. Para n =6 campanas, sea

z = (12)(34)(56)

y = (23)(45)
w = (23)(56)
Usando la cadena compuesta tenemos

w  (456) = y~tw

123456 123564.

z  (12)(34)(56)
214365

vy (124653)
241635

z  (14)(36)
426153

y (145)(263)
462513

z (16)(24)(35)
645231

y (16)(25)(34)
654321

x  (15)(26)
563412

y  (154)(236)
536142

z (13)(25)(46)
351624

y  (135642)
315264

z  (23)(45)
132546

1

A y~tw lo denotamos como B, es decir, y"'w = B donde B corresponde a

una cadena compuesta.
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Anteriormente usamos P para describir cualquier cadena simple de PBG6, la
cual correspondia a la sucesion

x? y’ Jj’ y? x? y’ Jj’ y7$7y7 x’Z

Ahora usaremos B en lugar de P para describir la cadena compuesta, asi
podemos construir métodos mds largos combinando cadenas simples y compues-
tas.

Por ejemplo

z z z z w z z
123456 135264 156342 164523 142635 142356 125463 156234
T T T T T T T T
214365 312546 513624 615432 416253 413265 214536 512643
Y Y Y Y Y Y Y Y
241635 321456 531264 651342 461523 431625 241356 521463
T T T T T T T T
426153 234165 352146 563124 645132 346152 423165 254136
Y Y Y Y Y Y Y Y
462513 243615 325416 536214 654312 364512 432615 245316
T T T T T T T T
645231 426351 234561 352641 563421 635421 346251 423561
Y Y Y Y Y Y Y Y
654321 462531 243651 325461 536241 653241 364521 432651
T T T T T T T T
563412 645213 426315 234516 352614 562314 635412 346215
Y Y Y Y Y Y Y Y
036142 654123 462135 243156 325164 526134 653142 364125
T T T T T T T T
351624 561432 641253 421365 231546 251643 561324 631452
Y Y Y Y Y Y Y Y
315264 516342 614523 412635 213456 215463 516234 613542
T T T T T T T T
132546 153624 165432 146253 124365 124536 152643 165324

P P P P B P P P
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z z w z z z z w
163542 134625 134256 145362 156423 162534 123645 123456.
T T T T T T T
615324 316452 312465 413526 514632 615243 216354
Y Y Y Y Y Y Y
651234 361542 321645 431256 541362 651423 261534
T T T T T T T
562143 635124 236154 342165 453126 564132 625143
Y Y Y Y Y Y Y
526413 653214 263514 324615 435216 546312 652413
T T T T T T T
254631 562341 625341 236451 342561 453621 564231
Y Y Y Y Y Y Y
245361 526431 652431 263541 324651 435261 546321
T T T T T T T
423516 254613 564213 625314 236415 342516 453612
Y Y Y Y Y Y Y
432156 245163 546123 652134 263145 324156 435162
T T T T T T T
341265 421536 451632 561243 621354 231465 341526
Y Y Y Y Y Y Y
314625 412356 415362 516423 612534 213645 314256
T T T T T T T
136452 143265 143526 154632 165243 126354 132465

P B P P P P B
Que es descrito por la sucesion de cadenas simples y compuestas como
P P PP B,P PP P DB PPPPB

en pocas palabras, al realizar la sucesion, las primeras 5 columnas corresponden
a las 60 permutaciones que conforman el método PB6 salvo por la ronda final
de éste. Cuando llegamos a la permutacion 60, lo que antes se aplicaba era z,
pero al hacerlo volviamos a la ronda pues P® = id, por lo tanto, en lugar de
hacer z aplicamos w = (23)(56) con el efecto de llevarnos por otra clase lateral,
a saber (2~ *w)Dg con 2z~ w = (34)(56)(23)(56) = (243).

Repetimos nuevamente el proceso y después de otras 60 permutaciones ha-
cemos w otra vez para evitar repetir filas. Después de realizar una vez mds el
procedimiento regresamos a la ronda inicial pues z~'w = P*B = R es de orden

3.
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Al finalizar, obtenemos 180 permutaciones y 181 filas contado la ronda inicial
y la final.

Como z, y, z, w son producto de transposiciones disjuntas de niumeros con-
secutivos y las aplicamos una a la vez para llegar de una fila a la otra, se cumple
RS.

Las primeras 5 columnas equivalen a PB6 que cumple todas las reglas, co-
mo agregamos solo w y aplicamos exactamente las mismas permutaciones que
usamos en PBG6 el arreglo completo sigue cumpliendo todas las reglas.

s Cdmo ver que no se repiten filas de un blogue de 60 filas a otro? Recorde-
mos que para PB6 extendimos PH6 agregando z y haciendo que las campanas
siguieran comportamientos similares en cada cadena (columna), garantizando
cumplir con R1, R2, R3 y R4 y por lo tanto en PB6 no se repetian filas. Cuan-
do agregamos w = (23)(56) antes de regresar a la ronda inicial en PB6, da
como resultado 142356 que no corresponde a ninguna fila de PB6, lo que pode-
mos revisar comparando directamente esta fila con las de PB6 pero, spodemos
verificar que no es una fila de PB6 sin necesidad de analizar todas las filas de
PB6? Hagamos este andalisis en la observacion que se presenta a continuacion,
usando argumentos mds teoricos que podamos generalizar después.

Sabemos que solo la primera y ultima fila de cada cadena comienza con la
campana 1, entonces 142356 tendria que ser un eslabon inicial de PB6 o la
ultima fila de una cadena del mismo.

Veamos primero que mo hay eslabones iniciales repetidos. Si los hubiera
tendriamos que

[1 2 3 45 6]eP'B"P" = [1 2 3 4 5 6 ]e(P'B™P"
conm,m’ € {0,1,2},n,n’ € {0,1,2,3,4}.
Entonces
ido (P*B)"P" =ido (P*B)"™ P"
es decir
(P4B)mPn _ (P4B)m'Pn’
o bien
(P4B)m—m’ _ Pn’—n.
Pero entonces (243)™~™ = (23564)" " y por la observacién 1.40, como se

trata de potencias de un 3-ciclo y un 5-ciclo respectivamente, m — m’ es un
maltiplo de 5 y n’ — n es un maltiplo de 3, pero debido al rango en el que se
encuentran m, m’, n, n/, esto implica que m =m’ yn =n'.

Sabemos ahora que un eslabon inicial no coincide con otro eslabén inicial.
Veamos que tampoco coincide con las otras filas. Dado que inicia en 1 y no
coincide con los otros eslabones iniciales, basta descartar la posibilidad de que
coincida con el ultimo elemento de una de las cadenas. En este caso tendriamos:
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[1 2 3 4 5 6]e(P'B)"P" =
[1 2 3 4 5 6]e(PiB)y" Py}

con m,m’ €{0,1,2},n,n' € {0,1,2,3,4}.
Entonces
(P4B)mPn _ (P4B)mlpn/y71.

Asi
(P4B)m—m’Pn _ Pn'y—1.

Pero Py=t = y=1P~t, por lo cual
(P4B)m—mlpn — y—lP—n/’

de donde
(P4B)mfm’Pn+n’ _ yil.

Sim =m' la expresion del lado izquierdo seria la potencia de un 5-ciclo, y no
podria entonces ser iqual a y~' = (23)(45). Asi, m # m/, y entonces tenemos

PABP" " =41 o bien (P*B) 1P =y 1,

En el primer caso
(243)(23564)" " = (23)(45)

o bien
(23564)" 1" = (234)(23)(45) = (245)

y en el seqgundo caso tememos
(234)(23564)" " = (23)(45)

o bien
(23564)"+"/ = (243)(23)(45) = (345)

ambos imposibles ya que las expresiones del lado izquierdo son potencias de un
5-ciclo.

Para verificar que no se van a repetir filas de un bloque a otro es necesario
recordar que en cada cadena, el patron que sigue la campana 1 es siempre el
mismo, ast, si alguna fila coincidiera con alguna otra fila de otro bloque, ésta
debe tener a la campana 1 en la misma posicion que la fila con la que se compara,
y por como se comporta la campana 1, esto solo sucede si la fila se encuentran
en la misma hilera horizontal o se encuentra en la hilera simétrica.

Supongamos que dos filas de diferentes bloques coinciden, por lo tanto, se
encuentran a la misma altura (misma hilera), es decir
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(P*B)™P"(xy)’ = (P*B)™ P" (ay)’

(P*B)™ P"(zy)'z = (P*B)"™ P" (zy)'x

conm,m’ €{0,1,2},n,n" € {0,1,2,3,4},i € 1,2,3,4,5
En ambos casos
(P4B)mpn _ (P4B)m'Pn’

asi coincidirian dos eslabones iniciales, lo que anteriormente probamos no es
posible.

Basta mostrar que no coincide con alguna fila que se encuentra en la hilera
simétrica, es decir

(P'B)"P"(ay)' = (P'B)™ Py~ (xy)'

(P*B)™ P"(zy)'x = (P*B)™ P" y ! (zy)'z

conm,m’ € {0,1,2},n,n" € {0,1,2,3,4},1 € 1,2,3,4,5
En ambos casos
(P4B)mpn _ (P4B)m'Pn'y71

asi coincidiria un eslabon inicial con la ultima fila de algin bloque, lo cual no
es posible.

Asi, sabemos que mo se repiten filas de un bloque a otro, es decir, no se
repiten filas en el arreglo completo.

No hemos podido conseguir una extensién usando 6 campanas, es decir,
no hemos obtenido un método con 721 filas contando ambas rondas, o bien
6! + 1 = 721 permutaciones. Debido a ellos nos preguntamos ;Es posible que
combinando cadenas simples y compuestas de manera diferente podamos obte-
ner una extensién? El siguiente resultado descarta esta posibilidad.

Teorema 2.36. No existe una extension de PB6 usando sélo cadenas simples
y compuestas. Bl método mds largo usando sélo cadenas simples y compuestas
tiene 360 permutaciones.

Demostracion. Observemos que
P =(23564) B =(456) z=(34)(56) w = (23)(56)

son permutaciones pares. Recordemos que las filas con la campana 1 en la pri-
mera posicién se encuentran solo en la primera y la tltima fila de cada cadena.
El hecho de que P y B sean permutaciones pares de {2,3,4,5,6} implica que
cualquier eslabén inicial serd una permutacién par de {2,3,4,5,6}. La tltima
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1 1

fila de cada columna es el resultado de aplicar 27+ o w™" a cada eslabdn ini-
cial de la siguiente columna. Como z y w también son permutaciones pares
de {2,3,4,5,6}, en cualquier método que combine cadenas simples y compues-
tas, todas la filas con la campana 1 en la primera posicién se obtienen de otra
con la campana 1 en la primera posicién a partir de una permutacién par de
{2,3,4,5,6}. Si se pudiera lograr una extensién, tendriamos, como parte de las
filas del método, filas con la campana 1 seguidas de todas las permutaciones
posibles de {2,3,4,5,6}, entonces también tendriamos permutaciones impares
de {2,3,4,5,6} lo cual no sucede. Por lo tanto no tenemos una extensién usando
unicamente cadenas simples y compuestas.

Dado que el orden de las permutaciones pares en n objetos es |A4,| = %’,
hay %’ = 60 permutaciones pares de {2,3,4,5,6}. De acuerdo a lo anterior,
cualquier método que use cadenas simples y compuestas puede tener a lo més
60 filas distintas con la campana 1 en la primera posicién. Ahora, cada cadena
tiene exactamente dos filas con la campana 1 en la primera posicién, a saber su
eslabén inicial y su eslabén final, asi que habria a lo mucho

%_m:

=—=30
2 2

cadenas. Como cada cadena cuenta con 12 filas, entonces tendriamos a lo més
12 - 30 = 360 permutaciones, usando s6lo cadenas simples y compuestas.
El método de 360 filas estd dado por la siguiente sucesion

B,P,P,P,B,B,P,P,P,P,B,P,P,P,B,B,P,P,P,P,B,P,P,P,B,B,P,P,P,P
O

Ahora que ya hemos descrito Plain Hunt, Plain Bob, Plain Bob generalizado
y los dos tipos de cadenas, veamos un ultimo método que es el que vamos a
utilizar méas adelante para resolver el problema a tratar en este trabajo.

2.3.4. Grandsire en n campanas (GSn)

Este método se toca en un ntimero impar de campanas. Introducimos la
permutacién

q = (12)(45)(67) - -- ((n — 1)n)
La diferencia de este método con los anteriores es que hacemos actuar el cambio

q al inicio, después aplicamos y y x sucesivamente, la ultima permutacién a
aplicar sera y, es decir, aplicamos en total

qyryxry:---TY = qr

(pues zyxyzy - - -y = id y por lo tanto yryzy - -2y = v~ pero al ser z un pro-
ducto de transposiciones disjuntas se tiene que = !, entonces gyzyzy - - - xYy =
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gz~ = gz). Denotaremos por @ a la composicién de esta secuencia de cambios,

es decir
Q = qyryzy - 1Y = qT

Observacion 2.37. La secuencia de cambios
Q = qyryry---ry = qx

nos hace recorrer la clase lateral qD,,.
Sabemos que

(x,y) = {x, xy, xyz, (xy)*, (xy)*z, ..., (zy)"} = D,
por lo que
qDy = {qx, qry, qryz, q(zy)*, q(zy)’x, . .. q(zy)"}.
Tenemos que ver entonces que
{qy, qyz, qyy, q(yx)*, ... q(yx)" "'y} = qDn,

como y = (zvy)"ta, tenemos

ay q(zy)" 'z
qyr = q(zy)"!
qyry = qzy)"x
q(yx)? q(xy)" 2
qlyz)"t = qlzy)
qyo)" "ty = qu

Es decir, los elementos de la forma yx pueden ser representados por elemen-
tos de la forma xy, ast, al aplicar la secuencia QQ recorremos toda la clase lateral

qDy,

Ahora que ya sabemos que la secuencia @ nos lleva a la clase lateral ¢D,,
repetimos la misma secuencia de permutaciones

qyryzy---xy = Q = qx

para obtener la clase lateral (qxq)D, y volvemos a repetir el procedimiento
hasta llegar a la ronda.

A este método le llamaremos Grandsire en n campanas y lo denotaremos
por GSGn, a cada columna en él o a la secuencia de cambios que se aplican a
sus filas le llamaremos una cadena simple para GSn.
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Cuando describimos la cadena compuesta para PBGn agregabamos en lugar
de la permutacion z una pemutacion diferente, a saber w, y podiamos extender
el método agregando esta permutacion w para obtener uno mas grande.

De manera andloga definamos entonces una cadena compuesta para el méto-
do Grandsire.

Consideremos la cadena simple para GSn, la cual describimos mediante la
sucesion

q?y’x7y7$7y"r7y7"'7m7y

(donde qyryzryzry---xy = Q) en lugar de hacer actuar la dltima x, lo que
hacemos actuar es la permutacién ¢, obteniendo la siguiente sucesién de permu-
taciones

Y, Y, Ly Ys Ty Yy o0 54, Y

donde qyzyxyxy...qy serd denotada por T'. Asi, a un método que se obtenga
de aplicar las permutaciones @@ o T a la ronda le llamaremos Grandsire ge-
neralizado en n campanas y lo denotaremos por GSGn, a cada columna
en él, o a la secuencia de cambios que se aplican a sus filas, en la que se usa
la secuencia q,y,z,y,,y,2,y,...,q,y le llamaremos una cadena compuesta
para GSGn.

El problema al que nos referimos en concreto es para 7 campanas, pero
estudiemos primero el caso para 5 campanas.

Ejemplo 2.38. Grandsire en 5 campanas (GS5)

Primero consideremos el arreglo aplicando sdlo q, vy, x,y,x,y,x,y,x,y hasta
llegar a la ronda, es decir, aun no aplicamos la cadena compuesta.

Sea g = (12)(45), consideremos la ronda 12345 y aplicamos q,y, x,y, @, ...,
hasta obtener la clase lateral lateral qDs, repetimos las mismas permutacio-
nes hasta consequir qrqDs y volvemos a repetir las permutaciones obteniendo
(qrqxq)Ds, con lo cual se tiene el siguiente arreglo
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Y Y Y

12345 12534 12453 12345
q q q

21354 21543 21435

Y Y Y

23145 25134 24153

T T T

32415 52314 42513

Y ) Y

34251 53241 45231

T T T

43521 35421 54321

Y ) Y

45312 34512 53412

T T T

54132 43152 35142

Y Y Y

51423 41325 31524

T T T

15243 14235 13254.

A cada columna le llamaremos una cadena simple para GS5.

Observacion 2.39. Es importante senalar, que en los casos anteriores PHn y
PBn, tanto la primer cadena como la primera secuencia T,y,T,Y,...T,Y COin-
cidian con D,. Sin embargo, para GSn no es asi, pues al aplicar primero q a
la identidad, y después las permutaciones ‘y’ y ‘x’ sucesivamente, de manera
que en la cadena nos queden las primeras 2n filas, lo que resulta en la primera
cadena no es en st D, sino (¢D,,) —id, pues para obtener la primera cadena lo
que se aplica es qyxyxyx ---x, y para obtener la siguiente cadena, se aplica ‘y’
a la ultima fila de la cadena anterior.

Notemos que hay 3 cadenas simples pues el primer eslabon inicial es:
[1 2 3 4 5]
el sequndo eslabon inicial es
[1 2 5 3 4]

que es el resultado de aplicar qyryzryzyry = qr = (12)(45)(12)(34) = (354) = Q
al primer eslabon inicial, y el tercer eslabon inicial es

[1 2 4 5 3]
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que es el resultado de aplicar qyryxyryry = qx = (12)(45)(12)(34) = (354) = Q
al sequndo eslabon inicial o (qyryryryry)? = (qz)? = (354)(354) = (345) al
primer eslabdn inicial. Como qx es de orden 3, volvemos a la ronda después
de 30 permutaciones, pues hay 3 eslabones iniciales, con lo cual tenemos 3
columnas de 10 filas cada una, mds la ronda final. Asi nuestro método cuenta
con 31 filas, repartidas en 38 cadenas simples.

Ejemplo 2.40. Grandsire generalizado en 5 campanas (GSG5) Ahora
que ya dimos el ejemplo de cadena simple para GS5, construyamos la cadena
compuesta para GSG5.

Consideremos la primera cadena simple de GS5, pero en lugar de hacer la
dltima x, hacemos actuar la permutacion q = (12)(45), es decir

Y
12345 14523.

q
21354

Y
23145
T
32415
Y
34251
T
43521
Y
45312
T
54132

Y
51423

q
15432

De este modo el seqgundo eslabon inicial que era 12534, es reemplazado por
14523 que es el resultado de aplicar T = qyzyzyzyqy = (24)(35) a la ronda ini-
cial. Como T tiene orden 2, volveremos a la ronda después de usar dos cadenas
compuestas.

Lo que haremos a continuacion serd combinar cadenas simples y compuestas
para GS5 alternando T y Q) respectivamente, con lo cual obtenemos
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Y ) Y Y Y Y
12345 14523 14352 15243 15324 12453 12345

q q q q q q
21354 41532 41325 51234 51342 21435

) Y Y ) ) Y
23145 45123 43152 52143 53124 24153
T T T T T T
32415 54213 34512 25418 35214 42513
Y Y Y Y Y Y
34251 52431 35412 24531 32541 45231
T T T T T T
43521 25341 53241 42351 23451 54321
Y Y Y ) Y Y
45312 23514 52314 43215 24315 53412
T T T T T T
54132 32154 25134 34125 42135 35142
Y ) Y ) Y Y
51423 31245 21543 31452 41253 31524
q T q T q T
15432 13425 12534 13542 14235 13254

T Q T Q T Q
que incrementa las 30 permutaciones de GS5 a 60 permutaciones usando la
sucesion

T7 Q’ T7 Q7T7Q

es decir, ahora el método cuenta com 61 filas contando la ronda inicial y la final.

Andlogamente como en el caso 2.35, queremos saber si es posible obtener
una extensién de GS5 usando cadenas simples y compuestas solamente. Para
dar respuesta a ello, veamos el siguiente teorema.

Teorema 2.41. No existe una extension de GS5 usando solamente cadenas
simples y compuestas. El método mds grande usando cadenas simples y com-
puestas es de 60 permutaciones.

Demostracion. Como se vio en el ejemplo 2.40, hay un método de 60 permuta-
ciones con las caracteristicas buscadas. Veamos ahora que no puede haber uno
con un mayor numero de permutaciones. Notemos que

Q=(354) T=(24)(35) y= (23)(45)

son todas permutaciones pares, el hecho de que @ y T lo sean, implica que
cualquier eslabdn inicial es una permutacién par de {2,3,4,5}. La ultima fila
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I a cada eslabén inicial de la

de cada columna es el resultado de aplicar y~
siguiente columna, al ser y una permutacién par, en cualquier método de cadenas
simples y compuestas, todas las filas con la campana 1 en la primera posicion se
obtienen de otra con la campana 1 en la primera posiciéon aplicando en ella una
permutacién par de {2, 3,4, 5}. Si existiera un extensién, tendriamos tantas filas
distintas con la campana 1 en la primera posiciéon, como permutaciones posibles
de {2,3,4,5}, es decir, también tendrfamos a todas las permutaciones impares
de {2,3,4,5} después de la campana 1, lo cual no sucede. En cada cadena hay
exactamente dos eslabones que tienen a la campana 1 en la primera posicién.
Sabemos que hay 45! = 12 permutaciones pares de {2, 3,4,5} y como cada cadena
cuenta con 2 filas con la campana 1 en la primera posicién, entonces tendremos
a lo més

cadenas. Como cada cadena cuenta con 10 filas, entonces tendremos a lo més
106 = 60 permutaciones usando cadenas simples y compuestas. Por lo tanto el
mayor numero posible de permutaciones usando cadenas simples y compuestas
de Grandsire es de 60 permutaciones, es decir, 61 filas contado la ronda final. [

Para obtener el maximo ntimero de permutaciones en 5 campanas, tendriamos
que utilizar también una permutacién impar, lo que implica usar otro tipo de
cadena. Veamos qué pasa cuando se utilizan 7 campanas, este caso es méds in-
teresante que G.S5 pues la cadena compuesta que agregamos involucra una per-
mutacién impar.

Ejemplo 2.42. Sea

x = (12)(34)(56) y = (23)(45)(67) ¢ = (12)(45)(67)

Como en GS5 hacemos q,y, T, Yy, T, Y, T, Y, L, Y, T, Y, L, Y,
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Y
1234567 1253746.

q
2135476

Y
2314567
T
3241657
)
3426175
z
4362715
)
4637251
T
6473521
Y
6745312
T
7654132
Y
7561423
x
5716243
Y
0172634
T
1527364

Ast, el sequndo eslabon inicial es 1253746 que es el resultado de aplicar
Q = gx = (35764) a la ronda inicial. Como Q es de orden 5, tendremos 5
cadenas simples, y como en cada cadena simple hay 14 filas, tendremos un total
de 70 permutaciones en GS7, es decir, 71 filas.

Para extender el método usaremos la cadena compuesta, que usa la permu-
tacion ¢ = (12)(45)(67) aplicada en lugar de la dltima x que se usa en GST.
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Si iniciamos con la cadena compuesta se tiene

Y
1234567 1752634

q
2135476

Y
2314567
T
3241657
Y
3426175
T
4362715
Y
4637251
T
6473521
Y
6745312
T
7654132
Y
7561423
T
5716243

Y
5172634

q
1576243

en el cual observamos que el sequndo eslabdn inicial es 1752634 que es el resulta-
do de T = qyryxyxyryryqy = (274)(356) actuando en 1234567. Si combinamos
la cadena simple y la compuesta se tiene la siguiente sucesion:

T7 Q7 QJQ? Q7T7 Q’ Q? Q7 Q7 T’ Q? Q7 Q7Q

Pues T tiene orden 3 y Q tiene orden 5.
Al finalizar, obtenemos 210 permutaciones y 211 filas contado la ronda inicial

y final.

Observamos que es posible obtener grandes conjutos de permutaciones usan-
do cadenas simples y compuestas en diferentes secuencias, pero, al igual que en
los ejemplos anteriores, nos hacemos la siguiente pregunta: ;Cudl es el mayor
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conjunto de permutaciones que podemos conseguir? ;Podemos conseguir una
extensién usando solamente cadenas simples y compuestas para 7 campanas?
En GS5 usamos el hecho de que las permutaciones z, y y z son pares para obte-
ner una cota superior, en ese caso 60, sin embargo este argumento NO funciona
para el caso n = 7 campanas, pues x y y son impares, esto deja abierta la po-
sibilidad de que exista una extensién de 7! permutaciones. Para ello debemos
considerar la accién de Ty @ en los eslabones iniciales.
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Capitulo 3

Formulacion Teorica

Ahora que ya hemos descrito y estudiado los distintos tipos de métodos y
hemos entendido cémo se contruyen cada uno de ellos, la pregunta a responder es
jes posible obtener las 5040 permutaciones en GS7 usando Unicamente cadenas
simples y compuestas? Para responder a esta pregunta, es necesario estudiar
desde otros puntos de vista estos métodos, en términos de generadores del grupo
simétrico y del subgrupo alternante.

Como vimos anteriormente, algunos métodos nos daban maneras de escribir
los elementos de S, en una lista (no todos los métodos, pues no todos resul-
taban extensiones). Sin embargo notamos que en todos los métodos, cada uno
de los elementos de la lista se obtenia a partir del elemento previo mediante la
aplicacién de una permutacién (z,y, z, w, g, etc.).

3.1. Unicursalidad

Teniendo en cuenta lo anterior, introducimos la siguiente definicién.

Definicién 3.1. Sea G un grupo finito de orden n, y sea T C G. Se dice que
T genera unicursalmente a G si podemos enumerar a los elementos de G =
{91,92,-.-,9n} de tal manera que para todo g; coni € {1,...,n} existet € T
tal que

gi+1 = git
considerando los subindices modulo n.

Dada la definicién anterior, veamos algunos ejemplos de grupos generados
unicursalmente por algin subconjunto del mismo.

Ejemplo 3.2. Sea el grupo GL(2,C) y sean a = ((Z) é) yb= ( 01 é) donde

a y b satisfacen que a® = b* y a3b = ba.
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Consideremos H < GI(2,C) generado por a y por b, como a3b = ba, existe
conmutatividad parcial, por lo que todas las palabras con a y b se pueden reducir
a expresiones del tipo a*bl con t y | nimeros enteros, de donde los inversos
de a y de b se pueden expresar como potencias de a y b respectivamente con
exponentes positivos, asi

H = {a'b*|t,k € {0,1,2,3}}
Como a® = b?, entonces a’b = b3 por lo tanto
H = {a'b*|t € {0,1,2,3},k € {0,1}}

es decir,
H = {a°,a’,ab’ ab,a?b°,a?b, a3’ a3b}
= {id,b,a,ab,a?, ab,a®, ab}.

Ahora consideremos T = {a,b}. Si iniciamos con el elemento a® y aplicamos a

y b sucesivamente obtenemos:
3

a’a=a
a®b = a®b
(a®*b)a = a®(ba) = a®(a®b) = a®b
(a®b)b = a*b* = a%a® = a* =id
ida =a
ab = ab
(ab)a = aba = a(a®b) = a*b=1b
bb=b* = a’

Si etiquetamos a cada elemento de H como

a2 = hl
a3 = h2
a3b = h3
a2b = h4
id = hs
a = h6
ab = h7
b = hg

Tenemos
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h1a = hQ
hob = hs
h3a = h4
hyb = hs
h5a = h6
heb = hr
h7a = hg
hsb = My

Por lo tanto, T genera unicursalmente a H.

Ejemplo 3.3. Sea (Z%,-), consideremos G = (2) = {1,2,4} donde G < (Z%,")
y seaT C G conT = {4}. Si aplicamos 4 a cada uno de los elementos de G, se
tiene

44 2
24 = 1
14 4

si ordenamos a los elementos de G de la siguiente manera

‘:1 = 0
2 = g
1 gs
Obtenemos
91‘:1 = 02
92‘_1 = g3
934 = g

Por lo tanto, se tiene que cada elemento de G se obtiene a partir de otro me-
diante la aplicacion de 4, asi, T genera a G unicursalmente.

En el ejemplo anterior, si tomamos T = {2} se tiene

=R NI

SIS
I

SN

nuevamente acomodamos, obteniendo

g2
gs

o NI
I

asi
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91? = g2
922 = g3
932 = ¢

Vemos entonces que {2} también genera unicursalmente a G, por lo que
damos la siguiente observacion.

Observacion 3.4. Todo grupo ciclico finito es generado unicursalmente por
cualquier elemento generador del grupo.

Demostracion. Sea G = {(x) un grupo ciclico finito de orden n, donde el ele-
mento = es un elemento generador de G, por demostrar que T = {z} genera
unicursalmente a G.

Al ser G ciclico, podemos representar a sus elementos como potencias del
elemento generador, en este caso x, es decir,

G = {id,x, 2%, 2%, ... 2"}

si sacamos a x como factor de cada uno de los elementos de G tenemos

id = 2"l
r = idz
2 =
2 = 2%z
¥ = zilg
xn—l — (En_2.’IJ

si renombramos, sin pérdida de generalidad, como g1 = id, go =z, g3 = 2% ¥
en general g; = x'~! para toda i € {1,2,...,n}, tenemos

g1 = gnZT
g2 = g1
gs = g27
gs = gs3T
gi-1 = Gi—2%
gn = Gn-1T

es decir, cada elemento de (G, se obtiene a partir del anterior mediante la apli-
cacién de z, por lo tanto {x} = T genera a G unicursalmente.
O
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Ejemplo 3.5. Sea G = S3 = {(12), (123), (13),(132),(23),id} y T = {(12), (23)}
y donde t1 = (12) y to = (23). Si consideramos aplicar t1 y ta de manera alter-
nada a cada uno de los elementos de Ss3, se tiene.

(123)t; = (123)(12) = (13)
(13)ty = (13)(23) = (132)
(132)t; = (132)(12) = (23)
(23)t, = (23)(23) = id
idty = id(12) = (12)
(12)ty = (12)(23) = (123)

Si nombramos a cada uno de los elementos como

g1 (123)
g2 = (13)
g3 = (132)
g1 = (23)
gs = Zd

g6 = (12)

Tenemos

git1 = 92
gata = g3
gst1 = g4
gata = g5
gsti = ge
gt2 = ¢

Por lo que T genera a G unicursalmente.

Ejemplo 3.6. Sea G = D5 y T = {(12)(34),(23)(45)} con x = (12)(34),
y = (23)(45), sabemos que (x,y) = Ds. En PH5, para pasar de una fila a otra
lo que se hace es aplicar el elemento x y el elemento y (siendo las filas elementos
de Ds), por tanto T genera unicursalmente a Dj.

Ejemplo 3.7. Sea G = Sy y T = {(12)(34),(23),(34)} con x = (12)(34),
y = (23), z = (34). Para construir PB4, las permutaciones usadas para pasar
de una fila a otra fueron x, y, z, en ese caso en particular, el método resulto ser
una extension, es decir, se pudo obtener todo Sy, asi {x,y,z) = S4 mds ain, T
genera a Sy unicursalmente.
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Observacién 3.8. Sea G = S, y T = {(12),(23),(34),...,((n — 1)n)}. T
genera unicursalmente a G.

Para dar solucion a este problema, se construyen todos los arreglos de n+ 1
objetos inductivamente, usando todos los arreglos de n objetos para n > 3. Para
darnos una idea de como se construye el arreglo, veamos primero los casos para
2, 3 y 4 objetos.

Caso k = 2. Tenemos las filas

12
21

y para pasar de una fila a otra se utiliza la permutacion (12), por lo que T =
{(12)} genera unicursalmente a Ss.

Caso k = 3. Para este caso, lo que se tiene que hacer es repetir k = 3 veces
cada una de las filas del arreglo de So

12
12
12
21
21
21

para después reemplazar cada niumero por su sucesor, asi tenemos

23
23
23
32
32
32

una vez hecho lo anterior, en la primera fila vamos a agregar al 1 en la posicion
1, en la sequnda fila en la posicion 2 y en la tercera fila en la posicion 3, para la
cuarta fila dejaremos al 1 en la posicion 3, (esto es para que los cambios sean
entre posiciones adyacentes) en la quinta fila en la posicion 2 y para la sexta
fila en la posicion 1, asi nos queda

123
213
231
321
312
132
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Observemos que al tener todas las permutaciones de Ss e ir agregando al 1 de
todas las formas posibles, garantizamos que tenemos todo Ss, notemos que para
pasar de una fila a otra sélo intercambiamos de posicion a objetos adyacentes,
ya sea por el siguiente o por el anterior objeto por lo que ocupamos las permu-
taciones (12) y (23), no se repiten filas, por lo que obtenemos un total 3! = 6
filas distintas, asi T = {(12),(23)} genera unicursalmente a Ss.

Caso k = 4. Repetir k = 4 veces cada una de las filas del caso anterior

123 231 312
123 231 312
123 231 312
123 231 312
213 321 132
213 321 132
213 321 132
213 321 132

después, reemplazar cada nimero por su sucesor

234 342 423
234 342 423
234 342 423
234 342 423
324 432 243
324 432 243
324 432 243
324 432 243

una vez hecho lo anterior, en la primera fila vamos a agregar al 1 en la posicion
1, en la sequnda fila en la posicion 2, en la tercera fila en la posicion 3, para
la cuarta fila dejaremos al 1 en la posicion 4, en la quinta fila en la posicion
4 en la sexta fila en la posicion 3, en la séptima fila en la posicion 2 y en la
octava fila en la posion 1 repitiendo el proceso hasta recorrer todas las filas, ast
nos queda

1234 1342 1423

2134 3142 4123

2314 3412 4213

2341 3421 4231

3241 4321 2431

3214 4312 2413

3124 4132 2143

1324 1432 1243

Al tener todas las permutaciones de Ss e ir agregando al 1 de todas las
formas posibles, garantizamos que tenemos todo Sy, motemos que para pasar
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de una fila a otra sélo intercambiamos de posicion a objetos adyacentes, como
en el caso anterior, por lo que ocupamos las permutaciones (12), (23) y (34),
no se repiten filas, por lo que obtenemos un total 4! = 24 filas distintas, asi
T ={(12),(23), (34)} genera unicursalmente a Sy.

Caso k = n. Supongamos entonces T = {(12),(23),(34),...,((n — 1)n}
genera unicursalmente a S, usando la construcidn anterior.

Caso k = n+ 1. Observemos que para construir las filas de S,1 se usan
las filas obtenidas en Sy, repitiendo n+ 1 veces cada una de las filas de S,,, asi,
el numero total de filas seria

(n+1)n!=(n+1)!

para después reemplazar cada uno de los objetos del 1 al n por su sucesor y
agregar en la primera fila al 1 en la primera posicion, en la sequnda fila en
la posicion 2 y asi sucesivamente hasta que en la n + 1 fila el 1 quede en la
posicion n + 1, para la fila n 4+ 2 el 1 deberd quedar en la misma posicion que
en la fila anterior, es decir, en la posicion n + 1 (para que los cambios sean
entre posiciones adyacentes) y a partir de ahora se va a ir regresando al 1 una
posicion, es decir, para la filan+ 3, el 1 deberd de estdr en la posicion n, hasta
regresar a la primera posicion y asi, el proceso se repite hasta que se termine
de recorrer todas las filas.

Las filas no se repiten puesto que si lo hicieran el 1 deberia estar en la
misma posicion y al eliminarlo de estas filas, los demds elementos quedarian
ordenados de igual manera, lo cual indicaria que ambas filas provenian de una
misma permutacion de n y de acuerdo al algoritmo que se estd usando, no es
posible que en dos copias iguales de la misma permutacion de n elementos sea
insertado el 1 en ambas en la misma posicion.

En S,, para pasar de una fila a otra usamos las permutaciones (12), (23),

.., ((n = )n), por lo que al agregar un objeto mds, para Spi1 usamos las
permutaciones (12), (23), ..., (n(n+1)), asi Sp+1 es generado unicursalmente
por T = {(12),(23),...,(n(n+ 1))}.

Observacion 3.9. El problema del Motel
La construccion dada en la observacion anterior, muestra la solucion a un
caso especial del siguiente problema de D. H. Lehmer’s “El problema del Motel”

de [4].

“El senor Smith maneja un motel. Se compone de n habitaciones en fila
recta. No hay vacantes. Smith es un psicologo que planea estudiar los efectos
de reordenar a sus invitados en todas las formas posibles. Todas las mananas
los reordena, el clima es miserable, llueve casi a diario y para minimizar la
incomodidad de sus huéspedes, cada reordenamiento diario se realiza mediante
intercambios de solo los ocupantes de habitaciones contiguas.
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sHabrd algun algoritmo simple que se ejecute a través de todos los posibles
reordenamientos cambiando sélo un par de ocupantes adyacentes en cada paso?”

Cabe mencionar que esta solucion, dada por Johnson-Steinhaus-Trotter, sa-
tisface las reglas R1, R2 y R3 pero no cumple con R4 ya que algunos objetos
ocupan el mismo lugar por mds de dos filas consecutivas y por lo tanto no es
solucion para el problema de las campanas.

Hemos visto algunos ejemplos de grupos generados unicursalmente por algiin
subconjunto del mismo, sin embargo, no sélo 1" debe ser un subconjunto de G
sino que es necesario que 7" sea un generador de GG, aunque no es suficiente. Més
adelante veremos un ejemplo en donde 7" C G no genera unicursalmente a G
aunque 7" sea un conjunto generador de G.

Observacion 3.10. Dadas x1,%2,23,...,T; producto de transposiciones dis-
Juntas de nimeros consecutivos (con x1,Z2,xs,...,T No necesariamente dis-
tintas), la existencia de una extension en n campanas usando i, T, T3, ..., Tk
para pasar de una fila a otra es equivalente a que T = {x1,x2, 23, ..., 2L} genere
unicursalmente a Sy, y para toda i, x; y x;41 no tengan puntos fijos en comin.

Demostracion. Demostraremos la primera implicacién. Supongamos que existe
un método en n campanas usando zi,To, s, ..., T, para pasar de una fila a
otra, tal que la longitud del método es de n! + 1 y que cumple R1, R2, R3 y
R4, sin pérdida de generalidad, supongamos que 1, z2, T3, ..., T se aplican de
acuerdo a los subindices, asi tenemos el siguiente arreglo:

12.--.n
xr1 I
T2 T1T2

Recordemos que las filas las podiamos representar como permutaciones, sabe-
mos que aparecen todas las permutaciones de S, ya que es una extension, la
primera fila corresponde a la permutacion id, la segunda fila corresponde al pro-
ducto idx, la tercera a x1x9 y asi sucesivamente hasta llegar a la fila n! + 1 que
corresponde a la id (ronda) y es también el producto x5 - - -z con lo cual,
observamos que cada una de las filas la podemos obtener a partir de la anterior
mediante la aplicacién z1, z2, x3, ..., Tk, que justamente es la definicién de uni-
cursalidad, por lo tanto, T' = {x1,z2,x3,..., Tk} genera unicursalmente a S,
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falta ver que x; y x;41 no tienen puntos fijos en comun para toda i. Supongamos
por contradiccién que para alguna i, z; y x;41 fijan al mismo punto, a saber j,
es decir, z; y x;11 fijan a la campana j, por lo que tenemos en el método

Ty

Ti+1

asi, la campana j ocupa el mismo lugar en tres filas consecutivas, lo que contra-
dice que el método cumpla R4, por lo tanto z;, ;41 no tienen puntos fijos en
comun.

Ahora supongamos que T = {x1,22,23,..., Tk} CON X1, T, X3, ..., L Pro-
ducto de transposiciones disjuntas de nimeros consecutivos (no necesariamente
distintas) genera unicursalmente a S,,, con la propiedad de que z; y ;41 no tie-
nen puntos fijos en comun para toda ¢, por demostrar que existe una extension

en n campanas usando las permutaciones x1, T2, T3, ...,T) para pasar de una
fila a otra.
Sea S, = {a1,az2,...,am} y T = {x1,29,23,...,2;}, donde T genera uni-

cursalmente a S,,. No sabemos cudntos elementos tiene T sin embargo sabemos
que S, tiene n! elementos, como T" genera a .S, unicursalmente, a cada elemento
del simétrico le aplicamos alguna x;, por lo que vamos a denotar a los elementos
de T' como y1,¥2,¥s,.--,Yn donde cada y; es la permutaciéon que aplicamos a
a; para llegar a a;41 y donde las y; no necesariamente son diferentes, es decir,
podemos reacomodar a los elementos de .S, de tal manera que cada elemento sea
obtenido a partir del anterior mediante la aplicacién de alguna y;, supongamos,
sin pérdida de generalidad que el reacomodo es el siguiente
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a1y1
azy2
asys

a;Y;

Apl—1Yn!—1
Ap!Yn!
a1Y1

a2

as
aq

Ai+1

Qp)

ai
as

Como se tomaron los subindices médulo n, en algin momento el proceso se
cierra y por lo tanto se regresa al elemento inicial. Alguna de las a; corresponde
al elemento identidad, suponiendo que a; es la identidad, tenemos

a1y1
a2Yy2
asys

aj-1Yj—1

Qp!—1Yn!—1
An)\Yn!
a1y1

a2
as
Q4

An
a1
ag

por lo que reordenando el arreglo anterior de manera que la identidad aparezca

al inicio nos queda el siguiente arreglo

aj-1Yj—1
ajY;

Ap\Yn!
a1Y1
a2Y2

a5 _2Yj—2
aj—1Yj-1

= id

aj

aj+1

ai
az
as

aj—1
a;

id

Aqui el elemento identidad corresponde a la ronda inicial, al aplicar sucesivamen-

te los elementos y;, se llega a un punto en el que se repite una fila, a;_1y;-1 = id,

obteniendo asi nuevamente la ronda, (R1). Al generar T a S,, unicursalmente, sa-

bemos que en la lista anterior van a aparecer todos los elementos de S,,, es decir
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n! elementos, por la definicién de unicursalidad, el primer y el dltimo elemento
son el mismo, por lo que hay un elemento que se repite (la ronda) y por tanto
tenemos n!+1 filas. Al generar unicursalmente 7" a S,,, los elementos no se repi-
ten, al ver a los elementos de S,, como filas, garantizamos entonces que las filas
no van a repetirse, sélo la primera y la dltima fila (R2), al ser y1,y2, Y3, -, Yn!
producto de transposiciones disjuntas de nimeros consecutivos, cada campana
solo puede cambiar su lugar por una posicién adyacente cuando se mueva de
una fila a otra (R3). Al aplicar y1,¥2,¥s,...,yr para pasar de una fila a otra
con la propiedad de que y; y y;+1 no tienen puntos fijos en comin para toda 7,
garantizamos que ninguna campana ocupa el mismo lugar por méas de dos filas
consecutivas (R4), supongamos por contradiccién una campana tiene la misma
posicién en tres filas consecutivas, entonces tenemos en el arreglo

12---n

12.-.”

que indica que las permutaciones y; y y;+1 dejan fija a la campana k, lo que
contradice que y; vy y¥;+1 no tienen puntos fijos en comun para toda 4, j. De lo
anterior, obtenemos un método de longitud n! + 1 que cumple (R1)-(R4), por
lo cual, el método es una extensién en n campanas.

O

Ejemplifiquemos ahora cada una de las implicaciones de la observacion an-
terior.

Ejemplo 3.11. T = {(12),(23)} genera unicursalmente a Ss, entonces existe
una extension en 3 campanas.

De acuerdo a la observacion 3.10, sabemos que hay una extension en 3 cam-
panas, con 3!4+1 =7 filas. Demos el método de manera explicita usando la idea
de la demostracion de dicha observacion.

Sea G = S3 = {(12),(123), (13), (132),(23),id} y T = {(12),(23)} y donde
t1 = (12) y t2 = (23).

(123)t1 = (123)(12) = (13)

(13)t = (13)(23) = (132)
(132)t; = (132)(12) = (23)
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(23)t, = (23)(23) = id
idt; = id(12) = (12)
(12)ty = (12)(23) = (123)

que puede ser reordenada de tal manera que la identidad sea el primer elemento
al que se le aplica (12), asi obtenemos

idty = id(12) = (12)
(12)t, = (12)(23) = (123)
(123)t; = (123)(12) = (13)
(13)ty = (13)(23) = (132)
(132)t; = (132)(12) = (23)

(23)t, = (23)(23) = id.

Al ver a los elementos de S3 como filas, se tiene el siguiente arreglo

El cual es un método con 7 filas que cumple que la primera y ultima fila son
rondas, no se repiten filas pues G es generado unicursalmente por T y como
(12) y (23) son transposiciones de nimeros consecutivos, sélo cambian su lugar
por un lugar adyacente, por lo tanto se tiene un extension en 3 campanas.

Ejemplo 3.12. FExiste un extension en 4 campanas usando las permutaciones
(12)(34), (23), (34) para pasar de una fila a otra, entonces T = {(12)(34), (23), (34)}
genera unicursalmente a Sy.

Dado que las permutaciones consideradas son productos de transposiciones
disjuntas de numeros consecutivos, por la observacion 3.10, sabemos que efec-
tivamente T genera unicursalmente a Sy. Veamos de manera explicita por qué
eso ocurre.
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Consideremos la extension para 4 campanas mencionada en el ejemplo 3.7

= (yTlz) = (239 = (yTln? = (243)

z id
1234 1342 1423 1234.
z @ = (12)(34) z  (y~lz)z = (132) z  (y~ 122z = (142)
2143 3124 4132
y  wy = (1243) y (v lz)ey = (13) y (v lz)%ey = (1423)
2413 3214 4312
z  ayz = (14) z (v lz)zys = (1234) z  (y12)2zyz = (1324)
4231 2341 3421
2 _ —1 2 _ —1_,2 2 _
vy (zy)® = (14)(23) y (¥ T2)(wy)? = (124) y (¥~ T2)%(zy)” = (134)
4321 2431 3241
z (zy)?e = (13)(24) z (7l (ey) e = (143) z (y712)2(zy) 2z = (123)
3412 4213 2314
y  (ey)3 = (1342) y (vl (ey)® = (1432) y (w2 = (2)
3142 4123 2134
z  (ay)de =y~ =(23) z  (yTlayTl=(29) z  (yTln2yTl = (30)
1324 1432 1243

Sea T = {(12)(34),(23),(34)} con = = (12)(34), y = (23) y z = (34),
tenemos que ver que T genera unicursalmente a Sy.

Si reordenamos los elementos de Sy de la misma forma como se van obte-
niendo en la extension anterior, tenemos que

Sy ={(12)(34), (1243), (14), (14)(23), (13)(24), (1342), (23), (342), (132), (13),
(1234), (124), (143), (2143), (24), (243), (142), (1423), (1324), (134), (123),
(21), (34), id}

por como se construyo PB6, cada una de las permutaciones es obtenida a partir
de la anterior mediante la aplicacion de x, y o z, que justamente es la definicion
de unicursalidad.

Como vimos en el capitulo anterior, podemos describir los métodos mediante
la aplicacién de alguna permutacion a cada fila, también podemos describirlas
mediante la aplicacién de una permutaciéon a cada eslabdén inicial, asi, repre-
sentabamos nuestro método como una sucesién de cadenas. Teniendo en cuenta
lo anterior, damos el siguiente resultado.

Observacion 3.13. Si existe una extension en n campanas conformada sélo
por cadenas simples y compuestas y donde denotaremos a T’ como el conjunto
de todas las permutaciones que son usadas para pasar de un eslabon inicial a
otro, entonces A,_1 es generado unicursalmente por T'.

Demostracion. Supongamos que existe una extension en n campanas conforma-
da solo por cadenas simples y compuestas. Por como se eligen las permutaciones
en estos métodos en especifico, en cada eslabdén inicial y en cada eslabén final
la campana 1 ocupa la primera posicién.

1---m 1--. 1--. 1--. 1---m.
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Sea T" = {P, B,Q} donde P, B,(Q son las permutaciones aplicadas a cada
eslabdn inicial para pasar de un eslabdén a otro. Al tener una extensién que sélo
usa cadenas simples y compuestas, las permutaciones 7" = {P, B, @, } resultan
ser pares. Como cada eslabén inicial tiene en la primera posicién a la campana
1 y el hecho de que P, B y @ sean pares, implica que cualquier eslabén inicial
es una permutacién par de {2,3,4,---,n}, por lo que cada eslabén inicial es
un elemento de A,,_1. Al tener una extensién, contamos con n! filas distintas, y
como cada cadena es una clase lateral de D,, se tiene que cada cadena tiene 2n
filas, asi, para poder obtener el nimero de cadenas, que es equivalente al nimero
de eslabones iniciales, hay que dividir el total de filas, n!, entre el nimero de
filas de cada cadena, 2n, obtenemos

n! 1.2.3..-(n—1)-mw 1-2.3---(n—1) (n—1)!

no_ = = - = |A,_1]
on 4 2 2

es decir, existen tantos eslabones iniciales como el orden de A,_1 y como el
método se trata de una extension, garantizamos que las filas no se repiten por
lo que tenemos todo A, _; (observemos entonces que en consecuencia, las ulti-
mas filas de cada cadena son permutaciones impares de {2,3,4,---,n}). Como
cada eslabon inicial se obtiene del anterior mediante la aplicaciéon de alguna

permutacién de T”, entonces T’ genera unicursalmente a A,,_1.
O

3.2. FE-ciclo

Veremos mds adelante que o = {(34675), (247)(365)} C Ag no genera uni-
cursalmente a Ag, por lo cual no existe una extensién en 7 campanas usando sélo
cadenas simples y compuestas, pero antes de analizar eso, probaremos algunos
resultados.

Definicién 3.14. Sea G un grupo finito y £ C G. Un E-ciclo en G es un
subconjunto ordenado ciclicamente g1,ge,- - , gn de G tal que g;lgiﬂ € E para
toda i € {1,2,...,n} donde los subindices son considerados mddulo n.

Dada la definicién anterior, damos la siguiente equivalencia:

Observacién 3.15. Si G es un grupo finito y E C G. G es un E-ciclo si y solo
si E genera a G unicursalmente.

Demostracion. Sea E C GG, supongamos que E es un FE-ciclo en G, por demos-
trar que E genera a G unicursalmente. Al ser G un FE-ciclo, podemos ordenar
ciclicamente los elementos de G = {¢g1, g2, g3, - - , gn } de modo que por hipétesis,
para cada ¢ € {1,2,3,--- ,n}, existe t € E tal que

t:g,;lgiJrl cF
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aplicando g; por la izquierda, tenemos

git = 9:(g; ' git1)

es decir

git = Git1
de este modo, ordenando ciclicamente a G en el mismo orden que da la definicién
de E-ciclo, cada elemento de G se obtiene a partir del elemento anterior mediante
la aplicacién de algin elemento de E, por lo tanto E genera unicursalmente a
G.

Sea F C G, supongamos que E genera unicursalmente a GG, por demostrar
que G es un E-ciclo. Como F genera unicursalmente a G, podemos ordenar los
elementos de G = {¢1, 92,93, -+ , gn} de modo que para cadai € {1,2,3,--- ,n},
existe un h € E tal que

gih = gi+1
o de manera equivalente
h=g; ' git1
de ese modo, estamos ordenando ciclicamente a G de modo que para cada ¢,

g;lgiﬂ es un elemento en E, por lo tanto G es un E-ciclo.
O

Definicién 3.16. Sea X un conjunto finito y sea E un conjunto de permutacio-
nes de X. Un E-ciclo en X es un subconjunto ordenado x1,x2,...,x, de X tal
que para cada i € {1,2,...,n} se tiene que T;+1 = a;(x;) para alguna o; € E,
donde los subindices son considerados maodulo n.

Teorema 3.17. Sea E = {a, 8} con «, B permutaciones de un conjunto finito
X, teniendo k y [ ciclos respectivamente. Supongamos que X tiene una parti-
cién en r E-ciclos disjuntos. Si v = =« tiene orden impar (es decir, es una
permutacion par), entonces

r=k=10 (méd 2)

Demostracion. Observemos primero que existe una correspondencia uno a uno
entre particiones de X en subconjuntos ciclicos disjuntos y permutaciones 7w de
X, en donde los subconjuntos de X son los ciclos de 7, es decir, si se tiene
una permutacion m en X, podemos ver a los ciclos de esa permutacién como
subconjuntos ciclicos disjuntos de X y viceversa. Ademaés, esos ciclos son E-ciclos
si y sélo si para cada z € X se tiene que a,, = w(x) para alguna «,(x) € E.

Por hipétesis sabemos que hay una particién de X en r E-ciclos disjuntos,
sea 7 la permutacién de n elementos que corresponde a estos r E-ciclos.

Sea P={z € X|r(z) =a(x)} y Q ={z € X|r(z) = B(x)}. Es claro que P
y @ son subconjuntos de X, por lo que PUQ C X.
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Por otro lado, si z € X, como X tiene una particién en r F-ciclos disjuntos
dada por 7, en particular x aparece en un E-ciclo. Por la definicién de F-ciclo,
donde E = {a,(}, el subconjunto donde aparece z y mw(z) estd ordenado de
forma ciclica y donde para pasar de un elemento a otro se usa « o (3, es decir,
para pasar de z a 7(z), ax) = w(z) o B(z) = w(x), es decir, z € PUQ y por
lo tanto X C P U @, concluyendo asi que PUQ = X.

Sea 7= B"'1r y x € Q, entonces

7(z) =7 'n(x) = f71B(z) =2

por lo tanto 7 actia en @) como la identidad.
Sea x € P — @, observemos que P — () es invariante bajo 7, es decir

T(x) e P—Q

ademds 7(z) = y(x).
Sea x € P — @. Veamos primero que 7(x) = y(z) pues

T(x) = B n(2) = B a(z) = (2).

Por otro lado, si

= w(r(z)) BB~ ()

= w(r(zx)) = m(x)

= () = =z

= plr(z) = =z

= () Bx)

= T EQ

lo cual es una contradiccién ya que x € P — @, por lo tanto

7(z) ¢ Q.

Como 7(x) pertenece a un E-ciclo, si

y por definicién 7(z) € P, por lo tanto
T(r) e P—Q

asi, P — (@ es invariante bajo 7 y, como se observé anteriormente, concuerda con
~ en dicho subconjunto. Asi

Tlp-@="71P-q
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y
T |g=1d|g .

Podemos entonces expresar a 7 y a 7y en ciclos disjuntos de la siguiente forma:

Y=DP1Ptq1qs, T =DP1" " Dt,

donde pq, ..., p; son los ciclos que permutan los elementos de P—Q v q1, ..., ¢s
los que permutan los elementos de ). Observamos que dado que son ciclos
disjuntos, o(¥) es el minimo comiin multiplo de o(py -+ -pt) = o(7) vy o(q1 - - - qs)-
De este modo, si o(7) fuera par, o(y) también lo serfa, lo que contradice nuestra
hipétesis. Concluimos entonces que 7 tiene orden impar y por la observacién
1.33, sgn(1) = 1, es decir, T es una permutacién par.
Observemos que
sgn(r) = sgn(8~ ') = sgn(B)sgn(r)
entonces
sgn(f) = sgn(r)

y por la observacion 1.35 se sigue que
l=r (méd 2)
Por otro lado

sgn(r) = sgn(v) = sgn(B~'a) = sgn(B)sgn()
por lo que
sgn(B) = sgn(a)

y por la observacién 1.35
=k (méd 2)

De lo anterior se sigue que
l=r=k (mdd 2)
que es lo que queriamos demostrar. O

Lema 3.18. Sea G un grupo finito y a € G, consideremos la funcién dada en
1.18

a:G—G

como

a(z) = za.
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3.2. E-CICLO

Sia= 18- Bt es la descomposicion en ciclos ajenos no triviales, para cada
x € G existe j € {1,2,...,t} tales que

sop(Bj) = (a).

Entonces las clases laterales izquierdas del subgrupo {(a) estin determinadas por
los ciclos en los que se descompone la permutacion o.

Demostracion. Observemos primero que el soporte de cada 3; es una clase la-
teral de (a).
Sea j € {1,2,...,t} y « € G tal que §j(x) # x entonces

B; = (ac alz) - am(x))

= (:c ra - zam)
y por otro lado z{a) = {z,za,--- ,za™} entonces

sop(B;) = z(a).

Ahora consideremos cualquier clase lateral z(a), como a # e, sabemos que
za # x asl a(z) # x entonces existe un unico j tal que 5;(x) # = y por lo
anterior

sop(B;) = x(a).

es decir, las clases laterales izquierdas de (a) estdn determinadas por los ciclos
en los que se descompone la permutacion a.
O

Antes de dar paso a los siguientes resultados, veamos algunos ejemplos del
lema anterior.

Ejemplo 3.19. Sea G = (t) = {ao, a1, a2,a3,a4,a5} donde o(t) = 6 y a; = t*
con i € {0,1,2,3,4,5}.
Consideremos a = 1% = ay asi (a) = (t*) = {e, t?,t*} = {ag, az, a4} entonces

a(ag) apgas = asg
ala1) = ajaa = ag
alaz) = asas = ay
alaz) = aszas = as
alag) = agas = ag
alas) asas = ai

es decir

Q
I

(ao ar as az as as

>:(Cl0 a9 a4)(a3 as al).
as a3 a4 a5 aog aq
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Por otro lado, consideremos las clases laterales izquierdas de (a)

apla) = {ag,az,a4}
ai{a) = {arap,a1a2,a104} = {a1,a3,as5}

es decir, las clases laterales izquierdas de (a) estan determinadas por lo ciclos
en los que se descompone «.

Ejemplo 3.20. Sea G el grupo de los cuaterniones
G = {15 _17i7 _i7j7 _j7 k, _k}

con a=j, asi
<]> = {j’j27jgaj4} = {j7_17 _ja 1}

entonces

ol) = 1j =]

a(-1) = (-1)j = —j

all) = 1] = k

a(—i) = (=i)j = -k

aj) = ji = -1

a(=j) = (=j)j =1

(k) = ki = —i

a(—k) = (-k)j i

es decir

B 1 -1 i —i 5 —j k -k
a_<j—jk—k—11—ii>

— A -1 -k —i —k )
Por otro lado, si consideramos las clases laterales izquierdas de (j), tenemos
1<]> = {ja_L_jvl}
Z<.]> = {Z]7 _172(_.])72} = {kv _ia_k7i}
es decir, i(j) y 1(j) estdn determinadas por (1 j —1 —j)y(k —i —k 7)
respectivamente.

3.3. Teorema de Rankin

Teorema 3.21. (Rankin, 1948) Sea E = {a,b} un subconjunto de un grupo
finito G. Supongamos que G tiene una particion en r E-ciclos disjuntos. Si
c=ab~ ! tiene orden impar, entonces

r=|G:{(a)| =|G:(b)] (méd 2)
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Demostracion. Sea G = X y x € G, definimos a o y 8 por
a(z) = za

B(xz) =xb

con k y [ los ciclos de o y 8 respectivamente, entonces

y(z) = B a(z) = B (za) = zab™t = zc

es decir
Y(z) = zc

Sea o(y) =t y o(¢) = m, observemos primero que
r=7'(z) = ac

entonces, como v!(x) = x, se tiene que xc' = z por lo que ¢! = id, pero como
o(c) = m, entonces mit.

Por otro lado, tenemos que ¢™ = id, entonces, para toda x € G

asi v™ = id pero o(y) = t, entonces t|m.
De lo anterior se sigue que

Por el lema 3.18, las clases laterales de (a) y de (b) estdn determinadas por
los ciclos de v y B respectivamente, es decir

y por el teorema 3.17
es decir

O

Corolario 3.22. Sea E = {a,b} un subconjunto de un grupo finito G. Supon-
gamos que G tiene una particion en un E-ciclo. Sic = ab~! tiene orden impar,
entonces

1=|G:{(a)] =|G: ()] (méd 2)
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Demostracion. Como consecuencia del teorema 3.21, si 7 = 1, entonces se cum-
ple que
1=|G:{a)] =|G:(b)| (mdd2)

O

En otros trabajos [5], el Teorema de Rankin mencionado anteriormente se
enuncia de la siguiente manera:

Teorema 3.23. Sea G un grupo finito. Supongamos que G es generado por
T = {z,y} y que (x~'y) tiene orden impar. Si G es generado unicursalmente
por T entonces |G : (x)| y |G : (y)| son impares.

Demostracion. Como G es generado unicursalmente por 7', G es un T-ciclo, en

este caso G tiene una particién en r = 1 T-ciclos disjuntos. Haciendo a = 27! y

b=y"!conc=ab"! =21y, sabemos que {ab~') = (x71y) es de orden impar,
asi
G @l=1=G: ()] (mod2)
es decir
G: =126 (Y| (méd 2)

como

(@) = (2)

(y™) =)
entonces |G : (x)| y |G : (y)| son impares. O

Una vez que hemos analizado los resultados anteriores, regresemos al pro-
blema a resolver en este trabajo ;es posible obtener las 5040 permutaciones
en (GS7 usando sélo cadenas simples y cadenas compuestas?, en otras palabras
jexiste una extension en GS7 usando solo cadenas simples y compuestas? Si
consideramos solo los eslabones iniciales tendriamos

5040,/14

cadenas, es decir, tendriamos 360 eslabones iniciales.

Consideremos las permutaciones P = (34675) y B = (247)(365), estas per-
mutaciones generan a Ag, si existiera una extensién en GS7, por la observacién
3.13 P y B generarian a Ag unicursalmente, por lo tanto llegamos a la siguiente
pregunta ;Es Ag generado unicursalmente por T' = {(34675), (247)(365)}?

Teorema 3.24. No existe una extension en GS7.
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Demostracion. Supongamos por contradiccidén que existe una extension en G.S7,
entonces por la observacién 3.13 Ag es generado unicursalmente por el conjunto
T = {(35764), (274)(356)}, entonces por la observacién 3.15 Ag es un T-ciclo.

Sea T = {a,b} donde a = (35764) y b = (274)(356), Ag tiene una particién
en un 7T-ciclo y sea

c=ab™! = (35764)(247)(365) = (23467)
con el orden de ¢ impar, por el teorema 3.21
1=|G:{a)| =|G:({b)| (mdd 2)

por otro lado,
[(a)| = [((35764))| = 5

[(0)| = [((274)(356))| = 3
entonces
|46 : (a)| = |A6|/[(a)| = 360/5 = 72
[Ag : (B)] = | Aql/1(b)] = 360/3 = 120
lo cual nos lleva a una contradiccién pues no se cumple que
1=72=120 (mdd 2)

por lo que T no genera unicursalmente a Ag y por lo tanto no existe una exten-
sion en GS7 usando sélo cadenas simples y compuestas. O
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