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0.1. Introduccion

Los grupos de transformaciones surgen en virtualmente cualquier investigacion de
objetos con simetrias, tales como moléculas en quimica, particulas en fisica y en la geo-
metria de los espacios en matematicas |Tapp, 2016]. De estas, las rotaciones son unas de
las transformaciones mas sencillas de visualizar y comprender, ya que, al experimentar y
observar de forma comun rotaciones en 2D y 3D podemos apelar a la intuiciéon para su
visualizacién y entendimiento. A pesar de esto, las rotaciones en dimensiones diferentes
a 2D y 3D presentan caracteristicas peculiares que se alejan de lo habitual e iluminan
la estructura de estos espacios, a la vez que abren el panorama para explorar nuevos
conceptos y generalizaciones de lo ya conocido.

Comencemos con un ejemplo motivador que nos proporcionara un poco de la forma
cualitativa de los conceptos que se exploraran mas adelante.

Imaginemos un ser unidimensional, que vive en un universo unidimensio-
nal. Claramente, para este ser, el concepto de rotacién no tiene significado.
Este ser probablemente pensaria “So6lo existe delante y detras y no mas!”.
Por lo que, en una hipotética discusiéon con un ser de Planilandia [2D], éste
ultimo probablemente afirmaria “No puedes entender el concepto de rotacion
porque necesitas al menos de dos dimensiones... tu universo es demasiado pe-
queno para ver que en una rotacion se trazan circulos alrededor de un punto!”.
“;Alrededor de un punto dices?...” preguntaria un humano en el universo 3D.
“;Pamplinas! jAl rotar se trazan circulos alrededor de una linea! Vives en un
universo demasiado pequeno para observar que tu punto de rotacién jes solo
la interseccion de tu universo plano con el verdadero eje de rotacién!”

De esta forma, al pasar de un espacio de n dimensiones a uno de dimensiéon
mayor, no sélo son posibles nuevos tipos de movimientos y transformaciones,
sino que también los fenémenos fisicos que se conocian parecen regidos por
nuevas leyes.

Esta corta historia tiene el proposito de advertirnos que, si hemos de pro-
ceder con la siguiente dimension y estudiamos las rotaciones en 4D, debemos
de estar preparados para la verdad, jen espacios de mds dimensiones no tiene
sentido hablar de un eje de rotacion!

ADAPTADO DE [MORTARI| [2000)]

Y si el concepto de eje de rotacion no tiene validez en mas dimensiones, entonces
,como se puede entender esto? ;Existen entidades de mas dimensiones como planos o
hiperplanos sobre los que se realiza la rotacion? ;O se debe de entender a las rotaciones
de una manera totalmente diferente? En este trabajo veremos mas a fondo qué es lo que
sucede con las rotaciones en dimensiones arbitrarias.
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0.2. Justificacion

0.2.1. Teoria de grupos; el lenguaje de la simetria

Las matematicas son, y siempre han sido, una herramienta esencial para la descripcion
y categorizacién del mundo natural. Un instrumento invaluable para encontrar orden en
el aparente caos de los fenémenos naturales, dada la variedad de elementos y transfor-
maciones quimicas, el dinamismo de los fenémenos fisicos y la complejidad de los seres
vivos y sus procesos. Para este fin, la simetria juega un papel fundamental, aclarando el
camino para dilucidar las estructuras subyacentes gracias al siguiente principio general
aludido a Piérre Curie [Castellani y Ismael, [2016]:

“Si las condiciones que determinan un fendémeno poseen ciertas simetrias,
entonces el fenomeno resultante exhibira las mismas simetrias.”

Gracias a este principio, Arquimides fué capaz de concluir a priori que pesos iguales
se equilibran en balanzas con brazos iguales. De igual manera, (y tal vez algo mas impre-
sionante) este mismo principio nos permite descifrar la estructura molecular de un cristal
a partir de su efecto sobre un haz de radiacién en la cristalografia por rayos X [Weyl,
2015].

En su formulacién moderna la simetria es descrita en términos de la llamada teoria
de grupos [Armstrong, [1988|. De esta forma, la simetria no es descrita en términos de
numeros o formas sino operacionalmente en términos de transformaciones: Una transfor-
macién que mantiene invariante alguna propiedad del objeto o espacio sobre el que actia
define una simetria del mismo. En otras palabras, una simetria puede describirse como
“inmunidad al posible cambio” [Ceulemans, [2017].

Esta idea, en las matematicas, es de fundamental importancia para el Erlangen pro-
gramme de Felix Klein, donde los invariantes de las transformaciones en el espacio toman
fundamental importancia y, en cierto modo definen la geometria del espacio de forma que
las diferentes geometrias (euclideana, proyectiva, etc.) se clasifican de acuerdo a estos in-
variantes. Es decir, una geometria se define por las simetrias que admite [Klein, [2008]. Por
otro lado, los principios de simetria y la teoria de grupos en particular, se han aplicado
con gran éxito a diversas ramas de la fisica [Weyl, [1950; Mildred S. Dresselhaus, 2010},
quimica [Dunitz, |1996] y més recientemente en biologia |[Rietman et al. 2011; Derome,
1977|, siendo todavia en la actualidad herramientas que permite realizar nuevos hallazgos
y encontrar nuevas perspectivas [Schmiedt), 2017; |Antoneli y Forger, [2011; Rosen, [2008].

0.2.2. Rotaciones

Las rotaciones destacan entre los grupos de transformaciones de simetria por ser
familiares y facilmente visualizables. Pudiendo entenderse como parte de las simetrias
de la esfera, el concepto de rotacion en 2 y 3 dimensiones es facilmente visualizable,
y podemos dar ejemplos como el movimiento de un trompo, el uso de un compas o el
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movimiento de las manecillas de un reloj. Ademas es familiar el surgimiento de los dias
a partir de la rotaciéon de la Tierra sobre su eje y el paso de los anos por la rotacién
alrededor del Sol. Es también intuitivo el concepto de eje de rotacion y el hecho de que
las rotaciones en el espacio 3D estan intrinsecamente relacionadas con las rotaciones en
el plano.

Por otro lado, los grupos de rotaciones juegan un papel sumamente importante en
aplicaciones en fisica [Weyl, [1950; Ceulemans, 2017], y son un punto de partida impor-
tante para la descripcion de otros importantes grupos de simetrias (los grupos de Lie
clasicos [Savage, [2015]), algunos de los cuales resultan ser generalizaciones de los grupos
de rotaciones a espacios diferentes de R™ [Stillwell, 2008§].

Son de gran importancia las dlgebras de division (complejos, cuaterniones) y las &l-
gebras geométricas de Clifford para la descripcién de las rotaciones ya que permiten
descripciones sencillas tanto conceptualmente como operativamente de las operaciones
del grupo y su accion. Ademads, éstas algebras permiten expresar las transformaciones
en términos de objetos geométricos analogos a los vectores sobre los que éstas operan
[Lounesto, 2001].

Es por esto que se propone realizar un estudio amplio pero necesariamente acotado
sobre los grupos de rotaciones y sus representaciones algebraicas. Cabe mencionar que,
a pesar de que existe una cantidad extensa de informacion al respecto en la literatura,
el enfoque que se toma en este trabajo es poco comun y compila informacién que se
encuentra generalmente dispersa en numerosas fuentes o que se encuentra de forma menos
accesible.

0.3. Objetivos

1. Comprender las caracteristicas que definen a las rotaciones y su lugar entre los
grupos de transformaciones en el espacio.

2. Contrastar y comparar las propiedades y caracteristicas de las rotaciones en espacios
de distintas dimensiones. En especial en los espacios familiares R? y R3; y en R*,
como ejemplo de un espacio no visualizable directamente.

3. Explorar las miltiples representaciones de las rotaciones en términos algebraicos y
comparar los distintos acercamientos (matrices, complejos, cuaterniones, dlgebras

de Clifford).

0.4. Metodologia

Exploraremos el concepto de rotacién en espacios de distintas dimensiones de tal
manera que algunos conceptos toman nuevas perspectivas y otros muestran ser meros
accidentes, como es el caso del concepto de eje de rotacion, que viene a ser puesto en duda
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en favor de una visién diferente [Triolay, |2009; [Mortari, 2000], o el caso de la distincion
entre rotaciones e inversiones del espacio [Gallier, 2011].

También se exploraran los distintos marcos algebraicos en que se pueden entender las
rotaciones. Es decir, como los nimeros complejos representan de forma natural un algebra
para la representacion de isometrias del plano [Needham) |1997] y cémo los cuaterniones,
con un poco mas de trabajo permiten representar las rotaciones en 3 y 4 dimensiones
[Hanson, 2006]. Veremos también cémo las dlgebras geométricas de Clifford extienden y
generalizan naturalmente éste acercamiento algebréico a las rotaciones en dimensiones
arbitrarias de forma que se esclarecen muchas de las relaciones encontradas en los casos
especiales de los cuaternios y los complejos |[Kanatani, [2015], y llegados a este punto,
observaremos la importancia de los grupos Spin(n) que en cierto sentido resultan re-
presentar de forma mds natural a las rotaciones en R™ que los grupos SO(n) [Lounesto,
2001} |Gallier, 2008].

Finalmente, se estudiardan aspectos mas geométricos de las rotaciones, como su re-
lacién con otro tipo de transformaciones ortogonales |Gallier, 2011] y la relacién de los
grupos de rotaciones en diferentes espacios R™ entre si [Lounesto|, 2001; Triola, [2009],
asi como las formas (variedades en R") que toman los grupos de rotaciones (ejemplo:
SO(2) es isomorfo al circulo y SO(3) a la esfera en 4 dimensiones) y c6mo algunos otros
de los grupos de Lie considerados clasicos pueden verse como “rotaciones” en espacios
diferentes a R™.



Parte 1

Marco teorico



Capitulo 1

Estructuras algebraicas

1.1. Teoria de grupos

A continuacién explicamos la idea detras del concepto de grupo, en particular de un
grupo de transformaciones. Se explica primero informalmente para después continuar con
el concepto de manera formal.

En lo subsiguiente nos estaremos refiriendo frecuente a los denominados grupos de
transformaciones [Weyl, [1950]. Estos grupos, como su nombre lo indica, se conforman
de transformaciones que operan sobre elementos de algtin espacio llamados puntos. Cada
transformacion S asigna a cada punto p otro punto p’ = Sp en correspondencia uno a
uno.

Debido a que el conjunto de puntos es mapeado al mismo conjunto de puntos, las
transformaciones pueden aplicarse en sucesion de tal manera que si S : p — p' y T :
p’ — p”, entonces la composicion, denominada T'S se define por T'S : p — p”. Por otro
lado, existe una transformacién especial que asigna a cada punto el mismo punto, es
decir, que mantiene a cada punto invariante; esta transformacion especial I se denomina
la identidad. Finalmente, debido a que las correspondencias son uno a uno, entonces
podemos e 3 S existe una transformacién S—! que revierte los cambios inducidos por S
en el conjunto de puntos, es decir, a toda transformacion le corresponde una inversa que
cancela los efectos de la primera.

Ahora que se han explicado las ideas que llevaron al concepto abstracto de grupo,
podemos dar la definicion formal que usaremos en lo subsecuente:

Definicién 1.1.1. (Grupo)/Geroch, |2015] Un grupo consiste en dos cosas—i) un con-
junto G, y i) una operacion que asigna, dado un par ordenado (g,g') de elementos de
G, un elemento gg' de G denominado el producto de g y ¢’ —sujetas a las siguientes
condiciones:

1. El producto es asociativo. Para cualesquiera tres elementos g,q',g" de G, se cumple
que: g(g'9") = (99')9".



2. FEziste una identidad. Existe un elemento e de G, denominado la identidad con la
siguiente propiedad: para cualquier elemento g de G, eg = ge = g.

3. Existen las inversas. Dado cualquier g € G, existe un elemento g=' de G denomi-
nado la inversa(o) de g tal que: gg~' = g~ lg = e.

Ejemplo 1.1.1. Podemos considerar a las rotaciones en el espacio tridimensional como
todos los posibles dngulos desde los que se puede observar un globo terrdqueo o, equiva-
lentemente, las posibles posiciones en las que se puede dejar sobre una base como en la
figura . Estas forman un grupo, el cual se estudiard con detalle mds adelante pero
podemos auxiliarnos de la experiencia para ir visualizando sus propiedades.

En este grupo, el conjunto son las transformaciones que mueven de posicion al globo
y la operacion de grupo es la composicion de transformaciones. Se puede ver que efecti-
vamente la composicion de rotaciones es otra rotacion, que existe una identidad, que es
no mover el globo y ademds, a cada rotacion le corresponde la rotacion inversa.

Figura 1-1: Grupo de rotaciones

Ejemplo 1.1.2. Otro ejemplo son las simetrias del tridngulo equildtero, es decir, las
transformaciones que lo dejan invariante. En la ﬁgum podemos ver que las reflexio-
nes por los ejes marcados como l, m y n y las rotaciones por 60° y 120° cumplen con
esto, ya que estas transformaciones intercambian los lados del triangulo entre si. En este
caso el conjunto estda formado por dichas transformaciones y la operacion de grupo es la
composicion de transformaciones.

Imagen tomada de https://cdn.shopify.com/s/files/1/0953/4528/products/cassini-white.
jpg?v=1520014377
“Imagen tomada de http://www.counton.org/xplusyfiles/images/library/41. jpg
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Si el producto es conmutativo, el grupo se denomina abe-
liano. Las rotaciones en 3 dimensiones no conmutan, pero
las rotaciones en el plano si, por lo que forman un grupo
abeliano.

En un grupo que sélo tiene un elemento, este elemento
es necesariamente la identidad. A este grupo lo denotamos
por 1 (por 0 si el grupo es conmutativo), y lo denominamos
como el grupo trivial. m”

Ejemplo 1.1.3. El espacio Euclideano de 3 dimensiones R?

(tomado como espacio vectorial, definicion[1.2.1]) es un gru- Figura 1-2: Simetrfas del
po abeliano, donde los vectores forman el conjunto de ele- tridangulo

mentos y la suma de vectores es la operacion de grupo. Se

puede ver que la suma de vectores resulta en un vector (la

suma es conmutativa y asociativa). Ademds, existe un elemento identidad (el vector 0 ),
y cada vector U tiene un elemento inverso, el vector — de tal manera que ¥+ (—7) = 0.

Definicién 1.1.2. (Subgrupo) 2011 Dado un grupo G, un subconjunto no vacio
H de G es un subgrupo de G si se cumple que H es un grupo con el producto heredado.

Esto significa que para todo par de elementos g y h de H, el producto gh se encuentra en
H al igual que sus respectivos elementos inversos.

Ejemplo 1.1.4. Continuando con el ejemplo[1.1.9, las rotaciones junto con la transfor-
macion identidad forman un subgrupo de las simetrias del tridngulo, ya que la composi-
cion de rotaciones es siempre otra rotacion o la identidad. Por otro lado, las reflexiones
mas la identidad no forman un subgrupo ya que al reflejar por dos ejes distintos se obtiene
una rotacion, por lo que el producto de dos reflexiones no se encuentra en las reflexiones
y entonces no es grupo.

Para hablar de subgrupos de un grupo méas grande a veces es conveniente explorar
sus clases laterales.

Definicién 1.1.3. (Clase lateral)[Garling, 2011] Dado un subgrupo H de G, las clases
laterales por la izquierda de H en G son los subconjuntos de G de la forma gH = {gh :
g € G, h € H}. Alternativamente, las clases laterales por la derecha son los subconjuntos
de la forma Hg=1{hg:g € G, h € H}.

Las clases laterales (por la derecha o por la izquierda) de algin grupo H en G parti-
cionan a éste ultimo (en pedazos de tamano H) de tal manera que six € gH yx € ¢'H,
entonces g = ¢'.

Cabe notar que H mismo es la clase lateral eH = He.

Ejemplo 1.1.5. Continuando con los ejemplos[1.1.9 y[1.1.]], tenemos el subgrupo de las
rotaciones en el grupo de las simetrias del tridngulo. La unica clase lateral de este sub-
grupo (distinta del subgrupo mismo) es el conjunto de reflexiones (obtenida al componer
todas las rotaciones con una reflexion cualquiera). Es decir, las clases laterales de las
rotaciones particionan al grupo de las simetrias del triangulo en dos partes iguales.
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Ejemplo 1.1.6. Continuando con el ejemplo en el espacio vectorial R3, los sub-
grupos son los subespacios (lineas y planos por el origen) y sus clases laterales constan
del desplazamiento de dichos subespacios por algin vector, efectivamente particionando
el espacio en planos o lineas paralelas.

Definicién 1.1.4. (Subgrupos normales, grupo cociente) [Armstrong, 1988] Un subgrupo
H de G es normal en G si en el conjunto de sus clases laterales se puede formar el
producto (¢H)(g'H) = (g9¢')H de forma que se obtiene un grupo. Este grupo formado por
las clases laterales se denomina el grupo cociente de H en G, denotado por G/H.

Definiciones equivalentes son: H es normal si y sélo si gH = Hg para todo g € G (lo
que significa que todos los subgrupos de grupos abelianos son normales); y H es normal
siysélosi gHg™' = H.

La denominacion de grupo cociente y la notacién G/H es apropiada debido a que
efectivamente se “divide el grupo G en pedazos de tamafnio H, donde estos pedazos tienen
un producto y con este producto forman un grupo”.

Notamos que, si H es normal en GG, entonces el mismo H es el elemento identidad en
G/H. De esta forma, intuitivamente, el grupo cociente es el grupo resultante de “forzar

a los elementos de H a ser iguales a la identidad y propagar esto, de forma consistente,
sobre G |Geroch, [2015].

Ejemplo 1.1.7. Para un grupo G, podemos definir el grupo de conmutadores C' como
el grupo formado por los elementos de la forma ghg=*h™ para todos los g y h en G.
Se puede demostrar que este es un subgrupo normal. Intuitivamente sus elementos son
aquellos términos que “impiden que el producto en G sea conmutativo al no ser iguales
a la identidad” El grupo cociente G/C que resulta de “forzar estos elementos a ser la
identidad” es entonces conmutativo [Geroch, |2015].

Cabe nombrar un grupo que nos estaremos encontrando constantemente, el grupo
ciclico Zy. Este grupo consta de los elementos {+1,—1} donde la operacién de grupo es
la multiplicacién usual de ntimeros.

Ejemplo 1.1.8. Continuando con los ejemplos|1.1.2,|1.1.4|y|1.1.5, las rotaciones forman
un subgrupo mormal en las simetrias del tridangulo, y el grupo cociente consta de las dos
clases laterales: rotaciones y reflexiones. Si identificamos a las rotaciones con el entero
+1 y a las reflexziones con —1, el grupo resultante es idéntico al grupo Zsy (son isomorfos,

como en el ejemplo|1.1.11).

Ejemplo 1.1.9. Continuando con los ejemplos y en el espacio vectorial R?,
al ser un grupo abeliano (la suma de vectores es una operacion conmutativa), todos los
subgrupos son normales (es decir, todas las lineas y planos por el origen son subgrupos
normales) por lo que sus clases laterales (copias paralelas) forman un grupo y entonces
podemos definir la suma o resta de lineas y planos paralelos.
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Definicién 1.1.5. (Producto directo de grupos)|{Garling, 2011 Dados dos grupos G y H.
Podemos definir un nuevo grupo, el producto directo de Gy H, G x H, como el conjunto
de todos los pares (g, h) tales que g € G y h € H con el siguiente producto:

(9, h)(g", W) = (99, ).
donde g, € G y h,h € H.

Para comparar grupos y hablar de correspondencia entre elementos de distintos gru-
pos, se tendra que hablar sobre mapeos entre estos. En particular, mapeos que preserven
las caracteristicas de los grupos.

1.1.1. Morfismos entre grupos

Definicién 1.1.6. (Homomorfismo de grupos){Geroch, 2015] Sean G y H grupos. Un ho-
momorfismo (morfismo de grupos) de G a H es una funcion ¢ del conjunto G al conjunto
H tal que, para cualesquiera dos elementos, g y g’ de G,

v(99) = v(g9)elg)-
En otras palabras, dados dos elementos de (G, se obtiene el mismo elemento de H si:

1. Se toma primero el producto de estos elementos y se envia el resultado (a traves de
¢)a H, o;

2. Primero se envia estos elementos a H, por ¢, y ahi se toma el producto.

Se sigue de esto que si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos, ¢(e) = e (en
esta ecuacion, la e a la izquierda es la identidad en G; a la derecha es la identidad en
H)y ¢(g7") = p(g)~" para cualquier g € G. La estructura de los grupos viene dada
en términos de los productos de sus elementos, sus inversas y la identidad; entonces, lo
anterior significa que un homomorfismo entre grupos es un mapeo que preserva, en el
sentido mas estricto toda la estructura disponible.

Definicién 1.1.7. (Kernel de un homomorfismo) Dado un homomorfismo de grupos
¢ : G — H, el kernel del homomorfismo ker(p) es el conjunto de los elementos en G que
son enviados, por ¢ al elemento identidad en H, es decir,

ker(p) = 7' (e) = {g € G : p(g) = e}.
El kernel es un grupo normal en G, ya que para cualquier k en el kernel y g en G,

w(gkg™") = w(9)e(k)e(g™) = e(g)ep(g) ™ = w(g)e(g) ' =e

y ya que k fué arbitrario, se sigue inmediatamente que gker(yp)g~! = ker(y) por lo que
es normal.



Ejemplo 1.1.10. Las transformaciones lineales invertibles en R® (aquellas que envian
lineas y planos por el origen a lineas y planos por el origen) forman un grupo con la ope-
racion de composicion, denotado por GL(3). A su vez, los reales distintos de 0 forman
un grupo con la operacion de multiplicacion, denotado por R*. Eziste un homomorfismo
caracteristico entre estos dos grupos, el determinante det : GL(3) — R* que mide qué
tanto se expande o contrae el volimen de los objetos al aplicar la transformacion y, a su
vez, detecta si la orientacion del espacio cambia como resultado [Rowland|. Es homomor-
fismo ya que, si f y g son transformaciones de GL(3), entonces det(fog) = det(f) det(g)
y su kernel consiste en las transformaciones con determinante unitario (preservan el vo-
lumen y la orientacion). La particion que inducen las clases laterales del kernel sobre
GL(3) nos serd especialmente 1util para diferenciar las transformaciones que invierten la
orientacion (reflexiones) de las que la preservan (rotaciones).

Lo siguiente nos permitira expresar propiedades importantes de los grupos y los ho-
momorfismos entre ellos por medio de diagramas.

Definicién 1.1.8. (Secuencia exacta de grupos)|{Garling, |2011] Sean Gy, G1,Gs,. .., G
grupos y sean f; : G; = G4 (0 < j < k) homomorfismos entre ellos. Entonces el

diagrama:

IR LTI NN e

es una secuencia exacta si el kernel de cada homomorfismo es la imagen del inmediato
anterior:

ker(f;) = fi1(Giz1)

Ejemplo 1.1.11. Para comprender esta definicion, conviene considerar casos simples
donde la secuencia inicia o termina con el grupo trivial (denotado por 1):

1. La secuencia 1 — A L3 B es exacta, de acuerdo a la definicion si y solo si
ker(f) = 14; es decir, si y solo si f es injectiva o 1-a-1. En este caso denotamos

A0 B

2. De forma dual, la secuencia B - C = 1 es exacta, de acuerdo a la definicion
si y sdlo si ker(e)[= e 1(1) = C] = g(B), es decir que la imagen de B sobre g es

todo C, que significa que g es sobreyectiva. En este caso denotamos B 2.

3. Por lo anterior, la secuencia 1 — F 2+ G — 1 es exacta si y sélo si p es a la
vez injectiva y sobreyectiva, es decir, bijectiva. Decimos que p es un isomorfismo y

©
denotamos F = G o simplemente F' = G.

Son de gran importancia las denominadas secuencias exactas cortas, las cuales son de
la forma
1—F-L 645 1



Como vimos anteriormente, esto implica que f es injectiva y g es sobreyectiva y la
imagen de f es el kernel de g. Es de ayuda pensar en F' como un subgrupo de G, con
f siendo la funcién de inclusién; y en H como el correspondiente objeto cociente G/F
induciéndose un isomorfismo

g
H=G/F.
Un tipo de secuencia exacta que estaremos observando recurrentemente es la siguiente:
1—7Zy G5 H—1

donde Z, es el grupo con dos elementos. Esto implica que existe un isomorfismo
©
H = G/7Z,,

es decir, a cada elemento de H le corresponde una imagen inversa por ¢ compuesta por
dos elementos, una clase lateral de ¢(Z3) en G. En otras palabras, ¢ es una cubierta doble
de G sobre H.

Un homomorfismo ¢ : G — H particiona a G en clases laterales del kernel de la
transformaciéon de tal manera que cada clase lateral se mapea a un elemento distinto
de H, esto se puede ver por lo siguiente. Si g € Gy k € ker(p), entonces p(kg) =
w(k)p(g) = ¢(g). Esto nos lleva directamente al siguiente resultado fundamental de la
teoria de grupos:

Teorema 1.1.1. (Teorema fundamental del isomorfismo para grupos.) [Armstrong, |1988;
Gerochl, |2015; |Stillwell, |2008] Sea ¢ : G — H homomorfismo de grupos, entonces los
grupos G/ ker(p) y ¢(G) son isomorfos.

1.2. Espacios vectoriales

Definicién 1.2.1. (Espacio vectorial)[Geroch, |2015] Un espacio vectorial real consiste
en tres cosas—i) un conjunto V- (cuyos elementos se llaman vectores), i) una operacion
(suma de vetcores) que asigna, dados vectores v y v', un tercero (representado por v+ v’
denominado la suma de v y V'), y i) una operacion (producto por escalar) que asigna,
dado un vector v y un nimero real a (denominados escalares), un vector (escrito como
av )—sujetas a las siguientes condiciones:

Sean a y a' numeros reales y v un vector,

1. El conjunto V' es un grupo abeliano con la suma. Denotamos a la identidad por O
(notese que es diferente del nimero real 0), y denotamos al inverso de v como —v.
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2. El producto por escalar es distributivo:

(a+ad)v=av+adv

a(v+v') =av+ av,

3. a(a'v) = (ad)v, y
4. lv=w.

Si se reemplaza “real” en la definicién por “complejo”, obtenemos la definicién de
espacio vectorial complejo. (En general se puede remplazar por cualquier otro “campo
escalar”, pero esto sera suficiente para este trabajo).

Hemos visto ya en los grupos un ejemplo de mapeos que preservan la estructura. En
los espacios vectoriales existe una definiciéon equivalente:

Definiciéon 1.2.2. (Funcion lineal) Sean V' y W espacios vectoriales (ambos reales o
complejos). Una funcion ¢ del conjunto V' al conjunto W es una funcién lineal si, para
cualesquiera vectores v y v', y cualquier nimero a se cumple que:

P(v+av') = p(v) + ap(v')

Notemos que una funciéon lineal ¢ preserva la estructura de los espacios en el sentido
en que i) ¢ es un homomorfismo de los grupos subyacentes (¢(v + v') = ¢(v) + ¢(v')) y
ii) ¢ preserva la multiplicacién por escalar (¢(av) = a¢(v)); siendo estas dos cosas las
que determinan la estructura de los espacios vectoriales.

Ejemplos de espacios vectoriales son los espacios R" que ademas presentan una es-
tructura adicional, la métrica que define una nueva operaciéon R™ x R” — R:

Definicién 1.2.3. (Producto interno)/Kanatani, 2015] Un producto interno o producto
escalar (mo sea confundido con el producto por escalar) es una funcion:

R" x R" — R
(v,0") — (v, ")
con las siguientes propiedades:
Para u, v y w vectores y a un escalar,
1. Positividad. (v,v) >0 con igualdad si y sélo si v = 0.
2. Simetria. (u,v) = (v,u).
3. Linealidad. (u, (v + aw)) = (u,v) + a (u, w).

En base a esta nueva operacion se define la norma de un vector v en R™ como la
funcién definida por

v = || =4/ (v,v)
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Sea e; una base de R™. Entonces si se define

<€'el>_{0; (]
(20 VA . .
L, =y,

el producto de los vectores u = (u;) y v = (v;) en R™ queda de la siguiente manera:

n
vy = > wv; =u'v.
i=1

[Kanatani, 2015]
Por otro lado, teniendo una norma, el producto de vectores u y v se puede definir
univocamente |Garling, 2011] gracias a

lu —v* = (u—v,u—v)

= (u,u) + (v,0) = 2 (u,v)

= [ul* + [v]* — 2 (u,v).

Por lo que
Jul? + vf* — |u —vP?
(u,v) = : (1-1)
2
Y cabe destacar que aunque ambos argumentos se encuentran presentes en términos
no lineales, la expresion resultante es lineal en ambos argumentos.

1.3. Algebra asociativa

Definicién 1.3.1. (Algebra asociativa)[Geroch, |2015] Un dlgebra asociativa consiste en
2 cosas—i) un espacio vectorial V' y ii) una regla que asigna, dados los vectores v yv', un
vector (escrito vv' y llamado el producto de v y v’ )—sujetas a las siguientes condiciones:

Sean u, v y w vectores; sea a escalar,

1. El producto es lineal en cada factor.
(u+ av)w = vw + avw

Ys
u(v 4+ aw) = uv + auw

2. El producto es asociativo.
(uv)w = u(vw)
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En lo subsiguiente nos referiremos a las dlgebras asociativas simplemente como alge-
bras, a menos que se especifique lo contrario.

Definicién 1.3.2. (Subdlgebra) Dada un dlgebra A, una subdlgebra es un subconjunto de
elementos de A que forman a su vez un dlgebra con las operaciones de A.
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Capitulo 2

Numeros complejos y cuaterniones

2.1. Los nimeros complejos C

Los nimeros complejos pueden definirse de varias maneras: como el algebra que surge
al agregar una raiz cuadrada de —1, denominada la unidad imaginaria i, a los niimeros
reales, extendiendo las operaciones de suma y producto de forma natural |[Lounesto,
2001]; o bien, otra forma, de las mas simples, es tomar a los niimeros complejos como el
conjunto de elementos de la forma a + ib donde a,b € R e i2 = —1 con las operaciones
definidas apropiadamente [Silverman, |1984]. Una forma, de donde surgen naturalmente
las operaciones y sus propiedades consiste en definir las matrices:

Lot 0) (0 -1
“lo1)""\1 o)

Luego, los complejos se definen como el conjunto de matrices {al + bi : a,b € R};
nétese que i2 = —1 y que estas matrices forman una subédlgebra de las matrices invertibles
de 2 x 2 [Savage, 2015].

En este trabajo optamos por definir a los complejos como un algebra real sobre el
espacio vectorial R?, para enfatizar su geometria:

Definicién 2.1.1. (Nameros complejos)[Jerrold E. Marsden, |1999] Los nimeros com-
plejos, denotados C, son el dlgebra que surge de tomar el espacio vectorial R? junto con
la operacion de multiplicacion definida por:

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Para manipulaciones algebraicas es conveniente introducir la notacién familiar no-
tando que los elementos (z,0) del conjunto R x {0} C C junto con las operaciones de
suma y producto se comportan indistinguiblemente de los ntimeros reales. Por ello, es
posible identificar al par ordenado (z,0) con el real x. Si ademés introducimos i = (0, 1),
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entonces para cualquier z € C:

z=(z,y)
= (2,0)+(0,y)
= (z,0) +y(0,1) = z + yi
=(z,0)+ (0,1)y = = +1iy.

De esta forma, cualquier nimero complejo puede ser representado univocamente como
una suma a + ib con a,b € R [Titu Andreescu, [2014]. Introducimos también 1 = (1,0)
para cuando sea conveniente distinguir el real = del complejo x = (x,0) = 1z, esta
notacion sera conveniente también para cuando pasemos a algebras de més dimensiones.

Con esta notacién, y notando que i> = —1, la (extrafia) férmula del producto de dos
complejos es facil de motivar y recordar:

(a,b)(c,d) = (a +1ib)(c + id)

ac ~+ aid + ibc + ibid
ac + iad + ibe + i%bd
= (ac — bd) + i(ad + bc).

La norma de un ntiimero complejo z = (z,y) = x + iy deriva de la norma en R? por
lo que |z]? = 22 + y*. Notemos que esta norma cumple que |z;23| = |21]|22| para todos
los 21, 25 € C. Podemos ademas introducir, dado un complejo z = a + ib, su conjugado
Z =a —ib tal que 2z = 1]z|> = |z|%.

2.1.1. Los complejos unitarios; el grupo C;

Los complejos con norma 1 se denominan unitarios.

Sea u un complejo unitario. La ecuacién |ul*> = 22 + y? = 1 implica que existe un 6
(=tan~!(y/x)) tal que x = cosf y y = sen @ por lo que

u=cosf +isent

Lo cual hace evidente el hecho de que u es un punto en el circulo unitario. Por otro lado,
dada la funcién exponencial e* = 3, ‘:1—7,1 y el hecho de que, i> = —1, entonces por la

14



expansién en series de Taylor de sen y cos [Girard, 2007]:

62 0 6 6 6 6

. 0 62 @ et e 6

I TR TR T TR TR T
et 39 (0)*  (19)* | (i) | (i6)°
*1+1!+2! 3!+4!+5!+6!'"
= e

Por esto podemos afirmar que,

Lema 2.1.1. Todo complejo unitario u se puede expresar como

uw=cosf +isenf = v,

Ademds, si z es un complejo arbitrario, entonces se puede expresar de la siguiente manera:
z = |2|(cos§ + isen ) = |z|e?.

para algin 0 € R.

Demostracion. Ya hemos mostrado la primera parte. Para la segunda, tomemos u = é

= % = 1, por lo que existe # tal que u = cosf +

2z
||

Este u es unitario, ya que |u| =
isenf = ei’. De esto sigue que:

z=|z|lu = |z|(cos§ +isen @) = |z|e".

Los complejos unitarios, como veremos mas adelante, son el ejemplo méas sencillo de
un algebra generadora de rotaciones. Como tal, se cumple lo siguiente:

Lema 2.1.2. Los complejos unitarios con el producto forman un grupo.

Demostracion. Recordemos que para que sea un grupo, el producto de dos complejos
unitarios debe ser también un complejo unitario. Esto se cumple debido a que |z125] =
|z1]|21] para todos los z1, 22 € C vy, en particular, |uv| = |u||v| = 1 si w y v son unitarios.
Ademas, existe una identidad para el producto, (1,0) =1 =1, ya que 1z = 21 = z para
todo z € C. Finalmente, dado un complejo unitario u, sabemos que ui = uu = 1jul? =
1 =1, por lo que podemos definir una inversa u=! = a. [

Denotamos el grupo de los complejos unitarios por C;. Cabe notar que, al ser C;
{(a,b) : a® + b* = 1}, este grupo es isomorfo al circulo S'. Esto quiere decir que los
complejos unitarios le confieren estructura de grupo al circulo unitario (la esfera en
2 dimensiones). Mas adelante, con los cuaterniones veremos otro ejemplo de cémo los
elementos unitarios de un algebra le confieren estructura a una esfera unitaria.
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2.2. Los cuaterniones H

El 4lgebra de los complejos es una poderosa herramienta para resolver problemas en
fisica, ingenierfa, geometria, cdlculo y dlgebra [Needham, 1997]. Debido a su naturaleza 2
dimensional, se han intentado encontrar formas de generalizar sus propiedades a espacios
con mas dimensiones. Una de esas generalizaciones son los cuaterniones, descubiertos
por Sir William Rowan Hamilton en 1843 buscando una extension a los vectores del
espacio tridimensional de las propiedades geométricas del producto y su relaciéon con las
rotaciones [Hanson, 2006]. Como se describe en |Dixon| [2011], los cuaterniones fueron:

Descubiertos por el matematico Hamilton, quien traté en vano de con-
vencer a un frio e indiferente mundo que su algebra era mas natural que los
vectores para expresar la fisica en el espacio Euclideano en 3 dimensiones.
Los cuaterniones nunca perdieron total relevancia, a pesar de la victoria de
los vectores [...]| ya que su uso en este contexto 3 dimenional es vastamente
superior a la alternativa vectorial.

Aligual que con los complejos, los cuaterniones pueden definirse de diferentes maneras
que resaltan sus diferentes propiedades. Pero podemos decir, a forma de introduccién que
los cuaterniones extienden al algebra de los niimeros complejos agregando dos unidades
imaginarias més (ademaés de i): j y k, junto con sus reglas de multiplicacién [Triolal, [2009)].

Para resaltar la naturaleza geométrica de los cuaterniones, y para ser consistentes
con la forma en que se definieron los complejos, daremos una definicién formal de los
cuaternios como un &lgebra en R*. En preparacion, sean

1 =(1,0,0,0),
i=(0,1,0,0),
j=(0,0,1,0),

= )

k=(0,0,0,1).

Notamos que éstos elementos forman una base de R*. Ahora, definimos un producto
asociativo sobre estos elementos definiendo al elemento 1 como la identidad, es decir:

la=al = aVa € {1,i,j,k},
y ademds [Lounesto, 2001]:
i?=j2=k*=ijk = —1.
Finalmente, completamos al producto por distributividad (por ambos lados):

a(b+ Ac) = ab+ Aac,
(a + Ab)c = ac + \be
Va,b,c € {1,i,j,k}; A€ R
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Lo anterior define completamente productos arbitrarios de elementos de {1,1i,j,k}
(por ejemplo, ij = (ij)1 = (ij)(—k?) = —(ijk)k = k). Ahora que hemos definido el pro-
ducto para los elementos de la base, podemos aprovechar la distributividad para expandir
el producto a los demés elementos de R*, con lo que se obtiene un algebra [Szekeres,
2004][Gallier} 2008].

Definicién 2.2.1. (Cuaterniones)[Savage, 2015].
Los cuaterniones, denotados H, son el dlgebra que surge de tomar el espacio vectorial
R* con el producto que acabamos de definir.

De esta forma, un cuaternion general puede expresarse como ¢ = a + bi + ¢j +
dk; a,b,c,d € R (de forma similar a los nimeros complejos, podemos identificar a los
cuaterniones de la forma al con el real a y omitimos escribir explicitamente el cuaternién
base 1). De lo anterior sigue que, dados los cuaterniones p y g,

pq =(po, p1, P2, 03)(q0, 41, 42, G3)
=(po + pui + paj + p3k)(qo + qui + q2j + g3k)
=(pogo — Pr1q1 — P2g2 — P3q3)
+ (Poq1 + qop1 + P2q3 — p3q2)i
+ (Poq2 + qop2 + P31 — P1G3)]
+ (Pogs + qops + P12 — P2q1 )k

Poqo — P141 — P292 — P393
Poq1 + qop1 + P2gs — P3q2
Poq2 + qop2 + P3q1 — D193

093 + qoP3 + P1q2 — P2q1

Para fines précticos, sea ¥ = (vq,v9,v3) un elemento de R3. Denotamos por (vg, v) al
elemento (vg, v1,v2,v3) de H. Esto relaciona el producto de los cuaterniones p = (pg, p) y
q = (qo,q) a los productos familiares en R?; el producto escalar o producto interno (no
sea confundido con el producto por escalar),

(0, @) = (P11 + p2ga + P3g3)
y el producto vectorial, (donde ;, Iy K son los vectores de la base canénica de R3.
7 v

P X §=(p2q3 — p3q2)i+ (P3sqn — p1g3)j + (P1g2 — P21k

De esta forma, el producto de cuaterniones queda como sigue [Hanson, 2006]:

g = (po,P)(q0, )
= (pogo — (P, @) » PoG+ QP+ P % q) (2-1)

Al igual que los complejos, los cuaterniones también tienen una representacion en
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términos de matrices, la cual serd conveniente estudiar para nuestros propoésitos. En lo
subsiguiente, expresamos la unidad imaginaria de los complejos como ¢, reservando i para
referirnos al cuaternién (0, 1,0, 0).

Lema 2.2.1. [Savage, |2015] Definimos las siquientes matrices complejas 2 X 2 :

G () Y)

El dlgebra de los cuaterniones es isomorfa al dlgebra de las matrices:

H:{ai—i—bi%—cj—l—df{:a,b,c,dER}
_Jfa+di —b—ci)
_{<b—cz' a—di)'a’b’c’dER}

SE

Demostracién. Sea ¢ : H — H una funcién lineal tal que

p(1) =1, p(i) =1, p(j) =], pk) =k

Este conjunto de matrices es una subalgebra de las matrices complejas invertibles de
2 x 2. Basta con demostrar que las reglas de multiplicacion se cumplen para las imagenes
de los elementos de la base {1,1,j,k}, y efectivamente se verifica:

1. 1 es la identidad en H. .
la=al=aVacH,

2. Efectivamente se preserva el producto de los deméas elementos de la base:
=P =k*=ik=-1.
Por lo que ¢ es isomorfismo. |

Esta representacion nos servirda para definir y demostrar algunas propiedades de los
cuaterniones. En adelante denotaremos a la imagen de este isomorfismo con una tilde tal
que ¢ : q— §=qol + @i + g2 + gsk.

Esta representacion matricial extiende la representacion matricial de los complejos en
el sentido de que al + bi es idéntica a la representacién matricial del complejo a + ib.

Ahora definimos algunas operaciones en cuaterniones:

Definicién 2.2.2. (Operaciones en cuaterniones) [Stillwell, |2008] Dado cualquier cua-
ternion q = a + bi + cj + dk,
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1. La norma de q es el nimero real positivo |q| tal que: |q|* = a* +0* +  + d? = det .

Notamos que, para p,q € H, |pq|* = det(pg) = (det p)(det §) = |p|*|q|* v entonces
lpal = [pllal-

2. El conjugado de q es el cuaternion ¢ = a—bi—cj—dk. En representacion matricial,
la conjugacion equivale a tomar la matriz adjunta ¢ = §'.

De esto se sigue que (pq) = (pg)" = ¢'p" = qp.

Se puede notar que q@ = qq = 1|q|?, de lo que se sigue que si |q| # 0, podemos
definir;

1

Y'=q/lq* que cumple qq7' =

3. La inversa multiplicativa de q como el cuaternion q~
-1
g qg=1.

2.2.1. Los subespacios 1R e iR + jR + kR de H

Los cuaterniones puros (imaginarios) son aquellos de la forma:
p=(0,p)=bi+cj+dk: bc,deR

Estos forman un subespacio vectorial iR + jR + kR de dimensién 3 con base {i,j, k}
(isomorfo a R? por p — p'= (b, ¢, d)). El complemento ortogonal a este subespacio es 1R,
los cuaterniones de la forma al : a € R denominados los cuaterniones reales.

Al ser un espacio vectorial, es claro que la suma de dos cuaterniones puros es a su
vez un cuaternion puro, pero esto no es generalmente cierto para productos. De hecho,
sip=pii+paj+pskyq=qi+ qj+ gk, entonces:

pq = — (P1q1 + P2ga + P3qs)
+ (p2g3 — p3g2)i+ (P31 — 11G3)j + (P1g2 — P2qa )k
=(—=(.q), P> Q). (2-2)

Lo que implica que pq se encuentra en iR + jR + kR si y sélo si (p,q) = 0, es decir,
si p’ es ortogonal a ¢, y en este caso pqg = —qp. Por otro lado, también implica que pq
es (cuaternién) real si y sélo si p'x ¢ =0, esto es, si 7 y ¢ son colineales, y en este caso
pq = qp |[Kanatani, [2015]. En particular, si p € iR + jR + kR:

P’ =—|p|’1 (2-3)

y p = —p [Stillwell, 2008].
Por otro lado, si p y ¢ son cuaterniones puros, entonces podemos definir el producto
interno y el producto vectorial a partir de la simetrizacién y la antisimetrizacion del
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producto de la siguiente forma:

(p,q) = —;(qurqp) =1(p,q) (2-4)
pxqzi(pq—qp) = (0,p'x q). (2-5)

Esta similaridad de los cuaterniones puros al espacio R?® y a sus operaciones es la
razoén principal por la cual se consideran de suma utilidad como alternativa al manejo de
vectores y sus operaciones en R3. Ahora conviene explorar este isomorfismo al que ahora
denotaremos por

Y iR 4+ jR + kR — R?
(0,p) — P (2-6)

. Gracias a este isomorfismo, dada una transformacién ® en R3, existe una transformacién
inducida ®* en iR + jR 4 kR definida por

P*=Y""'o®o¥:iR +jR + kR — iR + jR + kR

y, a su vez, toda transformacién ¥ en iR + jR + kR induce una transformacién ¥, en R?
definida por

U, =YoVoX ': R —R? (2-7)

[John Baez, 1994].

Esto tltimo nos sera de gran utilidad al expresar las rotaciones en R? en términos de
operaciones con cuaterniones.

Podemos ver que el producto interno y el producto vectorial entre cuaterniones puros
que definimos en las ecuaciones y equivalen a los respectivos productos entre
vectores de R? gracias a este isomorfismo.

2.3. Los cuaterniones unitarios; el grupo H;

A los cuaterniones con norma 1 se denominan unitarios. Si p y ¢ son unitarios, entonces
Ipg| = |pllg| = 1, de donde sigue que el producto de dos cuaterniones unitarios es un
cuaterniéon unitario, pero no sélo se cumple esto, sino que ademas:

Lema 2.3.1. Los cuaterniones unitarios con el producto forman un grupo.

Demostracion. Por definicion, el producto de cuaterniones es asociativo y existe una
identidad 1. Sélo se requiere demostrar que:

1. El producto es cerrado. Como ya se vid, si p y ¢ son unitarios, pq lo es también.
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2. Contiene los inversos Dado cualquier cuaterniéon unitario ¢, su elemento inverso es
también unitario ya que ¢ ' =gy |g| = |¢| = 1.

Denotaremos de ahora en adelante al grupo de los cuaterniones unitarios como H.

2.3.1. La geometria de los cuaterniones unitarios: H; = S?

Como ya vimos, los cuaterniones como espacio vectorial provienen de R*, es decir,
como espacio métrico:

H 2 (21,25, 73,24) : ; € R} 2R
Los cuaterniones unitarios se sitiian dentro de estos, de forma que:
IHI12{(1: q € R, |q|:1}283

Donde S? es la (superficie 3-dimensional de la) esfera unitaria en 4 dimensiones; en otras
palabras, los cuaterniones unitarios le dan una estructura de grupo a la esfera unitaria.
Como veremos mas adelante, este grupo se relaciona también con el grupo de rotaciones
en 3 dimensiones.

Podemos adelantar un poco esta relacién estudiando la representacién de rotor de los
cuaterniones unitarios.

2.3.2. H; y las rotaciones en R3: primer acercamiento

Sea ¢ un cuaternion unitario. Entonces:

qg=a+bi+cj+dk
:a—|-p
= (a,p)

Donde p € iR+ jR+kR es un cuaternién puro, y |p|? = b?+c*+d?. El hecho de que ¢
sea unitario implica que |q|? = a®> +b?+c?*+d* = a®>+ |p|* = 1. Esta ecuacién implica que
existe un 6 € R tal que a = senf y |p| = cosf. Finalmente sea u = p/|p| € iR+jR+kR.
Por todo lo anterior, g (por definicién, un elemento arbitrario de Hj ) se puede representar
de la siguiente manera:

q =senf +ucosf

Donde u es un cuaternién unitario puro, es decir, puede representarse en R? como un
vector unitario u. Esta representacién es parecida a la de un complejo unitario cualquiera
e = senf+icosf, el cual con el producto de niimeros complejos representa una rotaciéon
del plano por un dngulo # (seccién [4.1.1)). De hecho, dada la funcién exponencial e* =
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>on C:TT y el hecho de que, al igual que 7, u? = —1 (ecuaciéon , entonces por la expansion
en series de sen y cos (de forma idéntica a los complejos unitarios) [Girard, 2007]:

62 o0+ 0" 6 6 o
cos@—i—usenQ:(1—54—1—a—i-...)—i-u(ﬂ—g—i-g—...)
O N
0)! 0)? )3 0)* 0)° N
i) | (wf)f | (w0 (w0) | (w0) | (w)®

1! 2! 3! 4l 5! 6!

Mas adelante veremos que esta semejanza va mas alla de la mera apariencia, dado
que e’ = cosf + usen f realmente representa una rotaciéon en R?® por el eje U, aunque
por un angulo 6/2 [Stillwell, 2008]. Pero primero necesitamos definir con mayor preci-
sion los términos que se manejaran. En particular, necesitamos formalizar qué es lo que

entendemos como rotacion.
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Parte 11

La estructura de las rotaciones

23



Capitulo 3

Isometrias y movimientos rigidos

3.1. Isometrias; los grupos O(n)

Para el estudio de las rotaciones y su estructura, se requiere proceder al estudio de
las transformaciones rigidas del espacio, es decir, las transformaciones que mantienen las
distancias entre puntos:

Definicién 3.1.1. (Isometria){Triold, 2009] Una funcion f : R™ — R™ es una isometria
si, para cualesquiera dos vectores v y v, se cumple

[f(0) = f(@)] = v —2'].
Es decir, si f preserva la distancia entre puntos en R™.

Nos interesa también, para considerar los movimientos rigidos, definir las transforma-
ciones que mantienen los dngulos entre vectores.

Definicién 3.1.2. (Transformacion ortogonal) [Triola, 2009] Una funcion lineal f :
R™ — R™ es una transformacion ortogonal si preserva el producto interno entre vectores:

(f(u), f(v)) = (u,v) Yu,v € R™

Debido a que el angulo entre los vectores u y v de R™ esta definido en términos del
producto interno por
(u, v)

)
|ul[v] \/(u,u>1/<v,v>’

entonces las transformaciones ortogonales fijan los angulos entre vectores. Ademés de
esto, las transformaciones ortogonales fijan distancias entre vectores, como se demuestra
en el siguiente:

cosf =

Lema 3.1.1. Toda transformacion ortogonal es una isometria que fija el origen y man-
tiane invariante la norma de los vectores. Ademds, toda isometria que es también funcion
lineal es transformacion ortogonal.
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Demostracion. Sea [ una transformaciéon ortogonal.

Debido a que la norma de vectores estd definida en términos del producto interno
(Jv]* = (v,v); v € R"), entonces f fija la norma, y en particular, ya que f es lineal,
f(0) =o0.

Ademas, sean u y v vectores, la distancia entre ellos es:

v —ul =|f(v—u)| =[f(v) = f(u)]

Por lo que f es isometria.

Por el otro lado, sea g una isometria lineal. Entonces, g preserva distancias, y entonces,
dado que el producto interno puede expresarse en funciéon de la norma por la ecuacién
-1y que g a su vez es lineal, entonces g preserva el producto interno y entonces es
ortogonal. [ |

Por lo anterior, las transformaciones ortogonales comprenden el mejor acercamiento
a los movimientos rigidos que se buscaban. Se puede pensar en movimientos rigidos que
involucren mover el origen; estas transformaciones, parte de las llamadas transfomaciones
afines, no se estudiaran en el presente trabajo debido a que no es necesario su tratamiento
al estudiar rotaciones s6lamente.

Al ser lineales, toda transformacién ortogonal en R™ tiene una representaciéon como
matriz de n x n. Estas matrices son faciles de identificar gracias al siguiente lema:

Lema 3.1.2. La matriz A de n X n representa una transformacion ortogonal en R™ si y
solo si AAT =1 ydet A = 41, donde 1 es la matriz identidad de n x n.

Demostracion. Sean v y v' vectores en R™. Ya que v — Av es transformacién ortogonal,
se cumple en particular que (Av, Av') = (v,v'). Ademads, notemos que:

1. (Av, Av') = (Av)T(AV) = vT AT AV, y;
2. (v,v'") = vl

Por lo que
(Av, Av') = (v,0)) = vI AT AV =0T

Que significa que ATA = 1 y, en particular AT = A1,
Ademas, debido a que det AT = det A, entonces

1 =det1 = det(AAT) = (det A)(det A7) = (det A)?,
Por lo que det A = £1. [ |

Estas matrices que representan transformaciones ortogonales se llaman, poco sorpre-
sivamente, matrices ortogonales.

Intuitivamente uno puede ver que estas funciones ortogonales forman un grupo de
transformaciones, como se describe en la seccion ya que dos movimientos rigidos
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pueden aplicarse uno tras otro y el resultado es también un movimiento rigido. A su vez,
un movimiento rigido se puede revertir con otro movimiento rigido. La intuicién en este
aspecto se ve confirmada por:

Lema 3.1.3. Las transformaciones ortogonales en R™ forman un grupo con la operacion
de composicion.

Demostracion. Sean f y g dos transformaciones ortogonales en R”, y sean F'y G sus
matrices respectivas.
La composicion fog es también transformacién ortogonal, dado que, si v es un vector

(fog)(v) = flg(v)) = f(Gv) = FGu,

por lo que F'G es la representacion matricial de f o g. Esta es matriz ortogonal debido a
que FG(FG)' = FGGTFT = FFT =1 y ademés det(FG) = det(F) det(G) = +1.

Por otro lado, la transformacién id : v — v representada por la matriz identidad 1
es ortogonal, ya que 117 = 1 y det 1 = 1. Esta transformacién es la identidad del grupo
debido a que (f oid)(v) = (id o f)(v) = f(v).

Finalmente, para una transformacion ortogonal definida por la matriz A, la transfor-
macion inversa estd definida por la matriz A=' = A”. [ |

El grupo de las matrices ortogonales en R™ se denomina O(n). Se puede ver que este
grupo se particiona en dos subgrupos, las matrices ortogonales con determinante +1 y las
que tienen determinante —1. Esto significa, debido a la relacion del determinante con la
orientacién [Rowland|, que una parte de estas matrices mantienen la orientacién y otra la
invierte; como veremos, estas corresponden respectivamente a las rotaciones y reflexiones
en el espacio.

3.2. Ortogonalidad

Antes de proseguir con el estudio de las transformaciones ortogonales y las rotacio-
nes procederemos a estudiar més a fondo el concepto de ortogonalidad y los conceptos
relacionados de complemento ortogonal e hiperplano.

Definicién 3.2.1. (Ortogonalidad)|Garling, \2011] Sean u y v vectores en R"™. Estos
vectores se dicen ortogonales si (u,v) =0 y en ese caso escribimos u L v.
Sea A un subespacio de R™. El subespacio ortogonal a A (o bien complemento orto-

gonal) se define por
At ={veR":v 1L aVac A}.

Notese que, debido a la simetria del producto interno, si v L v entonces v L w.
Ademas, cabe notar que, si E es un subespacio de R", entonces se puede escribir R" =
E + E* y entonces cualquier vector v puede descomponerse en v = vg + vpr donde
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vg € EyvgL € E+. Por otra parte, sean u y v vectores, entonces se puede observar, por
la ecuacién que u L v siy sélo si

lu + o> = |uf* + |v]% (3-1)

Dado un vector v, escribimos vR para referirnos al subespacio generado por v, es decir
el espacio vectorial {Av : A € R}. En base a esto, definimos:

Definicién 3.2.2. Sea v € R". El hiperplano ortogonal a v, denotado por v*, es el
subespacio ortogonal a vR. Es decir, es el unico subespacio v tal que

R" = vR + v,

El concepto de ortogonalidad, como se adivinara por el nombre, tiene una estrecha
relacion con las transformaciones ortogonales, en el sentido en que éstas preservan la
ortogonalidad entre vectores y espacios como se muestra en el siguiente:

Lema 3.2.1. Sea f una transformacion ortogonal en R™. Sea ademads E un subespacio
(de tal manera que R* = E+ E*). Entonces f es una isometria de E — f(E) y ademds
E+ — f(E)*, también isometria.

Demostracién. Es inmediato que f es isometria de E en f(F) e isometria de E+ en
f(E).
Queda demostrar que f(E+) = f(E)t. Para esto, sea e € E'y ¢/ € E*, entonces
f(¢') € f(E)* ya que
(f(€), fle)) = (¢',e) =0,
por lo que f(EL) C f(E)L. Por el contrario, sea w' € f(FE)*, entonces (ya que f es
invertible) v’ = f(w) para algin w € R" y; siv € F

(w,v) = (f(w), f(v)) = (W', f(v)) =0,

entonces w € E* y, ya que w' fué arbitrario, entonces f(E)+ C f(E1). |

3.3. Reflexiones, el teorema de Cartan-Dieudonné

Ahora veremos como las reflexiones ocupan un lugar especial entre las transformacio-
nes ortogonales en R™ en el sentido en que todas las demas pueden expresarse como una
composicion de éstas.

Para esto, conviene definir formalmente lo que consideraremos una reflexion.

Definicién 3.3.1. (Reflexion simple)/Garling, |2011] Sea v un vector en R™. Cualquier
otro vector u puede descomponerse en u = U, + u,. donde u, € VR y u,. € v+.
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Definimos la reflexion simple en la direccién v (o bien, reflexion sobre el hiperplano
vt ) como la funcién en R™ definida por

My © Uy + Uyl > —Uy + Uyl

es decir, a la transformacion que invierte los vectores paralelos a v y mantiene invariantes
aquellos ortogonales al mismo.

Noétese que dado que u = u, + u,., entonces podemos expresar

m, (u) = —Uy + Uyt (3-2)
= —Uy + (—Uy + Up) + Uyt

—2uy + (Uy + Uyr)

= U — 2U,,

ésta expresion alternativa nos sera ttil mas adelante. Por otro lado, dada m,, la reflexion
simple en la direcciéon de v, podemos ver que

mv(mv(u>> = mv<_uv + qu_) = _(_uv) T Uyl = U,

por lo que m, o m, = id y entonces concluimos que la inversa de una reflexion simple es
ella misma, es decir,

(m,) ™' = m,. (3-3)

Lema 3.3.1. La reflexion simple en la direccion del vector v, m,, es una transformacion
ortogonal de R™ con determinante igual a —1.

Demostracion. Se observa que m, es funcion lineal injectiva y ademas, sea u = \v + u,.
donde A € R y u,. € v*, entonces:

(1) ? = (Ao + ,0)]?
=] = A\v+ uy?
= ((=A0 4+ upyr), (=AU + uyr))
=2 (v, 0) — 2\ (v, Uy ) + (Uyr, Uy
=2 {(0,0) 4+ (Upr, Upr)

= Ml + Ju,e |,

que concuerda con |u|? tomando en cuenta el hecho de que v y wu,. son ortogonales
(ecuacién . Por lo que m,, preserva la norma. Y entonces, por el lema , es una
transformacién ortogonal.

Finalmente si definimos 0 = I%I y tomamos una base ortonormal de v, {9, 91, ... },
entonces {0, 0, 0i, ...} es una base ortonormal de R™ y en esta base, la reflexién tiene
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una representacion matricial diagonal con entradas diagonales —1,1,...,1, por lo que su
determinante es negativo igual a —1. [

Proposicion 3.3.1. Sean u y v vectores. La reflexion del vector u en la direccion del
vector v estd dada por la siguiente formula explicita:

{u, v)
[ol?

m,(u) = u— 2

Demostracién. u puede descomponerse en v = u, + u,. donde u, € VR y u,. € vt.
Ademas u, = \v para algin A € R. Entonces

Por lo que u, = <\1:|2>U' Y el resultado sigue al sustituir esto en la féormula de la reflexién

en la direccién de v dada por la ecuacion (m,(u) = u — 2u,). |

El siguiente hecho es clave para la demostracion que toda transformacion ortogonal
puede expresarse como el producto de reflexiones.

Lema 3.3.2. Sean u y v dos vectores en R™ tales que |u| = |v|. Existe una reflexion que
mapea u en v. Ademds, ésta reflexion es unica si u # v.

Demostracion. Siu = v, entonces la reflexién en cualquier direccion ortogonal a u basta.

Si u # v, entonces consideramos la reflexion en la direccién paralela a la linea que
conecta a u y v, es decir, la reflexion en la direccion de v — u. Esta reflexién viene dada,
gracias a la ecuacion de la proposicién |3.3.1] por:

m,_,(u) =u—

v — ul?
=u— 2<u,|1;>_1§|1;,u>(v —u)

(u, ) — ul?
—u—2 —
T =2 (o) Y

(u,v) — lul”

B IR A e e ful =l
B 2lul? — 2 (u,v)

su 2|ul? — 2<u,v>(v —u)

=u-+ (’U — u) = .
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Por lo que es efectivamente la reflexiéon que se buscaba. [ |

Finalmente estamos en la posibilidad de demostrar el teorema principal de este capi-
tulo:

Teorema 3.3.1. (Cartan-Dieudonné)[Gallier, |2011; |Stillwell, |2008] Cualquier transfor-
macion ortogonal en R™ que no es la identidad es el producto de a lo mas n reflexiones
simples.

Demostracion. Haremos una demostraciéon por induccién sobre n.

Para n = 1 las tnicas transformaciones ortogonales son la identidad y el mapeo
x — —x, que es una reflexion.

Ahora supongamos que el resultado es cierto paran = k—1 y sea f una transformaciéon
ortogonal en R*. Si f no es la identidad, tomemos un vector v tal que f(v) # v entonces,
por el lema anterior, existe una reflexién tnica m,_s.) que lleva f(v) a v y entonces
my_ ¢y (f(v)) = v, y por lo tanto m,_¢q,y o f fija a v. Pero al ser m,_y(,y y f lineales, lo
anterior implica que m,_;,) o f es la identidad en todo el subespacio vR, es decir

my_rv) © f = idr
y entonces, al ser la reflexion m,_s(,) invertible, la restriccion de f en vR, fir, queda

fUR - (mv—f(v))_l o idvR - mv—f(v)

(ya que la inversa de una reflexién simple es ella misma, ecuacién. Finalmente, al ser f
ortogonal sélo falta para determinarla completamente su restriccion f,. al subespacio k—
1 dimensional v* ortogonal a v. Por hipétesis de induccién, ésta accién es la composicién
de a lo més k — 1 reflexiones simples y por lo tanto f = fur © fyr = My_p) 0 fio es el
producto de a lo mas k reflexiones simples. [ |

3.4. Recapitulando; transformaciones ortogonales

Para definir las rotaciones hemos explorado las transformaciones del espacio R™ que
fijan los angulos y las distancias entre puntos, las transformaciones ortogonales, el gru-
po O(n). Al hacer esto hemos notado que éstas se dividen en dos categorias: aquellas
con determinante positivo (41), las cuales como veremos mas adelante forman un grupo
que denotaremos por SO(n) y aquellas con determinante negativo (-1). Y, ya que, el
determinante restringido a estas transformaciones detom) : O(n) — {—1,+1} es un ho-
momorfismo de grupos, y su kernel (los elementos que mapean a +1) es SO(n), entonces
podemos ver (gracias al teorema del isomorfismo de grupos, que O(n) consiste en
dos copias disjuntas de SO(n) (donde O(n)\ SO(n) es una clase lateral de SO(n)). Esto
se resume en la siguiente secuencia exacta (donde el kernel de cada morfismo es la imagen
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del anterior, definicion [1.1.8)):

1 —— SO(n) — O(n) Zetowm {-1,+1} —— 1

Por otro lado hemos visto que toda transformacién ortogonal en R" puede descom-
ponerse en un maximo de n reflexiones sucesivas y, en particular, las rotaciones (con
determinante positivo como se vera mas adelante) se descomponen entonces en un nime-
ro par de reflexiones. A continuacién exploraremos a detalle las rotaciones en 2D y 3D y
observaremos cémo se manifiesta dicha descomposicién en estos casos especificos.
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Capitulo 4

Rotaciones; los grupos especiales

SO(n)

Ahora es el momento adecuado para introducir formalmente el tépico principal de
este trabajo: las rotaciones. Comenzaremos con el concepto formal y luego nos centrare-
mos en las rotaciones en 2 y 3 dimensiones, lo cual nos permitira repasar los conceptos y
relacionarlos con la nocién intuitiva. Ademas, veremos la relacién con los niimeros com-
plejos y los cuaterniones. Esto nos preparard para la siguiente parte, donde exploraremos
las rotaciones en 4D y en méas dimensiones, y donde pondremos a prueba la intuicion y
exploraremos los aspectos mas generales de éstas.

Cuando se piensa en rotaciones, muchos ejemplos pueden venir a la mente como
las ruedas en un auto o la Tierra girando mientras orbita alrededor del Sol. Estos son
ejemplos de rotaciones en tres dimensiones, que abarcan también a las rotaciones en 2
dimensiones en el sentido de que toda rotacion en tres dimensiones puede ser reducida a
una en dos dimensiones en la base correcta (como detallaremos mas adelante). ;Pero y
en dimensiones mas altas? Resulta que el conjunto de rotaciones en R™ esta bien definido
y este conjunto junto con la operacion de composicion de esas rotaciones constituyen un
grupo, como veremos a continuacion.

En preparacion, nétese que una de las propiedades fundamentales de las rotaciones
es que mantienen las distancias invariantes. Por ejemplo, si se rota un cubo, la forma
de éste se mantiene invariante. En especifico, se preservan las distancias y angulos entre
puntos cualesquiera fuera o dentro del cubo, lo que convierte a las rotaciones en R" en
un subconjunto de las transformaciones ortogonales en R™. Por otra parte, las relaciones
de orientacion entre los puntos del cubo se mantienen invariantes. Es esta propiedad de
preservar la orientaciéon lo que distingue a las rotaciones entre las demés transformaciones
ortogonales. Dicho esto, podemos definir:

Definicién 4.0.1. (Rotaciones)[Triola, |2009] Las rotaciones en R™, son las transforma-
ciones t : R" — R" tales que:

Para a,b e R" y A € R,
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1. (Son isometrias) |t(b —a)| = |b — a|
2. (Son lineales) v(a + Ab) = v(a) + At(b)
3. (Preservan la orientacion) detv > 0.

Al ser transformaciones lineales de R"™, pueden ser representadas como matrices de
n X n'y, por lo tanto, el determinante del inciso [3| esta bien definido.

Por lo anterior, las rotaciones en R™ pueden representarse como las matrices cuadra-
das ortogonales de orden n con determinante igual a 1 (v es isometria = dett = £1,
y dett >0 = detr=1).

Lema 4.0.1. Las rotaciones en R™ forman un grupo.

Demostracion. Como ya vimos, las rotaciones son un subconjunto de las transformaciones
ortogonales en R™, que forman a su vez el grupo O(n). Basta con demostrar que las
rotaciones forman un subgrupo, para lo cual aprovechamos el hecho de que si t; y ty son
rotaciones, det(t;) = det(ry) = 1 = (detty)(dette), por lo que el producto es rotacion.
Ademas, al ser transformacion ortogonal, la inversa de una rotacién representada por la
matriz R estd dada por la matriz R, la cual es rotacién también dado que det(RT) =
det(R) = 1. |

Al ser generadas por reflexiones simples por el teorema[3.3.1], y al tener las reflexiones
simples determinante negativo (y al ser el determinante de una composicién el producto
de los determinantes), podemos ver que toda rotacion se puede descomponer en un nimero
par de reflexiones.

Como veremos a continuacion, la representacion matricial no es la tnica, y muchas
veces no es la mas conveniente, para expresar las rotaciones a pesar de ser una de las
mas comunes [Ron Goldman, 2010].

4.1. Rotaciones en 2 dimensiones; el grupo SO(2)

Ahora procederemos a estudiar el grupo de rotaciones en 2 dimensiones, SO(2), el
cual puede ser visto también como las simetrias del circulo en 2D |Ceulemans, 2017] o
las transformaciones rigidas del plano que mantienen un punto fijo [Triola, [2009).

Recordamos que el grupo de las rotaciones en R? consiste en las isometrias lineales
que preservan la orientacion, por lo que en su representacion matricial una rotacion es
una matriz ortogonal real de orden 2 [Triola), 2009]. Es decir, sea v € SO(2), entonces:

—_— a b .
e d);
detv=ad —bc =1,

r_ [(a®+V ac+bd) (1 0 _id
= ac+bd A+d*)  \0 1 -
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De lo que sigue que a = d y b = —c. Ademés, como a? + b*> = 1, entonces a =
cosf, b = senf para algin 6 € R. Por esto, una matriz de SO(2) general tiene la forma

_ (cos) —sent
"= lsend  coso

Podemos ver que aplicada sobre un elemento de R?, z resulta en:

_ [cos® —senf\ [z
z = (sen@ cos 0 ) <Z1> = (zgcos6 — zy sen ), zgsen f + z; cos 6)

Notamos que esta transformacion tiene un parametro libre, el angulo . Denotamos
esta dependencia explicita como t(0)

4.1.1. Los complejos unitarios C; y las rotaciones SO(2)

Es de notarse que se obtiene el mismo resultado anterior si se calcula el producto de
z con el complejo € = cos @ + isen . Es decir, para un mismo angulo 6, la rotacién por
este angulo tiene dos representaciones equivalentes, la matriz v(6) y el complejo €¢%; de
tal manera que t(f)z = €z es el vector resultante de aplicar la rotacién sobre z. Lo que
sugiere lo siguiente:

Lema 4.1.1. El grupo de las rotaciones en R?, representadas por SO(2), es isomorfo al
grupo Cy de los complejos unitarios.

Demostracion. Por lo anterior, las rotaciones en R? tienen un tnico pardmetro libre 6,
y dado ese parametro, la definicién de la matriz t(f) y del complejo unitario e son
unicas y representan la misma rotacion, entonces se tiene una biyeccion de los conjuntos
respectivos:

¢ :SO(2) — Cy; t(h) — €”

Por otra parte, sean t(6,) y t(f2) dos elementos de SO(2) representando dos rota-
ciones con angulos diferentes; la composicion de estas rotaciones en términos matriciales
t(6y + 62) = t(62)r(01) equivale en términos de elementos de C; al produto de los res-
pectivos complejos unitarios, e (?1192) = %2091 por lo que esta transformacién es un
homomorfismo de los grupos involucrados. [

Para ver la relacion que guandan las rotaciones con las reflexiones, y para observar
el papel generador de estas ultimas, analizemos la representacién de las reflexiones en
R? por medio de los complejos. Para esto, comenzamos por notar que la conjugacién
(z — z) es una reflexién simple en la direccién del eje imaginario. Ahora, para realizar
una reflexion por el eje definido por el complejo x (|x| = 1) podemos aprovechar esto y
seguir el siguiente algoritmo para encontrar la expresion de la reflexion:

1. alinear el eje = con el eje imaginario mediante una rotacién (multiplicando por
irh);
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2. aplicar la operacién de conjugacion al resultado (reflexion por el nuevo eje imagi-
nario); y finalmente,

3. rotar el eje & de regreso a su posicion original (multiplicando por zi™!).

De esta manera, la reflexién por el eje x vendria dada por la siguiente composicién de

funciones:

1 2z

2z — iz 'z — iz lz — 2 iz l2) = —2%2

La funcién resultante de este razonamiento
. 22
my:2+— —x°Z

donde = es un complejo unitario es efectivamente la reflexién simple en la direccion de x
como se demuestra en la siguiente:

Proposicién 4.1.1. (Reflexiéon simple en R?) [Garling, |2011] Toda reflexién simple en
R? tiene la forma
Z—>TZ

donde r es un complejo unitario.

Demostracion. Dado un complejo untario x, se puede observar que la funcion

m,:z+— —z%z

es lineal (por la distributividad del producto y de la operaciéon de conjugacién) y ademaés:

1. Invierte los vectores paralelos a & porque m,(r) = —2°7 = —x|z| = —z; ¥,

2. Mantiene invariantes los vectores ortogonales a x (generados por ix) como se puede
ver por: m,(iz) = —z?ix = —2?(—i)T = iz|z| = iz.

Por lo que efectivamente es la reflexion simple en la direccion de x y vemos que
cualquier reflexién simple tiene esta forma. [

De esta manera, de acuerdo con el teorema (Cartan-Dieudonné), las transfor-
maciones ortogonales en R? se puede descomponen en dos reflexiones simples a lo més v,
dado que las reflexiones simples tienen determinante -1 y las rotaciones tienen determi-
nante +1, podemos concluir que (en R?) toda rotacién se compone de exactamente dos
reflexiones simples.

Sean € y ¢ dos complejos unitarios que definen direcciones de reflexién para las
reflexiones simples m_i» y m.is, entonces, de acuerdo al razonamiento anterior, la compo-
sicion es una rotacién, y como podemos ver al desarrollar esta expresion, que

t=Mgio 0Mis : 2 — —€ 297 — —e20(—ei207) = £20-9)

35



la expresion resultante es una rotacion por un angulo 2(6 — ¢), es decir, el doble del
angulo entre las direcciénes de reflexion. Notemos que esta expresion es asimétrica y si se
cambia el orden de las reflexiones se obtiene la rotacién inversa (por un angulo 2(¢ —0)),
por lo que

Meio © Myis = (Mgip © mew)_l

4.2. Rotaciones en 3 dimensiones; el grupo SO(3)

Por experiencia se sabe que las rotaciones en R? dejan un eje fijo y que toda rotacién
en 3D es similar a una rotacion en 2D tomando en cuenta que al rotar en 3D, un punto
describe un circulo y, en el plano de ese circulo, el movimiento se puede describir como una
rotacién en el plano. A continuacion veremos el fundamento formal de estas afirmaciones
y estudiaremos con mas detalle este grupo de transfomaciones.

Sean @ y ¥ vectores unitarios ortogonales en R3 (i.e. (#,7) = 0). y sea @ = @ x
U, entonces {u, ¥, W} es una base ortonormal del espacio R?. Ahora observamos que la
transformacion lineal

1 cosf + vsenb,

—
— —usen + vcosb,
H

STRRSTR ]

g

tiene la siguiente representacién matricial restringida al plano {u, v'}:
cosf —senf
senf) cosf |-

La cual es una rotacién en el plano, un elemento de SO(2). Ademas, la transformacién
completa tiene la siguiente representacién matricial en la base {u, ¥, w}:

1 0 0
t=1|0 cosf —senb
0 senf cosb

que se puede verificar que es ortogonal y det v = 1, por lo que es un elemento de SO(3),
es decir, representa una rotacién en R3. De esto concluimos que existe una inclusiéon de
los elementos de SO(2) en SO(3) (de las rotaciones en R? a las rotaciones en R?). De
hecho existen multiples inclusiones diferentes, cada una asociada a un plano que pasa
por el origen debido a que « y ¥ fueron definidos como un par de vectores ortonormales
arbitrarios, y cada par de estos determina de forma univoca uno de dichos planos.

La técnica anterior se puede utilizar también para incluir un elemento de SO(2)
en SO(n) para un n arbitrario, sélo se tiene que definir un plano P generado por el
par ortonormal {a,b} de vectores en R"™. Sea ademés {c,d, e, ...} una base ortonormal
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arbitraria de R™ \ P, el complemento ortogonal de P en R". Entonces la transformacion
lineal dada por:

a+—» acost + bsenb,
b+ —asenf + bcosb,
r—x; x € {cde, ..}

Es un elemento de SO(2) restringida al plano P con base {a,b} y es un elemento de
SO(n) considerando todo el espacio R” |Aguilera y Pérez-Aguilal [2004].

4.2.1. Los cuaterniones unitarios y las rotaciones en R3

Cuando estudiamos el grupo H; de los cuaterniones unitarios afirmamos que éste se
relacionaba con el grupo de rotaciones en 3 dimensiones SO(3), ahora procederemos a
describir esta relacion. Adelantamos al lector que esta relacion constituye en una corres-
pondencia que asigna a cada cuaterniéon unitario una rotacion, esta correspondencia es
dos a uno y ademas es un homomorfismo de grupos, es decir, mantiene la estructura de
los grupos involucrados.

Para describir lo anterior aprovecharemos el isomorfismo entre cuaterniones puros y
vectores en R? descrito por la ecuacién 2-6| (0, #) — #). Recordemos que este isomorfismo
nos permite convertir funciones en iR + jR + kR a funciones en R?, por lo que ahora nos
concentraremos en encontrar transformaciones del subespacio de los cuaterniones puros
(iR +jR + kR — iR + jR + kR), ya que su similaridad con los complejos nos permitira
expresar rotaciones en términos de productos.

Para encontrar una transformacién en iR + jR 4+ kR que induzca (por medio de la
ecuacion una rotacién en R? podemos comenzar tomando en cuenta la relacién entre
los complejos unitarios y las rotaciones en R?. Recordemos que el complejo unitario
cos § + i sen 0 representa, mediante el producto con un elemento de R? la rotacién de ese
vector por un angulo 6.

Esto sugiere que el cuaternién unitario

cos 6 + usend

donde u es unitario puro podria representar, mediante el producto una rotacion. Esta
hipdtesis se ve ademés apoyada por el hecho de que el producto por un cuaterniéon unitario
preserva distancias (si ¢ es unitario, |¢(b—a)| = |q||b—a| = |b—al), es decir, es isometria y
ademas de que es lineal. Por otro lado, a diferencia de los nimeros complejos, el producto
de cuaterniones es no conmutativo; lo cual es importante, ya que la composicion de
rotaciones en 3 dimensiones o mas es no conmutativa también, lo cual abre la posibilidad
de expresar la composicion de rotaciones como el producto de los cuaterniones respectivos.

Llegados a este punto, encontramos una dificultad para identificar el producto por
cuaterniones unitarios como rotaciones del espacio tridimensional al notar que el producto
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de un cuaternién unitario por un cuaternion puro no es, en general, un cuaterniéon puro,
sino que si R = (cos 6, dsenf) es unitario y v = (0, ¥) es cuaterniéon puro, entonces

Rv = (— (u,v) sen @, v'cos@ + i x U'senb)

El cual es un cuaternién puro sélo si (i, ) = 0, es decir, si @ y ¢ son ortogonales.
Pero, en este caso especial, efectivamente se cumple lo esperado:

Lema 4.2.1. [Vince, |2011] Sea R = (cosf,isend) un cuaternion unitario. Para todo
v = (0,7) tal que T € @+, el producto Rv € iR + jR + kR induce una rotacion en R3 de
U por un dngulo 6 sobre el eje u. El producto vR es la rotacion inversa.

Demostracion. Hemos visto ya que Rv € iR + jR + kR. La parte cuaternionica pura de
este producto es:
vcos + u X vsen 6

Lo cual es efectivamente una rotacién del vector ¢ en el plano con base ortonormal
} por un angulo 6. Y podemos ver que también el producto por la izquierda

— v

,UXT
|v

-

{

=4

vR = (0,0cos — & x U'senf)
es una rotacion por el mismo plano pero en sentido inverso. Ademas

(Rv)R = (vcos + uvsen @) (cost + usen )

= v(cos )* + vu cos 0 sin § + uv cos O sin § + uvu(sin )?
v(cos 0)? + uv(cos @ sin @ — cos O sin ) + (—vu)u(sin §)
v(cos6)? + —v(—1)(sin #)>

=".

2

Que nos termina de confirmar que son transformaciones inversas. [ |

Esto significa que el producto (por cualquier lado) por un cuaterniéon unitario es, en
casos especiales, una rotacién en R3. De hecho, se cumple algo més. El producto por
cuaternién unitario es siempre una rotaciéon en R* como se vera a detalle mas adelante
(capitulo . Por ahora, para verlo notamos que el producto por cualquier lado por el
elemento 1 es también una rotacién, la identidad. Ahora, al ser isomorfos a la 3-esfera
S?, los cuaterniones unitarios forman un espacio topolégico conexo, el cual se mapea
continuamente al espacio de las isometrias lineales de H mediante el producto por la
izquierda (o por la derecha), y dado que este mapeo es continuo, la imagen es también un
espacio conexo. Pero la componente conexa de las isometrias lineales en R*, que incluye
la identidad es SO(4), el grupo de todas las rotaciones en R*, por lo que el producto
(por cualquier lado) por cuaternién unitario tiene que ser rotacion.

Ahora sabemos que los cuaterniones unitarios representan rotaciones en R*. Lo que
prosigue es encontrar una forma de restringir estas rotaciones a R3, es decir, encontrar
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una forma de restringir esta transformacion al subespacio iR+jR+kR. Para esto notamos
lo siguiente:

Lema 4.2.2. Una transformacion lineal ortogonal de H que mantiene invariante el subes-
pacio 1R mantiene invariante iR + jR 4+ kR también.

Demostracion. Sea ¢ una transformacion lineal ortogonal de H tal que p(1R) C 1R.

Al ser ¢ transformacién lineal ortogonal, es invertible, y en particular injectiva, por
lo que la restriccion sobre 1R es injectiva también y al ser un mapeo lineal de espacios
vectoriales de dimensién finita, esta restriccion es también sobrejectiva por lo que es un
isomorfismo en 1R.

Por otro lado, al ser 1R e iR + jR 4+ kR subespacios ortogonales de H y ¢ un mapeo
lineal ortogonal, entonces tomando b € iR + jR + kR y un elemento cualquiera a de 1R,
entonces ¢(b) es cuaternion puro porque:

(p(b), ¢(a)) = (b,a) =0

que implica, dado que p(a) € 1R y a fué arbitrario, que ¢(b) se encuentra en el comple-
mento ortogonal de 1R, que es iR + jR + kR, por lo que concluimos que iR + jR + kR
es invariante ante ¢. |

Esto significa que dado un cuaterniéon unitario u, si queremos encontrar alguna accién
de éste sobre iR + jR + kR que represente una rotacién en R? basta con restringir la
busqueda a las transformaciones que mantienen el subespacio 1R invariante, esto nos fa-
cilita las cosas, ya que podemos recurrir a una propiedad fundamental de los cuaterniones
reales, el producto es conmutativo con cualquier otro cuaternién.

Lema 4.2.3. Si un cuaternion r tiene la propiedad de que rq = qr para todo q € H,
entonces r € 1R.

Demostracion. Denotemos por Z a todos los r € H tales que rq = ¢r, o equivalentemente
rq — qr = 0, el problema consiste ahora en listar los elementos de Z. Para esto, sir € Z
y r = 1o+ rii + roj + rsk entonces: ri — ir = 2r3j — 2rok que implica ro = r3 = 0; por
otro lado rj — jr = 2r;k — 2r3i que implica a su vez r; = 0, y entonces Z C 1R. Por otro
lado, por definicién se cumple que 1¢ = g1 Vg € H y entonces se cumple para todo el
subespacio 1R generado por este elemento, por lo que 1R C 7 y entonces Z =1R. N

Finalmente, esto nos permite mostrar que dado un cuaternion unitario u, la transfor-
maciéon R, : v — uvu~! cumple los requisitos para representar rotaciones en R?, ya que
sir € 1R, R, (r) = uru™" = uu™'r = r y entonces, por el lema mantiene invariante
el subespacio iR + jR + kR, por lo que estamos en condiciones de formular la siguiente:

Proposicién 4.2.1. [Stillwell, |2008] Recordemos que existe un isomorfismo entre los
espacios vectoriales iR + jR + kR y R3 (ecuacio’n@ por lo que toda transformacion W
en iR + jR + kR induce una transformacién asociada ¥, en R?® (por la ecuacion .
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Dado un cuaternion unitario u, la transformacion en iR + jR + kR definida por
Py V= uvu ™!

induce una rotacién en R3, dada por el isomorfismo como (py)s-

Demostracion. p, es una transformacién ortogonal en iR + jR + kR debido a que:

1. Es lineal. Sean a y b vectores en iR + jR + kIR, entonces:

pu(a+Ab) = u(a + Ab)u~*
vau" ! + \ubu™!

2. Preserva distancias:

|pu(b —a)| =Ju(b —a)u|
= |ul[b —al|u™"|

= [b —a|

Por lo que estas propiedades se cumplen también para la transformacion asociada en
R?, (pu )

Ademas, sabemos que se puede expresar u = cosf + usenf para algiin ¢ y donde u
es un cuaternién unitario puro, asociado a un vector unitario @ en R3. Sea ¥ € R? un
vector unitario ortogonal a @ (i.e. (@,7) = 0) y sea @ = @ x U. Entonces {u, ¥, W} es una
base ortonormal en R®. Sus respectivas imagenes en iR + jR + kR, u, v y w cumplen lo
siguiente:

uv = —vu =Ww
vw —WV =1u
wu = —uw =V
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Con esto calculamos:

uvu~t = (cosf + usen 0)v(cosd — usen )
= (vcosf + uvsenf)(cosf — usend)
= v(cosf)? + uvsenf cos — vucosf sen d — uvu(sen 0)?

= v(cos 6)? + 2uv cos § sen  + u®v(sen §)?
=v ((cos )% — (sen 9)2) + 2w sen 6 cos 6

= v cos 20 + wsen 20.

De igual manera,

uwu ! = vcos 20 — wsen 26.

Por lo que, en la base v, w, esto es equivalente a transformar por la matriz
cos 20 —sen 26
sen20 cos20 |-

y es entonces rotacién por un dngulo 26. Esta rotacién en R3 es en el plano (7, ) y por
cémo se definieron estos, tiene como eje al vector 4 [Savage, [2015]. n

Si a lo anterior le anadimos que, de acuerdo al teorema de rotaciéon de Euler, toda
rotacién en R? tiene un eigenespacio unidimensional (i.e. siempre existe un eje de rota-
cién)[Triolal, 2009], entonces podemos ver que una rotacién estd completamente definida
por un par (u,6) donde se especifica el eje y el dngulo de rotacion [Yvette Kosmann-
Schwarzbach|, [2010]. Por la proposicién anterior, esta rotacién se ve realizada mediante

la accién de p,, donde
0 ., 0
u = (cos—,usen =
2’ 2

y entonces observamos que todas las rotaciones en R? surgen de este modo.

Notamos que se ha definido un mapeo del grupo de los cuaterniones unitarios Hy,
isomorfo a S?, al grupo de rotaciones en R3, isomorfo a SO(3). Este mapeo no es bi-
yectivo debido a que, dado un cuaterniéon unitario u, p, v p_, representan la misma
transformacién, pero como veremos ahora, este mapeo preserva la estructura de los gru-
pos involucrados.

Teorema 4.2.1. [Savage, |2015] Existe una correspondencia 2 a 1 entre el grupo multipli-
cativo de los cuaterniones unitarios y el grupo de rotaciones en R3. Esta correspondencia
es ademds un homomorfismo de grupos y define un isomorfismo S3/Z, = SO(3).

Demostracion. Denotamos este homomorfismo por p y afirmamos que p(u) = p, para u
cuaterniéon unitario. Como ya vimos, dado un cuaternién unitario u, la rotacién generada
por u'y —u es la misma, y no hay mas cuaterniones unitarios que la generen; por lo que
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el mapeo es 2 a 1 y sobreyectivo como ya vimos antes. Ademas, por el hecho de que, si
%y v son unitarios y X es cuaterniéon puro entonces

Pun(X) = (uv)x(uv)_1
= wvxv tu !
=Uu (vxv_l) ut

-1

= u(pv (X))u
= pu(pv (X))

por lo que py, = pu © py lo que significa que el mapeo es un homomorfismo de grupos.
Finalmente, la rotacion identidad es generada por los cuaterniones unitarios 1 y —1 por
lo que el kernel del homomorfismo consiste en estos dos elementos y entonces, dado que el
grupo de los cuaterniones es isomorfo a S? y por el teorema fundamental de isomorfismo
para grupos esto significa que

1=

$°/{1, -1}
[Savagel 2015]. |

SO(3)

Finalmente, examinemos el papel generador de las reflexiones simples para este es-
pacio, R3, para lo cual, necesitamos ver cémo se expresan las reflexiones simples en
términos de operaciones en cuaterniones puros. Recordemos que, dado un vector @ en R3,
la reflexion simple en esa direccién estd dada por (ecuacion

ngR3—>R3

La cual, gracias al isomorfismo con iR + jR + kR (ecuacion [2-6)), induce una transfor-
macion en este 1iltimo de tal manera que una reflexion simple en los cuaterniones puros
en la direccién del cuaternién unitario puro ¢ = (0, ¥)/|v] estd dada por

0y - iR 4+ jR + kR — iR + jR + kR

ur— u—2{u,d) 0.
Donde hemos aprovechado que |9|?> = 1 para simplificar la férmula. Ahora recordemos
que el producto interno entre cuaterniones puros equivale al dado por la ecuacién 2-4
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(p,q) = —%(Pq + gp), por lo que si sustituimos en la formula para la reflexién queda:
os(u) =u—2{u,d)d
1
=u—2 (—2(u@ + @u)) 0
= u+ (ud + du)d
= u + udd + ud
=u+u(—1)+ dud

DUl

= —oub™! = —py(u)
Donde p; es la dada en la proposicion 4.2.1} Nétese que hemos utilizado el hecho de
que, al ser cuaternién unitario, 9! = 9 y al ser cuaternién puro, & = —¢. Dado esto, s6lo

queda comprobar la comprobar la siguiente

Proposicion 4.2.2. (Reflexion simple en R?) [Garling, |2011] Toda reflexién simple en
R3 es inducida por una funcién de la forma

0y = —py : iR + jR + kR —» iR + jR + kR

u— vuv = —vuv "

donde v es un cuaternion puro en la direccion de la reflexion.

Demostracién. Como ya se not6 en la proposicién Py es lineal, por lo que —p, lo
es también. Ademds, notemos que:

1. Invierte los vectores paralelos a v porque o, (v) = —p,(v) = —vvv™ = —v, y;

2. Mantiene invariantes los vectores ortogonales a v, ya que si u es un cuaternion
puro ortogonal a v, entonces vu = —uv y entonces: o,(u) = —p,(u) = —vuv™! =

—(—w)vt = —(—u)(1) = w.
Por lo tanto, o, = —p, es la reflexién simple en la direccion de v. |

Ahora estamos en condiciones de ver el efecto de aplicar dos reflexiones sucesivas,
es decir, de generar una rotacién en R?® (recordemos que toda rotacién en 3D es una
composicién de un nimero par de rotaciones, a lo més 3 por el teorema [3.3.1] por lo que
todas las rotaciones tienen esta forma). Sean @ y ¢’ vectores unitarios (que corresponden al
par de cuaterniones puros unitarios u y v). Entonces el efecto de combinar las reflexiones

43



0. ¥ 0y en el vector w (asociado al cuaternion puro w = (0,)) es el siguiente

(0p 0 o) (w) = oy (0u(w))

av(—uwu’l)
—v(—u ) -

= (v )( )

= pou(W),

lo cual observamos que es una rotacién definida por el rotor vu. Este cuaternion unitario
viene dado, gracias a la ecuacion por

—»X—»
=<—|17||ﬁ]cos9, v ‘j|*||u\sen9>
|U % ]
= [ —cos¥, gxziseHH
|0 x ]
o i
= —cos@,—lﬁ Qisene
|t x ]
= — [ cosb, Tﬁ gsene ~ | cosd, 1f, zisenﬁ
|4 x ] |4 x ]

Donde 6 es el 4ngulo entre los vectores 7 y @ en R? [Kanatani, 2015] y la equivalencia
es porque vu y —vu generan la misma rotacién. De esto podemos ver que la composicion
de reflexiones por « y ¥ genera una rotacién por 26, el doble del angulo entre ellos, y esta
rotacion tiene como eje @ X v, perpendicular a « y ¥, por lo que esta rotacién es en el
plano generado por ambos y en el sentido de 4 a v. Observamos que, al igual que en el
caso de 2 dimensiones, esta expresion es asimétrica en ' y 'y que si se cambia el orden
de estos se obtiene la rotacion inversa (por el eje U X @ = — X ¥) por lo que

(o500z) = (0z005) "

4.3. Recapitulando; rotaciones en R? y R?

En este capitulo hemos visto algunas de las caracteristicas de las rotaciones en 2D y
3D. En el proceso, observamos que resulto ser de gran utilidad la inclusion de estructuras
algebréicas adicionales a la de espacio vectorial y de esta forma, los niimeros complejos
y los cuaterniones, con la estructura adicional de algebras fueron de gran ayuda. Las
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relaciones entre estos espacios se pueden resumir en el siguiente diagrama

C =R?

I

H=R*

I

iR + jR + kR = R?

Notamos en especifico, como los complejos, definidos como un algebra sobre R? se
incluyen como una subdlgebra en los cuaterniones, definidos a su vez como un algebra
sobre R*. Esta inclusién es de la forma a + ib — a + ib.

A su vez, observamos la inclusiéon de los cuaterniones puros que destacan sobre H
debido a su relacién con el espacio R3. Esta relaciéon es un isomorfismo de espacios
~Y

vectoriales (0,7) = ¥, el cual nos permitié expresar reflexiones y rotaciones en R* en
términos de transformaciones en iR + jR + kR.

Recordemos que las transformaciones ortogonales en R™ forman un grupo, O(n). Este
grupo, formado por las matrices ortogonales con determinante 1 puede descomponerse
en las reflexiones, tales que su determinante es —1, y las rotaciones, con determinante +1 y
que ademés forman un grupo SO(n), como las describimos en este capitulo. Por otro lado,
la funcién determinante restringida a O(n) es un homomorfismo O(n) — {41, —1} lo que
significa que el determinante de la composicion de transformaciones es el producto de los
determinantes individuales. Ademas, recordemos que cualquier transformacion ortogonal
en O(n) puede descomponerse en la composicién de a lo mas n reflexiones simples gracias
al teorema [3.3.1] (Cartan-Dieudonné). Es esa la base de la afirmacién de que toda rotacion
es producto de un numero par de reflexiones sucesivas. En este capitulo observamos el
caso particular de 2 y 3 dimensiones donde toda rotacién puede descomponerse en un
par de reflexiones. Esto nos proporciona una explicacién de el porqué las rotaciones en
3D son tan similares a las rotaciones en 2D, ya se generan de la misma manera.

Hemos visto también como los elementos de SO(2) pueden incluirse en SO(n), lo cual
denominaremos maéas adelante como rotacién simple. También encontramos un isomorfis-
mo entre el grupo de las rotaciones en 2D (SO(2)) y el de los complejos unitarios C;.
Finalmente observamos como las rotaciones en 3 dimensiones se especifican por medio de
un angulo de rotacién y un eje, pero a la vez, por medio de un cuaternién unitario (mas
especificamente, un par de cuaterniones unitarios antipodales, el rotor) el cual genera
la rotacion por medio de operaciones en los cuaterniones y esto mismo nos adelanto la
relacion de los cuaterniones unitarios con rotaciones en 4 dimensiones también. Estas
relaciones las podemos resumir en el siguiente diagrama
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SO(n) — O(n)

Donde las dos funciones etiquetadas con L y R representan el producto por cuaternién
unitario por la derecha y por la izquierda respectivamente.

Las relaciéon H; — SO(3) entre el grupo de cuaterniones unitarios y el grupo de
rotaciones en 3 dimensiones requiere de especial atencién, ya que ésta es una cubierta
doble, y por lo tanto se puede representar por la siguiente secuencia exacta [Garling,
2011]

c

1 Zs S — % 8S0(3) —— 1

Hemos visto que esta doble cubierta se relaciona al hecho de que dos cuaterniones unita-
rios generan la misma rotacién, esto porque la rotacion se relaciona con angulos dobles y
esto a su vez se relaciona con el hecho de que al aplicar un par de reflexiones, la rotacion
resultante es por el doble del angulo entre las direcciones de reflexién. Esto nos hace
suponer que veremos mas cubiertas dobles en mas dimensiones.

Es inevitable tomar en cuenta la relacion que tienen los grupos de rotaciones con las
esferas unitarias, ya que SO(2) es isomorfo al circulo S* y §* cubre doblemente a SO(3).
Entonces, intuitivamente se podria esperar que SO(4) se relacione con alguna otra esfera
en mas dimensiones. Sin embargo, como veremos, existen diferencias importantes en el
comportamiento de las rotaciones en R*. Recordemos ademaés, que dijimos informalmen-
te que la multiplicacién por cualquier lado por un cuaternién unitario es un elemento
de SO(4), pero los cuaterniones unitarios forman S*, entonces tal vez sea conveniente
investigar los pares de cuaterniones (para multiplicar por ambos lados) y entonces SO(4)
se relacionaria con S* x S3. Como veremos més adelante, ésta afirmacién es, de hecho,
correcta.
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Parte 111

El panorama general de las
rotaciones
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Capitulo 5

Mas alla de 3 dimensiones; el grupo

SO(4)

Ahora salimos del espacio tridimensional, en donde las transformaciones son facilmen-
te visualizables y podemos dejarnos guiar por la intuicién, para explorar las rotaciones
en més dimensiones. En éste capitulo exploraremos R* como punto de partida para lo
que viene.

Consideremos la transformacién en R* definida por z — —z. Esta es transformacion
ortogonal con matriz —1 y determinante 1 (= (—1)%), por lo que es una rotacién, pero
también notemos que esta rotaciéon no deja ningin punto inmévil més que el origen.
Entonces consideremos la pregunta ;ésta rotacion tiene lugar sobre algtn eje? Como ya
vimos, en el espacio tridimensional todas las rotaciones pueden considerarse como sobre
un eje y es parte de nuestra experiencia comin que esto sea cierto, ya que es el espacio en
el que habitamos. Pero tomemos el caso de las rotaciones en el plano, se puede encontrar
un eje si se considera el plano R? embebido en R?, pero intrinsecamente no existen ejes
de rotacién en este espacio [Triolal 2009).

Como vimos en la introduccién, tenemos que estar preparados para abandonar el
concepto del eje de rotacion como una linea con orientacion, la cual define de forma
tnica la direccién del giro, ya que no existe en mas dimensiones (jni siquiera en dos
dimensiones!). Dicho esto, al abandonar este concepto, ;existe algiin otro sobre el que nos
podamos basar para entender las rotaciones? En este punto podemos dar una respuesta
afirmativa, aunque existen dos caminos para esto.

Una forma es extender el concepto de eje de rotacion y observando que en 2D tenemos
un “eje” el cual viene siendo el centro de rotacion, un eje O-dimensional. En 3 dimensio-
nes el eje es una linea 1-dimensional y entonces, si asumimos una relaciéon lineal, en n
dimensiones tendriamos como “eje” un hiperplano (n — 2)-dimensional. Esto significaria
que en 4 dimensiones, por ejemplo, el eje de rotacion seria un plano alrededor del cual
los puntos transformados trazan circulos (!) [Mortari, 2000]. Como veremos més ade-
lante, esta interpretacion es correcta, pero limitada. Por el momento adoptaremos otra
interpretacion sobre la que ya hemos estado viendo pistas.
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Segun hemos visto, las rotaciones se generan por un ntimero par de reflexiones, y
cada par de éstas es generada por dos vectores que juntos definen un plano. Es en este
plano sobre el que se realiza un movimiento en circulos, como vimos en el caso de 2D y
3D, y como veremos esto aplica también para cualquier dimension. De acuerdo a esto,
las rotaciones son esencialmente planares y no hay ejes de rotacion, que vienen a ser
reemplazados por planos de rotacion |Triola, [2009]. A continuacién describiremos mas
consecuencias de esta interpretacion, la cual adoptaremos por ahora, pero tomando en
cuenta que regresaremos a relacionarla con la otra, en términos de ejes generalizados.

En R3 existen infinitos planos pero, por serendipia, al seleccionar alguno de ellos como
plano de rotacion existe un tnico subespacio unidimensional ortogonal a éste plano, que
denominamos el eje de rotaciéon, es por eso que esta descripcion en términos de un eje
es posible. En R* tenemos todavia mas libertad, ya que nos es posible seleccionar dos
planos ortogonales entre si, es decir, la composiciéon de rotaciones por planos diferentes
no es necesariamente una rotacién simple por algtin otro plano como en el caso de R?
(Teorema de Euler).

Ahora exploraremos con mas cuidado el contenido de algunas de las afirmaciones
anteriores, ya que esto nos servira como guia para posteriormente describir las rotaciones
en R* en términos de cuaterniones. Comenzaremos por explorar la descomposicién de las
rotaciones generales en pares de reflexiones:

Definicién 5.0.1. (Rotacion simple) (Garling, |2011] Definimos una rotacién simple
como la composicion de un par de reflexiones simples.

Entonces todo elemento de SO(n) es el producto de a lo mas n/2 rotaciones simples.
Consideremos a mas detalle estas transformaciones. Sea t una rotacién simple de R™. Esta
rotacion puede ser expresada en términos de reflexiones simples en un par de direcciones
z y y de manera que t = m, om,. Ahora sea [ry] = R + yR el espacio generado por
Ty y, entonces tenemos una descomposicion de R™ en [zy] y [zy]* de tal manera que
t(z) = z para todo z € [zy]*. Entonces tenemos, por un lado que si  y y son colineales,
entonces m, = m,, las reflexiones son idénticas, que implica que t es la identidad. En
cambio, si son linealmente independientes entonces [zy] es un subespacio bidimensional,
un plano, y la restriccién de v a éste plano es una rotacion sobre el mismo de forma que
efectivamente una rotacién simple es un elemento de SO(2) embebido en SO(n) como
se describié en el capitulo |4.2

Hemos observado ya que las reflexiones no necesariamente conmutan, por lo que esta
agrupacion en pares es Unica, dada la descomposicién (la cual en si no es tnica, véase
la demostracion del teorema . Por otra parte, las rotaciones simples por planos
ortogonales (que s6lo se intersectan en el origen, en dimensiones n > 4) no mueven puntos
en comun, por lo que conmutan (un caso extrano al ser representadas por matrices que
no neceariamente lo hacen) [Mortari, |2000].
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5.1. Los cuaterniones y las rotaciones en R*; SO(4)

(Sg X Sg>/Z2

Para ver como los cuaterniones se relacionan con SO(4), nos auxiliaremos del teo-
rema (Cartan-Dieudonné) y comenzaremos por estudiar cémo se representan las
reflexiones en términos de operaciones en cuaterniones. Para ésto serda conveniente el
siguiente

Lema 5.1.1. [Savage, 2015] Sea u un cuaternion. Los cuaterniones iu, ju y ku generan

el subespacio ortogonal a u, u*.

Demostracion. Primero notemos que si u = ug + iu; + jus + kus, entonces
<U, 1U> = <(U0, Uy, Uz, Ug), <_u17 Up, —U3, U2)> =0

y entonces u L iu. De forma similar se puede verificar que u es ortogonal a ju y ku, por
lo que el subespacio generado por iu, ju y ku, que denotaremos por [ijk]u esté contenido
en ut. Ahora falta demostrar que [ijk]u = u', o equivalentemente, que u, iu, ju y ku
generan H. Pero esto es cierto, ya que para cualquier v € H, se tiene que

v = (vu )u
y (vu™!) es una combinacién lineal de 1, i, j y k. |

Ahora procederemos a describir las reflexiones. Como motivaciéon recordemos que la
operacion de conjugacion en complejos, a + tb — a — b es una reflexion en la direccion
del eje imaginario. Por otro lado notemos que la conjugacién en cuaterniones

(a,b,c,d) — (a,—b, —c, —d)

actia en forma similar en el sentido en que ¢ — —¢q es una reflexion en la direccion real
(en la direccién de 1). Dado esto, no es dificil concebir que las reflexiones simples en
direcciones arbitrarias tengan que ver con la operacion de conjugacion. Por otra parte,
toda reflexion simple se parametriza por una direccién, asi que de alguna manera se tiene
que involucrar el producto por un cuaternién que determine esta direcciéon (producto ya
que la reflexion es lineal). Ahora introducimos

Lema 5.1.2. [Savage, 2015] Sea u un cuaternion unitario. La funcion
oy H— H; ¢ — —uqu
es la reflexion simple en la direccion de u, m,.

Demostracion. Ya hemos notado que g — —q es reflexion en el eje real. En particular,
es una isometria lineal. Ademas sabemos que el producto por cualquier lado por un
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cuaternion unitario es isometria lineal por lo que la composicién
Oy g —q— —ugq+— —uqu

es isometria lineal también. Ahora, para cualquier ¢ € H tenemos que

ou(qu) = —uguu = —uiqu = —|ul*qu = —qu
y entonces
O-U(u) = —Uu,
oy (iu) = iu,
0'u<U) jU,
ou(ku) = ku

por lo que o, invierte los vectores paralelos a u y fija aquellos en el espacio generado por
iu, ju, y ku. Pero estos generan el espacio u'. Por lo tanto, o, = m,,. [

Ahora que podemos expresar reflexiones sobre ejes arbitrarios procedemos a expresar
las rotaciones en R* en términos de éstas.

Lema 5.1.3. |Savage [2015] Las rotaciones de R* son las funciones de la forma
Oluw) : H = H; g — uqu
donde u y v son cuaterniones unitarios.

Demostracion. Por el teorema sabemos que cualquier rotacién en R* es la compo-
sicion de a lo mas 4 reflexiones simples. Entonces la composicién

mU4 o mug o muz © mU1 : q = _ulqul
= —Up(—urquy ) Uy = Uty qUy U

= —ug(Ugll QUi U2 ) Ug = —UsUaty Uy U3

= — Uy (—UsUaUy QUL U U3 ) Ug = UgU3UUT QUL U U3 U4

donde algunos u; pueden ser linealmente dependientes representa una rotacion. Podemos
ver que esta composicion es () : ¢ — uqu donde

U = Uqu3UUy,

v = 1/?1U21173U4
Por lo que todas las rotaciones son de esta forma.
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Queda mostrar que todas las funciones de la forma . : ¢ = uqv para u,v €
H; son rotaciones de R*. Esto se puede verificar notando que ¢, es transformacion
ortogonal, y por lo tanto det(¢(,)) = 1. Demostraremos ahora que det(¢(,)) = +1
descomponiendo la funcién en los siguientes términos: ¢, ) = L, 0 R, donde L, : ¢ — ug
y R, : ¢ — qu son los productos por la derecha y por la izquierda respectivamente.
Analicemos primero la funcién L,. Sabemos que el grupo de cuaterniones unitarios H; =
S? es conexo, y ademds la funcién u — det(L,) es continua en Hy; por lo que det(L,)
es constante sobre H;. Como det(Lq) = det(id) = +1, prosigue que det(L,) = +1 para
cualquier v € H; por lo que es una rotaciéon. Un argumento similar demuestra lo mismo
para I, y, ya que Q) = L, o R, y las rotaciones forman un grupo, se sigue que toda
funcién de la forma ¢, : ¢ — uqu para u,v € Hj es rotacién de R* [Garling 2011]. W

Dado lo anterior, Sean u y v cuaterniones unitarios. Entonces (u,v) es un elemento de
H; x H; que, considerado como el producto directo de grupos (como se definié en
implica que la funcion
¢ (u,v) = (g — uqu)
lleva elementos del grupo H; x H; a SO(4). Pero este no es un homomorfismo, es decir,
no preserva la estructura de los grupos involucrados dado que

¢ ((u, 0)(u',0)) (g)
= ¢(u', v0")(q)
= (ut)q(v) # (ua)q(v'v) = (¢(u,v) o o(u',0)) (q)

Y entonces surge la pregunta. ;Cémo hacer que este mapeo de grupos preserve la
estructura?

Para esto, inspirados por la funcion

H; — (H — H)
ur— (q+— uqu’l)

y su estructura que nos ayudé a definir un homomorfismo entre H; y SO(3); y ademas,
por el hecho de que para todo v cuaternién unitario, v=! es también unitario, proponemos
que la funcién

¢ H; x H; — SO(4);
(u,v) — (g = ugqu™)

tiene la forma necesaria para preservar la estructura de los grupos. Esto lo demostramos
en el siguiente

Teorema 5.1.1. [Savage, |2015] Existe un homomorfismo de grupos Hy x H; — SO(4).
FEste homomorfismo es 2 a 1 y define un isomorfismo (S* x S3)/Z, = SO(4).

52



Demostracion. Demostraremos que la funcién ¢ definida arriba es este homomorfismo.
Sea ¢ € R* = H, entonces

@ ((u,v)(u',0)) (q) = p(ur, v0")(q)
— (u)gfor))”
= wu'qu " o?

—u (ulqvl—l) ot
= (p(u,v) 0 p(u',0)) (q)

Por lo que
¥ <<u7 1}) (ulv U/)) = QO(U, U) © Sp(u/’ Ul)
y ¢ es homomorfismo. Es ademés sobreyectivo debido a que, como se mostré en el lema
5.1.3] todo elemento de SO(4) surge de esta forma.

Para ver que este homomorfismo es 2 a 1 comencemos con el elemento més simple de
SO(4), la identidad, y veamos qué elementos de H; x H tienen éste objeto como imagen.
En otras palabras, queremos describir el kernel de ¢, ker ¢.

Supongamos que (u,v) € ker . Entonces ¢ +— uqu™!
particular,

es la identidad en R* y, en

ulv ™' =1

y por lo tanto u = v. Esto implica que o(u, v) es la funcién g — vqu~! que, es la identidad
si y sélo si qu = vq para todo g € H, es decir, si v es real (por el lema y dado que
v es unitario, v = £1.

Lo anterior implica que kerp = {(1,1),(—1,—1)} y entonces para toda rotacién
t € SO(4), su imagen inversa es ¢ !(t) = gker o, una clase lateral del kernel (comentario
previo al teorema , y entonces consta de 2 elementos, es decir, existen 2 elementos
de H; x H; que mapean a cada elemento de SO(4).

Finalmente, dado que ¢ es homomorfismo, entonces existe un isomorfismo natural
dom(yp)/ ker(¢) = img(p) por el teorema fundamental del isomorfismo para grupos (teo-
remall.1.1)) y entonces (H; x Hy)/{(1,1),(—1,—1)} = SO(4) que implica (S® x S?)/Z, =
SO(4) porque H; = S* y {(1,1),(—1,—1)} = Zs. |

5.2. Recapitulando; las rotaciones saliendo de R’

En este capitulo hemos notado que toda rotacién general en R™ puede descomponerse
en n/2 rotaciones simples, las cuales son el producto de un par de reflexiones simples
y son un movimiento que puede entenderse principalmente como sobre un plano. Estas
rotaciones conmutan si son en planos ortogonales, y el emparejamiento de reflexiones es
unico, aunque la descomposicion en si no lo es.

En 4 dimensiones podemos, por lo anterior, expresar cualquier rotacion general en tér-
minos de un par de rotaciones simples por planos invariantes. Esto nos permite clasificar
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a las rotaciones en 4D como sigue [Wikipedia contributors, 2019 Lounesto|, 2001]:

1. Rotaciones simples. La rotacion se genera solo por un par de reflexiones. Existe un
plano que se mantiene fijo punto a punto.

2. Heteroclinicas. Las rotaciones son por angulos diferentes ay fcon 0 < a < § < 7.
Cada vector es girado al menos por un dngulo a y a lo mas por un angulo S.

3. Isoclinicas. Las rotaciones por ambos planos son por angulos iguales. Este caso es
interesante ya que cada punto gira sobre un gran circulo en un plano invariante por
el origen, en otras palabras jtodos los puntos se encuentran en el ecuador!

Mas adelante regresaremos a detallar esto.

En este capitulo notamos cémo los pares de cuaterniones unitarios cubren las rota-
ciones en R*. Esta relacién es un homomorfismo de grupos y cubierta doble, lo cual se
resume en la siguiente secuencia exacta [Garling, [2011]:

1 Ty = SPx S* —% 5 SO(4) —— 1.

Por lo que las relaciones entre grupos que hemos encontrado hasta ahorita se pueden
expresar de la siguiente manera, completando el diagrama que encontramos al final del

capitulo anterior (4-1):

Sl>—>SO «—HlNS3

\// A

H1XH)g(83XS3)

SO(n) . O(n)

Donde el mapeo etiquetado por A es el mapeo diagonal u — (u,u). Hacemos notar
que esto resulta en tres formas de llegar a SO(4) a partir de H; de las cuales ninguna es
equivalente ya que

L:ur— (2 uz)
R:uvr— (2 zu)
woA:ur— (z— uzu™t).

Y notamos que la imagen de éste tltimo es una copia de SO(3) embebida en SO(4).
Hemos observado que los elementos unitarios de las algebras C y H se corresponden de
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forma natural a las rotaciones en R?, R3 y R*. Queda preguntarse si esto es sélamente
accidental o si se pueden definir otras algebras cuyos elementos unitarios se hagan co-
rresponder con los SO(n). Ademads, queda dilucidar porqué las correspondencias hacia
SO(3) y SO(4) son cubiertas dobles y cuél es el significado de esto.

Como veremos mas adelante, efectivamente, existe una clase especial de algebras cuyos
elementos unitarios generan SO(n) y observaremos que estas correspondencias resultan
ser cubiertas dobles. Estas son las llamadas algebras de Clifford o dlgebras geométricas,
como su descubridor, William K. Clifford las nombré.
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Capitulo 6

Las rotaciones en R"; los grupos
Spin(n)

Hemos visto ya cémo las rotaciones en R? son generadas por la accién del grupo C; de
los complejos unitarios, las rotaciones en R3 por el grupo H; de los cuaterniones unitarios
y en R* por los pares de cuaterniones unitarios, H; x H;. En cada caso tenemos un algebra
que contiene al espacio R" y a partir de sus elementos unitarios podemos formar un grupo
cuya accion en términos del producto en esta algebra induce las rotaciones en R™. Pero
esto fué facilitado en gran parte por las caracteristicas de los complejos y los cuaterniones,
por lo que surge la pregunta ;Se puede generalizar esto a cualquier dimension?

En este capitulo veremos que si, en cualquier R™ es posible definir un algebra GR"sobre
ese espacio en términos de la cual se pueden expresar rotaciones como la accién de un
subgrupo Spin(n) de elementos del algebra.

Para tratar de extender esto a mas dimensiones podemos ver lo que las dlgebras de
los complejos C y los cuaterniones H tienen en comun, ambas son dlgebras de division,
algebras donde cada elemento tiene un inverso multiplicativo. Entonces se podria con-
jeturar que tomando algebras de division en mas dimensiones podemos encontrar estas
algebras de rotaciones que buscamos. Por otro lado, el hecho de ser algebra de division le
confiere propiedades especiales a un espacio como el que se cumpla la ley de composicion
para la norma de vectores |uv| = |u||v| y si ésta dlgebra tiene dimensién n, éste producto
aplicado a sus elementos unitarios le confieren estructura de grupo a la esfera S”, lo cual
es un avance para representar su grupo de simetrias, SO(n). Pero al tratar de seguir
este camino encontramos que la tinica otra algebra de division aparte de R, C y H es el
algebra O de los octoniones, en 8 dimensiones, que, ademas resulta no ser asociativa, por
lo que no puede representar rotaciones |[Voelkel, 2015).

Esto implica que encontrar ésta dlgebra no es tan trivial y debemos analizar con méas
atencion qué es lo que se requiere para representar las rotaciones. Para esto recordemos
que toda rotacién se puede descomponer en pares de reflexiones y, como hemos estado
viendo, las algebras C y H nos permiten computar reflexiones por ejes arbitrarios con
facilidad en 2D, 3D y 4D. Esto a su vez es posible gracias a que el producto interno
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entre vectores es facilmente computable en términos del producto en cada algebra, ya
que la ecuacion [3.3.1] expresa las reflexiones simples en términos del producto interno
de vectores. El algebra que definiremos para esto tiene esta propiedad también, y es
esto fundamentalmente lo que nos permite expresar las reflexiones. Pero antes de pasar
a ella y su producto, exploremos otro aspecto fundamental de las rotaciones, el cual se
encuentra también expresado en ésta algebra y nos servirda como motivacion adicional
para las definiciones que siguen.

6.1. Rotaciones simples como producto de vectores

Como ya hemos aclarado, las rotaciones simples son un fenémeno que se da principal-
mente en un plano, éste es el plano que se genera por las dos direcciones en que ocurre
el par de reflexiones. De forma inversa, un par de vectores en R", (u,v), definen de for-
ma Uunica una rotacién simple t,, en el plano generado por ellos. Notemos que éste par
de vectores es ordenado, ya que el par (v,u) genera la rotacién inversa, t,, = (tu,) '
Notemos que el par (v, av), donde los vectores son colineales, por ser la composiciéon de
dos reflexiones idénticas, es la rotaciéon identidad, lo cual expresamos como t, 4, = 1.

Esto nos sugiere que existe algin tipo de producto entre vectores que nos provee
informacién acerca del plano de rotacién (con orientacion). Pero ademas recordemos que
el producto de dos reflexiones es una rotacion por el doble del angulo entre las direcciones
de reflexion, por lo que este producto también debe codificar la informacién del angulo
entre los vectores.

6.2. Las algebras de Clifford y el producto geométri-
co

Ahora es tiempo de definir el algebra que hemos estado mencionando tal que contiene
al espacio R™ y define un producto en base al cual se pueden expresar las rotaciones y
reflexiones.

Cabe notar que existe una amplia variacion en cuanto a las definiciones y notacién
para cada uno de los conceptos que se daran a continuaciéon. Por lo que, en vez de tratar
de abarcar todas optamos por dar definiciones motivadas de forma que surjan de la forma
mas natural y sean consistentes entre si sin alejarnos mucho de las definiciones presentes
en la literatura.

Definicién 6.2.1. (Algebra de Clifford) [Aragon-Gonzdlez et al), |2009] El &lgebra de
Clifford o algebra geométrica GR" es el dlgebra generada por el espacio R™ con base
canonica {ey,eq,...e,} y el elemento adicional 1 con el producto asociativo y distributivo
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dado por:

lv =vl =v Vv € GR" (1 es la identidad) (6-1)
e;e; — 1, (6—2)
€,e; = —€,€;; 1 7£ j, 6-3

denominamos también a éste producto como producto geométrico.

Esta algebra tiene como generadores los elementos {1,e;,es,...€,}. Los elementos
de la forma ae; e;,e;, ...€; donde o € R, y k un entero se denominan k-vectores (en el
caso de k =1,2 y 3 son vectores, bivectores y trivectores) siendo k el grado del k-vector.
Las combinaciones lineales de k-vectores de distintos grados se denominan multivectores.

Este producto se denomina geométrico porque tiene propiedades geométricamente
significativas:

Lema 6.2.1. (Propiedades del producto geométrico) [Aragon-Gonzdlez et al., |2009] Sean
u y v vectores en R"

1. u? = 1ul?

2. i |u| # 0, entonces u™' = u/u* = u/|ul*;
3. Siu es paralelo a v, uv = vu;

4. Siw es ortogonal a v, entonces uv = —vu;
5. uv 4 vu =2 (u,v) 1.

Demostracion. Siu =Y, u;e;

= o) (500)

= Z U;U;€;€;5
1,J
= Z U; U;€;€; + Z u,-uj(eiej + ejei)
i=j i#j
=D uil+ > uu(eie; —ee;)
i i%
= (Q_u)1+0
%

= |u|217

con lo que demostramos el primer inciso y se sigue el segundo inmediatamente. Por otra
parte, si u y v son colineales, es decir v = au entonces

wo = u(au) = auu = (ou)u = vu.
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Después procedemos con el tultimo inciso, de donde hemos comprobado ya el caso
u = v. Ahora, sea u # v, entonces:

w + v = (z ue> (; vjej> ; (; vjej) (z ue)

= [ D_wwvjeie; | + | D_uivseje
ij ij

= Z('U/i'vjeiej + uvje;e;)
(2]

= Z QUZ‘UZ‘GZ‘GZ' + Z uivj(eiej + ejei)
1,0 1#£j

=2 Z uivil —+ Z Uﬂ)j (e,;ej — eiej)

i i#]

=2 (Zuzvz) 1+0

1,0

=2 (u,v) 1,

Finalmente, si u L v, entonces (u,v) = 0 que implica, por lo anterior que 2 (u,v) 1 =
uv +vu = 0y por lo tanto uv = —vu. [

Notemos que estas propiedades son muy similares a las de los cuaterniones puros, con
la diferencia de que las férmulas para la norma y el producto interno cambian de signo. De
hecho podemos ver bastantes similaridades a las algebras de division, principalmente con
el hecho de que cada vector es invertible, aunque esto no aplica para todos los elementos
del algebra, ya que existen elementos # 0 cuyo producto es 0, como en

(1+e)(l—e)=1—e=0

|Girard), [2007].

Observacién 6.2.1. [Gallier, |2008] Es importante notar que el producto geométrico no
es conmutativo y que en todo rigor, la unidad del algebra 1 es distinta a la unidad de
los reales 1. Sin embargo, de forma similar a como se hizo con los complejos y los cua-
terniones, al tener comportamientos idénticos identificaremos 1 con 1 cuando no exista
confusion.
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6.2.1. Reflexiones y rotaciones; Spin(n)
Recordemos la formula para la reflexién simple en la direccion de un vector v en R”
dada por (ecuacion [3.3.1))
m, : R" — R"

(z,v)

[0]?

r——x—2

Por las propiedades que hemos visto, nos es posible reescribir esta formula en términos
del producto geométrico:

{z,v)
|of?

=z — (2(z,0)) (W“|2>

=z — (zv+vz)v !
1

m,(z) =2 —2

—oxv !

1

=T — TVU

=T —T— VTV

= —’uxv’l.

Notamos que se obtiene la misma reflexion si el vector v se cambia por cualquier vector
colineal av, o € R\ {0}, y entonces en adelante trabajaremos con vectores unitarios. Dado
esto, para v unitario v=! = v, por lo que la férmula anterior se puede escribir igualmente

m,(z) = —vaw.

Observacién 6.2.2. Recordemos que S™', la esfera en n dimensiones denota a los
elementos unitarios de R™,

St ={u€eR": |u| =1}

Nota: el exponente es n—1 porque la esfera es una superficie (n—1)-dimensional embebida
en R".

Por lo anterior, podemos afirmar lo siguiente

Proposicion 6.2.1. Las refleziones simples en R™ vienen dadas, en términos del pro-
ducto geométrico por funciones de la forma

m, : R" — R"

r— —vxv L

Donde v € S*™! es un vector unitario en la direccién de la reflexion.
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Demostracion. La derivacion de la formula demuestra la proposicion, pero es instructivo
checar que cumple las propiedades de una reflexion:

1. Invierte los vectores paralelos a v, ya que

1

m,(v) = —vvv ! = —v(vvt) = —v;

2. Es la identidad en todo u ortogonal a v, por

1

m,(u) = —vuv™! = —(vu)v™! = —(—uw)v !

=u(vv™) = w.

Notemos que tanto la formula como las demostraciones son casi idénticas al caso de
R3 con los cuaterniones unitarios (proposicién , solo variando un signo. De igual
manera también se puede ver que la composicién de reflexiones simples por los vectores
unitarios u y v, las rotaciones simples en el plano [uv], tienen la forma:

tuo(z) = (M, omy,)(z) = (wv)z(uv) ™.

por lo que afirmamos:

Proposiciéon 6.2.2. Las rotaciones simples en R™ son las transformaciones de la forma:

tp:R" — R (6-4)
r+— BxB™! (6-5)

Donde B € GR" es el producto de dos vectores de S*~L.

Demostracion. Por la construccién anterior, es cierto que todas las rotaciones simples
tienen esa forma.

Luego, sea B = uv un elemento de GR" producto de dos vectores unitarios. Entonces

tu () = (wv)z(uv) ™

= u(vev Hu™?
= —u(—vrv Hu?
- mU(mv(m))

= (m, om,)(z).

Por lo que tp es la composicién de un par de reflexiones, i.e. una rotacién simple. [ |
En R™ una rotacion general se puede descomponer en términos de rotaciones simples,
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o en reflexiones simples, por lo que puede expresarse de la siguente forma

tr(r) = (tukuk—l 0 0 Tyyyy ) (T)
(muk oMy, ,O0---0My, O mUl)(‘r>
= RxR™L.

Donde R = upup_1...usu; es un multivector en GR"™ producto de un nimero par k de
elementos de S"~1.

Y con esto vemos que el producto geométrico de vectores es efectivamente el producto
descrito en la seccion el cual codifica el angulo y el plano de rotacion.

Ahora tenemos las herramientas necesarias para explorar la dimensionalidad del gru-
po de rotaciones, es decir, el nimero de parametros necesarios para generar el grupo
completo. Para esto notemos que toda rotacién se genera por el producto de a lo mas
n/2 rotaciones simples, que por la ecuacion son definidas por un B € GR", produc-
to de un par de vectores unitarios. Pero a su vez, estos vectores se pueden expresar en
términos de los elementos {ej,es,...e,} de la base canénica. En tltima instancia, esto
significa que las rotaciones vienen generadas por los bivectores e;e;, productos de elemen-
tos diferentes de {ey, ey, ...e,}, de los cuales hay un total de n!/(2!/(n—2)!) = n(n—1)/2
(elementos diferentes por que e;e; no genera ninguna rotacién mas que la identidad). Por
lo que concluimos lo siguiente:

Proposicién 6.2.3. El grupo de rotaciones SO(n) tiene dimension n(n — 1)/2. Los
generadores son las rotaciones t(e, o;3 €n planos dados por pares de elementos diferentes
de la base canodnica.

Esto significa que, por ejemplo, en R?, las rotaciones en general se generan por rota-
ciones en los planos zy, 7z y yz. En contraste, en R? sélo estd el plano zy, que concuerda
con el hecho de que SO(2) = S' que es un espacio unidimensional. Por otra parte, R*
tiene 6 planos generadores: wz, wy, wz, xy, xz y yz. Vemos también cémo SO(n) se
incluye como un subgrupo en SO(n + 1), donde la dimensién extra permite n planos
mas de rotacién en (n + 1) dimensiones.

Finalmente, sabemos que los productos de elementos de S"~! generan las rotaciones en
R™. Es decir, estos elementos actian sobre los vectores y cubren SO(n). Ahora definimos

Definicién 6.2.2. El grupo Spin(n) de rotores en R™ es el grupo formado por multivec-
tores M, producto de un numero par de vectores unitarios

Spin(n) := {M € GR" : M = vjvy... v, k es par, v; € S* '}

Es un grupo ya que el producto esta bien definido y cada elemento M = vivy ... v
tiene un inverso M ™! = vy, ... vo01.

Ya vimos cémo los elementos de S"~! también generan las reflexiones en R" y, ya que
toda transformacion ortogonal es producto de éstas, entonces tenemos un grupo, similar
a como se definié Spin(n) que genera transformaciones ortogonales.
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Definicion 6.2.3. El grupo Pin(n) de versores en R" es el grupo formado por multivec-
tores M, producto de vectores unitarios

Pin(n) := {M € GR" : M = vjvy... v, v; € S" '}

Este grupo Pin(n) es a O(n) como el grupo Spin(n) es a SO(n). De hecho, se cumple
lo siguiente:

Lema 6.2.2. El grupo Spin(n) es cubierta doble de SO(n) y el grupo Pin(n) es cubierta
doble de O(n).

Demostracion. Sean fy g transformaciones ortogonales en R™. Estas se pueden descom-
poner en términos de reflexiones como sigue:

f:mfnomfnflo"'omhomfl
g=my, oMy, ,0:--0My 0My,

donde los f; y g; son vectores unitarios en las direcciones de reflexion. Por las definiciones
anteriores, f y ¢ se traducen a los versores F' = f,fn_1...fof1i vV G = gnGn_1...00
respectivamente, los cuales son elementos de Pin(n), y en reversa, los elementos de
Pin(n) corresponden a transformaciones ortogonales en R™ de la siguiente forma:

o :Pin(n) — O(n)

M — (:r — (—1)’“M9;M‘1)

Donde k es el grado del multivector M, el nimero de vectores que lo componen.

Esto es homomorfismo, ya que el producto de versores corresponde a la composicion
de las transformaciones. Por otro lado, el kernel de esta transformacién es {+1,—1}, ya
que dos versores de signos contrarios mapean a la misma transformacién y no hay mas
versores que mapeen a la misma. Por lo que este homomorfismo es cubierta doble.

El caso de la relaciéon de Spin(n) con SO(n) es similar. [

Incluso se cumple que el grupo Pin(n) es particionado en 2 copias de Spin(n) por la
funcién determinante, similar al caso de O(n) y SO(n).

Finalmente, introduciremos dos operaciones mas para terminar de explorar lo que en
algebra geométrica es posible.

Recordemos que la parte simétrica del producto de dos vectores, (zy + yx)/2 resulta
en el producto interno. La parte antisimétrica resulta ser de interés también, ya que
captura otro aspecto geométrico interesante.

Definicién 6.2.4. (Producto externo) [Lounesto, 2001 Definimos el producto externo
de dos vectores x yy en R™ como la parte antisimétrica del producto geométrico de ambos:

1

v Ay =2y —yz).
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El producto externo de n wvectores es la antisimetrizacion total del producto geométrico
entre ellos.

Este producto tiene muchas propiedades interesantes. Fundamentalmente, y por de-
finicién, se cumple siempre que x Ay = —y A x. Esta identidad es importante ya que nos
permite expresar subespacios con orientacién y con una nociéon de “area’”.

Como ejemplo, sean u = ae; + bes y v = ce; + des. Entonces
uAv = (ad — bc)ejey = (|ul|v|sin 0)e; e,

donde podemos notar que el coeficiente del resultado nos da el area del plano entre ambos
vectores (equivalentemente, el determinante de la matriz con columnas u y v). Y este
objeto se encuentra multiplicando al bivector unitario e;e,, el cual puede considerarse
como el elemento orientado del plano en xy, por lo que podemos interpretar el producto
externo de dos vectores como el area orientada del paralelogramo con lados u y v, lo cual
es siempre cierto, véase Kanatani| [2015] o Macdonald| [2017].

Ahora veamos qué pasa con el producto externo de dos vectores en R3. Sean T =
S rie Yy U =, y:€;, entonces su producto externo queda de la siguiente forma [Kana-
tani, 2015):

TNY = (T2ys — x3y2)eses + (x3y1 — T1y3)eser + (T1Y2 — Toy1)er€n = (T X §)*

donde hemos notado que los coeficientes son idénticos a los del producto vectorial T X v/,
pero en este caso tenemos un plano, ya que esta expresado en términos de bivectores.
Hemos denotado a esto de la forma # A ¢ = (Z x %)* y decimos que ambos son duales
uno del otro. Donde el dual de un multivector representa el complemento ortogonal del
mismo.

Definicién 6.2.5. [Macdonald, 2017] El dual de un multivector M estd dado por
Ms = MT™1

donde 1 es el elemento de volumen ejes...e,.

De esta forma, por ejemplo, en 2D, el dual de un bivector B = ae;e; viene dado
por ux = (aejer)I™! = (aejes)(ejes)™! = «, lo cual podemos decir que es un punto
sin extension geométrica y en 4D, el dual de un bivector es un plano ortogonal. De esta
forma, podemos retomar la discusion del capitulo[5|donde vimos que las rotaciones simples
podian entenderse de dos maneras, como movimientos en un plano, o movimientos en
circulos alrededor de un “eje” de rotacién (n — 2)-dimensional. Ahora podemos ver que
estas dos formas de verlo son equivalentes, al ser duales, ya que una vez elegido un plano
y un sentido de rotacién, se define de forma unica su eje (n — 2) dimensional con una
orientacién definida.
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6.3. Recapitulando; las rotaciones en R"

En este capitulo hemos terminado de cristalizar algunas ideas sobre las rotaciones que
ya venian surgiendo desde el principio, tales como la interpretacién de una rotacién simple
como un producto de vectores. El algebra geométrica sobre R™ nos permitié encontrar
éste producto, y a la vez, demostrd ser una herramienta poderosa para representar las
transformaciones ortogonales en general. De esta manera se generalizaron las propiedades
de los complejos y los cuaternios a todos los R™.

En este capitulo vimos que las rotaciones en R™ tienen dimensién n(n—1)/2 y descri-
bimos los grupos Spin(n) y Pin(n) que son cubiertas dobles de SO(n) y O(n) y cémo
la funcién determinante particiona estos espacios. En este punto podemos resumir estas
relaciones con el siguiente diagrama (que resulta ser conmutativo [Buchweitz et al., 2018])
donde cada secuencia vertical u horizontal de morfismos es exacta:

1 1
{—l-l, —1} {—l—l, —1}
1 —— Spin(n) —— Pin(n) _det {+1,-1} — 1

1 —— SO(mn) ——— O(n) — {+1, -1} —— 1

1 1

También hemos visto la equivalencia de pensar a las rotaciones como planares o como
sobre un eje (n—2) dimensional, ya que surgen de forma dual y vimos el producto externo
como una forma de representar planos y voliimenes.

Para ayudar al entendimiento de estas algebras, y para esclarecer algunas relaciones
que se observaron entre las distintas representaciones de las rotaciones en éste trabajo,
describiremos brevemente los casos de las algebras de Clifford GR" para 2,3 y 4 dimen-
siones:

6.3.1. El algebra GR?

En R2?, todo vector tiene la forma = = x,e; + z2e5. En este espacio, toda rotacién es
generada por un solo plano, el plano zy. Todo producto de un par de vectores unitarios
representa una rotacion. Sean u y v estos vectores, entonces su producto es

uv = (u1e1 + Ugez)(vle1 + ’Ugeg) = (U1U1 + UQUQ) + (uwz — u21)1)e1e2
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en este punto conviene notar una propiedad importante del bivector e;e; = I, (ejes)? =
I? = —1, por lo que notamos que se comporta igual a la unidad imaginaria de los
complejos. Y de hecho, ae; +bey = e1(a+beies) por lo que los vectores pueden observarse
como bivectores disfrazados. Es por esto que los complejos resultan tan naturales para
las rotaciones, pues jen realidad son bivectores!

6.3.2. El algebra GR?®

En este espacio, las rotaciones simples se siguen representando por bivectores producto
de un par de vectores, y podemos ver que, si uy v € S?

uv = a + beses + ceze| + dejes

Ahora, si renombramos i = ese3, j = eje3 y k = eje; jnos damos cuenta de que
cumplen con las leyes del producto de cuaterniones!

i’=j=k*=ijk=—1

Vemos que, al igual que con los complejos, los bivectores en GR? tienen una relacién
estrecha con los cuaterniones. Explica la utilidad de los cuaterniones para representar
rotaciones en 3D, ambos acercamientos son equivalentes ya que son isomorfos los cuater-
niones y los rotores en GR?. Esto también nos aclara el parecido de las férmulas para
rotaciones con cuaterniones y con algebra geométrica que notamos antes. Incluso se puede
demostrar que un rotor cualquiera se puede expresar de la siguiente forma

R = @) — cos @ + (@ A T)sin d

donde vemos inmediatamente el plano de rotacién (incluso el sentido de rotacién) y
el angulo, de forma similar a los cuaterniones [Hanson, |2006], la diferencia es que el

producto exterior es valido en dimensiones arbitrarias a diferencia del producto vectorial
[Macdonald,, |2017].

6.3.3. El algebra GR*

Generalmente, un rotor en R* puede expresarse de forma tinica como la suma de dos
bivectores simples, que representan dos planos ortogonales. Existe una excepciéon a esta
regla, crucial para el estudio de las rotaciones en 4D: Si los coeficientes de los bivectores
tienen cuadrados idénticos, entonces la descomposiciéon no es tnica. Esto se traduce en
el hecho de tal rotor genera rotaciones por angulos iguales en ambos planos y entonces
la rotacion es isoclinica y como ya vimos (seccién , en tal rotacion existen multiples
planos invariantes. Por ejemplo, el rotor e;e; + esey que representa a los planos por los
ejes wx y yz, puede ser descompuesto alternativamente en la suma de dos bivectores
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completamente ortogonales como sigue:

1 1
ejes +ese; = —(e; +e3)(ex+e4) + =(e; —e3)(es —ey).
2 2

6.3.4. Mas sobre algebra geométrica

El algebra geométrica nos ha resultado muy poderosa para representar la accion
de las transformaciones ortogonales en R", pero esto no es todo, cambiando un poco
los axiomas nos es posible expresar una geometria conformal en términos del producto
geométrico. De esta forma, se pueden expresar transformaciones mas generales como
traslaciones y éstas se expresan sin dependencia de las coordenadas, por lo que resulta
ser tan sencillo realizar una rotacion por el origen como por cualquier punto arbitrario.
Ademas, se pueden representar una mayor cantidad de objetos geométricos con facilidad.
Como ejemplo, la linea que pasa por los puntos p; v po se representa por p; Aps/A€y, donde
€4 es el punto al infinito, y la esfera que pasa por los puntos p, ¢, 7 y s se representa por
pAgArAs [Kanatani, [2015]. De hecho, incluso es posible expresar cualquier transformacién
lineal y grupo matricial en términos de dlgebras geométricas [Hestenes, 1991; [Sobczyk,
2008], abriendo las puertas a nuevas herramientas e interpretaciones alternativas, como
por ejemplo, la reinterpretacion de los grupos de Lie en términos de un “dlgebra madre”
[Doran et al., 1993].

Finalmente, al facilitar la expresiéon de operaciones fundamentalmente geométricas,
en términos de un producto Unico, las algebras de Clifford permiten la reformulacion de
operaciones en fisica y calculo vectorial permitiendo nuevas interpretaciones y otorgan-
do mayor flexibilidad (y eficiencia computacional) |[Chris Doran| 2003; Lounesto, 2001}
Dixon, 2011} |Vince, 2011].
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Capitulo 7

Conclusiones

Hemos visto en este trabajo muchas formas de representar algebraicamente a las
rotaciones, en especifico mediante nimeros complejos, cuaterniones, matrices y algebras
geométricas. Aunque pueden parecer bastante diferentes, las distintas representaciones
comparten caracteristicas fundamentales que las relacionan, en especifico, en todas ellas
se observa que la inclusién del producto interno en el algebra implica la representabilidad
de las reflexiones y a su vez, la inclusion de las rotaciones en el marco algebraico; de
esta manera, en cada representacion terminamos con elementos unitarios del algebra
formando los grupos Spin(n) que cubren doblemente al grupo de rotaciones SO(n).
Ademas, observamos aspectos geométricos fundamentales de las rotaciones, como el hecho
de que toda rotacion se descompone en rotaciones simples y a su vez las rotaciones simples
estan fundamentalmente relacionadas con el producto de vectores, de donde pudimos ver
la dualidad de pensar en las rotaciones como algo planar o en términos de “ejes” de
rotacion.

En este trabajo se traté de proporcionar un panorama amplio y comprensible, aunque
esto implica necesariamente que muchas cosas se hicieron de lado. Entre esas cosas esta
el panorama general de la teoria de grupos de Lie y como se relacionan con los grupos
de rotaciones. No sélo en R", sino que también en RP¢ C™, H" y otros tipos de espacios
[Savagel 2015; [Stillwell, [2008]. Otra de las cosas que falté es explorar la notacién grafica de
tensores y como ésta permite clasificar facilmente los subgrupos de rotaciones [Stedman,
1990; [Peterson, 2007]. Por otro lado, la teorfa de las dlgebras de Clifford es muy vasta y
es un campo de investigacion activo, por lo que la literatura abunda, pero a veces no tan
coherente y entonces inevitablemente se omitieron muchos detalles en el tratamiento de
este trabajo [Lounesto, 2001; |Garling, |2011; |Gallier| [2008]. Finalmente, no se exploraron
los aspectos computacionales de la implementacion de las transformaciones, siendo esto
también algo muy vasto [Hanson) [2006; [Vince, 2011; Leo Dorst, 2007; Gallier, 2011;
Ron Goldman), 2010]

A pesar de esto, el trabajo fué completado cubriendo los objetivos planteados y es-
perando ser de utilidad para el lector. A pesar de que el hilo conductor fué siempre la
elucidacién de las propiedades de las rotaciones, esperamos que al haber finalizado, el
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lector, al igual que el autor, tenga un nuevo apetito por seguir aprendiendo sobre las po-
sibilidades que abre el dlgebra geométrica y su subsecuente relacién con transformaciones
lineales arbitrarias, lo cual seria un tema apropiado para una continuaciéon del presente
trabajo en el futuro no muy distante.

Se agradece al lector su paciencia e interés.
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