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Lista de simbolos

v, Velocidad del fluido en direccion z [m/s]
q Flujo volumétrico en un tubo [m%/s]
Q Flujo volumétrico en el medio poroso [m?/s]
K, Permeabilidad [m?]
r Radio [m]
R Radio de tubo [m] *
Ronin Radio de tubo minimo en el sistema poroso [m]
2. Radio de tubo maximo en el sistema poroso [m]
Try Esfuerzo cortante de r en direccion z [Pa]
u Viscosidad dinamica [Pa s]
Tp Esfuerzo de cedencia [Pa]
dpP . ..
I Gradiente de presion [Pa/m]
L, Longitud aparente del tubo [m]
L; Longitud del tubo considerando tortuosidades [m]
D Parametro de porosidad, adimensional,
f
2<Df<3
D Parametro de tortuosidad, adimensional,
t
1<D,;<?2
® Porosidad, adimensional,
O<gp<1l

*Se considera como un valor constante para los casos de flujo en un tubo liso y tubo tortuoso, y

como variable para el caso de flujo en medio poroso.
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Flujo de fluidos newtonianos y no-newtonianos en

medios porosos fractales.

Resumen

En este trabajo se propone un nuevo modelo fractal para el flujo en medios porosos de fluidos
newtonianos y no newtonianos. Se considera al medio poroso como un conjunto de capilares,
es decir, varios tubos tortuosos agrupados en una determinada superficie y distribuidos segln
lo determina un escalamiento fractal. De esa forma, para calcular el flujo en el medio poroso,

se realiza la suma de las contribuciones de flujo individual de cada poro (tubo tortuoso).

Ademas, se propone un algoritmo de calculo numérico para la solucion de problemas de flujo
en medio poroso de fluidos newtonianos y no newtonianos. Esta herramienta resuelve la
ecuacion de balance de cantidad de movimiento con la implementacion de un nuevo
escalamiento fractal, cuyos resultados difieren, y en ciertos casos mejoran algunas
predicciones reportadas anteriormente. La herramienta creada es versatil y puede adaptarse
a modelos reoldgicos mas complejos como Herschel-Bulkley, partiendo de los algoritmos

base para fluidos newtonianos, de Bingham y ley de la potencia.

El presente trabajo esta divido de la siguiente manera:

En el capitulo de Introduccion se presentan los antecedentes y teoria desarrollada
previamente, ademas de la justificacion del trabajo de tesis y el marco teodrico que explica los
conceptos utilizados a lo largo del presente trabajo. En la seccidn titulada e Hipotesis,

justificacion y objetivos se explica lo que se busca con este trabajo de tesis, ademas de las



razones que dieron inicio al desarrollo de este trabajo de investigacion. En el capitulo de
Resultados y discusion se presentan los resultados obtenidos, dividido en cuatro subsecciones
para facilitar su comprension. Estas subsecciones contienen la validacién del modelo
propuesto, en el alcance predictivo que tiene el modelo fractal propuesto y un estudio de
sensibilidad paramétrica; para cerrar esta subseccion, se reporta una comparacion con
modelos similares y contra datos experimentales reportados en la literatura. En la seccion de
Conclusiones se describen los puntos clave a los que se llegaron en el desarrollo de este
trabajo. Finalmente, en los Apéndices se muestra, de manera detallada el desarrollo de los
modelos generados en este trabajo de tesis, asi como el algoritmo empleado en la herramienta

numeérica.

I. Introduccion
1.1 Antecedentes

Existen una gran variedad de medios porosos de interés en la ingenieria, como materiales
geoldgicos, productos textiles, camas empacadas y catalizadores (Dullien, 1992). La
permeabilidad, una propiedad intrinseca a estos materiales, es parte importante en la
extraccion de petroleo, en la geofisica y en la produccion de polimeros, entre otras
aplicaciones (Yu, 2005). Este pardmetro macroscépico esta relacionado a la tortuosidad de

los capilares a través de generalizaciones a la Ley de Darcy. Esta ley correlaciona el flujo
S . -z . dapP , .
volumétrico (Q) con la caida de presién aplicada (E)’ el area transversal de flujo (A7), la

viscosidad (1) y la permeabilidad (K,), de la siguiente manera (Tek, 1957):
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K, AP
q="Ar 1)

Asi, la tortuosidad del medio afecta al flujo volumétrico, lo que genera escalas espaciales
variables que se traducen en rapideces de deformacién no homogéneas, y que promueven la
manifestacion de propiedades no lineales en los fluidos no-newtonianos (Bear,1972). Por
ejemplo, aquellos que presentan adelgazamiento y/o engrosamiento al corte y a la extension,

plasticidad y tixotropia (de ahi parte la importancia de modelar el flujo en medio poroso).

En otros trabajos, una forma de caracterizacion de la morfologia de medios porosos consiste
en utilizar geometrias fractales (Yun et al, 2008; Li et al, 2008; Yu y Li, 2001). Dichas
geometrias se describen por medio de escalamientos que reflejan la autosimilitud en la
tortuosidad de los capilares, asi como en la distribucion de los poros en el medio (Yun et al,

2008).

En la mayoria de los modelos fractales que describen el flujo a través de medios porosos, se
comparten ciertas caracteristicas; el escalamiento fractal es aplicado a la longitud de los
capilares y a la distribucién de los poros (Perrier et al., 1999; Cai et al., 2015). También
existen algunos modelos que no consideran la tortuosidad con un escalamiento fractal, sino
como un parametro dependiente de la porosidad (Shou et al., 2010). Para este trabajo, se toma
como referencia primaria un modelo fractal, que ademas de la distribucion de los poros,
considera la tortuosidad de estos con un escalamiento fractal, la que también interviene en la

descripcion del flujo en medios porosos (Zhang et al., 2006; Yun et al., 2008).

Dada la estructura del medio poroso, la dinamica de flujo a través de éste depende de la
disposicion de los poros (Dullien, 1992). Como suposicion fundamental de este trabajo, se

propone que el sistema de poros es un conjunto de capilares con cierta tortuosidad (Yu, 2005).

11



Esta suposicion reduce el problema a calcular el flujo en tubos rectos, con una correccion por
tortuosidad, y finalmente el calculo del flujo volumétrico en todos los capilares para estimar

el flujo total y la permeabilidad del medio.

El analisis de flujo, dispersion y procesos de desplazamiento en rocas han sido estudiados de
forma extensiva en la extraccion de petrdleo en reservas subterrdneas (Sahimi, 1993).
Ademaés, es importante en el modelado de dichos procesos la descripcidn reolégica de los
fluidos involucrados; i.e. la ecuacion constitutiva del material. En este trabajo se aborda el
fluido newtoniano, el fluido de Bingham y el fluido de ley de la potencia (Bird et al., 1960);
los cuales son usados para describir el flujo de agua (Sutera y Skalak, 1993), asi como en
lodos residuales (Gardea, 2008) y en la industria del petrdleo (Frigaard et al., 2017),

respectivamente.

Dentro de los fendbmenos de transporte, el flujo en un tubo recto es uno de los problemas mas
simples que se pueden encontrar; pero no por ello carece de importancia en aplicaciones, ya
que este flujo es la base para el disefio de distintos equipos industriales: por ejemplo, el flujo
en tubos rectos es esencial en sistemas de bombeo y transporte de materiales, en sistemas de
enfriamiento, en reactores continuos, etc. (Bird et al., 1960; Sutera y Skalak, 1993). La
aplicabilidad de este flujo es tan amplia, que se ha usado para describir el flujo de fluidos

newtonianos y no newtonianos en medios porosos (Sochi, 2010a).

Muchos modelos de flujo se basan en la ecuacion de Hagen-Poiseuille (HP) para capilares
cilindricos (Cai et al., 2014). Sin embargo, las limitaciones de la descripcion de la ecuacién
de HP son complementadas con las consideraciones de diferentes tamafios y formas de poros,
de la tortuosidad de las lineas de corriente y de la distribucidon aleatoria de los poros mediante
un escalamiento fractal (Cai et al., 2015).

12



1.2 Descripcion del medio poroso
1.2.1. Ecuacion de Hagen-Poiseuille.

Para un fluido newtoniano, incompresible y en estado estacionario, en 1847, Jean L. M.
Poiseuille buscd relacionar cuatro variables: el flujo volumétrico de agua destilada a través
de un tubo, la diferencia de presion aplicada, la longitud del tubo y su didmetro. Con ese
propdsito, Poiseuille desarroll6 multiples experimentos que le ayudaron a definir una
ecuacion, aunque en ese momento adn existian impedimentos relacionados con la medicién
de la viscosidad y la temperatura. Ese problema fue resuelto después, tras hacer la deduccion
mediante las ecuaciones de Navier-Stokes; la primera de ellas fue realizada por Edward
Hagenbach en 1860 (Sutera y Skalak, 1993), y de ahi se conjuntan ambos trabajos: tanto la
ley de Poiseuille como la deduccién de Hagen, para desarrollar la ecuacion descriptiva del
flujo de un fluido newtoniano incompresible en un tubo liso:

Q = nD*P/128ul. )

1.2.2. Permeabilidad y Porosidad.

La ley obtenida experimentalmente por Henri Darcy en 1856, conocida como la Ley de Darcy,
describe principalmente el flujo de agua a través de medio poroso, aunque su utilizacion ha
sido muy extensa y se ha generalizado para varios fluidos (Tek, 1957):

K AP
En esta ecuacion, el coeficiente de permeabilidad de Darcy K, engloba todas las

caracteristicas de un medio poroso, las cuales afectan al flujo y que no se pueden determinar

13



facilmente (como la porosidad e imperfecciones estructurales). Esta ley establece que la
permeabilidad de un medio poroso es proporcional a la velocidad del fluido a través de éste
(q/A7), cuando esté sujeto a un gradiente de presion definido (AP /AL). A grandes rasgos, la
permeabilidad es la propiedad que expresa la facilidad con la que el sistema fluido-medio
poroso permite el flujo del fluido a través de él. Esta definicion, junto con los parametros que
intervienen en la Ec.(1), sugiere que la permeabilidad es la propiedad primaria para describir

el flujo a través de un medio poroso (Perrier et al., 1999; Cai et al., 2015).

Al considerar un medio poroso, también existe otra propiedad mas especifica de este tipo de
superficies: La porosidad. Esta propiedad representa la fraccion de volumen que ocupan los
poros en relacion con el volumen de particulas sélidas del material (Dullien, 1992). También
se suele utilizar la porosidad efectiva, la cual representa al volumen por el cual algin fluido
puede fluir; es decir, el volumen de los canales interconectados que permiten la entrada y

salida de fluido en el medio poroso (Dullien, 1992).

Normalmente, se define a la porosidad (¢) como el volumen de espacios para almacenar
fluidos dividido por el volumen total; en este caso, se desconoce concretamente el volumen
disponible en el lecho poroso, es decir, la cantidad y el volumen de los poros (Dullien, 1992).
Como esto hace referencia a la cantidad de poros, representados en nuestro modelo con tubos
tortuosos, entonces se debe definir la cantidad de tubos tortuosos en nuestro sistema; por
ende, se puede definir como una relacién entre los radios de los poros y el escalamiento
fractal. A continuacidn, se muestra una ecuacion que describe la porosidad por medio de

fractales (Yu y Li, 2001):

¢ = (Lne)™ @

Rmax
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En la Ec.(3) interviene la dimension euclidiana (¢), es decir, o que nos define el sistema
como una recta (¢ = 1), un plano (¢ = 2) o un elemento de volumen (e = 3). En este trabajo

se elige un plano, por lo que la Ec.(3) es:

¢ = (Em)™ @

Rmax

En el andlisis para un elemento de volumen (e = 3), la expresion es similar a la que
Mandelbrot presentd para un medio poroso, donde la porosidad resulta de sustraer espacios
en el material siguiendo un comportamiento aleatorio descrito con fractales (Mandelbrot,

1982).

1.2.3. Descripcion simplificada de un medio poroso.

Uno de los usos de la ecuacion de Hagen-Poiseuille es la representacion de un medio poroso
(Caietal., 2014), el cual puede ser justificado si se piensa que el medio poroso es un conjunto
de capilares distribuidos a lo largo de la superficie del medio. A estos capilares se les atribuye
una geometria cilindrica; es decir, se pueden imaginar como una coleccién de tubos rectos
por los cuales el flujo ocurre (Fig.1). A partir de la ecuacion de Hagen-Poiseuille, se pueden
obtener ecuaciones para el flujo en medios porosos en los que se supone que los poros son
tubos rectos. La permeabilidad se obtiene al comprar las ecuaciones obtenidas con la

ecuacion de Darcy (Zhang et al., 2006; Yun et al., 2008).
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Figura 1. Representacion del flujo a través de los tubos hipotéticos que conforman el medio poroso.

1.3 Escalamientos fractales

Se sabe que los fractales son objetos que no siguen la descripcion euclidiana de la escala de
longitud, &rea y volumen; estructuras irregulares de la naturaleza como costas 0 montafias
(Mandelbrot, 1982). Un fractal es una figura geométrica compuesta por fragmentos en una
infinita variedad de tamafios, tales que cada uno de ellos es una copia reducida del total; esta
propiedad es denominada autosimilitud. En general, los fractales estan caracterizados por la
presencia de infinito detalle: Longitud infinita, un &rea o volumen finito, y la ausencia de

suavidad (Fig.2).
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Figura 2. Ejemplo de un fractal: Curva de Koch.

Se representan cinco iteraciones de la Curva de Koch, de modo que, en el limite de infinitas iteraciones, la figura inicial se
convierte en un fractal. Si se amplia un fragmento de la construccion de la derecha, se apreciaria la semejanza como la

construccion de la izquierda; a esto se le denomina autosimilitud.

Ahora bien, un material poroso es un cuerpo sélido con una alta composicion interna de
huecos dispersos regular o aleatoriamente, sea que dichos huecos estén conectados o0 no, en
donde se observan deformaciones y estructuras similares a un cuerpo rocoso, pero en una
escala mucho menor; dicha textura se mantiene en escalas mas y mas pequefias. De ese modo,
se justifica caracterizar la geometria de los medios porosos al introducir escalamientos

fractales.

En este trabajo se utilizan dos escalamientos fractales: La tortuosidad (D;) y la distribucién
de poros (Df). Ambos buscan describir la transicion de una dimension geométrica a otra,

como representacion de un fenémeno fisico: El flujo a través de una pared porosa.

El primer escalamiento fractal, la tortuosidad D,, busca describir como un tubo recto
evoluciona a una geometria mas complicada y con mas distancia que recorrer, lo que se

refleja en la extension del dominio espacial a otras dimensiones (Fig.3). De hecho, los
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capilares de un medio poroso real, aunque representados como tubos rectos para facilitar las

deducciones de modelos, no siguen una geometria regular, sino que tienden a ser erraticos.

Linea ¥ Plano
D=1 D=2

Tubo recto Tubo tortuoso

Figura 3. Efecto del escalamiento fractal de tortuosidad.

Como se mencion6 con anterioridad, el escalamiento fractal tiene la funcion de hacer la
transicion entre distintas dimensiones geométricas. Para la tortuosidad eso implica transitar
entre una linea (el tubo recto) y un plano; por ello el valor de D, esta limitado en el intervalo

de 1 < D, <2 (Yu, 2005).

El principal efecto cuantitativo que se observa es la diferencia entre la longitud tubo recto y
la nueva longitud del tubo “tortuoso”. En general, se espera que la longitud de un tubo
tortuoso sea mayor que la longitud de un tubo recto (Fig.3). Adicionalmente, no se deja de
lado que el radio del tubo también sufra alteraciones por la tortuosidad, y por ello se asume
que el radio del tubo también debe estar involucrado en la siguiente definicion de la longitud

tortuosa (L;) (Yuy Cheng, 2002):

L = L2(2r)1 P, ()
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En la Ec.(5) se puede ver que cuando D, = 1, se obtiene que L, = L,, donde L, es la longitud

del tubo recto; es decir, la longitud que el observador puede medir en la escala macroscépica.

El segundo escalamiento fractal que se debe considerar es de la distribucion de poros Dy.
Este parametro expresa la cantidad de poros tiene el medio, que tan juntos o separados se
encuentran esos poros entre si, y que tan diferentes en tamafio son. Esto resulta complicado
de representar matematicamente, por ello se emplea una aproximacion mediante un
escalamiento fractal Dy. Este parametro, en lugar de definir los poros, contempla el flujo e
indica la cantidad de espacios libres que permiten al fluido atravesar la pared del medio

poroso (Fig.4).

Punto Y Superficie
D=2

[}imensinp 1 Dimensicn 2:
sin espacio Toda la

para que fluya superficie

el fluido. permite flujo.

Figura 4. Efecto del escalamiento fractal de la distribucion de poros.

Al igual que la tortuosidad, Dy es considerado unicamente en el intervalo 1 < Dy <2, a
causa de las dimensiones geométricas en las cuales se ha definido el problema. Aungue es
posible hacer un tratamiento similar a una tercera dimensién, por ejemplo, en una esfera. La
complejidad del calculo hace que la aproximacion a dimension dos sea la primera y obvia

eleccion para este trabajo.
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La dimension fractal que describe la distribucion de tubos se calcula con base en la cantidad
de poros (N), tomando en cuenta el radio de cada poro (R), el radio méximo de poro que

puede encontrarse en el medio poroso (Rs) Y la dimension fractal (Dy). Esto se establece

en la ecuacion siguiente (Yu y Li, 2001):

N(L > R) = (R’jTa'")Df . (6)

Como el efecto directo de este escalamiento fractal es sobre el flujo volumétrico, aqui
también interviene otra consideracion necesaria para el calculo del flujo en el medio poroso:
Bajo el supuesto de que los poros son tubos con cierta tortuosidad, el medio poroso es, por
consiguiente, una agrupacion de varios de estos tubos tortuosos dentro de un volumen
definido. Por ello es posible determinar el flujo en el medio como la suma de todas las
contribuciones de los pequefios capilares tortuosos; o expresado de otra forma, como la
integral del flujo en un tubo (g;) con respecto a la distribucién de los tubos (N) de diferentes

radios (R;). Esto se aprecia en la siguiente ecuacion (Yun et al, 2008):

Q= — [ idN,(R)). 7)
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1.4 Fluidos newtonianos y no-newtonianos

1.4.1. Fluidos de Newton.

Un fluido newtoniano es todo aquel fluido en el cual el esfuerzo de corte (z,-,) es proporcional
a la rapidez de deformacion (%Z), y tiene una curva de flujo recta (Fig. 5); es decir que, para

una temperatura y una presion dadas, la viscosidad (u) es siempre constante para cualquier
pareja de rapidez de corte y esfuerzo cortante. La ley de la viscosidad de Newton describe el

comportamiento de los fluidos newtonianos (Bird et al., 1960):

dvz

Trz = —H 8)

Esfuarzo de corte [Fa]

Rapidez de corte [1/s]

Figura 5. Ejemplo de una curva de flujo para un fluido newtoniano.
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1.4.2. Fluidos de Bingham.

Un fluido de Bingham se comporta de forma similar al fluido newtoniano, con la
particularidad de que no presentara flujo hasta que el esfuerzo aplicado al fluido supere al
esfuerzo de cedencia (z,); el esfuerzo minimo para que se presente flujo (Fig.6). La siguiente

ecuacion describe el comportamiento del fluido de Bingham (Bird et al., 1960):
Try = —USE 4T, 9)

d . - . . .
Donde t,, es el esfuerzo de corte, % es larapidez de deformacion y u es la viscosidad, igual

que en la Ec.(8) para el comportamiento newtoniano.

Esfuerzo de corte [Fa)

o]
=
—

Rapidez de corte [1/s]

Figura 6. Ejemplo de una curva de flujo para un fluido de Bingham.

En la Fig.6 se aprecia el esfuerzo necesario para que comience el flujo; la Unica diferencia
notable con la Fig.5 para un fluido newtoniano. Fisicamente, el esfuerzo de cedencia que los
fluidos de viscoplasticos presentan se refleja en la aparicion de dos fases en el dominio de
flujo: La fase plastica, que es la seccidn que no se deforma; y la fase viscosa, la seccion que

se deforma.
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1.4.3. Fluidos de Ostwald de Waele.

En el caso de los fluidos de Ostwald de Waele, también conocidos como “Ley de la Potencia”
(Bird et al., 1960), la viscosidad cambia con la rapidez de corte debido al indice n de la
Ec.(10), y pueden ser dilatantes (n>1) o adelgazantes (n<1). Es decir, la viscosidad de estos
materiales puede aumentar o disminuir, respectivamente, con la rapidez de corte (Fig. 7).

Esto se entiende como la consistencia del material ().

1= —n(22)", (10)

Esfuerzo de corte [Pa]

Rapidez de corte [1/s]

Adelgazantes Dilatantes

Figura 7. Ejemplo de una curva de flujo para fluidos de Ostwald.

En la curva de flujo para un fluido adelgazante, se observa que el material presenta una alta
viscosidad a bajos esfuerzos de corte. Posteriormente, la pendiente de la curva disminuye,
por lo que la viscosidad del material disminuye al aumentar la rapidez de corte. Lo contrario
ocurre en la curva de flujo para un fluido dilatante, donde al aumentar la rapidez de corte, la

pendiente de la curva crece, por lo que la viscosidad del material aumenta.
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1.5 Métodos iterativos

Por una parte, se tiene el desarrollo de las ecuaciones descriptivas del flujo en el medio
poroso; pero, por otro lado, también es necesario hacer énfasis en los métodos por los cuales
se lleva a cabo el célculo numérico de estos resultados. En concreto, los métodos numéricos

fundamentales que se emplean son dos:

1. Solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias. Un Runge-Kutta de cuarto orden,
para resolver la ecuacién de movimiento, tanto para un tubo liso (Ec.A.1.1) como

para un tubo tortuoso (Ec.12). La Ec.A.1.1 proviene del apéndice A.1.

AP
Trs = 37 (AL1)
d_PL%;_DtZDt_1 Dt (11)

Ty, = .
rz dL, D, (De+1)

Donde el esfuerzo cortante 7,, se sustituye por las ecuaciones constitutivas de los
diferentes fluidos considerados en este trabajo (Newton, Bingham y ley de potencia),
resultando en la ecuacion diferencial ordinaria a resolver por el método numérico. La
siguiente ecuacion, para un fluido newtoniano en un tubo tortuoso, es un ejemplo de la

forma de las ecuaciones diferenciales introducidas al algoritmo de célculo:

dvy _ dp Ly Ptabemt Dt

fr)y=—"= (12)

dr dL, uD; (Di+1)

2. Integracion numeérica. Al resolver las ecuaciones de balance, se obtiene el perfil de
velocidades en forma discreta. Por medio de una integracion de Simpson compuesto,
se obtiene la velocidad promedio y con ello, el flujo volumétrico. Posteriormente,

este mismo algoritmo de integracion es empleado para calcular el flujo del medio
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poroso. El lector puede consultar estos algoritmos a detalle en el capitulo 1lI, en la

subseccion correspondiente a la herramienta numérica.

1.5.1 Runge-Kutta de 4° orden.

Los métodos de Runge-Kutta consisten en obtener la solucion de una ecuacion o un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, empleando un nimero finito de términos en una serie
de Taylor, delimitado por el orden de aproximacion de acuerdo con los términos considerados
de la serie de Taylor (Nieves y Dominguez, 2014). En este trabajo se empled el método de
Runge-Kutta de cuarto orden, el cual es uno de los métodos mas usados en esa familia de
algoritmos numeéricos para las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Su

expresion recursiva es:
h
Yier = Vit (ke + 2kp + 2k5 + ka) (13)

Donde h es el tamafio de paso, es decir, la razon de incremento de la variable independiente
x; a cada paso iterativo i. La variable dependiente y; corresponde al valor de la derivada en
ese paso iterativo y y;,, corresponde al valor de la derivada en el paso iterativo siguiente.

Ademas, k4, k,, k3 Y k, estan definidas de la siguiente forma:
ki = f(xi,vi);

ko =f(x; +h/2,y; + hk,/2);

ks = f(x;+h/2,y; + hky/2);

ky, = f(x; + h,y; + hks3);
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En la Ec.(14), se puede notar cierta concordancia con los primeros cinco terminos de la serie
de Taylor, ya que el termino k; corresponde a el valor de la funcién f, k, corresponde al valor
de la funcion al cuadrado sobre dos, y asi sucesivamente en los siguientes términos. Esto
sugiere que existe una mayor precisién que con métodos de orden inferior. Ademas, dentro
de las ventajas de este método, no se requiere el célculo de derivadas y en su lugar se evalla

la funcién (los términos fuente de las ecuaciones diferenciales) en cada intervalo.

1.5.2. Método de Simpson.

El otro método numérico empleado para resolver el problema en la parte de integracion
numerica es una integracién compuesta de Simpson. Este método se basa en aproximar la
funcion a integrar con una parabola comprendida en el intervalo definido para la integracion,

con base en la formula de Newton de diferencia finitas (Nieves y Dominguez, 2014).

La expresion tiene la siguiente forma:

I = §<f(xo) + 43721 fl) + 23055 flx) + f(xn)> (14)

De la cual A i es el incremento de i y h el tamafio de paso entre intervalos.

La integracién compuesta es que aproxima con polinomios distintos para los intervalos
definidos. Esta caracteristica es util en especial al resolver el problema de flujo en medio
poroso con fluidos de Bingham, pues en esta ecuacion constitutiva se producen dos secciones
con comportamientos de deformacion distintos: La seccion viscosa (que se deforma) y la

seccidn plastica (que no se deforma).
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I1. Hipétesis, justificacion y objetivos

2.1 Hipadtesis
En ciertos modelos fractales de flujo en medios porosos se hace uso de los escalamientos
fractales de tortuosidad de los canales de flujo (poros) y la distribucion de estos en el medio
poroso (Zhang et al., 2006; Yun et al., 2008). En dichos modelos, se definen los pardmetros
de tortuosidad D, y la distribucion de poros Dy. La definicion de tortuosidad es sustituida
directamente en la ecuacion de flujo volumétrico para un tubo recto (andloga a la ecuacion
Hagen-Poiseuille), con la reologia correspondiente (Newton, Bingham, Ostwald; Bird et al.,

1960).

Asi, la hipdtesis fundamental de este trabajo es:

El andlisis y tratamiento riguroso de este problema, mediante la sustitucion del escalamiento
fractal para la tortuosidad en el balance de cantidad de movimiento, y no directamente en la
ecuacion del flujo volumétrico, mejorara las soluciones obtenidas, en comparacién con otros

modelos y con datos experimentales reportados en la literatura.

2.2. Justificacion

En este trabajo, se propone un nuevo modelo fractal para el flujo en medios porosos, asi como
un algoritmo de calculo que ofrezca apoyo y facilite la solucion de problemas relacionados
con la extraccion de petroleo, en técnicas de tratamiento de suelos y disefio de camas

cataliticas.
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2.3 Objetivos
Los objetivos de este trabajo son:

1. La proposicion de un modelo matematico para el flujo en medio poroso de fluidos
newtonianos y no newtonianos en geometrias fractales, con base en un escalamiento
fractal alternativo a los reportados en la literatura (Perrier et al., 1999; Cai et al., 2015;
Shou et al., 2010).

2. Planteamiento de un algoritmo numérico y su validacién para el modelado de flujo
newtoniano y no newtoniano en medios porosos fractales.

3. El planteamiento tedrico de una ecuacion generalizada de flujo en capilares tanto lisos
como tortuosos, que facilite la inclusidn diversos modelos constitutivos sencillos [con
miras a la caracterizacion de fracciones de petrdleo u otras sustancias como
surfactantes para la extraccion (Salager, 2005)], tomando en cuenta un escalamiento
fractal para la tortuosidad de los capilares (Yu, 2005) y para la distribucion de poros
(Yu, 2001).

4. Estimacion de la permeabilidad en un medio poroso, considerando la reologia de
fluidos sencillos y la distribucion fractal de los poros.

5. Comparacion de las soluciones obtenidas del modelo propuesto contra datos

experimentales de permeabilidad reportados en la literatura.

28



II1. Marco teorico

En esta seccion se describe el desarrollo y obtencion de las soluciones analiticas en los casos
analizados. En la Tabla 1 se muestran todas las combinaciones analizadas, dadas por

morfologia de los tubos (liso, tortuoso y poroso) y los fluidos considerados (newtoniano, Ley

de potencia, Bingham).

Tabla 1. Combinaciones analizadas.

Morfologia Fluido Newton Bingham Ley de Potencia
Tubo Liso Caso 1.1 Caso 2.1 Caso 3.1
Tubo Tortuoso Caso 1.2 Caso 2.2 Caso 3.2
Medio Poroso Caso 1.3 Caso 2.3 Caso 3.3

3.1. Ecuacion de movimiento

Se parte del balance de cantidad de movimiento para un fluido generalizado (ecuacion de

Cauchy) en condiciones de incompresibilidad (¥ - 7 = 0):
p(S+7-V5)=—Vp+V-G+pg. (15)
En el presente planteamiento, se toman en cuenta las siguientes consideraciones:

1. Flujo laminar, pues los radios de un poro son pequefios y esto afecta al nimero de Reynolds

considerablemente.

2. Fluido incompresible.

3. Estado estacionario.

4. Movimiento del fluido unicamente en la direccion axial, 7 = (0,0, v,).
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5. Los efectos por presion y las fuerzas externas (gravedad) se agrupan en un solo término,

el cual solo considera la entrada y la salida, y funciona como pardmetro de control en el

sistema (el gradiente de presion Z—IZ).

6. Bajo flujo cortante simple, el tensor de esfuerzos se define como como:

0 0 7,
0= ( 0 0 O )
T, 0 0

Con estas suposiciones la Ec. de Cauchy (Ec.15) se reduce a:

dp = d(rtrz)

dL dr (16)

Para implementar la condicion de tortuosidad de los tubos a la ecuacion de movimiento,
primero se define una expresion para la longitud tortuosa (L,) utilizando las dimensiones

fractales, dada por:
Ly = L2 (2r)1 P, ()

Esta ecuacion cumple con la siguiente condicion: D, —» 1,L, — L,; donde L, es la longitud
observable del tubo recto. Después, para poder emplear esta ecuacion apropiadamente, se
obtiene su derivada, pues es necesario conocer el cambio de esta propiedad a lo largo del

tubo. En forma diferencial se obtiene:
dL; = D, L2 (2r)1PedL,. (17)

Ahora, se supone que en la Ec.(16), el gradiente de presidn se establece en la longitud tortuosa,

y de ese modo se puede sustituir la Ec.(17) en Ec.(16), y se obtiene:

30



A(rtrz) _ 1 ap

— r
dr Dt LDt (2r)1-Pt dLg

(18)
Al resolver la ecuacion diferencial Ec.(18) con la condicion de frontera z,,(r = 0) = 0, se
obtiene la ecuacion para el esfuerzo en un sistema con longitud tortuosa:

-D
L ar L, 2Pt~ Dt
TZ 7 dL, Dy (De+1)’

11)

La Ec.(11) describe el efecto que tiene la escala fractal de tortuosidad sobre el esfuerzo
cortante aplicado al sistema. Esta escala fractal sugiere que el gradiente de presion aplicado
tiene que superar la contribucion de D;, para igualar el esfuerzo cortante existente en un

sistema sin tortuosidad.

3.2. Distribucion de poros y permeabilidad
3.2.1. Distribucion de poros.

En este caso, se utiliza una expresion con una dimension fractal autosimilar para definir la

distribucion de tubos (Df), donde R, corresponde al radio mas grande encontrado en el

medio poroso:

N(L > R) = (R’;%")Df . (6)

De igual manera, se obtiene la forma diferencial de la Ec.(6) para realizar el analisis a lo largo

del tubo:

D -
—dN = D; R L R™Pr*DdR (19)
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Al considerarse que el medio poroso consiste en una gran cantidad de tubos agrupados, se

puede conocer el flujo total a través de los tubos, haciendo la suma de dichos flujos:
Rmax
Q= —mem q;dN;(R;). )

La Ec. (7) describe, por medio de un integral, la suma de todos los flujos volumétricos (q;)
en toda la distribucion de tubos (N) de diferentes radios (R;) a través de un escalamiento

fractal (Dy).

3.2.2. Permeabilidad en un tubo.

Al considerar como base la ley de Darcy:

q _ KedP

(v) =L =Ze22 (20)

la cual puede ser reescrita para describir el flujo en el tubo:

Ke dP
qa="aAr @)

y dado que se conoce el area transversal del tubo, es decir, el area de flujo, la expresion para

calcular la permeabilidad en un tubo recto puede escribirse de la siguiente manera:

_
e = TR (@) (21)

La Ec.(21) puede generalizarse tanto para un tubo liso como para un tubo tortuoso;
pues el efecto de la tortuosidad, si existe, es descrito en la ecuacién del flujo (q) y la

longitud L es equivalente a la longitud observable del tubo, es decir, la longitud L.
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3.2.3. Permeabilidad en un medio poroso.

A diferencia del flujo en un solo tubo, para el analisis de un medio poroso, donde éste esta
compuesto por una coleccién de tubos, se desconoce el &rea transversal, pues se tiene una
estructura variable de multiples poros. Por ello, se define un &rea transversal del medio

poroso como sigue (Yun et al, 2008):

Rmax __2
- nr“dN

¢ ¢ '

_ 7D Rkax (1 _ (Rm_m)z—l’f)_ 22)

N ¢(2_Df) Rmax

De la Ec.(22), se sabe que A, es el area transversal de un solo poro. Ademas, también se

conoce la forma en la que se describe la porosidad en medios fractales (Yu y Li, 2001):

p= (Lnn) @

Rmax
De ese modo, la expresion para el area transversal de un medio poroso se reduce a:

__ mDfRfax

~ ¢(2-py)

(1-¢). (23)

Ahora es posible conocer la permeabilidad:

Q
K, = 2 £> : (24)

Finalmente, se requiere definir una velocidad promedio, que ha sido llamada velocidad
superficial en el &ambito de flujo en medio poroso (Yun et al, 2008). Esta velocidad promedio

se puede calcular como:

V=2 (25)
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3.3. Modelo newtoniano

Como primer analisis, se emplea un fluido newtoniano, cuya ecuacion constitutiva se define

con la siguiente expresion:

d
Trz=—HU % 8)

La solucion que corresponde al flujo en un tubo recto (caso 1.1) es ya conocida, por ello no
se aborda en esta seccion del trabajo; sin embargo, las deducciones de dichas soluciones

pueden encontrarse en el apéndice A.1.

3.3.1. Flujo en un tubo tortuoso para un fluido newtoniano (Caso 1.2).
Para este caso, se igualan las Ec.(11) y (8):

dvzy _ dp Ly Dt2De=1 D¢ (26)
dr ~ dL, Dt (Dg+1)’

Se resuelve la ecuacion diferencial con la condicion de frontera de adherencia (v,(r = R) =
0) y, de ese modo, se obtiene la expresion del perfil de velocidades de un fluido newtoniano

en un tubo tortuoso:

1-Dt,pp-1 D¢+1
_ 4P L, 27 nLpi+1 _(ﬁ)t
Vz = a1, urrn [1 R ' @7

Posteriormente, se calcula el flujo volumétrico en el tubo:

_dp mLy PtoDr-1RDet3
1= 4L, up D+ (De+3)

(28)
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Una vez definido el flujo en el tubo, se puede deducir la expresion para la permeabilidad al

sustituir la Ec.(28) en la Ec.(21), de donde se obtiene la siguiente expresion:

K, = (L_o)l_Dt _ RPeT (29)

Di(De+1)(De+3)

3.3.2. Flujo de un fluido newtoniano en un medio poroso (Caso 1.3).

Al ya tener definida la distribucion de tubos Dy, asi como el flujo volumétrico en un tubo

tortuoso, se sustituyen las Ecs.(19) y (28) en la Ec.(7) para conocer el flujo volumétrico sobre

todos los tubos. De esta forma, se obtiene la siguiente expresion:

0= meéx dp mL. PtaDt=1RD+3
Rmin dLo uD¢(De+1)(De+3)

Dy
max

R~ @rtDgR, (30)

Ds R

de cuya solucion se obtiene el flujo volumétrico total en un medio poroso como:

Q= (d_Lo) (Z) D¢ i (Dg+1)(De+3) (DD p+3) [1 N (Rméx) ] (31)

Finalmente, se sustituye la Ec.(31) en la Ec.(24), para obtener la permeabilidad en un medio

poroso:
(L_O)l_Dt(Z_D )RDt+1 Di—D¢+3
K. = (i) 2 )% max 1— (Rmin) t=rf (323.)
€ 1-¢/ D¢(De+1)(D¢+3)(De—Df+3) Rmax '

Bajo la suposicion de una diferencia muy grande entre los radios maximos y minimos en el

. . R , . ,
sistema (R > Rmin ), €l cociente Rm—‘" sera mucho menor a la unidad. Ademas, al

max

considerar a D; y Dy dentro del intervalo de 1 a 2, sabemos que el exponente (D; — Dy + 3)
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Rmin

. . - . . , De=Dy+3
siempre tiene un valor positivo. Estas condiciones sugieren que (R )

~ 0, por lo

que la Ec.(32a) se puede simplificar como:
(L_O)l_Df(z_Df)RDt+1

_ (2 2 max
Ke = (1—¢>) D¢(D¢+1)(De+3)(De=Dy+3)’ (32b)

Esta simplificacion es empleada para comparar con otros modelos fractales (Zhang et al,
2006). En el desarrollo de la herramienta numérica derivada del algoritmo propuesto en este
trabajo, el error asociado con la aproximacion discreta la permeabilidad se basa en la
Ec.(32a). (para conocer acerca del desarrollo de la herramienta numérica consultese la

subseccion correspondiente en este capitulo).

3.4. Modelo de un fluido de Bingham

Para este caso, se emplea la ecuacion constitutiva del fluido de Bingham, el cual se define

como:
dv
Tyy = —‘ud—rz+‘[0. (9)

Al igual que en el caso anterior, la solucién que corresponde al flujo en un tubo recto (caso

2.1) es conocida y la deduccion puede encontrarse en el apéndice A.2.

36



3.4.1. Flujo de un fluido de Bingham en un tubo tortuoso (Caso 2.2).

Para resolver este problema se parte por igualar las Ecs.(11) y (9):

—U——=+ 719 = —-2 . (33)

Se resuelve la ecuacion diferencial con la suposicién de condicion de frontera de adherencia
(v,(r = R) = 0), y de ese modo se obtiene la expresion del perfil de velocidades de un fluido

de Bingham en un tubo tortuoso:

1-Dt,ps—1 D¢+1
_ AP Ly, 2t ppe+1fq _(T)F %o _r
Vz = dLg u(Dt+1)2DtR ’ [1 (R) ]+ u R [1 R]' (34)

Es importante resaltar que la Ec.(34) s6lo es aplicable cuando el radio r sea mayor al radio
de cedencia (r > Ry). Si la condicién no se cumple, entonces deja de existir flujo y el tubo

se taponea.

Sin embargo, el analisis del perfil de velocidades en la Ec.(34) sélo sirve para comparar los
modelos de tubo liso y tubo tortuoso. El analisis del medio poroso es Gnicamente posible por
medio del flujo volumétrico, y de forma mas simple, con la permeabilidad. Por ello, en el
caso de Bingham se calcula el flujo volumétrico empleando la siguiente expresion (Bird et

al. 1960):

R, dv,
q= nfRO(— d—vr)rzdr. (35)

La cual considera tanto la parte viscosa como la plastica del perfil de velocidades. En ella se
sustituye la Ec.(33) para poder determinar la expresion de flujo volumétrico en el tubo y cuya

solucién es:
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-D — D¢+3
dP L}) tth l(RDt+3_R0t )_ T_o(R3—Rg)

dLo De(De+1)u (De+3) u 3

g=n (36)

De laEc.(11), se puede deducir la expresion del esfuerzo de cedencia para el sistema tortuoso.

La expresion es la siguiente:

ap Ly Pt2De-t
Tp = —-2———R,". (37)
dL, (D¢+1)Dg

En la Ec. (37) se puede observar que la tortuosidad afecta directamente al radio de cedencia,
lo que implica que, para cierto esfuerzo de cedencia y gradiente de presion, existe un
incremento del radio de cedencia, es decir, existe una mayor proporcion del fluido que no

sufre deformacion.

Para obtener la expresion del flujo volumétrico, se sustituye la Ec.(37) en la Ec.(36):

-D D¢+3 -D
_ 2P Ly t2Pet (RPeH3_R)TTY) 1P Ly Ct2Pe1 p, (R3-RY)
q dLy, De(De+1)u (D¢+3) udL, (Dg+1)Dy O 3
-D D D¢+3
__ap Ly PtaDe=1 gDy+3 (De+3) Ryt | Dy Ry:" 38
q=m_— — b T3 o (38)
dLo Dt(Dt+1)ﬂ (Dt+3) 3 R 3R

Finalmente, se sustituye la Ec.(38) en (21) para obtener la siguiente expresion de la

permeabilidad:

(39)

- D D¢+3
K, = (L0)1 i (De+3)Ry " | DRy’
e Di(De+1)(De+3) 3 RDt 3 RDt#3[
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3.4.2. Flujo de un fluido de Bingham en un medio poroso (Caso 2.3).

Una vez definidos la distribucion de tubos Dy (Ec.19) y el flujo en un tubo tortuoso (Ec.38),

se sustituyen en la Ec.(7) y posteriormente se resuelve la integral para conocer el flujo

sobre todos los tubos; de donde se obtiene la siguiente expresion:

T AP (Lo 1_DtD RDt+3 Di—D¢+3 D, 3-D
(dL )(2) ffmax Rmin \“t~VF (De+3)(De=Df+3) [/ R t R i f
Q 0 (1 ( mln) ) t t—Vr ( 0 ) (1 ( mm) )

oDy (De+1)(D+3)(De—Dj+3) 3(3-Dy)
Dt(Df_Df+3) Ro Dy+3 ( _ Rmin _Df>
Dy (Rmax) 1 (Rmax) ' (40)

Finalmente se sustituye la Ec.(40) en la Ec.(24), de ese modo se obtiene la siguiente

Rmax Rmax Rmax

expresion para la permeabilidad:

_ (%)(Lf)l_Dt(z‘Df)Rzgf [(1 B (M)Dt‘l’f”) _ (Dt+3)(Dt—Df+3)( Ro )Dr <1 B (Rm_in)3 —Df> _

e D¢(De+1)(De+3)(De—Ds+3) Rmax 3(3-Dy) Rmax Rmax
De(De=Dg+3) ( Ro \Pe*3 (0 (Ryin ~Pf
Dy (Rmax) 1 (Rmax) ' (41)

Es posible hacer una simplificacion como con la Ec.(32a) del caso newtoniano sin embargo,

. Roni f . . .
a causa del exponente del termino (Rm—‘") , €l cual no es posible reducir a cero, no tiene

max

utilidad préactica simplificar la expresion.
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3.5. Modelo de un fluido de Ostwald

Para este caso, se emplea un fluido de Ostwald, el cual se define como:

Trz=—"H (%)n (10)

La solucidn que corresponde al flujo en un tubo recto (caso 3.1) es conocida y la deduccion

puede encontrarse en el apéndice A.3.

3.5.1. Flujo de un fluido que sigue la ley de la potencia en un tubo tortuoso (Caso 3.2).

Para resolver el problema, se parte por igualar las Ecs.(11) y (10):

(42)

(dvz)n _dp Ly PtaPet oD
dr dL, Dy (De+1)

De igual manera que en casos anteriores, se resuelve la ecuacion diferencial bajo la condicion
de frontera de adherencia (v,(r = R) = 0) y de ese modo se obtiene la expresion del perfil

de velocidades de un fluido que sigue la ley de la potencia en un tubo tortuoso:

1/n

1-Dt,pp-1 D Deyq
v, = (d—“" - ) " RTt“[l—(f)” l (43)

dL, u(D¢+1)Dg D¢+n R

Se calcula el flujo volumétrico en el tubo como sigue:

1/n

1-Dt,Ds-1 D

dP L 2Pt nm Zt

q=-—= R=*2, (44)
dL, [.l(Dt+1)Dt D¢+3n

Finalmente se sustituye la Ec.(44) en la Ec.(21) para obtener la siguiente expresion de la

permeabilidad:
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1 _ 1/n
_fap N\a L ([Le\1TPr 1 n Pty
K= (Go3) ((7) thtﬂ)) Dran R (45)

A.4.3. Flujo de un fluido que sigue la ley de la potencia en un medio poroso (Caso 3.3).

Se sustituyen las Ecs.(19) y (42) en la Ec.(7), y posteriormente se integra para conocer el

flujo sobre todos los tubos, de donde se obtiene la siguiente expresion:

1/n D D¢
— (42 () T 2 n7 by s Rmin\ n ~2r+3
Q= ((d_Lo) (70) th(Dt+1)> (Dt+3n)(%_Df+3) Rosx [1 - (@) ] (46)

Finalmente, se sustituye la Ec.(46) en la Ec.(24), de ese modo se obtiene la siguiente

expresion para la permeabilidad:

- 1 D¢
K = (i) (L70)1 > a (dP/MdLo)n 1(2—Df)R1;lLa-§cl 1— (le.n )%—Df+3 (47a)
e = 1—¢ Dt(Dt+1) (%+3)(%_Df+3) Rmax .

A igual que en el caso newtoniano (Ec.32a), en un fluido de ley de potencia es posible
simplificar la Ec.(47a) cuando R,z > Ry Y las escalas fractales D, y Dgse encuentren en

los intervalos de 1 a 2. Ademas, el valor del parametro n no afecta al signo positivo del

2 _pr+3
. m\n Df -
exponente y por ello se puede considerar a (::m—”) ~ 0. Por lo tanto, la expresion se
puede simplificar de la siguiente forma:
-D l/Tl l—1 &4_1
= (o) (7Y ) e @
e = \1-¢/\ Di(Ds+D) (%+3)(%—Df+3) '

De forma similar que en caso 1.3, la Ec.(47b) no es utilizada para comparar con el resultado

numérico, pero es empleada para comparar con otros modelos fractales (Zhang et al, 2006).

41



3.6. Algoritmo numérico

En esta subseccion se presenta el algoritmo con el cual fue disefiado el codigo numérico
realizado en el software mateméatico Matlab®. El cddigo esté dividido en subsecciones, las

cuales se explican a continuacion:

3.6.1 Especificacion de caso de estudio.

En esta primera subseccion se definen los diferentes casos de célculo, que incluyen desde la
geometria (tubo liso, tortuoso y el medio poroso) hasta los diferentes fluidos utilizados

(Newton; Bingham, Ostwald).

Se utiliza una estructura de opciones (comando switch_case) para seleccionar y ejecutar uno
de los varios grupos de instrucciones que corresponden a los diferentes casos de calculo. Esto
funciona pues una variable controla la seleccion, a través de valores diferentes para cada caso
en especifico. Se generd una interfaz donde se denota el valor de dicha variable que
corresponde con el caso en especifico. Esta estructura se sigue en otras secciones del

algoritmo.

3.6.2. Definicion de variables de calculo y de procesamiento del codigo.

En esta seccion se definen los pardmetros que constituyen y especifican el problema, es decir,
las variables que caracterizan al fluido y al sistema. Desde la magnitud del radio del tubo
(poro), la viscosidad del fluido, la diferencia de presion, la longitud del tubo y las condiciones

iniciales del sistema. Afiadido a eso, en esta subseccion se definen el nimero de iteraciones
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para los calculos posteriores y también se definen variables cuya utilidad es la de agilizar el

procesamiento del cddigo usando condicionales (comando if).

3.6.3 Definicién de ecuaciones a resolver.

En esta subseccion se definen las funciones (ecuaciones diferenciales) a resolver por medio
del Runge-Kutta. Utilizando la instruccion para opciones de calculo, con la cual se separan
los distintos casos de calculo, se definen subsecciones donde se define la funcion para el caso
newtoniano, tanto en un tubo liso como en un tubo tortuoso; otra seccion para la funcion del

caso de Bingham en ambas geometrias, y otra ultima para los casos de ley de la potencia.

Las funciones estan definidas de forma similar a la siguiente:

f = (-dPdLO*x/(2*mu0);

donde se emplean parametros ya definidos en la subseccion anterior, ademas de nuevos
términos que requieren ser especificados segun lo requiera la complejidad del caso de célculo.
Ya sea por la distinta geometria (tubo tortuoso o medio poroso), o porgue se emplea un fluido

distinto (esfuerzo de cedencia o indice de la ley de la potencia n).

Para la definicion de algunos de estos parametros se requieren de implementar ciertas
restricciones, por ejemplo, la tortuosidad D; que solo existen en el intervalo de 1 a 2. Para
lograr esto se emple6 un comando de condicionamiento (while), el cual restringe el avance
del procesador (por medio de un ciclo repetitivo) si se introduce el valor de alguna variable

fuera del rango permitido.
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3.6.4. Runge-Kutta 4° orden.

El método numérico Runge-Kutta de 4° orden se implementd en una funcién desarrollada
por separado. En dicha funcion estan definidos los diferentes pardmetros de entrada y salida
que son utilizados en el codigo principal, es decir, se introducen las condiciones iniciales
para obtener una pareja de valores [x;, y;], que constituyen la solucion de la ecuacion

diferencial en cuestion.

La estructura de esta subseccion se basa en definir un intervalo de solucion y un tamafio de
paso basando en el nimero de iteraciones, las cuales son usadas en un ciclo de resolucion
constituido (comando for), que repite el mismo algoritmo de célculo las veces que se hayan

definido por el intervalo de solucion.

El algoritmo asigna valores a los parametros k, k, k3 Y k4, reescribiendo las variables x; y
y; , segun lo requiera cada parametro k,,, y evaluando la funcién f definida en la subseccién

anterior; todo lo anterior con la siguiente estructura:
X =Xi + h/2;
y =yi +h*k1/2;

k2 = eval(f);

y finalmente evaluando en la siguiente ecuacion recursiva para Runge-Kutta, donde se

sobrescribe el valor existente de y;:
yi =yi + (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4*h)/6;

Ademas, en cada iteracion se guarda la pareja de valores [x;, y;] que son el dato de salida de
la funcion Runge-Kutta, pero esto s6lo ocurre para la seccién viscosa, es decir, no completa
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la solucidn para el caso de un fluido de Bingham. En ese caso particular, se define un espacio
solucion donde existe la seccion plastica y tiene un valor de velocidad constante y otra
seccion de flujo viscosa, que se resuelve numericamente. Al final, se obtienen dos vectores

de datos solucion, con el perfil de velocidades seccionado en parte plastica y parte viscosa.

3.6.5. Integral de Simpson compuesta y célculo de la velocidad promedio.

Del mismo modo que para el Runge-Kutta, se generd una funcion separada del codigo
principal, la cual ejecuta la integracion numérica de Simpson compuesta. Esta requiere como
valores de entrada un conjunto de datos en vector [x1, X2, x3, ...], y un numero de iteraciones

que concuerda con la cantidad de datos del vector.

El algoritmo se basa en sumar los valores del conjunto de datos de manera repetitiva,

segmentados con base en los diferentes intervalos que requiere el método: Y425 fF(x,) y
Ai=2

nl;% f ().

Al=2

Para calcular la velocidad promedio se tiene la pareja de datos [x;, y;] resultante del Runge-

Kutta, y sabemos que la velocidad promedio se define como:

foznfonzrdrdG

S\ 1 48
(vZ> f0211'f;? rdrde ( )
Dicha expresion puede discretizarse de la siguiente forma:

—\ 21 Z?:o Vyi T
(vz) - 27 Zfzo ri ’

—\ _ Z?:o Vi Xi
(7) = S (49)
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Lo que reduce el problema a realizar el cociente de dos sumas.

Para el caso especifico de un fluido de Bingham, se tiene un algoritmo similar; sin embargo,
en este algoritmo en particular se requiere de suministrar un vector de valores extra para la

seccion pléstica, el cual también es considerado en la integral.

3.6.6. Medio poroso.

Para calcular el flujo en el medio poroso se realiza la suma de los flujos volumétricos
individuales de cada poro. Esto implica realizar el algoritmo de calculo del flujo de un tubo
tortuoso para diferentes tamarios de poro (radios). Este problema se resuelve mediante ciclos

para un intervalo [R,,in, Rmax] CON cierto tamaiio de paso.

El ciclo consta de repetir el algoritmo de calculo del flujo volumétrico de las subsecciones
anteriores, con el paso afiadido de generar una matriz de valores de flujo [g;, R;]. Dicha matriz

es evaluada discretizando la siguiente expresion de flujo:
Rmax
Q= — mem qidN;(R;). ()

Q= — X0 qidN;(R)). (50)

De ese modo, se alimentan los valores de flujo de la matriz [q;, R;] a la funcion de Simpson

compuesta para obtener la suma, es decir, el flujo volumétrico total en el medio poroso.
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3.6.7. Tratamiento de datos.

El mayor trabajo que realiza el algoritmo es el calculo de los flujos volumétricos para cada
caso. Este flujo volumétrico es generalizado en una sola variable (q) que aplica para todos
los demas casos. El paso final del algoritmo es el célculo de variables como lo son la

permeabilidad K, vy la velocidad superficial V (s6lo para el caso de medio poroso).

Finalmente, una parte de esta subseccion es la comparacion con los modelos analiticos contra
las soluciones numéricas obtenidas, que se evalian mediante la comparacion de dichas
soluciones para la velocidad promedio, flujo volumétrico y permeabilidad, especificos para

cada caso, y evalUa el error con la siguiente relacion:

Valor, itico — Valor i1i
%ET‘T‘OT‘ — analitico numerico x100. (51)

Valor gnaiitico
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IV. Resultados y discusion

Esta seccion se divide en cuatro subsecciones. La primera subseccion presenta las
comparaciones realizadas entre las ecuaciones analiticas y los resultados numericos,
demostrando con ello la validez del modelo. La segunda subseccion muestra el analisis de
sensibilidad de los parametros involucrados ecuaciones de permeabilidad; los escalamientos
fractales. La tercera subseccion compara los modelos desarrollados con modelos existentes
en la literatura. Y, por ultimo, se muestran las comparaciones del modelo fractal con datos

experimentales obtenidos de la literatura.

4.1. Validacion de modelos

4.1.1. Perfiles de velocidad.

En la Tabla 2, se muestran las soluciones analiticas obtenidas en forma de perfiles de
velocidad para un fluido newtoniano bajo dos morfologias: 1) tubo liso y 2) tubo tortuoso.
Estas soluciones analiticas sirven para la validacion, a través de pruebas de consistencia, de
las soluciones del modelo y del algoritmo numérico usado para la obtencion de soluciones

numericas en este trabajo. La deduccién de la Ec.(A.1.3) se puede consultar en el apéndice

Al
Tabla 2. Perfiles de velocidad para un fluido newtoniano.
Caso Ecuacion
. AP R? 2
Ec.(A.1.3) | Newton- tubo liso v, = —— (1 - (1) )
L 4u R
1-D - D+1
dpP L, 2Pt r\"t
Ec.(27) Newton - tubo v, = Llo 2 ppifq (—)
dLo u(Di+1)2D, R
tortuoso
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En primera instancia, se nota que en un medio tortuoso con una tortuosidad unitaria D, = 1,
la Ec.(27) del perfil de velocidades para un tubo tortuoso se reduce al perfil de velocidades
de un tubo recto, es decir, a la Ec.(A.1.3). La contraparte numérica refleja su correcta solucion
en la Fig.8; aqui, los perfiles de velocidad obtenidos numéricamente para tubos lisos y
tortuosos predicen con precision a las soluciones analiticas. Esto demuestra la precision de
la herramienta para reproducir los resultados analiticos, tanto para el flujo en un tubo liso
como para un tubo tortuoso. Al comparar las soluciones analitica y numérica, se calculé con

la Ec.(51) un error del 0.116934% entre ambas soluciones.

0.1
0.09 L ]
0.08 ®
0.07 ®
0.06 <
0.05 o

Radio [m]

0.04 |

0.03 @

0.02 L]
0.01 ®

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Velocidad [m/s]

® Lisoanalitico Liso numérico Tortuoso analitico Tortuoso numeérico

Figura 8. Perfiles de velocidad de un fluido newtoniano.

Es importante sefialar el fuerte impacto que tiene la escala fractal de tortuosidad (D;) en la

velocidad del fluido: Al incrementar el valor de la escala fractal, se disminuye la velocidad.
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Esto tiene sentido, pues la tortuosidad es considerada como un impedimento para el flujo v,

por consiguiente, mientras mas tortuoso el medio, menor sera el flujo.

En la Tabla 3, se muestran las soluciones analiticas obtenidas en forma de perfiles de

velocidades para un fluido de Bingham bajo dos morfologias: 1) tubo liso y 2) tubo tortuoso.

Tabla 3. Perfiles de velocidad para un fluido de Bingham.

Caso Ecuacion
2
Bingham- tubo :A_PR_Z( _(r >_ R(,_ T
Ec.(A.2.2) g am v =751 (3) Tou(l 5
Bingham - tubo _ dp Lyt D+1[ _(r Dt+1] To _r
Ec.(34) ?ortuoso Vz = a, u(Dt+1)2DtR Tt (R) + uR[l R]

En la Ec.(34) se observa que en un medio tortuoso con D, = 1, el perfil de velocidad se
reduce a la Ec.(A.2.2) para un tubo liso. Ademas, en la Ec.(A.2.2) y Ec.(34) se aprecia que
al definir 7, = 0, estas se reducen a las expresiones equivalentes para un fluido newtoniano;
Ec.(A.1.3) y Ec.(27), respectivamente. La importancia de reducir las expresiones para fluidos
mas complejos al caso newtoniano (los casos limite), es para establecer una base y realizar
comparaciones entre los modelos. De ese modo, al igual que con el perfil de velocidad
newtoniano, la herramienta numérica reproduce con precisién los resultados analiticos para
un fluido de Bingham, tanto de la seccidn viscosa como la pléstica (Fig. 9). La comparacion
ente las soluciones analiticas y numeéricas, arrojo un error del 0.116934%; idéntico que con

el perfil de velocidad newtoniano.
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Figura 9. Perfiles de velocidad para un fluido de Bingham.
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En la Tabla 4, se muestran las soluciones analiticas obtenidas en forma de perfiles de

velocidades para un fluido de Ostwald bajo dos morfologias: 1) tubo liso y 2) tubo tortuoso.

Tabla 4. Perfiles de velocidad para un fluido de Ostwald.

tortuoso

Caso Ecuacion
4P 1 \1/7 g+t L
Ec.(A-3.2) | ostwald- tubo liso Vz = (Tﬂ) 1+n <1 - (E) >
1-D¢pp—1\ /M D Deiq
Ostwald - tubo _ (4P L, 27t ) n_ oty _ (r\n
Ec.(43) Vz (dLO w(De+1)Dy De+n 1 (R)

Al igual que en ecuaciones anteriores [Ec.(27) y Ec.(34)], la Ec.(43) muestra que en un medio

tortuoso con D, = 1, la expresion se reduce a la Ec.(A.3.2) para un tubo liso. Ademas, ambas

ecuaciones para fluidos de Ostwald pueden reducirse a los casos newtonianos (Ec.(A.1.3)

para tubo liso y Ec.(27) para tubo tortuoso) cuando n = 1.
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Figura 10. Perfiles de velocidad para un fluido adelgazante.
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Figura 11.Perfiles de velocidad para un fluido dilatante.



La tortuosidad afecta al flujo de manera similar al caso newtoniano, y de la misma forma que
en las Fig.8 y Fig.9, se observaen las Fig.10 y Fig.11 que los resultados numéricos aproximan
con precision a la solucion analitica, al reproducir con las curvas de la solucién numérica con

los puntos de la solucion analitica.

Se aprecia que, mas all4 de la diferencia de convexidad de la curva entre los perfiles
adelgazantes (Fig. 10) y dilatante (Fig. 11), el comportamiento del perfil de velocidades en
el tubo tortuoso concuerda con el comportamiento respectivo del caso liso. Un efecto
considerable de la tortuosidad en la velocidad es la disminucion en su magnitud; para un
fluido adelgazante existe una disminucion de aproximadamente el 92% de su velocidad,
mientras que para un fluido dilatante la disminucion es del 50%. Esto sugiere que la

tortuosidad tiene mayor impacto en los fluidos adelgazantes.

4.1.2. Permeabilidad del medio poroso.

A continuacion, se muestran los resultados obtenidos referentes a la permeabilidad en el
medio poroso (Tabla 5); siendo necesario demostrar la efectividad de la herramienta
numeérica para estimar las propiedades que mejor describen al medio poroso: la

permeabilidad y la porosidad.

El primer detalle de interés a recalcar es que, en el limite cuando ¢ - 1y Dy ~ 2, las
Ecs.(32a), (41) y (47a) del medio poroso se simplifican a las Ecs.(29), (39) y (45)
respectivamente. Estas corresponden a la permeabilidad en un medio tortuoso. Sin embargo,
al hablar de una porosidad ¢ — 1, significa que el medio es en su totalidad espacios vacios,

es decir, el fluido fluye a traves de un medio vacio y por consiguiente las expresiones pierden
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todo sentido fisico. Por otro lado, cuando D; = 1, las Ecs.(29), (39) y (45) del tubo tortuoso

se simplifican a las Ecs.(A.1.5), (A.2.6) y (A.3.4) respectivamente; estas corresponden a un

tubo liso.
Tabla 5. Ecuaciones de permeabilidad para las distintas geometrias y fluidos modelados.
Caso Ecuaciéon
Ec.(A.1.5) | Newtoniano- K, = R?
i 8
liso
i 1-D
Ec.(29) | Newtoniano- K, = (L_O) ¢ RDe+l
2 D¢(De+1)(De+3
tortuoso t(De+1)(De+3)
. Lo\17 Pt D
Ec.(32a) | Newtoniano- K, = ( e ) (%) (2-pp)RDLt ( ] (Rmm)nt-nf+3)
poroso 1-¢/ De(De+1)(De+3)(De—Df+3) Romax
. 5 -
Ec.(A.2.6) | Bingham- K, =& [1 _ 4Ry lR_o]
i 8 3R 3 R*
liso
. 1-D D¢+1 D¢ D¢+3
- L ¢ RVt (D+3) R D, R
Ee.(39) Bingharm Ke = (?0) De(D+DD+3) [ t3 R_%t ?t R%t+3]
tortuoso
-D
K = (L) (LTO)l “(2-Dp)Ruty [(1 _ (Rmin)Dt_Df+3) _
e \1-¢ Dt(Dt+1)(Dt+3)(Dt—Df+3) Romax
EC(41) B'ngham- (Dt+3)(Dt—Df+3)( Ro )Dt (1 _ (Rmin)3 _Df> B
poroso 33-Df)  \Rmax Rmax
De(De—Df+3) [ Rg D+3 Rmin\ ~2f
Dy (Rmax) (1 N (Rmax) )
1 i
Ec.(A.3.4) | Ostwald- K - (A_Pl)n n R%
li ¢ Ly N2(1+3n)
ISO
Ostwald- drP 1 -1 L\ 17Dt 1 1/n n D¢
e | O o= (7 (&) )
tortuoso dLo 1 2 D(De+1))  D+3n
1o\1-Pe\ /™ (ap/dLe a1 Peiy De_,
EC.(47a) Ostwald- K, = (&) (7) (—”D ) D(Z—Df)Rmax - (le_n)?_ 43
pOroso 1=¢/ \ De(D+1) (CL+3)(2E-Df+3) Rinaz

La Fig. 11, Fig.12 y Fig.13 presentan la comparacién entre los resultados del algoritmo

numeérico contra los resultados de las soluciones analiticas de la Tabla 5.
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Figura 12. Permeabilidad para un fluido newtoniano en el medio poroso.
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Figura 13. Permeabilidad para un fluido de Bingham en el medio poroso.
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Figura 14. Permeabilidad para un fluido adelgazante (n=0.5) en el medio poroso.

Las curvas de la Fig.11, Fig.12 y Fig.13 presentan un comportamiento ascendente, donde el
punto maximo se encuentraa ¢ = 1y el minimo a ¢ = 0. Sin embargo, porosidades iguales
a uno, nos indican que el medio es enteramente espacios vacios que permiten el flujo; lo que
implica que el medio no es poroso. Por su parte, porosidades iguales a cero, nos indican que
en el medio no existe ningun espacio vacio, es decir, no existen poros o canales por los cuales

fluir. Esto nos indica que ese medio no es permeable (K, = 0).

En las Figs. 11 y 13 se aprecia que la solucion numérica reproduce con exactitud los
resultados analiticos, y que también las curvas siguen el comportamiento fisico apropiado

para el sistema: mientras méas poroso el medio, mayor cantidad de flujo permite.

Por otra parte, la Fig. 12 se aprecia que la permeabilidad analitica aumenta conforme la
porosidad tiende a cero (¢ < 0.2) y esto, como ya se mencion0, carece de sentido fisico.

Aunque en la solucion analitica se cumple que (lpirr})Ke =0, este comportamiento
-
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inconsistente de los puntos cercanos a cero, deja en claro que la solucion analitica falla
cuando se manejan porosidades pequefias; sin embargo, la solucién numérica no sélo predice
la solucion analitica a ¢ > 0.2, sino que también mantiene el comportamiento de la curva 'y
tiende a cero para ¢ < 0.2; por lo que la solucion numérica concuerda con la interpretacion

fisica del sistema.

4.2. Analisis de sensibilidad paramétrica

4.2.1. Efecto de la escala fractal de tortuosidad.

Para apreciar el efecto que tiene la escala fractal D, en la permeabilidad, se realizé el andlisis
de sensibilidad paramétrica con las Ec.(29), (39) y (45) para la permeabilidad en un tubo

tortuoso para los fluidos de Newton, Bingham y Ostwald, respectivamente.
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0.001

0.0008

0.0006

Permeabhilidad {K

0.0004

0.0002

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tortuosidad (Dt)

Newton Bingham Adelgazante Dilatante

Figura 15. Efecto de la tortuosidad en la permeabilidad.

El efecto principal que tiene la escala fractal D, es disminuir la permeabilidad, es decir,
obstruye el flujo a través del material. Se sabe que cuando D, = 1, la ecuacién vuelve a la
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forma del tubo liso; instancia en la que ocurren los valores maximos de permeabilidad en

todos los fluidos.

Lo més importante a destacar es que el comportamiento de la curva se mantiene para todos
los fluidos; lo que pone en evidencia que la escala fractal D, es una propiedad inherente al

medio y no al material que fluye por este.

4.2.2. Efecto de la escala fractal de la distribucion de poros.

Para observar el efecto que tiene la escala fractal Dy en la permeabilidad, se realiz6 el analisis

de sensibilidad paramétrica con las Ecs.(32a), (41) y (47a) para la permeabilidad en un medio

poroso para los fluidos de Newton, Bingham y Ostwald, respectivamente.
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T
=
= 0.00008
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= 0.00006
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Q
o
0.00002 —
0
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Distribucion de poros(Df)
= Newton Bingham Adelgazantes Dilatante

Figura 16. Efecto de la distribucion de poros en la permeabilidad.
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En la Fig. 15 se observa que el flujo incrementa al aumentar la escala fractal D;. Por una
parte, sabemos que cuando Dy se acerca a la unidad, la permeabilidad tiende a cero; esto

implica que el medio esta obstruido casi por completo, 0 que existen muy pocos poros que

permiten el flujo. Por otra parte, al incrementar el valor de Dy, la cantidad de espacios vacios

del material que permiten el flujo aumenta, es decir, se incrementa la permeabilidad.

Al igual que la tortuosidad, el comportamiento de las curvas para los diferentes fluidos
tratados en la Fig.15 es semejante, por ello se puede concluir que los escalamientos fractales

solo afectan al medio, tal y como se habia mencionado anteriormente.

MAX

Porosidad (¢

Figura 17. Efecto de la distribucion de poros en la porosidad del medio a diferentes cocientes de radios.

La Fig. 16 tiene como objetivo explicar mas a fondo el efecto de la distribucién de poros.
Sabemos que, a porosidades iguales a la unidad, el medio es en su totalidad espacio vacio
por el cual se permite el flujo; por ello, en este punto se puede hacer referencia a un tubo

recto; lo cual concuerda con el comportamiento a Dy = 2.
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Al ir al otro extremo, es decir, cuando ¢ — 0, lo que corresponde a valores de Dy — 1 (pues

la tendencia de la Fig. 15 nos indica que a estos valores la permeabilidad es nula), se
encuentra que no todos los cocientes de radios de poro cumplen con esta condicion. Por ello
se entiende que debe existir cierta diferencia de magnitud entre los radios para que puedan

ser considerados dentro del escalamiento fractal utilizado.

4.3 Comparacion con modelos fractales conocidos
4.3.1. Modelo newtoniano.

En esta seccidn se realiza una comparacion entre el modelo newtoniano de la permeabilidad
para un medio poroso desarrollado en este trabajo (Ec.32b), con el modelo propuesto por

Zhang et. al. en el 2006:

Ke — 2Dt—4 ¢ L(l)_Dt(Z_Df)ern;?ct (52)

(1-¢) D¢(Dt—Df+3)
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0.0005
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Permeabilidad Ke [m”2]

0.0001

0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09
Porosidad (¢)

— UNAM (Zhang et. al., 2006)

Figura 18. Comparacion de modelos newtonianos de permeabilidad en un medio poroso.
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En la Fig. 17 se observa que, a bajas porosidades, ambos modelos proporcionan soluciones
similares, pero el comportamiento de la curva al incrementar la porosidad es distinto. En el
modelo fractal propuesto, permeabilidad obtenida (Ec.32b) siempre es menor que la

permeabilidad comparada del modelo de Zhang.

4.3.2. Modelo para un fluido de Bingham.

En esta seccidn se realiza una comparacion entre el modelo de Bingham de la permeabilidad
en un medio poroso desarrollado en este trabajo (Ec.(3.4.10) del desarrollo analitico), con el

modelo de propuesto por Yun et. al. en el 2008:

D —
V= (2-Df)Rprt [A_P Focosd(1-¢)(3+D=Ds)  Lo"t 1Dt(3+Dt—Df)To] ) (53)
uLPt 24" PtD (34D, —Dp)(1=p) [ Lo~ 2 Lop(2+D¢=Df)Rmax 2Pe-2(3-p)RNL |

Sin embargo, la ecuacion presentada es para la velocidad superficial del medio (V), por lo

que, para calcular la permeabilidad por medio de dicha expresion se emplea la ley Darcy:

K, = 24 (24)

4 (o)

V=% (25)

Ademas, dado que la Ec.(53) considera la capilaridad de los poros, se hace la reduccion
considerando 6 = g (Yun et. al., 2008), lo que indica que no hay contribucion por parte de la
capilaridad y, de ese modo, poder realizar la comparacion con la ecuacion planteada en este

trabajo Ec.(41). La ecuacion resultante, derivada del modelo de Yun et. al. en el 2008, es la

siguiente:
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D _
__ ¢ (2—Df)R71,;xf AP LoPt™D¢(3+D¢—Dy)7o (54)
e (1-¢) LODt—124—DtDt(3+Dt—Df) Lo 2Dt_2(3‘Df)R,[:éx .

Se observa en la Fig. 18 que, a diferencia del modelo fractal en la Fig. 17, las curvas
comienzan a discrepar a menores porosidades, aunque el comportamiento de la curva es
similar al del modelo newtoniano. La porosidad obtenida por medio del modelo propuesto
siempre es menor al presentado por Yun et. al. en el 2008. Ademaés, en el modelo de Yun et.
al. en el 2008 se observa que la porosidad tiene una mayor influencia; esto puede ser

explicado con la siguiente ecuacion, la cual relaciona ambos modelos de permeabilidad:

R, \Dt=Df+3 (D[+3)(D,—Df+3) Ry \Dt R, \3~Df D[(DL—D/+3) Ry \Pt+3 R\ ~Pf
n”"‘“"_(dP) 28 [(1’(ﬁ) )- o) ) (-Gm) )5 (-G ™)

& . (55)

K, v (De+1)(D+3) AP LODt_lDt(3+Dt—Df>TO
%_ th—Z Dt,
max

(3-Dp)R

En la Ec.(55) se observan una mayor cantidad de términos en el numerador, los cuales
funcionan como amortiguadores de la funcion para evitar los cambios de pendiente bruscos,
ademas de que la tortuosidad tiene una mayor relevancia en nuestro modelo. Esto implica

que al volverse mas tortuoso el medio, habra una menor permeabilidad.

0.0006
= 0.0005
<
E
o 0.0004
h-4
E
= 0.0003
=
$ 0.0002
=
& 0.0001

0 _
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
Porosidad (¢)
— UNAM (Yun et. al., 2008)

Figura 19. Comparacion de modelos de permeabilidad en el medio poroso para fluidos de Bingham.
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4.3.3. Modelo para un fluido de ley de potencia.

En esta ultima seccion se realiza una comparacion entre el modelo de Ostwald de la
permeabilidad en un medio poroso desarrollado en este trabajo (Ec.47b), con el modelo de

Zhang et. al. del 2006:

D¢ n-1

2 1-D¢ n-—1 _ 1+D¢ \N—-D
Ke — ZDt_ZD}l_l n“¢lL, ( n ) (2 Df)Rmax Il _ (Rmm) n fl (56)

(1+3n)Dy \D¢—nDg (Dt—nDf+3n)(1-9) Rmax
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Porosidad (d)
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——UNAM (Zhang et. al., 2006)

Figura 20. Comparacion de modelos de permeabilidad en el medio poroso para fluidos de Ostwald.

En la Fig. 19, a diferencia de las Figs. 17 y 18, se observa que las discrepancias entre el
modelo propuesto y el modelo de Zhang son minimas para un gran intervalo de porosidad
¢ = [0,0.75]. También es importante considerar que, al alcanzarse cierto valor de porosidad,
las pendientes de las curvas discrepan considerablemente, pues ocurre un cambio muy

dréastico en la pendiente del modelo de Zhang.
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4.4 Comparacion con datos experimentales

4.4.1. Modelo de permeabilidad con un fluido newtoniano.

Se empleo la Ec.(32a) de permeabilidad en un medio poroso para un fluido newtoniano. En
el modelo de flujo en medio poroso de referencia (Zhang et. al., 2006) se usaron datos
experimentales (Yu & Cheng, 2002), para corroborar la precision del modelo. Con estos
mismos datos se realizaron las comparaciones con el modelo fractal newtoniano propuesto

en este trabajo.
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Figura 21. Comparacion con datos experimentales de permeabilidad.

En primera instancia, se aprecia en la Fig. 20 que los modelos no difieren tanto uno del otro;
ambos siguen la misma tendencia con respecto a la porosidad efectiva. La diferencia radica
en que el modelo fractal propuesto en este trabajo predice permeabilidades menores. Cabe
sefialar que la cantidad de puntos experimentales no proporciona la suficiente informacion
para determinar si los modelos aproximan o no el comportamiento real a bajas porosidades

efectivas.
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4.4.2. Aproximacion a Herschel-Bulkley.

Se empleo un conjunto de datos experimentales de soluciones acuosas de Poli-MetilCelulosa
(PMC 400 y PMC 25 con 0.5% y 0.3% concentracion masa), fluyendo a través de una cama
empacada con permeabilidad K = 366 Darcy y una porosidad ¢ = 0.39 (Fig.21; Sochi,

2010b; Park, 1972).
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Figura 22. Serie de datos para fluidos de Herschel-Bulkley.

En la figura se encuentran tanto los valores experimentales (Park, 1972), como las aproximaciones obtenidas por el

modelo (Sochi, 2010b).
Dado que en este trabajo de tesis no se obtuvieron soluciones analiticas para predecir el
comportamiento de fluidos de Herschel-Bulkley en medios poroso, se hizo uso del algoritmo
numérico propuesto y su adaptabilidad para implementar dicha ecuacién constitutiva y

obtener soluciones numéricas.
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Con base a los valores de permeabilidad y porosidad de la cama empacada, se determinaron

los valores de tortuosidad D, = 1.6, distribucion de poro D = 1.8y radio maximo de poro

Riyax = 0.00203, empleando la Ec.(32b) de permeabilidad de un fluido newtoniano.

Ademaés, se usaron los siguientes datos proporcionados de la reologia del fluido (Tabla 6;

Park, 1972):
Tabla 6. Reologia de los datos experimentales.
Grupo de datos Coeficiente de n 7o (Pa)
viscosidad (Pa s™)
PMC 400 0.3% 0.059 0.61 0.25
PMC 25 0.5% 0.021 0.63 0.072
PMC 25 0.3% 0.009 0.66 0.018

15

Velocidad de Darcy [m/s] x107-3

— UNAM PMC 250.3%
® ExpPMC250.3%

2 3 4
Gradiente de Presién [Pa/m] x10/4

5 6

UNAM PMC 25 0.5%
® ExpPMC250.5%

7 8 9 10

UNAM PMC 400 0.3%
® Exp PMC4000.3%

Figura 23. Prediccion de datos experimentales de fluidos de Herschel-Bulkley.

66



En la Tabla 6, se listan los parametros del modelo de Herschel-Bulkley para tres soluciones
de PMC. Aqui, uno puede detectar las diferencias entre las concentraciones de PMC
reportadas, de las cuales, las variaciones en el esfuerzo de cedencia y la viscosidad son las
que se consideran de mayor relevancia. En particular, el aumento en concentracion de PMC
aumenta el coeficiente de viscosidad y el esfuerzo de cedencia de las soluciones, mientras
que el indice n disminuye con el aumento de la concentracién de PMC, lo que deriva en

fluidos con caracteristicas adelgazantes al corte mas severas.

Como se observa en la Fig. 22, las soluciones numéricas obtenidas describen de manera
razonable (tanto en orden de magnitud como en tendencia) los datos experimentales a bajas
viscosidad y concentracion (PMC 25 0.3%; azul); sin embargo, para los casos restantes, las
soluciones predicen un aumento retardado de la velocidad de Darcy con respecto a los datos
experimentales. Esto indica que nuestro modelo hace predicciones razonables para sistemas

diluidos con bajas viscosidades.

Por otra parte, de las curvas “Net PMC” de la Fig. 21 se observa un comportamiento
cualitativo similar al modelo propuesto en este trabajo. Cabe notar que las soluciones del
modelo de Sochi (2010b) difieren de los datos experimentales incluso a bajas
concentraciones de soluto, tendencia que se marca al incrementar la concentracién de PMC.
De ese modo, esta evidencia indica que el modelo propuesto en este trabajo y sus
predicciones proporcionan una mejor descripcion de los datos experimentales reportados por
Park (1972), en comparacion con las soluciones reportadas por Sochi (2010b). Ademas, con
esto se demuestra la versatilidad del algoritmo numeérico para adaptarse a modelos mas

complicados, derivados de un fluido de Newton generalizado.
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V. Conclusiones
En este trabajo de tesis se ha llegado a las siguientes conclusiones:

1.- Un nuevo modelo que considera un escalamiento fractal alternativo. A diferencia de los
escalamientos fractales reportados en la literatura, la distinta implementacion del
escalamiento fractal D, en la ecuacion de movimiento propuesta en este trabajo, gener6 un
modelo matematico de flujo en medio poroso con términos adicionales en la ecuacion de
movimiento. Estos nuevos términos repercuten considerablemente en las predicciones de
flujo en el medio poroso y contribuyen una descripcion cuantitativa de datos experimentales
de fluidos viscoplasticos en medios poroso a bajas concentraciones de soluto y bajas

viscosidades, a diferencia de otros modelos (Sochi, 2010b; Park, 1972).

2.- Propuesta de un algoritmo numeérico. Se propuso un algoritmo numeérico para la solucién
de flujo en medio poroso de fluidos newtonianos y no newtonianos en geometrias fractales.
De las comparaciones entre las predicciones numericas contra las soluciones analiticas, se
demuestra que el algoritmo numérico propuesto en este trabajo predice con precision el flujo
volumétrico y la permeabilidad de fluidos newtonianos, de Bingham y ley de la potencia a
través de medios porosos fractales. Ademas, este algoritmo puede modelar comportamientos
reoldgicos mas complejos derivados del fluido newtoniano generalizado y generar
aproximaciones similares a modelos analiticos ya conocidos. Finalmente, las soluciones
cumplen con las pruebas de consistencia, en donde el flujo volumétrico y permeabilidad,
indistinto al caso analizado, siempre regresan a la solucion de un fluido newtoniano en un

tubo recto al definir los parametros D, = 1,Df = 2,n =1y 1, = 0.
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3.- Caracteristicas del sistema y permeabilidad. La tortuosidad, asi como la distribucion de
poros, son parametros inherentes del medio poroso. Se ha demostrado que la permeabilidad
es una propiedad del sistema, que agrupa tanto las propiedades del medio como las

propiedades reoldgicas del fluido que fluye a través de él.

4.- Comparacion de soluciones con otros modelos reportados en la literatura. El tratamiento
matematico de la tortuosidad empleado en este trabajo predice permeabilidades que difieren
de otros modelos propuestos en la literatura. En los resultados obtenidos se observa una curva
sin cambios bruscos de pendiente; una tendencia diferente a otros modelos reportados (Zhang

et. al., 2006; Yun et. al., 2008).

VI. Trabajo futuro

1.- Implementacion de otras ecuaciones constitutivas. La versatilidad de la herramienta
numeérica puede permitir modelar comportamientos reolégicos mas complejos, aunque con
ciertas restricciones debido a la complejidad matematica de las ecuaciones constitutivas.
Como siguiente paso, se planea incluir ecuaciones constitutivas que incluyan viscoelasticidad,

a través de la aproximacion dada por el fluido de segundo orden.

2.- Fluidos viscoplasticos y otras fisicas. Para los fluidos donde existe esfuerzo de cedencia,
el modelo analitico desarrollado presenta fallas a bajas porosidades. Se planea solucionar el
problema con la implementacion de las contribuciones de la capilaridad de los poros (Yun et

al., 2008).

3.- Parametros de medios porosos. En el modelo propuesto se requiere de conocer dos

parametros fractales: la tortuosidad y la distribucion de poros. De ese modo, para utilizar el
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modelo y el algoritmo numérico propuestos, es necesario desarrollar herramientas de
prediccion del valor de dichos pardmetros para los sistemas en los que se quiera modelar el

flujo.

4.- Escalamientos fractales tridimensionales. EI modelo propuesto en este trabajo usa un
escalamiento fractal bidimensional para la distribucion de poros. Como punto a tratar en un
futuro, estd la caracterizacion del medio poroso mediante escalamientos fractales

tridimensionales (Mandelbrot, 1982).
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Apéndices
A.1l. Flujo de un fluido newtoniano en un tubo recto (Caso 1.1)

Un fluido newtoniano se define con la siguiente ecuacién constitutiva:

=2z (A.E.1)

Trz u ar

El esfuerzo cortante para el flujo de cualquier material incompresible en un tubo recto liso
es:

_APr
Trz = a7

(A.1.1)

Partiendo de lo anterior, se resuelve el problema igualando las Ecs.(A.E.1) y (A.1.1):

dvz _ APT
dar L2 (A1.2)

Se resuelve la ecuacion diferencial con la condicion de frontera de adherencia en las paredes
del tubo, i.e. v,(r=R) =0, y de ese modo obtenemos la expresién del perfil de

velocidades:

AP R? 2
v, = 75(1 - (%) ) (A.1.3)
Finalmente se calcula el flujo en el tubo por medio de la siguiente expresion:

q = nR? fOR v,rdr,

AP mR*
q="5r (A.1.4)

Pero ademas de ello, resulta importante el célculo de la permeabilidad para realizar
comparaciones con los modelos tortuosos y fractales. Sustituyendo la Ec.(A.1.4) en la

siguiente expresion de permeabilidad:

K, = #;‘—P (A.E.2)
(@)
De ese modo se obtiene la expresion para la permeabilidad en un tubo liso:
R2
Ke =% (A.1.5)
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A.2. Flujo de un fluido de Bingham en un tubo recto (Caso 2.1)

Para este caso, se emplea un fluido de Bingham, el cual tiene como ecuacion de estado

reoldgica:
dvz
Tyy = — ,Ll? + 7p. (AE3)

La ecuacion de movimiento para un tubo recto se define de la siguiente forma:

AP
Trs = 37 (AL1)
Partiendo de lo anterior, se resuelve el problema igualando las Ecs.(A.E.3) y (A.1.1):

L2

Considerando la condicion de frontera v,(r = R) = 0 se obtiene la expresion del perfil de

velocidades:

v, = ATPZ_M(l _ (%)2) _ 103(1 5. (A.2.2)

En el caso, de Bingham se calcula el flujo del tubo empleando la siguiente expresion (Bird
et al. 1960):

R, dv,
q= [, (= Drdr, (AE.4)
la cual considera tanto la parte viscosa como la fluida del perfil de velocidades. En ella se

sustituye la Ec.(A.2.1) y se resuelve la integral para obtener la siguiente expresion:

R AP
q = 7o (~(=T g T rkdr,

AP (R*-R}) (R3-R®)
q= ETO—T[T:OTO. (A23)
Se sabe que el esfuerzo de cedencia se expresa de la siguiente forma (Bird et al. 1960):

T, =22, (A.2.4)

Por lo tanto, se sustituye la Ec.(A.2.4) en la Ec.(A.2.3) y se reduce algebraicamente hasta

obtener una forma conocida (Bird et al. 1960):
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AP (R*-R}) T[AP Ro (R3-R3)

qanzu 4 L2u 3 '
_ £1R_“[1_i&+iﬁ] (A.2.5)
q_nLus 3R  3R*] e

Se sustituye la Ec.(A.2.5) en la expresion de permeabilidad:

K, = 4 K’ (AE.2)

de ese modo se obtiene la expresion para la permeabilidad en un tubo liso:

= B[ %R 1RS
Ke=S[1-324+2% ), (A.2.6)

A.3. Flujo de un fluido que sigue la ley de la potencia a través de un tubo recto

(Caso 3.1)

Para este caso se emplea un fluido de Ostwald, el cual se define:

= —u(%2)" (A.E5)

TT'Z dr

La ecuacion de movimiento para un tubo recto se define de la siguiente forma:

_ APt (A.1.1)

Trz =37

Partiendo de lo anterior, se resuelve el problema igualando las Ecs.(10) y (A.1.1):

IR w1

Tomando en cuenta la condicion de frontera v,(r = R) = 0 se obtiene la expresion del

perfil de velocidades:

o= (1) 1 (), (32)
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Se calcula el flujo en el tubo:
_p2 (R
q =mR? [ v,rdr,

3

1
_ (AP 1)1/nnn:Rﬁ+
“\L 2u 1+3n

(A.3.3)

Resulta importante el calculo de la permeabilidad por ello se sustituye la Ec.(A.3.3) en la

siguiente expresion:

Ke= oy (AE2)
dL
de ese modo se obtiene la expresion para la permeabilidad en un tubo liso:
1 1
AP 1\n 1 n Rn'?
Ke = (TZ) "2(1+3n)’ (A-3.4)
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