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Introduccion

En el presente trabajo se desarrolla la teoria de operadores compactos en
espacios de Banach. Se presentan de forma organizada los principios funda-
mentales de esta teoria y se estudian aspectos avanzados de la misma. Este
tipo de transformaciones aparecen de manera natural cuando se invierten
operadores diferenciales y son una generalizaciéon de los operadores lineales
entre espacios vectoriales de dimensién finita. Resultados seminales fueron
obtenidos por Ivar Fredholm, David Hilbert, Erhard Schmidt y Frigyes Riesz
en la primera década del siglo pasado, ello en el contexto de las ecuaciones
integrales y el estudio de espacios de funciones, sentando las bases de la
teoria de operadores compactos. Aunque varios de los temas aqui expuestos
son de nivel avanzado se ha trabajado la exposicién de tal manera que el lec-
tor tenga acceso a todos los prerrequisitos necesarios. Se ha demostrado con
detalle la mayoria de los resultados aqui expuestos y cuando un resultado
no estd probado (por no ser la demostracién parte de los objetivos corres-
pondientes, por ejemplo, resultados auxiliares de otros campos como lo es
la topologia en conjuntos de puntos) se remite al lector a alguna referencia
para que consulte la demostracion.

En el capitulo 1, se ha desarrollado la teoria fundamental de los espacios
de Hilbert y los espacios de Banach, asi como resultados varios relacionados
con la teoria de operadores lineales acotados en espacios de Banach, princi-
palmente. Se muestran resultados que describen la geometria de los espacios
de Hilbert, ello debido a que estos espacios son ejemplos de espacios de Ba-
nach y son los que estan mas presentes en las aplicaciones. Se presenta una
seccion dedicada al espacio dual y el teorema de representacién de Riesz
para funcionales lineales, 1.15, concluyendo que todo espacio de Hilbert es
reflexivo (teorema 1.17).

El capitulo 2 expone la teoria de los operadores lineales compactos. Se
ha hecho énfasis en la diferencia entre la familia de operadores comple-
tamente continuos y la familia de operadores compactos definidos de un
espacio de Banach X a un espacio de Banach Y (conjuntos de operado-
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v PRESENTACION

res denotados como CC(X,Y) y Com(X,Y) respectivamente). Cémo par-
te de tal enfoque, se muestra que entre espacios de Banach X y Y, ba-
jo las hipdtesis pertinentes, se tiene la siguiente cadena de contenciones
FA(X,Y) € Com(X,Y) C CC(X,Y), donde FA(X,Y') denota al conjunto
de operadores finitamente aproximables entre los espacios de Banach X,Y
(ver teorema 2.6). También, para redondear la exposicién de tal resultado, se
muestra cuando ocurre que tales familias coinciden en un espacio de Banach
X, esto es, FA(X) = Com(X) (teorema 2.9) y cuando Com(X) = CC(X)
(teorema 2.7); dando para ello todos los teoremas, y sus respectivas demos-
traciones, involucrados en las correspondientes pruebas de los resultados
mencionados.

Como cierre de este trabajo se tiene el capitulo 3, en el que se presenta
la teoria espectral de los operadores compactos, exponiéndose los resulta-
dos fundamentales. Se prueba, por ejemplo, una versiéon de la alternativa de
Fredholm (ver 3.13) para operadores compactos en un espacio normado. Se
da también un ejemplo de un operador no compacto 71" tal que T =T — Al
es sobre e inyectivo para todo A # 0 (ver observacion 3.4), ejemplo no habi-
tual en la literatura usual donde se expone la alternativa de Fredholm. En
el mismo capitulo, se da una definicién del espectro esencial de un operador
acotado, asi como algunos resultados relacionados adaptados para operado-
res lineales acotados.

Como aporte de trabajo de tesis, en el contexto de operadores acotados,
se dan los teoremas 3.17 y 3.18, que en conjunto forman una extensién a
espacios de Banach de un teorema presentado para espacios de Hilbert dado
en [6], capitulo 3, (teorema 3.6.1). Los teoremas mencionados caracterizan,
en conjunto, al espectro esencial (cuya definicién aqui utilizada es en térmi-
nos de operadores compactos) de un operador lineal acotado en un espacio
de Banach X. También, en la parte final del capitulo 3, se definen los ope-
radores Fredholm, esto para continuar el estudio del espectro esencial para
operadores acotados: al usar la definicién de operadores Fredholm, se dan
algunos resultados relacionados con el espectro esencial, por ejemplo, los
resultados 3.22, 3.23 y la observacién 3.9). Lo anterior, permite dar una ver-
sién de la alternativa de Fredholm, 3.2, para operadores Fredholm definidos
en un espacio de Banach.
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Capitulo 1

Generalidades sobre espacios
de Banach y Hilbert

1.1. Espacios normados

A lo largo del texto y salvo que se indique otra cosa, X denotard un espa-
cio vectorial arbitrario, real o complejo (indicdndolo cuando sea pertinente).
Un espacio vectorial X se dice de dimensidén finita si contiene un conjunto
maximal finito de vectores linealmente independientes que lo genera. Si el
conjunto de vectores linealmente independientes que genera al espacio es
maximal pero no finito se dice que X es un espacio vectorial de dimension
infinita. Nétese que por definicién, el espacio vectorial trivial X = {0} tiene
dimensién finita y dim{0} = 0. Un subespacio vectorial M de X es un
subconjunto no vacio de X tal que, el vector cero es elemento de M y toda
combinacién lineal de elementos del subconjunto M es elemento de M.

El simbolo C denota contencion propia, mientras que C indicara la con-
tencion de conjuntos no necesariamente propia. Si f es un mapeo entre los
conjuntos Ay B, f[A] denotard la imagen de A bajo f, mientras que f~1(B)
serd la imagen inversa de B bajo f. Cuando se hable de subespacios vecto-
riales no necesariamente tienen que ser cerrados, por otra parte, se indicara
cuando el subespacio en cuestién sea cerrado.

Definicion. Sea X un espacio vectorial sobre K, donde K = R o K = C.
Una funcién f : X — R>¢ es llamada una norma si

1. f(x) =0siysdlosixz=0,
2. Para todo a € K, f(ax) = |o|f(z),

1



2 Capitulo 1. Espacios de Banach y Hilbert, generalidades

3. Para cualesquiera x,y € X se cumple la llamada desigualdad trian-
gular

flx+y) < flx)+ f(y)

Diremos que el par (X, f) es un espacio vectorial normado. Como es
costumbre, por simplicidad escribiremos simplemente X si se sobreentiende
cual es la norma del espacio del que se hable, y, como en la mayoria de

los textos de hoy en dia, se denotara a f como || ||. Si W es un subespacio
vectorial del espacio normado X, entonces (W, ||-|| |w) es un subespacio
normado de X, donde ||| |w es la norma definida en X restringida a

W. Como convencién, en el presente trabajo, siempre que se diga espacio
normado se hace referencia a un espacio vectorial normado.

1.2. Espacios de Banach

En un espacio vectorial normado se puede inducir una topologia métrica.

Definicién. Sea X un conjunto no vacio. Una funcién d : X x X — R
es una métrica en X si satisface

a) Para todo z,y € X, se tiene que d(x,y) < +o0,
b) d(z,y) =0siy sélosiz =y,

c) Para z,y,z € X, se cumple la desigualdad triangular: d(z,z) <
d(z,y) + d(y, z)

Un conjunto X dotado con una métrica d recibe el nombre de espacio
meétrico y se representa por el par (X, d).

Proposicién 1.1. Considere el espacio vectorial normado (X, |||). Enton-
ces X es un espacio métrico (X,d) donde d: X x X — R>g dada por

para cualesquiera T,y € X.

Demostracion. Como es usual, veamos que la definiciéon de d satisface las
propiedades de una métrica.

a) Para cualesquiera x,y € X se cumple que d(z,y) < +oo, pues la
funcién norma como propiedad cumple ser real-valuada.
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b) d(z,y) = 0 si y sélo si z = y. Supongamos que d(x,y) = 0. Entonces
lx — y|| = 0 y por propiedad de la funcién norma esto ocurre si y sélo
si z —y = 0, de donde x = y. Reciprocamente, si se supone que x =y
es claro que d(z —y) = 0.

c¢) La desigualdad triangular se cumple a partir del hecho siguiente: como
la funcién norma satisface una desigualdad triangular, para x,y,z € X
arbitrarios se cumple que

d(z,z) = |lz =zl = lz —y +y — 2| < llz —yl+lly — 2| = d(=z,y)+d(y, 2).
Asi, la funcién d es una métrica. ]

Como convencion, diremos que una métrica asi definida es una métrica
inducida por la norma definida en X. La nocién de convergencia mas ele-
mental es la que se refiere a convergencia de sucesiones.

Definicién. Dado un espacio métrico (X, d),

I) Una sucesién es una funciéon N — X. Se denotard a una sucesién co-
mo {z,}o°; 6 simplemente {x;, }n>1. Los x, son llamados elementos
de la sucesién.

IT) Se dice que una sucesién {x,,}5° ; converge a un valor z, si dado e > 0
existe un N € N tal que si n > N, entonces d(zp,x) < €. Si este es el
caso, la sucesién es convergente y escribiremos

lim x, = x o bien lim d(x,,z)=0.

III) Si una sucesién {z,}5°; no es convergente se dird que la sucesién
diverge o que es divergente.

IV) Una sucesién es acotada si M = {zy|z, € {z,}72,} es un conjunto
acotado, esto es
O0(M) := sup d(z,y) < 0o,
z,yeM

donde §(M) denota al didmetro del conjunto M.

V) Una sucesién {z,}72, es de Cauchy si para todo ¢ > 0 existe una
N € N de tal modo que si m,n > N, entonces d(zy, y,) < €.

VI) Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesién de Cauchy
tiene limite en X o dicho de otra forma, converge en X.
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Definicién. Sea (X, ||||) un espacio vectorial normado. Entonces (X, || ||) es
un espacio de Banach si el espacio métrico (X, d) es completo, donde d
es la métrica inducida por la norma || |.

Definicién. Una sucesién {x,}2° en un espacio vectorial normado X se

dice que es sumable si
N

an%xEX

n=1

cuando N — oo. Se dird que la sucesiéon {z,}22; es absolutamente su-
mable si

o0

D lznl < 0.

n=1

Teorema 1.1. Un espacio normado X es un espacio de Banach si y solo
st toda sucesion absolutamente sumable es sumable.

Demostracion. Suponga que X es un espacio de Banach y sea {z,}>2, una
sucesién absolutamente sumable, entonces

o0

ZHan converge en R.

n=1
Sean s, = > 7 1 7 y an = > i_[lzj[. Dado un € > 0, existe un N(¢) € N
tal que m,n > N (e)

n

|lan — am| = Z [lz5]l| <e.

j=m+1
Para tal N(¢), si m,n > N(e)
n m n n
Isn = smll = D> =Dzl = || Do =l < D lzll<e,
j=1 j=1 j=m+1 j=m+1

por lo tanto, los s, forman una sucesién de Cauchy, por ser X de Banach,
convergen y por tanto el conjunto {z,},=1 es sumable.

Suponga ahora que toda sucesiéon absolutamente sumable en X es su-
mable. Sea {z,}°°; una sucesion de Cauchy en X. Para cada k = 1,2,...
existe un N (k) € N tal que si m,n > N(k), entonces

1
[Zn — Tl < ok
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sin perdida de generalidad, suponga que N1 < Ny < ..., entonces para cada

keN
oo oo 1
ZH‘TNICH - xNkH < Z 9k < o0,
k=1 k=1

por lo que la serie anterior es absolutamente sumable y por la hipétesis es

sumable; es decir,
[o.¢]

Z(.YJNIH_I —zn,) >z € X.
k=1

Sea wy = wn; y defina wyy1 = xn,,, — xn,. Entonces

k
TN, = E wj.
j=1

Nétese, de lo anterior, que la sucesién {zy, }?°, es una subsucesién conver-
gente de una sucesién de Cauchy {z,}>2 , por lo tanto, esta tltima sucesién
es también convergente y por tanto, por ser {z,}>° ; una sucesién de Cauchy
arbitraria, X es un espacio normado completo. ]

1.3. Operadores lineales entre espacios de Banach

Salvo que se indique lo contrario, todos los espacios vectoriales que se
traten estaran definidos sobre el mismo campo base. Un espacio vectorial es
una estructura algebraica, por lo que es natural realizar un estudio de tal
estructura a través de la nocién correspondiente de homomorfismo, es decir,
mapeos entre este tipo de objetos que preserven la estructura de los mismos.

Definicion. Sean X, Y espacios normados. Un operador lineal T : X —
Y es un mapeo que satisface:

i) El dominio de T', D(T'), es un espacio vectorial,
ii) Para todo x,y € Dy « escalar del campo base
T(ax+y) =aT(z) +T(y).
La imagen de D(T') bajo T es el rango de T y serd denotado por R(T).

Con fines de estandarizar la notacion a lo largo de este trabajo, se hace
mencién de lo siguiente: dado un operador lineal T' se escribird, para x €
D(T), Tx en lugar de T'(z), como se acostumbra en algunos textos sobre
andlisis funcional (por ejemplo, la referencia [1]).
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Ejemplo 1.1. Dado un espacio normado X, se tienen ejemplos tipicos de
operadores lineales como son la identidad I : X — X, definido por Iz = x
o el operador cero 0 : X — X, cuya regla de correspondencia viene dada
por 0z = 0 para todo x € X. Un ejemplo menos simple es el siguiente:
considere el espacio de las funciones continuas en el intervalo cerrado [0, 1],
(0, 1]. Se define el operador T": C0,1] — R dado por

1
Ty = / o(r)dr
0
donde la integral es en el sentido de Riemann. El operador T es lineal.

Como una primer consecuencia de la preservacion de la estructura por
parte de un operador lineal, se tiene la proposicion siguiente.

Proposicién 1.2. Sea T : X — Y un operador lineal entre espacios nor-
mados X,Y , entonces

a) El rango de T', R(T), es un espacio vectorial,
b) El espacio nulo de T, N(T), es un subespacio vectorial de D(T),

¢) Si dimD(T) = n < 0o, entonces dim R(T') < n.

Demostracion. La demostracién se sigue directamente de las definiciones.
Para ilustrarlo, se demostrard la afirmacién b): Sean z,y € N(T) y a« € K
donde K es el campo R o el campo C. Entonces, de la linealidad de T se
tiene que 0 € N(T') pues

T0=T(0+0)=T0+70 .. 0=T0—-T0=T0.
De forma andloga:
T(arx+y)=alTzr+Ty=a0+0=0

Por lo tanto, ax +y € N(T), y asi N(T') es un subespacio de X, como se
queria probar. O

Dados dos espacios normados, X y Y, se define a la familia de operadores
lineales entre ellos como

L(X,Y):={T: X — Y |T es operador lineal},
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familia que se puede dotar de una estructura de espacio vectorial definiendo
operaciones puntualmente, esto es, para T1,T € £(X,Y) se define la suma
de operadores como

(T1 + Tg)x =Tx+Thx, x € D(Tl) N D(Tg),

mientras que el producto por escalar (el escalar pertenece al mismo campo
base sobre el que se encuentran definidos los espacios normados X y Y)

(oh)x = oIy, x € D(Th).

Al definir a los operadores lineales en espacios normados y dado que
estos ultimos resultan ser espacios métricos, la pregunta natural es ;cuando
un operador lineal es continuo?

Definicion. Un operador lineal T : X — Y de un espacio normado X a
un espacio normado Y es acotado si existe una constante C' positiva tal
que

|Tz|| < C|z||, para toda z € X.

Cada una de tales constantes recibe el nombre de cota para el operador T'.
Se define la norma operador de T' como

1T} = sup [[T|

llz(l=1

Proposicién 1.3. Un operador lineal T : X — Y entre espacios normados
X yY es acotado si y sdlo si |T| < oc.

Demostracion. Suponga que T : X — Y es un operador acotado. Sea C
una cota de T" entonces tendremos que

1Tl = sup |[Tz]| < C,
Jell=1

y por tanto ||| < oo.
Para completar la equivalencia de proposiciones, sea T': X — Y un
operador tal que ||T'|| < co. Entonces, para zo € X

o
Tl = HT (, H)\ leoll < sup [Tellzoll
o [lz]|=1

definase ahora C' = sup =1 || Tz|, es decir, el operador T' es acotado, como
se queria probar. O
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Teorema 1.2. SeaT : X — Y un operador lineal entre espacios normados
X,Y. Las siguientes proposiciones son equivalentes

1.

2.

3.

T es continuo en un punto x.
T es continuo.

T es acotado.

Demostracion. Note que, por definicién de continuidad en un punto, el ope-
rador lineal T': X — Y es continuo en un punto zg si dado € > 0 existe
0 > 0 tal que si ||z — xo|| < d, entonces [Tz — Txg|| < €. Asi,

1)=2)

2)=3)

Sean T' un operador lineal continuo en el punto zo € X, § > 0 y sean
x,z € X puntos arbitrarios distintos y tales que

Tz —Tz|| = ||[Tx—Txo+ (Txo—T2)|
< |Tz —Txo| + || Txo — Tz||

c it

2 2 7

de la hipdtesis de continuidad de T en xg, sabemos que existen dg, 01
positivos tales que

[l = 2]l = llz = 20 + (20 — 2)[| < [z = 2ol + [lzo — 2[| <o + 41,

sea pues § := 2méx{dp, 01 }. Entonces, dado ¢ > 0y z,z € X, existe
d > 0 tal que si ||z — z|| < ¢ entonces ||T'z —Tz|| < ¢, es decir, T es
continuo en cualquier otro punto y por tanto, es continuo.

Al ser T continuo en particular es continuo en el vector 0 € X. Asi,
para x # 0, sea 0 < ¢ < 1. Existe § > 0 tal que si Hp”—iHH < 6, con

0 < p < 4, entonces ||T (pﬁ) || < e o bien

1
] ol —p

Como x € X fue arbitrario, por la proposicién 1.3, podemos decir que
T es un operador lineal acotado, pues

1
1Tl = sup [Tzl < = < oo.

llz]=1
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3)=-1) Basta notar que, para x,z9 € X existe una constante C positiva tal
que
T2 = Taol| = |T(z — xo)|| < Cllz — @ol|-

Asi, dado ¢ > 0, definamos ¢ := &, de donde
1Tz — Txo|| = | T(x — x0)|| < Cllz — x| < Co =6,
es decir, T' es un operador continuo en el punto xg. ]

Una familia de operadores de interés entre espacios normados X y Y es,
precisamente, la familia de operadores lineales acotados de X a Y, ala
que denotaremos por B(X,Y"). Desde luego, se tiene que B(X,Y) C £(X,Y)
y més ain, B(X,Y) resulta ser un espacio vectorial normado, donde la norma
definida en él es la norma operador. Cuando la familia de operadores lineales
acotados tenga como dominio y codominio al mismo espacio X se escribira
simplemente B(X).

Proposicién 1.4. El espacio B(X,Y) es un espacio vectorial normado.

Demostracion. El operador 0 : X — Y es elemento de B(X,Y). Basta
definir la constante como C' = 1, la cual satisface

102]] <[]} V2 € X.

Sean T1,Ty € B(X,Y). Sin pérdida de generalidad, supéngase que X,Y
son espacios vectoriales normados sobre los complejos, y sea o € C. Por
hipotesis, existen constantes positivas C7, Cy tales que

[Tzl < Ciflz| y [|Tox]| < Colzl, Vo € D(Th) N D(T2),
por lo que, para todo x € D(T1) N D(12),
(T + To)z|| = [laTie + Tox| < [laTiz]| + | Tox| < (la|Cy + Ca)ll);

es decir, T +T» € B(X,Y). Asi, se tiene que cualquier combinacién lineal
de operadores en B(X,Y) es nuevamente un elemento de B(X,Y) y por
tanto, B(X,Y) es un espacio vectorial.

Para cada elemento T' € B(X,Y), sea || || : B(X,Y) — R>¢ definida
por

1T = sup [[T]].
llell=1
Se mostrard que ||| asi definida satisface la definicién de una norma. Sea

X ={re X || <1}.
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i) El operador cero cumple que 0z = 0 para todo = € X1, y por lo tanto
[0][ = supjjz=1/l0z]| = 0. Suponga ahora que se tiene un operador
T € B(X,Y) tal que [|T'|| = 0. Entonces sup,—[|7z|| = 0 para todo
x € X1, como

0 <||Tz| < sup | Tz|,Vz € X1,
llzll=1

se concluye que Tz = 0 para todo = € X;. Lo anterior asegura que T’
es el operador 0: dado y € X, por la estructura de espacio vectorial,
y=az,con o« € Cyx € Xy, lo que lleva a que

Ty =T(azx)=aTz =0,
por ser y arbitrario, T" es el operador 0.

ii) Sea a € C. Entonces

[T = Supl\laTﬂcll = sup |o|Tz|| = || sup |[Tz|| = |af|[T]

llll= l[=]|=1 |z([=1

iii) Por tltimo, se prueba que la norma definida satisface la desigualdad
triangular: dados T1,T5 € B(X,Y),

[Ty + Toll = sup [(Th + To)z| = sup [|Tve + Tox| < sup (|Toz|+[|T2x),

llzf|=1 llz[l=1 llzfl=1

y como

sup ([|Tve]| + [ Tazl)) < sup |Tiz] + sup [[Tox|| = T3]l + || T2l

flzfl=1 [[]l=1 llz[|=1

se tiene que
1Ty + Tol| < [|Ta]] + [ T2]-

como se queria probar. O

Proposicién 1.5. Sean X,Y espacios normados. Si T € B(X,Y), entonces
N(T) es un subespacio cerrado.

Demostracién. Considere una sucesion {z,}°2 ; en N(T) tal que z, — .
Por demostrar que xg € N(T'). Por ser T' acotado, es continuo de ahi que

lim Tz, = Tz,
n—oo
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por lo tanto, para cada £ > 0 existe un indice n € N a partir del cual ocurre
que
| Tx, — Txol| < e.

Como z,, € N(T), entonces T'x,, = 0, lo que implica en particular
0 < ||[Tzo| < e, para todo ¢,

es decir, ||[T'zo|| = 0 lo que ocurre, por propiedades de la norma, si y sélo si
Tx[) =0. ]

Proposicién 1.6. La funcion f: B(X,Y) — R que a cada T € B(X,Y)
le asigna el valor || T|| es continua.

Demostracion. Sea T' € B(X,Y) y considere ¢ > 0. Higase 6 = ¢; como
una consecuencia de la desigualdad triangular, para Ty € B(X,Y) tal que
|T — Tp|| < ¢ se tiene que

T = [Tolll < |7 —Toll <6 =e.
Como T es arbitrario, f es continua en B(X,Y). 0

Corolario 1.1. Sean X,Y, Z espacios normados. Considere los espacios de
operadores acotados (B(X,Y),| 1), (BY,2Z),| ) v (B(X,Z),| ||)donde || |
es la norma operador en cada uno de esos espacios. Para Ty € B(X,Y),
TyeBY,Z) yTyoTy, =TT, € B(X,Z) se cumple:

M| < [Tl T2]-

Demostracion. Dados Ty € B(X,Y), Ty € B(Y,Z) y T'T; € B(X, Z) para
todo x € X se cumple que

1T Tox|| < [Tall| Tz || < | TalllI T2 |l

Tomando supremos al evaluar en los elementos de la bola cerrada de radio
unidad centrada en el origen en X, se tiene que

IMTa| = sup [|T1Tox|| < sup [T Tox]| = [|T1]] sup [[Tox]l = [Tyl Tz

flzf|=1 flz[|=1 ll]l=1

O]

Teorema 1.3. Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X,Y) es un es-
pacio de Banach.
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Demostracion. Sea {T,}5° ; una sucesién de Cauchy en B(X,Y). Para todo
z € X, existen m,n € N tales que después de cierto indice se cumple que

[Tna = Tm|| < |[Tn = T[]

por lo que la sucesién {T,z}7°; es de Cauchy. Al ser Y un espacio de

Banach, tal sucesiéon debe converger a un y € Y. Sea T : X — Y definido

por Tx = lim T,z = y. Asi definido, T es lineal y acotado: de la desigualdad
n—oo

triangular se cumple que
Tl = 1Tl < 1T — Ton

Por lo tanto, la sucesién de niimeros reales {||7,||}72, es convergente. Sea
C = lim ||T,]||. Entonces
n—oo

T2l = lim |Tuall < tim T3] 2] = Clall
por loque T' € B(X,Y). Para T,, € B(X,Y)

(T —T,)z|| = lim ||(T,, — Tn)x|| o bien
m—r0o0

< lim |[(T, — Tn)||

]l m—00

lo que implica

T—-T))x
|T —T,|| = sup 7”( n)z| < lim ||[(Ty — Tn)||
2150 [Eal m—00
Asi T,, — T, como se queria probar. ]

Definicion. Sea un operador lineal inyectivo entre espacios normados X, Y,
T:X — Y. El operador

T R(T) — D(T) tal que T'zo = o — o
recibe el nombre de operador inverso de T'.

Un importante teorema para operadores acotados es el siguiente.

Teorema 1.4. Si X,Y son espacios de Banach y T € B(X,Y) es tal que
T es inyectivo y R(T) =Y, entonces T~ € B(Y, X).
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Demostracion. La demostraciéon puede ser consultada en [5], seccién 3.4. O

Definiciéon. Sea T': X — Y un operador lineal entre espacios normados
X,Y. Se dice que T es un operador cerrado si para cualquier sucesion
{zn}52, C€ D(T) que satisface

Tp —xen X, Tz, — yenYy,
entonces ¢ € D(T) y Tz = y.

De la definicién se tiene casi de forma inmediata la siguiente proposicién.

Proposicién 1.7. Sea T € B(X,Y), con D(T) = X. Entonces T es un
operador cerrado.

Demostracion. Considere una sucesién convergente {x,,}5° ; en X, digamos,
Tn —> xg. Como T': X — Y es acotado, entonces es continuo y dado que
D(T) = X, se tiene que zp € X, ademds

Tro=T lim z, = lim Tx, =y,
n—oo n—oo

esto es, T es un operador cerrado. O

Observacién 1.1. Es importante hacer notar que la hipétesis D(T') = X
es fundamental, pues al no cumplirse, ser acotado no implica ser un opera-
dor cerrado, como lo ilustra el siguiente ejemplo, dado en [1]: Considere un
espacio normado X y sea T : D(T') — D(T) el operador identidad, donde
el subconjunto D(T') C X es denso en X. Es claro que T es lineal y acotado,
pero T no es cerrado: sea {x,}7° | una sucesién tal que z, — xp en X,
con zg € X \ D(T'). Entonces T no satisface la definicién de un operador
cerrado.

Teorema 1.5. Sean X,Y espacios de Banach y T : X — Y un operador
lineal entre tales espacios.

(a) SiT es cerrado y D(T) = X, entonces existen constantes positivas q,r
tales que ||T'z|| < q siempre que ||x| < 7.

(b) SiT es cerrado y D(T) = X, entonces T € B(X,Y).

Observacion 1.2. El teorema anterior es una versién del teorema de la
grafica cerrada y acorde con [5] es equivalente al teorema 1.4. Para més

detalles ver [5], seccién 3.4, teorema 3.10.
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En relacién con el teorema 1.4, se encuentran los operadores acotados
inferiormente.

Definicion. Un operador T': X — Y entre espacios normados es acotado
inferiormente si existe una constante C' > 0 tal que

C|lz|| < ||Tz||, para cada z € X.

Observacién 1.3. La definicién anterior es equivalente a decir que T es
acotado inferiormente si existe una constante C' > 0 tal que

C < ||T'z|| para todo x € X tal que ||z| = 1.

Proposicién 1.8. Un operador T : X — Y entre dos espacios normados
no es acotado inferiormente si y solo si existe una sucesion {x,}5>, en X
de vectores unitarios tales que ||T'zy| — 0.

Demostracion. Se probara la necesidad, esto es, suponga que existe una
sucesion {x,}22, de vectores unitarios y tales que ||[T'z,| — 0. Si T fuera
acotado inferiormente, existiria una constante C' > 0 tal que, para todo
x € X con ||z|| =1 se tendria que

C < |[Tx],

en particular, para los elementos de la sucesién {z,}72 . Sea 0 < ¢ < C,
entonces se tiene que
C < |Tan| << <C.

lo que es una contradiccién. Asi pues, no existe una constante C' > 0 tal que
C < || T,

y por lo tanto T no es acotado inferiormente.

Para probar la suficiencia, sélo hay que notar lo siguiente: Si T no es
acotado inferiormente y si no existiese tal sucesién, se tendria que existe
una constante C' > 0 tal que para cualquier z € X con ||z| =1

2]l < Cl|T=]],

pero por definicién, se tiene entonces que T es acotado inferiormente, lo que
contradice la hipdtesis. O

Para espacios de Banach se tiene una caracterizacion para los operadores
acotados inferiormente.



1.3 Operadores lineales entre espacios de Banach 15

Teorema 1.6. Sea T € B(X,Y), donde X,Y son espacios de Banach. En-
tonces T es acotado inferiormente si y sélo si T es inyectivo y tiene rango
cerrado.

Demostracion. Asuma que T es acotado inferiormente. Por demostrar que
T es inyectivo y que R(T') es cerrado. El operador T' es inyectivo ya que
Tx =0siysolosixz=0, ya que es acotado inferiormente. Suponga que se
tiene una sucesién T'x, — y € Y. Entonces, dado un € > 0, existe un N; tal
que si m,n > N,

Cllzn — om| < T (w0 — 2m)|| = [|[Ton — T <e

y por lo tanto, la sucesién {z,}>2; es de Cauchy. Como X es completo
x, — x 'y por ser T acotado, Tz, — Tx; de donde Tx = y y por tanto R(T)
es cerrado.

Reciprocamente, asuma ahora que 7' tiene rango cerrado y que es in-
yectivo. Por el teorema 1.4, T : X — R(T) tiene inversa continua, por lo
tanto, para algin C' > 0 se tiene que

1Tyl < Cllyll, y € R(T).

Sea y = Tx, para algun = € X, entonces

1
6H1:|| < ||[Txz||, para todo x € X. 0

1.3.1. Proyecciones en espacios de Banach

Definicién. Una proyeccién es un operador P € B(X) tal que
P?2=P,
estos operadores son también conocidos como idempotentes.
Dada una proyeccién P,
R(P) ={z € X | Px = z}.

Si P es una proyeccién, entonces también lo es Q = I — P, lo cual es directo
de la definicién:

Q*=UI—-P)?=I—-IP-PI+P*=1-2P+P>’=1-P=Q
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En ocasiones, @) recibe el nombre de proyeccion complementaria, sobre
todo en el contexto de espacios de Hilbert. Dadas P y @ sus respectivos
rangos y espacios nulos estan relacionados de la siguiente manera

R(P) = N(Q), N(P) =R(Q),

ya que si y = Px, entonces (I — P)y = (I — P)Pz = (P — P?)x = 0 y por
tanto y € N(Q). Por otra parte, si (I — P)y = 0, entonces y = Py y por lo
tanto y € R(P). Note que por lo anterior

R(P)NR(Q) = {0},

y ademas tanto R(P) como R(Q) son subespacios cerrados del espacio de
Banach X, ya que el espacio nulo de un operador acotado es cerrado.

Teorema 1.7. Sea P una proyeccion y QQ = I — P. Entonces
Il = [[Pz]| + [ Q|
es una norma equivalente a la norma || || en el espacio de Banach X.
Demostracion. Como P,Q € B(X),
[1Pz| + Q]| < (Pl + [[QIDI]]-
Por otra parte, observe que, por la desigualdad triangular
[zl = [Pz + Q|| < [|Px] + [[Qz],

asi pues

[zl < [[Pzl| + Q]| < (1Pl + QD=

y por tanto se tiene que
P = 1Pl + |Q]]

es una norma equivalente a || || en X. O

1.4. Espacios de Hilbert

La idea fundamental al estudiar espacios de Hilbert es transferir las ideas
y conceptos de los espacios vectoriales de dimension finita, dotados con un
producto interno (los espacios euclideos o euclidianos, de los cuales el ejem-
plo canénico es R™) a espacios més generales, como lo son los espacios de
funciones, los que, por lo general, son de dimension infinita. Es por tal mo-
tivo que en esta seccién se da un desarrollo un poco maéas detallado de los
resultados fundamentales relacionados con la definicién de un espacio de
Hilbert.
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Definicion. Considere un espacio vectorial X sobre el campo C. Una fun-
cién (,) : X x X — C es un producto interno si satisface

i) (z,x) > 0 para todo x € X, (x,z) =0siysélosiz =0
ii) Para a € C,z,y,w € X se satisface

(x,ay +w) = (x,ay) + (z,w) = a(z,y) + (z,w)

iii) (z,y) = (y,x), para todo z,y € X.

Observacion 1.4. Notemos que para o € C, x,y € X, utilizando las pro-
piedades ii) y iii) se cumple que

(ax,y) = (y,ax) = afy, z) = a(z,y).

Ejemplo 1.2 (El espacio £2). Sea

X = {{an}nen : an € C,) _ |an|* < o0}

n=1

el espacio de sucesiones de nuimeros complejos con las operaciones usuales
de suma de sucesiones y producto de un escalar complejo por una sucesion,
es decir, dadas {an}nen ¥ {bn}tnen y @ € C definimos

{an}neN + {bn}neN = {an + bn}neN

a-{antnen = {aan}nen.

Afirmamos que X asi definido es un espacio vectorial sobre los complejos y
que si definimos (,) : X x X — C por

e’}
(.%', y> = Zfﬂynv
n=1

donde la barra indica conjugacién compleja, entones (,) es un producto
interno (probarlo). Este espacio es una importante fuente de ejemplos por
lo que se tiene una forma especial para denotarlo, lo llamaremos el espacio
£2. Es usual denotar a los elementos de ¢? para fines operativos como

{an} = (a1,a9,...,an,...)
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A continuacién se expone como la nocién de producto interno ayuda
a desarrollar ideas geométricas en el espacio vectorial X: la nocién de or-
togonalidad entre elementos del espacio X da una generalizaciéon del com-
portamiento de elementos ortogonales en espacios euclidianos de dimensién
finita.

Definicién. Dado un espacio vectorial con producto interno (X, (,)) y vec-
tores x,y € X diremos que = es ortogonal a y (o bien, que x,y son or-
togonales entre si) si (z,y) = 0. Un conjunto (o sistema) ortogonal de
vectores es una coleccion {xy}rca en X si (zq,xg) = 0 siempre que a # .
Diremos ademas que z € X es un vector unitario si (z,z) = 1. Un conjunto
ortogonal en el que cada uno de sus elementos es unitario recibe el nombre
de conjunto (o sistema) ortonormal, esto es, sus elementos satisfacen

a) (Ta,Ta) =1,
b) (zq,xg) =0 para a # .

Una de las propiedades de producto interno nos dice que (x,z) > 0 es
decir, (z,x) € R>¢ por lo que es cuadrado de algiin nimero. Podemos asi
definir la cantidad

2] == v/ (z, @),

de tal forma que |z|? := (x,z). El hecho es que tales cantidades adquieren
un significado geométrico, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 1.9. Sean x,y vectores ortogonales entre si de un espacio con
producto interno (X, (,)). Entonces

lz + yl* = lll® + lyll*.

Demostracion. Usemos las definiciones mencionadas en el comentario previo
a la proposicion.

lz+yl* = (z+yz+y)
= (z,o+y) +yz+y)
= (z,2) + (z,y) + (v, 2) + (v,9)
=l + flyl?
Debido a que (z,y) = (y,z) = 0. O

La idea anterior se puede extender a conjuntos ortonormales y de hecho nos
da una idea de la estructura subyacente que tiene un espacio vectorial con
producto interno.
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Corolario 1.2. Si {z1,x9,...,z,} es un conjunto ortogonal de vectores en
un espacio con producto interno, entonces

|1 + 22+ ...+ | = ||z + ||2]] + .- + ||zl

Nétese que en un espacio con producto interno (X, (-,)), para z,y € X
arbitrarios se cumple que

lz +yl* = l|lz]|* + 2 Re(z, ) + 1yl
y, analogamente

lz = ylI* = ll«]* - 2Re(z, y) + [ly]1%,
igualdades que implican la proposicién siguiente:

Proposicién 1.10 (La ley del paralelogramo). En un espacio con pro-
ducto interno (X, (-,-)) se cumple, para x,y € X arbitrarios, que

Iz + ylI* + Iz — ylI* = 2[|z[|* + 2]|y|>.
Demostracion. Inmediato de las igualdades anteriores. O

En la misma direccién se tiene la llamada identidad de polarizacién.

Proposicién 1.11 (Identidad de polarizacién). Sea (X, (-,-)) un espa-
cto vectorial complejo con producto interno. Para x,y € X se cumple

{ . N2 . N2
e+ il e — iyl
Demostracion. Basta notar que para a € C, a partir de las propiedades de
un producto interno

1
(wy) = (e +yl* = == yl*)

Iz + ayl* = [|lz[|* + 2 Re(z, ay) + [af*|ly|.
En particular, si a = i, tendremos
lz +dyl* = l|2[|* — 2Im(z, y) + |,
y analogamente, si o« = —1
lz —dyl* = l|2[|* + 2 Im(z, y) + |,

de donde
o+ g2 = [l — iy|2 = —4Tm(z,y).

Repitiendo los calculos cuando o = 1 y @ = —1 se obtiene que
2+ yl|* = [l = y|I” = 4Re(z, y).

El resultado se obtiene de forma directa. O
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Mencién aparte merece el siguiente resultado, que es una generalizacion del
teorema de Pitagoras de la geometria elemental.

Teorema 1.8 (Teorema de Pitdgoras para espacios normados). Sea
{2, }N_, un conjunto ortonormal en un espacio con producto interno (X, (,)).
Entonces, para todo x € X,

l])* = Z\ ,2n)|

Demostracion. Escribamos

N N
T = Z(z,xn>xn + (1‘ — Z(x,$n>xn>

n=1

N

Z(xn, x)Ty,

n=1

Ahora calculemos

N N N
(x, ) = <Z<x,xn)xn + (ac — Z T, Ty )T n> Z Ty Ty )Ty + <x — Z(:c,xn>xn>>,

n=1 n=1
usando la ortonormalidad del conjunto {x,}"_; tenemos que

2 2

N N
<SL‘,ZE> = Z<$7xn>xn + ||z — Z(xamn>xn >
n=1 n=1

ya que
N N N N N
<Z<x,xn>xn,x — Z(x,xn>xn> = <Z<x,xn>xn, x>—<z<x, Tp) Ty, Z(x, xn)xn> ,
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
y cémo ésta ultima diferencia es cero, se concluye asi que

] = Z\wxn! +

Del teorema anterior tenemos dos corolarios muy importantes, la prueba
de ambos son consecuencias inmediatas de dicho teorema.

N 2

T — Z(xn,m)xn

n=1

O]

Corolario 1.3 (Desigualdad de Bessel). Sea {z,}Y_, un conjunto or-
tonormal en un espacio con producto interno (X, (,)). Entonces, para todo
r€e X,

N
2> > |2, z)]?
n=1
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Demostracion. La cantidad

N

T — Z(mn,x>xn

n=1

>0,Vx € X,

de donde,

N
[ = [, 2n)[* > 0.
n=1 O]

Corolario 1.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky). Sean
x,y elementos de un espacio con producto interno X. Entonces

[z, )| < [l [lyll-

Demostracion. Sea v = ﬁ Es claro que X es un vector unitario y mas
aun, el conjunto unipuntual {v} es ortonormal. Por el corolario anterior,

y
2[* > [(z, 0)[* = (=, m)l2

de donde
[z, v)] <zl lyll- O

La siguiente proposicion nos permitird desarrollar ideas geométricas aiin
mas ricas en los espacios con producto interno.

Proposicién 1.12. Sea (X, (,)) un espacio vectorial con producto interno
sobre un campo K . Entonces X es un espacio vectorial normado si defini-

mos, para todo r € X,
[#]] := V/(z, z).

Demostracion. Por definicién (z,z) € R, y es claro que y/(z,z) = 0 si y
sélo si z = 0. Por otro lado, sea o € K. Entonces, para x € V

laz| = V{az, az) = Vad(z,z) = V]a*(z,x) = |a| |z

Finalmente, veamos que se cumple la desigualdad triangular. Si z,y € V,
entonces

lz+yl? = (z+y,x+y)
= (z,2) + (y,2) + (z,9) + (¥, y)
= lzl* + (z,9) + (v, 2) + lyl?
= ||zl + 2Re((z, ) + [lylI*-
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Ahora, notemos que para todo niimero complejo z se cumple que Re(z) < |z|,
por tanto

lz]1* + 2Re((z, ) + lyll* < ll2]* + 2|({z, )] + Iy,
y por el corolario 1.4 (Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky)

1 + 21z, ) + yll* < N2l + 2l gl + Iy = Al + lyi)*.

Asi
Iz +ylI* < (lzll + lyl)? - Nz + yll < =]l + Iyl O

A continuacién tenemos la definicién de lo que es un espacio de Hilbert.

Definicién. Un espacio vectorial con producto interno (X, (,)) es llama-
do espacio de Hilbert si al ser considerado como espacio métrico con la
métrica inducida por la norma, es un espacio métrico completo. A menudo,
se denotard a un espacio de Hilbert por .

Asi pues, un espacio de Hilbert es un espacio de Banach en el que la norma
es inducida por un producto interno. Cabe mencionar aqui que una pregunta
interesante al respecto es ; En un espacio normado, cuando la norma definida
en él proviene de un producto interno? la respuesta la da el siguiente teorema,
que data del afio 1935, debido a Pascual Jordan y John von Neumann'

Teorema 1.9. En un espacio vectorial normado (X, || ||) en el que la norma
satisface la ley del paralelogramo es posible definir un producto interno (-, -)
tal que

(w,z) = |||*.

Llegado éste punto, se da la definiciéon de cuando dos espacios de Hilbert
son isomorfos.

Definicion. Dos espacios de Hilbert H; y H2 son isomorfos si entre ellos
existe un operador lineal U : H; — Hs tal que

1. El operador U es una isometria, esto es, (Uz,Uy) = (z,y) para cua-
lesquiera z,y € Hi.

2. Ademsds, U es un operador lineal sobreyectivo.

Proposicion 1.13. Sean Hi,Ho dos espacios de Hilbert y U : H1 — Ho
un isomorfismo entre tales espacios. Entonces U es inyectivo.

'El articulo es “On inner products in linear, metric spaces”
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Demostracion. La prueba es estandar para demostrar inyectividad de un
mapeo en general. Suponga que Ux = Uy, entonces, por hipdtesis

(Ux,Uy) = (x,y) para cualesquiera x,y € Hj.
Por ser U sobre, dado w € Hsq existe z € H; tal que Uz = w; de ahi que
0=(Ux—-Uy,Uz)=(U(x—vy),Uz) =(x—y,z).
Note que w € Hy fue arbitrario, por lo tanto
(x —y,z) = 0 para cualquier z € H,
de donde = —y = 0; y asi © = y, en otras palabras, U es inyectivo. 0

Retomando las ideas geométricas en espacios con producto interno, en
los espacios de Hilbert, considere un subespacio cerrado M. Sea M* C
H el conjunto de todos los vectores ortogonales a M. M~* es llamado el
el complemento ortogonal de M, que resulta ser subespacio vectorial
cerrado de H. Nétese que

M N M+ ={0}.

Definicién. Un subconjunto M de un espacio vectorial X (real o complejo),
es convexo si y sélo si para cualesquiera z,y € M y 7 € [0,1] se cumple
que

T+ (1—71)y € M.

El vector 7z + (1 — 7)y es llamado una combinacién convexa de z y y.

De la definicién anterior, se puede afirmar que cualquier subespacio vec-
torial de un espacio vectorial es un conjunto convexo.

Teorema 1.10. Sean H un espacio de Hilbert y un subconjunto M C H
cerrado y convexro. Dado x € H, existe un unico z € M tal que

lz = 2ll = inf {{lz —yll} = d(z, M)

Demostracion. Dado un punto z en un espacio métrico, la distancia de un
punto a un conjunto no vacio M siempre existe al ser una cantidad acotada
inferiormente por cero. El vacio es un conjunto convexo pero no resulta
de interés en este contexto, asi que suponga que M es no vacio. Sea d =
infycr||z — yl| y tome una sucesion {y,}°2; C M tal que ||z — y,| — d.
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Se mostrard que es una sucesién de Cauchy. De la ley del paralelogramo,
1.10, se tiene que
lyn = ym 1 = 2l|z = yul|* + 2l|z = ym 1 — 122 = Yo — yml|*.

Note ahora que |2z — Y5, — Y ||> = 4|z — L2E¥= |2 > 442 ello debido a la
hipétesis de ser M es convexo, de donde W% € M y dada la definicién de
d, se sigue la desigualdad. De lo anterior

Y = ymll? < 20|z = ynll® + 2]l — yom > — 4d°.
Dado un € > 0 y m, n suficientemente grandes, se tiene que
I &y
d? de donde

H:I} —Yn

—e <
|2 —ym|* —e <
[y — ym|> < 4(d* + ) — 4d® = 4e

es decir, la sucesién {y, }7° ; es de Cauchy y por ser M cerrado, tiene limite

en M. Sea lim y, = z. Como la norma es continua
n—oo

d= lm [z —yn| = [z = Hm yn[| = [lz - =],
n—00 n—00

es decir, d = ||z — z||. Resta probar la unicidad de tal punto z, para lo cual
se aplicara nuevamente la ley del paralelogramo. Sean w; € M tal que

d= ylél{/[”%’ — || = |lz — w1|| = ||z — 2||, entonces

2llz —wi]]? +2llz — 2[* = |22 — (w1 + 2)|* + ||z — wif?,

que es posible reescribir como

1 1 1
Uz =wil® +llz = 2[") = [lz = 5 (w1 + 2)[” + ]Iz = wi |

Como M es convexo, 1(wy +2) € M y
1 2o 2
e & (wn + D)2 2 o2

y asi
1
P>t ]l - wi?

lo que es posible si y sélo si ||z — w1 |* = 0 lo que implica que z = w;. O
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Cabe mencionar aqui que la existencia de puntos méas cercanos en sub-
conjuntos espacios de Banach més generales (llamada la propiedad del punto
mas cercano: nearest point property) ha sido motivo de investigacién. El lec-
tor interesado puede explorar sobre los llamados conjuntos de Chebyshev
para introducirse en el tema.

Como consecuencia del teorema anterior se puede decir que hay vectores
ortogonales a cualquier subespacio cerrado propio M de H y més atn, hay
suficiente de ellos para escribir

H=M+M":={z+ylzcMyecM}

tal propiedad geométrica es de vital importancia ya que permite que, en
general, los espacios de Hilbert sean un poco mas faciles de manejar que un
espacio de Banach. ([2] pp. 41). El siguiente resultado es conocido como el
lema de la proyeccion.

Teorema 1.11. Sean H un espacio de Hilbert y M C H un subespacio
cerrado. Entonces, todo x € H puede ser escrito de forma unica como

r=z+yze M yeM

Demostracion. Sea x € H. Por el teorema anterior, existe un elemento tinico
z € M tal que d = infycps||lx — y|| = ||z — z||. Sea w = x — 2. Se afirma que
w € M*. Para probarlo, supéngase lo contrario, esto es, (w,ty) # 0 para
y € M\{0},t € R\{0}. Sin pérdida de generalidad, suponga por el momento
que Re(w,y) # 0. Asi,

d* < |z — (2 + ty)|* = |w — ty||* = d°~2t Re(w, y)+t*|ly||?, para todo t € R\{0},

de donde
2t Re(w, y) < £*||y||>.

A partir de la desigualdad anterior, para todo t > 0 se obtiene que

2 2
Re<wQ, Y) Re<w2, Y) <o.
Yl Iyl

Por otra parte, para todo ¢t < 0 se cumple que

<'t, por lo tanto

lo que implica que
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Para ver que Im(w,y) = 0 se utilizard, en esencia, la misma técnica. Para
y € M\ {0},t € R\ {0} suponga que Im(w,y) # 0. Entonces,

< |z — (z+ity)|? = |w — ity||* = d®+2t Im(w, y)—t||y||?, para todo t € R\{0},
entonces, de manera andloga a lo ya realizado
[lyl1* > 2t Im(w, y).

Si se considera ahora que ¢t > 0, se cumple entonces que

21 21
> m(wQ, Y) m<u)27 Y) <0.
lyll 1yl

Cuando se consideran valores arbitrarios de t pero tales que ¢ < 0, un argu-
mento similar muestra que

, por lo que se deduce que

Iyl

lo que lleva a la conclusién que Im(w, y) = 0. Asi pues, se debe cumplir que

<wa y> =0,

como se queria probar.

De lo anterior, z = w4z con z € M y w € M. Para probar la unicidad,
suponga que z € H admite al menos dos descomposiciones, es decir, que
existen 21,290 € M y wi,ws € M+ tales que

T =2z1+wy = 29 + wa.

Entonces
21 — %2 = w2 — Wy,

y por lo tanto we — wy = 21 — 20 € M N M+ = {0}, lo que implica z; =
Z2, W1 = wW2. O

1.4.1. Bases de espacios de Hilbert

Definiciéon. Sean H un espacio de Hilbert y un subconjunto ortonormal
S C H.Si S = {za}aecr, con A un conjunto de indices, es tal que es un
sistema ortonormal de elementos de H maximal (i. e. no contenido de forma
propia en algin otro sistema ortonormal), se dird en tal caso que S es una
base ortonormal (o sistema completo ortonormal) de H.
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La diferencia entre una base de Hamel y una base ortonormal radica que
la primera depende de la estructura lineal del espacio, mientras que las bases
ortonormales guardan una relacién profunda con la estructura topolégica del
espacio, al ser la métrica inducida por el producto interno (ver [9]).

Ejemplo 1.3. Considere en el espacio de Hilbert ¢ el conjunto {e; =
(01,025, - - -, 045, ..)}. Tal conjunto es un sistema ortonormal.

Teorema 1.12. Todo espacio de Hilbert H tiene una base ortonormal.

Demostracion. La demostracion es una aplicacién directa del lema de Zorn.
Sea € la familia de conjuntos ortonormales en 4. Tal familia es no vacia pues
para h € H el conjunto {ﬁ} es un conjunto ortonormal. Se induce en € un
orden parcial del siguiente modo: para 51,52 € €, se dirda que S; < Sy siy
sblo si S1 C So; claramente, la relacién < definida en € satisface la definicion
de un orden parcial, esto es reflexividad, transitividad y antisimetria. Sea
{Sa}aenr una cadena arbitraria (un conjunto linealmente ordenado) en €,
donde A es un conjunto de indices. Entonces el elemento

Us.

a€N

es una cota superior para cualquier elemento de {Sy }aen. Por ser {Sq}aca
una cadena arbitraria de € es posible aplicar ahora el lema de Zorn y concluir
asi que € tiene al menos un elemento maximal. O

A continuacion se presenta una analogia entre la representacién de un
elemento perteneciente a un espacio vectorial por medio de elementos de una
base de Hamel (una representacién de tipo algebraica) y una correspondiente
representacion de un elemento perteneciente a un espacio de Hilbert por
medio de elementos de una base ortonormal (una representaciéon de tipo
analitica, al hacerse presente la nocién de convergencia).

Teorema 1.13. Sean H un espacio de Hilbert y S = {Zq}aca una base
ortonormal de H. Entonces

i) Para todo x € H

T = Z(wa,x)xa,

aEA
ii) y ademds, se satisface la identidad de Parseval

lzl? =D Kza, o).

a€el
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Demostracion. Sea Ay = {1,2,...,N} C N. Para x € H, por la desigualdad
de Bessel, se cumple que

N

> laay,2)* <l

j=1

Note que para N = 1,2,... se genera una sucesién creciente y acotada
de nimeros reales, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, tal sucesion es
convergente. De lo anterior, es posible afirmar que

(xa,z) #0

para un conjunto a lo méas numerable de indices, {o; | j =1,2,...}. Sea

n

Yn = Z<$aj ) y>xa]'-

J=1

Entonces, para n > m

n n
||yn - ym||2 = || Z <x04j7x>xaj||2 = Z ‘<x04j7x>’27

j=m+1 J=m+1

La sucesién de sumas parciales ", [(2q,, 7) |2 es convergente, como se habia
mencionado lineas arriba y por lo tanto, dado un € > 0, para n, m suficien-
temente grandes se cumple que

n

Z ](xaj,tz <e,

j=m+1

y asi la sucesién {y,}>2; es de Cauchy en H y por tanto converge a un
elemento xy € H. Para tal xg se tiene que

n

<IL‘ _x07xaj> = nli)ngo<x - Z<xaj7x>$aj7xaj>
J=1
= <xaxaj> _nlilgo <a:aj,x>(xaj,xaj>

= <$,:Eaj> - <$7x01j> =0;

mientras que para un « # «, para algin [ se tiene que

n

(x — xp, 2q) = nhﬁrrg()(x — Z(m%,x>x%,xa> =0.
j=1
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Asi, x — xg es ortogonal a x, para todo a € A. Se muestra a continuacion
que z — x9 = 0. Si z — xg # 0 entonces

SuU { Y—%0 }
1y — ol
es un sistema ortonormal que contiene a S, lo que no puede ser debido a que
S es maximal. Asi pues, x — x¢p = 0 y por lo tanto

n
x :nh_glo ' (Tays T)Ta, -
Jj=1

Finalmente

n

0 = lim HJJ - Z(xaj7x>xﬂéj”2

n—oo
j=1

n
_ : 2 2
= lm ([lz]" - E 1!<maj,y>! )
]:

= z* =) _Kza,2),

acel

de donde
2] = |{za, z)]*.

a€eA O

En las aplicaciones, una de las propiedades més importantes que tiene
un espacio de Hilbert es la de ser separable ya que este tipo de espacios
tienen una base ortonormal a lo mas numerable.

En relacion con tal propiedad esté la cualidad de que un subconjunto de
un espacio de Hilbert sea fundamental o, a veces también llamado total,
esto es, que el conjunto generado a partir del subconjunto en cuestién sea
denso en H.

Definiciéon. Sea M C H un subconjunto propio de un espacio de Hilbert
H. M es fundamental o total si se cumple que

span M = H.
Teorema 1.14. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces,

a) SiH es separable, todo sistema ortonormal en H es numerable.



30

Capitulo 1. Espacios de Banach y Hilbert, generalidades

b) SiH contiene una sucesion ortonormal total en H, H es separable.

Demostracion.  a) Sean H un espacio de Hilbert separable, My un con-

junto cualquiera denso en H y M C H un conjunto ortonormal arbi-
trario. Para z,y € M se cumple que

Hx_y”z = (:U—y,x—y) = <$7$>+<y7y> :27

y por lo tanto ||z —y|| = /2. Asi, al considerar las bolas B 5 (z) y
3
B s (y) se tiene que
3

B@(l‘)ﬂBﬁ(y) = 0.

De la densidad de M existen mg, m; € My tales que mg € B ;5 ()
3
y m1 € B 5(y). Suponga pues que M es no numerable. Es posible

3
tomar una cantidad no numerable de bolas Bs(zs) con o € A donde
A es un conjunto de indices arbitrario, xo € M y los ¢ son radios
adecuados de tal forma que

Bg(xa) N Bg(xg) =0 sia #06;0 < \gi
Cada bola asi construida contiene al menos un punto de Mjy. Por
ser H separable, contiene un conjunto denso numerable M y por la
densidad del mismo, aplica la construccién anterior, por tanto, se tiene
un subconjunto no numerable de M1, lo que es una contradicciéon. Por
lo tanto M es un conjunto ortonormal numerable.

Sea {ej}72 | una sucesién ortonormal total en H y sea M el conjunto
de todas las combinaciones lineales

Yn1€1 + Yn2€2 + ... + Ynk€k, con Y € Cin=1,2,...

Y Ynk = Qnk +7nk CON Gnk, Tnk € Q. Note que M es numerable. Lo que
resta probar es que M es denso en H. Como la sucesién {ex}72; es
total en H, existe un n tal que Y,, = span{ey,ea,...,e,} contiene un
punto cuya distancia a x es menor a /2. En particular ||z —y| < §
para la proyeccion ortogonal y de x en Y,,, que esta dada por

n

y=> (erx)ex,

j=1
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(ver la demostracion del teorema 1.13) y ahora, de la densidad de los
racionales

2

n
€
[(er, ) — k] ex|| < =,
7j=1

por lo tanto

n
v = E Tnj€j
J=1

satisface
n
lz = vl = llz =) Ymjesl
j=1
n n n
< o= lews merll + 11D _{er @er — D msell
j=1 j=1 j=1
< = + <o €
2 2 7
y por lo tanto M es denso en H, con lo que se concluye que H es
separable. O

1.4.2. Proyecciones en un espacio de Hilbert

En 1.3.1 se hablé de proyecciones en espacios de Banach. En lo que
respecta a espacios de Hilbert se tiene la definicién siguiente (para mayor
detalle el lector puede consultar [12], seccién 1.4).

Definiciéon. Sea H un espacio de Hilbert. Una proyeccion ortogonal P :
H — H en un espacio de Hilbert es una proyeccién tal que R(P) L N(P).
Dos proyecciones ortogonales P; y P» se dicen proyecciones ortogonales
entre si si

R(P) L R(P»).

Una familia ortogonal de proyecciones ortogonales es un conjunto
de proyecciones ortogonales entre si {P,}aca, donde A es un conjunto de
indices no necesariamente numerable.

Definicién. Si una familia ortogonal de proyecciones ortogonales { Py }aeca
satisface

Z P,x =z, para todo z € H

aeA
se dird que tal familia es resolucion de la identidad en H.
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Si se considera una sucesion de proyecciones ortogonales entre si, { P, }7°
tomada de una resolucién de la identidad, entonces

n
ZP"‘ > I a medida que n — 0o,
k=1

en la topologia inducida por la norma operador en B(H).

Considérese una resolucién de la identidad, { Py }oca tal que P, # 0 para
toda a € A, definida en un espacio de Hilbert A no trivial. Si {A\},eca es una
familia de escalares, se define el conjunto

D(T) ={x € H | {\aPat}aca es sumable en H}.

De la definicién, D(T') forma un subespacio vectorial: para 5 € C se tiene
que, si Bz,y € D(T), entonces fx +y € D(T), pues

)\apa(ﬁx + y) = BAaFPoz + Ao Poy,

por ser cada P, operadores lineales, y como cada {\,Pyx}, Ao Py son su-
mables, se tiene que {A\,Pn(Bz + y)} es sumable. Note que el subespacio
D(T) no tiene porqué ser en general cerrado.

Observacién 1.5. El mapeo T : D(T') — H definido por

Tz = Z Ao Py, para todo x € D(T)
acl

es llamado la suma ponderada de proyecciones. Ver [12].

1.5. El espacio dual y el teorema de Riesz

Definicién. Sea (X, | ||) un espacio normado complejo (respectivamente,
real). Un operador lineal 7' : X — K, donde K = C si X estd definido
sobre los complejos 0 K = R si X estd definido sobre los reales, recibe
el nombre de funcional lineal. El conjunto B(X,K) recibe el nombre de
espacio dual asociado a X y se denotard por X*. Cabe mencionar en este
punto que se estd considerando al espacio B(X,K) equipado con la norma
operador.

Considere un espacio de Hilbert H sobre los complejos y su respectivo
espacio dual B(H, C). En las aplicaciones es de importancia conocer la forma
general que tienen los elementos del espacio dual asociado.
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Teorema 1.15 (representacién de Riesz para funcionales lineales).
Sea H un espacio de Hilbert sobre los complejos. Para cada T € H* existe
un zp € H unico y tal que para x € H satisface

Tz = (zp,x),
ademdas ||T| = ||zr|.

Demostracién. Por la proposicién 1.7, el espacio nulo de T', N (T') es cerrado.
Si T =0, entonces H = N (T) y basta escoger zr = 0 € H de tal modo que

Tz =(0,z) Vo € H,

y por lo tanto ||zr| = ||0]] = ||T||. Supéngase pues que T # 0. Entonces
N(T) # H y por ser el espacio nulo de T' un subespacio cerrado, por el lema
de la proyeccién, se tiene que

H=N(T)eNT)*,
donde N (T)* # {0}. Sea g € N(T)* \ {0}. Definase

Tl’o
Zr = ——=X0.
ol
Dado z € H, si « € span{z}, entonces x = axg, para algin escalar o y por
lo tanto se tiene que

(0, Z0)

Tr =aolxy=aTxg ENE

= <zt,x>.

Noétese que si se toma 2 € N (T), entonces
Tz =0= (zp,z), pues zg € N(T)*.

Por otra parte, D(T') = H = D({zr,-)); ambos son operadores lineales y
ademds toman los mismos valores en NV (T) y en xg, por lo que como ope-
radores deben tomar los mismos valores en M = span(N (T) U {z¢}): sea
y € M, por definiciéon

y = aw + Bxg, con w € N(T),«, 3 € C,
entonces Ty = BTxg y

<ZT,Oé’lU + 6.T()> = <ZT7 O{’U)) + <ZT75:U0> = 6‘7’.07
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como se habia afirmado. Ahora observe que H = M pues, para h € H es
posible escribir

donde

y por lo tanto Tx = (zp,x), para todo z € H. Para probar la unicidad de
zr, como es habitual, suponga que para todo z € H existe al menos otro
elemento wr € H tal que

Tx = (zp,x) = (wr, x).
Entonces,
(217, 2) — (wr,x) = 0= (27 —wrp,x) =0, Vo € H,
en particular, la igualdad se cumple para x = zp — wr y asi
(20 — wp, 20 — wr) = |27 — wr|* =0,

lo que ocurre si y sélo si z; —wr = 0, es decir, si zr = wr. Finalmente, para
probar la igualdad de las normas, se observa que

Il = sup [Tz[ = sup |[(zr, )| < sup [lzr|[|z]| = [l
Jell=1 lel=1 Jlel=1

y, por otra parte

z z
Il = sup [Ta| > 'T( r )\ — (s 2Ly = g
lzll=1 [Egl [zl

por lo tanto
1T = llzrll- O

El teorema 1.3 implica la siguiente proposicién.

Proposicién 1.14. Sea X es un espacio vectorial normado complejo (res-
pectivamente real). El espacio X* es un espacio de Banach.

Demostracion. Basta observar que C, respectivamente R son, con las métri-
cas usuales, espacios métricos completos. ]
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Desde luego, B(X,K) tiene estructura de espacio vectorial normado. La
definicién de espacio dual puede ser aplicada nuevamente a X™* para obtener
un segundo espacio dual de X: X** = (X*)*. La importancia de este
segundo espacio dual radica en que g € X** estd definido por un elemento
fijo x € X; es decir, g : X* — K estd dado por f — g(f) = g.(f) = f(2).
Asi, se tiene un operador lineal §J : X — X** dado por = + g, el cual
recibe el nombre de mapeo candnico entre el espacio X y su segundo dual
X**. El operador J es inyectivo, pues N (J) = {0}.

Definicidn. Sea X un espacio vectorial normado y considere a la inmersion
canénica J : X — X**. Si R(J) = X** se dird que X es reflexivo.

Teorema 1.16. Sea X un espacio vectorial normado. Para cada elemento
fijo x € X, el funcional lineal asociado a x, g, € X**, es acotado en X* y
tiene por norma

gz Il = ll].

Demostracion. Por definicion

de donde g, es acotado, pues ||g.(f)| = |f(z)| < M||z||, yaque f: X — C
es acotado. Por otra parte

- l9:(f)] | f ()
gzl = sup S

fex=\{0}

[RATNIES
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||

Un ejemplo de la importancia de la definicién anterior es la proposicién
siguiente.

Proposiciéon 1.15. Si un espacio normado X es reflexivo, entonces es un
espacio de Banach.

Demostracion. Como el espacio dual X* es Banach, entonces X** es Banach.
Por otra parte, al ser X reflexivo se tiene que R(J) = X* y como J : X —»
X** resulta ser un isomorfismo entre X y R(J), se sigue el resultado. O

Como una aplicacién del teorema de representacion de Riesz se tiene el
siguiente resultado:

Teorema 1.17. Todo espacio de Hilbert H es reflexivo.
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Demostracién. Sea ¥ : H* — H dado por Tf = z; donde zy € H estd
determinado por el teorema de representacién de Riesz 1.15: para cualquier
h € H, f(h) = (zf,h). También, como consecuencia del teorema 1.15, T
resulta ser una isometria y una biyeccion. Se define en H*:

<f07f1> = <Ef07§f2>a
que resulta ser un producto interno en H*, debido a que

» es claro que, por definicién, (f, f) > 0y que (f,f) = 0 si y sélo si
f =0y~ (i.e. es el funcional cero).

m paraa€C, e, f,geH"
(e,af +9) = (ze,zp+ 2z9)
= a(ze, 2f) + (2e, 2g)
= ale, f)+ (e, 9);
= vy la propiedad final, para cualesquiera f,g € H*
(f9) = (21, 29) = (2, 2) = {9, [)-

Sea @ € H** arbitrario. Nuevamente, por el teorema 1.15, para f € H* y
cierto f,, € H*

O(f) = {fu, f)
pero, por definicion,
(fur 1) = (Xf, Tf) = (25, 2£);
Nétese ahora que fy(zf) = (zy,,2f) y por lo tanto

V(f) = fyl(zy), ie.Jzp =,

por la definicién del mapeo canénico. Como ¢ € H** fue arbitrario, J es
sobreyectivo y por lo tanto R(J) = H**. O

1.6. El operador adjunto

Definicion. Sea T : Hq1 — Hs un operador lineal acotado entre espacios
de Hilbert Hp,Hs. Se define el operador adjunto de Hilbert T* de T
como el operador

T . 7‘[2 — Hl

tal que para toda x € Hi y y € Ha
(Tz,y) = (z, T"y).
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La prueba de la existencia del operador T puede ser encontrada en la
seccién 3.8 de la referencia [1]. Algunas propiedades bésicas del operador
adjunto de Hilbert estdn dadas en el siguiente teorema. Antes de enunciarlo
se necesita una proposicién que auxiliard en parte de la demostracién.

Lema 1.1. Sean X y Y espacios con producto interno y Q : X — Y un
operador lineal acotado entre ellos. Entonces:

1. Q@ =0 siy solo si (Qx,y) =0 para todo x € X y todoy €Y.

2. Si X =Y es un espacio normado sobre los complejos y (Qx,z) = 0
para todo x € X, entonces @ = 0.

Demostracion. Para la primera afirmacion, si (Qz,y) = 0 para todo x € X
y todo y € Y, en particular se cumple que (Qz, Qx) = 0 si y s6lo si

IQz]* =0 & Qz =0,

como x € X es arbitrario, ) = 0.
La segunda afirmacion se sigue de las siguientes consideraciones. Sea
w = axg+x; € X. Como (Qw,w) = 0, entonces

0 = (Qlaxg+ z1),axo+ x1)
a2 (Qxo, 7o) + (Qz1,71) + a(Qx1, 0) + &(Qx0, 1)

Por hipétesis (Qzo, xo) = 0 = (Qx1,x1). Si o = 1 entonces

(Qx1,x0) + (Qro, 1) = 0.

Si en cambio, @ =i, @ = —i y por lo tanto

(Qz1,x0) — (Quo, 1) = 0.

Sumando las igualdades se obtiene que (Qx1,xg) = 0, por lo tanto (Qzo, x1) =
0. Como =z, x1 son arbitrarios, se aplica la primer parte del lema para ob-
tener que Q) = 0. O

Teorema 1.18. Sean H1,Hso espacios de Hilbert, a un escalar y S : H1 —
Ho y T : Hi —> Ho operadores lineales acotados entre Hy y Ha. Entonces
se cumple lo siguiente:

(a) Para x € Hi,y € Ho (T*y,z) = (y, Tx)
(b) (S+T) =8S*+T*
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(¢) (IT*)"=T

(d) (aT)* = aT*

(e) |T*T|| = |TT*|| = | T|?
F) TN =17

(9) T"T =0T =0

(h) Si Hi = Ha, entonces (ST)* = T*S*.

Demostracion. De las propiedades del producto interno y la definicién de
operador adjunto de Hilbert:

(a) (T