U
Uy

N\vov
11

U VNIVER4DAD NACIONAL AVIEN°MA DE MEXICO

FACV[TAD DE CJENC™

EL MAXIMO PROYECTIVO DE LA
SEMIRRETICULA SUPERIOR DE
COMPACTACIONES HAUSDORFF

T E S I S

Que para obtener el titulo de:

MATEMATICO

Presenta:

DIEGO DAVID RAFAEL RIVERA OSORIO

Director:

DR. FIDEL CASARRUBIAS SEGURA

Ciudad Universitaria, Cd. Mx., 2019




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



—ijUna vuelta mds!

Hermes Conrad.

—No, media vuelta. Olvidas que en una
pista Mabius dos vueltas es una vuelta.
Jibby.

—iJa, ja, ja ,ja! Ustedes y su topologia.
Doctor Zoidberyg.

Futurama. Temporada 7. Episodio 15:
Aventura en dos dimensiones.
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PROEMIO

La compacidad es una nocién que formoé parte del estudio del Anélisis Real y Com-
plejo afios antes de que existiera la Topologia General como hoy la conocemos. Es mis,
los conceptos de conjunto abierto y de compacidad —claramente el segundo depende
del primero— van de la mano en la historia de las Matematicas [23]. En los inicios de la
topologia, se consideraban las propiedades conocidas del intervalo [0,1] y se extendian
a los espacios topolégicos, una de esas propiedades estd relacionada con el teorema de
Heine-Borel, el cual dice que todo subconjunto A de R tanto cerrado como acotado es tal
que toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta finita. La definicién de compacidad
como la conocemos ahora se le atribuye al francés Maurice Fréchet (1878-1973) quien la
introdujo, en 1904, en sus llamados L-espacios. La estructura de dichos espacios estaba
determinada por la convergencia de sus sucesiones, asi como la topologia de sus sub-
conjuntos abiertos. Un L-espacio era compacto cuando toda familia de cerrados con la
propiedad de la interseccién finita tiene interseccién no vacia. En 1914, el aleman Felix
Hausdorff (1868-1942) introdujo el concepto de espacio topolégico —que varia un poco
del actual— y adopt6 de los L-espacios la idea de compacidad. Actualmente, es bien sa-
bido que no todo espacio topolégico es compacto, por lo cual se buscé un procedimiento
para extender a un espacio topol4gico no compacto en uno que silo sea.

En 1937, los matematicos Eduard Cech (1893-1960) y Marshall Stone (1903-1989)
construyeron [9, 27, sc.], de manera independiente, compactaciones Hausdorff de un
espacio Tychonoff que, expresado con las nociones como actualmente las conocemos,
resultan ser semejantes y que dominan a cualquier otra compactacién Hausdorff del es-
pacio. Dichas construcciones inspiraron, a mediados del siglo xx, el estudio de la clase
de las compactaciones Hausdorff usando métodos topolégicos, conjuntistas y algebrai-
cos. El propdsito de esta tesis es sintetizar los resultados obtenidos en dicho periodo y
entender a la actualmente llamada compactacién Stone-Cech mediante sus propiedades
topoldgicas en vez de su construccién.

III



v ProEMIO

Enel capitulo1se encuentraun pequefio repaso del concepto de compactacién de un
espacio, se presentan algunos ejemplos y se determinan las condiciones bajo las cuales
un espacio topoldgico cuenta con una compactacién Hausdorff. Se demuestra que todo
espacio tiene una compactacién con ayuda de la compactacién de Alexandroff. Luego, se
determinan las condiciones bajo las cuales dicha compactacién es Hausdorf.

En el capitulo 2 recordaremos los conceptos de dominancia y semejanza entre com-
pactaciones Hausdorff. Demostraremos que la semejanza se comporta como una rela-
cién de equivalencia enla clase C; (X) de compactaciones Hausdorff de un espacio Tycho-
noff X. Como dicha clase resulta no ser un conjunto, desarrollaremos varios resultados
inspirados por el aleman Andréi Tychonoff (1896-1982) que nos permitiran considerar
subclases de Cy(X) que si son conjuntos y que conserven fielmente las propiedades que
C5(X) posee relacionadas alos conceptos de semejanza y dominancia. Resultara que cada
uno de esos conjuntos estard parcialmente ordenado —de hecho, formaran una semirre-
ticula superiormente completa— mediante la relacién de dominancia y contard con un
méximo. Cada elemento de la coleccién de dichos maximos seran bautizados como com-
pactaciones Hausdorff maximas de X o compactaciones Stone-Cech.

Una vez introducida la nocién de compactacién Hausdorff maxima, en el capitulo
3, analizaremos algunos casos particulares de compactaciones Stone-Cech. En concreto,
la de los naturales y los espacios ordinales.

Finalmente, en los apéndices, se retinen varias propiedades relacionadas a ciertos
elementos de los capitulos anteriores pero que se escapan del interés central del trabajo.

Diego David Rafael Rivera Osorio
Enero de 2019



RUDIMENTOS DE TEORIA DE CONJUNTOS Y
TOPOLOGIA GENERAL

En esta obra utilizaremos el sistema axiomdtico ZFC [v. 26, p. 9-18] para describir el
comportamiento de los conceptos primitivos de conjunto y de pertenencia. Un requisito
fundamental para seguir esta tesis sin tropiezos consiste en el manejo de la teoria de
conjuntos. A continuacién, estableceremos la notacién que utilizaremos.

El simbolo = lo usaremos como sinénimo de las palabras «definido por». Como es
usual en la literatura matematica, utilizaremos los simbolos €, <, ¢ y = para denotar
la pertenencia, la contencién, la contencién estricta y la igualdad, respectivamente. Las
relaciones opuestas son representadas por ¢, Z, ¢ y #, respectivamente. Las operaciones
binarias de unién, interseccién, diferencia y producto cartesiano son identificadas con
los simbolos U, N, \ y x, respectivamente. En el caso de la unién, la interseccién y el
producto cartesiano entre todos los elementos de una coleccién de conjuntos, se utilizan
los simbolos U, Ny [, respectivamente.

El conjunto vacio est4 representado por @, la potencia de un conjunto A la denota-
mos por 9(A) y el conjunto de funciones que van de A en un conjunto B es indicado con
el simbolo BA. Se utiliza la figura f: A — B como sinénimo de f € BA.

En relacién a la clase de los ordinales y los cardinales, adoptamos los conceptos y
la notacién del titulo Teoria de conjuntos. Curso intermedio [2]. En particular, si X es un
conjunto y x es un cardinal, entonces

X1 ={AcX: Al <},
X1=*={AcX:|Al<n}
y  XIT*={AcX:|Al=x}.
A continuacién, reuniremos varios resultados basicos de la Topologia General que
nos seran de utilidad. La mayoria de los conceptos son tomados de los titulos Elementos de

v



VI ProEMIO

Topologia General [8] y General Topology [13]. Empezaremos con el concepto de producto
diagonal de funciones, que nos permiten definir encajes bajo ciertas restricciones.

0.0.1 Definiciones: Sean W un espacio topoldgico y S un conjunto no vacio. Supon-
gamos que para cada s € S existe un espacio X, y una funcién f;: W — X; y consideremos a
Fz{fs:seStyaX=M{X;:seS}.

(1) Elproducto diagonal de T, denotado por A F es la funcién de W en X determinada

por AF(w)(s) = fs(w) paratodaw e Wyse€S.
(1) Decimos que F separa puntos de W si para cualesquiera x,y € W distintos existes € S
tal que fs(x) # fs ().
(111)  Decimos que F genera a la topologia de W si el conjunto cuyos elementos son de la
forma f;}[U] cons € Sy Ue T; es una subbase para W.

0.0.2 Proposicién: Sea Wunespacio topolégico. Supongamos que para cadass € S existe
una funcién fs: W — X;, donde X, es un espacio topoldgico, y consideremos a F = {f; :s € S}.
(1) SiWesToyJ generaalatopologia de W, entonces W separa puntos de X.
(1) Cada elemento de J es una funcién continua si y solamente si AF es una funcién
continua.

0.0.3 Teorema de la diagonal [cf. 13, 2.3.20]: Sean W un espacio topoldgico y una fun-
cién fs: W — X, donde X; es un espacio topolégico, para cada s € S. Si F = {f; : s € S} separa
puntos de W, entonces A F es una funcién inyectiva. Ademds, si todos los elementos de F son
funciones continuas y si F genera a la topologia de W, entonces A F es un encaje.

Ahora, establezcamos que un espacio topoldgico X es regular cuando para todo x € X
y todo F € X cerrado tal que x ¢ X, existen U,V € X abiertos y ajenos de tal manera que
x € Uy F € U. Més aun, si existe una f: X — [0,1] continua de tal manera que f(x) = 0
y F < f[{1}], entonces X es completamente regular. Decimos que X es normal cuando
para cualesquiera F,G < X cerrados y ajenos existen U,V < X abiertos y ajenos tales que
FcUyGcV.CuandoXesregulary Tp, decimos que X es Ts. Cuando X es completamente
regulary T;, decimos que X es Tychonoff. Y cuando X es normal y T}, decimos que X es T.
Hacemos esta aclaracién porque existen muchos textos cuya nomenclatura y notacién
difieren.

0.0.4 Teorema de Tietze [8, 6.21]: Sea X un espacio T;. La normalidad en X es equi-
valente a que toda funcién continua f: G — [0,1] es extendible a todo X para cualquier G € X
cerrado.

0.0.5 Lema de Urysohn [8, p.188]: Sea X un espacio normal —no necesariamente T}
[cf. 8, 6.1]]—. Supongamos que F y G son conjuntos cerrados y ajenos de X. Entonces existe
una funcién continua fde X en [0,1] tal que FS ! [{0}] y G = f*[{1}].



PrOEMIO VII

A continuacién, introduciremos los conceptos de conjuntos funcionalmente cerra-
dos y funcionalmente abiertos y veremos algunas de sus propiedades. A un conjunto
funcionalmente cerrado también se le conoce como conjunto cero o conjunto nulo y a
un conjunto funcionalmente abierto como conjunto cocero o conulo.

0.0.6 Definicién: Sea A < X. Decimos que A es un conjunto funcionalmente cerrado
o nulo si existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que A = f "1 [{0}]. Por otro lado, decimos
que A es un conjunto funcionalmente abierto o conulo si existe B < X funcionalmente cerrado
tal queA=X\B.

Es f4cil probar que si X es un espacio Tj, entonces X es completamente regular si y
solamente si X admite una base para los cerrados de conjuntos funcionalmente cerrados.
Ademads, en cada punto de cualquier espacio Tychonoff se puede encontrar una base de
vecindades formada por conjuntos funcionalmente cerrados.

Los ultimos resultados tienen que ver con varias desigualdades relacionadas a las
funciones cardinales que nos serdn de utilidad. Dichas funciones son el peso, la densi-
dad, la celularidad, el esparcimiento o el spread, el grado de Lindel6f, la extensién o el
extent, la densidad hereditaria, el grado de Lindel6f hereditario, el cardcter, el pseudoca-
racter y la estrechez o el tightness. Sus definiciones —que son estdndar entre la literatu-
ra matematica— asi como la nomenclatura —que varfa ligeramente entre autores— las
adoptamos del articulo Cardinal Functions I de Hodel contenido en el titulo Handbook of
Set-Theoretic Topology [19] y son repasadas en el apéndice C. Déjenos recalcar que todas
las funciones cardinales se suponen infinitas.

0.0.7 Teorema de Groot [19, 3.3]: Si X es regular, entonces w(X) < 24X,

0.0.8 Teorema [13, 3.12.7.(e) & 3.12.7.(f)]:  Para todo espacio X sucede que
méx {hd(X),hLX)} < wX) < 0(X);

max {d(X),sX)} < hdX);

méx {s(X),LX)} < hL(X);

) X <min{dX),sX};
(vi) tX) <min{hdX),xX)};
(VII |X| < o(X) siempre que X sea Top;

PX) < x(X) siempre que X sea Ty; y

)
)
)
)
(v) e <min{sX),LX0};
)
)
)
) ¥X) <hL(X) siempre que X sea T».

Decimos que un espacio X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcu-
bierta finita. SiX es compacto y Ty, entonces es T4. Cabe sefialar que existen varios textos
donde la compacidad requiere que el espacio sea T,. Existe una equivalencia a la com-
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pacidad en términos de familias con la propiedad de la interseccién finita. Recordemos
que una familia ¥ de subconjuntos de un conjunto X tiene la propiedad de la interseccién
finitasiF#@ ysiNG # @ paratoda G € [FI< \ {@}.

0.0.9 Teorema: Un espacio X es compacto si y solamente si toda coleccion F de subcon-
juntos cerrados de X con la propiedad de la interseccién finita satisface que NF = @.

0.0.10 Teorema [19, 7.2]:  SiXes compacto y T, entonces P(X) = x(X).

0.0.11 Teorema [19, 7.15]: SiXes compacto y T, entonces t(X) < s(X).



CAPITULO

1

COMPACTACIONES

Recordemos que un espacio topolégico X es compacto si toda cubierta abierta tiene
una subcubierta finita y que no todo espacio topoldgico es compacto, por ejemplo R"
con la topologia euclidiana. Es facil notar que un espacio X es compacto si y solamente si
toda coleccién de cerrados con la propiedad de la interseccién finita tiene interseccién
no vacia. Entonces, si X no es compacto, existe al menos una familia de cerrados con la
propiedad de la interseccién finita cuya interseccién es vacia. De esta manera, podemos
pensar intuitivamente que al agregar puntos al espacio para que dichas familias tengan
interseccién no vacia, estamos extendiendo a X a un espacio K compacto de tal manera
que X es denso en K. Esta idea inspira la siguiente nocién.

1.0.1 Definicién: Sea X un espacio topoldgico. Una compactacién de X es una pareja
(h,K) donde K es un espacio compacto y h: X — K es un encaje con la propiedad de que h[X]
es denso en K. Si, ademds, K es un espacio Hausdorff, decimos que (h, K) es una compactacién
Hausdorff de X.

La mayoria de las referencias citan a Constantin Carathéodory [7] como el primero
en construir compactaciones, las cuales se remontan a 1913 y fueron de subconjuntos
abiertos de R?. El primer método para generar compactaciones de un espacio topolégico
apareci6 en 1924 en los trabajos de Alexandroff [1]; retomamos su método en el siguiente
teorema.



2 COMPACTACIONES

1.0.2 Teorema: Sea (X, 7x) un espacio topoldgico y consideremosa K =X U {X}, aIx la
coleccién de subconjuntos de K tales que si X € A entonces X \ A es tanto cerrado como compacto
enXysiX¢AentoncesA €Ty, yat: X — Kcomo lainclusién de X en K. Entonces (1,K) es una
compactacion de X si y solamente si X no es compacto.

DEMOSTRACION: [=] Supongamos, para generar una contradiccién, que el espa-
cio X es compacto. Notemos que {X} es un elemento de 7x Porque contiene a X y porque
X =X\ {X} es compacto. Esto significa que existe un abierto de K que contiene a {X} pero
que no interseca a X lo cual implica que X no es un punto de acumulacién de X, pero ésto
es imposible porque X = 1[X] es denso en K.

[<] Primero demostraremos que 7k es una topologia para K. Como @ € Tx, tene-
mos que @ € Tx. Ademads, K € Tk por que @ es compacto en X.

Ahora, sean A,B € T¢. SiX € Ay X € B, entonces X \ A y X\ B son subconjuntos com-
pactos de X, lo cual implica que (X\A) U (X\B) =X\ (AN B) es compacto en X, pero como
XeAnB, tenemos que ANB e 7. SiX ¢ Ay X ¢ B, entonces Ay B son abiertos de X, por
lo que AN B también lo es y, al suceder que X ¢ AN B, tenemos que AN B € Tk. Ahora, si
X eAyX¢B, entones XNA =X\ (X\A) y B son subconjuntos abiertos de X, con lo que
ANB=(XnA)NnBesabierto enX, haciendo que ANB€ Tx yaque X¢ ANB.

Para finalizar con la prueba de que 7k es una topologia para K, sea O < 7. Conside-
remos a

Oc={Uc0:XeU}
ya Oy={Ue0O:X¢U}.

Si Oc = @, es claro que UO¢ € Tx. Pero si O¢ # @, entonces X € [JO¢ y, como X\ U es
compacto en X para cada U € Og, sucede que X\ UOc =N {X\ U:Ue Oe} es compacto
enX, conlo que UO¢ € Tx. Por otro lado, notemos que X ¢ JOy y que UOy € Tx porque
U € Ix para toda U € Oy, con lo que UOy € Tx. Para ver que JO € Tk, basta ver que
(UOe) U (UOy) € Tk. Si X € (UOe) U (UOg), necesariamente sucede que X € UOc, que
X¢UOgy, porlo tanto, que X\ O¢ sea compacto en Xy que Oy sea abierto en X. Como
X\UOk es cerrado en X, tenemos que X\ ((UOe) U (UOy)) = (X\UOe) N (X\UOy) es un
subconjunto cerrado de X\ UO¢, haciendo que X\ ((UO¢) U (UOy)) sea compacto. Por
otro lado, siX ¢ (UO¢) U (UOy), necesariamente sucede que UO¢ = @. Notemos que en
cualquiera de los dos casos podemos concluir que (UO¢) U (UOy) € Tx. Por lo tanto, T
es una topologia para K.

Ahora veremos que K es compacto. Sea I/ una cubierta abierta de K. Sea U € U/ de
tal manera que X € U y consideremos a V = U/ \ {U}. Como U € 7, tenemos que X\ U es
compacto y, al ser } una cubierta abierta de X\ U, existe V' <V finita que es cubierta de
X\ U. Notemos que V' U{U} es una cubierta finita de K tal que V' U {U} c U.

Para finalizar, veremos que t es un encaje y que t[X] es denso en K. Notemos que la
topologia que X hereda como subespacio de K coincide con 7, lo cual implica que t es
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un encaje. Es claro que Tx < 7k, con lo cual, todo elemento de 7x es un elemento de la
topologia que X hereda como subespacio de K. Ahora, sea U € 7. Si X € U, tenemos que
X\U es compacto en X. Como X\ U es cerrado, sucede que XNnU = X\ (X\U) es abierto en X.
Por otro lado, si X ¢ U, tenemos que U € Xy que U € 7x. En resumen, todo elemento de la
topologia que X hereda como subespacio de K es un elemento de 7. Para ver que t[X] es
denso en K, basta ver que todo abierto que contiene a X interseca a X. Sea U € T tal que
X e U, entonces X\ U es compacto en X. Como X no es compacto, tenemos que X\UcX, o
equivalentemente, que XN U # @. X

La siguiente nocién hace honor a Alexandroff.

1.0.3 Definicién: La compactacién de Alexandroff o compactaciéon unipuntual de
un espacio X no compacto es la pareja (a, aX) donde aX = XU {X} estd dotado de la topologia T
con la propiedad de que A € T si 'y solamente si X € A implica que X \ A es cerrado y compacto
enXysiX ¢ Aimplica que A es abierto en X; y donde a.: X — aX es la inclusién de X en aX.

Notemos que si X es un espacio compacto, entonces (idx,X) es una compactacién
de X. Esta observacién, junto con la construccién de la compactacién de Alexandroff de
un espacio no compacto, nos permiten asegurar que todo espacio topoldgico tiene una

compactacion.

Compactaciones Hausdorff

Sea X un espacio topoldgico y supongamos que (h,K) es una compactacién Haus-
dorff de X. Como K es compacto y Hausdorff, K es T4 y por ello K es Tychonoff. Dado que
hiX] es un subespacio de K homeomorfo a X, tenemos que X debe ser Tychonoff. De he-
cho, la condicién de que X sea Tychonoff es necesaria y suficiente para que exista una
compactacién Hausdorff de X. Para demostrar dicha afirmacién, introduciremos a los
llamados cubos de Tyhonoff, que fueron primeramente construidos en 1930 [29] por el
matemdtico Andrey Tychonoff (1906-1993).

1.1.1Definicién: Sea i un cardinal infinito. El cubo de Tychonoff de peso , denotado
por I*, es el producto cartesiano [0,1]* dotado de la topologia producto donde [0,1] tiene la
topologia euclidiana.

Elsiguiente teorema fue publicado por Tychonoff en su famoso articulo de 1930 titu-
lado Uber die topologische Erweiterung von Ridumen [29] y exhibe una propiedad universal
con la que cuentan los cubos de Tychonoff. Recordemos que un espacio topoldgico X es
universal para todo los espacios topoldgicos con cierta propiedad si cualquier espacio
con la propiedad en cuestién es homeomorfo a un subespacio de X.
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1.1.2 Teorema: Sea x un cardinal infinito. El cubo de Tychonoff de peso x es universal
para todos los espacios Tychonoff de peso n.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio Tychonoff de peso x. Como los conjuntos fun-
cionalmente abiertos de un espacio Tychonoff forman una base y como w(I*) = x por el
teorema A.2.1, existe una base /3 de X cuya cardinalidad no es mayor a « y cuyos elemen-
tos son funcionalmente abiertos en X. Para cada B € B, fijemos fg: X — [0,1] continua tal
que f3*[[0,1)] = B. Entonces A {fg : B € B}: X — [0,1]” es continua. Ademds, como X es
un espacio Tp y

Bc{fz'|U]:Be BAUET,},

invocando a la proposicién 0.0.2 y al teorema de la diagonal, deducimos que X es homeo-
morfo a un subespacio de I*, ya que [0, 118 es homeomorfo a I'8l y éste, claramente, es
encajable en I*, debido a que |B| < x. X

Del teorema anterior se deriva el siguiente.

1.1.3Teorema: SeaXunespaciotopoldgico. Entonces existe un espacio Y tanto compacto
como Hausdorffy un encaje f: X — Y tal que fIX] es denso en Y si y solamente si X es Tychonoff.

DEMOSTRACION: [=] Notemos que, al ser Y compacto y Hausdorff, podemos de-
ducir que es Tychonoff. Ahora, como Y tiene un subespacio denso homeomorfo a X y
como la propiedad de ser un espacio Tychonoff es hereditaria y topoldgica, deducimos
que X es un espacio Tychonoff.

[<] Recordemos que el peso de cualquier espacio topolégico es infinito, porlo que
tiene sentido hablar del cubo de Tychonoff de peso w(X). Como dicho espacio es universal
para los espacios Tychonoff de peso w(X), existe un subespacio Y’ de I"® homeomorfo
a X. Si consideramos a Y como la cerradura de Y* en I"®, tenemos que Y es un espacio
tanto compacto como Hausdorff que tiene un subespacio denso homeomorfo a X, a saber,
el subespacio Y°. X

Justificados por el teorema anterior, tendremos como supuesto hasta el final de este
capitulo que X es un espacio Tychonoff.

Antes de presentar un ejemplo de compactacién Hausdorff, recordemos que todo
subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado, con lo cual se deduce la si-
guiente proposicién.

1.1.4 Proposicién: Supongamos que (h, K) es una compactacién Hausdorffde X. Si X es
compacto, entonces X y K son homeomorfos.

DEMOSTRACION: Como X es compacto y h es un encaje, tenemos que h[X] es un
subconjunto compacto de K. Al ser K un espacio Hausdorff, tenemos que h[X] es cerrado,
pero como h[X] es denso en K, tenemos que h[X] = K. Porlo tanto, h es un homeomorfismo.

X
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Recordemos que en la seccién pasada demostramos que todo espacio no compacto
tiene al menos una compactacién. El siguiente teorema determina las condiciones bajo
las cuales la compactacién de Alexandroff de un espacio no compacto es una compacta-
cién Hausdorff.

1.1.5 Proposicién: Supongamos que X es un espacio no compacto. La compactacién de
Alexandroff de X es Hausdor{f si y solamente si X es Hausdorff y localmente compacto.

DEMOSTRACION: [=] Seax e X.Como aX es Ty, existen Uy V abiertos de oX tal
quex € Uy X e V. Entonces X\ V es compacto y notemos que, como x € U € X\V, tenemos
que X\ Ves una vecindad compacta de x en X.

[<] Sean x,y € aX distintos. Como oX = XU {X} y X es Tychonoff y, por lo tanto,
Hausdorff, basta analizar el caso en que x € X y y = X. Notemos que, al ser X localmente
compacto, existe una vecindad compacta V de x en X. Por lo tanto, aX \ V es un abierto
que contiene a X. Finalmente, al ser Vuna vecindad de x en X, existe U < V abierto tal que
x e U<V, porlo que es un abierto de aX ajeno a aX \ V. X

De la proposicién anterior y del hecho de que todo espacio tiene una compactacién,
podemos deducir que todo espacio Hausdorff y localmente compacto es homeomorfo a
un subconjunto de un espacio compacto y Hausdorff. Pero como todo espacio compacto
y Hausdorff es T4, lo cual implica que es T3 5, y como T3 5 es una propiedad hereditaria,
el siguiente corolario es verdadero.

1.1.6 Corolario: Todo espacio Hausdor{f localmente compacto es Tychonoff.

Existe una propiedad con la que cuentan las compactaciones Hausdorff relacionada
ala compacidad local.

1.1.7 Proposicién: Supongamos que (h, K) es una compactacién Hausdor{f de X. Enton-
ces h(X] es abierto en K si y solamente si X es localmente compacto.

DEMOSTRACION: [=] Demostraremos que h[X] es localmente compacto, lo cual
implica, al ser h un encaje, que X es localmente compacto. Sea p € h[X]. Como K es un
espacio regular, ya que al ser Hausdorff'y compacto sucede que es Ty, y h[X] es un abierto
de K que contiene a p, existe un abierto U de K tal que

peUcclg(U) chlX].

Como K es compacto, tenemos que clg(U) es compacto en K y, como U < clx(U) < h[X],
entonces clg(U) es una vecindad compacta de p en h[X].

[«<] Como hes un encaje, tenemos que h[X] es localmente compacto. Sea p € h(X],
entonces existe U < h[X] abierto en h[X] tal que p € Uy clyx;(U) es compacto en h[X].
Gracias a lo tltimo sucede que clyx; (U) es compacto en K y, como K es T, deducimos que
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clpx; (U) es cerrado en K. Ahora, sea V < K abierto de tal manera que U = h[X]nV. Como
h(X] es denso en K, tenemos que

clk (V) = clg(h[X] N V) = clg (V).
Al ser clyx;(U) un cerrado de K que contiene a U, tenemos que

ClK U) < Clh[x] U).

Entonces sucede que
peVccg(V) =clgU) cclpx U) € hlX].

Como V es abierto en K, concluimos que h[X] es abierto en K. X

La compactacién de Cech

En1937, el matemético checo Eduard Cech (1893-1960) construyé una compactacién
Hausdorff de X inspirdndose en el teorema 1.1.2 que Tychonoff demostré 7 afios atrés [9].
El siguiente teorema esta inspirado en dicha compactacién.

1.2.1 Teorema: Sea X un espacio Tychonoff y supongamos que f: X — [0, 1JC& @) g5
el producto diagonal AC(X,[0,1]) y que BX es la cerradura del conjunto B[X] en el producto
cartesiano [0,1]°® (@1 Entonces la pareja (B, BX) es una compactacién Hausdorff de X.

DEMOSTRACION: Primero notemos que B es continua. Ahora, como X es de Tycho-
noff, los conjuntos funcionalmente abiertos forman una base de X, lo cual implica que
C(X,[0,1]) genera a la topologia de X y, al ser X un espacio Ty, tenemos que C(X, [0,1]) se-
para puntos de X. Entonces, por el teorema de la diagonal, tenemos que B es un encaje.
Finalmente, notemos que X es tanto compacto como Hausdorff ya que es cerrado en el
espacio de las funciones de C(X, [0,1]) en [0, 1], el cual resulta ser compacto y Hausdorff
porque [0,1] es compacto y Hausdorff. En conclusién, la pareja (B, BX) es una compacta-
cién Hausdorff de X. X

Con el teorema anterior queda justificada la siguiente nocién.

1.2.2 Definicién: La compactacién de Cech o compactacién Stone-Cech de X es la
pareja (B, BX) donde B: X — [0, 1)€XI0.1D g o] producto diagonal AC(X,[0,1]) y donde BX es
la cerradura de B[X] en el producto cartesiano [0,1]¢% @1,
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El uso de la letra griega B para denotar a la compactacién de Cech es estandar en
la literatura matemética y surge del mismisimo Cech. De acuerdo con W. W. Comfort
[11], es posible que la haya derivado de la palabra bicompact —bicompacto en espafiol; co-
mo antes se le conocia a la compacidad— o que simplemente sirviera para diferenciarla
de la notacién oX de la compactacién de Alexandroff. La aparicién del apellido Stone
en el nombre serd explicada m4s adelante. A continuacién, reuniremos varias propie-
dades de la compactacién de Cech —la siguiente inspira la nocién de dominancia entre
compactaciones—.

1.2.3 Teorema: Si (h,K) es una compactacion Hausdorf{f de X, entonces existe una fun-
cién continua ¢: X — Ktal que pop =h.

DEMOSTRACION: Sea (h,K) una compactacién Hausdorff de X. Como K es un espacio
Tychonoff, la familia F = C(K, [0,1]) genera a la topologia de K y separa puntos de K. Por
lo tanto, A F: K — [0,1]°®[@1) s yn encaje.

Consideremos a 0: [0,1]°%[@1) _, [9,1]€&.101D) d5da por

0(F)(g =F(goh),

para cualesquiera F € [0, 1j€&0.1) y g€ C(X,[0,1]), la cual resulta ser continua porque
©0yg = Xgoh

dondey,: (0,111 — [0,1] y x50 : [0,11°® @1 — [0,1] son las proyecciones asociadas
agyagoh, respectivamente, con g € C(K, [0,1]).

Demostraremos que O[BX] < A F[K] y que Oof = A Foh. En efecto, notemos que si
0[BIX]1] = AFIK], entonces O[BX] = A FIK] porque B es continua, BX es la cerradura de
BIX] en [0,1]°® @ y A F[K] es cerrado en [0,1]°® @) En virtud de lo anterior, bastara
probar que O[B[X]] € A FIK]. Para ello, supongamos que x € X. Probemos que O(B(x)) =
AF(h(x).SeageCKK,[0,1]) y veamos que

OB (g =Bx)(goh) = ACKX,[0,11)(x)(goh) =
=(goh)(x) =ghx) = ACK,[0,1))(h())(g) =
= AF(h(x))(g).

Entonces O(B(x)) € AF[K]. Més aun, al ser x € X arbitrario, logramos demostrar que
O[BIX]] = AFI[Kly que ©oB = AFoh. Porlo tanto, si ¢: BX — K estd dada por

o) =(27) " (0(p)

para toda p € BX, entonces ¢ es una funcién continua tal que ¢po f=h. X
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En el teorema 1.1.2, Tychonoff restringié el nimero de factores por los que multipli-
car el espacio [0,1] para obtener un espacio de peso exactamente w(X), usando la misma
técnica, Cech utiliza tantos factores como elementos en C(X, [@,1]) con el propésito de
que (B, BX) tenga la propiedad de que para toda funcién continua f: X — [0,1] existe una
funcién continua F: X — [0,1] tal que Fo B =f. Dicha propiedad la podemos deducir del
siguiente teorema.

1.2.4 Teorema: Sea (p, pX) una compactacién Hausdor{f de X. Entonces para toda com-
pactacién Hausdorff (n,P) de X existe una funcién continua ¢: pX — P tal que pop =nsiy
solamente si para toda funcién continua f: X — K con K un espacio compacto existe una fun-
cién continua F: pX — Ktalque Fop =f.

DEMOSTRACION: [=] Seaf: X — K continua con K un espacio compacto. Como
p: X — pX es un encaje, la familia F = {p, f} genera a la topologia de X y separa puntos de
X. Por el teorema de la diagonal, la funcién A F: X — pX x K es un encaje. Consideremos
a P como la cerradurade AF[X] en pX x Ky an= AF, entonces, como pX x K es compac-
to, la pareja (n,P) es una compactacién Hausdorff de X. Por lo tanto, existe una funcién
continua ¢: pX — P tal que ¢pop =n. Sea G: P — K la proyeccién de pX x K asociada a K
restringida a Py sea F = G o ¢. Notemos que la continuidad de G implica la de F y, como
para toda x € X sucede que

(Fop)(x) =(Gogop)(x) =(Gon)(x) =
=G(AFx) =G(pXx),f(x) =
=f(x),

concluimos que Fop =f.
[<] Sea (n,P) una compactacién Hausdorff de X. Como n: X — P es una funcién
continua y P es compacto. Existe ¢: pX — P continua tal que ¢pop =n. X

Cech también demostré el siguiente corolario —el cual inspira la nocién de seme-
janza entre compactaciones— y nosotros lo podemos deducir del teorema anterior.

1.2.5 Corolario: Sean (h;, K1) y (hy,Ky) compactaciones Hausdorff de X tales que para
toda funcién contiuna f: X — [0,1] existe F;: K; — [@,1] continua de tal manera que F; = foh;
para cada i € {1,2}. Entonces existe un homeomorfismo ¢: K; — Ky tal que ¢p oh; = hy.

DEMOSTRACION: Por el teorema 1.2.4 existen funciones continuas ¢,: Ky — Ky y
®,: Ky — K; tales que ¢, ohy = hy y ¢,05 = h;. Como ¢, o ¢, o hy = hy, sucede que idg, y
¢, 0 ¢, restringidas a h; [X] coinciden, pero al ser h;[X] denso en K; y al ser K; un espacio
Hausdorff, tenemos que ¢, o ¢; = idk,. Anadlogamente deducimos que ¢, o ¢, = idk,. En
consecuencia, ¢; es un homeomorfismo. X
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La compactacion de Stone

En su articulo Applications of the Theory of Boolean Rings to General Topology de 1937
[27], el matematico M. H. Stone (1903-1989) construyé una compactacién Hausdorff de
un espacio Tychonoff introduciendo una topologfa en el conjunto de ideales maximales
de un algebra booleana. Nosotros aplicaremos su construccién a una clase mas amplia
de anillos.

Permitanos recordar que un conjunto R es un anillo o anillo con unidad si implici-
tamente existen unas funciones +,-: R x R — R conocidas como adicién o suma y multi-
plicacién o producto, respectivamente. Dichas funciones deben ser tales que (R, +) sea
un grupo abeliano, que (R, -) sea un monoide y que la multiplicacién sea distributiva so-
bre la suma. Si, adem4s, la multiplicacién es conmutativa, entonces decimos que R es un
anillo conmutativo. En textos de la primera mitad del siglo xx [24, 31, 33], un anillo no ne-
cesariamente contaba con un neutro multiplicativo y, en caso de que existiera, pasaba a
ser un anillo con unidad. En la literatura actual [3, 4, 6], siempre se pide que el conjunto
sobre el que estd definido el anillo y la multiplicacién formen un monoide, lo cual impli-
ca la existencia del neutro multiplicativo, es decir, todo anillo es un anillo con unidad.
En lo ulterior, nos referiremos a los anillos como anillos con unidad, inicamente para
mitigar la nostalgia.

Finalmente, recordemos que un subconjunto I de un anillo R es un ideal si (I, +) es
un subgrupo de (R,+) ysia-I=1I-a=1paratodaa € R. Ademss, siI # R, decimos que I
es un ideal propio. Por otro lado, decimos que I es un ideal maximal de R si es un ideal
propio de R que no est4 contenido en algun otro ideal propio de R. Al conjunto de ideales
maximales de R lo denotamos por . (R). Para la prueba de la siguiente proposicién tam-
bién necesitamos recordar que un ideal propio I de R es un ideal primo sia-b € I para
algunos a,be R implicaqueaclobel.

1.3.1 Proposicién: Sea R un anillo conmutativo con unidad. Para cada H < JL(R), de-
finamos a
cd(H)={MeMR) :NH < M}.

Entonces el operador cl es un operador de Kuratowski.

DEMOSTRACION: Recordemos que una funcién n: 9(X) — 9(X), donde X es un con-
junto no vacio, es un operador de Kuratowski si (@) = @ y si para cualesquiera E y F
subconjuntos de X sucede que E < n(E), n(n(E)) = n(E) y n(EUF) = n(E) u n(F). En virtud
de lo anterior, notemos que cl(@) = @ porque (@ no es un conjunto [21, p. 13].

Sea £ < MM (R). Demostraremos que & < cl(£). Si € = @, es claro que £ = cl(£). Ahora,
supongamos que £ # @. Sea M € £ y notemos que (1€ €M, lo cual implica que M € cl(£).
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Por lo tanto £ < cl(£).

Ahora demostraremos que cl(€) = cl(cl(€)). Por el parrafo anterior, basta demostrar
que cl(cl(€)) € cl(€). Sea M e cl(cl(£)). Entonces N cl(€) € M y notemos que si (& < cl(£),
sucede que NE€ €M, lo cual implica que M € cl(£). En virtud de lo anterior, sea x € N¢E.
Como x € N para toda N € J((R) tal que NE SN, entoces x € cl(£).

Finalmente, sea G < J((R). Demostraremos que cl(€ U G) = cl(&) u cl(G). Primero
notemos que cl(&)ucl(G) < cl(EUG) porque paratoda M € M (R) talque NE S Mo NG =M
sucede que N(E UG) € M. Ahora, sea M € cl(£ UG), lo cual implica que N(E UG) = M.
Notemos que six € NE yy € NG, sucede que x-y € M ya que € y NG son ideales de
RyNEUG) = (NE&)n(NG). Como todo ideal maximal es un ideal primo, deducimos
que x € M o y € M. Por lo tanto, N€ ¢ M implica que NG = My, por otro lado, NG £ M
implica que N& < M. En consecuencia, N€ €M oG €M, lo cual es suficiente para que
Me cl(€)ucl@). X

Dado un anillo R conmutativo con unidad, el espacio estructural de R es el espacio to-
polégico (U (R),T) donde T eslatopologia en 4L (R) conla propiedad de que la cerradura
de todo subconjunto # de L (R) es el conjunto cl(#) descrito en la proposicién anterior.
Elhecho de que 7T sea, en efecto, una topologia en . (R) se sigue de la proposicién ante-
rior [8, 2.24].

Para cada elemento a € R consideremos a

Cra) ={M € M(R):aeM},

es decir, Cgr(a) es la coleccién de ideales maximales de R que contienen a a. A continua-
cién, enunciamos algunas propiedades de los conjuntos Cg(a) relacionadas al espacio
estructual J((R).

1.3.2 Proposicién: Sea R un anillo conmutativo con unidad. Para todo H < L (R),
cd(H) =N{Cr(@ :a € NH}.

Por lo tanto, el conjunto {Cg(a) : a € R} es una base para los cerrados del espacio estructural
J(R).

DEMOSTRACION: Sean# < JL(R) y M € JL(R). Notemos que M € cl(H) siy solamente
si a € M para toda a € NH, lo cual es equivalente a que M € Cg(a) para toda a € H. Por
lo tanto

() =N{Cr(@ :a € NH}.

Finalmente, como todo cerrado F del espacio estructural J( (R) es tal que F = cl(F), por el
resultado anterior podemos deducir que todo cerrado de J((R) es la interseccién de una
coleccién de elementos de {Cg(a) : a € R}. X
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Conayuda dela proposicién anterior podemos exhibir una condicién que satisfacen
todo par de espacios estructurales cuando los anillos sobre los que estan definidos son
isomorfos.

1.3.3 Teorema: Sean R y S anillos conmutativos con unidad. Si h: R — S es un isomor-
fismo de anillos, entonces la funcién H: 4 (R) — /L (S) dada por

H(M) = h[M]

para toda M € M (R) es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Primero veamos que H estd bien definida porque, al ser h un iso-
morfismo de anillos, la imagen bajo h de un ideal maximal de R es un ideal maximal en
S. Ahora, notemos que ¢ es biyectiva porque h es biyectiva. Ademads, como

H[Cr()] =Cs(h(1)
y  H'Csk)]=Cr(h(s),

tenemos que H es un homeomorfismo. X

Ahora introduciremos las condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales el es-
pacio estructural . (R) es HausdorfT.

1.3.4 Teorema: Sea R un anillo conmutativo con unidad. El espacio L (R) es Hausdorff
si y solamente si para cualesquiera M, N € J((R) distintos existena € R\My b € R\ N de tal
manera quea-beNJM(R).

DEMOSTRACION: [=] Como JU(R) es Hausdorff, para cualesquiera M, N € .l (R)
distintos deben existir abiertos canénicos i/ y V de JL(R) ajenos talesque Me / yN € V;
es decir, existen a,b € R de tal manera que M (R) \U = Cr(b) y M(R) \ V = Cr(a), pero
debido a que ¢ y V son ajenos, tenemos que

@=UNV=Ju®)\(Cra)UCrD)).

Notemos quea€ R\My beR\Ny que, por lo anterior, Cg(a) U Cg(b) coincide con /L (R),
lo cual implica que a-be N (R).

[<] SeanM,N € i (R) distintos. Entonces sean a € R\ M y be R\ N de tal manera
quea-beNJ(R). Consideremos a

U=JMR)\Cr(a)
ya  V=Jl®R)\Crb),

los cuales resultan ser abiertos que contienen a M y a N, respectivamente. Demostrare-
mos que, de hecho, &/ y V son ajenos, lo cual implica que /i (R) es Hausdorff. Notemos
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que U NV = JM(R)\ (Cr(a) U Cr(b)), pero como Cr(a) UCr(b) = Crla-b) ya-be NMR),
entoncesU NV = @. X

La siguiente proposicién establece que, en caso de que el espacio estructural J((R)
es Hausdorff, entonces es compacto. Por lo tanto, la condicién de que para cualesquiera
M,N € JL(R) distintos existena € R\M y b € R\ N de tal manera que a-b € NJ(R) es
equivalente a que el espacio estructual J((R) es compacto y Hausdorff.

1.3.5 Proposicién: Si el espacio estructural L (R) es Hausdorff, entonces es compacto.

DEMOSTRACION:  Supongamos que J(R) es Hausdorff. Mostraremos que si una
familia no vacia de cerrados de J((R) tiene interseccién vacia, entonces alguna de sus
subfamilias finitas tiene interseccién vacia, lo cual implica la compacidad de J/ (R).

Primero veamos que si C R es no vacio, entonces [ {GR (@):a€ C} es el conjunto de
ideales maximales que contienen a C, asi, N{Cgr(a) : a € C} = @ siy solamente si el tnico
ideal de R que contiene a todos los elementos de C es el mismisimo anillo R, lo cual es
equivalente a que el ideal generado por C sea R.

Ahora, sea F una coleccién no vacia de cerrados de J/((R). Como todo cerrado de
JAL(R) eslainterseccién de cerrados candnicos, supongamos, sin perder generalidad, que
existe C € R no vacio de tal manera que ¥ = {GR (@:a€ C}. SiNT = @, entonces el ideal
generado por C es R, con lo cual, existe un natural positivo 1 y dos funciones inyectivas
f: n—Ryg: n— Cdetal manera que

g =) flo)-g(a).
a€n

Por lo tanto, el ideal generado por g[n] contiene a Ig, lo cual implica que dicho ideal es el
anillo R, con lo que N{Cr(a) :a € g[n]} = @. b

Ahora, consideremos a un espacio topol4gico X y al conjunto C*(X) de funciones que
van de X a R y que son continuas y acotadas. Definiendo a la suma y multiplicacién en-
tre elementos de C*(X) de manera puntual, es decir, para cualesquiera f,g € C*X), las
funciones f+g,f-g: X — R estin determinadas por

f+9)(x) =flx) +g0x)
y f-g)(x) =flx) - g(x)

para toda x € X, entonces C*(X) es un anillo conmutativo con unidad, donde el neutro
multiplicativo es la funcién constante 1.

Supongamos que X es un espacio Tychonoff. Lo siguiente sera caracterizar a los
ideales maximales de C*(X). Para facilitar esta tarea, utilizaremos a la compatacién de
Cech y necesitaremos de los siguientes lemas, de lo cuales, el siguiente fue demostrado
por Stone en su articulo de 1937.
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1.3.6 Lema: Sea K un espacio compacto y Hausdorff. Consideremos a t: K — p(C*(K))
dada por
() = {fe C'K) : fx) = 0}.

Entonces T es inyectiva y su imagen es la coleccién de todos los ideales maximales de C*(K).

DEMOSTRACION: Sean x,y € K dintintos. Al ser K un espacio tanto compacto como
Hausdorff, existe f € C(K) que separa a x y a y, es decir, tal que f(x) # f(y). Entonces
T(0) # 7).

Claramente, T(x) es un ideal disinto de C*(K) para toda x € K. Para terminar la de-
mostracién, basta ver que todo ideal I propio, es decir, tal que I # C*(K), esta contenido
en T(x) para algin x € K. Sea I un ideal propio de C*K). Supongamos, para generar una
contradiccién, que para toda x € K existe fy € I de tal manera que f,(x) # @ y considere-
mos a U(x) un abierto de K que contiene a x de tal manera que 0 ¢ f [U(x)]. Como K es
compacto y {U(x) : x € K} es una cubierta abierta de K, existe I' € K finito y no vacio de
tal manera que {U(x) : x € I'} es una cubierta abierta de K. Consideremos a g € C(K) dada
por

9= fxfx
xel’

y notemos que g € I y es tal que @ ¢ g[K], por lo que si

1
h= ———,
erl‘ fx : fx
entonces h € C*K). Ademds, toda funcién f € C*(K) satisface que f = h-g-f, implicando
que f €1, lo cual es una contradiccién porque I es un ideal propio. X

1.3.7 Lema: Existe una tinica funcién @: C*X) — C*(BX) tal que & es un isomorfismo
tal que ®(f) o B = fpara toda f € C(X). En particular, los anillos C*(X) y C*(BX) son isomorfos.

DEMOSTRACION: Recordemos que si dos funciones restringidas a un subconjunto
denso de un espacio Hausdorff son iguales, entonces dichas funciones son iguales en
todo el dominio [13,1.5.4]. Porlo tanto, con ayuda del teorema1.2.4 y del hecho de que todo
intervalo cerrado y acotado de R es compacto, podemos deducir que para toda f € C*(X)
existe unatinica Fre C*(BX) tal que Ffo B ={.Consideremosa ®: C*X) — C*(BX) dada por

() = Fy

para cadaf e CXX), la cual resulta estar bien definida porla deduccién anterior. Notemos
que @ es la inica funcién de C*X) en C*(BX) tal que @(f) o B = f para toda f € C(X) ya que
Fses Ginica para cada f € C*(X). Falta probar que @ es un isomorfismo de anillos.

Veamos que @ es biyectiva. Sean f,g € C* (X) tales que ®(f) = ®(g). Notemos quef=g
por que &(f) o B = @(g) o B. Ahora, sea F € C*(BX). Notemos que sif: X — R es la composi-
cién Fo B, entonces fe C*X) y ®(f) =F.
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Ahora demostraremos que C*X) y C*([BX) son anillos isomorfos. Sean f,g € C* (X).
Por el teorema 1.2.4 tenemos que

2(f)op=f,
d(goP=g
O(f+gop=f+g
yque  O(f-glof=f-g.
Por lo tanto, ®(f+g) restringida a B[X] es igual a ®(f) + ®(g) restringida a B[X] y, por otro

lado, ®(f- g) restringida a B[X] es igual a ®(f) - @(g) restringida a B[X]. Como B[X] es denso
en BX y éste ultimo es un espacio Hausdorff, tenemos que

Of+g) =)+ (g
y 09 =9() D),

lo cual implica que @ es un isomorfismo de anillos. X

1.3.8 Teorema: Un subconjunto M de C*(X) es un ideal maximal de C*(X) si y solamente
si existe p € X tal que
M={feC’):2()(p) = 0}

donde @: C*(X) — C*(BX) es el isomorfismo tal que ®(f) o B = f para toda f € C*(X).

DEMOSTRACION: [=] Como M es un ideal maximal de C*(X) y @ es un isomorfis-
mo entre C*X) y C*(BX), entonces ®[M] es un ideal maximal de C*(BX). Por el lema 1.3.6,
existe p € BX de tal manera que

®[M] = {Fe C*(BX) : F(p) = 0},

con lo cual tenemos que

M={feC’X): (f)(p) = 0}.

[<] Lacondicién de que M sea un ideal maximal se sigue de que el subconjunto
{F € C(BX) : F(p) = 0} es un ideal maximal de C*(BX) gracias al lema 1.3.6; y de que @ es
un isomorfismo de anillos entre C*(X) y C*(BX), cuya existencia se debe al lema13.7. K

Ahora que sabemos quiénes son los ideales maximales de C*(X), es natural pregun-
tarnos si el espacio estructural de C*(X) es compacto y Hausdorff. La proposicién siguien-
te responde esta pregunta.

1.3.9 Proposicién: El espacio estructural del anillo C*(X) es compacto y Hausdorff.
DEMOSTRACION: En virtud del teorema 1.3.4, de la proposicién 1.3.5 y del teorema
1.3.8, sean p,q € BX distintos. Como BX es compacto y Hausdorff, existen F,G € C*(BX)
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tales que F(p) =1, G(p) =1y (F-G)(x) = 0 para toda x € BX. Consideremos, invocando
el lema 1.3.7, al isomorfirmos de anillos @: C*(X) — C*(BX) tal que ®(f) o p = f para cada
fe C*(X). Notemos que

o' (F) eC'O\ {fe C*(X) : O() (p) = 0}
y que ®71(G) e C'X) {fec*®: (N =0},

pero como ®~!(F) - ®1(G) = ®~(F- G) pertenece a todos los ideales maximales de C*(X)
gracias al teorema 1.3.8 y a que

O(@7'(F)-07HB) () =0(P'(F-G))x) = (F-G)(x) =0
para toda x € BX. X

Finalmente, para introducir a la compactacién de Stone, necesitamos del siguiente
teorema.

1.3.10 Teorema: Sea K un espacio compactoy Hausdorff. Sit: K — J((C*K)) estd dada
por
k(%) = {fe C*(K) : fx) = 0},

entonces Tk es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Porellema1.3.6, tenemos que Tx es biyectiva. Como K es compac-
to y C*(K) es HausdorfT gracias a la proposicién anterior y a que K es Tychonoff, basta
demostrar que Tk es continua para deducir que es un homeomorfismo [8, 7.9], para lo
cual es suficiente que S < K implique que Tx[clk(S)] < clycxx) (Tk(S]) [8, 3.4]). Asi, sea
M € tglclk(S)]. Entonces existe x € K de tal manera que tx(x) = M. Por la proposicién
1.3.2, tenemos que

cLucraoy (Tk[SD) = N{Coxao () : f€ Ntk [S]}.

Como Ntk(S] es la coleccién de funciones que se desvanecen en todo elemento de S, te-
nemos que
cLucry) (Tx(SD) = ﬂ{ec*(K) () :fIS = {Q}}-

Ahora, al ser x € clg(S), toda funcién continua que se desvanece en todo elemento de S
también se desvanece en x, lo cual implica que Tx (%) € cl 4 cxx)) (Tk[S])- X

Ahora tenemos todo lo necesario para construir una compactacién Hausdorff de X
utilizando a la compactacién de Cech y al espacio estructural de C*(X).

1.3.11 Teorema: Sea (o,0X) la pareja donde X es el espacio estructural de C(X) y donde
0: X — oXestd dada por

ox) ={fe C*X) : () (B(x)) = 0},
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para toda x € X donde @: C*(X) — C*(BX) el isomorfismo de anillos tal que ®(f) o B = f para
toda f € C*(X). Entonces (0,0X) es una compactacién Hausdorff de X tal que existe un homeo-
morfismo H: BX — oX de tal manera que Ho B = .

DEMOSTRACION: Consideremosa 0: oX — J((C*(BX)) dada por

OM) = @[M]

para toda M € oX. Como @ es un isomorfismo, por el teorema 1.3.3 tenemos que © es un
homeomorfismo. Demostraremos que ¢ = @' o Tgy o B, lo cual implicarfa que (o, 0X) es
una compactacién Hausorff de X ya que (B, BX) es una compactacién Hausdorff de X y
porque O~' es un homeormosfismo asi como tgy gracias al teorema anterior. Adem4s, si
H = 0" o1py, entonces también tendriamos que H es un homeomorfismo entre pX y oX
talqueHo B =o0.

Sea x € 0X. Veamos que

(@0 0)(x) = B[{fe CX) : D() (B(x) = }]
yque  (tpxo P)(x) = {Fe C*(BX) : F(B(x)) = 0}.

Sife C*(X) estal que ®(f) (B(x)) = 0, entonceslafuncién F € C* (BX) dada por F = ®(f) estal
que F(B(x)) = 0. Porlo tanto, (B0 o) (x) < (Tpx© B)(x). Por otro lado, si F € C*(B(x)) es tal que
F(BX) = 0, entonces la funcién f € C*(X) dada por f = &~ }(F) satisface que ®(f) (B(x)) = @
porque &(f) = F. Por lo tanto, (tpx © B)(x) S (00 0)(x). En consecuencia, tenemos que
(00 0)(x) = (tpx o B) (x) pero como x € oX fue arbitraria, concluimos que o = @' o gy 0 B.

X

Para finalizar esta seccién, distinguiremos a la compactacién del teorema anterior
rindiéndole homenaje a Stone.

1.3.12 Definicién: La compactacién de Stone de X es la pareja (o,0X) donde oX es el
espacio estructural de C*(X) y donde o: X — oX estd dada por

o(x) = {fe C*X) : D(N) (B(x)) = 0},

para toda x € X donde ®: C*(X) — C*(BX) el isomorfismo de anillos tal que ®(f) o B = f para
toda fe C*X).



CAPITULO

2

COMPACTACIONES HAUSDORFF MAXIMAS

Como mencionamos en la seccién 1.2, Cech demostré —aunque el mismo Cechselo
atribuye a Tychonoff [9] — que para todo espacio X completamente regular y T; existe
una compactacién Hausdorff (B, BX) de X con la propiedad de que para toda funcién con-
tinua f: X — [0,1] existe una funcién F: X — [0,1] continua de tal manera que Fo =
f, como lo asegura el teorema 1.2.4. Cech fue més all4 probando, con el teorema 1.2.3,
que si (h,K) es una compactacién Hausdorff de X, entonces existe una funcién conti-
nua ¢: BX — K de tal manera que ¢ o B = h; ésto implica que si (h;,K;) y (ha,K3) son
compactaciones Hausdorff de X tales que para toda funcién continua f: X — [0,1] existe
F;: K; — [0,1] continua tal que F; = foh; para cadai € {1,2}, entonces existe un homeomor-
fismo ¢: K; — Ky de tal manera que ¢ oh; = hy, como lo asegura el corolario 1.2.5. Dichos
resultados dan vida a los siguientes conceptos.

Semejanza y dominancia entre compactaciones

2.1.1 Definiciones: Sean (a;,Y1) y (a2,Y2) compactaciones de un espacio X. Decimos
que (o1,Y1) y (ag,Yy) son compactaciones semejantes o compactaciones equivalentes de X
siexiste ¢: Y1 — Yy con la propiedad de que ¢ sea un homeomorfismoy que poo; = ay. Eneste
caso, escribimos (a1,Y1) = (ag,Y2). Ademds, decimos que (a3, Y>) es dominada por (o1,Y1), y
escribimos (g, Y5) < (a1, Y1), si existe una funcién continua ¢: Y; — Y tal que po oy = ap.

17
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Denotaremos por C(X) a la clase de las compactaciones de un espacio topolégico X.
La siguiente proposicién nos dice que la relacién = tiene el mismo comportamiento que
el de una relacién de equivalencia pero en la clase C(X).

2.1.2 Proposicién: Sean X un espacio topoldgicoy (a1, Y1), (02, Y2) y (a3, Y3) compacta-
ciones de X. Entonces

(0 (o1, Y1) = (o1, Y1);

(11) (01, Y1) = (a2, Yy) implica que (03, Y3) = (a1, Y1); y

(1) (0, Y2) = (g, Y2) y (a2, Y2) = (a3, Y3) son suficientes para que (a1, Yy) = (a3, Y3).

DEMOSTRACION: (1) Notemos quesi¢: Y; — Y eslaidentidad en Yj, entonces ¢
es un homeomorfismo tal que ¢ o a; = a3, lo cual implica que (a3, Y1) = (o3, Y1).

(1) Ahora, supongamos que (a;,Y;) = (g, Y2). Entonces existe un homeomorfismo
¢: Y1 — Y, tal que poaj = ay. Al ser ¢ un homeomorfirmo, la relacién ¢~ de Y, en v}
es una funcién que resulta ser un homeomorfismo. Notemos que ¢ *oay = a1, lo cual
implica que (a3, Ys) = (a3, Y1).

(1) Finalmente, supongamos que (a;,Y2) = (ag,Y2) y que (&, Ys) = (a3, Y3). Enton-
ces existen ¢;: Yo — Y1 y ¢, : Y3 — Y5 homeomorfismos de tal manera que ¢, 00y =03y
¢, 0 a3 = ay. Notemos que ¢, o ¢,: Y3 — Y; es una homeomorfismo con la propiedad de
que (¢, 0 ¢p,) oaz = ay, lo cual implica que (a1, Y1) = (3, Y3). X

Afirmar que = es unarelacién de equivalencia en C(X) no tiene sentido en el sistema
ZFC porque la clase C(X) no es un conjunto. El siguiente corolario, que se desprende de
la proposicién anterior, nos permite ver que = induce una relacién de equivalencia en
todos los conjuntos de compactaciones Hausdorff de un espacio topolégico X.

2.1.3 Corolario: Sea X un espacio topolégico. Si K es un conjunto de compactaciones
Hausdorff de X, entonces = restringida a los elementos de K es una relacion de equivalencia
enK.

Dentro del contexto de las compactaciones Hausdorff de un espacio X, podemos de-
terminar condiciones necesarias y suficientes, mediante la relacién de dominancia, pa-
ra que dos compactaciones Hausdorff de X sean semejantes. Se fomenta la comparacién
entre la demostracién del siguiente teorema y la demostracién del corolario 1.2.5.

2.1.4 Teorema: Sean (a;,Y1) y (a2, Y2) compactaciones Hausdorff de un espacio X. En-
tonces (a1, Y1) y (a2, Y) son compactaciones semejantes de X si y solamente si (a1, Y1) < (az,Y3)
y (a2,Y2) < (o1, Y7).

DEMOSTRACION: [=] Siempre que (a1, Y1) = (0, Y2), existe un homeomorfismo
¢: Y7 — Y5 tal que poa; = ay, lo cual claremente implica que (a;,Y1) < (2,Y2) y que
(a2, Y2) =< (a1, Y1).
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[<] Sean ¢;: Yy — Yy ¢,: Yo — Y funciones continuas tales que ¢, 00y = ay y
¢, 00z = a;. Como ¢, 0P, ooy = ay, sucede que idy, y ¢, 0P, restringidas a a; [X] coinciden,
pero al ser a;[X] denso en Y; y al ser ¥; un espacio Hausdorff, tenemos que ¢, o ¢, = idy,.
Anélogamente podemos deducir que ¢, o ¢, = idy,. En consecuencia, ¢, es un homeo-
morfismo, lo cual implica que (a3, Y1) = (a2, Y2). X

Sistemas de representantes de la clase de compactaciones Hausdorff

Enlo queresta del capitulo tendremos como supuesto que X es un espacio Tychonoff
y denotaremos por C3(X) a la clase de compactaciones Hausdorff de X. Como dicha clase
resultano ser un conjunto, es natural preguntarse acerca de la existencia de subclases de
C2(X) que si sean conjuntos y que contengan a, al menos, una compactacién semejante
a cualquier elemento de Cy(X). La respuesta es afirmativa y los siguientes resultados,
inspirados por Tychonoff, sirven a la bisqueda de una subclase con estas propiedades.

2.2.1Lema: SiYesunespacio tanto compacto como Hausdor{f que contiene un subespa-
cio homeomorfo a X, entonces w(Y) < 24&X),

DEMOSTRACION: Como Y es un espacio regular, por el teorema de Groot tenemos
que w(Y) < 24, pero como X es homeomorfo a un subespacio denso de Y, sucede que
d(Y) = d(X). Por lo tanto, w(Y) < 24X, X

2.2.2 Proposicién: Para cada compactacion Hausdorff (h, K) de X existe un subconjun-
to compacto P de I* con x = 2¢® y una funcién p: X — P tal que (p,P) es una compactacion
Hausdorff de X semejante a (h, K).

DEMOSTRACION:  Sean (h,K) una compactacién Hausdorff de Xy x = 24X por el
lema 2.2.1, tenemos que w(K) < x y, por el teorema 1.1.2, existe un subespacio P de I"*
que es homeomorfo a K. Sea ¢: K — P un homeomorfismo y consideremos a p = ¢ oh.
Entonces sucede que (p,P) es una compactacién Hausdorff de X semejante a (h,K).

Dado un espacio Tychonoff X, definimos Zx como la coleccién de todas las compac-
taciones Hausdorff (h,K) de X tales que K es un subconjunto del cubo de Tychonoff de
peso 24X Dicha coleccién resulta ser un conjunto porque todos sus elementos estan re-
lacionados con un elemento de la potencia del cubo de TychonofF de peso 2¢®, el cual es
un conjunto, y porque el esquema de reemplazo [26, p. 11] forma parte del sistema ZFC.
Notemos que la existencia del conjunto Zx responde a interrogante planteada en el ini-
cio de esta seccién a merced de la proposicién anterior y de que la relacién de semejanza
restringida a los elementos de Zx es ya una relacién de equivalencia gracias al corolario
2.1.3. Podemos ir mas all4 de dicha respuesta con ayuda del conjunto Zx.
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2.2.3 Teorema: Sea Q una coleccién de elementos de la clase Cy(X) tal que para todo
(h,k) € C2(X) existe un tinico (n,P) € Q tal que (h,K) = (n, P). Entonces Q es un conjunto.

DEMOSTRACION: Bastaencontraruna funcién cuyo dominio sea un conjuntoy cuya
imagen del dominio bajo dicha funcién coincida con Q gracias al esquema de reemplazo
[26, p. 11], el cual forma parte del sistema ZFC.

Consideremos a fla coleccién de parejas ordenadas ((h,K), (n,P)) de tal manera que
(h,K) € Zx y (n,P) € Q son tales que (h,K) = (n,P). La coleccién f resulta ser una funcién
porque para todo (h,K) € Zx existe (n,P) € Q tal que ((h,K), (n,P)) € fy porque (n,P) es el
Unico elemento de Q con esa propiedad. X

Recordemos que siA es un conjunto y ~ es una relacién de equivalencia en A, enton-
ces un subconjunto de S de A es un sistema de representantes de acuerdo con ~ si para
toda a € A existe un Unico s € S de tal manera que a ~ s. De esta manera, el conjunto Q
del teorema anterior se comporta como un sistema de representantes de acuerdo con =,
pero no es correcto afirmar que lo es porque, de nuevo, la clase C(X) no es un conjunto.
Para arreglar este contratiempo, introduciremos el siguiente concepto.

2.2.4 Definicién: Sea Q una coleccién de compactaciones Hausdorff de X. Decimos que
Q es un sistema de representantes de compactaciones Hausdorff de X o sistema de repre-
sentantes de C3(X) si para todo (h,K) € Cy(X) existe un tinico (n,P) € Q de tal manera que
(h,K) = (n,P).

Ahora veremos las propiedades que tienen los sistemas de representantes de C,(X)
relacionadas a la dominancia entre compactaciones.

2.2.5 Proposicion: Sea Q un sistema de representantes de compactaciones Hausdorff
de X. Entonces, la pareja (Q, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

DEMOSTRACION:  Sean (hy,K)), (hy,K3) v (hs,K3) elementos de Q. Notemos que, si
¢: K; — K; es la funcién identidad, entonces ¢ es continua y ¢ o hy = hy, lo cual implica
que (hy,Ky) < (hy,Ky).

Por el teorema 2.1.4, tenemos que si (hy, K) < (hy, K3) y si (hy, Kz) < (hy,K;), entonces
(h1,Ky) = (hy, Ky), pero como Q es un sistema de representantes de Cz (X), necesariamente
sucede que (h;,Ki) = (hy, K»).

Finalmente, supongamos que (h;,K;) < (h2,Kz) y que (h2,Kp) < (h3,K3). Entonces
existen ¢, : Ky — K, y ¢, : K3 — Ky continuas tales que ¢, chy = h; y ¢, ohz = hy. Notemos
que ¢;0¢,: K3 — K; es una funcién continua tal que (¢, op,) ohz = hy, lo cual implica que
(h,Ky) < (hs, K3). X

Recordemos que una pareja ordenada (P, <) es una semirreticula superiormente com-
pleta, o semirreticula superior, si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado tal que
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para todo subconjunto A no vacio de P existe el supremo de A en (P, <). En caso de exis-
tir, al supremo de P lo conocemos como méaximo proyectivo de (P, <). El siquiente lema,
en conjuncién con el teorema 2.2.2, nos permitird demostrar que (Q, <) es una semirre-
ticula superiormente completa para todo sistema de representantes Q de Cy(X).

2.2.6 Lema: Sea J un conjunto no vacio con la propiedad de que si p € F, entonces existe
pX tal que (p, pX) es una compactacién Hausdorff de X. Supongamos que Y* = [1{pX: p € I},
quef=AF: X— vt y queYesla cerradura de 0[X] en Y. Entonces (6,Y) es una compactacién
Hausdorff de X tal que (p, pX) < (6,Y) para toda p € F y tal que (8,Y) = (v, Z) siiempre que (y,Y)
sea una compactacién Hausdorff de X con la propiedad de que (p, pX) < (y,Z) paratoda p € F.

DEMOSTRACION: Sean x € Xy U un abierto de X tal que x € U. Si p € F, entonces
p(x) € p[U]. Como p: X — pX es un encaje, existe un abierto V de pX de tal manera que
plU] = p[X] NV, por lo que x € p![V] € U. En consecuencia, J genera a la topologia de X
y, al ser éste un espacio Tp, también separa puntos de X. Por el teorema de la diagonal
tenemos que 0 es un encaje, implcando que (6, Y) es una compactacién Hausdorff de X.

Supongamos, para cada p € F, que ,: Y* — X es la proyeccién asociada a p. Como
7,00 = p, podemos deducir que (p, pX) < (6,Y) paratodape F.

Finalmente, supongamos que (y,Z) es una compactacién Hausdorff de X tal que si
p € F, entonces (p,pX) < (y,Z). Consideremos, para cada p € F, a f,: Z — pX continua tal
quefyoy=p.SiF=A{f,:p € F}, entonces Foy =0y, por lo tanto, (6,Y) < (y,2), lo cual
implica que (6,Y) = (v,Z) ya que (v,Z) < (p, pX) gracias al parrafo anterior. X

2.2.7 Teorema: Para todo sistema de representantes de compactaciones Hausdorff Q de
X sucede que la pareja (Q, <) es una semirreticula superiormente completa.

DEMOSTRACION: Sea Q un sistema de representantes de compactaciones Haus-
dorff de X. Consideremos a P < Q no vacio. En virtud del lema anterior, sea J la colec-
cién de funciones p tales que existe pX de tal manera que (p,pX) € P. SiY* =[{pX: pe T},
f=AF: XY y si Y esla cerradura de 0(X] en Y!, entonces (8,Y) es una compactacién
Hausdorff de X de tal manera que (p, pX) < (6,Y) paratodap € F y tal que si para toda (y,Z)
es una compactacién Hausdorff de X de tal manera que (p, pX) < (y,Z) paratodap € F, en-
tonces (8,Y) = (y,Z). Como Q es un sistema de representantes de C5 (X), existe (u, uX) € Q
de tal manera que (0,Y) = (u, uX). Entonces (i, uX) es el supremo de P en (Q, <). X

En consecuencia, hemos demostrado que si X es un espacio Tychonoff, entonces to-
do sistema de representantes de compactaciones Hausdorff Q de X cumple que la semi-
rreticula superiormente completa (Q, <) tiene maximo proyectivo. De hecho, todas las
compactaciones que resulten ser el maximo proyectivo de un sistema de representantes
de C3(X) son semejantes entre si y dominardn a cualquier otra compactacién Hausdorff
de X. Dichas compactaciones merecen ser distinguidas de las demas.



22 COMPACTACIONES HAUSDORFF MAXIMAS

2.2.8 Definicién: Sea (h,K) una compactacién Hausdor{f de X. Decimos que (h,K) es
una compactacién Hausdorff mdxima de X si existe un sistema de representantes Q de com-
pactaciones Hausdorff de X para el cual (h, K) es su mdximo proyectivo.

El camino que seguimos desde el inicio del capitulo hasta este momento fue inspira-
do por los titulos Algebras booleanas y espacio topoldgicos [25, § 2.6] y General Topology [13,
§3.5].

Caracterizaciones de los maximos proyectivos

En esta seccién aglomeramos varias propiedades que determinan las condiciones
necesarias y suficientes para que una compactacién Hausdorff de X sea una compacta-
cién Hausdorff méxima.

2.3.1Teorema: SeaXun espacio Tychonoff y (4, uX) una compactacion Hausdorff de X.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) Lapareja (i, uX) es una compactacién Hausdorff mdxima de X.
(1)  Para toda compactacién Hausdorff (p, pX) de X sucede que (p, pX) < (u, uX).
(1)  Para cualquier espacio compacto K y toda funcién continua f: X — K existe una fun-
cién F: uX — K de tal manera que F es continuay que Fopu =f.
(1v) Elespacio u[X] es C*-encajable en uX, es decir, toda funcién continua y acotada de
u[X] en R puede extenderse a uX.
(v) Para cualesquiera A, B < X completamente separados sucede que u[A] y u[B] tienen
cerraduras ajenas en pX.
(v1) Para cualesquiera A, B < X funcionalmente cerrados y ajenos sucede que p[A] y u[B]
tienen cerraduras ajenas en uX.
(vir)  Para cualesquiera A, B < X funcionalmente cerrados sucede que

clux (ulAl) Nl yx (u(B]) = el yx (u[A] N [B]).

DEMOSTRACION: [(1) = (11)] Sean (p, pX) una compactacién Hausdorffde Xy Q el
sistema de representantes de compactaciones Hausdorff de tal manera que (u, uX) sea el
méximo proyectivo de Q. Entonces existe (1,1X) € Q de tal manera que (1, 1nX) = (p, pX).
Como (i, uX) es el maximo proyectivo de Q, tenemos que (p, pX) < (u, uX).

[(1) = ()] Sean K un espacio compacto y f: X — K una funcién continua. Como
u: X — uX es un encaje, la familia F = {y, f} genera a la topologia de X y separa puntos de
X. Por el teorema de la diagonal, la funcién A F: X — uX x K es un encaje. Consideremos
a P como la cerradura de A F[X] en uX x Ky an = AJF, entonces, como X x K es compac-
to, la pareja (n,P) es una compactacién Hausdorff de X. Por lo tanto, existe una funcién
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continua ¢: uX — P tal que ¢p o =n. Sea G: P — Kla proyeccién de uX x K asociada a K
restringida a P y sea F = G o ¢. Notemos que la continuidad de G implica la de F y, como
para toda x € X sucede que

Fom) =(Gopop)(x) =(Gon)(x) =
=G(ATF(H) =G(u), ) =
=),

concluimos que Fop =f.

[(m) = (1v)] Seaf: ulX] — R continua y acotada. Entonces existen a,b € R tales
que a < b de tal manera que f[u[X]] < [a,b]. Notemos que fo u: X — [a,b] es una funcién
continua y, al ser [a,b] compacto en R, sucede que existe F: uX — [a,b] continua tal que
Fo u =fo u. En otras palabra, si x € u[X], entonces F(x) = f(x), lo cual significa que F es
una extensién continua de f.

[(1v) = (v)] Sean Ay B subconjuntos de X completamente separados y conside-
remos a f: X — [0,1] continua de tal manera que A f‘1 [{0}] y que B < f‘1 [{1}]. Como
fou™!: uX] — R es continua y acotada, existe F: uX — R tal que F(x) = fo u~!(x) para
toda x € u[X], lo cual es equivalente a que Fo u = f. Esto implica que u[A] < f [{0}] y que
u[Bl = f -1 [{1}], con lo cual, al ser F continua, sucede que u[A] y u[B] tienen cerraduras
ajenas en uX.

[(v) = (v1)] Sededuceinmediatamente del hecho de que cualquier par de subcon-
juntos funcionalmente cerrados y ajenos de X estdn completamente separados.

[(v1) = (vi1)] Esclaro que

clux (IAT N u[B]) < clux (uIA]) N el ux (4[BI).

Sea p € clyx(ulA]) N clyx (u[B]), entonces para cada vecindad funcionalmente cerrada V
depen uXsucede quep € clyx ([AINV)Nel yx (u[BINV). Porlo tanto, Anp ™! [V] y Bnu ™ [V],
que son funcionalmente cerrados en X, no pueden ser ajenos, por lo que u* [VIN(ANB) #
@, lo cual implica que Vn (M[A] N M[B]) # @y, al ser V una vecindad de p, tenemos que
p € clux (ulAl N u(B]).

[(vir) = (1)] Sea (a,Y) una compactacién Hausdorff de X y consideremos a la fun-
cién continua ¢ = oo (u™!): u[X] — Y. Afirmamos que podemos extender a ¢ de manera
continua a todo uX. En efecto, como u[X] es denso en uXy Y es compacto, sean A;,A; €Y
cerrados y ajenos; basta demostrar que las cerraduras en uX de ¢ '[A;] y de ¢ "[A;] son
ajenas en uX. Como Y es normal, por el lema de Urysohn existe una funcién f: Y — [0,1]
continua tal que A; < f~![{0}] y A, = f*[{1}]. Notemos que, al ser f *[{0}] y f *[{1}] fun-
cionalmente cerrados y ajenos en Y, sucede que o} [f 7 [{0}]] y a7 [f}[{1}]] son funcio-
nalmente cerrados y ajenos en X. Por lo tanto,

g ([ [ [103]]]) 0 el [l [ []]]) =
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= clyx (ula [ [101]]] el [ [10]]]) = o

y, como
pla [Ad]] s pla [f[t0}]]]
y e eple” [ 0],

tenemos que las cerraduras de ¢ '[A;] y de p~![A3] son ajenas en uX. Por lo tanto, existe
¢: uX — Y continua que extiende a ¢, con lo que ¢ o u = a. En consecuencia, cualquier
sistema de representantes que contenga a (u, uX) tendrd a (u, uX) como su maximo pro-
yectivo. X

Del cuarto inciso del teorema anterior se deduce el siguiente corolario que resulta
ser una caracterizacién de las compactaciones Hausdorff maximas para espacios norma-
les.

2.3.2 Corolario: Sea (a,Y) unacompactacion HausdorffdeX. Para cualesquieraA,B < X
cerrados y ajenos sucede que a[A] y a[B] tienen cerraduras ajenas en Y si y solamente si X es
normal y si (a,Y) es una compactacion Hausdorff mdxima de X.

Algunas propiedades que se deducen de las compactaciones Hausdorff maximas
son las siguientes. Consideremos, en lo que resta de la seccién, a (u, uX) como una com-
pactacién Hausdorff médxima de X. Los dos siguientes corolarios se siguen del tercer in-
ciso del teorema 2.3.1.

2.3.3 Corolario: Sea Yunespacio Tychonoffy consideremos a (a, Z) como una compacta-
cién HausdorffdeY. Sif: X — Y es una funcién continua, entonces existe una funcién continua
F: uX—ZtalqueFou=f.

2.3.4 Corolario: SiM < Xestal que toda funcién continua de M en un espacio compacto
se puede extender de manera continua a todo X, entonces (,u. iM[ My Cl,,x(p.[M])) es una compac-
tacién Hausdorff mdxima de M.

Enparticular, siM es denso en X, entonces (,u | L cl,LX (u[M] )) es una compactacion Haus-
dorff mdxima de X.

Con el corolario anterior y el teorema de Tietze, se deduce en siguiente corolario.

2.3.5 Corolario: Supongamos que X es un espacio normal. Para todo M < X cerrado su-
cede que (|, clux (4[M))) es una compactacién Hausdorff mdxima de M.

Notemos que si A € X es tanto abierto como cerrado, la fucién caracteristica de A
en X es continua. Invocando el quinto inciso del teorema 2.3.1, deducimos el siguiente
corolario.
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2.3.6 Corolario: Supongamos que (4, uX) es una compactaciéon mdxima proyectiva de
X. Sea A < X tanto abierto como cerrado. Entonces la cerradura de [A] en pX es un abierto. Por
lo tanto, si X es no conexo, entonces X es no conexo.

Teniendo estas caracterizaciones, ahora somos capaces de determinar si las com-
pactaciones de Cech y de Stone son compactaciones méximas. El siguiente corolario se
sigue de los teoremas 1.2.4 y 1.3.11.

2.3.7 Corolario: Las compactaciones de Cech y de Stone de X son mdximas.

Hasta aqui, la conexién entre las compactaciones de Cech y de Stone es evidente y
explica la existencia del concepto de «compactacién Stone-Cech». En 1943 [18], el ma-
tematico Edwin Hewitt (1920-1999) afirmé que el famoso teorema 1.1.2 que Tychonoff
demostré en 1930 fue extendido por Stone y por Cech, refiriéndose a sus respectivas com-
pactaciones. Ms tarde, en 1949 [12], el matematico Jean Dieudonné (1906-1992), en su
critica del articulo de Hewitt, introduce el término «compactacién Stone-Cech». Pero,
¢por qué Hewitt referencié a Stone antes que a Cech en contra del orden alfabético? De
acuerdo con Richard E. Chandler en su articulo publicado en el segundo volumen de la
serie Handbook of the History of General Topology [10], existen dos posibles explicaciones.
Una es que Hewitt homenaje a Stone por ser su director de tesis doctoral y la otra es
que simplemente los ordené de acuerdo a la fecha de publicacién de los articulos. Como
la compactacién de Cech es mas sencilla que la de Stone en el sentido de que no requiere
muchos conocimientos fuera de la topologia general, es usual que se le refiera como la
compactacién de Stone-Cech, aunque creemos que la mejor manera de utilizar los tér-
minos es haciendo que la compactacién de Cech sea la construccién explicita y que la
figura «Stone-Cech» sea una propiedad que las compactaciones Hausdorff tienen cuan-
do son compactaciones maximas. Es decir, una compactacién Hausdorff de X seria una
compactacién Stone-Cech si satisface alguna condicién del teorema 2.3.1.

En las secciones consecuentes introduciremos otras métodos para construir com-
pactaciones Hausdorff que fueron inspiradas por los descubrimientos de Cech y de Sto-
ne. También, habiendo introducido el concepto de compactacién maxima, determinare-
mos las condiciones bajo las que dichas compactaciones satisfacen esta condicién.

La compactaciéon de Wallman-Frink

Un afio después [32] de que Stone construyera su compactacién, el matemdtico es-
tadounidense Henry Wallman (1915-1992) se basé en el método utilizado por Stone para
poder definir una compactacién no necesariamente Hausdorff de un espacio topolégico
T a partir de una coleccién de subconjuntos de X con ciertas propiedades. Mas tarde, en
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1964 [15], motivado por estas dos construcciones, el matemético estadounidense Orrin
Frink (1901-1988) generalizé ambos métodos y proporciond las condiciones bajo las que
dicha compactacién es maxima. En esta seccién, estudiaremos sus resultados.

2.4.1 Definicién: Sean X un conjunto novacioy R < 9(X) con ¢, Xe RysiA,BeR,
entonces ANB € Ry AUB € R. Decimos que un subconjunto F de R es un filtro de R si
() o¢%F;
(1) A,Be Fessuficiente para que ANB€ F; ysi
(1) paratodo B € Rtal que A< BparaalginA € Focurreque Be F.
Decimos que un filtro de R es un ultrafiltro o un filtro maximal si no estd estrictamente con-
tenido en algiin filtro de R. Al conjunto de ultrafiltros de R lo denotamos por Q.

Notemos que si R es como en la definicién anterior, entonces (R, <) es un conjunto
parcialmente ordenado tal que si A,B € R, entonces inf{A,B} = AnNB y sup{A,B} =AUB,
es decir, (R, S) es una reticula. Por esta razén, introducimos el siguiente concepto.

2.4.2 Definicién: SeaXun conjuntonovacioy R < o (X). Decimos que R es unareticula
de subconjuntos de X si @, X€ R ysiA,Be RimplicaqueANBe RyAUBeR.

Para el resto de esta seccién, consideremos que X denota un conjunto no vacio y
que R denota una reticula de subconjuntos de X. Para caracterizar a los ultrafiltros de
R, recordemos que una familia F de subconjuntos de X tiene la propiedad de la inter-
seccién finita si F # @ y si la interseccién de toda subcoleccién finita de JF es no vacia.
Ademids, decimos que F es una familia centrada maximal si F tiene la propiedad de la
interseccién finita y si no estd contenida propiamente en otra familia con la propiedad
de la interseccién finita.

2.4.3 Teorema: Sea P <R no vacio. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) Pesunultrafiltro de R.
(1) Pesuna familia centrada maximal.
(1) Ptienelapropiedad de que @ ¢ P, de que A, B € Pimplica que ANB € Py deque para
toda C € R sucede que C € P es equivalente a que ANC # @ para toda A€ P.

DEMOSTRACION: Primero demostraremos que los incisos (11) y (111) son equivalen-
tes. Luego, sabiendo lo anterior, demostraremos que (1) y (11) son equivalentes.

[(11) = (11)] Esclaro que @ ¢ 2 porque, de lo contrario, {#} serfa un subconjunto
finito de P tal que N{@} = @, lo cual es imposible.

SeanA,B € P. Paraver que ANB € P, basta probar que P U{ANB} tiene la propiedad
de la interseccién finita. Consideremos a I' € P U {A N B} finito y no vacio. SiAnBe€T,
sucede que (I'\ {AnB}) U{A, B} es un subconjunto finito no vacio de 2 cuya interseccién
coincide con T, lo cual implica que NI' # @. Por otro lado, siANB ¢TI, entonces 'S Py,
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al ser finito y no vacio, sucede que N? # @. En conclusién, P U{ANB} tiene la propiedad
de la interseccién finita.

Finalmente, sea C € . Como para toda A € P sucede que {A,C} es un subconjunto
finito y no vacio de P, entonces AN C # @. Para el reciproco, supongamos que C € R es
tal que ANC # @ para todo A € P. Entonces P U {C} tiene la propiedad de la intersccién
finita, lo cual implica que P = P U {C}.

[(t1) = (11)] Como @ ¢ Py como para cualesquiera A, B € P sucede que ANB € P,
podemos deducir que P tiene la propiedad de la interseccién finita. Ahora, supongamos
que existe ¥ < R conla propiedad de la intersecién finita tal que P < . Consideremos a
C e T y notemos que para toda A € P sucede que {A, C} es un subconjunto finito no vacio
de 7, porloque AnC # @, lo cual implica que Ce P.

[(1) = (1)] Como P es un ultrafiltro de R, tenemos que @ ¢ Py que A,B € P es su-
ficiente para que ANB € P. Asi, P tiene la propiedad de la interseccién finita. Ahora, sea
CeR.SiCe P, esclaro que ANC # @ paratoda A € P ya que, de lo contrario, @ € P. Para
el reciproco, supongamos que AN C # @ para toda A € P pero que C ¢ P. Consideremos a
F=PU{ReR:C<cR}ynotemos que ¥ es un filtro que contiene estrictamente a 2, lo
cual es imposible. En conclusién, al ser los incisos (11) y (111) equivalentes, tenemos que
P tiene la propiedad de la interseccién finita y no est contenido estrictamente en algiin
otro subconjunto de R con la propiedad de la interseccién finita.

[() = (1)] Como los incisos (11) y (111) son equivalentes, podemos deducir f4cil-
mente que @ ¢ P y que A,B € P implica que AnB € . Ahora, sea B € R y supongamos
que B ¢ ©P. Entonces existe C € P tal que Cn B = @. Pero, como P tiene la propiedad de
interseccién finita, podemos deducir que A & B para toda A € P. En conclusién, 2 es un
filtro de R. Finalmente, supongamos que ¥ es un filtrode R tal que P < 7. SeaFe F y
notemos que F € P porque ANF # @ paratodaA e P. X

2.4.4 Teorema: Todo subconjunto de R con la propiedad de la interseccion finita estd
contenida en un ultrafiltro de R.

DEMOSTRACION: Sea P < R con la propiedad de la interseccién finita. Conside-
remos a F(P) como la coleccién de todos los subconjuntos de R con la propiedad de la
interseccién finita que contienen a . Claramente 2 € F(P), por lo que F(P) es no vacio.
Envirtud del lema de Zorn [20, 5.4], sea € € F(P) tal que (G, ) es un conjunto linealmen-
te ordenado. Afirmamos que [JC es una cota superior de C en (F(P),S).

Notemos U C tiene la propiedad de la interseccién finita por que siI' € [UCI<* \ {g},
entonces para cada A € I' existe P € C tal que A € Py v, al ser I' finito, se deduce la exis-
tencia de un M € T tal que Py = méx{P4 : A€ T}, conlo que I < Py, pero como Py tiene
la propiedad de la interseccién finita, podemos deducir que UTI' # @. Ademés, como P
es un subconjunto de todo elemento de €, tenemos que 2 < JC. Por lo tanto UC € F(P).
Finalmente, como todo elemento de € es un subconjunto de €, podemos concluir que
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U@ es una cota superior de € en (F(P), ). X

Elteorema anterior nos permite considerar, para cada elemento A de R, al conjunto
de ultrafiltros de R que tienen a A como elemento. Consideremos, justificados por lo
anterior, a la funcién 9z : R — 9 (Qr) dada por

@A) ={FeQr:Ac T}

para toda A € R. Algunas de sus propiedades estadn sumarizadas en los dos enunciados
siguientes.

2.4.5Lema: Lafuncién 9z : R — @ (Qr) tiene la propiedad de que
(1) Sr@® =9
() SR =Qgr;
() 9r(AUB) =9%(A) USR(B);
(tv) 9r(ANB) =9z (A) NI (B);y
(v) {F}=N{8=B):Fe¥F},
para cualesquiera A, BER Y F € Qg.
DeEMOSTRACION: Es claro que 9z (@) = @ y que 9gr X) = Q. Ahora, seanA,BE Ry
F € Q. Notemos que AUB € F siysolamentesiAe F o Be ¥, lo cual implica que

{GeQr:AUBeG}={GeQr:AcG}U{GeQr:BeG},

lo cual demuestra el tercer inciso. Notemos que ANB € ¥ siy solamentesiAe FyBe ¥,
por lo tanto

{GeQr:AnBeG}={GeQr:AcG}n{GeQr:BeG},

lo cual demuestre el cuarto inciso. Finalmente, notemos que si G € N{9x(F) : F€ T},
entonces G € 9 (F) para todo F € ¥, es decir, F € G para toda F € ¥, lo cual implica que
G < ¥, pero como G es un ultrafiltro de R, tenemos que G = . Asi, por lo anterior y
como F € 9% (F) para toda F € F, hemos demostrado el quinto inciso. X

2.4.6 Teorema: Sea Br = {Qg \ 9z (A) : A € R}. Entonces
(1) UBr=Qg;y
(1) para cualesquiera By, By € Br y F € B; N By existe By € By, tal que F € B3 < B; N B.

Por el teorema anterior, para cada reticula R de subconjuntos de un conjunto X no
vacio, la coleccién Br genera una topologia 7 en Qg que tiene a B como base. Note-
mos que, por el lema 2.4.5, el conjunto 3z [R] es una base para los cerrados de (.QR, ‘TR).

2.4.7 Teorema: Elespacio (Qr,Tr) es compacto y Ty.
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DEMOSTRACION: Por el lema 2.4.5, sucede que {F } = N{9z (F) : F € ¥} para toda
F € Q. Como 9% [R] es una base para los cerrados de (Qr,7r), tenemos que {7} es
cerrado en (Qr,7r), lo cual implica que (Qx, 7r) es un espacio T;.

Ahora, demostraremos que toda familia no vacia de cerrados de [.QR,‘TR) con la
propiedad de interseccién finita tiene interseccién no vacia, para lo cual, basta demos-
trarlo para cualquier familia no vacia de elementos de 9z [R] ya que dicho conjunto es
una base para los cerrados de (Qr, 7r).

Sea F € 9% [R] no vacio con la propiedad de la interseccién finita. Por el lema 2.4.5,
tenemos que 4z (AN B) = 9z (A) NI (B) para cualesquieta A,B € R, podemos deducir
que cualquier subconjunto de 9%'[F] finito no vacio tiene interseccién no vacia. Por lo
tanto, gracias al teorema 2.4.4 existe U € Qr de tal manera que «97_31 [F] < U. Notemos
que si G € F, entonces existe A € R tal que 3z (4) = G ya que F < I [R], pero como
97_31 [F1< U, tenemos que A € U, lo cual implica que U € 3z (A) = G. Luego, U €N F, por
loqueNF # @. X

En sintesis, hemos construido un espacio topolégico compacto y T; para cualquier
conjunto no vacio X y cualquier reticula R. Notemos que si X no es un espacio compac-
to, entonces existen familias de cerrados de X con la propiedad de la interseccién finita
cuya interseccién es vacia. Dichas familias representan un punto en Qg haciéndonos
imaginar que Qx tiene los puntos que le hacen falta a X para llegar a la compacidad. Con
el propdsito de encontrar un encaje de X en Q, supongamos, para el resto de la seccién,
que X es un espacio T} y definamos a wg : X — 9 (R) mediante

wr(x) ={AeR :xecA}

para cada x € X. Ahora, nuestro propdsito serd encontrar las condiciones que debe cum-
plir R para que wg funcione como encaje del espacio X en (Qr, Tz).

2.4.8 Definicién: Sea X un conjunto no vacio y R una reticula de subconjuntos de X.
Decimos que R es disyuntiva si para cualesquiera x e Xy A € R tales que x ¢ A existe Be R de
talmaneraquexc ByAnB = @.

2.4.9 Teorema: El rango de wr es un subconjunto de Qx si y solamente si R es una
reticula disyuntiva.

DEMOSTRACION: [=] Seanx € Xy A € R tales que x A, entonces A ¢ wr (%) ¥,
al ser wg (x) un ultrafiltro de R, por el teorema 2.4.3 deducimos que existe B € wr (x) tal
queANB=¢.

[<] Seax e X. Claramente @ ¢ wr(x) y A,B € wg(x) implica que ANB € wx (x).
Ademds, si A € wr(x) y A € B € R, entonces B € wg(x). Sea C € R y supongamos que
ANC# ¢ paratodo A € wg(x). Como R es disyuntiva, sucede que x € C. Ademas, por el
teorema 2.4.3 concluimos que wx (x) es un ultrafiltro de R. X
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Enlo querestadelaseccién, bajo lajustificacién del teorema anterior, supondremos
que R es una reticula disyuntiva de X.

El siguiente lema, que nos ayudard a encontrar las condiciones necesarias y sufi-
cientes para que wg sea continua, es consecuencia del hecho de que wg (x) € 3z (A) es
equivalente a que x € A para cualesquieraxe Xy Ae R.

2.4.10 Lema: Paratoda A € R sucede que w3 [9z (A)] = A.

2.4.11 Teorema: La funcién wg es continua si y solamente si todo elemento de R es
cerradoenX.

2.4.12 Definicién: Sean X un espacio topoldgico y R una reticula de subconjuntos de
X. Decimos que R genera a los cerrados de X si todo cerrado de X puede expresarse como la
interseccién de los elementos de algtin subconjunto de R.

Elsiguiente lema se deduce inmediatamente de las definiciones de wg y de 3% y nos
servird para encontrar las condiciones necesarias y suficientes para que wg sea inyecti-
vay para que w;al : wRr [X] — X sea continua.

2.4.13Lema: Paratoda A € R sucede que wg[A] € 9 (4).

2.4.14 Teorema: La funcién wg es inyectiva y w;zl: wr [X] — X es continua si y sola-
mente si R genera a los cerrados de X.

DEMOSTRACION: [=] SeaZun subconjunto cerrado de X. Como w7 es continua,
tenemos que (%—21)—1[2] es cerrado en wrg [X] pero, como wx es inyectiva, simplemente
tenemos que wx [Z] es cerrado en wr [X]. Como I [R] es una base para los cerrados de
(QR, ‘TR), existe Q € R de tal manera que

wr[Z] = or XN (N{9=[Q1}).
A partir de lo cual podemos deducir que
Z=MN{wz [9r@)]:Ac 0}.

Invocando el lema 2.4.10, tenemos que Z puede expresarse como la interseccién de ele-
mentos de R, a saber, de los de Q.

[<] Seanx,y e X distintos. Como X es T; y R genera a los cerrados de X, tenemos
que existen Qy y Qy subconjuntos de R tales que

=N vy H=N9Y.

Lo cual implica que wg (x) # wr(y) porque Ox # Qy y Q. S wr(2) para cada z € {x,y}.
Siendo de nuestro conocimiento que wr es inyectiva, entonces la relacién ' de X en
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wr [X] esuna funcién. Ahora, seaZ < X cerrado. Entonces existe Q € R de tal manera que
Z =(NQ y notemos que, por el lema 2.4.13 y por el hecho de que wx es inyectiva, tenemos
que

wrlZ] =N{wr[AlINIz(A):Ac O},

lo cual nos garantiza la continuidad de w3 X
Finalmente, de los teoremas anteriores podemos obtener el siguiente.

2.4.15 Teorema: Sean X un espacio topoldgico T;, R una reticula disyuntiva de X, Qg
el conjunto de ultrafiltros de R dotado de la topologia cuyos cerrados son la interseccién de
elementos de la forma {F € Qg :A€ F} conA€ Ry wg: X — Qg dada por

wr(x) ={AeR:xecA}l.

Entonces wr es un encaje si y solamente si todo elemento de R es cerrado en Xy R genera a los
cerrados de X.

En lo que resta de la seccién, supondremos que R es disyuntiva, que genera a los
cerrados de X y que es un subconjunto de los cerrados de X. Por el teorema anterior es
claro quela pareja (wg, wrX), donde wr X esla cerradura de wg [X] en Qg, resulta ser una
compactacién de X. Pero antes de definir indiscrimidamente compactaciones a partir
de reticulas con las propiedades antes mencionadas, prestemos atencién a la siguiente
proposicién.

2.4.16 Proposicién: Sea A € R. Entonces la cerradura de wg [A] en Qr es 9z (A).

DEMOSTRACION: A partir dellema 2.4.13, concluimos que la cerradura de wg [A] en
Qr se queda contenida en 9% (A). Para obtener la contencién contraria, consideremos a
Z € R tal que wr[A] € 9% (Z). Notemos que basta demostrar que 95 (A) < I (Z) gracias
al teorema 2.4.6. Sea U € Q tal que A € U. Si x € A, entonces wr (x) € Iz (Z), con lo que
Z € wr (%), lo cual implica que x € Z. Por lo tanto A € Z, pero como U es un ultrafiltro de
R, tenemos que Z € U. En conclusién, I (A) € Iz (2). X

En particular, debido a que 9%z (X) = Qg, tenemos que la cerradura de wg [X] en Qr
coincide con Qg, porlo que la pareja (wr, Q) resulta ser una compactacién de X, lo cual
justifica la siguiente definicién.

2.4.17 Definicién: Sea X un espacio topolégico T y R una reticula disyuntiva de X tal
que todo elemento de R es cerrado en Xy que genera a los cerrados de X. Definimos a la compac-
tacion de Wallman-Frink de X acorde con R como la pareja (wr, Qr) donde Qr el conjunto
de ultrafiltros de R dotado de la topologia con la propiedad de que sus cerrados son la intersec-
cién de elementos de la forma {F € Qr :A€ F} conA € Ry donde wr: X — Qg estd dada
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por
wr() ={AeR :xecA}l.

A continuacién, determinaremos cuindo la compactacién de Wallman-Frink acor-
de con una reticula de X es una compactacién Hausdorff. Dicho resultado fue enunciado
y demostrado por Frink en 1964 [15], para lo cual, introdujo el siguiente concepto.

2.4.18 Definicién: Sea X un espacio topoldgico Ty y R una reticula de X. Decimos que R
es una reticula normal si R es disyuntiva, si todo elemento de R es un cerrado de X, si genera
a los cerrados de X y si para cualesquiera A, B € R ajenos existen A', B’ € R tales que A< X\ A/,
B<X\B'y X\A)nX\B) =g.

2.4.19 Teorema: Sea X un espacio topolégico T; y R una reticula deX. La compactacién
de Wallman-Frink de X acorde con R es una compactacién Hausdorff de X siempre que R es
una reticula normal.

DEMOSTRACION: Como (wg,Qx) es una compactacién de X, basta ver que Qx, es
Hausdorft. Sean %y, F1 € Qr distintos. Como dichos puntos son ultrafiltros de X, existen
Ap,A; e R tales que Ag € Fo, A1 € 1 yAp NA; = @. Como R es normal, existen Bg,B; € R
tales que Ap SX\Bp, A; SX\B; y que (X\Bp) N (X\B,) = @. Afirmamos que los conjuntos
Qr \9Ir(Bo) y Qr \ 3% (B:) son abiertos de Q tales que

I (Ag) € QR \ IR (Bo),
Ir(A) €Qr \ IR (B
vy (Qr\9%Bo))N(Qr \IrBD) = 3.

En efecto, seani € {0,1}, F € ®[Ai] y G € Qg \ 9z (B;). Como A; < X\ B;, tenemos que
B; ¢ F,lo cual implica que ¥ € Qg \ 9z (B;). Por otra parte, como G ¢ 3 (B;), existe Ge G
tal que GNB; = @ pero como X\ By y X\B; son ajenos, entonces GNB;_; # @, haciendo que
G € 9z (B1-i), o bien, que G ¢ Qg \ 9% (Bi—1). Finalmente, notemos que Fp € I (Ag) y que
F1 € 3R (A1), porlo que Qi es Hausdorff. b

La extension de Wallman

Consideremos a X un espacio T; y a F la coleccién de subconjuntos cerrados de X. No-
temos que J es una reticula disyuntiva —porque X es un espacio T;— de X que genera
a los cerrados de X. La compactacién Wallman-Frink de X acorde con F fue la compac-
tacién que Wallman desarrollé en 1938 [32] inspirdndose en el método que utilizé Cech.
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Dicha compactacién, conocida como extensién de Wallman, puede que no sea T. El si-
guiente teorema determina las condiciones suficientes y necesarias para que la exten-
sién de Wallman sea una compactacién Hausdorff de X.

2.5.1 Teorema: Sea X un espacio topolégico T, y consideremos a F como la coleccién de
subconjuntos cerrados de X. La compactacién Wallman-Frink de X acorde con F es una compac-
tacién Hausdorff de X si y solamente si X es normal.

DEMOSTRACION: [=] SeanE,F € F ajenos. Por la proposicién 2.4.16, las cerradu-
rasde wy[E] y de wg [F] en Qg son 35 (E) y 35 (F), las cuales resultan ser ajenas en gracias
allema 2.4.5. Ahora, debido a que Q4 es tanto compacto como Hausdorff y a que w es
continua, tenemos que existen abiertos U,V € X ajenos talesque ECUyFc V.

[<] Envirtud delteorema 2.4.19, seanE, F € J ajenos. Por la normalidad de X, exis-
ten Uy V abiertos de X ajenos talesque ECUy Fc V. SiE' =X\ Vy F' =X\ U, entonces
E ,FeFsontalesque ECX\E,FSX\F y X\E)n X\F) = @. Por lo tanto, F es una
reticula normal de X. X

Gracias al teorema anterior y al corolario 2.3.2, podemos deducir una caracteriza-
cién de los espacios T4 en términos de la extensién de Wallman.

2.5.2 Corolario: Sea X un espacio topoldgico T, y consideremos a F como la coleccién de
subconjuntos cerrados de X. El espacio X es normal si y solamente si la extensién de Wallman
de X es una compactacién Hausdorff mdxima de X.

DEMOSTRACION: [=] Envirtuddel corolario2.3.2,seanE,F € X cerrados y ajenos.
Por la proposicién 2.4.16, las cerraduras de wg [E] y de w[F] en Qg son 84 (E) y 34 (F), las
cuales resultan ser ajenas en gracias al lema 2.4.5. Por lo tanto, la extensién de Wallman
de X es una compactacién Hausdorff méxima de X.

[<] Como laextensién de Wallman de X es una compactacién Hausdorff maxima
de X, en particular es una compactacién Hausdorff de X. Asi, por el teorema anterior
concluimos que X es normal. X

La compactacién de Gillman-Jerison

En el titulo Rings of Continuous Functions de los mateméticos estadounidenses Leo-
nard Gillman (1917-2009) y Meyer Jerison (1922-1995), publicado en 1960, se construye
una compactacién Hausdorff maxima de un espacio Tychonoff [16, cap. 6] de una ma-
nera similar a como Wallman contruyé su compactacién. Para presentarla, recordemos
que un subcojunto A de un espacio topoldgico X es un conjunto funcionalmente cerrado
si existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que A = f }[{0}]; por otro lado, decimos
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que A es un conjunto funcionalmente abierto si existe una funcién continua f: X — [0,1]
de tal maneraque A =f"1[(0,1]].

2.6.1 Proposicién: Sea Z la coleccién de conjuntos funcionalmente cerrados de un es-
pacio Tychonoff X. Entonces Z es una reticula de X.
DEMOSTRACION: Consideremos a las funciones fx,fg : X — [0,1] dadas por

fx(x)=0
y por fox)=1

para toda x € X. Como dichas funciones son continuas, tenemos que tanto X como ¢ son
conjuntos funcionalmente cerrados de X.

Ahora, sean A, B € Z. Entonces existen fa,fg: X — [0,1] tales que A = f;l [{0}] yB=
f5'[{@}]. Consideremos a las funciones faus, fans: X — [0,1] dadas por

fauB () = fa(x) - f ()

fa() +fa(x)

ypor  fan(x) = 5

para toda x € X. Notemos que

faosl(@}] =fa'[10}] ufs'[(0}]
yque  fanp[(0}] =f,'[{0}] nf5'[(@}],

lo cual implica que tanto A U B como A N B son funcionalmente cerrados. X

En lo que resta de la seccién, supondremos que X es un espacio Tychonoff y que Z
es la coleccién de los conjuntos funcionalmente cerrados de X. A los filtros y ultrafiltros
de Z se les suele llamar z-filtros y z-ultrafiltros, respectivamente. Cabe destacar que di-
chos conceptos son conceptos topolégicos y no meramente conjuntistas, como los filtros
y ultrafiltros. A la compactacién de Wallman-Frink acorde con Z la bautizamos como
compactacion de Gillman-Jerison.

2.6.2 Teorema: La reticula Z esnormal.

DEMOSTRACION: Lareticula Z es disyuntiva porque si x € Xy Z € Z son tales que
x ¢ Z, entonces existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que f(x) = 0 y Z < f![{1}].
Notemos que f *[{0}] es un elemento de Z ajeno a Z que contiene a x.

Es claro que todo conjunto funcionalmente cerrado es cerrado, por lo que Z se que-
da contenido en los cerrados de X.

Como X es Tychonoff, los conjuntos funcionalmente abiertos generan unabase para
X. Por lo tanto, todo cerrado de X es la interseccién de un subconjunto de Z.
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Finalmente, sean A, B € Z ajenos. Entonces existen fa,fg: X — [0,1] continuas de tal
manera que A = f,'[{0}] y B={3'[{0}]. Como AnB = @, sif: X — [0,1] estd dada por

1
o = e +Fat0

para toda x € X, tenemos que f es continua y ademas A = f [{0}] y B=f*[{1}]. Conside-
remosaA’ = {xeX:f(x) = ;} yaB' = {xeX:f(x) < 1} y notemos que sus complementos
son ajenos y cumplen que A< X\ A’y B< X\B'. Ademds, si fa/,fp : X — [0,1] estidn dadas
por

) sixe A’
far = o
1-2f(x) sixgA
f 0 sixeB'
or =
yp B 2fx)+1 six¢gB,
entonces fy y fa son continuas y son tales que A’ = f,'[{0}] y B' =f ;! [{0}]. b

Por los teoremas 1.1.3, 2.4.19 y 2.6.2, tenemos el siguiente corolario, el cual nos pro-
porciona otra caracterizacién de los espacios Tychonoff aparte del teorema 1.1.2.

2.6.3 Corolario: Sea X un espacio T;. Entonces X es Tychonoff si y solamente si existe
una reticula R de subconjuntos de X que sea una reticula normal.

Finalizaremos este capitulo probando que la compactacién de Gillman-Jerison de
un espacio Tychonoff es una compactacién Hausdorff maxima.

2.6.4 Teorema: La compactacién de Gillman-Jerison de X es una compactacién Haus-
dorff mdxima de X.

DEMOSTRACION: Envirtud del teorema 2.3.1, sean A, B < X completamente separa-
dos. Entonces existef: X — [0,1] continua talque A = f ! [{0}] y B < f![{1}]. Notemos que
siA'=f"1[{0}] ysiB’ =f"![{1}], entonces A’ y B’ son conjuntos funcionalmente cerrados
y ajenos tales que A< A’ y B< B'. Por la proposicién 2.4.16, las cerraduras de wz[A] y de
wz[B] se quedan contenidasen 3z (A") y en 3z (B') las cuales, por el lema 2.4.5, son ajenas.
Asi, (wg,Qr) es una compactacién Hausdorff méxima de X. X
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CAPITULO

3

APLICACIONES

En esta seccién revisaremos a la compactacién Stone-Cech —lo cual es suficiente
para revisar a todas las compactaciones Hausdorff maximas— de algunos espacios to-
polégicos, los cuales aportan una gran cantidad de ejemplos y contraejemplos en varios
campos de las matematicas. El primero serd la compactacién Stone-Cech de los naturales
con la topologia discreta y después, como una forma de generalizar el ejemplo anterior,
la compactacién Stone-Cech de los espacios ordinales.

Compactacidn Stone-Cech de los naturales

La compactacién maxima proyectiva de los naturales N con la topologia discreta es
uno de los espacios mas interesantes ya que su estudio entretiene no solamente a topé-
logos, sino matematicos en las dreas de la Teorfa de Conjuntos, Combinatoria, Algebra e
incluso Teorfa de Ntimeros y Anélisis Matemdtico [22]. De acuerdo con Jan van Mill, el
espacio BN es un monstruo de tres cabezas. Si se trabaja en un modelo que incluya la Hi-
pétesis del Continuo [26, p. 36], entonces podremos ver una de las tres cabezas. Cuando
la Hipétesis del Continuo se supone falsa, la segunda cabeza de BN se asoma. La ultima
cabeza es cuando trabajamos tinicamente en ZFC. Una introduccién al estudio de todas
las cabezas puede encontrarse en las primeras dos secciones del articulo de Jan van Mill

37
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contenido en el titulo Handbook of Set-Theoretic Topology [22]. En esta seccién nos centra-
remos en estudiar algunas propiedades que encontramos en la tercera cabeza que estan
mas relacionadas a los nimeros cardinales.

El primero en estudiar a BN fue Cech quien en 1937 [9] utilizé su cardinalidad para
determinar las cardinalidades de varios subespacios de su compactacién. No obstante,
Cech tinicamente demostré que la cardinalidad de BN era, al menos, ¢ = 2° y, como mu-
cho, 2°. Determinar la cardinalidad exacta de BN fue calificado como problema abierto
durante muy poco tiempo ya que en 1938, el matemdtico Pospisil lo resolvié en términos
mas generales.

3.1.1 Teorema de Pospi$il: Sea x un cardinal infinito. Si D(x) es el espacio discreto de
cardinalidad x, entonces la cardinalidad de BD (i) es 2%*.

DEMOSTRACION: De la construccién de la compactacién de Cech, obtenemos que
|BD(0)| < 2%* por que |C(D(%),[0,1])| = 2. Ahora demostraremos que 2% < |BD(ir) |. Por
el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery y por el hecho de que 22* = |I?|, tenemos
que d(I?") < x < |I?"|. Entonces existe f: D(x) — I*" inyectiva de tal manera que f[D(x)]
es denso en I%", Al estar D (i) dotado de la topologia discreta, tenemos que f es continuay,
como I?* es compacto, existe F: BD(x) — I?* continua de tal manera que Fo B ={. La con-
tinuidad de F implica que F[BD (i) | es compacto en I y como éste tltimo es Hausdorff,
tenemos que F[BD(i)] es cerrado en I**. Ahora, veamos que f[D(x)]| < F[BD(i) ] porque
B[D(e)] < BD (%) y porque Fo B ={. Al ser f[D(x)] denso en I?", tenemos que F[BD (1) | = I,
lo cual implica que F es suprayectiva y, por lo tanto, 22* < |BD(x)|. X

3.1.2 Corolario: La cardinalidad de BN es 2°

La primera aplicacién del teorema de Pospisil serd probar que todo subconjunto
infinito cerrado de BN contiene a una copia de BNy, por lo tanto, tiene cardinalidad 2°
Ademads, con ayuda de lo anterior, veremos que todo abierto no numerable de BN tiene
cardinalidad 2°. Los siguientes lemas sirven a dicho propésito.

3.1.3Lema: Todo subespacio discreto e infinito numerable de BN es C*-encajable en BN.
DEMOSTRACION:  Sean M < BN discreto e infinito numerable y f: M — R continua
y acotada. Supongamos que (an)nen €s una sucesién inyectiva de tal manera que

M={ay:neN}.

Como BN es Hausdorff, existe un abierto V,, < BN de tal manera que a, € V, y Vo NV = @
para cualesquiera n,m € N con n # m. Consideremos a fp : N — R dada por

fla)) siPm) eBININV;

fol® = {0 si B(n) € BINN\U{V; i € N},
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la cual resulta ser continua. Por el teorema 2.3.1, tenemos que existe Fp: BN — R conti-
nuay acotada tal que Fg o B = fo. Considerando que B[N] es denso en BN, deducimos que
clgn(Vn) = clgn(BINI N'Vy,) para toda n € N. Entonces n € Ny p € clgy(Vy) implican que
Fo(p) =f(an). En consecuencia, Fy restringida a M coincide con f. X

3.1.4 Lema: La cerradura en BN de cualquier subespacio discreto e infinito numerable
de BN es homeomorfo a BN.

DEMOSTRACION: Sea M un subespacio discreto e infinito numerable de BN. Por el
lema 3.1.3, para toda funcién f: M — [0,1] continua existe F: clgy(M) — [0,1] extensién
continua de f a clgy(M). Por el corolario 2.3.4, tenemos que (i, clgy (M)) es una compacta-
cién Hausdorff maxima de M, donde 1: M — clﬁN es la inclusién de M en CIBN (M). Por lo
tanto, clgy (M) es homeomorfo a M y, al ser M y N homeomorfos, tenemos que también
es homeomorfo a BN. X

Y, finalmente, por el teorema de Pospisil, podemos deducir lo que queriamos.

3.1.5 Teorema: La cardinalidad de cada subconjunto infinito cerrado de BN es 2°.

DEMOSTRACION: SeaF BN cerrado e infinito. Como BN es Hausdorff, existe M < F
discreto e infinito numerable. Por el lema anterior, tenemos que CIBN (M) es homeomorfo
a BNy, por lo tanto, tiene cardinalidad 2°. Finalmente, deducimos que F tiene cardinali-
dad 2 porque, al ser F cerrado, sucede que clgy (M) < F < BN. X

El siguiente corolario se sigue del hecho de que la cerradura de la imagen de cual-
quier sucesién es un espacio topoldgico siempre es numerable.

3.1.6 Corolario: Ninguna sucesién infinita en BN es convergente.

Para demostrar que todo abierto no numerable de BN tiene cardinalidad 2¢, necesi-
tamos del siguiente corolario que se desprende del teorema 3.1.5.

3.1.7 Corolario: Todo abierto de BN que interseca a BN \ B[N] tiene cardinalidad 2°.

DEMOSTRACION: Sea A < BN abierto tal que ANBN\B[N] # @. Seap € BN\ B[N] y
notemos que, como BN es Tychonoff, existe U < BN abierto tal que p € U < clgy(U) € A.
Probaremos que CIBN(U) es infinito, lo cual, por el teorema 3.1.5, implicaria que A tiene
cardinalidad 2°. Supongamos, para generar una contradiccién, que clgy (U) es finito. En-
tonces U es finito. Como BN es Hausdorff, tenemos que U es discreto, por lo que existe
V < BN abierto de tal manera que UnV = {p}, lo cual es imposible porque UnNV debe
intersecar a B[N]. X

3.1.8 Teorema: Todo conjunto abierto no numerable de BN tiene cardinalidad 2°.
DEMOSTRACION: Sea A < BN abierto no numerable. Como B es un encaje, se tiene
que B[N] es numerable y, por lo tanto, AN BN\ B[N] # @. Por el corolario anterior dedu-
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cimos que A tiene cardinalidad 2°. X

A continuacién, desarrollaremos algunas propiedades de BN y de BN\ B[N] relacio-
nadas con los conjuntos que son tanto abiertos como cerrados. A BN\ B[N] se le suele
llamar como la ampliacidn, el crecimiento o la corona de Ny se le suele denotar por N*.
Dichos resultados nos ayudardn a determinar varias funciones cardinales de BN.

3.1.9 Lema: Paratodo U< BN abierto se tiene que clgy (U) es abierto.

DEMOSTRACION: Sea U < BN abierto. Como B_I[U] es tanto abierto como cerrado
en Ny como B[B'[Ul] = BIN] n U ya que B es un encaje, por el corolario 2.3.6, tenemos
que

clgxs (B[B'1U1]) = clg (BINI NU) = clgry (@)

es tanto abierto como cerrado en BN. En particular, clgy(U) es abierto en BN. X

3.1.10 Teorema: Elespacio BN es cero-dimensional.

DEMOSTRACION: Sean U < BN abierto y p € U. Como BN es regular, existe V< N
abiertotalquepe Ve CIBN (V) € U. Por el lema anterior tenemos que CIBN (V) es abierto.
En conclusién, es posible encontrar una base de BN cuyos elementos son tanto abiertos
como cerrados. X

La siguiente proposicién exhibe la forma que tienen los subconjuntos de BN que son
tanto abiertos como cerrados.

3.1.11 Proposicién: Todo subconjunto tanto cerrado como abierto de BN es de la forma
CIBN(B[M]) para alguna M = N.

DEMOSTRACION: Sea U < BN tanto abierto como cerrado. Por ser abierto, U interse-
caa B[N] y, por ser cerrado, U es compacto. Consideremos a M = B [U]. Como B[M] S Uy
como U es cerrado, tenemos que CIBN(B[M]) < U. Por otro lado, como U es abierto y como
BIM] = BINI N U, tenemos que U\ clgy (B[M]) es un abierto de BN que no interseca a B[N],
implicando que sea vacio. Por lo tanto, clgy (BIM]) = U. X

Ahora determinaremos la forma de los subconjuntos de fN\ B[N] que son tanto ce-
rrados como abiertos en BN\ B[N].

3.1.12 Proposicién: Todo subconjunto no vacio tanto abierto como cerrado de BN\ B[N]
es dela forma clgy (BIA]) \ B[A] para alguna A € N infinita.

DEMOSTRACION: Sea U < BN\B[N] no vacio tanto abierto como cerrado en BN\ B[N].
Consideremos a f”: BN\ B[N] — [0,1] dada por

Q0 sipeU
fb(P)={ sip

1 sipgU,
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para cada p € BN \ B[N]. Como U es tanto abierto como cerrado, tenemos que f” es conti-
nua. De la proposicién 1.1.7, tenemos que BN\ B[N] es cerrado en BN. Invocando el teore-
ma de Tietze, tenemos que existe f: BN — [0,1] continua que extiende a f*. Consideremos
aA={neN:f(B(n) < ;}. Demostraremos que

U< clay(BIAD \ BIA]
yque  (BN\BINI)\Ucclgn(BIN\AD \BIN\AJ,

lo cual implicaria que U = clgy (BIA]) \ B[A] ya que, al ser Ay N\ A cerrados y ajenos en N,
por el corolario 2.3.2, tenemos que clgy (BIA]) y clgn (BIN \ A]) son ajenos en BN; ademds,
como B[N] = B[A] U B[N\ A], sucede que BN\ B[N] es la unién ajena de CIBN(B[A]) \BIA]y
de clgy (BIN\A]) \ B[N\ A].

Sea p € U. Entonces f(p) = 0. Como U < BN\ B[N], tenemos que p ¢ B[A]. Asi, para
ver que p € clgy(B[A]), basta ver que p es un punto de acumulacién de B[A] en BN. Sea
V < BN abierto en BN tal que p € V. Del hecho de que f es continua y f(p) = 0, tenemos que
Vnf[[0, )] es un abierto de BN que contiene a p. Al ser B[N] denso en BN, existen € N
tal que B(n) e Vnf~![[0,3)]. Entonces n € A, o cual implica que V interseca a B[A].

Ahora, sea p € (BN \ B[N]) \ U. Entonces f(p) = 1. Como (BN \ B[N])\U < BN\ B[N],
tenemos que p ¢ BIN\A]. Asi, para ver que p € clgy (BIN\A]), basta ver que p es un punto
de acumulacién de B[N\ A] en BN. Sea V < BN abierto en BN tal que p € V. Del hecho de
que fes continua y f(p) =1, tenemos que VN f~*[(3,1]] es un abierto de BN que contiene
ap. Al ser B[N] denso en BN, existe n € N tal que B(n) e Vnf~! [(%, 1]]. Entoncesn¢ A, lo
cual implica que Vinterseca a B[N\ A]. X

Por la proposicién anterior y por el teorema 3.1.5, tenemos el siguiente corolario.

3.1.13 Corolario: Sean A,B < N infinitos. Entonces CIBN (A)\BlA] y CIBN (B) \ B[B] son
ajenos si y solamente si AN B es finito.

Los siguientes lemas relacionados a la estrechez —tightness— de BN y a la celulari-
dad de BN\ B[N], nos servirdn para determinar varias funciones cardinales en BN y en

BN\ BIN].

3.1.14 Lema: Sea M < N infinito. Entonces existe una coleccién, cuya cardinalidad es
¢, de subconjuntos infinitos de M que son casi ajenos dos a dos, es decir, que la interseccién de
cualesquiera dos de sus elementos es finita. Por lo tanto, ¢ < ¢(BN \ B[N]).

DEMOSTRACION: Sea M < N infinito. Entonces M es numerable. Sea : M — Q una
biyeccién. Para cada x € R\ Q sea (q(x);)new una sucesiéon en Q creciente de tal manera
que (q(X)y)new converga a x. Para cada x € R\ Q sea Ey = ¢! [{9(0)y: 1 € w}] y considere-
mosaé = {Ex : x € R\Q}. Notemos que si x € R\Q, entonces Ey es un subconjunto infinito
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de M porque ¢ es una biyeccién y porque {q(x)n : 1 € w} es infinito al ser (q00)q)new cre-
ciente. Ademas, six,y € R\Q con x <y, entonces E NE, es finito porque, como @Y)nnew
es creciente, existe 1) € w de tal manera que si y1 < 1), entonces x < q(y); por lo tanto, Ex
y Ey son distintos, lo cual implica que £ es una coleccién de subconjuntos de M que son
casi ajenos dos a dos y tiene la misma cardinalidad de R\ Q, a saber, .

Para ver que ¢ < ¢(BN\B[N]), notemos que £’ = {CIBN(EX) \BIEy] : x € R\ Q} es una
coleccién de subconjuntos tanto abiertos como cerrados de BN\ B[N], gracias a la propo-
sicién 3.1.12, y son ajenos dos a dos gracias al corolario 3.1.13. Como || = ¢, tenemos que
&' esuna familia celular de BN\ B[N] de cardinalidad c. X

3.1.15 Lema: Existe p € BN\ B[N] de tal manera que ¢ < t(p, BN\ B[N]).

DEMOSTRACION: Sea C < BN\ B[N] no vacio tanto abierto como cerrado de BN\
BIN]. Invocando el lema 3.1.14, sea (Dy)qe. una sucesién de subconjuntos no vacios tanto
abiertos como cerrados de C ajenos dos a dos. Sea Cp € [C]<°. Entonces existe a € ¢ de
tal manera que D, N Cp = @. Notemos que si p € Dy, entonces C = BN\ B[N] es tal que
p € clgnpy (C) y Co € [CI=° es tal que p ¢ clgnpv (Co) ya que, al ser D, NCop = @, al ser
D, tanto abierto como cerrado en C y al ser C tanto abierto como cerrado en BN\ B[N],
sucede que CIBN\B[NI (Co) € Dgy. En conclusién, es imposible que t(p, BN\ B[N]) < ¢ para
todo p € Dy. X

La demostracién del lema anterior resulta mas sencilla que utilizando el lema 3.3.4
del articulo An Introduction to fw de Jan van Mill contenido en el titulo Handbook of Set-
Theoretic Topology [22] como lo sefiala Hodel en el segundo parrafo de la demostracién
del ejemplo 7.22 de su articulo Cardinal Functions I [19] contenido en el mismo titulo.

3.1.16 Corolario: ¢ <¢t(BN\B[N]).

Recordemos que para todo espacio X sucede que o(X) < wEL® ya que si Besuna
base para X cuya cardinalidad no rebase a w(X), entonces todo abierto de X puede expre-
sarse como la unién de una subcoleccién de B cuya cardinalidad no rebasa a hL(X).

3.1.17 Teorema: Para BN se tiene que

(1) ¢(BN) =wcuandop € {d,L,c,e}; que
(1) @(BN) =c cuando ¢ € {w,hd, hL, hc, x,t,}; y que
(i) o(BN) = 2",
DEMOSTRACION: (1) Como todas las funciones cardinales se suponen infinitas,
basta demostrar que d(BN) < w y que L(BN) < w. Dichas desigualdades se siguen de que
BIN] es denso en BN y de que BN es compacto.

(1) Como BN es compacto y Hausdorff, se tiene que x (BN) = $(BN) y t(BN) < s(BN).
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Asf, basta demostrar que w(BN) < ¢ y que ¢ < t(BN). Por el lema 2.2.1 tenemos que
w(pN) <240 =90 — ¢,

Por el corolario 3.1.16 y como la estrechez es una funcién cardinal monétona, es decir
que si Y es un subespacio de un espacio X, entonces t(Y) < t(X), tenemos que ¢ < t(BN).
(1) Como BN es T y tiene cardinalidad 2°, tenemos que

2° < o(BN) < w(BN)ME® = ¢¢ =7,
por lo que o(BN) = 2°. X

3.1.18 Teorema: Para BN\ B[N] se tiene que

(1) ¢(BN\BIN]) = wcuando ¢ € {L,e}.

(1) ¢(BN\BINI) = cuando ¢ € {w,hd, hL, x,t,9,hc,d,c}
(1) oBN\BIN]) =2°.

DEMOSTRACION: (1) Como todas las funciones cardinales se suponen infinitas,
basta demostrar L(BN \ B[N]) < w. Notemos que BN \ B[N] es compacto ya que es cerrado
en BN, lo cual implica L(BN\ B[N]) < w.

(1) Como BN\ B[N] es compacto y Hausdorff, se tiene que y(BN\B[N]) = (BN \
BINI) y t(BN\ BIN]) < hc(BN\ B[N]). Por lo tanto, basta demostrar que w(BN\B[N]) <,
que ¢ < t(BN\B[N]) y que ¢ < ¢(BN\BIN]). La primera desigualdad se sigue de que el peso
es una funcién cardinal monétona y las otras dos se siguen del corolario 3.1.16 y del lema
3.1.14, respectivamente.

(i) Como BN\BI[N] es Tp y la cardinalidad de los abiertos es una funcién cardinal
monétona, tenemos que |BN\ B[N]| < o(BN\ B[N]) < o(BN). Por los teoremas 3.1.5y 3.1.17,
tenemos que o(BN \ B[N]) = 2°. X

Espacios ordinales

La definicién de ntimero ordinal generaliza la idea de los nimeros naturales y abre
la puerta a los nimeros cardinales proporciondndonos una manera formal de contar los
elementos de un conjunto. Ademads, con ayuda del axioma de eleccidn, es posible probar
que todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un nico ordinal con el orden inducido
por la relacién de pertenencia. Por todo ésto, resulta natural estudiar las propiedades
resultantes de dotar de una topologia a los nimeros ordinales.

3.2.1Definiciones: Sea ay f3 ordinales tales que a < f. Sean

S(a, ) ={EeOrv:a<i<p},
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Sla, fl ={€€ Ord:a <& < B},
S, fl={€cOrd:a<E<p}
y  Sla,p)={fcOrd:a<i<p}.

Decimos que un conjunto es un segmento o un intervalo —cuando no hay confusién con los
intervalos de R— entre a y f3 si es un elemento de {S(a, ), S[a, B],S(a, B1,S[a, B)}.

3.2.2 Teorema: Sea {un ordinal tal que 1€ {. El conjunto

Br & {5gc:3a,ﬁe {(a<pASe {S[a,ﬁ),S(a,ﬁ),S(a,c)})}

es una base para alguna topologia de C.

DEMOSTRACION: Notemos que [JB; = { porque 5[0,1),5(0,0) € 5.

Ahora, sean By, By € B y supongamos que € € B; N B,. Tenemos nueve casos. Primer
caso. SiB; = S[0, $1) y B2 = S[0, B2) paraalgunos 1, B3 € {, entonces B3 = 5[0, min{f;, f2})
es tal que & € B3 < B; N By. Segundo caso. Si B; = S[0, 1) y Ba = S[ag, B2) para algunos
Pr1,az, B2 € {, entonces B = S(az, min{f, B2}) es tal que & € B3 < By N By. Tercer caso. Si
B; =S5[0,B1) y By = S(a2,{) para algunos ay, B2 € {, entonces Bz = S(ay, f1) es tal que § €
B3 € BiNBy. Cuarto caso. SiB; = S(ay, f1) y B2 = S[0, B2) para algunos a;, f1, B2 € {, enton-
ces este caso es analogo al segundo. Quinto caso. Si B; = S(ay, f1) y B = S(az, B2) para al-
gunos ay,dy, f1, B2 € §, entonces Bz = S(méax{oy, ap}, min{f, B2}) es tal que & € B3 < B;NBs.
Sexto caso. Si By = S(ay, 1) y Bz = S(az, ) para algunos a;,az, 81 € {, entonces este caso
es andlogo al anterior. Extrapolando los casos séptimo, octavo y noveno, resultan ser
anélogos al tercer, quinto y, valga la redundancia, quinto caso. X

Por lo tanto, la siguiente definicién queda justificada.

3.2.3 Definicién: Sea { un ordinal infinito. El espacio ordinal asociado a {, denotado
por [0,7), es el conjunto { dotado de la topologia cuyos elementos bdsicos son de la forma S[0, a),
S(a, B) 0S(B,Q) para algunos a, B € C.

Supongamos, para el resto del capitulo, que { es un ordinal infinito y que el simbolo
[0,0), adema4s de denotar meramente al espacio topoldgico, también denotard al conjun-
to Q.

El teorema siguiente proporciona las condiciones necesarias y suficientes para que
un espacio ordinal sea compacto y, con ello, se deduce que todo espacio ordinal es local-
mente compacto.

3.2.4 Teorema: El espacio [0,{) es compacto si y solamente si { es un ordinal sucesor.
DEMOSTRACION: [=] Supongamos, para llegar a una contradiccién, que { no es
un ordinal sucesor y consideremos alf = {S[0,%) : & < {}. Como ¢/ es una cubierta abierta
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de [0,0), existennn € wy §; € [0,{) paracadaie ntalque V = {S[O,Ei) (i€ 'r)} es una sub-
cubierta finita. Si j € w es tal que §; = max {& :ien}, entonces UV = 510,)), lo cual es
imposible porque §; + 1€ [0,0) \ 5[0,§)).

[<] Supongamos que p es el ordinal tal que { = p+1, que i/ es una cubierta abierta
de [0,0) y que

X={€€[0,0):3F € U™ (S[0,8] < UTF)}.
Notemos que si p € X, entonces existe un subconjunto finito F de ¢/ tal que S[0,p] = U3,
pero al ser [0,{) = 5[0, p], podemos deducir que I/ tiene una subcubierta finita. Ahora,
supongamos que p X y sea
p=min ([0, \X).

SeaUe U tal que u € Uy, como @ < u ya que es claro que 0 € X, existe § € S[0, u) de tal
manera que S(§, u] € U. Por cémo definimos a u, necesariamente sucede que & € X, por lo
que existe F € [U/]<* de tal manera que S[0] < UJF, pero entonces

S, ul < U(Fuiy),

implicando que p € X, lo cual es una contradiccién. X

3.2.5 Corolario: Elespacio [0, () es localmente compacto.

DEMOSTRACION: Sea & € [0,0). Si & es finito, notemos que {&} es una vecindad de
& cuya cerradura es compacta. Ahora, supongamos que  es infinito. Si§ +1¢€ [0,(), no-
temos que S[0,&] con la topologia de subespacio es homeomorfo a [0,§ +1), por lo que
resulta ser una vecindad de & cuya cerradura es compacta. Ahora, si&+1¢ [0,(), necesa-
riamente sucede que & +1 = { y notemos que [0,{) es una vecindad de § cuya cerradura
es compacta. X

La siguiente proposicién nos permitira caracterizar otras propiedades similares a
la compacidad en los espacios ordinales. Ademas, nos ayudara a determinar la compac-
tacién Stone-Cech de una subclase de espacios ordinales.

3.2.6 Proposicién: Si w < cf(Q), entonces para toda funcién continua f: [0,0) — R se
tiene que existe & € [0,{) de tal manera que f(§) = f(v) para todo v € S[§, Q).

DEMOSTRACION:  Supongamos que w < cf({) y sea f: [0,{) — R una funcién conti-
nua. Afirmamos que existe & € [0, ) tal que para toda n € N se puede encontrar &, € [0,])
tal que

1
If&) —f®)] < o

En efecto, supongamos, para generar una contradiccién, que existe m € N tal que para
toda & € [0,{) se puede encontrar & € [0,{) de tal manera que

1 /
o < If® &),
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Fijemos &; € [0,0). Ahora, sea n € N y supongamos que existe &, € [0,{) y definamos a
€..1 =&, +1. Hemos construido, de manera recursiva, una sucesién (§,)ney de tal manera
que&,,; =&, +1paratodane N. Consideremos a

o=sup({§,:neN}u{E, :neN})

y notemos que, al ser w < cf({), sucede que ¢ € [0,{). Ademds, como ¢ # @ ya que @ <
g +1=%, <o ycomo

u=f!

(f(o) —ﬁ,f(GH ﬁ)]

es un abierto de [0,{) que contiene a g, existe € € S[0, o) tal que S(§,0] = U, pero como §
no es cota superior de {&, :n€ N} U{&/ :n e N}, existe n € N tal que §,, y &, son elementos
de S(§, 0], implicando que

|f€n) —flo)| < ﬁ A |fE) —flo)| <ﬁ,

con lo que

1 , o111
5 = &) ~ &) < [f&) ~ f@)| - |flo) ~fE)] < —+ — =,
lo cual es imposible.
Consideremos ¢ = sup{, : n € N} y, como w < cf({), tenemos que o € [0,]). Ahora,
sea § € S[,{) y notemos que, para toda n € N, sucede que § y ¢ son elementos de S[§,,, ).
Por lo tanto, para toda n € N sucede que

)

1 1
Ifl0) — f®)] = |fle) - fE)| + |fE) - f®)| < o=

1
n
lo cual implica que f(o) = f(§). En consecuencia, f es acotada.

Antes de preguntarnos por la compactacién Stone-Cech de los espacios ordinales,
debemos asegurarnos de que dichos espacios son de Tychonoff. Para ello, determinare-
mos los axiomas de separacién que dichos espacios satisfacen utilizando los siguientes
lemas.

3.2.7 Lema: Paracada€ € [0,() sucede que {§} es cerrado.

DEMOSTRACION: Si & = 0, notemos que {§} = [0,0)\S(0,0). Si §+1 = {, notemos
que {&} = [0,0) \ S[0,v) siempre que exista v € [0,]) tal que § = v +1, pero si § es limite,
notemos que {&} = [0,{) \ U{S[0,v) : v < &}. Finalmente, si @ <& y § +1 < {, tenemos que
& =100,0\ (S[(/),v) USE+1, O) siempre que exista v € [0,{) tal que £ =v +1, perosi& es
limite, tenemos que {&} = [0,) \ (U{S[0,v) : v <& USE+1,0)). ®
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Recordemos que un espacio X es hereditariamente normal si todo subespacio es nor-
mal. Si para cualesquiera A, B < X separados —es decir, que A no contiene puntos de acu-
mulacién de B y viceversa— existen U,V € X abiertos y ajenos talesque ACUyBcCYV,
entonces X es hereditariamente normal. De hecho, dichas condiciones son equivalentes

[13, 2.17].

3.2.8 Lema: Elespacio [0,{) es hereditariamente normal.
DEMOSTRACION: Sean A y B conjuntos separados y no vacios de [0,0). Para cada
a €Ay cada € Bdefinimosa

U S(US[0,0) NB)),a] sia#0
e sia=0

—_ S(UIo, ) nA),B] sip#0
{0} sif=0.

Ahora, sean
U=U{Uy:a €A}

y V=U{vg:BeB}

y notemos que Uy V son abiertos tales que A € Uy B < V. Supongamos, para llegar a
una contradiccién, que existe § € Un V. Entonces existen a € Ay € B de tal manera
que & € Uy NVg. Primero notemos que, como A y B son separados, podemos suponer, sin
perder generalidad, que & < . Si a = 0, se implicaria de & € U, que & = 0, haciendo falso
que § € S(U(SI0, B) NA), B]. Por lo tanto, sucede que @ < a, implicando que

se@m$mwnmanm@wwmmmmﬁ”
Ahora, veamos que, como a € S[0, ) N A, sucede que a < J(S[0, ) N A), implicando que
a<US[0,f)nA) <E=<aqa,
lo cual es imposible. En conclusién, Uy V son ajenos. X
3.2.9 Teorema: Elespacio [0,() es To, T1, To, T3, T35, T4y Ts.

Las condiciones bajo las cuales un espacio ordinal es perfectamente normal se esca-
pan del interés de esta seccidn, pero son expuestas en el apéndice B.

De la proposicién 3.2.6 se puede deducir que si w < cf({), entonces [0,) es pseudo-
compacto. Ademads, ahora que sabemos que [0,{) es T4, con ayuda del teorema de Tietze
podemos ver que si [0,0) es pseudocompacto, entonces es numerablemente compacto.
Estos y otros resultados relacionados son sefialados en el siguiente teorema.
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3.2.10 Teorema: En [0,{) son equivalentes que
(1) [0, sea pseudocompacto; que
(1)  [0,7) sea numerablemente compacto; que
(1)  [0,Q) sea secuencialmente compacto; y que
(1v) {seaun ordinal sucesor o que w < cf(J).

DEMOSTRACION: [(1) = (11)] Supongamos, para llegar a una contradiccién, que
[0,0) no es numerablemente compacto. Entonces existe una sucesion (§,)ne, que no tie-
ne puntos de acumulacién, es decir, {§, : n € w} esdiscretoen [0,0). Seaf: {§,:new} =R
dada porf(&,) = n que resulta ser continua y veamos que, por el teorema de Tietze, existe
una funcién F: [0,{) — R continua tal que F(§,,) = f(§,,) para cada n € w, todo esto porque
[0,0) esun espacio T4 y {En ‘ne w} no tiene puntos de acumulacién. Finalmente, al ser F
una extensién de f, sucede que F no es acotada, contradiciendo el hecho de que [0,0) es
pseudocompacto.

(1) = ()] Sea (§p)yew una sucesioén en [0,7). Si {En : 1 € w} es finito, entonces
existe una subsucesién de (§y)yen que es convergente. Supongamos que {§, : 1) € w} es
infinito. Entonces existe ¢ € der ({§, : n € w}). Notemos que

0=sup({En:n€w}mS[®,a))

y que {&, : 1 € w} N S[0,0) es infinito numerable porque, de no serlo, sucederia que &
es el supremo de un conjunto finito, implicando que ¢ € {§, : n € w} N S[0,0), lo cual es
imposible. Asi, supongamos que

{8:n€w} = {8, :new}nS[0,0).

Seagy, = fo. Ahora, sea j € wy supongamos que existe §, € {6y : n € w}. Notemos que no
es posible que para todo 7 € w con 1), < 7 suceda que §, < Eml porque o serfa el supremo
del conjunto finito {§, :i < 1} NS[0,0). Entonces, escojamos a

&, ., €5(méx {En“’eﬂ}’a)

ut

tal que Ny < Mysr- De manera recursiva definimos a la subsucesién (En")‘ugw de (En),,e(,,
y notemos que si U es un abierto que contiene a o, existe § < ¢ tal que S[§, 0] < U, pero
como o = sup {f, : 1) € w}, existe A € w tal que & < 6 < g, por lo que para todo u € w tal
que A < u sucede que En“ € U, es decir, la sucesién (E,,M) pew CONVerge a o.

[(a11) = (1v)] Supongamos, para llegar a una contradiccién, que { es un ordinal li-
mite tal que cf({) < w, es decir, cf({) = w. Seaf: w — {una funcién estrictamente crecien-
te con flw] cofinal en {. Como [@,{) es secuencialmente compacto, existe una funcién
g: w — w estrictamente creciente de tal manera que fog es una sucesién que converge a,
digamos, § € [0,7). Como f[w] es cofinal en [0,]), existe n € w de tal manera que & < f(n),
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pero como g es estrictamente creciente, existe u € w de tal manera que 1 < g(u), por lo
que & < (feg)(w), lo cual hace imposible que fo g converja a § ya que dicha sucesién tam-
bién es estrictamente creciente.

[(@v) = (1] Si{es sucesor, se tiene que [0,{) es compacto, implicando ser pseudo-
compacto. Ahora, supongamos que w < cf({) yseaf: [0,{) — R una funcién continua. Por
la proposicién 3.2.6, existe § € [0,) tal que f(§) = f(v) para toda v € S[§,{). En consecuen-
cia, f es acotada. X

3.2.11Teorema: Seat: [0,0) — [0,{+1)lafunciéninclusiénde[0,{) en[0,{ +1). Siem-
pre que w < cf(Q), sucede que (1, [0,{ + 1)) es una compactacién Hausdorff mdxima de [0, ).

DEMOSTRACION: Como w < cf({), tenemos que { es un ordinal limite, por lo que
[0,Q) resulta ser denso en [@,{ +1). En consecuencia, al ser t un encaje, podemos deducir
que (1,[0,{ +1)) es una compactacién Hausdorff de [0, ).

Ahora, en virtud del teorema 2.3.1, sea f: [0,{) — [@,1] una funcién continua. Como
w < cf(Q), de la proposicién 3.2.6 podemos deducir que existe § € [0,) tal que f(§) = f(v)
para toda v € S[§,{). Notemos que si definimosa F: [0,{+1) — [0,1] por medio de

F(v):{f(v) siveS[0,Q)
f& siv=g,

resulta que F es una extensién continua de f, con lo que For =f. X

Por el teorema 3.2.4, tenemos que la compactacién Stone-Cech de [0,) es homeo-
morfa a [0,{) cuando { es sucesor. Ahora, si { es limite, el teorema anterior nos dice que
la compactacién Stone-Cech de [0,7) es [0, +1) cuando w < cf(J). El siguiente lema nos
servira para saber si la compactacién Stone-Cech de [0,]) es, al menos, homeomorfa a
algin otro espacio ordinal.

3.2.12 Lema: Si cf({) = w, entonces B[0, {) no es secuencialmente compacto.
DEMOSTRACION: Seaf: w — [0,{) una funcién creciente tal que f[w] sea cofinal en
[0,0). Notemos que, para cualquier funcién creciente g: w — w, se tiene que

Az{(fog)(m):newAn=0méd2}
y  B={(fog)(m):newAn=1méd2}

son dos subconjuntos de [0,{) cerrados y ajenos. Asi, dado que [0,{) es normal, por el
corolario 2.3.2, se tiene que B[A] y B[B] tienen cerraduras ajenas en B[0,(), implicando
que cualquier subsucesién de B ofno es convergente en [0, 7). X

Por 3.2.4 y por 3.2.10 podemos deducir lo siguiente.
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3.2.13 Proposicién: Si cf({) = w, entonces no existe un ordinal A de tal manera que
B[0,7) sea homeomorfoa [0, ).



APENDICE

A

CUBOS DE CANTOR Y DE TYCHONOFF

Recordemos que para todo cardinal infinito x, el cubo de Tychonoff de peso x, deno-
tado por I, es el producto cartesiano [0,1]" dotado de la topologia producto donde [0,1]
tiene la topologia euclidiana. De manera similar se define al cubo de Cantor de peso .

A.0.1Definiciones: Sea x un cardinal infinito. El cubo de Cantor de peso x, denotado
por D*, es el producto cartesiano 2" dotado de la topologia producto donde 2 tiene la topologia
discreta.

Enlo que resta del apéndice tendremos como supuesto que x es un cardinal infinito
y que para cada i € x, las funciones ;: I — [0,1] y a p;: 2 — 2 son las proyecciones

asociadas ai.

Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery
Notemos que
Bp = {ﬂ{pj_l [{o()}] :j e]} Jem U\ {@}Ade2" }

es una base para D*. De lo cual se sigue el siguiente lema que servira para demostrar
el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery relacionada con la densidad de espacios
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producto. Dicho teorema se debe a los mateméticos Edwin Hewitt (1920-1999), Edward
Marczewski (1907-1976) y al pseudénimo E. S. Pondiczery utilizado por Ralph P. Boas Jr.
(1921-1992).

A.lalema: wD") <n.

A.1.2 Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery: Sean A un cardinal infinito, S
un conjunto no vacio tal que S| < 2} y, para cada's € S, un espacio topoldgico X tal que d(X,) <
A. Entonces d(X) < A, donde X = {XS iSE S} estd dotado de la topologia producto.

DEMOSTRACION: Paracadas € S consideremos a D; € X denso en X; de tal manera
que |Ds| = d(X,). Sidefinimosa D =[1{D; : s € S}, entonces D es denso en X [13, 2.3.5] y, por
lo tanto,

dX) <d(D).

Por el axioma de eleccién, para cadas € S, al ser |Ds| < A, existe una funcién suprayectiva
fs: A — Ds que resulta ser continua cuando a A lo dotamos de la topologia discreta. Dote-
mos, entonces, a A con la topologfa discreta y consideremos a la funcién F: $* — D dada
por

F(x)(s) = fs(x(s))

para toda x € S*, la cual resulta ser suprayectiva y continua, por lo que [13, 1.4.10]
d) <d(sY).

Gracias a que |S| < 2*, podemos suponer, sin perder generalidad, que S < D*. Tomemos
a B una base de S tal que |B| < A, lo cual es posible porque S es subespacio de D* y, por
el lema anterior, w(D*) < A. Consideremos al conjunto JF de familias finitas de B cuyos
elementos son ajenos dos a dos y al conjunto D de funciones @: S — A con la propiedad
de que existe F € J tal que @, restringida a cada elemento de Fu {S\ UF}, es constante.
En concreto,

?:{F(—: [B]<°’:VB1,B2€F(B1#BZ:>BlnB2:¢)}
y D={0esh:IFeTVXeFu{s\UF} (Io1X)I<1)}.

Sea U c S un abierto no vacio, entonces existen] € [S]“\{@} y Ujc A paracadaje]de
tal manera que

Nip; (U] et U

donde p;s : S* ~ LAesla proyeccién asociada a s con s € S. Note que, al ser U no vacio,
sucede que Uj es no vacio para cada j € J. Ahora, para cada j € ] sea §; € Uj arbitrario y
consideremos a Bj € BB de tal manera que si j, k € J son distintos, entonces B; N B = @, lo
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cual es posible porque S es Ty. Entonces cualquier funcién @ € S* que sea constante en
S\U{B;:j€]J} y que @[B;] = {§;} para cadaj €], cumplird que ® € D, ya que ] es finito y

oen{p![Uj] jest U
En conclusién, D es denso en S y, al tener cardinalidad no mayor a A, deducimos que
ds™ <.
Finalmente concluimos que d(X) < A. X

Elsiguiente resultado concerniente a la celularidad de espacios productos, se dedu-
ce con facilidad del teorema anterior.

A.1.3 Corolario: Sean A un cardinal infinito, S un conjunto no vacio y X; un espacio
topoldgico tal que d(X;) < A para cadas € S. SiX =[1{X, : s € S}, entonces c(X) < \.

DEMOSTRACION:  Supongamos, para llegar a una contradiccién, que A < ¢(X). En-
tonces existe un cardinal y tal que A < u < c¢(X) y se puede encontrar V,, < X para cada
a € pu de tal manera que {V, : @ € u} es una familia celular en X de cardinalidad u. Supon-
gamos, sin perder generalidad, que para cada a € u existen J, € [S]<“ \ {¢} y un abierto
UJ.“ cX; para cadaj € J, tales que

Vo = ﬂ{Pj_l[U;‘] ] E]a}

donde p;: X — X; es la funcién proyeccién asociada a s, para cada s € S. Supongamos que
J2U{y @ e min{u,2*}} y consideremos a

Y=THxj:je ]}

Por el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery, teniendo que |J| < 2* y que dX) <A
para cadaj € ], podemos deducir que d(Y) < A. Ahora consideremos a

W = {pj[Va] : @ € min {u,2*}},

donde pj: X — [M{X;:j €]} es la proyeccién asociada a ], y notemos que W es una familia
celular en Y porque, de no serlo, existirfan a, f € min {u,2*} distintos tales que

Vel npy[Vp] # @,

implicando que existan f€ V,, y g € Vg de tal manera que f(j) = g(j) para cadaj €, lo cual
es imposible porque J, UJs ]y, al ser V, NV = @, sucede que f(j) # g(j) tanto en el caso
en quej € J, como en el caso en que j € J 3. Finalmente, deducimos que

min{u, 2"} = |W|<c® <d®) <},

lo cual es una contradiccién porque tanto u como 2* son mayores que A. X
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Funciones cardinales

A.2.1Teorema: Para el cubo de Tychonoff de peso « tenemos que
(1) ¢U™) =ncuando ¢ € {w,hd,hL, hc,t,, x}; que
() dd*) =logw) =min{leCar:n< 2}‘}; y que
() @) = wcuando ¢ € {c,e,L}.
DEMOSTRACION: (1) Notemos que, gracias al teorema 0.0.8, es suficiente demos-
trar que w(I*) < x, que x < s(I) y que x < min {t(I"), p(I")}.
Veamos que w(I") < x ya que

By = {ﬂ{n-]fl [B(@(), 55| €T} Te e\ ig) AN N A D€ [0,1]n}

es una base para de I de cardinalidad x gracias a que una base para la topologia eucli-
diana en [0, 1] es el conjunto de bolas abiertas con centro en algiin punto de [0,1] N Q de
radio racional.

Ahora, para cada a € , sea f, € I dada por

1 sii=
fa(i)={ sii=a

0 siifa
y notemos que {f, : @ € x} es un discreto de I, ya que

m (] N {fa: e et = {fi}

para cadai € , de cardinalidad «. Por lo tanto x < s(I").

Para ver que x < (I*), supongamos que existe f € I" tal que P(f,I*) < ». Entonces
existe una pseudobase V = {V, : a € A} para fen I" de cardinalidad A donde A < x. Note-
mos que para cada o € A existen J, € [x]<“\ {@} y UJ"‘ < [0,1] abierto para cadaj € J, de tal
manera que

fen{n;'[U7] j€Ja} S Va.

Escojamosa ff € u\U{Jy:a € A} yax € [0,1]\ {f(f)}, lo cual es posible porque, al ser A <
v J« finito para cada a € A, entonces U{J, : @ € A} no supera en cardinalidad a « y porque
[0,1] es infinito. Si definimos a g € I* por

40 = {f(i) sii#f

X sii=p,
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entonces sucede que g #fy que
gen{nin; [U7] jeat raedt ey ={f},

lo cual genera la contradiccién que buscédbamos.
Finalmente, para ver que x < t(I"), demostraremos que x < t(f,I*) donde f € I" es tal
que f[x] = {0}. Ahora, para cada ] € [1]<“ \ {¢} definamos a f; € I" dada por

0 sijej

M=
iU {1 sijg],

yseaC={fj:J€ [x]<“\{g}}. Es claro que f € cl(C) y que |C| = x. Entonces, sea Co < C tal
que |Col < t(f,I") y f € cl(Cp). Demostraremos que < |Cp| supongamos, para llegar a una
contradiccién, que A = |Cp| < x para algin cardinal A, entonces existe J; € [] <\ {@} para
cadaie A de tal manera que

Co={ffeC:IieA (=]}

Consideremos aJ = U{J; : i € A} y veamos que, como A < i y J; es finito para cadai€ A,

sucede que J no supera en cardinalidad a . Ahora, sea] € [k \]]<“\ {@} y notemos que
Nim[[0,3)] e’}

es un abierto que contiene a f pero que no interseca a Cp, lo cual es imposible. En conse-

cuencia, 1 < |Co| < t(f,I") < t(I").

(1) Por el teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery tenemos que d(I*) < log(x)
ya que x < 2189 y por que d([0,1]) < log(x). Ademés, como I* es regular, podemos invo-
car el teorema de Groot para deducir que x < 24 1o cual implica que log(n) < d(I*).

(1) Gracias al teorema ©.0.8 y al hecho de que todas las funciones cardinales son
infinitas, es suficiente demostrar que L(I") < w y que c¢(I"), Primero, al ser I* compacto,
tenemos que L(I*) < w. Ademads, por el corolario A.1.3 y por el hecho de que d([0,1]) = w,
tenemos que c(I") < w. X

Compacidad secuencial

Como bien sabemos, el producto de una cantidad numerable de espacios secuen-
cialmente compactos resulta en un espacio secuencialmente compacto [13, 3.10.35], por
lo que tanto D® como I son secuencialmente compactos. Como 2 con la topologia dis-
creta es un subespacio cerrado de [0,1] con la topologia euclideana, tenemos que D* es
homeomorfo a un subconjunto cerrado de I*. Ademads, recordemos que la compacidad
secuencial se hereda a subconjuntos cerrados.
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A3.1Teorema: El cubo de Cantor de peso ¢ no es secuencialmente compacto.
DEMOSTRACION: Consideremosa ¢: ¢ — 2° una biyecciénya 0: 2° — ¢ su respec-
tiva funcién inversa. Para cada 1) € w, definamos a f; € D por

fn@ = 9@ ()

y sea (fy, )pew una subsucesién de (fy)yew- Sean

A={n,€w:p=0mod2}
y B={n,€w:p=1mod2}

y definamos a k € 2% por

Como fm‘ Ok) = k(nu), tenemos que

{fn, :n, €A} Spgg [10}],
yque  {fy, i1, €B} Spyg, W],

pero como py, [{0}] ¥ pgy, [{] son cerrados y ajenos en D, entonces {fn, . €Aty
{f,qli Ny € B} tienen cerraduras ajenas en D, lo cual hace imposible que (fm‘) j€w S€a con-
vergente. En conclusién, al ser (fnu) uew Una subsucesién arbitraria de (fy) uew, deducimos
que (fy) uew NO tiene subsucesiones convergentes, lo cual implica que D no es secuencial-
mente compacto. X

Entonces, si ¢ < «, sucede que tanto D* como I" no son secuencialmente compactos.
Siincluimos a la hipétesis del continuo en nuestros axiomas, deducimos facilmente que
D" es secuencialmente compacto si y solamente si x = w y, por lo tanto, I" es secuencial-
mente compacto si y solamente si x = w.

Los siguientes resultados nos llevardn a la conclusién de que todo espacio compacto
y T cuya cardinalidad sea menor que 2“! resulta ser secuencialmente compacto, lo cual
podria hacernos intuir que 2°! debe de ser compacto sin importar la existencia de la
hipétesis del continuo en nuestros axiomas.

A3.2Lema: Sean A un cardinal infinito y X un espacio topoldgico con la propiedad de
que X es la interseccién de una cantidad menor a A de abiertos de un espacio tanto compacto
como T. Si para todo x € X sucede que A < y(x,X), entonces 2t < 1X].

DEMOSTRACION: Sean (K, ) un espacio tanto compacto como T y 6 un cardinal
tal que 6 < A. Supongamos que para cada & € 0 existe Uz < K abierto con la propiedad
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de que X = N{Ug : § € 6} y digamos que Tx la topologia que X hereda de K. Definamos a
0o: 2% — Tx por Op(®) = X y notemos que Op es una funcién porque 2% = {@} y es tal que
para toda f € 2% sucede que

MN{Os(flp): Bel} # 0.

Sea o € A y supongamos que para cada § € a + 1 existe una funcién Op: 2P — Tx de
tal manera que si f € 2%, entonces

N{0p(flp): Bea+1} £ 0.

Sea, paracada ff € a+1, una funciénPs: 2P — Ty tal que P4 (f)nX = Op(f) para cadafe 2°.
Dicha funcién existe porque Tx es la topologia que X hereda como subespacio de (K, Zx).
Seanfe2*ty

xeﬂ{Oﬁ(ﬂﬁ) :fea+1l.
Como K es tanto compacto como Hausdorff, entonces es un espacio Ty, por lo que, para
cada € 0, existe Vr € T tal que
xeVgc CIK(VE) cU:.

Ademds, para cada § € o +1 existe Vg, g € Tk tal que

xeVg,p<s CIK(V9+/3) gpﬁ(ﬂﬁ)‘

Notemos que {Vz NX:& € 6+ (¢ +1)} no puede ser una pseudobase local en X de x ya que,
de lo contrario, sucederia que

PX) < {VenX:Eeb+ @+ D} < |0+ (@+D| <A< x(xX),

lo cual es imposible porque, al ser X tanto compacto como Hausdorff, (x,X) = y(x,X).
Sea

ye(M{VenX:Eeb+ (@+D})\ {x}.
Como N { clg(Vy) : &€ 9} cXes cerrado en K, del lema de Urysohn deducimos que existe
una funcién F: N{clg(Ve) : € € € € 6} — [0,1] continua de tal manera que F[{x}] < {0} y
que F[{y}] < {1}. Definamos a

f[0,3)]NVoss sif=0
(1] NVey, sif=1

Como N{clk(Vz) :§ € € € B} =X es cerrado en K, la cerradura en N{clg(V¢) : § € € € 6} de
cualquier conjunto coincide con la cerradura en X de dicho conjunto. Ademas, como F es
continua y Vg, € 7x, tenemos que Oq+1(f) € Zx, que

clg (0g+1(N) = clx (Og+1(),

Oa+1(f) = {
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que  clx(0as1(f],u{@@})) =f [0, 2] Nelk(Vpig)
yque  clx(Oas(fl,u{@D})) =f[[2,1]] nclg(Voyq).

Por lo tanto, al ser [0, 1] y [2,1] ajenos, sucede que
clx (Ogr1(flq U {(@, @})) Uclx (Ogs1(fl, U { (@, D}) f|
yque  clx(0as1(f|, U {(@@})) nelx (0asi(fly U {(a, l)}))
También notemos que
m{oﬁ(ﬂﬁ) fe@+D)+1} £
debido a que x € Oy+1(f) cuando f(a) = 0, a que y € Oq+1(f) cuando f(a) =1y aque
oyt sN{VenX:E€b+(a+D} =
= (N{venX:Zeb})n(N{Vg,pnX:fea+l})c
=Xn(N{Ps(flg) nX: Bea+1}) =
= ﬂ{Oﬁ(ﬂﬁ) :fea+1}.

Ahora, sea y € A un ordinal limite y supongamos que para cada o € y existe una
funcién Oy : 2% — Tx de tal manera que si f € 2%, entonces

clk (Oa+1(f) = clx (Oa+1(H),
clx (Og+1(fl U {(@, @})) Uclx (Ogs1(f], U {(@,D})) < O f|
clx (0u+1(fl, U {(@,0)})) nelx (Oa+1(fl, U {(@, D)) =
y  N{0p(fls): Bea+1} #o.

Definamos a Oy: 2¥ — 7x tal que Oy(f) = X para toda f € 2. Escojamos afe 2 yaF e
[suc(y)]=? \ {@} y notemos que

@ #M{0x(fl,) : « € méxF +1} = N{clk (04(fl,)) : @ € F},

con lo que {clK(Oa (fla)) : @ € suc (y)} tiene la propiedad de la interseccién finita. Como K
es compacto y como clg (O (flx)) = clx (O« (flx)) para todo a € suc(y), por el teorema 0.0.9
tenemos que

N{clx (0a(fl,)) : 2 € sucy)} # @

y, como clx(Og+1(fla+1)) S 04 (fly) para todo o € y, tenemos que

(el (Oafl,)) e sucty)} € PHO(fl,) e 7,
porlo que, al ser O, (f) =X, concluimos que

N{0u(f],): ey +1} # 2.
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Por recursién transfinita, para cada a € A hemos definoa Oy : 2% — 7x de tal manera
que sif € 2%, entonces

clg (0a+1(f) = clx (Oxs1 (),
MOMJIMWWWUWOMJIMWDWE%W)
clx (Og+1(fl U {(@, @})) Nclx (Ogr1(fl, U {(@,D})) =
y  Mos(flg):Bea+1}#g.

Notemos que si f € 2%, por un procedimiento analogo al caso en que y € A es un ordi-
nal limite, entonces

M0u(fl,) e 2t # .
Asi, definamos a @: 2* — X tal que

() € N{0a(f],) : 2 € A}

ya0: 25%® _ 22 de tal manera que

fla) siaesuc(d)
0 sia€lim(A) u{Q}.

o) (@ ={

Sean f,g € 2™ distintos. Entonces tales que f(a) # g(&) para algin o € suc(}). Veamos
que (O(f)) # ®(O(g)) ya que si u = minfa € suc(A) : fla) # g(a)}, entonces

D(O(f) € Oprr (0N [, U {(w f(w1)}),
2(0(9) € 04+1(0@ |, U {(, g()})
y o clx(Oun (0], u{w fun})) nelx (Ous1(0@ |, v {k. g4)})) =

Por lo tanto, ® o O es una funcién inyectiva, con lo que 2* = |25“C(}‘) | < 1x]. X

A3.3Lema: Sean a un ordinal y X un espacio tanto compacto como Ty, de tal manera
que wy < |X| < 2%, Entonces existe ¢: wy+1 — X inyectiva tal que X tiene una base local en
¢(&) cuya cardinalidad no rebasa a w,.

DEMOSTRACION: Por el lema anterior, existe xp € X de tal manera que existe una
base local Bg de xp tal que |Bp| < wy+1, 0 equivalentemente, que |Bp| < w,.

Seaa € wq11\{0} y supongamos que para todo§ € a estd definido x; € X de tal manera
que existe una base local By de x; tal que |Bz| < w,. Como X es un espacio Ty, para cada
§ € a tenemos que X\ {xz} es un abierto de X. Debido a que || < wy ¥ a que wg41 < X],
también tenemos que (N {X\{x¢} : £ € a} no es vacio. Por el lema anterior podemos deducir
que existe

Xq € X\ {xg}: S a}
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de tal manera que se puede encontrar una base local B, de x, tal que |By| < wy+1, 0
equivalentemente, que | By| < wgy. Por recursién transfinita, hemos definido una funcién
¢: we+1 — X tal que, para cada o € wy+1, sucede que ¢p(a) = x,, y existe B, una base local
de x, tal que |By| < . Ademads, si @, f € w; son distintos, sucede que x4 # xg, por lo que
¢ es inyectiva. X

A3.4Teorema: SeaXun espacio compactoy Ty tal que |X| < 2%1. Entonces X es secuen-
cialmente compacto.

DEMOSTRACION:  Sea (Xy)new Una sucesién en X. Si {x, : 1) € } es finito, es facil ver
que (xy)ye tiene una subsucesién convergente. Supongamos que {xn :71) € w} es infinito
y consideremos a C como la cerradura de dicho conjunto en X y dotémoslo de la topologia
de subespacio.

Supongamos que C es numerable. Entonces C es primero numerable. Ademas, como
X es compacto y T, podemos deducir que C es numerablemente compacto y Tz, pero
como también es primero numerable, inferimos que es secuencialmente compacto, lo
cual es suficiente para que exista una subsucesién de (xy)4e, que sea convergente.

Ahora, supongamos que Cno es numerable, entonces w; < |C| < 2“!. Por el lema ante-
rior, podemos deducir que existe una cantidad no numerable de puntos de C que tienen
una base local cuya cardinalidad no rebasa a w. Entonces, al ser {x,, : 1) € w} numerable,
deben existir x € C\ {x, : 1 € w} y B una base local de x tal que |B| < w. Supongamos, sin
perder generalidad, que B = {B;, : 1) € w}. Como x € C\ {x;, : 1) € w}, podemos deducir que
x es un punto de acumulacién de {x, : 1 € w}, ya que C es la cerradura de dicho conjunto.
Entonces, para cada u € w, existe Xn, €By, lo cual implica que (Xp,)pew converjaax. X

A pesar de que, gracias al teorema anterior, para todo A € w; sucede que D* es se-
cuencialmente compacto. Cabe mencionar que la compacidad secuencial de D®! es inde-
pendiente de ZFC [s].

Propiedades universales

Como demostramos en el capitulo 1, el cubo de Tychonoff de peso x es universal
para la clase de espacios Tychonoff de peso . Tychonoff utilizé, en 1930 [29], un caso
particular del teorema de la diagonal para demostrar su versién del teorema 1.1.2 —que
es exactamente la misma a la nuestra pero la manera en que la escribi6, aparte de estar
en alemdn, es diferente—. Los siguientes corolarios se siguen del teorema 1.1.2.

A.4.1Corolario: Elcubode Tychonoff de peso r es universal para todos los espacios tanto
compactos como Hausdorff de peso 1.
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A.4.2 Corolario: Unespacio topoldgico es Tychonoff si y solamente si es encajable en un
espacio tanto compacto como Hausdor{f.

Otro resultado importante se sigue del hecho de que todo espacio tanto segundo
numerable como T3 es Ty [13, 1.5.16], de que el producto topolégico de una cantidad nu-
merable de espacios separables es separable [13, 2.3.5] y de que el producto topolégico de
una cantidad numerable de espacios métricos es metrizable [13, 4.2.2]. Dicho teorema
fue demostrado por Tychonoff en 1926 [28] pero lleva el nombre de Urysohn porque en
un articulo péstumo de él publicado en 1925 [30] demostré que todo espacio tanto segun-
do numerable como T4 es metrizable.

A.4.3 Teorema de metrizacién de Urysohn: SeaXun espacio topolégico T;. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) ElespacioX es sequndo numerable y Ts.
(11) Elespacio X es homeomorfo a un subespacio del cubo de Tychonoff de peso w.
(1)  Elespacio X es separable y metrizable.

A.4.4 Teorema: El cubo de Cantor de peso x es universal para todos los espacios To y
cero-dimensionales de peso .

DEMOSTRACION: Sea (X,7) un espacio cero-dimensional Ty de peso x. Considere-
mos a B una base de conjuntos que son tanto abiertos como cerrados cuya cardinalidad
no sea mayor a x y definamos, para cadaB€ B, afg: X — 2 dada por

QO sixeB
1 six¢B.

fa(x) = {
Si dotamos a 2 con la topologia discreta, tenemos que A {fs : B € B}: X — 25 es continua.
Ademas, como X es un espacio Tp y
Bcifz'lUl:BeBAUE p(2)},

tenemos que {fs : B € B} separa puntos y genera a la topologfa de X, implicando que X sea
homeomorfo a un subespacio de 2°. Finalmente, notemos que D'?! es homeomorfo a 25
y, a su vez, a un subespacio de D*. X
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APENDICE

NORMALIDAD PERFECTA EN LOS ESPACIOS
ORDINALES

Supongamos que { es un ordinal infinito. Recordemos que un espacio X es perfecta-
mente normal si para cualesquiera F,G € X cerrados y ajenos existe f: X — [0,1] continua
de tal manera que F={"![{0}] y G = f![{1}]. Ademds, siX es T}, decimos que X es T. Por
el lema de Urysohn tenemos que si X es T, entonces todo subconjunto cerrado de X es
Gs v, por otro lado, si todo subconjunto cerrado de X es Gg, entonces X es perfectamente
normal. Para determinar las condiciones bajo las cuales un espacio ordinal es perfecta-
mente normal, necesitamos del teorema de Fodor.

B.0.1 Teorema de Fodor [14]: Sean y un ordinal limite con w < cf(y), S un conjunto
estacionariode y y f: S — y una funcién regresiva. Entonces existen o € y y un conjunto T < S
estacionario en y tales que f(§) < a paratodo & € T.

En particular, siy es reqular, existe o € y tal que f -1 [{a}] es estacionario en y.

Unicamente al tltimo parrafo del teorema anterior es lo que comiinmente se le co-
noce como teorema de Fodor [20, 8.7] o Pressing-Down Lemma [21, 6.15] y su demostracién
directa [17, 10.66, 10.68, 10.71 & 10.73] es estudiada en cualquier curso intermedio de teo-
ria de conjuntos.

B.o.2 Teorema: Elespacio [0,0) es perfectamente normal siy solamente si { < w;.
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DEMOSTRACION: [=] Como [0,Q) es T}, tenemos que todo subconjunto cerrado de
[0,0) es Gg. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que w; < {. Si w; < {, tenemos
que {w1} es un conjunto cerrado de [0,7), y, al ser [@,{) un espacio T;, tenemos que {w;}
es un conjunto Gg, por lo que existe un abierto Uy para cada 1) € w de tal manera que

{or}= m Un.

NeEw

Como w; es limite, para cada 1) € w existe En < w; tal que S[En, w1] € Uy. Notemos que si
& <w, al ser & ¢ {w;}, existe n € w tal que § ¢ Uy, con lo que & ¢ S[€,,, w;], implicando que
§ <&,. Porlotanto, si definimos af: w — & como f(n) = &, para cadan € w, tendremos que
flw] es cofinal en wy, lo cual es imposible porque w < cf(w;).

Ahora, supongamos que w; = {. Como der([@,w;)) es cerrado, existe un abierto Uy
para cada n € w de tal manera que

der ([0, w)) = [ Un.
new
Sean € wy definamos a f: der([0,w;)) — w; tal que f,(y) <y y Slfy(y),y] < Uy para cada
y € der([0,w;)). Entonces ff) es una funcién regresiva. Por el teorema de Fodor, existe
&y € [0, w1) de tal manera que f; ! [{€y}] es un conjunto estacionario de [0, w;). Notemos
que siv € S[,,0), al ser S[v,{) un club de [0, w;), existe O € f,‘,l[{fn}] NS[v,{), pero como
S[fy(6),61 < Uy y f(6) = En <v <0, se tiene que v € Uy. Por lo tanto S[En,() € Uy,. Ahora,
como w < cf(w;), entonces si§ = sup {En ‘ne w}, sucede que & € [0,w;) yestalque S[§,{) =
U, para cada n € w, con lo que

E+1€S[E Q) < [ Uy =der([0,w),

NeEw

lo cual es imposible.
[<] SeaUun abierto de [0,7). Notemos que

u=U@®

geU

y, al ser U numerable y {§} cerrado para cada & € U, sucede que U es un conjunto Fs. Como
U fue arbitrario, podemos deducir que [0,) es perfectamente normal. X

B.o.3 Corolario: Elespacio [0,) es T siy solamente si { < w;.
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C

FUNCIONES CARDINALES

Supongamos que X es un espacio topolégico. El peso de X, denotado por w(X) es la
minima cardinalidad que una base de X puede tener. Una funcién cardinal que siempre
domina al peso y que usualmente domina a |X| es 0(X), definido como la cardinalidad de
los abiertos de X.

La densidad de X, denotada por d(X) es la minima cardinalidad que un denso en X
puede tener. Claramente, X es separable si y solamente si d(X) = w. Si D < X es denso,
entonces todo subconjunto de {int (cl(A)) tAc D} es un abierto regular de X. Del hecho
anterior y de que los abiertos regulares forman una base para X dado el caso en que X es
regular, se puede deducir el teorema de Groot.

Recordemos que una coleccién de abiertos no vacios de X ajenos dos a dos esllamada
una familia celular. La celularidad de X, denotada por c(X), es el supremo de las cardina-
lidades de todas las familias celulares de X. Se dice que X satisface la condicién de cadena
contable siy solamente si c(X) = .

El esparcimiento o spread de X, denotado por s(X), es el supremo de las cardinalida-
des de todos los subconjuntos discretos de X.

El grado de Lindeléf de X, denotado por L(X), es el minimo cardinal « tal que toda
cubierta abierta de X tiene una subcubierta cuya cardinalidad no supera a x. Notemos
que X es Lindeldf si y solamente si L(X) = w.

Una generalizacién del grado de Lindeldf es 1a extension o extent de X, denotado por
e(X), y definido como el supremo de las cardinalidad de todos los subconjuntos cerrados
y discretos de X.
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Una funcién cardinal ¢ es monétona si ¢(Y) < ¢(X) para cada subespacio Y de X. De
las funciones cardinales retomadas hasta el momento, el peso y el esparcimiento son
funciones monétonas mientras que la densidad, la celularidad, el grado de Lindeléf'y la
extensién no lo son. A propdsito, la celularidad es monétona para subconjuntos abier-
tos y en densos; la densidad es monétona para subconjuntos abiertos; y tanto el grado
de Lindel6f como la extensién son mondtonos para subconjuntos cerrados. Para cada
funcién cardinal ¢ no mondtona, existe otra funcién h¢ definida como el supremo de
{q>(Y) :Yc X} Como hc(X) = he(X) = s(X), hemos introducido dos nuevas funciones car-
dinales, a saber, hd y hL, conocidas como densidad hereditaria y grado de Lindeldf here-
ditario, respectivamente.

Las funciones cardinales introducidas anteriormente son globales, es decir, su de-
finicién es basada en una propiedad topoldgica que proporciona informacién global del
espacio. Ahora, introduciremos funciones cardinales basadas en propiedades locales del
espacio. Seax € X.

El cardcter de x en X, denotado por y(x,X), es la minima cardinalidad que una base
local para x en X puede tener.

Recordemos que una coleccién V de vecindades no vacias de X es una pseudobase
paraxenXsiN {V: Ve V} = {x}. El pseudocardcter de x en X, denotado por {(x,X), es la
minima cardinalidad que una pseudobase para x en X puede tener. Notemos que (x,X)
solamente estd definida cuando X es Tj.

La estrechez o tightness de x en X, denotado por t(x,X), es el minimo cardinal x tal
que para todo C € {Y € X : x € clx(Y)} existe Cp € [C]=" tal que x € clx(Cp). No se deje
impresionar porla definicién de t(x,X); recuerde que siX es un espacio métrico, entonces
six € clx(C) con x € Xy C <X, existe una sucesién (x;)ne, —claramente de longitud w—
en C que converge a x, por lo que si Cp = {x,, : 1) € w}, tenemos que Cp € [CI=? y que
x € clx(Cop). Como esta propiedad no es satisfecha por cualquier espacio topolégico, es
natural preguntarser por el minimo cardinal x tal que si x € clx(C) conx e Xy C < X,
entonces existe una sucesién de longitud x en C que converge a x. Dicho cardinal es la
estrechez de X en x.

Finalmente, definimos al cardcter de X como y(X) = sup {x(p,X) : p € X}, al pseudo-
cardcter de X como P(X) = sup{§(p,X) : p € X} y a la extrechez o tightness de X como
t(X) = sup {t(p,X) : pe X}.

Todas las funciones cardinales se suponen infinitas, por lo que en la definicién de
cada una de ellas debe entenderse que dicho cardinal es mayor a w. Esto puede forzarse
uniendo el conjunto w a cada cardinal.
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