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Prefacio

Actualmente, la teoria de los procesos estocdsticos se ha desarrollado prolifica-
mente de manera que se ha logrado conectar otras teorias matemadticas con la
teoria de los procesos estocdsticos hasta el punto de combinar técnicas matemati-
cas de la probabilidad, cédlculo, dlgebra lineal, teoria de conjuntos y topologia
como también del andlisis matemdtico como lo es la teoria de la medida y anélisis
funcional. Un ejemplo de esto puede observarse en la Teoria del Potencial prob-
abilistica la cual es una rama de los procesos estocasticos que desarrolla y define
conceptos de procedencia tedrica potencial en términos probabilisticos. Una dis-
cusion general sobre el tema se aborda en el capitulo introductorio de este texto.

En particular, sobre la Teoria del Potencial probabilistica es dificil encontrar
fuentes bibliograficas sobre el tdpico en el idioma espafiol y los cursos regulares
de procesos estocésticos no abordan esta teoria de manera que este estudio pre-
tende ser una fuente de referencia introductoria mediante un recuento sistematico
de los principales resultados de la teoria en un contexto adecuado para las cadenas
de Markov. En consecuencia, se asumen conocimientos generales sobre la Teoria
de cadenas de Markov a tiempo discreto y probabilidad. En particular, las cadenas
de Markov son una clase especial de procesos estocasticos que se definen a partir
de un espacio de estados discreto y suelen presentarse con pardmetro de tiempo
discreto o continuo. Debido a esta razon, para estudiar las propiedades poten-
ciales de las cadenas de Markov es necesario introducir a las cadenas de Markov a
tiempo continuo de manera que se dedica una seccion completa al estudio de esta
clase de procesos estocdsticos.

La estructura de la tesis se presenta de la siguiente manera; el Capitulo (1] pre-
senta una discusion introductoria sobre la Teoria del Potencial y su conexion con
la probabilidad y los preliminares del texto, revisando las nociones bésicas acerca
de la teorfa de la medida y probabilidad. En el Capitulo[2]revisamos con detalle la
version continua de las cadenas de Markov estableciendo las propiedades basicas
y caracteristicas de esta clase de procesos siguiendo los principales resultados de

11



PREFACIO v

su andlogo discreto y brindando una definicién formal de ellas. En el Capitulo [3]
iniciamos de manera formal el estudio de la Teoria del Potencial a través de con-
ceptos como el potencial, la funcién de Green y el resolvente, en un contexto ade-
cuado para las cadenas de Markov. En el Capitulo 4| revisamos una aplicacion de
la Teoria Potencial para cadenas de Markov con la intencién de hacer evidente la
conexion entre cadenas de Markov y la Teoria del Potencial, redefiniendo los com-
ponentes de una red eléctrica en términos probabilisticos, describiendo el voltaje y
corriente en términos cuantitativos de caminatas aleatorias en graficas no dirigidas
basdndonos en el problema de Dirichlet discreto. En el capitulo[5] con base a esta
relacion se propone un algoritmo para realizar una aproximacion a a la funcién
que soluciona el problema de Dirichlet en su version discreta mediante técnicas
de simulacién estocdstica basdndonos en la teoria revisada para asi aportar con un
método numérico que resuelve el problema. Finalmente, en las dis-
cutimos de manera general los resultados de este estudio dirigiendo la discusion a
temas avanzados en cadenas de Markov.

Para el estudio de cadenas de Markov a tiempo continuo se siguen las ideas
del autor Norris en [Nor97] complementando ciertos aspectos técnicos presenta-
dos en [Doo90]] por el autor Doob y por el autor Kai Lai Chung en [[Chu60]]. Para
la introduccion a la Teoria del Potencial de manera similar se sigue [Nor97|] para
finalmente avanzar con las ideas presentadas en las fuentes [DS00], [Danl7] y
[Rus97]] para la Teoria de Redes Eléctricas. El objetivo de esta tesis es el de pre-
sentar una vision general de estas ideas, aportando demostraciones rigurosas con
el fin de contribuir al estudio de las cadenas de Markov y la Teoria del Potencial.



Capitulo 1

Ideas preliminares

En este capitulo se presenta una discusion introductoria con respecto a la Teoria
del Potencial y las Cadenas de Markov.

1.1 Introduccion

. Qué es la Teoria del Potencial?

La Teoria del Potencial surge de la fisica matemética como parte del desarrollo en
la Teoria de la Gravitacion Universal y la Electrostatica. No obstante, esta teoria
es relevante para resolver una amplia gama de problemas tanto en la fisica como
en las matemadticas. El concepto potencial surge de la idea que las fuerzas fun-
damentales de la naturaleza se derivan de potenciales que satisfacen la ecuacién
de Laplace y sus generalizaciones. En la actualidad, el estudio basado en pro-
piedades de otros tipos de potenciales ha adquirido un significado independi-
ente donde la Teoria del Potencial moderna se caracteriza por la aplicacion de
métodos matematicos que combinan nociones de topologia y andlisis funcional
acompafada del uso de métodos axiomdticos que formalizan el contexto en el que
puede ser aplicado. Especificamente, la Teoria del Potencial se centra en el estudio
de la ecuacion de Laplace y sus generalizaciones. En matematicas la ecuacion de
Laplace es una ecuacion diferencial parcial relevante en varias ramas de la fisica
que a menudo suele presentarse de dos maneras:

Af =0, Vif=0,

en donde
A=VeV=V2
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es el operador de Laplace, Ve es el operador divergencia, V es el operador gra-
diente y f es una funcién dos veces diferenciable. Las soluciones o funciones
que satisfacen estd ecuacion y sus generalizaciones en general son llamados po-
tenciales y en particular las ecuaciones que resuelven a la ecuacion de Laplace
son llamadas funciones harménicas. Cuando el lado derecho de la ecuacién se
especifica una funcién s, como se muestra a continuacion:

Af =h,

es llamada la ecuacién de Poisson, la cual puede ser pensada como una general-
izacién de la ecuacién de Laplace.

. Qué es una cadena de Markov?

Un proceso estocdstico es un objeto matematico empirico que modela la evolucién
de algin fenémeno cuya evolucidn se rije mediante leyes probabilisticas. En la
Teoria de la Probabilidad, el término proceso estocdstico se reserva para referirnos
a una familia de variables aleatorias (usualmente infinitas) que se relacionan entre
si por alguna propiedad. La definicion precisa del término "Cadena de Markov"
del cual hacemos uso en este trabajo se precisa mas adelante, sin embargo, las
proximas consideraciones ayudaran a clarificar el contexto a aquellos lectores fa-
miliarizados con el tema.

Los procesos de Markov son una clase de procesos estocdsticos que se dis-
tinguen por satisfacer la propiedad de Markov; las cadenas de Markov son una
clase especial de procesos de Markov definidos a partir de un espacio de estados
numerable finito o infinito. El pardmetro del tiempo puede presentarse como el
conjunto de enteros no negativos o el conjunto de reales no negativos y debido
a esto se distinguen el caso de pardmetro discreto y el caso de pardmetro con-
tinuo. En este trabajo s6lo consideramos cadenas de Markov con "probabilidades
de transicion homogéneas en el tiempo" de manera que la frase entrecomillada se
asume al referirnos a esta clase de procesos y la cual se precisa en la siguiente
seccion.

Los procesos de Markov se nombran asi debido a A.A. Markov quien introdujo
el concepto en 1907 a través de una familia numerable de variables aleatorias in-
dexadas por un parametro discreto y un nimero finito de estados. El caso continuo
es generalizado e introducido por Kolmogorov en 1936, seguido de contempora-
neos cuyas contribuciones prevalecen en la Teoria de los procesos de Markov. El
trabajo realizado en el caso continuo por Doob en 1942 y 1945, en conjunto con



CAPITULO 1. IDEAS PRELIMINARES 3

el trabajo de Paul Lévy en 1951 definieron la silueta de la teoria en el campo de
manera formal. En particular, el trabajo de Doob se centra principalmente en la
teoria de la probabilidad y las relaciones de esta tltima con la teoria del potencial
[Doo&4]. Entre sus estudiantes de doctorado figuran, entre otros, Paul Halmos
(1938), David Blackwell (1941), J. Laurie Snell (1951) y John Walsh (1966).

. Qué es la Teoria Potencial Probabilistica?

La Teoria del Potencial y ciertos aspectos de la probabilidad se relacionan a través
de los procesos estocasticos. Un ejemplo de esta conexion se debe a que en par-
ticular, las cadenas de Markov se definen a través de una matriz P que ordena las
probabilidades de transicion del proceso de manera que P puede ser usada para
definir una funcién de Green de alguna teoria potencial. Debido a este hecho,
existe una amplia variedad de problemas tedricos de esta indole que tienen una
interpretacion probabilistica o pueden ser resueltos con métodos probabilisticos.

Asi mismo, existe una simple y conocida correspondencia entre las caminatas
aleatorias y las redes eléctricas [DSOO]. El primer problema planteado en redes
eléctricas es el de determinar el equilibrio de flujo y potenciales sujeto a condi-
ciones externas. Las caminatas aleatorias en gréficas no dirigidas conforman un
caso especial de cadenas de Markov; dada una grafica finita y conectada G con
ciertas conductancias asignadas a cada arista, si consideramos la caminata aleato-
ria que puede moverse de un vértice a otro vértice adyacente con probabilidad de
transicion proporcional a la conductancia asignada respectivamente, la caminata
es equivalente a una cadena de Markov reversible. Las redes eléctricas proveen
un lenguaje diferente para las cadenas de Markov y este punto de vista es Ttil
por la intuicion generada obtenida del estudio de las redes eléctricas. Al formular
esta correspondencia entre las caminatas y las redes eléctricas podemos definir el
andlogo discreto de las funciones harmoénicas que puede ser visto como el voltaje
asociado a cada vértice. Bajo ciertas condiciones, uno resuelve el Problema de
Dirichlet para encontrar este voltaje.

1.2 Preliminares
En este capitulo presentamos los fundamentos tedricos necesarios para los proxi-
mos capitulos.

Observacion 1.2.0.1. Adoptamos la convencién de que N = {1,2,...}, es decir, 0
no se considera un ndmero natural. En cambio, denotamos por Z* = {0,1,2,...}
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y por 0 al conjunto vacio. Denotamos por R = RU {—oo, 400}, conocido como
el conjunto de los reales extendidos; R™ = [0,00) a los reales no negativos y por

R = [0,00]. De manera similar 7= {0,1,2,...,0}. Finalmente, se denota por
[a,b) alos intervalos de la forma {x:a <x <b cona,b € R}.

Observacion 1.2.0.2. Al referirnos a un conjunto discreto, nos referimos a un
conjunto numerable finito o infinito.

1.2.1 Lema de Dynkin

Definicion 1.2.1.1 (z-sistema). Sea Q un conjunto. Una coleccién de subconjun-
tos ./ de Q es un ;-sistema si es cerrado ante intersecciones finitas, es decir, para
toda Aj,A, € &7, se tiene que

AI1NAy € .

Denotaremos por 6 (<) ala o-dlgebra generada por 7. Si se cumple que 6(«7) =
# , entonces se dice que <7 genera .7 .

Definicion 1.2.1.2 (A-sistema). Sea Q un conjunto. Un A-sistema (o d-sistema)
es una coleccion de subconjuntos .4~ de € que cumple las siguientes condiciones:

(i) El conjunto Q pertenece a ./ .

(i1) Para cualesquiera A,B € .4 con A C B, se cumple que

B\Ae V.

(iii) Si{A,}uenconA, € A paratodan € NyA, C A, |, entonces

JaAwne .

n=1

Teorema 1.2.1.3. Sea . una coleccién de subconjuntos de Q. Entonces %~ es
o-dlgebra siy solo si J# es un A-sistema y 7-sistema.

Proof. Sea ¥ una o-algebra y notemos lo siguiente:

1) Q,0e. 7.
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(il) Como % es c-dlgebra, para cualesquiera A, B € ¢, se cumple que A°, B €
. En particular, si A C B, entonces, por las propiedades de conjuntos:

B\A=BNA‘e %,
pues % es o-dlgebra.

(iii) En general, como % es o¢-dlgebra, la unién numerable finita o infinita de
subconjuntos de Q pertence a .#". En particular, si {4, },cn con 4, € A
paratodan e Ny A, C A,11, entonces

JAwe .

n=1

Por los tres puntos anteriores, se concluye que .2 es un A-sistema. Como o-
algebra, en particular la interseccion finita de conjuntos pertenece a %", lo cual
implica que que %~ es un w-sistema. Para el regreso de la afirmacién, supongamos
# esun Ay 7 sistema a la vez y consideremos lo siguiente:

(i) Como % es A-sistema, se cumple que Q € % y como € se contiene a si
mismo, en particular se cumple que Q\ Q = 0 € ", mostrando que

Q.0e 7.

(i) Como Q € % y por hipétesis # es A-sistema, tenemos que para toda
A€ % secumpleque AC Qy

A=Q\Ae.x.

(iii) Por el inciso anterior y por las leyes DeMorgan se tiene que (AUB) =
S\ (A°NB°) € . Por lo tanto, para cualquier sucesion {A, },en C #, de
manera que si definimos la sucesion B, := [, <, Ay satisface que B, C B,

y que
Ua.=Biex,

neN neN

mostrando que % es o-dlgebra.
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Teorema 1.2.1.4 (Lema de n-A-Sistemas de Dynkin). Sea .4 un z-sistema. En-
tonces cualquier A-sistema que contenga a .4, contiene a 6(./4").

Proof. Definamos A(.4") como la interseccién de A-sistemas que contienen a .4

De manera similiar a la demostracién del Teorema|[[.2.1.3]y tomando en cuenta la

Definicién de A-sistema es facil comprobar que A (4") es un A-sistema.
Definamos el siguiente conjunto:

={AcA(AN):ANBE€ A(N ) paratoda B € N }.

Observemos que ) es un A-sistema por lo siguiente:

@

(ii)

Como A(.4) es un A-sistema, en particular se cumple que Q € A(.A).
Notemos que para toda B € .4, se tiene que QN B =B pues BC Q y
en particular, .4” es una coleccién de subconjuntos de Q. Por lo tanto, se

concluye que
Qe 9.

Sean A,B € ¥ con A C By C € Z;. Por definicién de Z, se tiene que
(BNC),(ANC) € A(N),

con (ANC) C (BNC) pues A C B. Por lo anterior, como A(.4) es un A-
sistema se cumple que (BNC)\ (ANC) € A(#). Con esto en mente, en
combinacién con las leyes de DeMorgan y la distribucién de la interseccién
sobre la unién, observemos que

(BNC)\(ANC)=(BNC)N(ANC)*
= (BNC)N(A°UCY)
= ((BNC)N(A9)) U ((BNC)N(CY)),
como ((BNC)N(C)) =0 € A(+), entonces de la dltima igualdad se sigue
que
(BNC)\ (ANC) = ((BNC)N(A%)) U ((BNC)N(CY))
= (BNC)N ( ‘)
= (BNA°)NC
=(B\A)NC € 2.
Por lo tanto, se concluye que para cualesquiera A,B € & con A C B, se

cumple que
(B\A) € 2.
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(iii) Sean B € .4y la sucesion de subconjuntos {A, },cny € 21 con A, C A,y g.

Definamos B, := Uy.,(An NB) = (UgcnAn) N B. Claramente B, C B+
con {B},eny € 2. Por definicion de 2, en particular se tiene que para
toda n € N se cumple que A,NB € A(./4) e implica que que B, € A(.A4").
Por lo anterior,

UB.=JAnB e A(1).

neN neN
Por lo tanto, si la sucesioén de subconjuntos {A, },eny € 2 con A, C Ay,
se cumple que

U A, € 9.

neN

Con los incisos anteriores, se deduce que %, es un A-sistema y que .4 C %
siempre y cuando .4/ sea m-sistema pues .4 C A(4"). Por definicién, &, C
A(A") y debido a lo anterior, se concluye que A(.4) = Z; pues A(.A) es el
A-sistema mas chico que contiene a .#". Ahora, definamos el siguiente conjunto:

Dry={AcA(N):ANB e A(AN ) paratodaB € A(.AN)},

de manera similar a como se demostr6 que Z; es un A-sistema se puede validar
que Z, también es un A-sistema, e implica que %, = A(A).

Por definicion y lo anterior, 7, se muestra que es cerrado ante intersecciones,
es decir, 2, es un 7m-sistema. Como A(.4") es A y 7 sistema a la vez, por el
Teorema 1.2.3 se sique que A () = o (A).

Por lo tanto, si .4” es un 7-sistema entonces para cualquier A-sistema & que
contenga a ./#” se cumple que 6(.4) C A(A") C &, demostrando la implicacion
del teorema. ]

Teorema 1.2.1.5. Sea (Q,.%), un espacio medible. Sean P; y P, dos medidas de
probabilidad definidas en (Q,.#). Si P} = P, coinciden en un 7-sistema ./ que
genera a .7, entonces P| = IP,.

Proof. Definamos la siguiente coleccién de subconjuntos de Q@ & como sigue:
2={Ac.7 :P(A)=P(A)}.

Por hipétesis y la definicion anterior, asumimos que A C . Ahora, consideremos
lo siguiente:

(i) Como Py y P, son medidas de probabilidad, en particular tenemos que
P (Q) =P,(Q) = 1. Por lo tanto, como Q € .% entonces Q € .
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(i) Sean A,B € ¥ con A C B, en general si P es una medida de probabilidad en
(Q,.7) se sabe que

P(B\A) = P(B) — P(ANB).

Como A C B, implica que ANB = A y por lo anterior se sigue que

Py(B\A) = P\ (B)— P, (AN B)
=Pi(B) -P1(ANB)
=Pi(B) —P1(4)

_ Py(B)—Ps(A)
=DP,(B\A)

Por lo tanto, para cuales quiera A, B € & con A C B se cumple que B\A € 4.

(iii) Sea {A,}nen € Z con Ay CApt1 Yy UpenAn = A. En general, sin importar
la eleccion de P, en particular tenemos que P(J,cnA,) = P(A). Como
Pi(A,) = P,(A,) paratodany A € ., se sigue que

Pi(A) =P, (A).
Por lo tanto, |J,cyAn =A € Z.

Por lo anterior, se deduce que Z es un A-sistema. Como </ es un 7m-sistema
con o/ C 9 y debido a que ¥ = o(«), por el Teorema 1.1.5 se concluye que
o(«7) C 2, demostrando la implicacién del teorema. O

La demostracion del siguiente teorema se omite y se refiere a [Nor97, Teo-
rema 6.6.3] para su demostracion.

Teorema 1.2.1.6. Sea <7 un 7-sistema que genera a .%| y 2/ un 7-sistema que
genera a .%;,. Supongamos que

[P(Al ﬂAz) = P(AI)IP(Az) paratodaA; € F1,Ay € F>.

Entonces .#] y %, son independientes.
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1.2.2 Procesos Estocasticos y Filtraciones

Definamos al conjunto T como un conjunto arbitrario de indices de tiempo, es de-
cir, T es una coleccién cuyos elementos representan el tiempo en que sucede algin
evento asociado a algin fenémeno aleatorio. En particular, cabe mencionar que
solo se consideran procesos estocdsticos con indices de tiempo del tipo T = RT
o simplemente T = R (a tiempo continuo) o como T = Z oT=17" (a tiempo
discreto) (ver Observacién[1.2.0.1). Un proceso estocdstico se define formalmente
como sigue:

Definicion 1.2.2.1 (Proceso Estocastico). Sea T un conjunto de indices de tiempo
y (Q,.Z,P) un espacio de probabilidad. Si (E,&) es otro espacio medible, un
proceso estocastico definido en (Q,.%#) con valores en (E, &) es una familia de
variables aleatorias {X; : t € T} con valores en E indexada por el pardmetro 7 € T.
El par (Q,.%) es llamado el espacio base y (E, &) es llamado el espacio de estados
del proceso {X; : t € T}.

Observacion 1.2.2.1. Un proceso {X; : t € T} se dice continuo si el conjunto de
indices del tiempo T es continuo, de manera similar un proceso {X; : t € T} se
dice discreto si el conjunto de indices del tiempo T es discreto. Para distinguir
ambos casos se recurre a denotar de manera alternativa al proceso {X; : t € T}
como (X;);>0 para el caso continuo y por (X, ), >0 para el caso discreto.

A partir de la definicién anterior, podemos pensar de manera alternativa al
proceso {X; : t € T} como una funcién X : T x Q — E en donde

X(t,0) =X (o).

Cuando fijamos 7 € T, X; denota el estado del proceso (X;);>o al tiempo z.
Cuando fijamos @ € Q y permitimos variar a , el conjunto {X;(w) :# > 0} define
la trayectoria del proceso asociada a @.

Para modelar el desarrollo de un proceso a través del tiempo, es necesario
considerar una familia creciente de sub-c-dlgebras de ..

Definicion 1.2.2.2. Sea (2,.%#) un espacio medible, entonces una filtracién {.%; },cr
de (Q,.%) es una familia de sub-c-dlgebras de .# tal que si s <t en T, entonces

Fs C .

La familia de o-dlgebras {.%; },cT se consideran como un objeto que describe
la historia del proceso y debido a ésta razon, en ocasiones, la filtracion {.Z };et
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es llamada como la o-dlgebra de eventos hasta el tiempo 7. Un espacio de proba-
bilidad con una filtracion es llamado un espacio de probabilidad filtrado.

A partir de este punto, hemos definido la informacién disponible al tiempo ¢
en términos de la o-dlgebra .%; y los procesos estocdsticos como una coleccion
de variables aleatorias indexadas por un pardmetro ¢. En la siguiente definicidn,
combinaremos estos conceptos para describir la historia del proceso (X;);<o al
tiempo 7.

Definicion 1.2.2.3. Sea {.%;},cr una filtracién del espacio medible (Q,.%) y un
proceso (X;);er definido en (Q,.%) con valores en (E,&). Entonces, se dice que
()it estd adaptado a la filtracion {.% },er si X; es Z;-medible para todat € T.

Definicion 1.2.2.4. Sea (X;);cT un proceso estocdstico definido en un espacio
de probabilidad (Q,.7,P). Se define la filtracién generada al tiempo ¢ por el
proceso (X;); et (o simplemente como la filtracién natural) como la o-dlgebra en
Q generada por la variables aleatorias X;, con s < ¢t dada por:

FX =0o{X,:5<1}.
Observacion 1.2.2.2. Todo proceso (X;); et es adapatado a su filtracién natural.

Dados dos procesos estocdsticos, es natural preguntarse si ambos procesos
modelan el mismo fenémeno.

Definicion 1.2.2.5. Sean (X;);c1y (¥;): e son dos procesos estocésticos definidos
en el mismo espacio de probabilidad (2,.#,P) con valores en (E,&’). Entonces,
se dice que (Y;);eT es una modificacion de (X;); < si, para toda ¢t € T, se cumple
que X; = Y; casi seguramente.

Intuitivamente, (X;);c1 y (¥;):eT son modificaciones de uno u otro proceso si
para cualquier tiempo ¢, la probabilidad de que X; = Y; es uno. Sin embargo, dada
la modificacién de un proceso, no garantiza que la probabilidad de que X; =Y;
para toda ¢ de manera simultdnea sea uno.

Definicion 1.2.2.6. Sean (X;);c1y (¥;): e son dos procesos estocdsticos definidos
en el mismo espacio de probabilidad (Q,.#,P) con valores en (E,&’). Entonces,
se dice que (¥;);eT ¥ (Xi)rer son indistinguibles si para casi toda @ € Q, se
cumple que

X (Q) =Y, (Q) paratodar € Q.

Los procesos estocdsticos al ser funciones medibles, se puede definir la con-
tinuidad por la derecha como sigue:
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Definicion 1.2.2.7. El proceso (X;);<o es continuo por la derecha si para toda
o € Q la trayectoria t — X;(®) es continua por la derecha, es decir, para toda
o€ Qyt >0 secumple que

lim X;(0) = X; (o).
s—tt
Definicion 1.2.2.8 (Probabilidades de Transicion Estacionarias). Un proceso es-
tocdstico se dice que tiene probabilidades de transicién estacionarias en el tiempo
si para cada i, j € I siempre que P (X;(®) = j) >0y 0 < <1 la probabilidad de
transicion
PX; = j|X; =1i) = P(X,—s = j|Xo = 1),

es decir, P(X; = j|X; = i) depende tGnicamente de (¢t —s).

A esta clase de procesos también se les conoce como procesos estocdsticos
homogéneos en el tiempo.

1.2.3 Cadenas de Markov a Tiempo Discreto

Sea I un conjunto numerable y definamos /I como nuestro espacio de estados.
Diremos que A = (4; : i € I) es una medidaen 7 si 0 < A; < oo paratodai € I. Si
se cumple que };c; = A; = 1, diremos que A es una distribucién. Para propésitos
de este trabajo, a partir de este punto trabajamos con espacios de probabilidad
(Q,.7,P). Se recuerda que una variable aleatoria con valores en I es una funcién
medible X : Q — [ y definamos

ALi=PX=i)=P{o: X(o)=i}).
Entonces A define la distribucion de X.

Definicién 1.2.3.1. Una matriz P = (p;;);jer €s una matriz estocdstica si se satis-
facen las siguientes condiciones:

(1) pij > 0paratodai,jecl;
(i) Y ;pij=1paratoda j €.

Una cadena de Markov parametro discreto (o cadena de Markov a tiempo
discreto) es un proceso estocdstico (X,),>o con distribucién inicial A y matriz de
transicion estacionaria P si:
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(1) Xy tiene distribucién A ;

(ii) paran <0, condicionando en X,, = i, X, tiene distribucién (p;; : j€1)y
es independiente de Xp, ..., X),_1.

Alternativamente, estas tltimas condiciones se enuncian formalmente como sigue;
paran < 0eip,...,ip+1 € 1, se tiene que

() P(Xo =1ip) = A

o
(i) P(Xns1 = int11X0 = i0s 0 Xp = in) = P(Xps1 = i 1| X = i)

La condicion (i) en los puntos anteriores es conocida como la propiedad de Mar-
kov. Cuando se cumple que

P(Xps1 = ins1|X0 = iy -.s Xn = in) = P(X] = ins1|Xo = in),

entonces diremos que (X,),>0 es una cadena de Markov con probabilidades de
transicion homogéneas en el tiempo, de manera que para toda p;; € I, tenemos
que

P(Xnt1 = int11Xo = i0, -, Xn = in) = P(X1 = in1|X0 = in) = Pipiy1»

definiendo las probabilidades de transicion de la cadena de Markov a tiempo dis-
creto.

En este trabajo, toda funcién medible (en particular distribuciones y medidas
A se consideran como vectores columna cuyos componentes estdn indexadas por
los elementos de un conjunto numerable /, asi como P es una matriz indexada por
I x I, de manera que el producto AP esta bien definido.



Capitulo 2

Cadenas de Markov a Tiempo
Continuo

Para definiciones generales, convenciones y notacion, se refiere la Seccion

Las cadena de Markov a tiempo cotinuo se puede pensar como una gener-
alizacion de las cadenas de Markov a tiempo discreto. Las cadenas de Markov a
tiempo continuo son una clase de procesos estocdsticos con valores en un conjunto
discreto I que de manera similiar a las cadenas de Markov discretas satisfacen la
propiedad de Markov, que diferencia de las anteriores, se definen a partir de un
parametro de tiempo continuo de manera que cada cambio de estado o transicion
pueden realizarse en cualquier momento. En particular, el tiempo en el que se
realiza cada salto es una variable aleatoria exponencial cuyo pardmetro depende
de ciertas matrices (Q — matrices).

Un proceso estocdstico con parametro continuo, es una familia de variables
aleatorias indexadas por un sélo pardmetro ¢ dado por {X; : ¢ € T} definidas en el
espacio de probabilidad (Q,.#,P). El parametro ¢ varia en un conjunto arbitrario
lineal T, sin embargo, para objeto de nuestro estudio sélo enfocamos nuestra aten-
cién a los conjuntos T = [0, o). En este trabajo s6lo contemplamos procesos en el
que para toda ¢ € T, X; es una variable aleatoria discreta de manera que la unién
de todos los posibles valores de X; es un conjunto numerable finito o infinito /. Tal
proceso es nombrado como un proceso continuo e I como el conjunto de espacio
de estados. Observemos que a diferencia de un proceso estocdstico discreto, un
proceso estocdstico a tiempo continuo es una familia no numerable de variables
aleatorias mientras que en el caso discreto es numerable.

Desde el punto de vista de la teoria general de los procesos estocdsticos, una
cadena de Markov de parametro continuo parece ser el primer caso esencial de

13
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procesos discontinuos que ha sido estudiado con cierto detalle. Es comiin que las
las trayectorias presenten discontinuidades peores que simples saltos de manera
que estas discontinuidades desempefian un papel central en la teoria de las cadenas
de Markov a tiempo continuo.

2.1 Q-matrices

En esta seccidn se discuten las propiedades basicas de las Q —matrices 'y su conex-
i6n con las cadenas de Markov con mayor detalle.

Definicion 2.1.1. Sea I un conjunto numerable finito. Una Q — matriz en I es
una matriz cuadrada de n x n con Q = (q;; : i, j € I) que satisface las siguientes
condiciones:

(i) 0 < —gji < oo paratodaicl,
(ii) gij > 0 para toda i # j,
(iti) Yjer4ij=0.

Si I es un conjunto numerable finito de cardinalidad N, la matriz antes definida
Q = (gij : i,j € I) es una matriz cuadrada de N x N. Para construir una Q — matriz
las entradas fuera de la diagonal deben ser nimeros reales no negativos sujetos a
las condicion de que la suma de los elementos fuera de la diagonal de un renglon
es finita, es decir:

qi = Zqi < .
J#i

Por lo anterior, la entrada diagonal denotada por g;; es igual a —g; de manera que
la suma total del renglén es cero.

Definicion 2.1.2. Sea I un conjunto numerable de estados. Una matriz fun-
cion de transicion P(t) es un arreglo numerable finito o infinito de funciones
P(t) = (pij(t))i jer definidas en el intervalo [0,%0) que satisface las siguientes
condiciones: paratodai,j €1y s,t € [0,00);

(i) pij(t) >0
(ii) Ljerpij(t) =1

(iii) ¥ jcr Pik(s)pr,j(t) = pij(s+1).
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Observacion 2.1.1. Con respecto a la definicién anterior, si definimos a P(t) =
(pij(t) 11, j €I), entonces las propiedades anteriores se declaran como sigue: cada
entrada de la matriz P(¢) es una funcién no negativa; la suma de cada rengl6n es
igual a uno; y la familia de matrices funcién (P(z) : ¢ > 0) es un semigrupo con
respecto a la multiplicacion usual de matrices. Las condiciones (i) y (i) juntas
expresan que para toda ¢ > 0, la matriz P(t) es estocastica. La condicion (iif)
se conoce como la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. En notacién matricial, la
ecuacion anterior se escribe

P(s+1) = P(s) P(1).

Consideremos el espacio discreto Z" como un espacio encajado en el espacio
de pardmetro continuo [0,e). Para p € (0,e0) una forma natural de interpolar la
sucesion discreta {p”" : n=0,1,2,...} es ocupando la funcién ¢'?, de manera que
g = logp. Sil es un conjunto finito / y la matriz P = (p;; : i, j € I), ;existe alguna
manera de interpolar la sucesién de matrices (P" : n=0,1,2,...)?

En general, para cualquier matriz cuadrada Q de n X n, las componentes de la
serie de matrices

lim i (Q—)k con € [0,) (2.1.1)
n—eo =0 k! o

convergen uniformemente y el limite de la serie es denotado por ¢/¢. Adicional-
mente, se recuerda que para dos matrices Q1 y Q> que conmutan se tiene que

110 — 01,0

Las pruebas de las afirmaciones anteriores se siguen del caso escalar (¢'?) y se
precisan con mayor detalle en el Apéndice A. Supongamos que existe una matriz
Q tal que ¢ = P, entonces

enQ — (eQ)n _ Pn’

de manera que (¢’? : ¢ > 0) rellena los huecos de la sucesién discreta (P" : n =
0,1,2,...).

Observacion 2.1.2. Con respecto al caso escalar, si definimos la matriz funcién
P(t) = ¢'?, esta matriz define un arreglo de funciones dada por P(t) = (pi;(t))ijer,
sin embargo evitamos esta notacién y recurrimos a denotar P(t) = (p;j(t) : t € T).
(n)

Sea Q una Q-matriz y denotemos por g; ;i a la (i, j) componente de la potencia n
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de la matriz Q (i.e., Q"), entonces por la definicién de 9, para toda r € [0,0) se
tiene que
n gk q§/§)
() — T ij
pij(t) = r}gr;];) 0 (2.1.2)

Observacion 2.1.3. Con respecto a la matriz P(t) = ¢'2, para toda i, j € I la fun-
cién p;i(t) es derivable en [0,o0) y su derivada es continua. Este hecho no se
demuestra pero se justifica de manera informal mediante un teorema de anélisis
matematico real que se enuncia a continuacién. Un argumento formal de esto
se puede revisar en la siguiente referencia (ver Kai Lai Chung. (1960) Capitulo
II, Seccién 3. Markov Chains With Stationary Transition Probabilities. Springer
Verlag, Berlin, Alemania).

Denotamos por I a la matriz identidad de manera que (I);; = &;; y

1 sij=i
5ij _ J )
0 en otro caso.

Teorema 2.1.3. Asumamos que la serie de potencias Y., _an(x — Xo) converge
para cada x en (xo — r,xo + r). Entonces la funcion f definida por la ecuacion

fx) = ioanoc—xo)",

si x € (xo — r,xo +r) entonces f tiene derivada f'(x) para toda x € (xy —r,xo+7),
dada por

f(x) = inan (x—xo)" .

La demostracion del teorema anterior se omite y se refiere a [Apo74, Teo-
rema 9.23] para su demostracion. Se recuerda que una matriz Q es una matriz
cuadrada de n x n con n igual a la cardinalidad del conjunto / (ver Definicion

2.L1).

Teorema 2.1.4. Sea Q una Q-matriz definida para un conjunto finito. Definamos
P(t) = €' entonces (P(t) : t > 0) posee las siguientes propiedades:

(i) P(s+t)=P(s)P(t) para toda 0 < s <t < oo (Propiedad de semigrupo).



CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 17

(ii) (P(t) :t > 0) es la unica solucién de la ecuacion retrospectiva

d
EP(t) =P(t)Q con P(0)=L

(iii) (P(t) :t > 0) es la unica solucion de la ecuacion prospectiva

d
EP(Z) =QP(t) con P(0)=L

(iv) parak =0,1,2,... tenemos

(4)] ro-o

t=0

Demostracion:

(i) Definamos P(t) = ¢/©. De manera general, para toda s,¢ € [0,00) con s < ¢
tenemos que las matrices sQ y tQ conmutan (ver Apéndice[A)). Entonces se

tiene que
P(s)P(t) = ¢*%'C = ¢H)Q — P(s+1),

probando la propiedad de semigrupo.

(i) En el Apéndice @, se demuestra que para toda i, j € I, la serie de potencias
dada por
= (tQ)k.
) ﬂ (2.1.3)

[
= k!

converge uniformemente y tiene radio de convergencia infinito. Definamos
pij(t) = (€'?);; dado por la Ecuacién (2.1.2) y por el Teorema 2.1.3, pi; (1)
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existe y estd dada por

o Jotk— 1q()
Pij(0) Z —

k=

o k=1 (k)

_ Z qu

—itk IZJ tk l)ql'f
B (k—1)!

k=0

o rk 1q(k 1)
_Z<Z—l)>qﬁ, (2.1.4)

k-1 (k=1)
pero p;j(t) = Y5 o % lo cual implica que la ecuacion (2.1.4) es

equivalente a que
p 1 ] ZP l j q ]l

Por lo tanto, por lo anterior se sugiere que podemos diferenciar término por
término la serie de matrices que define a P(¢) de manera que

d _d & (t0)F
EP(I)_E,;) k!
_ oo tklek
= (k—1)!
_ oo tk—le—l)
a (kzo (k—1)! Q
=P(t)0,

es decir, la derivada de la funcién matriz P(r) existe y es igual a P(r)Q
demostrando que P(¢) satisface la ecuacion retrospectiva como se requiere.

Una manera simple para mostar que '€ es invertible se debe a que como Q
y —Q conmutan tenemos que ¢/%e~’¢ =1, donde I es la matriz identidad y
mostrando que (¢'?)~! = ¢7'C. En particular, como el radio de convergen-
cia de la serie dada por la Ecuacién (2.1.1)) es infinito, en particular, se tiene
que e'? estd bien definida y existe. Ahora supongamos que existe M(t) y
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que también satisface la ecuacion retrospectiva con la condiciéon M(0) = 1.
Consideremos lo siguiente:

d —t o d —t d —t
S M(r)e10) = S M(D)e "2+ M) ()
— M(1)0e ™"~ M(1)Qe

=0,

donde O denota a la matriz cuyos elementos son todos ceros. Por lo anterior
y debido a que ¢'? es una matriz invertible, se sigue que

M(t)e ™ = (c)I

de manera que si multiplicamos por ¢’ por la derecha de ambos lados de la
igualdad obtenemos que

Como M(t) es otra solucién a la ecuacidn retrospectiva con condicién inicial
M(0) =1, se tiene que ¢ = 1 para asi obtener que M(t) = P(t), es decir, P(7)
es la tnica solucidn a la ecuacién retrospectiva.

(i11)) Demostracion andloga al punto (ii).

(iv) Observemos que P(0) = I = Q°. Procederemos con una demostracién por
induccion para k = 1,2,...; caso base k = 1, del punto (ii) sabemos que
%P(r) =P()Qy %P(I) li=o = O, por lo tanto la proposicion es vélida para

n
el caso base. Ahora, supongamos que (%) P(t) = P(t)Q", se procede a

()

demostrar que

_ An+l
=0 o
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Si calculamos (d/dt)"“P(t) =d/dt(P(t)Q"):

(@) s)

:(EPQOQ” (2.1.6)

= P(1)QQ" (2.1.7)
— P(t)Qn+1;

(2.1.5)) se debe por la hipétesis de induccién, por la regla de la cadena
obtenemos (2.1.6) de manera que por el inciso anterior se sigue (2.1.7),

demostrando que % ‘ OP(t) = QF parak =0,1,2,... como se requiere.
t=

]

Se recuerda la definicién de una matriz funcién estocdstica dada por [2.1.2
Recurrimos a la notacién f(¢) = o(¢) implica que f(¢)/t — 0 cuando r — 0. El
siguiente teorema nos permitird darle una interpretacién a la matriz P(t):

Teorema 2.1.5. Una matriz Q definida en un conjunto finito I es una Q — matriz
si y solo si P(t) = ' es una matriz estocdstica para todat > 0.

Demostracion:
Sea I la matriz identidad de dimension n X n'y sea Q una Q — matriz de dimensién
n X n, definamos

B=Q+ml con m=sup;jlqij|- (2.1.8)

Como Q estd definida para un conjunto finito / por definicién de una Q — matriz
(ver Definicién existe una entrada (h,k) de la matriz Q con m = g < o
para alguna h,k € I mostrando que la matriz B existe y estd bien definida. En
particular, por la ecuacién (2.1.8), las entradas b;; de la matriz B son iguales a:

bij:qij+m5ij. (2.1.9)

Ahora, si Q es una Q —matriz paratoda i # j en I tenemos que b;; = g;; +mé;; >
gij =2 0. Para i = j, dada una Q-matriz cada entrada de la diagonal se define
como gi; = — Y.+ qij, debido a este hecho, existe i € I tal que m se alcanza en
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la diagonal de Q, es decir, m = sup;|q;| > 0 de manera que b;; = g;; + |gii| > 0.
Como todas las entradas de la matriz B = (b; j) i, jel son positivas, las entradas de
la matriz exponencial de B denotada por e? satisfacen que

(k)
n b
B ii>0

ij =Y,

n—roo
k=

donde bg.{) denota la (i, j) entrada del matriz B¥. Debido a esto (¢f);; > 0 pues

dada una matriz de entradas positivas B se cumple B también tiene entradas pos-
itivas. La matriz exponencial de la matriz identidad es igual

=2 gki_(il)l_d

con e la contante de Napier. Sea la matriz exponencial de la matriz Q. Por
la igualdad y se tiene que tQ = t(B —ml) para toda t > 0. Como
—tmBl = —tmlB pues —tm es una escalar y la matriz identidad conmuta con
cualquier matriz en el producto de matrices, Tenemos que la matriz

P(t) — 9 — et(B—mI)
— etB eftml

_ elB e—lmI

— etB eftm.
Por lo anterior, ¢/8 es una matriz de entradas no negativas siempre y cuando ¢ > 0
y e~"" es una escalar no negativa para concluir que p;;(¢t) > 0 para toda i, j € I.
Finalmente, como Q es Q — matriz se tiene que para todo natural n los renglones
de Q" suman cero pues

quk _quz] (I]k—qu] )quk:()

kel kel jel Jjel kel

donde q(") =

ij, = (Q")ij. De manera que

Y pij(t) —1+Z Z l, =1,

jel ]GI
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demostrando que P(f) es una matriz estocdstica para toda r > 0.
Para probar la suficiencia de la afirmacién, sabemos ahora Y ;c; p;j(t) = 1 para
toda r > 0. Esto implica

d d
qij=— ), pijt)| =—1 =0
JZE; dt jze‘} t=0 dt li=0
Cuando ¢t — 0, se tiene que
P(t) =1+1Q+0(t?), (2.1.10)

de manera g;; > 0 para i # j siy sélo si p;j(t) > 0 para toda i, j y t > O suficien-
temente pequeila, este hecho se demuestra de manera precisa en la Seccion [2.4]
Por la propiedad de semigrupo P(t) = P(t/n)" y se deduce por (2.1.10) g;; < oo
si pij(t/n) < eo. Por lo tanto, se sigue que ¢;; > 0 para toda i # j si y s6lo si
pij(t) > 0 paratodai,j €y todat > 0. Por lo tanto, si P(t) es estocdstica para
toda t > 0 entonces Q es Q — matriz. L]

Observacion 2.1.4. Por el inciso (i) del Teorema en conjunto con el Teorema
2.1.5| la matriz ¢'¢ define una matriz funcién de transicién siempre y cuando Q
sea una Q — matriz. Adicionalmente, por los incisos (if), (iii) y (iv) del Teorema

[2.1.4] se intuye que

qi=—pj(0) parai=j,
qij :pfj(O) parai# j.

Para terminar esta seccion, pensemos ahora en el espacio de pardmetros dis-
creto 0,1,2,... como un subespacio encajado en [0,00). Una forma natural de in-
terpolar la sucecién discreta (p" : n =0, 1,...) es ocupando la funcién (¢'? : r > 0)
donde g = log(p). Por otro lado, dado un proceso de Markov a tiempo discreto y
un conjunto finito /, sabemos que una manera de calcular la probabilidad de saltar
del estado i al estado j es P;j(n) = pg?) donde P es una matriz estocastica. Si
tratamos de tomar esta idea para dar una version continua de los procesos Mar-
kov, suponiendo que Q es una Q — matriz donde e€ = P'y si definimos la sucesién
(P":n=0,1,...) donde P" = (¢2)" = "2, el conjunto de matrices

(eC:1>0)

rellenara los huecos de la sucesién discreta de matrices antes mencionada.
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Definamos P(t) = ¢'C, en la Secci(’)n se muestra que una cadena de Markov
a tiempo continuo (X;);>o con probabilidades de transicién estacionarias gener-
adas por una Q-matriz Q satisface que

]Pi(Xl‘nJrl — il’H—l ’Xlo = i07 "'7Xln = ln) = pi,,i,,ﬂ (tl’l-i-l _tn)

para todan € Z™, todo tiempo 0 <ty < ... <1, y todo estado iy, ...,i,, donde Dij
es la ij-ésima entrada de la matrix exponencial ¢’¢. En particular, la funcién de
probabilidad de transicién de i a j al tiempo ¢ estd dada por

Pi(X; = j) = P(X, = j|Xo = i) = pi;(1).

2.2 Especificaciones Técnicas

Sea I un conjunto numerable. Un proceso continuo por la derecha
(Xi)i>0 =1{X; : 0 <1 <o}

con valores en / es una familia de variables aleatorias X; : Q — I. Se consid-
eran las formas para especificar el comportamiento probabilistico (o ley) para un
proceso (X;);>0. Esto nos permitird encontrar, al menos en principio, cualquier
probabilidad asociada al proceso, tales como P(X; = i) o P(X;, = io, ..., X;n = in),
o P(X; = i para algunar > 0). Una de las dificultades que uno presenta al estu-
diar esta clase de procesos es que a diferencia del caso discreto, dada la unién
numerable disjunta de eventos se cumple que

P(LnJAn> = ;P<An>,

mientras que para la unién no numerable J;~yA; no se cumple semejante regla.
Para evitar estas dificultades s6lo enfocamos nuestra atencion a los procesos (X;):>0
continuos por la derecha con espacio de estados numerable / de manera que asum-
imos esta propiedad. En este contexto, si / es un conjunto discreto, si un proceso
estocdstico es continuo a la derecha se cumple que para toda @ € Q y t > 0, en-
tonces existe € > 0 tal que

Xs(w) =X;(w) paratodar <s<t+e. (2.2.1)

Por resultados de la teoria de procesos estocdsticos, la probabilidad de que
cualquier evento asociado a un proceso estocdstico continuo por la derecha puede
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ser determinada por la distribucién finito dimensional del proceso; para todan > 0,
0<yH<n<...<teiy,l,...,in € I entonces

P(X,,(0) = io, Xy, (0) = i1,..., X, (®) = ip).
Este hecho se debe a que la probabilidad de los eventos de la forma
{XtO = i(), ...,th = ln}
para toda n > 0, determinan las probabilidad de los eventos que dependen de
(X;)r>0. En particular, los eventos de la forma {X;, = io, ..., X;, = i,} forman un
m-sistema que genera la o-dlgebra o(X; : t > 0). El Teorema |1.2.1.5|justifica de
manera precisa esta afirmacién. En particular, sin la suposicion de la continuidad
por la derecha la probabilidad:
P(X; =i paraalgunat € [0,00)) = lim P(X,, =i,...,Xy, =),

n—>oo

donde g1, g2, ... €s una enumeracién de racionales seria inconcebible sin este supuesto.

Sea I un espacio numerable de estados. Definamos (X;);>¢ un proceso con-
tinuo por la derecha, por la propiedad (2.1.1) toda trayectoria t — X;(®) de un
proceso continuo por la derecha implica que se mantiene constante en los valores
i € I que toma el proceso X;, es decir, dado Xy = iy el proceso se mantiene en el
estado iy digamos un tiempo S; y luego salta al tiempo J; al estado ij, es decir,
Xy, =11 y se mantiene constante un intervalo de tiempo S, y asi sucesivamente.
Para referirnos al tiempo de salto nos referimos al instante en que el proceso salta
o cambia de estado (i.e.,realiza una transicion).

En particular, si consideramos (Q,.%,P) con .% = .#X (ver Seccion Deﬁni-
cion la o-dlgebra generada por el proceso (X;);>0, los tiempos de salto J,,
y de espera S, del proceso (X;);>0 se obtienen definiendo;

Definiciéon 2.2.1. Paran=0,1,..., los tiempos de espera J,(®) del proceso (X;);>0
son variables aleatorias que se definen como

Jo(w) =0, Jpt1(@) = inf{r > J,(0) : X; (@) # X;,(0)},
donde inf() = oo,
Definicion 2.2.2. De manera similar, los tiempos de espera S,(®) del proceso
(X:)i>0 con n = 1,2, ... son variables aleatorias se definen como:

Sn(w)_{Jn(co)—Jnl(w) sii T () < oo,

oo en cualquier otro caso,
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de manera que
{w:reS(0)}={0: X(0)=X;,_(0),Jr—1(®) <t <J,(0)}.

Tomando estas consideraciones en cuenta, toda trayectoria t — X; de un pro-
ceso estocdstico continuo por la derecha (X; ),>0 con espacio de estados numerable
finito en el intervalo [0,%0) puede comportase como se describe a continuacién:

(a) Para cualquier intervalo cerrado de la forma [s, ] el proceso realiza un nimero
finito de saltos.

(b) El proceso realiza un nimero finito de saltos y es atrapado por algin estado
j de manera que nunca sale de ahi.

(c) Elproceso realiza un niimero infinito de saltos en un intervalo finito. En este
caso, diremos que el proceso explota en el tiempo { haciendo referencia
al hecho de que el modelo pueda llegar a presentar una inconsistencia al
instante . Después de { el proceso reinicia de nuevo; puede explotar una
0 varias veces, o puede no explotar.

Observemos que debido a la continuidad por la derecha de (X;);>0, en cualquiera
de los casos anteriores de manera forzosa S, > 0 paratodan =1,2,.... Enel caso
(b), se puede decir que J,, ;| = oo para alguna n (y en particular para alguna j € I)
de manera que definimos X., = X;, = j, el ultimo valor que tomo el proceso de
(X;)r>0 de forma que X.. pueda ser especificado. En el caso (c) puede suceder que
los tiempos de espera S sean cada vez mds pequefios de tal forma que } )" | S, < oo,
es decir, existe la posibilidad de que el proceso efectie un numero infinito de saltos
durante un intervalo de tiempo acotado de manera que la sucesioén de variables
aleatorias S,, converge a 0.

Definicion 2.2.3. El tiempo de explosion del proceso (X;)i>o se define como

§=supJ, = iSn.
1

Ogn n—

Definicion 2.2.4. El proceso discreto (Y,),>0 inducido por la sucesion de saltos
dada por Y, = X;, es llamado el proceso de saltos de (X;);>0.

Si (Y,)n>0 cumple ser es una cadena de Markov a tiempo discreto entonces
(X;)1>0 es una cadena de Markov a tiempo continuo (ver Seccion [2.4)), de manera
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que al referirnos a una cadena de saltos nos referimos al proceso de saltos asociado
a la cadena.

Un hecho que se asume es que el conjunto de espacio de estados / es un
conjunto numerable finito o infinito, otros casos se pueden pensar como gener-
alizaciones del caso numerable, sin embargo, no abordamos esta discusion y nos
enfocamos a estudiar el caso mds simple; un conjunto discreto / dotado con la
topologia discreta. Para el caso en que / es infinito, se sugiere compactificar el es-
pacio (ver [Chu60, Capitulo II, Seccién 4]) como sigue; adjuntamos el estado oo a
I definiendo I = U {0} y postulando que todo subconjunto infinito de / es cerrado
si y solo si contiene a . Al conjunto I lo llamaremos como el conjunto minimal
de estados Se define pj.. como la probabilidad de que la cadena se encuentre en oo
como

pieo:=1=Y pij, (2.2.2)
jel
de manera que si pj. > 0 la cadena se encuentra en oo con probabilidad pje.

Definicion 2.2.5. Sea I un espacio de estados minimal. Definamos § como la
primera explosion del proceso (X;);>o. El proceso minimal (Y;);>0 asociado a
(Xt )r>0 se define como

Xi(o) si t < {(),

MO =10 G o)<t

Observacion 2.2.1. Con respecto a la definicion anterior, claramente el proceso
(¥;);>0 es igual al proceso (¥;),>0 en el intervalo [0,) y cambia fuera de el. Si
el proceso no explota, esta modificacion es igual al proceso inicial, sin embargo,
la definicion anterior no hace alusion al estado del proceso sino al intervalo de
tiempo en el que el proceso se mantiene activo.

Para objetos de nuestro estudio no consideramos lo que sucede después del
tiempo de explosion y sélo consideramos el tiempo en el que el proceso se mantiene
activo, es decir, lo que sucede en el intervalo [0, {). Con esto en mente, es conve-
niente adjuntar al espacio de estados el estado . Si { < 0, definimos la igualdad
X; = oo para todat > {. Al referirnos a un proceso minimal asumimos que se con-
sidera la "versién" minimal del proceso de manera que todo proceso enunciado a
partir de este momento se considera minimal. Notemos que un proceso continuo
por la derecha (X;);>0 minimal, se puede reconstruir con el proceso de saltos y los
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tiempos de espera del proceso especificando la distribucién conjunta de Sy, 52, ... y
(Yn)n>0, mostrando otra especificacion numerable del comportamiento probabilis-
tico de (X;);>0. Un ejemplo de este hecho es que podemos calcular la probabilidad
de X; =i en términos de las probabilidades de salto del proceso (¥;),>0 como se
muestra a continuacion:

PX;=i)=Y PYp=1iJn <t <Jps1)
n=0

2.3 Cadena de saltos

Especificamente, bajo ciertas condiciones las trayectorias que define una cadena
de Markov a tiempo continuo son funciones escalonadas, este resultado se debe
gracias a Doob (ver [Do090, Capitulo 4, Seccién 1, Teorema 1.4]. En particular,
debido a este resultado, toda cadena de Markov a tiempo continuo con pardmetro
de tiempor € Tcon T=R"T =[0,00) 0 T = R" = [0,00] cumple esta propiedad
de manera que asumimos este resultado. De forma precisa, dada una distribucién
inicial A y una matriz funcién de transicion P(t), existen distintas versiones de un
proceso de Markov (X;),>0 de manera que podemos especificar con libertad una
version o modificacién particular del proceso (X;) cuyas trayectorias son iguales
con probabilidad uno y poseen las mismas propiedades deseadas que el proceso
inicial (X;),;>0. En la siguiente seccion detallamos una construccién de una version
continua por la derecha del proceso que cumple la propiedad de Markowv.

En esta seccién se procede a construir las cadenas de Markov a tiempo con-
tinuo, en la seccidn anterior vimos que un proceso estocastico minimal continuo
por la derecha se puede reconstruir a través de el proceso de saltos y tiempos de
espera asociados a un proceso.

Sea I un conjunto numerable, la informacién bdsica para una cadena de Mar-
kov a tiempo continuo en / estd dada en la forma de una Q — matriz. Definamos

q(i) = qi = —qi.

Definicién 2.3.1. La matriz de salto I1 = (m;; : i, j € I) asociada a una Q-matriz
Q de dimension n X n, es una matriz cuadrada de dimension n X n cuyas entradas
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se definen como sigue

g st iFiyai#0
0 si i#jyq=0,

0 si g
o JO s ai#o
1 si gi=0,

con q;.j,qii € (qij)i,j €1y i = —qii-

Sea un proceso (X;);>o continuo por la derecha, sean Jy,J1,J2,... y S1,52, ...
los tiempos salto y de espera respectivamente del proceso (X;);>0 como se de-
finen en las definiciones[2.2.1)y 2.2.2]respectivamente. Se recuerda que asumimos
(Xt):>0 minimal (ver Definicién y se considera el proceso de saltos asoci-
ado a (X;);>0 (ver Definicién denotado por (Y,),>0. Adicionalmente, se
denota por (Y,,),>0 ~ MarkovTd(A,P) a una cadena de Markov a tiempo discreto
con distribucion inicial A y matriz estocdstica P. Una definicion alternativa para
las cadenas de Markov a tiempo continuo en términos de sus tiempos de espera y
proceso de saltos se da a continuacion:

Definicién 2.3.2. Sea (X;);>0 un proceso minimal a tiempo continuo con valores
en I. El proceso (X;);>0 es una cadena de Markov con distribucion inicial A y
matriz generadora Q si la cadena de saltos asociada (Y,),>0 es MarkovT ¢(A,I1)
y los tiempos de espera Sy, ...,S, dados Yy,Y1,...,Y,—1 son variables aleatorias
independientes con distribucion exponencial de pardmetros q(Yy),...,q(Y,—1) re-
spectivamente. De manera resumida diremos que (X;);>0 es Markov(L, Q).

En este capitulo al referirnos a un proceso (X;);>0 ~ Markov(A,Q) asumimos
que (X;)r>0 es una cadena de Markov a tiempo continuo, sin embargo, en las sec-
ciones posteriores para distinguir el caso continuo del caso discreto denotaremos
por (X;)s>0 ~ MarkovT c(A, Q) al caso continuo y por (Y,);>0 ~ MarkovTd(A,P)
para el caso discreto. Dada esta definicién podemos ser capaces de reconstruir una
cadena de Markov (X;);>0 con distribucién inicial A y matriz generadora Q. A
continuacion se proponen las siguientes construcciones de una cadena de Markov
a tiempo continuo:

Construccién 2.3.1. Sea (Y,),>0 tal que es MarkovTd(A,I1) y Ty, T, ... una suce-
sién de variables aleatorias independientes exponenciales de parametro 1, cada
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una independiente del proceso (Y, ),>0. Definamos S, = %, J,=81+...+8,
y

X Y, si J,<t<J,q paraalgunan,
t p—
oo  €en otro caso.

Por definicién (Y,),>0 es MarkovTd(A,I1) y como para todan =0,1,2,..., T, ~
exp(1) implica que S, ~ exp(q(Y,—1)), por lo tanto (X;);>0 es
Markov(A,Q) donde
gij = m;jq; paratodai# j
tal que i = Y; para alguna k=0,1,2,... .
A continuacion se describird una segunda construccion, pero antes es nece-
sario enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.3.3. Sea I un conjunto numerable. Para cada k € I definamos a a la
variable aleatoria Ty donde Ty, ~ exp(qi) y 0 < q := Y1 qx < . Sea T = infi T.
Entonces el infimo se alcanza en un valor aleatorio tinico K de k, con probabilidad
1. Ademds, Ty K son independientes con T ~ exp(q) y P(K =k) = qx/q.

Demostracion:
Sea K = k si Ty < T; para toda j # k, en otro caso K no estd definida, entonces:

P(K =k, T >t)=P(T >t,T; > T, paratoda j # k)
=P(Ty >t)P(T; > Ty paratoda j#k|T > 1)

:/ gre” "P(T; >s paratoda j# k)ds
t

:/ qre” " [Je 9 ds
t

J#k
=/ qre Pds
t
= &k p-ar
q

Asi, la densidad conjunta es el producto de las densidades

P(K =k T =1) = ge ¥ = (ﬂ) (g )
q

P(K =k para alguna k € I) = Z %/ ge dt =1.
ker 4 70
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Por lo tanto 7'y K son independientes con 7' ~ exp(q) y P(K = k) = %". O

Construccion 2.3.2. Estd construccion hace uso directo de las entradas de una
Q — matriz dada. Empezemos con un estado inicial Xo = ¥ con distribucién 4 y
sea una coleccién (T} :> 1, j € I) de variables exponenciales independientes de
parametro 1. De manera inductiva paran = 0,1, ..., si ¥,, = i definamos:

S;J1+1 = TnJ+1/Qij para i 7é J>
Sn+l = infj#iS,]l+17

.
Yn—H =93. .
I S18,41] =o0.

Entonces, si Y,, = i, las variables aleatorias S,J1 41 son variables aleatorias expo-
nenciales independientes de pardmetros g;; para toda i # j. Asi que, condicio-
nando sobre Y, = i, por el teorema anterior, S,;| es exponencial de pardmetro
qi = Yi+jqij» la distribucién de Y, estd dada por (7;; : j € I). Las variables
aleatorias S,+1 y Y,+1 son independientes entre si e independientes de Yp,...,Y, y
S1,..., Sy, segin lo requerido. Por lo que si definimos a (J,),—o donde Jo =0y
Jm = Y| Sy entonces tenemos que:

X Y, si J, <t <J,4 paraalgunan,
t p—
oo en otro caso.

2.4 Ecuaciones prospectivas y retrospectivas

Consideremos un proceso (X;);>o continuo por la derecha con valores en un con-
junto numerable . Sea .%; la o-dlgebra generada por {X; : s <1}, es decir, gener-
ada por los eventos {X; =i} donde s <tei€l.

Definicion 2.4.1. Sea (Q,.%) un espacio medible con una filtracion (:F;),;>0 como
se define en|1.2.2.2| Una variable aleatoria T : Q — [0,0| es un tiempo de paro
con respecto a la filtracion (%;);> si

{T<t}y={w:T(w) <t} € % paratoda t€ |0,).

Intuitivamente, un tiempo de paro es un tiempo aleatoria que depende tinica-
mente de la historia de algtin proceso al tiempo ¢ y no de lo que ocurre después de
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ese instante. Se recuerda que

1 sij=i
5 j=i
0 en otro caso,

donde (I);; = &;; e I es la matriz identidad. Para objeto de las siguientes demostra-
ciones se enuncia el siguiente teorema el cual se demuestra en el Teorema[2.5.5]

Teorema 2.4.2. Sea (X;);>0 Markov(A,Q) y T un tiempo de paro de (X;);>o.
Entonces, condicionalmente a {T < oo} y {Xr =i}, (Xr4¢):>0 es Markov(6;,Q)
e independiente de (X;:s <T).

En la seccidn anterior, nos enfocamos en construir las cadenas de Markov a
tiempo continuo basdndonos en las propiedades de la cadena de saltos y los tiem-
pos de espera asociados a algtn proceso (X;);>0 que cumple la propiedad de Mar-
kov. En particular, estas construcciones se basan en métodos y concepctos ligados
a las cadenas de Markov a tiempo discreto aportando una idea clara de la evolu-
cién del proceso. Sea (X;);>0 un proceso continuo por la derecha con valores en
un conjunto numerable /. A continuacién presentamos la primera caracterizacion
de las cadenas de Markov a tiempo continuo en el que consideraremos el caso
finito del espacio de estados /. Para la demostracion de este teorema se adopta la
notacién de f(¢) = o(t) implica que f(¢)/t — 0 cuando t — 0.

Teorema 2.4.3. Sea un proceso minimal continuo por la derecha (X;);>0 un pro-
ceso continuo por la derecha con valores en un conjunto finito I. Sea Q una
Q — matriz definida en I con matriz de saltos I1. Entonces las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(a) (Definicion de Cadena de saltos y tiempos de espera) El proceso (X;),;>0 es
una cadena de Markov con distribucion inicial A y matriz generadora Q si
la cadena de saltos asociada (Y,),>0 es MarkovT c(A,I1) y los tiempos de
espera Si,...,S, dados Yy,Y1,...,Y,—1 son variables aleatorias independi-
entes con distribucion exponencial de pardmetros q(Yp), ...,q(Y,—1) respec-
tivamente. De manera resumida diremos que (X;);>0 es Markov(A, Q).

(b) (definicion infinitesimal) para toda t,h > 0 condicionando en X; =1, X; 1,
es independiente de (X; : s <t)y cuando h — 0, uniformemente en t, para
toda j tenemos que

P(X;n = jIX; = i) = 8ij+qijh+o(h);
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(c) (definicion de probabilidad de transicion) para todan =0, 1,2, ..., todos los
tiempos 0 <tg <t < ... <tyy1 ytodos los estados iy, ...,i,+1 tenemos

P(X[nJrl = in-i—l‘Xl‘() = iO, ...,in = ln) = pinin+1 (tl’H-l —tn)

donde (p;j(t) :i,j € 1,t > 0) es la solucion de la ecuacion prospectiva
P1) = P10, P(0) =1.

Si (X;),;>0 satisface cualquiera de estas tres condiciones entonces se dice que
(Xt)r>0 es una cadena de Markov con matriz generadora Q 'y para referirnos a la
desitribucion finito dimensional de la cadena diremos que (X;);>0 es Markov(A,Q),
donde A es la distribucién de Xj.

Demostracion:

(@) = (b)

Supongamos la proposicion Sea .7 la o-algebra generada por {X; : s <1}.
Consideremos el evento {X;, = j} y notemos que

(Xp=j} = {¥n=JIm1 <h<Jn},

m=0

de manera que para toda j en / los intervalos [J,,,—1,J,;,) son todos ajenos entre si.
Dada esta observacion, si calculamos la probabilidad P(X;, = j|Xo = i) = Pi(X, =
J) obtenemos que para toda j en I se cumple la siguiente igualdad

P(X), = j|Xo =i) = ZIP’ = dm1 Sh <Tu|Yo=1i). (2.4.1)

De la ecuacién anterior, si consideramos el caso j =iy calculamos la probabilidad
del evento {X;, = i} dado Xy = i obtenemos que;

PXp=ilXo=1i)=) PYuo1 =iJm1 <h <JuYo=1i)
m=

+ Z ]P)i(mel - iaJmfl <h< Jm)

m=3

=Pi(h <)) (2.4.2)

+ Z IEDi(mel =i,Jm-1 < h <Jm)7

m=3
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pues P;(Yo =i) = 1y P;(Y; = i) = 0. Notemos que sin importar la eleccion de j
la unién de los siguientes eventos cumple que

U (Yt = Jidmat Sh <} C{S1+S2 < h}

m=3

C {S) <h,S<h}, (2.4.3)

donde S| =J; y S, son variables aleatorias exponenciales independientes de pardmet-
ros g(Yp) y g(¥1) respectivamente. Si consideremos la matriz Q = (g;; : i,j € I)
los valores g;; estin acotados por —g;; respectivamente pues —g;; = Zi?g iqij- St
definimos a g = supjel(qjj 1 qjj € Q), como [ es finito tenemos que g existe e
implica que ¢ = —¢gy, para alguna k en [ y que

Pi(h <J0)+ Y, Pi(Yn—1 = i,Jm-1 <h <Jy)

m=
< ]Pi(h < J1> —I—Pi(Sl <h,$ < /’l)

— e dih (1— e*ql'h)u _ e~ )h)

<e UM 4 (1 — ety (1 —eth). (2.4.4)
Si consideramos la expansion de Taylor de la ecuacién (2.4.4) cuando h — O se

tiene que

Pi(X;, = i) <P;i(h < Jy) +Z]P, 1 = i1 <h<Jp)

§1+61n'h+0(h)+( —(1+gh+o(h))(1 = (1+gh+o(h))
= 1+4gqiih+o(h)+ (—qgh+o(h))(—gh+o(h))

= 1 +giih+o(h) +¢*h? +o(h)

= 1+giih+o(h),

pues g>h*> = o(h) cuando h — 0. Por otra parte, de la expresién (2 se sigue
que

IP),'(Xh = i) > Pl’(h < Jl),

de manera que si consideramos la expansién de Taylor y hacemos 4 — O obten-
emos la siguiente desigualdad

]P),'(Xh = i) 2 1+qiih+0(h),
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por lo tanto,
]P)i(Xh = i) =1 +qii/’l+0(h). (2.4.5)

Sea i # j entonces la probabilidad P(X), = j|Xo = i) por la igualdad (2.4.2) se
sigue que

PXp=jlXo=1i)=Y Pi(Yu1 = jiJm-1 <h <Jn)
m=1

=Pi(Yo=j,Jo <h<Jp)
+ Pi(1 = j,Ji <h<Jp)
+ Z Pi(Ym*I :jv‘]mfl S h <Jm),
m=3
como P;(Yo=j) =0y {Y1 =j,J1 <h<Jh}={J1 <hY,=j,S >h} entonces
de manera similar que (2.4.4),

P(Xy, = j|Xo =1i)

—Pi(Jy <h,Yy = j, S > h) (2.4.6)
+ Y PVt = jidmo1 <h <Jn) (2.4.7)
m=3

< Pi(.ll <hYI=j,5> h)—f—]P)i(Sl <hS < h)
< (1 — e )0 (1 — o) (1 — ),

pues las variables aleatorias Jy, S y Y son independientes entre si. Ahora, si
recordamos que 7;; = ¢;;/q;, dada la expansién de Taylor cuando & — 0 obten-
emos que

P(X), = jIXo = i) < %wimo(m)a —gjh+o(h)) +o(h)
= q,-jh +0(h).

Por otra parte, por las igualdades (2.4.2) y por (2.4.6)), en particular cuando 4 — 0,
se cumple que

P(Xy = jlXo=1)= Y, P11 =Jj,Jm1>h<JuYo=1i)
m=1

> ]P)i(*]] < h7Y1 = j7S2 > h)
= 7'L'ij<1 _efq,-h)equh
zqijh+0(h),
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para concluir que:
P(Xy = j|Xo = i) = gijh +o(h). (2.4.8)

Por lo tanto, de (2.4.5) y (2.4.8) se sigue que para toda i, j € I
P(Xh = j|X() = i) = 5,'j+q,~jh+0(h).

Ahora, por la propiedad fuerte de Markov, para toda ¢, &~ > 0 condicionando
a X; =i, X, es independiente de (X, : s <1t) de tal manera que (X;1);>0 €s
Markov(6;,Q) y, mientras & — 0, uniformemente en ¢, tenemos que

P(X;n = jIX; = i) = P(X;, = j|Xo =1)
= 8;j+qijh+o(h).

(b) = (0
Definamos a p;j(t) = P(X; = j|Xo = i) = P;(X; = j). Si suponemos (b), mientras
h — 0, tenemos

pij(t+h) = kZPi(Xr = k)P(Xn = jIX: = k)
= gpik(f)((skj +qxjh+o(h))
= I;;(O(l +qjjh+o(h)) +I{Z.pik(t)(cmh+0(h))
= pij(t) + pij(t)g;ih+ /;’,-p;é)qkjh +o(h),

la dltima igualdad usando la convencion de que para toda ¢ # O constante, ¢ *
o(h) = o(h) ya que Y., pi(t) es una suma finita de términos no negativos.
Tomando lo dltimo deducimos que

pij(t+h) —pij(t) _ Pij(t)qjih+ Yirjpix(t)qrjh +o(h)
h h
_ Yker Pik(t)qrjh+o(h)
h

o(h
= Zpik(t>ij + %7
kel
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lo que implica

. Di t+h — pi
lim 21l i =Y pi(t) k),
h—0 kel

es decir,

pii(t) =Y pi(t)qi; con pij(0) = &;.
kel
Ahora, como [ es finito, por el Teorema[2.1.4, P(t) = (p;;(t) :i,j € I,t > 0) = €'?
es la tinica solucidn a la ecuacién prospectiva

P(t) =P(1)Q, P0)=1.

También, si suponemos (b), tenemos que para toda ¢, > 0, condicionando a X; =
i, tenemos que X;, , es independiente de (X : s < tn) lo que implica que

IP:'()(anrl = in+1 |Xt0 = iO’ "'7th = l”) = P(Xanrl = in+l ’Xl‘n = ln)?

donde por la propiedad fuerte de Markov (Ver Seccién [2.5)), tenemos que el pro-
ceso (Xj,+)r>0 condicionado a estar en i al tiempo #, se distribuye Markov(d;j, Q),
con lo que concluimos

P(thH = in+1 |th = in) = pij(thrl _tn)a

demostrando (c).
(c) = (a)

Similar a la prueba de Teorema[2.4.5] O

Por el Teorema[2.1.4]sabemos que si / es finito entonces las ecuaciones prospec-
tiva y retrospectiva tienen la misma solucién. Por lo que en la condicién (c) del
resultado anterior podemos reemplazar la ecuacién prospectiva por la retrospec-
tiva.

En general, si (X;);<o es un proceso de Markov con valores en [ (i.e.,espacio de
estados igual a I), dada una matriz funcién de transicién P(s,t), siempre existe un
proceso de Markov (X;);>0 escogiendo una distribucién inicial A = P (Xo(®) =
j)iin€lconn=1,2,..Ny0=1y <t <..<t,y definiendo

P<Xfo(w):i()aXl‘l(w):ila"'?th( ) )
=P(Xo(@) =io)p(0,11) p(t2,t1)...p(ta—1,tn).
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Si0<s<t<ooyP(Xy=1i) >0, definamos p;;(s,t) =P(X; = j|X; =i) y la
matriz funcién P(s,t) = (p;j(s,t) : i, j € I). Dada una cadena de Markov a tiempo
continuo (X;);>0 con probabilidades de transicion estacionarias satisface que

P(Xi(@) = jiXs(@) = i) = P(X(—y) (@) = j|Xo(®) = i),

mostrando que p(s,?) depende tinicamente del incremento (7 — s). De este hecho
se desprende que al referirnos a una cadena de Markov continua asumimos que es
homogénea en el tiempo. Observemos que de este hecho se sigue que

P(Xy, (o) = io, Xy, (@) = i1,.... %, (®) = in) =
=P(Xo(@) =1io)p(0,11) p(t1,12)...p(ta—11n)
=P Xo(w) =io) p(t1) p(t2 —11)...p(tn — ta—1).

Las caracterizaciones de una cadena de Markov dependeran de la finitud de un
conjunto numerable /. Por otro lado, si I es un conjunto infinito la ecuacién retro-
spectiva también serd escrita de la misma forma

P'(t)=QP(t),  P(0)=I,

con la diferencia de que ahora tenemos un sistema infinito de ecuaciones diferen-
ciales
pii(t) =Y qupri(t),  pij(0) =&
kel
tales que los resultados de matrices exponenciales no nos seran utiles. Una solu-
cién de la ecuacion retrospectiva es una matriz (p;;(t) : i, j € I,t > 0) de funciones
diferenciales que satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales.

Teorema 2.4.4. Sea Q una Q — matriz. Entonces la ecuacion retrospectiva
P'(t)=QP(t),  P(0)=I

tiene una solucion minima no negativa (P(t) : t > 0). Esta solucién forma un
semigrupo de matrices

P(s)P(t) = P(s+t) paratoda s,t>0.

Este resultado serd probado junto con el siguiente teorema. Notemos que si
I es finito tenemos que P(t) = €'C por el Teorema Llamaremos a (P(¢) :
t > 0) como el semigrupo minimo no negativo asociado a Q, o simplemente el
semigrupo de Q. EI siguiente resultado caracteriza a las cadenas de Markov a
tiempo continuo con espacio de estados / infinito.
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Teorema 2.4.5. Sea (X;);>0 un proceso minimal continuo por la derecha con
valores en 1. Sea Q una Q — matriz en I con matriz de salto 11 y semigrupo
(P(t) : t > 0). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (Definicion de Cadena de saltos/tiempos de espera) Condicionando en Xy =
i, la cadena de saltos (Y,)n>0 asociada a (X;);>0 es
MarkovT ¢(6;,11) y para toda n > 1, condicionando enYy, ...,Y,_1, los tiem-
pos de espera Sy, ...,S, son variables aleatorias exponenciales independi-
entes de pardmetros q(Yy), ...,q(Y,—1) respectivamente;

(b) (definicion de probabilidad de transicion) para todan=0,1,2,..., todos los
tiempos 0 <tg <t < ... <tyy1 ytodos los estados iy, ...,i,+1 tenemos

]P)(Xln-s-] = in+1|Xt0 =10,...,Xp, = in) = Pinins1 (tn+1 —l‘n).

Si (X;);>0 satisface cualquiera de estas dos condiciones entonces se dice que
(X:);>0 es una cadena de Markov con matriz generadora Q, de forma resumida
diremos que (X;);>0 es Markov(A,Q), donde A es la distribucion de Xp.

Demostracion Teoremas y :

Sea (X;):>0 un proceso que satisface la condicion (a). Definamos a P(t) por
pij(t) =Pi(X; = j).

Si condicionamos en Xy = i, tenemos que J; ~ exp(q;) y Xj, ~ (m;j : k € I)
ya que P;(Y; = j) = Pi(X;, = j). Por la [Propiedad Fuertede de Markov| (ver
Teorema si condicionamos a J; = sy Xj, = k, se tiene que (Xyi1);>0 ~
Markov(8,Q), ya que J; es un tiempo de paro (ver Lema . Dicho esto,
observemos que

Pi(X, = j,t < Jp) = e 9§

t
]Pi(Jl < I,le = kaXt = ]) :/0 qie_qisﬂikpkj(l —S)dS.
Por lo tanto

pij(1) =Pi(X; = j,t <J))+ Y. Pi(/i <1.X), =k, X, = )
ki

t
=e WG+ / gie” " mypij(t — s)ds. (2.4.9)
ki’ 0
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Consideremos ahora el cambio de variable u =t — s, por el teorema de convergen-
cia monétona (ver [Nor97, Teorema 6.4.1]) obtenemos

Pij(f)zeq"’@'ﬁ/ Y qie” 1 my pr(u)ds.
ki

Definamos a (R,);>_; como
n
Z q € ql Tclkmpkmj< )

y notemos que limy, o Ry = Y14 gie 4 1y py (). Observemos que,

e i,
gie” Ty pr (1) = gre” 0TI ()
l

= e gy pr ()
< Giky,

pues e‘qi(’_”)pkmj(u) < 1. Si definimos a M, =Y _, qir,, tenemos que R, < M,
para toda n > 1, donde lim,,_,.. M), existe y es g; ya que Q es una Q — matriz. De
la ecuacion se sigue que p;;(¢) es continua pues es la suma de funciones
continuas. Por la prueba M de Weierstrass (ver [[Car04, Lema 10.9]) se tiene que
R,, converge uniformemente a una funcién continua , pues cada término de R,
es un producto de funciones continuas. Dicho lo anterior, podemos concluir que
p(t) es diferenciable, por lo que si multiplicamos a la expresion ([2.4.9) por e?!
obtenemos

e pyj(1) = 8y + / Y qie% T pij (), (24.10)

ki

. . d t
con lo que si consideramos a 7 (e?" p;;(¢)) obtenemos que

e pig(1)) = " (gipis0) + iy 1)

por lo que si derivamos el lado izquierdo de la expresion (2.4.10) se sigue que

eqit(qipl]( )+plj que% ﬂlkpkj( )
k#i



CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 40

tomando en cuenta que g; = —g;; Y qix = qiTik, obtenemos
Pij( 14 ZCIL Prj(t) — qipij(t)
ki qi

=Y qieri;(t) + qiipij(t)
k#£i

= Z(]ikpkj(l‘)

kel

con lo que hemos demostrado que P(¢) satisface la ecuacion restrospectiva.
Ahora, consideremos la siguiente probabilidad

Pi(X; = jit <Jui1)
=Pi(X; = j,t <)+ Y Pi(h <t <Jo1,.Xs, =k, X, = )

k#i
— e*qilg..
+Z/Qleq7rlk]P)(Xt s—], S<J)d
k#i

Sea P(t) otra solucién no negativa de la ecuacion retrospectiva y observemos que
también debe de satisfacer la forma integral de la misma, es decir

pij(t) = e 1" +Z/ gie Py prj(t — s)ds. (2.4.11)
k#i

Si P(t) > 0, entonces,
Pi(X; = j,t <Jo) =0 < pij(t) paratodai,jyt.
Supongamos inductivamente que
Pi(X; = j,t <Ju) < pij(2) paratodai,jyt,
entonces por ((2.4.11))) y por hipétesis de induccién
Pi(X; = jit <Jns1)

=e 9§ +Z/qe W Pi(Xp—s = jot —s < Jp)ds
k#i

geq"t&j—l—Z/ gie "y prj(t — s)ds.
k#i
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Por lo tanto,

n
pij(t) = lim Y P(Yy1 = j. Iy <h <Ju|Yo =)
m=1
= 1im Pi(X, = j,t < J,)
< pij(t)
paratodai,jenlyt > 0. Ahora,seani,jcly0<s<t

pij(t+5) =Pi(Xips = j) = Y PilXips = j|1X; = k)Pi(X, = k)
kel

=Y Pu(Xs = j)Pi(X, =k) = Y pij(s)pix(t),

kel kel

por la propiedad de Markov. Si pi«(s) > 0 (ver ecuacién (2.2.2))) considerando
que o es un estado absorbente por lo anterior tenemos que

Pin(t+5) =1=Y pij(t +5) =1-Y) puals)puls) =1,

J€EI Jelkel

pues p;j(t) = pij(s) =0, mostrando que pie(f +5) = Pies (5) Pico(s). Esto demuestra
que (P(t) :t > 0) es un semigrupo de matrices como las requeridas en el Teorema

244

Ahora, como (X;),>0 satisface (a) y por la propiedad de Markov

Pi(th+l - in+1’Xl‘0 - i(), ...,th - ll’l)

=P, (X1, = int1) = Pininsy (a1 —1n)
para concluir que (X;);>o satisface (b).

(b) = (a)

Supongamos (b) y asumamos que Xy = i. Para s > 0 el evento {S| > s} es equiv-
alente al evento {X,, = i para 0 < u < s}, de manera similar, para s,z > 0, evento
{81 > s+1} es equivalente a {X,, = i para 0 < u < s+1}, entonces

Pi(S) > s+1)
=PX(u)=ipara0 <u<s+t/X(u)=ipara0 <u<ys)
=P(X(u)=iparas <u<s+t|X(u)=ipara0 <u<ys),
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donde por la propiedad de Markov:

P(X(u) =iparas <u<s+t|X(u)=ipara0 <u <s)
=P(X(u) =ipara0 <u <t|X(0)=1i)
:Pi(Sl >t),

mostrando que S| ~ exp(A;) para alguna A; > 0. Por otra parte, sabemos que P(t)
satisface la ecuacion retrospectiva donde

P'(0) = QP(0) =0,

de manera que pj;(0) = —g; donde g; es la raz6n de dejar el estado i y p;;(0) = g;;
es la razon de llegar al estado j desde i, lo que nos conduce a '

J1
Pi(Xy, =Jj) =E; [/0 Clijdl]

= q;;EilJ1]
_ 4y
Ai
y
Pi(le = i) = O;

lo ultimo debido a que por definicién J; = S es el tiempo en el que el proceso
(Xt)r>0 deja al estado inicial. Ahora, observemos que P(¢) debe de satisfacer que
paratodar >0

Zpik(f) =

kel

en particular

qik
Zptk Jl T
kel kel
_ - di
Ai

ki
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lo que implica que

Y aij=A

ki
=di.

Definamos al proceso (Y;),>0 como Y, = X; , es decir la cadena de saltos asociada
al proceso (X;);>0 y observemos que por la propiedad de Markov tenemos que

Pi(Yor1 = int1|Yo = io,- s Yo = in)
=Pi(X,., = int1|1X5y = 05, X, = in)
=P, (X, =int1)
- Pin(Yn+l - in+1)
_ 4

qgi

)

donde 7;; = g;j /qi. Por lo tanto, condicionando a ¥y = i, la cadena de saltos
(Yn)n>0 €s Markovdis(6;,1T). Ahora, por lo anterior

Pi(Sn+1 >S|Yn :]) ZP(SnJrl >S|Yn Zj,Y() Zi)
=P(Sn1 > s|Yu =)
P(Sl >S‘Y0=j),

por lo tanto, si condicionamos en Yy, ..., Y, 1, los tiempos de espera Sy, ..., S, son
variables aleatorias exponenciales independientes de pardmetros ¢(Yp),
...,q(Y,—1) respectivamente, concluyendo la demostracién del teorema. [

Notemos que a lo largo de la demostracién del teorema anterior no men-
cionamos a la ecuacién prospectiva para el caso en el que el espacio de estados
es infinito, el siguiente teorema muestra que el semigrupo (P(¢) : ¢ > 0) de Q,
también satisface la ecuacion prospectiva:

Teorema 2.4.6. La solucion minima no negativa (P(t) :t > 0) de la ecuacion ret-
rospectiva también es la solucion minima no negativa de la ecuacion prospectiva

P(t) = QP(1), P(0)=1.

La demostracion del teorema anterior se omitird; puede ser consultada en
[Nor97, p. 100].
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2.5 Tiempos de paro y la Propiedad Fuerte de Mar-
kov

La idea intuitiva detrds la propiedad fuerte de Markov es que dada una cadena
de Markov a tiempo continuo, lo que pase en el futuro dado que “paramos” el
proceso serd independiente de lo que sucedi6 en el pasado. La propiedad fuerte
de Makov no puede se estudiada propiamente sin la teoria de la medida. El prob-
lema reside propiamente en la nocién de como medir los eventos que "dependen”
de algin fendmeno. Esta nocién se precisa con la teoria de la medida, especi-
ficamente, con conceptos como o-dlgebra, filtraciones y medida (ver Capitulo (]
Preliminares). En teoria de la medida las filtraciones (ver Definicién rep-
resentan la informacion disponible hasta el tiempo ¢ de algin fenémeno en algin
espacio medible en términos de la o-dlgebra .%;. Por otra parte, los procesos es-
tocdsticos se han definido como una coleccién de variables aleatorias indexadas
por t. Podemos combinar estos dos conceptos de manera que para algin proceso
estocdstico podamos decir que el valor que toma X; se sabe hasta el tiempo 7. En
esta seccion nos enfocamos a estudiar la Propiedad Fuerte de Markov bajo este
enfoque.

Sea (X;);>0 un proceso estocdstico continuo por la derecha con valores en un
conjunto numerable /. Sea .%; la c-dlgebra generada por {X; : s < t}, es decir,
generada por los eventos {X; = i} donde s <t e i € I (ver Definicién [1.2.2.4).
Sea un tiempo de paro T con respecto a la filtraciéon candnica de (X;);>0 (ver
Definicion [2.4.1)), para referirnos a 7' con estas especificaciones de manera sim-
ple diremos que T es un tiempo de paro de (X;);>0, es decir, un tiempo de paro
asociado a la filtracién candnica de (X;),>0.

Dado un tiempo de paro 7', definimos lo siguiente:

Definicion 2.5.1. Sea T un tiempo de paro con respecto a la filtracion %, se
define como

Fr={Aec Z :AnN{T <t} €.% paratodat >0},
la o-dlgebra asociada al tiempo de paro T.

Es facil demostrar que en efecto .#7 es una ¢-algebra por lo cual se omite su
demostracion.

Lema 2.5.2. Sean Sy T tiempos de paro de (X;);>0 entonces Xty {S < T} son
Fr-medibles.
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Demostracion:

Como (X;);>0 es un proceso continuo por la derecha, si pensamos en el evento
{T < t}, existe un natural n > 0 tal que para toda m > n, para alguna k > 1 se
tiene

(k—1)27"<T<k2™<t donde Xp-m=Xr.
Asi, para toda i en / tenemos

{Xr = 0{T <t} = ({X, =3 N{T =1})

o oo [2Mf]
U ( U N UXen=n{k-1)27"<T< kzm}).

n=0m=n k=1

Por una parte
{T=t}={T<t}\{T<t} y {T<t}= D{Tgt—;l}
n=1

donde

1
{T<t—-}yecZ 1 C% paratodan=1,2,..
n

=

asi, como .%; es o-dlgebra tenemos que que (Q\ {7 < t}) también estd en .7,
entonces

{T =1} ={T <t}\{T <1}
={T <t}N(Q\{T <t}) € %

para obtener que
{X,=i}n{T =t} € #

pues {X; = i} pertenece a .%;. Por otro lado
{(k=1)27"<T <k2™™} € Fip-m C.F
paratodam >ny 1 <k < 2"t por lo que

o oo [2M1]
( UN U&Xer=0n{(k-127"<T< k2""}) c %

n=0m=n k=1
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ya que estd en términos de uniones e intersecciones numerables e implica que X7
es Zr-medible. Consideremos ahora

{S>1in{r<t}= |J ({T<spn{S>s})

s€Q,s<t

pertenece a .%; pues cualquier subconjunto de Q es numerable. Por lo tanto,
{S > T} estd en Zr lo que implica que {S < T} también lo estd pues .Zr es
o-dlgebra. [

Observacion 2.5.1. Supongamos Sy T son tiempos de paro. Entonces SAT =
min{S, T}y SVT = max{S,T} son tiempos de paro. Si {7}, },cn es una sucesién
de tiempos de paro, entonces sup,{T,} es un tiempo de paro. Este hecho no se
demuestra sin embargo para su demostracion se refiere [Sam15, Lema 3.1.9].

Lema 2.5.3. Para toda m > 0, el tiempo de salto J,, es un tiempo de paro de
(Xt)r>o0-

Demostracion: Demostracion por induccién. Param = 0 es claro que Jy es tiempo
de paro pues para toda ¢ > 0 tenemos que {0 <7} = Q, el cual pertenece a .%.
Ahora, supongamos inductivamente que J,, es un tiempo de paro, entonces

(<t} = | ({ngs}m{xﬁéxjm}).

s€Q,s<t

Por hipétesis de induccién J,, es un tiempo de paro y esto implica que {J,, < s} €
F; paratodar > 0y el evento {X; # X, } € % para toda s <t pues si definimos
a X = Uje/{Xy, = i} entonces {X; # X;,} = X \ {X; = Xj,}. De esto se sigue
que {Jy+1 <t} también estd en .%; pues es una unién numerable de conjuntos en
Z;. Por lo tanto, para toda m > 0 el tiempo de salto J,,, es un tiempo de paro de
(Xt )r>0- u

Sea (X;);>0 un proceso minimal continuo por la derecha y consideremos la
construccién de (X;);>o por medio de su proceso de saltos (¥,),>0 y sus tiempos
de espera (S,),>1(ver Seccién2.2). Sea .# = o(X; : t > 0), la o-dlgebra gen-
erada por (X;);>0. Denotemos por ¥, a la o-dlgebra generada por Yp,..., ¥, y
St,...,Sm—1 dada por

G = o (V)i (S, (25.1)

con %, = Q. Adicionalmente, definamos

¢ = ((V)uz0: (S1)nz1 ) (25.2)
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de manera que

g =o( %) (2.5.3)

Por los Lemas y [2.5.3] ambos (Y;),>0 (Sy)n>1 son #-medibles y esto im-
plica que ¢4 C .%. Por otro lado, para toda i € I

X=i}=J{h<t<hin{h=i}e9,

n>0

mostrando que .# C ¢. Un z-sistema util para generar a ¢ estd dado por los
conjuntos de la forma

B = {Yo =00, Yy = 0, ST > S0y 00y S > Sn}.

La definicion via proceso de saltos y tiempos de espera de una cadena de Markov
(Xt)r>0 con distribucion inicial A y matriz generadora Q se declar como sigue para
los eventos de la forma B

—gi. s . s
P(B) :A’ionioil"'ninfll’ne qu 1---6 qln,I n‘

Por el Teorema y lo anterior P estd determinada por el 7-sistema que
generaa ¥ y por ende a .7

Lema 2.5.4. Sea T un tiempo de paro de (X;);>0 y sea A € Fr. Entonces para
toda m > 0 existe una variable aleatoria T,, y un conjunto A,, € <,,, ambos medi-
bles con respecto a Gy, tal que T =Ty y 1p =1y, en {T < Jpi1}.

m

Demostracion: Seat > 0y consideremos a
) = {A € F AN{t <Jpt1} =An0{t <Jps1} paraalgin A, € gm}

Sea X = Z(I), notemos que .o es o-algebra pues

1. Como ¥, es o-édlgebra tenemos que @ € ¢, para toda m > 0. Por lo tanto,
0 € o pues 0N {t < 11} =0 € 9, para toda m > 0.

2. Sea B € 4, por definicién de <7 se sigue que BN{t < Jyu11} =B, N{t <
Jm+1} para algin B, € 4. Por un lado, como .%; y ¥, son o-dlgebras re-
spectivamente, existen B¢ € .%; y BS, € 4,,. Supongamos BN {t < J,;1+1} #
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B¢, N{t < Ju+1}y supongamos que BN {t < Jyu11} # 0 # BS,N{t < Jpi1}
respectivamente, entonces existe x € BN {t < Jy,,+1} tal que x € B, N{r <
Jn+1} 0 existe x,, € B, N{t < Jy11} tal que x,, € BN {t < Jp11}. Porlo
anterior, sin pérdida de generalidad supongamos existe x € BN {t < J,;11}
tal que x & BS, N{t < 41}, esto implica que x € By x € {t < J;41 }. Como
x & B, N{t <Jpui1} sesigue quex € B, N{t < Jpt1}yx & B, esto implica
que BN{t < Jpt+1} € BN {t < Jpnt1}, lo cual implica una contradiccién
pues BN{t < Jyi1 = ByuN{t < Jps1}. Porlo tanto, BEN{t < Jpy1} =
BS,N{t < Jy+1} para algin B,, € ¢, y lo cual implica que B € 7.

. Sea B, B3, ... una sucesion de elementos en .7, por definicion de <7, para

todan =1,2,..., existen By, ,By,, ... tales que
B,N{t <Jps1} =Bm, N {t <Jpps1}

con B, €%, para algiin m > 0. Definamos B, = J;—; Bm, Y B = U;—1 Bn»
en particular como ¥, es c-dlgebra tenemos que B, € ¢,,. Entonces, por
distribucion de la unién sobre la interseccion

(o)

BN{t <Jpt1} = ( B,-) N{t <Jmt1}
1

Bi N {t < Jm+1})

By, N {t < Jps1})

Ul
n=1
Ul
n=1

= (nQIB"h') ﬂ{t <Jm+1}

=BnN{t <Jus1},

como B, € ¥, para alguna m se sigue que B € o7, mostrando que <7 es
o-algebra.

Por definicién de o7 tenemos que .o C .%;. Observemos que para s < ¢, se tiene

que

{Xs - i} N {t < Jm—i—l}

m—1
= ( U Y=L,k <s <1} U{Ym=10,0n < S}) N{t < Jms1},
k=0
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donde

m—1
( U Y=,k <s <1} U{Y =i,J < S}) N{t <Jms1}s
k=0

mostrando que {X; =i} € 4. Como los eventos de la forma {X; = i} para s <t
generan a la o-dlgebra .7, se sigue que .%; C .« demostrando que

o =%, paratodatr > 0.
Sea T un tiempo de paro y A € %7, definamos

B(t)=={T <1}
Alt) =AN{T <1},

como 7T es un tiempo de paro y A € Fr se cumple que B(t) ={T <t} € %y
A(t) =AN{T <t} € % paratodar > 0. Como o7 = .%;, entonces por lo anterior,
para algin m > 0 existen By, (t),A(t) € ¥, tales que

B(t) N{T <Jpt1} =Bu(t) N{T < Jpt1}
AT <Jpi1} =An0{T < Jppi1}

Definamos
Tw=suptlp ) . Aw= ] An(t).
teQQ 1eQ

Como Byy(t) € Y, se tiene que 1p () es ¥,-medible de manera que a conse-
cuencia de la Observacion @ se sigue que sup,cqf1p, () pues tlp () define
una sucesion de tiempos de paro en ¢, de manera que sup;ey?1g,,(;) €s tam-
bién un tiempo de paro ¥,,. Adicionalmente, como ¥, es c-dlgebra se sigue que
Am = UieqAn(t) € %n. Entonces,

(suptlp, (1)) Lir<,, iy = SUPLLp () A{T<spii}s (2.5.4)
reQ) teQ

por lo siguiente;

1. SiT <ty T <Jy41, entonces

(suptlp, (i) Lir<y,.;} = (suptlp, 1))
reqQ teQ

=T,.
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SiT <t <Jys1, entonces

suptlp (\n{T<J,,,} =Suptlp,
T O H{T <Jmy1} Q) ()

:Tma
ysiT < J,4+1 <t,entonces

SuptIle T<Jy :supt]le
o O) N {T <Jni1} o (t)

=T,
2. SiT<tyT>Jpst,

(suptlp, (1)) Lir<y, ) = (suptlp, )0
reQ teQ
=0,
y de manera similar

suprlp () {T<spir} =05
te@

pues {7 <t} y {T < Jpy+1} no se cumple.

3.59T >ty T > Jpta,

(suptlg, 1)) Lir<y,,,} = (supz0)0
reQ teQ
=0,
y de manera similar

suptlp (A {T <t} =05
e

pues {T <t} y {T <Jy+1} no se cumple.

4. Finalmente, SiT >ty T < Jy41,

(suptlp (1)) Lir<y, ) = (supz0)1
reQ teq

=0,

50
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y de manera similar

Suptllp,, (1) {7 <1} = O
e

pues {T <t} y {T < Jpy+1} no se cumple.

Demostrando que si 7 <ty T < J,,11, entonces
(supzlp, 1) Lir<y, 1} = SUPLLp, () (T <t}
reQ) teq

Entonces,

Tnlir<spiiy = (Suptlp, ) liray,, )
e

= suptlp, () {T<lpi1}>
teQ

como B(t) {T < Jut1} = Bu(t) N{T < Jyp+1} en 4, para algiin m > 0,
= SUpTl g () (1<, i1}
e
= sup(tLr<iyn{T<sp:1}) (2.5.5)

e

=suptlir<iyLir<y,, ) (2.5.6)
teq

=T1ir<y,. )

de manera que las Igualdades (2.5.5)) y (2.5.6)) se obtienen de manera similiar que
la Igualdad (2.5.4)). Para A,, tenemos que

AT <Jpi1} = ( UAm(t)> N{T <Jmi1}
teQ

= U (An(0) N T <Jpi1})
teQ

= J A0 {T <t} {T <Jpir})
teQ

- (UA(t)ﬂ{T gt}) T <t}
teQ
=AN{T <Jni1}.

Porlotanto T =T, y 14 = 14, en {T < Jyy41}. O



CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 52

Teorema 2.5.5 (Propiedad Fuerte de Markov.). Sea (X;),>0 un proceso Markov(L,Q)
a tiempo continuo 'y sea T un tiempo de paro de (X;);>o. Entonces, condicional-
mente a {T < {} y {Xr =i}, el proceso (Xr++)i>0 es Markov(8;;,Q) e indepen-

diente de 1 donde
1 sij=i
-fl
0 en otro caso.

Demostracion:

Denotemos por (Y,),>0 a la cadena de saltos asociada al proceso (X;);>o. Por
hipétesis, como (X;);>0 es una cadena de markov continua, en particular es un
proceso minimal, si condicionamos T < {, quiere decir que el tiempo de paro T
sucede antes de que la cadena explote y en particular se cumple 7' < § < o,

Debido a esto, para

Para el evento {T < {}, definamos X =Xr y denotemos por (Yn)nzo ala
cadena de saltos asociada a (X;);>0 y como (S,),>1 a los tiempos de espera de
(X)s>0. Condicionando en X7 = i, existe m > 0 tal que {J,, < T < Jyu11} y por
los lemas anteriores sabemos que para toda m > 0 tenemos que J,, €s un tiempo
de paro de (X;);>0 lo que implica que

{Jm < T}O{XT = i} c 7r.

Sin pérdida de generalidad, consideremos A C {J,, < T} N{Xr = i}. Por el lema
anterior podemos tomar 7 =T, y 1y = 14, en {T < J,;11} donde T, y A,, son
4,-medibles.

En {J,, <T < Jy41} tenemos

m

Yn - Ym+n y Sl :Serl - (T_Jm) ) Sn :Sm+n-

De esta manera, condicionando en Y, = i, S,,11 es independiente de ¥, pues
estd generada por las variables aleatorias Yy,...,Y,;, y Si,...,S, y por otro lado
I = Yi—oSk por lo que S, también es independiente de 7,, — J,,. Asf, por la
propiedad de pérdida de memoria de la distribucion exponencial, tenemos

P(Spm+1 > s1+ (Tn—Jn)|Yim = 1,Sms1 > Tn—Im) = P(Sms1 > s11Ym =)
— s

:P(Sl >8] ’Ym:l‘).
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Por lo tanto, por la propiedad de Markov de la cadena de saltos tenemos

P({Yo =io,...., Yy = in,

S1> 81500, Sy > sy} VAN < T < i1} N {Xr = i})
=P{Ym =10, s Yimtn = in,Smt1 > 51+ (T — ),

Simt2 > 82,y Sman > Sut VAR N {Sms1 > T —Jn})
=Pi({Yo =g, ..., Yy = in,

S1>81,...,8, > Sn)P(Aﬂ{Jm <T< Jm+1}ﬂ{XT = l})

Concluimos que (X74¢);>0 es Markov(8;,Q) e independiente de .#7. O

2.6 Recurrenciay transitoriedad

Consideremos a (X;),;>0 una cadena de Markov minimal, con matriz generadora
Q. Diremos que un estado i es recurrente si

P;({t > 0:X; =i} no es acotado) = 1.
Por otra parte, diremos que i es transitorio si
P;({t > 0: X, =i} no es acotado) = 0.

Consideremos (X;),;>0 condicionado a X = i, si el proceso explota en algiin mo-
mento, el estado i no serd recurrente, pues el estado oo se considera absorbente. El
préximo teorema nos mostrard que las propiedades de recurrencia y transitoriedad
estdn determinadas por la cadena de saltos asociada al proceso.

Teorema 2.6.1. Sea (X;);>0 una cadena de Markov con matriz generadora Q.
Entonces, tenemos las siguientes propiedades:

(i) Si i es un estado recurrente de la cadena de saltos (Y,),>0, entonces i es
recurrente para (X;);>0;

(ii) Siies un estado transitorio de la cadena de saltos, entonces i es transitorio
para (X;);>0;

(iii) todo estado es recurrente o transitorio;

(iv) recurrencia y transitoriedad son propiedades de clase.
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Demostracion:

@)

(ii)

(iii)

Supongamos que i es recurrente para (¥,),>0. Recordemos que si i es re-
currente para una cadena de Markov a tiempo discreto, entonces

IP;(Y, = i para un nimero infinito de n) = 1.

Condicionemos a Xy = i y observemos que el proceso (X;);>o no puede
explotar, pues de lo contrario i no seria recurrente. Por ello, la sucesion de
tiempos de saltos cumple que

lim J,, = co.
n—soco

Por otra parte, se sabe que
X;, =Y, =i

para un nimero infinito de n, mostrando que el conjunto {r > 0: X; =i} no
es acotado y tiene probabilidad 1.

Supongamos ahora que i es transitorio para la cadena de saltos (Y,),>0, lo
que implica

IP;(Y,, = i para un niimero infinito de n) = 0.
Asi, si condicionamos Xy = i tenemos que con probabilidad 1 existe N tal

que
N(@)=sup{n>0:Y,(w) =i} <o
con lo que obtenemos que para toda ¢ en {r > 0 : X;(w) = i} se tiene que

! < Jn(w)+1 Para concluir que

P;({r > 0: X; = i} no estd acotado) = 0.

De resultados basicos de cadenas de Markov a tiempo discreto, sabemos
que todo estado es recurrente o transitorio, en particular para (Y;),>0 esto
se cumple. Por otro lado, de la Seccién [2.3| sabemos que podemos construir
a una cadena de Markov a tiempo continuo a partir de su cadena de saltos
asociada donde

X, () = Yo(w) si Jy(w)<t<J,;i1(w)paraalgunan
! RS en otro caso,

por lo que podemos concluir que todo estado es recurrente o transitorio.
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(iv) Por el mismo argumento del inciso anterior, recurrencia y transitoriedad son
clases de equivalencia o comunicacion de las cadenas de Markov a tiempo
discreto, por lo que en particular lo es para la cadena de saltos y el proceso
(X;);>0 se mueve a los mismos estados de (¥,),>0, por lo tanto, podemos
concluir que recurrencia y transitoriedad son propiedades de clase.

]

Definamos a 7; como el primer tiempo de llegada de (X;);>o al estado i,
definido por
Ti(w) =inf{t > J)(®) : X;(®) = i}.

Para demostrar el siguiente teorema recurriremos a enunciar un resultado andlogo
para cadenas de Markov a tiempo discreto, recordemos que el primer tiempo de
llegada de una cadena de Markov a tiempo discreto estd definido como

Ni(®w)=inf{n>1:Y,(w) =i}.

Teorema 2.6.2. Consideremos (Y,),>0 una cadena de Markov a tiempo discreto
con matriz de transicion P. Entonces se cumple la siguiente dicotomia:

(1) _ oo

12 4

(n) < oo,

ii

(i) Si P(N; <o) =1, entonces i es recurrente’y Y .., p

(ii) Si Pi(N; < o) < 1, entonces i es transitorioy Y~ o p

(n)

donde p;;’ es la entrada (i,i) de la matriz P".

La demostracion de este teorema se omitird; puede ser consultada en [Nor97,
p. 26].

Teorema 2.6.3. Sea (X;);>0 una cadena de Markov con matriz generadora Q.
Entonces se cumple la siguiente dicotomia:

(i) sigi=0o0 PB(T; <) =1, entonces i es recurrente y [y pii(t)dt = oo;
(ii) si q; >0y Pi(T; < ) < 1, entonces i es transitorio y [, pii(t)dt < co.

Demostracion:
Consideremos el Teorema de Tonelli (ver [Sam15, Teorema 1.4.6] y observemos
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que

/pl','(l‘)dt:/ Ei[l{X,:i}]dt
0 0

- El‘ |:/0 ]l{X[—i}dt:|

E; [ Z Sn+1 H{Yni}}
n=0

= Y E[Sps1 [ Yo =i]Pi(Ys = 1)
n=0

(n)

i s

1
q9i ,—0o
el penultimo paso debido a que S,,11 y ¥, son independientes. Ahora, sea Xo =0y
definamos J = sup (J,, : J;» < T;(@)), notemos que en el caso de que 7;(w) exista

y sea finito, el primer tiempo de llegada debe ser un tiempo de salto ya que
T; :J+Sm+l - Jm+17

pues X; # i paratodat en el intervalo [J;,T; ), en particular, en [Jy,, T; ) = [Jim, Jn+1 )-
De estd manera podemos calcular P;( 7; < o) en términos de los tiempos de salto
Jy. Dicho lo anterior, consideremos al primer tiempo de llegada al estado i de la
cadena de saltos (Y;),>0 denotado por N; y notemos que

I
gk

Pi(T; < oo) Pi(Ti = Jn)

3
I
—_

Pi(Xy, # iy Xy, #1,X), =)

I
s

3
I
—_

|
s

Pi<Yl 7£ iv"'vYn*I 7£ l7Y”l = l)

n=1
= i P,'(Nl = n)
n=1
= Pi(N; < o). 2.6.1)

Supongamos que ¢; = 0, esto implica que el proceso (X;);>o no puede salir de i,
es decir, i es un estado absorbente, de manera que p;;(t) = 1 para toda t > 0, por
lo que en particular, i es recurrente pues S} = ooy [i° p;i(t)dt = oo.

Supongamos ahora que g; > 0, por los Teoremas[2.6.1]y [2.6.3] se sigue que:
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(i) SiP;i(T; < ) =1, el estado i es recurrente para el proceso (X;);>0 y

S(H)dt = — ..~ = oo}
/O p”( ) QInZ,O "

(i) siP;(T; < o) < 1, el estado i es transitorio para el proceso (X;);>0 y

°° 1
/ pi(t)dt ==Y 1" < oo,
0 qi n=o

]

Con este teorema concluimos el primer capitulo referente a procesos de Mar-
kov a tiempo continuo cuyos resultados seran ocupados a lo largo de los siguientes
capitulos.



Capitulo 3

Teoria del Potencial

Sea I un espacio discreto. Definamos una particién cualquiera de I dada por I =
DNdDy definamos c: D — Ry f: dD — R, en este contexto llamaremos a D
como la frontera de D. Observemos que las especificaciones de ¢ y f definen una
funcion por partes dada por

- Ci sii e D;
Cc;, =
"1/ siiedD,

donde ¢; = ¢(i) y f; = f(i). Consideremos un proceso estocdstico minimal (X; );cT
con valoresen/y T = Z oT=R". Se recuerda que la condicién "minimal" in-
volucra al estado « € I (ver Seccion Sea .# la o-dlgebra generada por (X;),er
y definamos 7 = inf{r > 0 : X;(w) € dD}. Ahora, definamos Y; = ¢(X;)l7<e y
consideremos

T
/0 (o)t + E(Xg) 17 —on

Si es que la integral puede ser especificada. ;Bajo que condiciones existe la in-
tegral? ;Cudndo es finita o infinita?. A partir de este capitulo, desarrollamos la
correspondencia entre estos conceptos y la teoria de la probabilidad, estudiando
una version discreta de la teoria del potencial examinando sus propiedades en un
contexto adecuado para las cadenas de Markov. Empezaremos introduciendo la
idea de potenciales asociados a una cadena de Markov y cémo calcularlos.

58
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3.1 Definicion del Modelo

Sean (X,,)n>0 ~ MarkovTd(A,P) una cadena de Markov a tiempo discreto con
matriz de probabilidades de transicién Py a (X;);>0 ~ MarkovT c(A,Q) con dis-
tribucion inicial A una cadena de Markov con matriz generadora Q y matriz fun-
cion de transicién P(¢). Consideremos una cadena de Markov con valores en un
espacio de estados numerable / y una particién de I dada por Dy dD, donde dD
es la frontera de D en I. En este contexto dD serd visto como el conjunto de
estados absorbentes en I de (X;);cT segtn el caso de T.

Definicién 3.1.1. Dadas dos funciones ¢ : D — RTU{0} y f: dD — Rt U{0},

: . - =+
se define el potencial ¢ asociado a ¢y f como una funcion ¢ : I — R donde
0i(c, f) se especifica a continuacion:

1. Discreto:

E| Y (X)) + f(Xe)Lrco| Xo =i

n<tT

Ei| Y c(X0)+f(Xe)leco |

n<tT

2. Continuo:

oi=E

/O " e(X,)dr + f(XT)Ile] .

En ambos casos la variable aleatoria T = inf{t € [0,| : X; € dD} denota el
tiempo de llegada a dD. Para el caso en que X; = o para alguna t € [0, 1] se
define c¢(0) = 0. Para el caso en que ¢y f estdn especificados, de manera simple
denotaremos ¢ para referirnos al potencial asociado a c 'y f, de lo contrario de
manera general denotaremos por ¢(c, f) cuando ¢ y f no estdn especificadas.

La interpretacién mds obvia del potencial en términos de costo: la cadena
deambula en D hasta que llega a la frontera: mientras la cadena se mantenga en
D, en el estado i se incurre un costo ¢; por unidad de tiempo; cuando llega a
la frontera dD, digamos a un estado j se incide en un costo final dado por f;.
Notemos que en ningin momento se asume que la cadena llega a la frontera, o
que la frontera es no vacia.
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Ejemplo 3.1.2. Sea (X,);>, una caminata aleatoria simple sobre Z, es decir, una
sucesién de variables aleatorias idénticamente distribuidas sobre los enteros; la
caminata empieza en un estado Xo = ng y s6lo puede saltar al minimo entero
mayor o al maximo entero menor. Las probabilidades de transicion de la caminata
estdn dadas por

qg si j=i—1,
pij=4yp st j=i+l,
0 e.oc.,

con g < p tales que p+¢g = 1. Supongamos que la caminata empieza en O e imag-
inemos que en todo momento que la caminata se mueve, se incurre en un gasto
o costo por visitar al estado i dada por la funcién ¢ : Z — RT U {0} definida por
c; = B¢, con B > 0. ;Cudl serd es el costo total esperado, resultado del costo gen-
erado por la caminata aleatoria sin que pare jamas? Definamos ¢y como el costo
total incurrido por la caminata aleatoria que empieza en 0 hasta infinito.

Si g < p tenemos que la caminata aleatoria en la recta de los enteros en partic-
ular tiende a tomar los valores positivos, es decir, es mds probable que la caminata
salte a la derecha que la izquierda sin importar el valor de la caminata aleatoria al
tiempo n. Para validar esta afirmacion basta demostrar que la caminata aleatoria
diverge casi seguramente, es decir

]Po(r}i_r&Xn :oo) =1,
lo cual es equivalente a demostrar que
Po(VK>0€Z, 3N >0€ Ntal que Xy >K) = 1.

Por un lado, la caminata aleatoria empezada en 0 cumple que
(1) )p%("“)q%(”_i). si|i| <mny n,isonambos par
]P() (Xn = l) = f(n—"_l) ’ ’
0 e.o.c.
Por otro lado, notemos que la probabilidad de que la caminata aleatoria alcanze
el valor K es positiva cuando K < n, de manera que sin pérdida de generalidad
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podemos suponer 0 < K < n con n'y K ambos par. Entonces

Po( lim X, > K) =1—P( lim X,, < K)
n—oo n— oo

K
=1—1lim Y Py(X,=i)

n—oo
I=—n
i par
= 1—1im . ..
v, \Sni))
i par

Para demostrar que P (lim,Hoo X, >K ) = 1, mostraremos que la serie en la igual-
dad converge a 0. Notemos que para toda 0 < k < n el coeficiente binomial
(’Z) alcanza su maximo cuando k = n/2 para asi acotar la serie en cuestion de la
siguiente manera:

K n ) 1 N1 . K n 1 N1 .
5 (n+i) , 5 (n—i) 5 (n+i) 5 (n—i)
~ | P? q* < <n>p2 q*
Z (%(l’l l) ,':Z_n 2

i=—n

i par i par
K/, . l_
:%ﬁ“ (Q(pq) (p/q)
n N = ;
= (%) ((p61> ) %p(p/Q)
- (ﬁ) ()’ _f (p/a).  (312)
i par

Por un lado, la serie en (3.1.2)) describe una serie geométrica de manera que pode-
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mos expresar la serie de manera alternativa como sigue:

Y (v/a)' = Zp/q Zn‘,LI/p
i par zgar

’”( l (@'(Z()
w 32“ g; 2<1 (1— q/p_m)
)

1—(p/q)* ) :
(o) (=tarer)
(4
(¢/p)"
—(

+

2

4
p
4
p

_ 1_ p/q K+2+(
(p/q)? 61/p )
(p/q)?

1—(p/q)?
p/q K+2 N (
p/q)?

1— 1-(p/9)?
—(p/9)** 1

1—(p/q)
_(a/p)" —(p/qr)’(+2
1—(p/q)?*

Por la Férmula de Stirling (ver [Nor97, p. 43]) podemos aproximar n!; para n
suficientemente grande se sabe que

(3.1.3)

n
n
n! ~+2mwn (—) cuando n — oo,
e

donde a, ~ by, significa que a, /b, — 1. Con lo anterior, si sustituimos el término
obtenido en (3.1.3)) en la ecuacién (3.1.2) y aplicamos la Férmula de Stirling para
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los términos que aplican, tenemos

K

2 (pgy)? i_ [ V2n(n/e)” ) 5"

((ggz) <(pq) ) ii:pZarn(p/fJ) <( — ((n/2)/e)g>2 ((pq) )
x ((Q/P)"—(P/Q)KH)

1—(p/q)?

- a/p) = (p/a)"
1—(p/q)?

- a/p) = (p/a)"
1—(p/q)?

(V2 w1 (g/p)"— (p/g)* "2
‘<WE2>«”)>( 1= (p/g)? )

n(q/p)" — (p/q)*
V2 <2pq> 1—(p/q)* =

Definamos la sucesién A, = (2pq)", comog=1—py 0 < g < p < 1, en partic-
ular se cumple que ¢ < 1/2 < p < 1, de manera que si multiplicamos por 2¢ la
desigualdad anterior se tiene que 2g° < pg < 2pq < 2q < 1. En consecuencia, se
cumple que para toda 0 < n, sin importar la paridad de n se tiene que (2pg)" < 1,
de manera que el limite cuando n — o de la sucesion A, existe y es 0. Ahora,

definamos B,, como:
(q/p)"—(p/q)*"?
1-(p/q)*

Como K es un valor fijo, en particular se cumple que (p/q) es un valor con-
stante con respecto a 1 y en particular, (p/q)¥*2 > 1y debido a que (¢/p) < 1

B, =

K+2
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pues (p/q) > 1 se sigue que

. . (g/p)" . (p/e)*P?
LB =T (p/q)? il (p/q)?
_ (p/g)T?
1—(p/q)?
(p/g)*+*

T 1-(p/e)?*

Por lo tanto, para toda K > 0

K K
n 1 A1 :
1 =)=l 7(n+l) 7(}1_1)
fim ), Po(Xy=1) = lim }, <%(n+i)>p2 7

=0

i=—n i=—n
i par i par
< lim V2 A, B,
n—yoeo

= V2 (fim ) (fim B,

)K+2

)

demostrando que

K
Po( lim X, > K) =1 —r}ijxgoj;nPo(Xn =)
i par

=1.

Por lo tanto, la caminata aleatoria empezada en 0 con probabilidades de transicién
g < p diverge casi seguramente a infinito.
Observemos que la serie

oo

Y (X))

i=0

Y

) c(Xi) =Y B* y 9o = Eo
i=0 i=0

divergen si B > 1. Entonces, ;para qué valores de 3 obtenemos un valor finito
para ¢o? Antes de abordar esta pregunta, vale la pena hacer las siguientes obser-
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vaciones. Sea Xy = 0 y notemos que

(o)

ZC(X,') ’Xo =0

i=0

E[ X() —I—Zc ’XO— }
i=1

$o=E

ﬁXO_I_ZC )Xo =0 ]

[ﬁo c(X;) | Xo =0],

m@a

donde por el Teorema de Convergencia Monétona [Nor97, Teorema 6.4.1,p. 241],
se sigue que

=14+ Y PXi=j[Xo=0)E| Y c(X) X1 =

JEZ i=1
=B+ pE Zc Y| X; =1| +qE io(x,-)|X0:—1]

i—
=1+pd1+qo-1. (3.1.4)
Por otra parte,
E,‘ 2)C(Xl
i—

[c(Xo) +c(X1) +c(X2) +... | Xo = i
[BY+B5 + X2+ .| X =]

[BBX BN B ) [ X =]
[,BXO_I+ﬁX1_1+ﬁX2_1+...|X0:i}
[cXo—1)+cXi—1)+c(Xo—1)+...| Xo =]
[c(Xo) +c(X1)+c(X2) +... | Xo=i—1]
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para obtener que

¢1 =P ¢o ; ¢-1 =

Si sustituimos @ y ¢_; en la Ecuacién (3.1.4)), se sigue que

¢0=1+Pﬁ¢0+Q%

=1+ (Pﬁ+%> o,

B

Ay
De esta manera logramos expresar a @y en funciéon de 3. Recordemos que ¢
es la esperanza de una suma cuyos términos son positivos y (3.1.5) toma valores
positivos en el intervalo (%, 1) para concluir que

p i 4
0o = {Bpﬁzq sife (1)

%0
i

para obtener que

(3.1.5)

e.o.c.

Otra forma de validar este resultado es considerando el costo esperado hasta el
tiempo n empezando desde 0, es decir,

Y (%)

k=0

n . . . .
Procederemos a demostrar que ¢(§ ) = ¢o cuando n tiende a infinito. Si pros-
eguimos de manera similar a como obtuvimos la identidad (3.1.4)), teniendo en
cuenta que este para este caso estamos manipulando una suma finita, tenemos que

Rl (]

Es claro que,

05" =1+9” (pﬁ+%>

:1+<pl3+%).
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Afirmamos

k
0" =Y (pIH%) : (3.1.6)

k=0

y observemos que tanto para q)éo) y (])él) la afirmacién es valida, por lo que si
procedemos de manera inductiva suponiendo que (3.1.6) es vélido, tenemos

05"V =1+ 9" (pﬁ +§)

v (e ) (£ (ore )
q
B

para concluir que (3.1.6) es vélido para toda n > 0. Con esto, en este ejemplo
tenemos que ¢(§0) puede ser representada por una serie geométrica, la cual sabemos
converge si y solo si |pfB 4+ ¢/B| < 1. En particular sabemos 0 < pf8 +¢/B de
manera que podemos podemos ignorar el valor absoluto y obtener que

pﬁ<1—%=p+q—%=p+q(%)-

Resolviendo la desigualdad para B ocurre que 8 > ¢/p, y concluimos que si 3

pertenece al complemento del intervalo (¢/p, 1) entonces ¢y diverge, de lo con-
trario

n k
g0 = lim Y’ <p[3+1)
n—eo =4 B
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= lim " (pﬁ+%)n+l
we (pﬁ—i—%)
_ |
1= (r+5)
B B
- B-pB’—g¢

como ya se habia mostrado anteriormente. |

El potencial para cadenas de Markov puede variar conforme al contexto en el
que se esté aplicando. En particular, esta herramienta es til para resolver prob-
lemas con valores frontera; dadas dos funciones ¢; = ¢(i) y f; = f(i) definidas en
una particién de I dada por D y dD respectivamente. La caminata inicia en algin
estado en D y salta de un estado a otro hasta llegar a dD. La funcién evaluada c;
puede ser pensada como la carga o costo en el estado i, de manera que el potencial
representa la carga o costo total hasta el momento en que la cadena llega a dD.
En general, la interpretacion sobre el potencial y las funciones c y f puede variar
conforme al contexto en el que se aplique el potencial.

Teorema 3.1.3. Supongamos que (c;:i € D)y (fi: i € dD) son dos funciones no
negativas, es decir que para toda i, c; > 0y f; > 0. Sea ¢; definida como en la
Definicion[3.1.1|para el caso discreto. Entonces:

1. El potencial ¢ = (¢;:i € 1) satisface:

O =Pdp+c en D, (.1.7)
o=f en dD. o
2. Sea y = (y; 1 i € I) que satisface:
>
{‘”—P"’+c en D, (3.1.8)
yv>f en 9D,

y W; > 0 para toda i en 1. Entonces Y; > ¢; para toda i en 1.
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3. Si Pi(t < o) =1 para toda i en I entonces @ existe y es la tinica solucion

acotada de (3.1.7).

Demostracion:

1. Sea i en dD, como T es una variable discreta notemos que en este caso,
se cumple que T = 0 < o y en particular se tiene que P;(T < o) =1y
Pi(t =0) = 1 para asf obtener que

0 =E; ZC )+ f(Xe ]11<oo]

| n<7T

7—1
=Ei| ) c(Xu)Llner +f(Xr)ﬂr<°°]

Por lo tanto, para toda i en dD tenemos que ¢; = f;.
Ahora, sea i en D, por el Teorema de Convergencia Mondtona tenemos:

ZC —|—f X’L’ 11;<oo

n<t

ZC +f XT ]11-<°°|X()—l

n<t
- XO + Z +f X1)11<00’X()— l}
1<n<rt
=c(Xo)+ Y. PiiE| Y X))+ f(Xo) Lol X1 =j|.  (3.1.9)
jel 1<n<7

Recordemos que p;; denota la entrada (i, j) de la matriz de probabilidades
de transcicion P asociada al proceso. Por otra parte, por la propiedad de
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Markov tenemos

E| Y e(X)+ f(Xe) Local X = j

1<n<7t

ZC ‘|'f Xz 11<<>°|X0—]

n<t

:d)]a

con lo que si sustituimos la anterior en (3.1.9) obtenemos que:

¢i=cXo)+ )Y piE| Y c(X)+ f(Xe)lrcw|Xo = j

Jjel n<t
=cit+ Y pij$)-
jel
Por lo tanto, para toda i en D:
O =Po+c.

2. Definamos el costo esperado hasta el tiempo n como:

‘Pi(n) =E;

i c(Xi) Lker + f(Xz) ILr<n]

k=0

Notemos que si proseguimos de manera similar al punto anterior obtenemos
que

(Pi(n) =E;

Y (X)) Liwr + f(Xe) Lo<n
k=0

n
= c(Xp) + ZPU Z (Xi)Lger+ f(Xe)Lo<n| X1 = j
jel =1
—1
=ci+ ) pijE ZCXk L+ f(Xe)Lecn—1|Xo = j
jel k=0
(n—1)
- Ci+ZPij¢jn ;

jel
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esto ultimo es vdlido, mientras i pertenezca a D. Consideremos ahora el
caso en el que i pertenece a dD

(])l(n) :Ei :]Ei[f<Xr)]17:§n} :fi7

Z (X)) Lgar + f(X)Lr<n
k=0

para concluir que

¢(n)_ C+P(P(n71) éen D,
s en dD.

Definamos a (S,),>0 como S, = Y} ¢(Xi)Lk<r + f(Xr)Lr<, de manera
que
lim S, = Y ¢(X,) + f(X) Lr<eo,
n—yoo
n<t
y dado que (Sy,)m>0 €s una sucesiéon monotona (pues ¢; y f; son funciones
no negativas), por el teorema de convergencia mondtona tenemos

o\ = lim E,[S,] = lim E;

n—oo n—oo

Z c(Xp) Lk + f(Xr) Hrgn]
k=0

n<t

:]Ei ZC +f X‘L’ ]lf<oo+c< )11,':00]

:El ZC +f X‘C ]]JL-<OO

n<‘E

= (Pi,

es decir, lim;,_o (P(”) = ¢. Ahora, sea y tal que satisface 1} yy>0=
(b(o); demostraremos por induccion que y > ¢(”) paratodan > 1.
En el caso base n = 1, tenemos que:

v >Py+c>Pp0 +c=¢W),

con lo que el caso base es vdlido. De manera inductiva, supongamos que la
proposicion es vélida para k, es decir,

y > oW
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Entonces, si multiplicamos por P a la izquierda en ambos lados y sumamos
¢ de la misma manera, obtenemos que:

Py+cz Pl te=glt),
por lo tanto, para toda n > 1 tenemos

y> ¢,

de manera que
> 1 (n) = 0.
y 2> lim ¢ ¢
3. Sea y tal que satisface (3.1.8)) y que para toda i en I tenemos |y;| < C,
definamos a (M,,),>o como:

n—1

M, = Z c(Xi) Li<r + f(Xt) Len + W(Xn) Ln<sz.
k=0

Ahora, consideremos a .%,, la 6-dlgebra generada por las variables aleato-
rias (X1, X2, ..., X;,). Entonces

E[Myi1 |70 =E| Y (X)) Lker + f(Xe) Leanir + W (Xns1) Lng1 <z | «%]
| k=0

[(n—1

=K C(Xk)1k<1+C(Xn)]ln<7+f(XT)]lT<n

k=0

+f(XT)]1‘L'=n+ Il/(Xn—H)ILn<‘L' | yn] 5

donde en la ltima igualdad, todos los términos excepto WY(X,+1)1,<¢ son
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Z,-medibles, es decir,

E[My1| %] = ZZ;C(Xk)ﬂkq +c(Xp) Lner + f(Xe) Lrcn
X Lo+ B[W (X)) Lyce | 7]
- :;c<xk)ﬂk<f (X)) Lnce + f(Xe)Loan
: + f(Xe) Le=n + (PY) (Xn) Ln<s
= ;E;)C(Xk)]lk<r + f(Xt)Le<n

+ (Pl//+ C)(Xn)1n<r +f(XT)]lr:n7

pero
(PW+C)(Xn)1n<r +f(Xr)]lr:n < W(Xn)ﬂngr,

lo que implica que

n

1
(X)) Lper+ f(Xe) Loan + (PY +¢)(Xn) Ly + f(Xz) L=
k=0

n—1

<Y c(X) Tkar + f(Xe) Locn + W(Xn) Luce = M.
k=0

Probaremos ahora la unicidad de la solucién de la ecuacién (2.5) bajo el
supuesto P;(T < «0) = 1 para toda i en /. Notemos que si y satisface (3.1.8)
con igualdad, M,, seria una martingala, por lo que se obtiene lo siguiente:

v; = Ei[My] =Ei[M,] = ¢l-(n71) +Ei [w(Xn) In<c],
pero por otra parte tenemos
E; [W(Xn)]lngr} | <E; [Cﬂngr} =CE,; [ﬂngf] =CP; (n < ”L')

y sabemos que P;(n < ) = 1 —P;(7 < n) y por hipétesis IP;(7 < o) = 1 por
lo que obtenemos que

n—oo
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Concluimos

Y = ,115130 (])i(nfl) +Ei [w(X) Ln<c]

= ¢
ie. v =0.

Por lo tanto, si P;(7 < o) = 1, ¢ existe, es acotada y es la dnica solucion

que satisface (3.1.7).
O

El teorema anterior es valido para el caso discreto. A continuacién presenta-
mos la versién andloga para el caso de cadenas a tiempo continuo. Recordatorio:
diremos que un proceso (X;),;>0 es minimal si existe { un tiempo de paro tal que
paratodat > {, tenemos que X; = o (tal como lo definimos en el capitulo 1, en la
Seccion 2.2).

Teorema 3.1.4. Sea (X;);>0 minimal y c = (c;i:i € D)y f=(fi:i€ dD) no
negativos. Sea ¢; definida como en la Definicion [3.1.1] para el caso continuo.
Entonces ¢ = (¢;:i € 1) tal que ¢; < e para toda i en I, es la solucion minima no
negativa de:

{_Q¢:C en D, (3.1.10)

O0=f en dD.

Si ¢; = oo para alguna i € I entonces la solucion a la ecuacion (3.1.10) existe no
tiene solucion finita no negativa. Mds aiin, si P;(T < o0) = 1 para toda i en I
entonces tiene a lo mds una solucion acotada.

Demostracion:
Denotemos por (¥,),>0 a la cadena de saltos asociada a (X;),;>0, a la sucesion
81,82, ... como los tiempos de espera de (X;);>0 y a Il la matriz de saltos asociada
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a la misma, entonces

T N-1 rJi

/0 c(Xp)dt + f(Xe)lrco = Z / c(Xp)dt + f(Xz) L <o
i= 0 Ji

i+1

= Z / Yi)dt + f(Yn)In<o
]H—l

) /, g () Iy

N_
= ¥ c(¥)Sis1+ f () Ly<e

donde N es la primera vez que (Y,),>0 toca a dD. Dada esta consideracion, cal-
culemos lo siguiente:

E; /T (Xt>dt+f(XT liceo| = Z c(Yu)Snv1 +f(YN)ILN<°°]
0 n<N
=Ei[c(X)S1+ Y, c(¥u)Sni1+ (W) Ly<oo]

1<n<N

:2+E,{ Y, c(M)Snt1+F(Yn) In<o)

1<n<N
C:
YR =T T ctSent + £ v
qgi % 1<n<N
C: . .
__’+Z@E Z c(Yn)Sn+1+f(YN)1N<°°|Y0:J
qi i qi n<N
:ﬁ—FZ@‘P} (3.1.11)
Az i

Si definimos a &; = %, tenemos que
1

qi
¢l:Cl+Z 2 q’j?

JEI
ie., ¢ =c+11¢, (3.1.12)
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de manera que por el teorema anterior (la version discreta), ¢ existe y es la solu-
cién minima no negativa de la ecuacién (3.1.8), mds atn, si P;(7 < o) =1 en-
tonces (3.1.8)) tiene a lo mas una solucién acotada. De esto dltimo, no es dificil
ver que, en efecto, ¢ satisface la ecuacién pues de se concluye

qi0i =ci+ Y, 4qij 9.
J#i
Por lo tanto,
ci=qi0i— Y qij 9
JFi
=—qii— Y_qij 9
el
=— Zqzj 0;
el
ie., —Q00¢ =c.

]

El siguiente teorema hace referencia al costo esperado con cierto factor de
descuento aplicado a un futuro, como es de esperarse tenemos la version discreta
y continua:

Teorema 3.1.5. Supongamos que (c; : i € I) es acotado. Sea o € (0,1) y defi-
namos

¢ =E;

i o"c(Xy)
n=0

entonces ¢ = (@ : i € I) es la unica solucion acotada de
¢ =aPd+c. (3.1.13)
Demostracion:

Supongamos que |c;| < M < e para toda i en I, como « estd en (0, 1) tenemos

0] = | E;

i a"e(X,)
n=0

> M
<Y a'M=—
= l—-o
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de manera que |¢;| estd acotada. Ahora, por el Teorema de Convergencia moné-
tona y la propiedad de Markov se tiene que

d),' = El' Z OtnC(X )

=[E; <Z(X”l Xn

n=1
=cito) piEi| Y a"c(X,)[Xi =
A n=1
:Ci-I-OCZpijE ZOC”C
J#i n=0
=ci+a) pijo;
J#i
ie., O =c+aPg.

Por otra parte, sea y otra solucién de (3.1.13)) acotada y definamos a C = sup; | y; —
¢i|, como ¢ es acotada, C existe y es finito. Ahora, observemos que

V=9 = (c+aPy)— (c+aPe)
= (XP(([/—(P),

lo cual implica que

Wi —¢il =« szj —9i)
J#i

<aly piC
J#i
<aC,

mostrando que oC es una cota superior de |y; — ¢;|. Como C = sup; |y; — @;| se
cumple que
-0l <C<ac.
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Por un lado, si o estd en (0, 1), en particular se cumple que aC < C y por otro
lado tenemos que C < aC, por lo tanto se concluye que C =0y v = ¢. [

Teorema 3.1.6. Supongamos que (X;) no explota y que (c; : i € I) estd acotada.
Sea A en (0,00) y definamos a

¢ = / e Me(X,)dt
0

entonces ¢ = (@ : i € I) es la unica solucion acotada de

(A-Q)¢p=c. (3.1.14)

Demostracion:
Definamos a

X,:{Xt si 1<,
d si t>T

y sea la cadena de saltos (¥,),>0 y los tiempos de espera asociados a X;. Observe-
mos que si condicionamos a Y, =i tenemos que ¥, # 0 si y solo si S,41 < T, es
decir, Sn+1 =T AS,+1. Como T y S, son variables aleatorias independientes
entre si de distribucién exponencial de parametros A y ¢(Y,) respectivamente,
obtenemos que S, | es una variable aleatoria exponencial de pardmetro G(¥,) con
G(T,) = q(¥) + 2. )

Observemos que d es un estado absorbente de (X;);>0 pues P(T < o) =1. Si
definimos a s = 0y a G;y = A el proceso (X;);>0 es una cadena de Markov con
matriz generadora Q = A + Q.
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Sea N el tiempo de llegada al estado 0 de (¥,), entonces

¢l' = Ei /OwC(Xl)dl‘

=E,; Z C<~n)S~n+1 + CaSN

| n<N
n<N
=F; [c(Yo)S1 + Z C(?n)gnﬂ}
1<n<N

Ci YA
= Tl —|—E,{ Z C(Yn)Sn—H]

qi 1<n<N

Ci qij i
=— +ZTEj Z C(Yn)Sn—H |Y0 =J

qi i qi n<N

Ci qij
== + Z TJ (Pja

Az di

lo cual implica que
Gi%i =ci+ Y dij9;.
J#i
Asi obtenemos
¢i = Gi0i— Y, dij9,
J#
= (A=Y Gij)9;
i€l

c=(2-0)9,

pues g;j = gi;. Por otra parte, notemos que 7 es el tiempo de llegada a d el cual
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es finito con probabilidad 1, debido a esto tenemos

d),' = ]El' /0°° C(Xl)dl

=E; /OTc(Xt)dtJr/:c(Xt)dt

= Ei /0 C(Xt) ]]-l‘<T dt] .

En el intervalo (0,7T) se cumple X; = X; y como ¢; es no negativo para toda i en 1,
por el Teorema de Fubini y la independencia de T se sigue que

E;

/Owc()?,)ILKTdt] :/OWEi[c(X,)]IP(K T)dt

= /0 “E; [e(X)] e Mar
= 000 E; [C(Xt)e_’lt]dt

—F;

/0 c(Xt)e’l’dt] ,

dado que ¢; < C e *dt < C/A para toda i en I. Por lo tanto, por el Teorema
[3.1.4]se concluye que ¢ es la tnica solucion a la ecuacién

0=(-Q)p=c.

Para el caso en que c es acotada con valores negativos consideremos a

(P:l: = Ei / ef)”ci(Xt)dt
0

1 Y

donde cl-i = (+¢;) V0 de manera que ¢ = ¢ — ¢ . Por lo anterior no es dificil
ver que

(A—Q)p*" =c*
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lo que implica que

A-Q)¢"—(A-0)¢"=(A-0)(¢9"—¢")

=ct—¢

=C.

Para finalizar, si ¥ es acotada y cumple que (A — Q)y = ¢ tenemos que (A —
Q)(y — ¢) =0 lo que implica que ¥ = ¢. Por lo tanto ¢ es la dnica solucién

acotada de (3.1.14). O

De los teoremas anteriores podemos concluir que, dados ¢ = (¢; : i € D) y
f = (fi:i € dD), para calcular el potencial asociado el problema se puede resumir
en resolver un sistema de ecuaciones lineales que a su vez dependerén de las clases
de comunicacién de una cadena de Markov.

A partir de este momento nos preguntaremos por algunos aspectos estruc-
turales del conjunto de potenciales de una cadena de Markov dada. Sean (Xj,),>0 ~
MarkovTd(A,P) una cadena de Markov a tiempo discreto con matriz de proba-
bilidades de transicion Py a (X;),>osimMarkovTc(A,Q) una cadena de Markov
con matriz generadora Q, matriz funcién de transicién P(¢).

Definicion 3.1.7. Denotaremos por G = (g;; : i,j € I) a la matriz de Green dada
por

G=) P
n=0
para el caso discreto. Similarmente, para el caso continuo
G= / P(t)dt,
0

donde -
gij:/() pl'j(l‘)dt.

Sean (X,),>0 ~ MarkovTd(A,P) con valores en el espacio de estados  y ¢ :
I — R™*. La funcién ¢ define un vector columna de N entradas donde N representa
la cardinalidad del espacio de estado I. Consideremos a ¢ : I — R™ el potencial
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asociado a la funcién c. Por el Teorema [3.1.3]se cumple que ¢ = P¢ + ¢ donde

¢ =ci+ ) pij9

jel

=ci+ Y. pijlcj+ ) pjxd)
jel kel

=ci+ Y pijci+ Y, ) Pijpjd
jet jeliel

2

=ci+ Zpijcj_l—zpz(j)(pj'

jel jel

Si procedemos de manera progresiva sustituyendo el valor ¢;...

O =ci+ Zp,‘jc_j +...+ Zpg-n)cj +...

jel el
= Siici+2pijcj+ et Zpgﬁ)cj—{—
jel el

= sz(;))ci—i_Zpijcj+"'+ng'n)cj+“'

jel jer jel

- Y ()
n=0

donde (P"c); denota el producto matricial del i—ésimo renglén de la matriz P"

con el vector columna c. Por lo tanto para toda ¢ no negativa se cumple que

0= (}EOP">C

= Gec.

(3.1.15)

En cambio, para el caso continuo por el Teorema [3.1.4 sabemos que el potencial

asociado cumple que

Cj qij
oi=—+) 9
qgi iz di
o e |
:_l+2@(_1+2%¢k).
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Se recuerda que 7;; = ¢;;/q; para toda i distinta de j. Si desarrollamos de manera
similar que en el caso discreto considerando a la cadena de saltos asociada al
proceso (X;),;>0 se sigue que

:—+Z”u—+ Y

qi Jjel 4j i#j j
—ZZE Sni1Yn = jIPi(Ya = j)c;

jeln=0
= L Ei| Y Sorilm—jy | <)

jel | n=0 |
=X Ei| Y Senilp=p e

Jjel n=0 i
:ZE,- / ]l{Xt_j}dl‘]Cj

jel
_Z/ Il{Xz =j} dtcj

Jjel
= Z/ pij(t)dtc;

JGI

_ (( [ ) ) ..

1

Por lo tanto para toda ¢ no negativa, tenemos que

= (/OooP(t)dt> c.

Para potenciales cuyo costo tiene un factor de descuento la situacion es similar
pues

= i“”Ei [e(Xa)] = (Rac)i, (3.1.16)

; Z o"c(X,
n=0

donde

Ry = i o'P".
n=0
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Por el Teorema [3.1.5] ¢ es la unica solucion acotada al sistema de ecuaciones
lineales
O =0oPd+c.

Denotemos por I la matriz identidad. Por lo anterior, si despejamos al vector ¢ y
factorizamos de acuerdo a las leyes del producto de matrices se tiene que

c=¢—0oP¢
=(I-aP)¢. (3.1.17)

Tomando en cuenta la Ecuacién (3.1.16), en términos matriciales
¢ = ROC ¢,
de manera que si sustituimos en la igualdad (3.1.17) se sigue que

c=¢0—aP¢
= (I-aP)Rqc, (3.1.18)

mostrando que (I — P)Ry = I. Otra forma de validar esta afirmacién se debe a
que

n
(I—aP)() a'P*)=1"—a"P"
k=0
=I1-a"P".

Si la serie de matrices (Y{_, a*P¥) converge, entonces

(I— oP)(Rg) = lim (I - atP) (Za"P") (3.1.19)
= limI[— a"P"
n—oo
=3

pues o pertenece a (0,1). Por lo tanto, de las Igualdades (3.1.18) y (3.1.19) se
concluye que

Ry = (I—aP)™!
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En el caso continuo tenemos

/ e Mc(X,)dt
0

:/ efmpij(l‘)dfci = (Ry0)i,
0

¢ =K

- / T ME, [c(X,)]dt

0

donde .
R, :/ e MP(1)dt.
0

Si desarrollamos el lado izquierdo de la igualdad

o] _ 1 _
/0 e Mpij(f)dl:—ze M pij(t)

O+XZQU/O e tp(t)dt

jel

1 1 “ _a
:ISij—l—IZqij/O e tp(t)dt,

jel

lo cual implica que

/ e M pyj(t)dt (l5ﬂ<— Z%’j) = ;;
0 jel

ie., / e MP(n)dt (A= Q) = 1.

0

Por lo tanto,
Ry =(A1-0)7".

A(Ry:ae€(0,1))ya(Ry:4 € (0,1)) seles conocen como el resolvente de la
cadena de Markov, segtin sea el caso discreto o continuo.

Regresemos al caso general en el que contamos con una frontera d D. Cualquier
funcién acotada ¢ = (¢; : i € I) tal que

¢=P¢ en D,

la llamaremos harmonica en D. Pasaremos a examinar la relacién entre las fun-
ciones no negativas arménicas en D y con frontera dD.
Supongamos que tenemos una cadena de Markov (X,),>0 con frontera ab-
sorbente dD. Sea
B =Pi(T < o),
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donde T es el tiempo de llegada a dD. Si IP;(T < ) = 1 para toda i sabemos que

o =Pp+c en D
O=71 en dD

tiene a lo mds una solucion acotada. Por otra parte, si ¢ es una funcién armoénica
acotada y no negativa en D con valores frontera ¢; = f; para toda j en dD tenemos
por el Teorema de convergencia monétona que para toda i en D

0 =Ei[f(Xr)] = Y, fili(Xr =),

jEAD

con lo cual concluimos que toda funcién armdnica es determinada por sus valores
frontera y

jeaD

donde h/ = (h{ :i €1). De esta manera las probabilidades de llegada a los estados
frontera forman un conjunto de generadores externos para el conjunto de todas las
funciones armoénicas no negativas y acotadas.



Capitulo 4

Caminatas Aleatorias y Redes
Eléctricas

4.1 Introduccion a Redes y Funciones
Harmoénicas

Se define a una red como una grafica no dirigida G compuesta de un conjunto
de vértices V y otro conjunto de aristas E; para referirnos a los vértices de G de
manera alternativa les diremos nodos. Definamos las conductancias como una
funcién ¢ definida en las aristas de la red G al conjunto de nimeros no negativos
dadas por {c(e)}. Denotaremos por c(x,y) = ¢({x,y}) donde {x,y} representa a la
arista que conecta a los vértices x,y y c(x,y) representa la conductancia asignada
a la arista {x,y} donde ¢ cumple que c(x,y) = ¢(y,x). Al reciproco r(e) = 1/c(e)
lo llamaremos como la resistencia de la arista e. Se denota a una red con la dupla
(G,{c(e)}). Parax,y en V escribiremos x ~ y para indicar que {x,y} pertenece a
E, es decir, x y y estdn conectados.
Una cadena de Markov es reversible si es que existe una funcion positiva

x — m(x) definida en el espacio de estados tal que las probabilidades de transicion
satisfacen

m(x) p(x,y) = 7(y) p(y,%) 4.1.1)

para cualesquiera dos estados x,y. A la expresién (4.1.1)) se le conoce como la
ecuacion de balance. Si existe 7 que satisface las ecuaciones de balance, se dice

87
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que 7 es una medida P — estacionaria pues para toda y € V tenemos que

Y n(x)p(x,y) =n(y) (ZP(%X))

=7(y).

Consideremos una cadena de Markov definida sobre los nodos de G con matriz de
transicion definida por

_ )

p(x7 ) - C(X) )
donde c(x) = Y., c(x,y). A esta cadena también se le conoce como una cami-
nata aleatoria ponderada con pesos {c(e)} o también como la cadena de Markov
asociada a la red (G,{c(e)}). Si definimos 7m(x) = c(x)/cg con cg = ¥ ey c(x),
la cadena de Markov asociada a (G, {c(e)}) es una cadena de Markov reversible
con respecto a la medida de probabilidad 7 pues

c(x) e(x,y) _ clxy) _ c(y) e(rx)

m(x) p(x,y) = P e =7(y) p(y,x),

mostrando que 7 es una medida estacionaria.

Se procede a mostrar que toda cadena de Markov reversible es una caminata
aleatoria ponderada en una red. Supongamos que P es una matriz de transicion
definida en un conjunto finito Q el cual es reversible con respecto a la medida de
probabilidad 7. Definamos una grafica con el conjunto de vértices €2 declarando
que {x,y} es una arista si tenemos que p(y,x) > 0. Esto es una definicién propia,
pues la reversibilidad implica que p(x,y) > 0. Se defina a la conductancia en
las aristas como ¢(x,y) = m(x)p(x,y) y observemos que esta relacion es simétrica
debido a la reversibilidad del proceso. Con esta eleccion de pesos se sigue que

c(x)=Y wn(y)p(y,x)
y

y~x

= m(x)

de manera que la matriz asociada a esta red es P. Con esto concluimos que el
estudio de cadenas de Markov reversibles es entonces equivalente al estudio de
caminatas aleatorias en redes.

Si una cadena de Markov empieza en un estado x, ;Como podemos determinar
si estd vinculado a visitar otro estado dado a, es decir, si la posibilidad de visitar
eventualmente a a es 1 o menor que 1?
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A pesar de nuestro interés por recurrencia y transitoriedad nos enfocaremos
primero en las caminatas aleatorias en redes finitas. Sea G una red finita, x un vér-
tice de G y sean A, Z dos subconjuntos disjuntos de vértices de G. Definamos a 74
la primera vez que la caminata toca algun vértice de A. En ocasiones denotaremos
por T: como el primer tiempo posterior al tiempo O tal que la caminata toca algun
vértice de A. Usualmente A y Z serdn conjuntos unitarios, es decir, conjuntos con
un sélo elemento.

Consideremos la probabilidad de que la caminata visite al conjunto A antes de
visitar a Z como una funcion del punto inicial x, es decir:

F(x) =Py(14 < 12). (4.1.2)

Claramente F | A =0F ’ ,=1,yparax ¢ AUZ por la propiedad de Markov ten-
emos,

F(x) =) P(X; =y)P (T4 < 1z|X1 =)
y

Y o )F0) = —— Y cey)F(),

a yiy~x ﬂ(x) yiy~x

donde x ~ y indica que x,y son adyacentes en G. De la ultima ecuacién podemos
decir que el valor de F(x) es un promedio de los vértices vecinos de x.

Definicion 4.1.1. Sea f una funcion f:V — R. Se dice que f es una funcion

harmonica en x si )

h(x) = —— ) c(x,y)h(y).

w0, &,
Si f es harménica en cada punto del conjunto V entonces se dice que h es har-
monica en'V.

Las funciones harménicas satisfacen el principio del maximo. Antes de pro-
ceder a la demostracién, denotaremos por W como al conjunto de vértices que
pertenecen a W o son adyacentes a algin vértice en W y por dW como al con-
junto de vértices adyacentes a algin vértice en W, de esto tltimo observemos que
W=WUadw.

Principio del Maximo. Sea G una red finita o infinita. Si H es una subgrdfica
conexa de G, f:V(G) — R una funcion harménica en V(H) de manera que f
alcanza su mdximo en algiin vértice de H, entonces f es constante en'V (H).
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Demostracion:
Definamos a K = {y € V(G) : f(y) =M} con M = sup f y consideremos a x €
V(H)NK, como f es harménica en V(H) entonces para toda x ~ y

1

M= f(x)= mxgyc(x,y)h(y)
=Y p(xy)f). @.1.3)

xroy

Por otra parte se sabe que Y., p(x,y) = 1 pues P es una matriz estocdstica, de
manera que por la igualdad @.1.3)) se sigue que;

Y P y)f(y) =M Y p(x,y)

X~y X~y

=Y plx,yM, (4.1.4)

X~y

para obtener que

0=Y plx,y)M—Y p(x,y)f(y)

= ;p(x,y) (M- f(y)].

Si x ~y, en particular se tiene que p(x,y) >0y como x € V(H)NK tenemos que
M — f(y) > 0de manera que si Y., p(x,y)[M — f(y)] = 0 implica que M — f(y) =
0. Por lo tanto, para toda x ~ y se cumple que f(y) = M. Ahora como H es
conexo y por hipdtesis si f alcanza su maximo en algin vértice de H se tiene que
V(H)NK # @y se sigue que K O V(H) y por lo tanto K O V(H) mostrando que
f es constante en V (H). ]

De este principio se sigue el siguiente postulado:

Principio de Unicidad. Sea G = (V,E) una red conexa finita o infinita. Sea W
un subconjunto finito propio de V. Si f,g : V — R son dos funciones harménicas
en W que coinciden fuera de W (i.e., f| o \w) = &lo\w)), entonces f = g.

Demostracion:

Definamos a h = f — g y observemos que por definicién h‘ ( = 0. Por otra

VAW)
parte notemos que £ es una funcion acotada debido al principio del Maximo. Sin

pérdida de generalidad, sea M = sup h|w. Como W es un subconjunto finito, existe
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x € W tal que h(x) = M y consideremos a la componente conexa H que contiene
al vértice x. Por el Principio del Mdximo, & es constante en V (H ), en particular en
dV(H) C dW donde h = 0 de manera que M = 0. Siguiendo la misma idea para
el caso en que M = inf h|W concluimos que 4 =0en W y por lo tanto f =g. [

Y a consecuencia de estos dos principios, obtenemos

Principio de Superposicion. Sea G = (V,E) una red conexa finita o infinita.
Sea W un subconjunto finito propio de V. Si f,fi,f> :V — R son funciones
harmonicas en W con f = ay fi + 0 fr fuera de W donde o, 0 € R entonces,

f=ofi+of.

Retomando la ecuacién (4.1.2)), dada una red eléctrica G = (V,E) la funcién
F(x) es harménica en V \ (AUZ) de manera que para determinar los valores de
F(x) basta resolver el sistema de ecuaciones:

Fl,=1
F|,=0
F|(AUZ)_PF’

como consecuencia del Principio de Unicidad. De este ultimo sistema de ecua-
ciones podemos observar que la solucion estd determinada por los valores estable-
cidosenAy Z.

Pensemos ahora en una funcién definida en un subconjunto de vértices de una
red dada. El Problema de Dirichlet pregunta cudndo una funcién dada puede
extenderse a todos los vértices de una red de manera que sea harmdnica en donde
no ha sido definida previamente. El siguiente principio nos dard una idea de la
respuesta:

Principio de Existencia. Sea G = (V,E) una red finita o infinita. Si W CV
y fo: V\W — R es una funcion acotada, entonces existe f :V — R tal que
f‘(v\w) = foy f es harmonica en W.

Demostracion:
Consideremos a la caminata asociada a la red eléctrica G y al tiempo de llegada
Ty\w- Parax € V, definamos a

F(x) =B fo(Xa,\, )]
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Observemos que para toda x € V \ W se tiene que f(x) = fo(x) pues Ty\w = 0.
Ahora, para x € W tenemos

f(x> =E [fO(X’Fv\W)]

Z P Xl [fO(XTv\W)’X1 ]

yN.X

= Y P YE[foXg )= Y, p(xy)f(
yiy~x yiy~x

la dltima desigualdad debido a la propiedad de Markov. Por lo tanto, f es har-
ménica en W. O

Observemos que la funcién F definida en (4.1.2)) anteriormente es un caso
particular del Principio de Existencia donde W =V \ (AUZ), fy ‘ A=Lyfo ‘ ,=0.

Por otro lado, si G es una red finita, el principio de existencia puede deducirse
directamente del principio de unicidad: EI problema de Dirichlet en un espacio
finito de estados consiste en resolver un sistema finito de ecuaciones lineales, una
ecuacion por cada estado de V. Como el nimero de incdgnitas es igual al nimero
de ecuaciones, el principio de unicidad implica el principio de existencia. Como
mencionamos anteriormente, nuestro objetivo consta en determinar cudndo ciertos
estados estdn obligados a ser visitados, por lo que es de vital importancia asumir
la reversibilidad de la cadena de Markov asociada a la red eléctrica G, supuesto
tomado a partir de ahora, a menos que se establezca lo contrario.

Matemadticamente, una red eléctrica es una grafica ponderada. A los pesos
asociados a las aristas de una gréfica dada G los llamaremos conductancias donde
el reciproco de estos valores son llamados resistencias. Denotaremos por r(x,y) a
c(x,y)~!. Consideremos dos subconjuntos A y Z de vértices de una red, el voltaje
es una funcion definida en los vértices de la red G que es harmoénica en el conjunto
de vértices V \ (AUZ). Debido a la harmonicidad del voltaje esta funcién estard
determinada por los valores de v en A y B, usualmente el voltaje serd especificado
a ser 1 y 0 respectivamente, a estos dos conjuntos los podemos pensar como una
Juente y disipador respectivamente. Dada una funcién 6 definida para un par
ordenado de vértices vecinos, diremos que 0 es un flujo de corriente entre Ay Z

si O(x,y) = —6(y,x) para cualesquiera dos vértices vecinos x,y y dado un flujo,
definiremos la divergencia de 6 como
divO(x Z 0(x,y).

yiy~x
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Notemos que para todo flujo de corriente 0 se tiene que

Y Y 6y ) Y 6(xy)= ) [0(xy)+6(px)]=0. (415

xeV yy~x xeV yy~x <x,y>€E
Dada una funcién de voltaje v, definiremos a la funcién asociada corriente i en las
aristas por

i<x7y) = C()C,y) [V(X) - V(y)] :

Observemos que por definicion, i es antisimétrica (es decir, i(x,y) = —i(x,y)) v,
por otra parte, que la corriente fluye en la direccion de los vértices de menor
voltaje o dicho de otra forma i(x,y) > 0 si y solo si v(x) > v(y). Consideremos
ahora un vértice x de G y observemos que por la harmonia de v(-) tenemos

Y iy =Y clxy) ) —v(y)]

yiy~x yiyeox
= Z c(x,y)v(x) — ZC(?@)’)V()’)
yiy~x Ay
= c(x)v(x) — c(x) ( Z P(%)’)WY))
yiy~x
=0.

Entonces, un flujo de A a Z es un flujo 6 que satisface la: Ley de nodos de
Kirchhoff:

divO(x) =0 paratodax ¢ AUB.
Observemos que por definicién i(x,y) = c(x,y)[v(x) — v(y)] para deducir que la

corriente cumple la

Ley de Ohm: Si x ~ y, la corriente fluyendo de x a y satisface

v(x) —v(y) =i(x,y)r(x,y).

Finalmente, consideremos la trayectoria x; ~ xp ~ ... ~ x, ~ X,4+1 = x1. Por la Ley
de Ohm la suma Zzg (X, Xp1) 7 (Xks X 1) = v(x1) — v(xp41) = 0 para deducir la
siguiente ley

Ley de ciclos de Kirchhoff: Si x; ~ x; ~ ... ~ X, ~ x,41 = x1, es un ciclo
entonces

n+1
Y iC 1) (o, 1) = 0.
k=1
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Proposicion 4.1.2. Supongamos que una funcion antisimétrica j definida en las
aristas de una red finita conectada satistface la Ley de ciclos de Kirchhoff y sat-
isface la Ley de nodos de Kirchhoff de la forma )., j (x,y) = 0 para toda x en
W. Entonces, j es la corriente asociada a algiin voltaje cuyos valores estdn es-
pecificados fuera de W, ademas esta funcion voltaje es tinica salvo una constante
aditiva.

Demostracion:

Sea G = (V,E) una red finita conectada y una funcién antisimétrica j : E — R
tal que satisface la Ley de ciclos de Kirchhoff y satisface la Ley de nodos de
Kirchhoff de la forma Y., j(x,y) = O para toda x en W. Observemos que dada
esta suposicion, la cantidad r(x,y)j(x,y) esta bien definida pues para toda x en
W, six ~y por la Ley de ciclos en G, tenemos que para toda trayectoria de y a x
X] =Yy~ X)~ ...~ Xyl =X se cumple

Joay)r(ey) = Y r( X 1) J (0 X 1)-
i=1

Impongamos una funcién fy : V\ W — Ry definamos otra funcién w: V — R tal
que cumpla que para todaxen W, six~y

w(x) —w(y) = r(x,y)j(x,y),

con W‘V\W = fo. Por construccién, tenemos que j(x,y) = c(x,y) [w(x) —w(y)].
Ahora, por la Ley de nodos de Kirchhoff para toda x en W se cumple la siguiente

igualdad
w(x) Y c(x,y) = ) c(x,y)w(),
X~y X~y
para asi obtener que
()=~ ¥ clewiy)
w(x) =——=) c(x,y)w(y).
71'()6) X~y

Por lo tanto dada una funcién j podemos construir una funcién harménica tal que
en W, j(x,y) es la corriente asociada al voltaje w, es decir, si x ~ y se cumple que
J(x,y) = c(x,y) [w(x) —w(y)] para toda x en W.

Ahora, supongamos que existe v tal que

v(x) = v(y) = r(x,y)j(x,y) = w(x) —w(y). (4.1.6)
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Por el principio de superposicion la funcién 2 = v —w también es harménica donde
por la igualdad (@.1.6) podemos deducir que v(x) —w(x) = v(y) —w(y), es decir,
h es una funcién constante. Dicho esto, concluimos que w es tnica salvo una
constante.

O

De esta dltima construccién, obtenemos el siguiente corolario

Corolario 4.1.3. Dadas la Ley de nodos y la Ley de ciclos de Kirchhoff siempre
podemos deducir la Ley de Ohm.

Definamos la intensidad de un flujo 6 de a a z como ||0|| ;= divO(a). Diremos
que un flujo es unitario si la intensidad de dicho flujo es uno.

En la siguiente seccion analizaremos parte de estas ideas y daremos una inter-
pretacion bajo un punto de vista probabilistico.

4.2 Interpretaciones Probabilisticas

Dada una red, la razén [w(a) —w(z)]/||I||, donde I es el flujo de la corriente cor-
respondiente a un voltaje w, es independiente del voltaje aplicado a la red. Defi-
namos la resistencia efectiva entre 2 vértices a y z como

w(a) —w(z)

4.2.1
I @2

H(a<+z) =
De manera paralela, definamos la conductancia efectiva como ¢’ (a <> z) = 1/ % (a <>
z). Imaginemos una red nueva compuesta tinicamente por una arista que conecta
los vértices a y z con resistencia Z(a < z), laidea detrds de esta cantidad es que al
aplicar el mismo voltaje a a y z en ambas redes, la cantidad de corriente fluyendo
de a a z debe ser la misma que en la red inicial. Por otro lado, como ||/|| es la
cantidad total de corriente que fluye en el circuito en a, podemos considerar el
circuito entero entre @ y z como un solo conductor con la conductancia efectiva
C(a<+ z).

A continuacién discutiremos la conexidn entre resistencia efectiva y la prob-
abilidad de escape P, (1, < 1,), es decir, la probabilidad de que una caminata
aleatoria empezada en a toque a z antes de regresar a a, en ocasiones denotaremos
por P(a — z) a esta probabilidad.
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Proposicion 4.2.1. Para cualesquiera x,a en Qy z € Z CV se tiene

B 1 _%(aHZ)
P, (1, <T/)= n(a)#(a+z) wla)

Demostracion:
Consideremos la funcion

X — Exﬂxfa,ziz - PX(TZ < Ta),

de manera que por el principio de existencia, es la unica funcién harmoénica en
Q\ a,zcon valores O en a y 1 en z. Por otra parte, dado un voltaje cualquiera v, la
funcién

w(a) —w(x)

T @) —w(z)

Y

también es harménica en Q\ a, z con los mismos valores frontera que Py (7, < 7, ),
a consecuencia del principio de unicidad tenemos que

P(1,<1,) =

Por lo tanto,

P,(1,<7])= Z pla,x)Py (1, < 1,)

xXx~a

.y c(a,x) w(a) —
xiwa 4 W(a) -
donde por definicion de intensidad de corriente, concluimos que

B 1 _ Cla<rz)
Pole<t) = @~ @

]

Definicion 4.2.2. La funcion de Green de una variable aleatoria parada en un
tiempo de paro T se define como

g’[(xt))) = Ex

) IL{Xk_%Dk}] . (4.2.2)
k=0
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Lema 4.2.3. Sea G = (V,E) una red finita y conexa y consideremos la caminata
aleatoria asociada a la red. Entonces la funcion de Green satisface

Gr(a,a) =n(a)Z%(a <> Z).

Demostracion:

Se recuerda al lector que 7z es el tiempo de llegada a Z. Definamos a la variable

aleatoria NCEZ) = Y=o L{x,=y.z,>k} ¥ calculemos la siguiente probabilidad
Pa(NS” < k)

IP’a(NéZ) <k—1,xp=a,xy_1#a,...x1 #a,tz7 > k)

I
gk

3
L

Pa(Na(Z) <k-— 1;|xm =ad,Xm—1 7éa7"'7x1 #Q,TZ > k)

I
gk

3
L

IEDa(xm =da,Xm—1 # Cl,-..,XI 7& a7TZ > k)

(o)

IP’C,(NCEZ) <k-1) Z Py(xm = a,Xp—1 #a,....x1 #a,tz > k)
m=1

=Po(N? <k—1)Pa(t, < T)

Z

pero
Po(NZ < 0) =Py (1. < 7)) + Pty = 00) = Py (1. < 7)),

pues la cadena de Markov asociada a la red finita G es reversible. Por lo tanto,
el nimero de visitas al estado a estrictamente antes de llegar a Z es una vari-

. ‘o ~1 .
able aleatoria geométrica con esperanza [P, (TZ <7t ) . El lema se sigue de la
Proposicion {.2.1] N

Por definicion de corriente, al escalar un voltaje multiplicdndolo por una con-
stante, como resultado obtenemos que la corriente serd escalada por el mismo fac-
tor. En ocasiones convendrd escalarlo de manera que la corriente sea una unidad
de flujo.
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Proposicion 4.2.4. Sea G una red finita y conectada. Impongamos un voltaje en
{a}UZ de manera que fluya la corriente unitaria de a a Z con 0 en Z, entonces,
el voltaje satisface para toda x en' V

Demostracion:

Ya se demostr6 que la proposicion es verdadera para x en {a} UZ, basta demostrar
que la funcién ¥z(a,x)/m(x) es harménica fuera. Por el teorema de Fubini, la
funcién de Green se puede representar de la siguiente manera:

Ey

Z l{Xk—y7T>k}] = Z P( Xk =y,7z > k).
k=0 k=1

En gréficas finitas conectadas, [E, T, < oo para toda x (ver [Nor97, p. 37] ) donde
97(x,y) < Ey 1z, por otra parte, si una cadena de Markov es reversible, entonces
para toda x,x3, ..., X, tenemos la siguiente igualdad

n—1 n—1

w(xy) [T pGixic) = wle) [ pGonri—isxai), (4.2.3)
i=1 i=1
y por consiguiente H?Qll p(xi,xit1) = H?Q]l P(Xn+1-i,%n—;) siempre que x| = x,
pues con n = 1, por (4.1.1)

T(x1)p(x1,x2) = 7(x2) p(x2,X1).

De forma inductiva, tenemos que para toda k la Ecuacion (4.2.3)) se cumple. Con-
sideremos ahora el caso k + 1, por hipétesis de induccion y la Ecuacién (4.1.1)
tenemos

k—1

| IP(Xi,XiH) = (7(x1) I_IP(Xi,XiH)) (p(xks Pt1))

= <7t(xk) Hp(xn+1—i,xn7i)> (P(kapk+1)>

i=1

k-1
= <7F(Xk+1)P(xk+1,Pk)> (HP(xnﬂi,xn—i))

m(x1)

=

~

k

= n(xk+1)Hp(xn+1—i>xn7i)a
i=1
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demostrando la Tgualdad (4.2.3). En consecuencia, para toda k > 0 se cumple
T(X)Py(Xk =y, 72 > k)

=Y ()P X1 =x1, ., Xpmt = X1, X =y, Tz > k)
X(oeoXk—1 €E(A\Z)

= Zﬂ(y)]Py(Xl =Xk 1y Xpo 1 = X1, Xk =X, Tz > k)
X(oeoXk—1 €E(A\Z)

= (y)Py (X = x,7z > k)

Por consiguiente,
{éz(a,x) . gZ('x7a)
n(x)  n(a)

, 4.2.4)

donde la harmonicidad de la funcién ¥z (a,x) se deduce de la misma forma que se
hizo en el Principio de Existencia. Por definicion de resistencia efectiva se tiene
que Z(a <+ Z) = w(a), asi en conjunto con el lema anterior y la Igualdad
concluimos

v(x) = : (4.2.5)
0

Hasta este momento, hemos mostrado dos interpretaciones del voltaje, sin em-
bargo es natural preguntarse si existe alguna interpretacion probabilistica de la
corriente, la respuesta es si, para esto consideraremos a la variable aleatoria dada
por dos vertices x ~ y al contar el nimero de transiciones de un vértice a otro

2)

estrictamente antes de visitar a Z, denotada por S )(w .

Proposicion 4.2.5. Sea G una red finita conexa y la cadena de Markov asociada
a la red parada en Z, entonces para toda x ~ 'y ocurre que

E &) =9 (a,x)p(xy) ¥
Eo[S%) — 5] = i(x,y),

donde i es la corriente en G cuando un potencial es aplicado entre a y Z de manera
que la corriente unitaria fluya de a a Z.

Demostracion:
Notemos que para k = 1,2,... el evento k < 7z depende tinicamente de Xy, ..., X
de manera que por la propiedad de Markov en 7 se tiene

P(Xy =x, X511 =y,7z > k) =P(X; = x, 72 > k) p(x,y).
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Dicho esto, calculemos el nimero esperado de transiciones de x a y antes de llegar
az:

Eq [S)(cyzy)] =E

Z ]]' {Xk:x7Xk+1 =Y, Tz>k}
k=0

Po(Xy = X, Xp1 =, 72 > k)
0

k=

=Y Pu(Xi = x,72 > k)p(x,)
k=0

=px

E, Z H{ka,’cz}] :gZ(a7x)p(x7Y)'
k=0

Por lo tanto, por la Igualdad (4.2.5)) para toda x,y tenemos:

Eq[S5 — S = %(a.0)p(x,y) — Gz(a,y)p(y.x)
=v(x)7(x)p(x,y) —=v(y)T(y) p(y,X)

= c(xy)[v(x) =v(y)]

=i(x,y).
O

De esta seccion, podemos concluir que la conductancia efectiva es una canti-
dad clave debido a las relaciones de voltaje y probabilidades de escape cuyos val-
ores dependen de la recurrencia o transitoriedad de la cadena. Las proposiciones
anteriores nos serdn utiles para analizar el caso en que G es una red infinita. Para
una red infinita G, supongamos que para toda x en V se cumple que

Z c(x,y) <

yiy~x

de manera que la caminata aleatoria asociada a la red G esté bien definida. Esto
siempre es cierto cuando G es localmente finita, es decir, cuando el ndmero de
aristas incidentes a todo vértice dado en G es finito.

Dada una red infinita, diremos que < G, > es una sucesion de subgraficas
finitas de G que exhausta a G si G, 2 G, y G =JG,,. Cada arista en G, es una
arista en G, asi que de manera simple les damos las mismas conductancias que en
G. Asumamos que G, es la grifica inducida en G por V(G,). Sea Z, el conjunto



CAPITULO 4. CAMINATAS Y REDES 101

de vértices en G\ G,. Definamos Wn(G) la grafica obtenida de identificar Z, con

un sélo vértice z, y de remover las aristas autodirigidas que se pueden llegar a
generar. Observemos que un vértice en G, puede comunicarse con mas de un

vértice de Z,, para este caso definiremos a la conductancia c(x,z,) = ¥,c7 ¢(x,2)

de manera que las conductancias se pueden ver afectadas en la red Wn(G). Ahora,

dada una caminata aleatoria sobre la red G, si la paramos la primera vez que llega

) ) . G
a Z,, esta induce una caminata aleatoria en la red Wn( )

hasta que llegue a z,.
Sea a € W,,(G) e impongamos un voltaje v en {a} U {z,} de manera que fluya la
corriente unitaria de a a z, con 0 en z;,, como W,Z(G) es finita, dicho voltaje existe

y estd bien definido en Wn(G). Consideremos lo siguiente, por la Proposicion
sabemos que

C(a <> zn)
na)
Por otra parte, del Lema4.2.3| despejando obtenemos lo siguiente

Pla — z,] = (4.2.6)

7(a)
Gy (a,a)’

de manera que si sustituimos a ¢ '(a < z,) en (4.2.6), tenemos la siguiente igual-
dad

Cla<z,) =

1
Gy (a,a)
Como G es una gréfica conectada, para toda n, se tiene que ;. > 0. Por otra parte
no es dificil ver que lim,_.. T;, = oo pues la sucesién de graficas definida anteri-

ormente exhausta a G. Dicho esto, entonces para ¢ (a,a) tenemos el siguiente
limite:

Pla — z,] =

lim ¢ (a,a) = lim E,

n—oo n—soo

Z I {Xk:a'/TZn >k}]
k=0

Z H{Xka}] )
k=0

=K,

de lo cual se sigue que:

nlgl;l?’[a - Zn] - r}gl‘l’ grz,, (a,a)

a0 lpg=a)]
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En este contexto, denotaremos por Pla — o] = lim,, .. Pla — z,], a este limite lo
llamaremos como la probabilidad de escape de a en G, o dicho de otro modo, la
probabilidad de nunca llegar a a. Por lo tanto, Pla — o] > 0 para toda a en G si y
solo si [E, [ZZ":O H{Xk:a}} < oo, es decir, siy solo si la cadena de Markov asociada
a la red conectada infinita G es transitoria. Por lo tanto, se demuestra el siguiente
Teorema:

Teorema 4.2.6. (Transitoriedad y Conductancia efectiva) Una caminata aleato-
ria en una red infinita conectada es transitoria si y solo si la conductancia efectiva
de uno de sus vértices a infinito es positiva.



Capitulo 5

Simulaciones

Este capitulo muestra un ejemplo del Problema de Dirichlet resuelto con un método
Monte Carlo (i.e. simulacién estocdstica) que proporciona una aproximacion a la
solucién del problema (la cual sabemos es una funcién harménica) dados una red
finita (G, c{e}) y un vector funcién fy : dW — R mediante un algoritmo numérico
implementado en el lenguaje de programacién R con la intencién de corroborar
la teoria mostrada e evidenciar el comportamiento harmoénico de las cadenas de
Markov reversibles como parte de la interpretacion probabilistica de la Teoria del
Potencial. Para esto, es necesario establecer un criterio que nos permita evaluar la
calidad de nuestra simulacidn con respecto a la extension harmonica deseada; la
manera natural de evaluar la calidad de nuestra aproximacion serd calculando la
divergencia del voltaje asociado a la funcién harménica el cual esperamos sea 0.

Esta aproximacion se basa en un método de simulacién estocdstica que de
manera general implementa un algoritmo para simular una caminata aleatoria para
realizar una primera estimacién de la funciéon harmoénica a calcular en lared G para
asi después mejorar este resultado.

A su vez, este capitulo se divide en 2 partes; la primera describe y justifica los
algoritmos o cdlculos ocupados y en la segunda implementaremos los algoritmos
generados para resolver un ejemplo.

5.1 Introduccion

Por un lado, del capitulo anterior sabemos que toda cadena de Markov Reversible
es una caminata aleatoria pondera y que la extension harménica que resuleve al
Problema de Dirichlet en el caso finito existe siempre y cuando estén definidos los

103
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siguientes elementos:
 Lared (G,{e}) finita con conductancias c(x,y) > 0.
¢ La funcién f : dW — R acotada y el subconjunto dW C V.

Dados estos elementos, podemos definir el vector de cargas ¢ dado por la relacién

c(x) = Xyxyc(x,y) y la distribucion estacionaria 7r(x) = CC(—? concg =Y ey c(x).

Con estos datos podemos construir la matriz de transicién dada por:

_ clxy)
p(x,y)— C()C) .

Por otro lado, si definimos c(x,y) = 1 para toda x ~ y, la caminata aleatoria simple
en G con probabilidades de transicion dada por

‘L Si xX~y,
plx,y) = {“") Y (5.1.1)

0 eo.c,

es un caso especial de una camianta aleatoria ponderada en la que en particular,
con estas consideraciones, el grado del vértice x o nimero de adyacencias del
vértice x resulta ser igual a c(x).

Definido lo anterior para resolver el problema, por el Principio de Existencia
se tiene que la extension harmonica que resuelve el problema esta dada por

w(x) = Ex[ fo(Xeg))]5

donde X, ) denota el valor de la caminata en el tiempo 7gy. Con esto en mente,
para calcular (o estimar) w(x) para toda x en W debemos ser capaces de simular
una caminata aleatoria iniciada en el vértice x, pararla al momento de llegar al
conjunto 6W, evaluar f (X(Taw)) y repetir hasta obtener M valores de la variable
aleatoria fo(X(c,,)) con la intencién de promediar los distintos valores obtenidos.
Mencionado lo anterior, para iniciar con los algoritmos se asume que podemos
generar una variable aleatoria U ~ unif (0, 1).

En general para simular cada salto dada una matriz de transicién P = (p; ;) =
P,(X; =y) paraalgunax,yenVei, jenl=1,2,....Sy S el nimero de elementos
en V; en nuestro algoritmo consideramos el método de la transofrmacion inversa.
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Definamos

xo si U < pil,
xp st pig <U<pi1+pi2,

. j—1 J
xjoost Yo oPik SU <Yy oPiks

\

una v.a. genérica distribuida conforme al i-ésimo renglon de P. Dada U ~
unif(0,1) se cumple que P(a <U < b) = b —ay por lo tanto se obtiene que

Jj—1 J
P(Yi:j):P<ZPi,k<U< Z)
k=0 k=0
= Pi,j
= PX(XI = y)a
para alguna x,y en V. De manera que, se deduce X,, ~ MarkovTd(0x, ,,P).

Algoritmo 5.1.1. Simulacién de una caminata aleatoria MarkovTd (6, P) parada
en Tsy con W = {z1,...,2, }.

1. Esccoger un estado inicial x de V, Xy = x. Definir n = 1.
2. Sea N suficientemente grande, definir T = Tgy AN.
3. Generar Y;, ~ Markovdis(6x,,P), definir X; =Y;,.

4. Sin<NyX,¢oW,generarY; , ydefinirn =n+ 1y definir X, =Y;
cualquier otro caso parar.

n+172

5. Regresar al paso 3.

Con respecto al ultimo algoritmo, para simular la caminata asociada a lared G
basta establecer N suficientemente grande para asegurarnos que Tgy se alcance.
Si asumimos G es conexa y finita, se tiene que P es irreducible y dado que 7 es
una distribucion invariante de €sta, implica que todo vértice es recurrente positivo
para asi obtener que E, Ty < E,T, < o para alguna z € dW. En particular se
cumple que P(Tyy < o) =P(1, < o) = 1 y a consecuencia de esto, sin impor-
tar la elecciéon de N con este algoritmo podemos estimar la media de la variable
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aleatoria Ty la cudl nos puede dar una idea del pardmetro N a elegir. A priori,
la eleccion de N dependera del tamafio de la red y se puede deducir ocupando el
nimero maximo obtenido de una muestra de trayectorias simuladas con el algo-
ritmo anterior.

Algoritmo 5.1.2. Estimacién puntal de una funcién harménica por Método de
Monte Carlo.

1. DefinirxenV y M en N.
2. Simular M caminatas aleatorias paradas en Tgy .

3. Definir
Z fO T&W

donde Xy, ), denota el valor alcanzado en la k-ésima caminata aleatoria
generada.

En resumen, por la Ley Débil de los Grandes Niimeros, la estimacion w(x)
converge en probabilidad a la funcién harménica w(x) ya que cada trayectoria
generada es independiente de las demds y que la variable aleatoria Tgy es finita
con esperanza y varianza acotada. Para evaluar la eficacia de este estimador es
necesario calcular div;(x), para toda x en el conjunto W =V'\ 6W con

Jeey) =Y clx,y) (x) — i ()]
yiy~x

En la Seccion 4.2 podemos observar que la divergencia en W se concentra alrede-
dor de 0, sin embargo, buscamos w tal que div;, (x) = 0 en W. No obstante, cabe
preguntarse si es posible mejorar este resultado.

Definamos

‘V(n)(x) Ex (Xn)lfawﬁn]
= B[ (X0) Loy <] + B0 X)Ly |

Por un lado, por construccién w(x) = E,[w(Xz,, )] = Ex[#(Xz,, )] y W(x)| <C <
oo, para asi obtener que

1w ()] = [E[W(Xn) Leyy <] + Ex[9(Xx,y, )]
S C1 =Py(tow < n)] + |w(x)].
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Como P es reversible y G es finita, | = Py (Tyy < o) = limy,—0 P (Tyw < n). Por
lo tanto, por los Teoremas Existencia y Unicidad, se concluye que

lim v (x) = w(x). (5.1.2)

n—oo
Por otro lado, a consecuencia de la propiedad de Markov

‘I/(n) (x) = EX[W(Xn)HTaWSn]
= Y P y)EW(Xy-1)1ey, <n1|X1 =]

yiy~x
= Y P Y)EP(Xn-1)Leyy <n1],
yiy~x
para asi obtener que
Y = pyl=1) — g, (5.1.3)

Mostrado lo anterior, para mejorar nuestra estimacion, por las igualdades (5.1.2))
y (5.1.3) basta establecer N suficientemente grande de manera que yV) (x) serd la
aproximacion deseada a la funcién harménica w(x).

5.2 Ejemplo

Primero, definamos la la red finita G = (V,c{e}) inducida por Z?,; sea V = Z7,,
cada vértice en este conjunto es representado por v = (m,n) con m,n en Zyy.
Diremos que dos vértices x,y son adyacentes si la distancia euclideana d(x,y) =
1. Si x ~y, definamos la conductancia dada por c(x,y) = 1 = d(x,y). Dada
esta informacién, podemos calcular el vector de cargas ¢ : V — R, la distribucién
estacionaria 7 y la matriz de transicion como se mostro en la seccidn anterior.
Ahora, definamos a = {(13,13)} y z = {(20,30)}, ambos puntos en nuestro
conjunto de vértices. En la seccion 3.2, mostramos que la funcién dada por la
probabilidad de escape:
w(x) =Py(1, < 1), (5.2.1)

es harménica en W =V \ dW con dW = (aUz). En particular, tenemos que
w(a) =0y w(z) = 1y por otro lado por el Principio de Existencia se cumple que

w(x) = Ex[ fo(X(eg))] = Eallx,, =2)]
=Pu(1, < 1),
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con fy: dW — R definida como fy = ILX(T(S 2

En el Apéndice B, el Cédigo(R) 1 muestra las lineas de comando ocupadas en
el software de programacion R para realizar una aproximacion a la funcién w(x)
definida en la Ecuacién (5.2.1). Los resultados de esta aproximacion se muestran
de manera grafica en las siguientes figuras:

40

Figura 5.1: Simulacién del problema de Dirchlet w(x) con dos valores frontera.

Esta figura muestra la grafica (x,w(x)) de la aproximacién denotada por . Esta funcién
se espera que que resuelva el problema, es decir, que sea harménica en el conjunto de
vértices W. En este caso, los valores frontera que determinan a la funcién son O y 1.



CAPITULO 5. SIMULACIONES 109

0.4
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Figura 5.2: Divergencia asociada a w(x).
Definamos

div6 (x) = ), c(x,y)(x) —w()].
yiy~x
Si w es harménica en W, es equivalente a que div 6 (x) =0en W. Como podemos obser-

var, la aproximacion w(x), no es harménica en W, sin embargo, esta cantidad se concentra
alrededor del O.
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40 0

Figura 5.3: Ajuste harménico de la funcién w(x).

Esta figura muestra la grifica (x,¢™)(x)), donde ¢™) est definida como en la Ecuacién
(5-1.3). Esta figura muestra una funcién més suave y regular a comparacién con la Figura
5.1, y en particular, se espera que esta funcidn resuelva el problema.
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Figura 5.4: Divergencia asociada al ajuste harménico de w(x).

Definamos div 8 (x) = ¥, c(x,y) [¢) (x) — ¢V (y)]. Como podemos observar, esta
funcién muestra una divergencia mds uniforme, casi constante en O en el conjunto W.
De este resultado podemos concluir que la aproximacién se acerca a la funcién deseada,
mostrando que ¢) es la funcién que resuelve el problema, es decir, ¢V) es la extensién
harménica que cumple ser harménica en W tal que V) (z) =1y ¢ (a) = 0.



Conclusiones

La Teoria de las cadenas de Markov, a pesar de ser un caso particular de los pro-
cesos de Markov estas toman un rol especia en la Teoria general de los procesos
estocdsticos. En general, la hipétesis sobre un espacio numerable finito o infinito
de estados es la hipétesis que define a lo que llamamos como "cadena" en este tra-
bajo de manera que genera en si una serie de preguntas acompaifiada de la demanda
de definiciones claras y precisas. En particular, el estudio de esta clase de proce-
sos puede presentar dificultades técnicas de manera que este texto aborda estas
dificultades hasta cierto punto. La existencia de estos procesos queda establecida
a través de su contruccidn y sus caracterizaciones.

De este trabajo se espera que sirva de ilustracién al enfoque moderno y rig-
uroso de los procesos estocdsticos presentando una introduccién al estudio de las
cadenas de Markov a tiempo continuo como también mostrando la conexion de
la Teoria del Potencial con los procesos estocdsticos a través de las cadenas de
Markov. En conclusion, este trabajo presenta las ideas introductorias relacionadas
con la Teoria del Potencial para Cadenas de Markov con la intencion de aportar un
mejor entendimiento de ésta teoria para cualquier estudiante a nivel universitario.
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Apéndice

A Matriz Exponencial

Sea Myxn(R) el espacio de matrices cuadradas con entradas en los reales de N x
N. Sea I un conjunto numerable finito de cardinalidad N. Dada cualquier matriz
real Q = (gi;)i jer, la matriz Q define un operador 7 : RN — RY dado por

Tx=y=0x (A.1)

donde x = (x;) y y = (y;) son vectores columna de N componentes respectiva-
mente. De esta forma, si consideramos el producto de matrices, entonces en la
ecuacion (A.T)) se obtiene que y se puede expresar en términos de las componentes
de la matriz Q y el vector x como sigue

N
k=1
Definamos dos normas en el espacio de matrices dadas por

Qx|
1Q| = sup : 191l = suplgij-
x£0 [ i.j

Claramente la norma ||Q||.. es finita ya que la matriz Q estd definida a partir de
un conjunto numerable finito y cuyo valor se alcanza en alguna componente de la
matriz en cuestion. A la norma ||Q|| la definimos a partir de la norma usual de RY

dada por
1/2
Il =(xX) " (A3)
j=1

A continuacién mostraremos que ambas normas son equivalentes y que ||Q|| estd
bien adaptada a la suma y producto de matrices.
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Lema A.1. Para cualquier matriz Q,Q1 y Q> tenemos lo siguiente:
(a) [0l < lIQl <N |2
(b) 101+ Qo < [ Q1]+ 121y [[Q1 Q2 < (21l |22 ]l-

Demostracion:

o)

(a) Definamos y = Qx. Sea y; como se muestra en (A.2), si calculamos la
norma de ||y|| como se muestra en (A.3]), para cualquier vector x y por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

J=1

N N 12 , N 1/2\ 2
<Y (( qik) ( Zx,i) ) , (A4)
j=1 k=1 k=1

1/2
como ||x|| = (Z =1 x§> es una constante real no negativa que no depende

, YN 2
lox| =Y. (Zq]'kxk>
k=1

de los indices de cada una de las dos sumas de la desigualdad anterior. De
esta forma podemos factorizar de manera que de la desigualdad (A.4) se

sigue que
2 2 Al 2
10| < ||x] Y 7 |- (A.5)
j=lk=1

Por lo anterior

NN 1/2
2 2
10x]* < ¢ |lx]| donde  ¢= <Z Zqi) :

j=1k=1

Seax con ||x|| # 0. Por la desigualdad (A.5)) tenemos que c¢ es una cota supe-
rior de la cantidad ||Qx|| /||x||, de manera que por propiedades del supremo
deducimos que

lox| _ _lloxl _

el 0 [l =

(A.6)
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(b)

Como ||Q|| = sup,.4 || Qx| / [|x]| y por la desigualdad (A.6) concluimos que
||Q|| es una norma finita. Finalmente, si ||x|| # O por la desigualdad (A.6)) y
la definicién de ||Q|| tenemos que ||Qx|| / [|x|| < [|Q||, implica que ||Qx|| <
|O||l|x||. En particular, para los vectores &; = (0,...,1,...,0), con 1 en la
Jj — ésima entrada tenemos que ||Qg;|| < [|Q]|. Como I es un conjunto nu-
merable finito, el supremo que define a la norma ||Q]|.., se alcanza en algin
renglén j de la matriz Q de manera que

N
1012 < ¥ (4:) = || ogi||* < 2l
i=1
mostr que

2]l < lIQ (A7)

Retomando la ecuacién (A.5]), en particular para toda i, j € I se tiene que
gij < |/0Q||., de manera que

Jl? (é/ﬁlqﬁ) < P (f y IIQHi)

j=1k=1
= [xl* 12l N2,
para asi obtener que
oIl <N Q.- (A.8)
Por lo tanto, por la desigualdad (A.7) en conjunto con (A.8)) se demuestra el
inciso (a) del teorema.

Para cualquier vector x en RY y dos matrices Q; y 0, por la desigualdad
del tridngulo y el inciso anterior tenemos que

1(Q1+ Q2)x[| = [|Q1x + Oax]|
< |Q1x]| + [|Q2x|l
<@l Ix[l+ Q2] [|x]]
= (Ot + Q21 (=]l (A.9)

por otra parte, de manera similar

101Q2x[| = [|@1(Qa2x) ||
< Q1] [|@2x] < Q11| @21l [Ix]l ,.- (A.10)

Por (A.9) y (A.10) se demuestra el inciso (b) del teorema.
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]

Ahora, procederemos a demostrar que la matriz exponencial definida como

ezQ _ i (tQ)k

K
= k!

converge uniformemente en [0,0) en el espacio de matrices reales. Definamos una
funcién de ¢ al espacio de matrices reales dada por t — ¢/¢. Paran =0,1,2,...,
consideremos la suma finita

n k
0=y Yeh
k=0 ’

Antes de proceder, se considera el siguiente teorema cuya demostracidon se omite
y se refiere a [Apostol, pps 234]

Teorema A.2 (Prueba de la razon para convergencia de series de funciones). Dada
un serie de potencias Y ,_oa(x —xo)", definamos

_ 1
=

ap+1
ap

A = lim

n—oo

s r

(donde r =0si A =0y r=o0si A =0). Entonces la serie converge absolutamente
si |x —xo| < ry diverge si |x —xo| > r. Ademds, la serie converge uniformemente
en todo subconjunto compacto dentro del intervalo de convergencia dado por
lx —xo| < r.

Para toda i, j y para m < n, por el Lema A.1 inciso (a) se cumple que
(EW (@)= EM @)l < [ED0) - E™ o)
< |[E® @0 -E™ @),

de manera que si sustituimos en la dltima desigualdad

Lo (1Q)f
Z k!
k=m+1 :

. Jiolf
Lo h

Hﬂm@_Ew@w:

< (A.11)
k=m+1
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Debido al inciso (a) del Lema A.1, ||Q|| < N||Q||.. < e mostrando que la serie
(A.TT)) es una suma finita. Por el Lema A.1 inciso (a), tenemos que

Z ||tQ||k - i NIItQII )

i N“QH . (A.12)

Definamos a, = (N ||Q||..)*/k!, por la prueba de la razén para la convergencia de
series de funciones,

(V[1Qlleo)"*!

1 n+1!
A = lim oL

. N -
N9l
n—e  n
1
=Nl ( lim )
n
=0.
A consecuencia del Teorema A.2, por lo anterior tenemos que el radio de conver-
gencia de la serie (A.12) es infinito mostrando que la serie converge absolutamente

y en particular, converge uniformemente en [0,0). Debido a este hecho, cuando
m,n — oo

s ol
)3

— 0,
k=m+1 k!
pues

k
il Lo (N0l
y Loy BELID

k!~ k! ’

k=m+1 k=m+1

cuando m,n — oo. Por lo tanto para toda i, j € I, para toda € > 0, existe M tal que
paratodam > M y n > M se tiene que

(EW(0) = E™(1))i] <e,

mostrando que la sucesién E(") define una sucesién de funciones que satisface la
condicién de Cauchy. De este hecho en particular se desprende que

o_v
es = —',
k:Ok’
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estd bien definida y que la serie de potencias

= (1)
L

k=0

converge uniformemente a (¢'?);;. La continuidad de la funcién (¢'?);; en [0, )
se sigue del siguiente teorema cuya demostracion se omite y se refiere a [Apostol,
pps 234] para su demostracion.

Teorema A.3. Asumamos que la serie de potencias Y., _,an(x—Xxo) converge para
cada x en (xg — r,xo +r). Entonces la funcion f definida por la ecuacion

fx) = ioanu—xo)",

con x en (xo — r,xo+r), es continua en (xg — r,xo +r).

Finalmente, para 2 matrices Q1 y 0> que conmutan se tiene que

Q1102 — i (O +Q2)k

= k!

_ i 1 i k! Qan—n
£ k! = nl(k—n)t =2
oo k—n

-y %y &
= n = (k—n)!
— 91,02

B Coédigo implementado

### Red G = (V,E)
## Conjunto de V\’ertices V

3 Zn <— function (n) {

a = seq(0,n)

Zn = as.data.frame.list (expand.grid(a,a))

Zn = data.frame(matrix (unlist(Zn), ncol=2, byrow=F),
stringsAsFactors=FALSE)

v = rep("v",length(Zn[,1]))

row.names(Zn) <— paste (v,rownames(Zn) ,sep = "")
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9 return (Zn)

10

}

1 ## Auxiliar: Para control del vector f_{0} = (f(vl), ..., f(vn)
).

> Generadorh0 <— function (x,y){

3 V.= get("V",1)

14 dW <— x

15 hVminusW <— t(as.matrix(y))

16 colnames (hVminusW) <— dW

17 return (hVminusW)

18}

v ## Auxiliar: Para generar W =V \ dW

20 GeneradorW <— function (x){

21 V = get("V",1)

22 dW <— x

» W= setdiff (rownames (V) ,dW)

24 return (W)

25}

6 ## Matriz de conductancias.

»7 matriz .adyacenciaZn <— function (A){

28 n = length (row.names(A))

29 v = rep(0,n)

30 AZn = matrix (0,n,n)

31 colnames (AZn) <— row.names (A)

32 rownames (AZn) <— row.names (A)

33 for(i in 1:n){

34 for(k in 1:n){

35 vik] = (A[i,1] — A[k,1])”2 + (A[i,2] — A[k,2])"2
36 if (!v[k] == 1){
37 vik] =0

38 }

39 }

40 AZn[i,] = v

41 }

0 return (AZn)

3}

4 ## Matriz transici\’on P asociada a la red G.
4s matriz .transcXn <— function (A){

46 n = length (rownames (A))
47 Pi = rep(0,n)

48 P=A

49 for(i in 1:n){

50 ¢ = sum(A[i,])

51 Pi[i] = ¢

52 P[i,] = A[i,]/c
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}
##

}

return (P)

Vector distribucil\’on estacionaria pi
EstacionariaP <— function (A){

n = length (rownames (A))

C = rep(0,n)

Pi = rep(0,n)
for(i in 1:n){
cx = sum(Afi,])

Cli] = cx
Pi[i] = cx
}
cG = sum(C)
Pi = t(as.matrix ((1/cG)=Pi)
colnames (Pi) = rownames (A)

}
#e

2 ##

return (Pi)

# Simulaci\’on

)
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Caminata Aleatoria iniciada en "x" parada en un conjunto dado

W subconjunto de V.

Hit . Time. VsetminusW <— function (P,n,x,W){

x0

5 XN

Xn

m
; cg

G
fo

= X
= X
= X
= which(rownames (P) == x)
= which(P[m,] > 0)
= as.matrix (t(P[m,cg]))
r(i in l:n){
if (xn %in% W) {
break ()
}
else {
=1
0
runif (1,0,1)
ile(B < U){
= sum(G[1l:k])
k+1

s W
~ w2
I

which (rownames (P) ==

xn = rownames (P) [m]
Xn = c¢(Xn, xn)
cg = which(P[m,] > 0)

G = as.matrix (t(P[m,cg]))

colnames (G) [k—1])
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9 }
9 return (Xn)
100}
o ## Hace lo mismo que la funcil’on anterior pero S\ ’oLO simula
Xtau_dW.
102 HHit. Time . VsetminusW <— function (P,n,x,W){
103 Xn = X
104 m = which(rownames(P) == x)

105 cg = which(P[m,] > 0)
e G = as.matrix (t(P[m,cg]))
107 for(i in 1:n){

108 if (xn %in% W) {

109 break ()

110 }

1 else {

12 k =1

13 B =20

114 U= runif(1,0,1)

115 while (B < U){

116 B = sum(G[1:k])

17 k = k+1

18 }

119 m = which(rownames(P) == colnames (G)[k—1])
120 X = rownames (P) [m]

121 Xn = X

122 cg = which(P[m,] > 0)

123 G = as.matrix (t(P[m,cg]))
124 }

125 }

126 return (xn)

127}

s ### Funciones Harm\’ onicas

2o ## Estimador puntual de w(x) = E_{x} [f_{0} (X_tau_VminusdW) ]
(w(x) gorro).

30 Harmonica <— function (n,m,x,W,hW,6P){

131 h = rep(x,n+10)

2 H sapply (h, function(y) HHit. Time. VsetminusW (P,m,y ,W))

133 m sapply (H, function(y) which(colnames (hW) == y))

3 HA = sapply (m, function(y) hW[y])

135 hx = mean(HA[10:(n+10)])

136 return (hx)

137}

121

33 ## Extensi\’on harm\’onica (w gorro, definida en toda la red G

).
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30 Ext.Harmonica <— function (V,hW){

140 W = colnames (hW)

141 h = sapply (rownames(V), function (y) Harmonica(100,50000,x ,W,
hW,P))

142 return (h)

143}

144 ## Para calcular la divergencia en cada v\’ertice de V.

145 # E denota la matriz de aristas.

46 divergencia <— function (P,E,w){

147 h = names(w)

148 n = length (h)

4o m = seq(1l,n)

150 r = rownames (P)

151 s = sapply(h, function(x) which(r == x))

152 vecinos = sapply (s, function(x) which(E[x,] > 0))

153 carga = sapply(vecinos, function(x) length(x))

154 sumpxyvy = sapply (h, function(x) P[x,] %% w )

155 cxvx = sapply (m, function(x) carga[x]=w[x])

156 divx = sapply(m, function(x) cxvx[x] — carga[x]ssumpxyvy[x])
157 return (divx)

158}

159 ## Pre—ajuste harm\’ onico.

160 # Producto Pw. Pre—ajuste harm\’ onico para la funcil’on w

gorro en el conjunto W.

161 ajusteharmonicoW <— function (P,E,w,W) {

162 h =W

163 vol = w

164 n = length (h)

s m = seq(1l,n)

166 r = rownames (P)

67 S = which(r %in% h)

168 vecinos = sapply (S, function(x) which(E[x,] > 0))

169 sumpxyvy = sapply (S, function(x) P[x,] %% w )

170 vol[S] = sumpxyvy

171 return (vol)

1712}

173 ## Ajuste harm)\’ onico.

174 # Producto PA{N} w. Ajuste harmonico para la funcil’on w gorro
en el conjunto W.

175 harm <— function (n,P,E,w,W){

176 aj = ajusteharmonicoW (P,E,w,W)

177 for(i in 1:n){

178 aj = ajusteharmonicoW (P,E, aj ,W)

179 }

180 return (aj)
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Cdodigo (R) 1: Codigo implementado.

# V\’ertices de la red G = (v,{e}).
V = Zn(40)

3 head (V)

©

22

29

W

w
2

33
34

35

# Aristas, en este caso la conductancia es igual a 1.

E = matriz.adyacenciaZn (V)

E[1:3,1:3]

# Matriz de transici\’on de la caminata aleatoria asociada a G.
P = matriz.transcXn (E)

P[1:3,1:3]

# Distribuci\’on estacionaria de P.

Pi = EstacionariaP (P)

Pi[,1:6]

3 sum ( Pi)

# Conjunto de ejemplo.

dWIl = c("v547","v1251")

hO1 = GeneradorhO (dW1,c(0,1))

W1 = GeneradorW (dW1)

Xtau_dW1 = Hit.Time. VsetminusW (P,50000,"v250" ,dW1)

which (Xtau_dWI1 %in% dW1)

length (Xtau_dW1)

# ADVERTENCIA: La siguiente funcil’on puede tomar mucho tiempo.
Se recomienda usar par\’ametro "n" menor o igual a 100 en
una red MUY grande como la ocupada.

voltajel = Harmonica(10,50000,W1,dW1,h01,P) # Estimaci\’on de w(
X) .

harl = matrix(as.vector(voltajel) ,41,41,byrow = TRUE) # Matrix
auxiliar para graficar.

Ajharml = harm(1000,P,E, voltajel ,Wl) # w(x). Soluci\’on al
Problema de Dirichlet.

s HI = matrix (harajl ,41,41,byrow = TRUE) # Matrix auxiliar para

graficar.
# Librer\’ia para graficar
library (plotly)
x = seq(0,40)
## Gr\’ aficas
# Estimaci\’on w(x).
pl = plot_ly(x = Xx, y = X, 2z
# Soluci\’on.
p2 = plot_ly(x X, y =X, z=Hl) %% add_surface ()
# Divergencia de la estimaci\’ on.
jl = plot_ly(x = V[,1], y = V[,2], z = divergencia(P,E, voltajel)
, color = I("black"), marker = list(size = 2.5)) %%

harl) %% add_surface ()
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36 add_markers ()

37 j2 = plot_ly(x = V[,1], vy = V[,2], z = divergencia(P,E, harl),
color = I("black"), marker = list(size = 2.5)) %%

38 add_markers ()

Cddigo (R) 2: Ejemplos.
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