UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FacurLTAD DE CIENCIAS

Modelo de valuacién para tasas
de interés con procesos de Lévy
no homogéneos

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:

Licenciado en Actuaria

PRESENTA:

Erick Ivan Castro Granados

DIRECTOR DE TESIS:
Dr. Ramsés Humberto Mena Chéavez

CI1unpAD DE MEXICO 2019




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1.-

Hoja de informacién

Datos del alumno

Castro

Granados

Erick Ivan

5585733525

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Actuaria

309046794

Datos del tutor
Dr.

Ramsés Humberto
Mena

Chévez

Datos del sinodal 1
Dr.

Fernando

Baltazar

Larios

Datos del sinodal 2
Dra.

Michelle

Anzarut

Chacalo

Datos del sinodal 3
M. en C.

Alma Rosa
Bustamante

Garcia

Datos del sinodal 4
Mat.

Ivan Ixcdatl

Juérez

Lépez

Datos del trabajo

Modelo de valuacién para tasas de interés con procesos de Lévy no homogéneos

90 pp.
2019



El éxito no es lo mds importante en la vida, lo es todo.






Agradecimientos

En primer lugar, porque seria demasiado injusto colocarlos en otro que
no fuera ese, a mis padres Elizabeth Granados Rosas y David Castro Gu-
tiérrez. Ellos que me han dado més que sélo la vida, que me han apoyado en
absolutamente todo desde que naci. Gracias papds por su esfuerzo, gracias
por sus desvelos, por su ejemplo, gracias por nunca rendirse y nunca dejar
que me rindiera.

A mi asesor el Dr. Ramsés Humberto Mena Chéavez, que tuvo una mucha
paciencia conmigo, no me abandoné y siempre me ayudé con la mejor dis-
posicién.

A mi familia por todo su amor, por escucharme cada que lo necesité, a mis
increfbles amigos que estuvieron codo a codo conmigo dentro y fuera del
saléon de clases.

Gracias por tantas risas y tanto aprendizaje.






Indice general

[Agradecimientos|

T acadnl

MT.T.

Mercado de deuda y derivados financieros| . . . . . . . . ..

2.

Teoria de probabilidad| . . . . .. ... ... ... ... ...

3.

Procesos de Lévy no homogéneos| . . . . ... ... .. ...

[2. Herramientas auxiliares para la valuacion|

P

Derivada de Radon-Nikodym| . . . . . ... ... ... ...

[2.2. Ausencia de arbitraje en tiempo continuo| . . . . . . . ...

2.3. Cambiodemedidal . . . ... ... ... ... ... .....

[2.4. Transformaciones integrales auxiliares| . . . ... .. .. ..
[3. Modelo de estructura temporal de Lévy|

8.1, Presentacion del modelol . . . . . ... ... ... ... ...
[4. Valuaciénl

[4.1. Valuacion de caps y floors| . . . . . . .. .. ... ... ...

4.2. Valuacion de Swaptions| . . . . . . ... ... ... ... ..

|4.3. Valuacion de notas de rango flotante] . . . . . .. ... ...

4.4. Opciones digitales| . . . . . . . ... ... ... ... ...,

[4.5. Notasderangol . . . .. . .. ... ... ... ... ...,

12
17

27
27
29
31
35

37
39



79

81



Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo expondré de manera simple un método de va-
luacién de derivados de tasas de interés apoyandome en procesos de Lévy
no homogéneos como procesos de conduccién para la modelacion del precio
del subyacente. La intencién principal es el desarrollo y comprensién de
la técnica implementada para la valuacion, sin embargo se comienza revi-
sando la teoria general de los procesos de Lévy y de algunas herramientas
matematicas auxiliares, de manera que el desarrollo de los temas se vaya
dando de manera natural y compresible.

A lo largo del tiempo se ha probado que las matemadticas tienen una
marcada influencia en la vida de las personas. Se han convertido en una
herramienta fundamental en sectores tan variados como lo son: industria,
computacion, mecanica, etc. El drea en donde mas se ha visto una notoria
influencia, y que es de completo interés para este trabajo, es el area finan-
ciera.

Para ilustrar esto tomemos como ejemplo a dos de las preguntas mas im-
portantes a las que un trader en algiin banco debe enfrentarse: ;A qué pre-
cio deberia ofrecer mis productos? y ;Cémo encontrar la mejor estrategia
de cobertura?. Encontrar una respuesta a estas preguntas seria sencillo en
caso de siempre existir un mercado para todo el universo de productos fi-
nancieros, ya que se podria utilizar el precio de mercado, agregar un extra
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por comisién y asi ofrecerlo a sus clientes. En el caso de que su propuesta
se aceptada, lo tinico que tendria que hacer es comprar el producto a precio
de mercado, venderlo a su cliente y asi cubrirse conservado su margen.

La complicacion viene cuando dicho mercado no existe y las preguntas se
vuelven maés dificiles de contestar. Es ahi donde con ayuda de diferentes
técnicas matematicas los analistas intentan dar respuestas.

Desde los articulos escritos por F. Black, M. Scholes y R. Merton [3],
y la reformulacién en términos de teoria de martingalas hecha por M. Ha-
rrison, S. Pliska y D. Kreps [7], el anélisis estocédstico se ha convertido en
la base de las matematicas financieras modernas. Un ejemplo de ello es co-
mo la inversion de un activo financiero, sus ganancias y evolucion, pueden
ser representados como una integral estocdstica; mientras que el precio de
opciones sobre activos es igual a la esperanza del payoff, o valor a venci-
miento, descontado bajo una medida martingala.

Tanto el precio de un derivado, asi como su estrategia de cobertura,
dependen completamente de la manera en que se modela el precio de los
activos. Black, Scholes y Merton empezaron modelando con ayuda del mo-
vimiento browniano geométrico y desde su publicacién una gran cantidad
de autores han utilizado diferentes técnicas para modelar los precios. Esto
llevé a la conclusion de que el browniano geométrico es un modelo muy
restrictivo y se ha ido optando por otras alternativas, una de las mas rele-
vantes es el uso de procesos de Lévy como procesos de conduccién.

En este trabajo me centraré en derivados de tasas de interés o instru-
mentos del mercado de deuda. Estara basado en los trabajos realizados por
Heath-Jarrow-Morton [8], quienes desarrollaron una clase de modelos para
conocer la dindmica de las tasas forward (tasas futuras), con las cuales
podremos modelar la dindmica de nuestro subyacente principal, y uno de
los instrumentos més utilizados en el mercado de dinero, el bono cupén
cero.

Junto con la modelacién del precio de un bono, viene la idea de dos de
los derivados mas bésicos en el mercado, Call y Put. El trabajo se pue-
de resumir en mostrar que las formulas de valuaciéon de instrumentos mas



complejos se pueden obtener partiendo de expresiones mas sencillas y faci-
les de trabajar, ayudados siempre de herramientas de teoria de la medida
como la esperanza matemaética y el cambio de medida.

El primer capitulo sera dividido en tres secciones: en la primera veremos
las definiciones financieras que seran usadas, productos del mercado de
deuda asi como del mercado de derivados, empezando por sus expresiones
matemadticas y hasta llegar a la relacion que existe entre ellas. Una vez
visto esto se hard un pequeno repaso de algunos conceptos de teoria de la
medida que se usardn posteriormente y que servirdn para entender mejor
a los procesos de Lévy. La tercera y ultima parte se centra completamente
en los procesos de Lévy no homogéneos, que seran la base de la modelacién
de los precios del subyacente. Se empezard por dar su definicién y poco a
poco se iran derivando caracteristicas propias de los procesos que seran de
gran utilidad para realizar valuacién de derivados en los capitulos finales.

El segundo capitulo nos servira para revisar herramientas matematicas
que utilizaremos, no solo para facilitar los célculos en la parte de la valua-
cion, sino también para sustentar posibles atajos que lleguemos a utilizar
para lograr conseguir expresiones matematicas como formula para valuar
derivados. Se revisaran temas como cambio de medida, derivada de Radon-
Nikodym, no arbitraje, etc.

Para el tercer capitulo hacemos la presentacién oficial del modelo que

utilizaremos para estudiar la dinamica del precio de un bono cupén cero.
Se va a revisar el alcance que tenemos con este modelo, y las restricciones
que pueda llegar a haber al utilizarlo para modelar a nuestro subyacente
principal en el tiempo.
En el capitulo cuatro es donde se encuentra la parte mas importante para
el trabajo, ya que una vez que terminamos de revisar toda la teoria que se
va a utilizar y de fundamentar muchos de nuestros calculos, es momento
de aplicar todo ese conocimiento y encontrar formulas explicitas que nos
ayuden a valuar un derivado para todo momento en el tiempo. Los capitulos
tres y cuatro van de la mano y uno complementa al otro, ya que sin un
modelo definido seria imposible poder hacer una valuacién completa.

Por ultimo, en el quinto capitulo se hace una pequena recapitulacién
de todos los resultados obtenidos en el trabajo, se analizan y se dan con-
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clusiones finales. Se comentan también cuales fueron algunas de las com-
plicaciones y retos de realizar una tesis como esta y se proponen algunos
campos en donde las mismas técnicas y conocimientos se pueden llegar a
aplicar también con fines practicos.

1.1. Mercado de deuda y derivados financieros

Una manera que tienen empresas, gobierno federal, gobiernos locales,
etc. para financiarse, ya sea para realizar proyectos o simplemente para
hacer frente al costo que tienen sus actividades cotidianas, es mediante la
emision de titulos de deuda. El mercado de deuda es la infraestructura
donde se emiten y negocian estos instrumentos. Los instrumentos de deu-
da son titulos, es decir, documentos necesarios para poder hacer validos
los derechos de transaccion financiera que representan el compromiso por
parte del emisor de pagar los recursos prestados, mas un interés pactado o
establecido previamente, al poseedor del titulo (inversionista), en una fecha
de vencimiento dada. Los instrumentos del mercado de deuda se clasifican
segun:

i) Su cotizacidén. Se refiere a la manera en que hacen ptblicos los pre-
cios de los titulos. Los instrumentos pueden cotizar a descuento o a
precio. Cuando cotizan a descuento, el instrumento no paga cupones
y el rendimiento se obtiene de comprar el instrumento con un des-
cuento, a un precio menor a la cantidad que paga al momento de
vencimiento. Los instrumentos que cotizan a precio pagan cupones y
el precio del instrumento proviene de la suma de los intereses mas su
valor nominal.

ii) Su colocacién. Puede ser publica o privada.

iii) Tipo de tasa. Puede ofrecer tasa de interés fija 6 tasa de interés
variable o revisable. Se refiere a los intereses previamente pactados
que pagard el instrumento.

iv) Riesgo del emisor o de crédito. Depende de la capacidad de pa-
go de los cupones o de devolver el capital en vencimiento por parte
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del emisor de los titulos. También conocido como riesgo de default
de emisor. Para que un inversionista acepte invertir en un bono de
un emisor con alto riesgo de impago tiene que haber una compen-
sacion mayor en la rentabilidad del instrumento comparado con una
inversién de bajo riesgo.

En el mercado de deuda hay un gran numero de variables que se pueden
llegar a modelar, mas alld de expresiones del precio de un bono. Empezare-
mos trabajando con los productos financieros mas comunes. Las definiciones
estdn basadas, en su mayoria, en [4], [2] ¥ [5].

La tasa de referencia que utilizaremos en el trabajo sera la tasa LI-

BOR. LIBOR es una abreviacién para London InterBank Offered Rate y
se refiere a la tasa de interés pagada entre bancos (tasa interbancaria).
Es una tasa de interés simple L(¢,T"), lo que motiva la notacién L de la
tasa. Aunque los bancos pueden llegar a incumplir en pagos, muchos mo-
delos de tasas de interés omiten este riesgo y asumen que las tasas LIBOR
son libres de riesgo de incumplimiento.

Definicion 1.1. Cuenta de mercado de dinero. Definimos By como
el valor de una cuenta bancaria o de mercado de dinero al tiempo t > 0.
Asumimos By = 1 y que la cuenta evoluciona de acuerdo a la siguiente
ecuacion diferencial:

dBt = ’I”‘tBtdt, BO =1

donde 1 es una funcion positiva del tiempo. En consecuencia

B; = exp (/Ot rsd5> (1.1)

La Cuenta de mercado de dinero representa una inversion libre de riesgo
a nivel local, donde el beneficio se devenga continuamente a la tasa libre
de riesgo prevaleciente en el mercado en cada instante. La idea méas bésica
para entender el concepto seria que, si invertimos una unidad monetaria
en tiempo cero a una tasa 74, en tiempo t tendremos una cantidad igual a

exp <fg rsds).
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La tasa de interés instantdnea r; es llamada tasa spot o tasa corta.
A esta tasa también se le conoce como el rendimiento a vencimiento de un
bono cupén cero (yield to maturity).
La tasa spot en el intervalo [T, S], o referida en el trabajo como la tasa
spot LIBOR, serd definida de la siguiente manera

1— P(T,S)

LT.8) = 7 5P, sy

(1.2)
donde 7(T',S) indica la fraccién de ano escogida entre las fechas T'y S,
usualmente interpretada como la diferencia S — 7' (en anos).

Definicion 1.2. Un bono cupon cero, con maduracion T, es un contrato
que garantiza a su poseedor el pago de 1 unidad de dinero en tiempo de
maduracion del bono y no tiene pagos intermedios. El valor del contrato
en tiempo t < T estd denotado por P(t,T). Claramente P(T,T) =1 para
todo T

Otra manera muy util de verlo es la siguiente: si estamos situados ahora
en tiempo t, un bono cupén cero con maduracién en T es un contrato que
establece el valor presente de una unidad de dinero que sera pagada en T.

Definicion 1.3. Un producto financiero derivado es un instrumento cu-
yo valor depende a su vez del valor de una o mds variables o pardmetros
(subyacente).

Una opcién call (put) europea, con fecha de maduracién T y precio
de ejercicio K, es un contrato que da a su poseedor el derecho, mas no
la obligacién, de comprar (vender) un activo subyacente al tiempo T a
un precio pactado K. La correspondiente opciéon americana se distingue en
que puede ser ejercida en cualquier momento t, tal que 0 < ¢ < T'. En este
trabajo tinicamente nos enfocaremos en trabajar con opciones europeas.

Al poseedor del contrato, que puede decidir entre ejercer la compra del
subyacente al tiempo de vencimiento, se le denomina posicion larga. La
correspondiente posicion corta, o emisor del contrato, acuerda vender el
subyacente.

Dado el caracter de opcionalidad y de no obligacién, observamos que el
valor a vencimiento (payoff) de la posicién larga en una opcién es:
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* call Europea: (St — K)"= max{Sy — K, 0}
* put Europea: (K — S7)*

Con St el valor del activo subyacente en tiempo T'.

Usualmente este tipo de contratos se realizan entre dos instituciones finan-
cieras o entre una institucién financiera y un cliente corporativo, no en un
mercado establecido de valores.

Mercado OTC (over the counter), o mercado extra bursatil, es aquel
sin una ubicacién fisica, donde los participantes del mercado utilizan di-
versos medios de comunicacién como teléfono, correo electrénico u otros
sistemas electrénicos para la negociacién de los productos. En él se pactan
las operaciones directamente entre compradores y vendedores sin que exis-
ta una contraparte central que disminuya el riesgo de crédito.

En un mercado OTC es posible negociar contratos con tasas forward
(o tasas futuras). Algunas veces un intermediario financiero puede reunir a
un emisor y un inversionista para pactar un contrato dentro del mercado.
Existe una gran variedad de contratos que pueden ser pactados, en parti-
cular hay uno que se denomina como forward rate agreement o acuerdo a
tasa forward.

Un forward rate agreement (FRA) es una contrato que consta de
3 tiempos: el tiempo actual ¢, el tiempo de vencimiento T > ¢ y el tiempo
de maduracion S > T'. El contrato da a su poseedor un pago de intereses
por el periodo entre T y S. En la fecha de maduracién S, un pago fijo que
toma como referencia una tasa fija K es intercambiado por un pago basado
en una tasa variable, como la tasa spot L(T,S) establecida en T y con
maduracién en S. Basicamente este contrato te permite asegurar una tasa
de interés deseada K entre los tiempos T y S.

Formalmente en tiempo S el poseedor del contrato recibe (7, S)KN
unidades de dinero y paga 7(T,S)L(T,S)N, donde N es el valor nominal
del contrato. Por lo tanto el valor a tiempo S del contrato es igual a:

N7(T,S)(K — L(T,S5))
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Es facil notar que si L es mas grande que K en tiempo T, el valor del
contrato sera negativo. Con ayuda de la expresion (|1.2)) podemos reescribir
la férmula anterior y dejarla de la siguiente manera:

1
N|T(T,S)K — ——— +1 1.
Ahora, sea A = ﬁ la cantidad de dinero acumulado en tiempo S. Su

valor a tiempo T se puede obtener multiplicaAndolo por el valor de un bono
cup6n cero P(T, S):

1

P(T.8)A = P(T.8) s

=1

Por lo tanto el termino A es equivalente a tener 1 unidad de dinero en tiem-
po T. Ademds una unidad de dinero en T es igual a P(¢,T) unidades en
tiempo t. Por lo tanto ﬁ unidades en S, son iguales a P(t,T) unidades
en tiempo t.

Por ultimo notemos los dos términos faltantes en la férmula . La can-
tidad C' = 7(T,S)K + 1 en S, llevada a tiempo t, multiplicindola por el

valor de un bono cupén cero, quedaria de la siguiente manera
P(t,S)C = P(t,S)r(T,S)K + P(t,S)
Por lo tanto, el valor total del contrato en tiempo t seria:
FRA, = N|[P(t,S)r(T,S)K — P(t,T) + P(t,5)]

Solamente hay un valor de K que hace que el FRA sea un contrato justo en
tiempo t, o equivalentemente que el valor del contrato sea cero en tiempo
; P(t,T) — P(t,S)

7(T,S)P(t,S)
Este resultado es un predmbulo para definir de manera formal lo que es
una tasa forward.
Una primera interpretacion para una tasae forward podrias ser aquella tasa
que esperamos que este en vigor en el futuro, en funcién del entorno ac-
tual de tasas de interés. Utilizaremos la siguiente definicién para una tasa
forward.
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Definicion 1.4. Tasa forward, referida como la tasa forward LIBOR,
que prevalece en tiempo t para la expiracion T > t y maduracion S > T,
estd definida por
P(t,T)— P(t,S)

T(T,S)P(t,S)

B 1 P(t,T) 1

- 7(T,8) \P(t,9)
que se refiere a la tasa LIBOR al tiempo T pero como seria vista por el
mercado en un tiempo anteriort < T.

L(t,T,S) =

Cuando la maduracién de la tasa forward colapsa hacia su fecha de
expiracion tenemos la nocién de uno de los conceptos mas importantes del
trabajo, el cual serd la parte central para nuestra modelacién y nuestra
valuacién, la tasa instantanea forward.

Empezamos considerando el siguiente limite:

1 P(t8)—P(tT)

Jm L& T85) = - lim, P(t,S) S—T
B 1 9P(t,T)
T P(t,S) oT
0l P(t,T)
T T

usando la convencién 7(7',S) =S — T, cuando S estd muy cercano a T.

Definicion 1.5. Tasa instantdnea forward que prevalece en tiempo t
para la expiracion T > t, es definida como

FET) = lim L(t,T,5) = ~2PET)

S—T+ oT (1.4)

La férmula de un bono cupon cero se puede despejar de esta expresion,
quedando:

P(t,T) = exp (- /t ' f(t,u)du) (1.5)
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La tasa corta instantinea a tiempo t, es definida como:

r(t) = f(t,t)

. Un Swap de tasas de interés, IRS por sus siglas en inglés, es un con-
trato entre dos partes que intercambian pagos fijos por pagos de tasas de
interés variables. Una de las partes se compromete a pagar una tasa de in-
terés fija en un nocional principal a cambio de una tasa de interés variable
(generalmente LIBOR) en el mismo nocional y por el mismo periodo de
tiempo. De forma més general podemos pensar un swap como cualquier
intercambio futuro de bienes o servicios, referenciado a cualquier variable
observable.

La tasa fija en un IRS que hace que sea un contrato justo, i.e. la tasa fija
que hace que el valor inicial del contrato sea cero, es llamada tasa swap.
Cuando en un contrato IRS se paga una tasa fija y se recibe a una tasa
variable el IRS se denomina pagador, en otro caso se denomina receptor.

Un cap de tasa de interés es un contrato financiero que te protege de

tener que pagar mas de una tasa especificada de antemano, la tasa cap,
a pesar de que se tenga un préstamo a una tasa de interés variable. Puede
ser visto como un pagador en un IRS cuando cada intercambio de pago es
ejecutado si y solo si tiene valor positivo.
Andlogamente, un contrato floor garantiza que el interés pagado sobre un
préstamo a tasa variable no serd nunca por debajo de un limite minimo
predeterminado. Es equivalente a un receptor en un IRS cuando cada in-
tercambio de pago es ejecutado si y solo si tiene valor positivo.

Por simplicidad asumimos que estamos parados en tiempo t = 0 y
que el cap debe estar en vigor en el intervalo [0,7]. Un cap es la suma
de contratos mas bésicos conocidos como caplets, que cumplen con las
siguientes condiciones:

» Elintervalo [0, 7] es dividido en intervalos de igual tamano dados por
la siguiente particion:

0="TyTi,...T, =T.
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= Usamos 7 para denotar al tamano del intervalo, i.e. 7 =T; — T;_1.

= Se necesita una cantidad principal de dinero, denotada por K, y la
tasa cap es denotada por R.

= El cap tiene como tasa base variable a la tasa spot LIBOR.

» El i-ésimo caplet es definido como una reclamacién contingente pa-
gada en T;
Xi = Ktmax{L(T;_1,T;) — R,0}.

Para poder hacer la valuacién del caplet asumimos sin perdida de ge-
neralidad que K = 1, lo que nos permite tener la siguiente expresion

x=71(L—-R)"
con L = L(T;—1,T;). Ahora recordamos que la tasa spot LIBOR tiene la
siguiente expresion

P(T;-1,T) -1  1-P(T1,T)

L(T;-1,T;) = — -
(Ti-1,T) (T, — T,_1)P(T;_1, T) TP(T;-1,T;)

entonces sustituyendo las expresiones, tenemos

1- P(T,1,T)) -
,i=7(L—-R)T =7 ———"Y _
Xi = 7( R) 7'( TP T) R)

1 - P(T;-1,T) * 1 ’
Y (L e L 7 (s 1 -
< P(T;-1,T;) TR) P(Ti1, T3) =

- (M‘““Jﬂy

por tultimo hacemos una factorizacién

_ (1+7R) 1 +
YT PTG, T) <(1+7’R) _P(Ti—l’Ti)>

Por lo tanto un caplet es equivalente a (1 + 7R) opciones put con subya-
cente un bono cupoén cero, fecha de ejercicio de la opcién T;_1 y precio de
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ejercicio ﬁ. Todo el contrato cap puede ser visto como un portafolio de
opciones put. De igual manera, un contrato floor como un portafolio de
opciones call en un bono cupén zero.

La terminologia para swap siempre se refiere a la parte fija en un IRS.
El poseedor de un receptor swap recibira en las fechas 171, ..., T, la parte
fija y pagard la parte variable. Un pagador swap recibird la parte variable
y pagard la parte fija.
Un swap cumple con las siguientes caracteristicas:

= Los pagos seran hechos y recibidos en las fechas Ty, 715, ..., T,

» Para cada periodo [T;,T;41], i = 1,2,....,n — 1 la tasa variable es
establecida en T; y la parte variable es recibida en T;41

= Para un mismo periodo, la parte fija es pagada en T; 1

Lo que nos lleva a la siguiente definicién para un swaption (abreviacién
para “swap option” u “opcién en un swap”).

Un pagador en un swaption con strike K es un contrato, que en la fecha
de ejercicio t, da a su poseedor el derecho mas no la obligacién de entrar
en un swap con una tasa swap fija K.

1.2. Teoria de probabilidad

La idea fundamental de esta seccién es dar un pequeno resumen de
algunos conceptos de teoria de la medida y probabilidad que seran usados
después en el trabajo. El objetivo no es estudiar los conceptos a fondo sino
el de complementar la teoria dada en secciones posteriores. Para mas de-
talles sobre las definiciones dadas se puede revisar [1].

Sea €2 un conjunto no vacio y .# una coleccién de subconjuntos de €.
Decimos que % es una o-algebra si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Qe F

(2) SiAe F = Ac F
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(3) Si (Ap|n € N) es una sucesién en .#, entonces | oo | Ap, € F
Una medida en (€2,.%) es una funcién p : % — [0, 00) que satisface:
1. u(@)=0
2. 1 (UnZy An) = 22051 1(An)

Para cualquier sucesién {A,|n € N} de conjuntos mutuamente excluyentes
de Z.

La cantidad p(Q2) es llamada masa total de p y se dice que p es finita si
1(Q) < oo. Més atn, una medida es o-finita si podemos encontrar una
sucesién {A,|n € N} en .Z tal que Q = ;7| A, y cada p(4,) < oo.

Definicion 1.6. Medida de Borel. Sea S un subconjunto de R, equipado
con la topologia inducida por R. Por lo tanto U C S es abierto en S si
UNS es abierto en R?,

Sea B(S) la o-dlgebra mas pequena de subconjuntos de S que contiene todos
los conjuntos abiertos de S. Llamamos a B(S) la o-dlgebra de Borel de S.
Los elementos de B(S) son llamados conjuntos de Borel y cualquier medida

en (S, B(S)) es llamada medida de Borel.

Definicion 1.7. Sea F una o-dlgebra de subconjuntos de un conjunto da-
do Q. La familia F = (Ft),, de sub o-dlgebras de F es llamada filtracion
51

F, C % cuando s <t

Al espacio de probabilidad (€2, .%#,F,P) que esta equipado con una fil-
tracion IF = (%)=, se le llama espacio filtrado.

Sea X = {X;,t > 0} un proceso estocastico definido en un espacio
filtrado (2, .#,F,P). Decimos que el proceso es adaptado con respecto a
la filtracion F si,

X; es F-medible para cada t > 0.

Claramente si un proceso X es adaptado, entonces

E(Xs|%s) = X5
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, casi seguramente.

La idea intuitiva detras de los procesos adaptados es que la sub o-dlgebra
% contiene todo la informacién necesaria para predecir el comportamiento
de X hasta e incluyendo el tiempo t.

Ahora recordaremos una herramienta fundamental en la teoria de pro-
babilidad que no tiene paralelo en el andlisis matematico. Supongamos que
tenemos una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad (Q2,.%,P),
y buscamos construir otra variable aleatoria que contenga menos informa-
cién, es decir, medible con respecto a una o-algebra ¢ mas pequena que la
original y al mismo tiempo que sea lo méas parecida a la variable original
X. Matematicamente estamos buscando una variable que sea ¢-medible y
que tenga la misma integral que X en cada evento de ¥.

Definicion 1.8. Sea (2, % ,P) un espacio de probabilidad y X una variable
aleatoria integrable. SiY es una sub-o-dlgebra de F entonces la esperanza
condicional de X dado 4 es una variable aleatoria integrable Z : 0 — R
tal que:

1. Z es G-medible
2. Para cada D € 4, se cumple que fD XdP = fD ZdP.
Se denota generalmente como E[X|¥].

Otra de las definiciones mas importantes es la de martingala, ya que
representa la idea de un juego justo.

Definicion 1.9. Un proceso estocdstico {M;} es una martingala con
respecto a una medida P si y solo si cumple con las siguientes condiciones:

1. Ep HMtH < o0
2. Ep [My|Z,] = M,

Una de las ideas centrales del calculo estocastico es el de encontrar
sentido a férmulas como f(f F.dX, para una clase de procesos adaptables
e integradores X. El siguiente proceso resulta ideal para tomar el rol de
integrador.
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Definicion 1.10. Decimos que X es una Semimartingala si es un pro-
ceso adaptado, tal que para cada t > 0,

Xt = Xo+ M; +C

donde M = {M;,t > 0} es una martingala local, C = {Cy,t > 0} es un
proceso adaptado de variacion finita. En muchos casos de interés el proceso
M es una martingala.

La idea de Funcidon caracteristica de una variable aleatoria es esen-
cial para el estudio de los procesos de Lévy, ya que con frecuencia no se
conoce la distribucién de un proceso para cada momento, pero siempre que
un proceso sea infinitamente divisible podremos conocer la funcién carac-
teristica.

Definicion 1.11. Sea X una variable aleatoria definida en (Q, 7, P) y
que toma valores en R con funcién de densidad de probabilidad fx. Su
funcién caracteristica ¢px : R* — C estd definida por

¢AMZEVWﬂ:A#WMWHm)

= [, e pxtan)
Rd

para cada u € R?,

Lo anterior nos lleva a otro concepto fundamental, el de divisibilidad
infinita. Para empezar a tratarlo empezaremos con la siguiente definicién.

Definicion 1.12. Sea .#,(R?) el grupo de todas las medidas de probabili-
dad de Borel en R%. Definimos la convolucion de dos medidas de probabi-
lidad de la siguiente manera:

(mwuﬁM)Z/

1 (A — @)z (do)
R4

para toda p; € M1 (R?),i = 1,2, y cada A € B(RY), notar que A — x =
{y—aly € A}.
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Algo importante que destacar es que la convolucién p; * uo es una
medida de probabilidad en R?.

Definicion 1.13. Sea X una variable aleatoria que toma valores en R?
con ley fx. Decimos que X es infinitamente divisible si, para todo n €
N, existen variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(iid) Yl(n), ...,Yn(n) tal que

xLy™ 4 +y™

donde 2 implica igualdad en distribucion.

Definicién 1.14. Sea v una medida de Borel definida en R% — {0}. Deci-
mos que es una medida de Lévy si:

/ (Il A Do(dy) < oo
R4—{0}

Ahora introduciremos la siguiente férmula que da una caracterizacién
de variables aleatorias infinitamente divisibles a través de sus funciones
caracteristicas.

Teorema 1.1. (Lévy-Khintchine) Tenemos que p es una medida infini-
tamente divisible si existe un vector b € R%, una matriz A d x d positiva
simétrica y una medida de Lévy v en R — {0} tal que, para todo u € R?

oula) = exp |ifu,b) = G Au) [ (@09~ 1 i)y o(dy)

R4
(1.6)
mmversamente, cualquier funcion de la forma @ es la funcion caracteristi-
ca de una medida de probabilidad infinitamente divisible en R®.

La demostracién completa del teorema puede ser encontrada en [1].
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1.3. Procesos de Lévy no homogéneos

Consideramos un proceso de Lévy no homogéneo multi-dimensional co-

mo proceso de conduccién. La estructura de estos procesos nos permite
capturar todos los fenémenos en los que estamos interesados.
Los procesos de Lévy no homogéneos, también llamados procesos adi-
tivos, a diferencia de su contraparte homogénea, generalmente no poseen
incrementos estacionarios. Quitando las restricciones de estacionariedad
nos da mayor flexibilidad en los modelos y conservamos las caracteristicas
maleables de los fenémenos que estamos modelando. Los parametros que
describen comportamientos locales ahora serdn dependientes del tiempo
pero no aleatorios.

Asumimos una base estocéstica (£2,.%#,F,P) dada, i.e. un espacio de
probabilidad (€2, .%#,P) equipado con la filtraciéon F := (%#;),<;<p- (don-
de T* es el horizonte de tiempo finito). La filtracién tomada se traduce
en una familia creciente y continua por la derecha de sub-o-algebras de
F = Fr, i.e. Fs C Fyparatodo 0 < s <t <T*y % =), Fs para
todo 0 <t<T.

Trabajaremos con la siguiente definicion de un proceso de Lévy no ho-
mogéneo:

Definicion 1.15. Un proceso estocdstico adaptado L = (L¢)o<t<T+ con va-
lores en R% es un proceso de Lévy no homogéneo, también llamado proceso
con incrementos independientes y caracteristicas absolutamente continuas,
PITAC por sus siglas en inglés, si cumple con las siguientes condiciones:

1. L tiene incrementos independientes, i.e. Ly — Ls es independiente de
Fs (0<s<t<TY)

2. Para toda t € [0,T7], la distribucion de Ly estd determinada por la
funcion caracteristica
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A t 1
E |:ez(u,Lt>i| — exp/ @<u, bs> — §<u, CSU>
0

+ / (¢iw) —1—i(u,m)ﬂ{x|§1})Fs(dx)>ds (1.7)

R4

donde by es un vector en R%, ¢, es una matriz dxd simétrica y no negativa y
F, es una medida de Lévy en R? que integra (|z|?> A1) y satisface F5({0}) =
0. El producto escalar euclidiano es denotado por (-,-) y la respectiva norma
por |- |.

Asumimos que la tripleta (b, ¢, Fy) satisface

T*
[l ted + [(2anpn |as<oo )
0 pa
donde ||-|| denota cualquier norma en el conjunto de matrices de d X d

Se podria usar la definicién [1.15| para definir un proceso de Lévy ho-
mogéneo si b, cs v Fs no dependieran de s.
Ahora remarcaremos algunas de las propiedades del proceso de Lévy no
homogéneo L, que seran utilizadas en secciones posteriores.

Lema 1.1. Fijamos t € [0,T*]. La distribucion de L; es infinitamente
divisible con la tripleta de Lévy-Khintchine (b,c, F'), donde

t t t
b::/ bsds, c::/ csds, F(dx) ::/ Fy(dx)ds.
0 0 0

Demostracion. Para esto notamos que b € R? y que ¢ es una matriz
simétrica de d x d. Ahora necesitamos demostrar que F es una medida
de Lévy.

Por convergencia monétona tenemos que F' es una medida en el conjunto
de Borel de R? y que para cualquier funcién integrable f

f@F@) = [ [ s (1.9)
R4 0 JRd
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Con ayuda de la expresion (|1.8]) sabemos que

T*
/ / (12| A 1) Fy(dar)ds < oo,
0 R4

mas aun, para t < T

[ L s <o

Sea f(x) = (]2 A 1), sustituyendo en ([1.9) tenemos

2 = t 1132 xI)as 0.9]
| annpan = [ [ e anpasas <

Entonces F' es una medida de Lévy.
Por 1ltimo es suficiente notar que con la tripleta, (b, ¢, F'), podemos rees-
cribir la expresién ([1.7]) de la siguiente manera

E[ei<u,Lt>] _

exp (it} = pluca) + [ (@0 <1 = it ) Fldo))

O]

Lema 1.2. L es un proceso aditivo en distribucion, i.e. un proceso es-
tocdstico continuo con incrementos independientes y Lo = 0 c.s..

Demostracion. Sabemos que el proceso ya tiene incrementos independien-
tes. Para demostrar continuidad estocéstica tenemos que asegurarnos que
se cumpla lo siguiente:

lim PHLtJrh — Lt’ > 6] =0
h—0

Para todo € > 0. Veamos la funcién caracteristica de Lyyp — Ly con h > 0.
Por la independencia de los incrementos:

E[€i<uaLt+h_Lt>] — ]E[ei<u,Lt+h>—i<u,Lt>]
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e’i (U,Lt+h>

67’ <u7Lt)

E[ei<u,Lt+h)]

= E .
]E[ez(u,Lt>]

t+h 4
= exp/ i(u, bs) — %(u,csw + /(e“u’x) — 1 — 1w, 2) g <1y) Fs(dx) | ds
t

Rd
cuando h — 0, la funcion caracteristica de Ly — Ly converge puntualmente
a 1. Por lo tanto L;;;, — L; converge a cero en distribucién, al ser una
constante, también converge estocasticamente. O

Lema 1.3. El proceso L es una semimartingala con respecto a la base
estocdstica (0, #,F, P).

Demostracion. Definimos g(u); = E [ei<“’Xt>] teR,,ucRY

El Teorema 4.14 de [10], nos dice que un proceso d-dimensional con incre-
mentos independientes es una semimartingala si y solo si, para cada u € RY,
la funcién ¢ — g(u); tiene variacién finita sobre intervalos finitos.
Notemos primero que gracias a la expresion

f(u); =InE [euu,xtq

t
= /0 i(u, bs) — %(u, cou) + /(ei(“’x> =1 —iu, 2)ljp<1y) Fs(dw) | ds
Rd
tiene variacion finita sobre intervalos finitos.
Esto implica que, t — exp f(u); = g(u); tiene variacién finita sobre inter-
valos finitos. Por el Teorema 4.14, L es una semimartingala. O

La idea ahora es encontrar dos procesos (Bi),(Cy) y una medida aleato-
ria v tal que si definimos el proceso A(u); como el exponente caracteristico
de L, con b, ¢, Fy(dx) reemplazadas por By, Cy, v([0,T] x dx) entonces el
cociente e/*L) / exp A(u) es una martingala.

Lema 1.4. Las caracteristicas de semimartingala de L asociadas con la
funcion truncada h(x) = lf, <1y estdn dadas por:

t t
B; :/ bsds, C; :/ csds
0 0
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([0, 7] x A) :/0 /Fs(dx)ds (A € BRY).
A

Demostracion. Sea

A(u), = ifu, By) — %(u, Cou) + /R (€ 1 i, 1) o ([0,T] X A)

Para alguna u € R% Més atn, A(u); es igual al exponente caracteristico
de L;. Entonces

e[A(u)] = exp A(u); =R [ei<“1Lt>}

donde ¢ denota al exponente estocdstico. Ahora demostraremos que

es una martingala.

ei(u,Lt> 1

a | — ei(u,L,g} O\s
e[A(u)] ‘JS] e[A(u)t]E [ # ]

1 . 1 . )
— E Z(u,(Lt_Ls)+L.s> O‘S — E z<u1Lt_LS>+l<u>LS> s
A E 2| STA()] g 174]
ei<“:LS> .
— E Z(u,Lt—L5> g
e[A(u)] [e | ]

Por los incrementos independientes tenemos

ei(u,Ls> E[€i<u,Lt>] ei(u,LS> ei(u,L5>

" e[A(u)] E[ET] T B[] e[A(u),]

Por lo tanto es una martingala.
Por el corolario (2.48) de [10] tenemos que B, C,v son las caracteristicas
de L. I
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Las aplicaciones en matematicas financieras dan por hecho que el pro-

ceso del precio de un activo es una martingala con respecto a la medida de
riesgo neutral, esto conduce a la existencia de momentos exponenciales del
proceso base. Es por eso que la siguiente suposicién es importante para el
trabajo.
Primero definiremos un concepto que nos servird de apoyo. Sea g(z) una
funcién medible no negativa en R%. Llamaremos [ g(x)u(dz) el g-momento
de una medida p en R? De igual manera llamaremos E[g(X)] el g-
momento de una variable aleatoria X en R¢.

Suposicion 1.1. Ezisten constantes M, € > 0 tal que para todo u € [—(1+
M, (1 + €)M

/0 " / exp(u, z) Fy(dz)ds < 00 (1.10)

{lz|>1}

Sin pérdida de generalidad se asume que f{lx\>1} exp(u, x)Fs(dx) es finito
para toda S.

Lema 1.5. La Suposicion|1.1] es cierta si y solo si existen constantes M, €
> 0 tal que Elexp(u, Lt)] < oo para todo t € [0,T*] yu € [—(1 +¢)M, (1 +
e) M2

Este ultimo lema nos relaciona la finitud del g-momento de una medida
F con la finitud del g-momento de la variable aleatoria L; para t € [0,T*].
Para demostrar el lema tendremos que hacer uso del Teorema 25.3 de [13],
el cual nos dice que la finitud del g-momento no es una propiedad distri-
bucional dependiente del tiempo para la clase de los procesos de Lévy.

Demostracion. Demostraremos las dos implicaciones. Primero asumimos
que la expresién se cumple y fijamos u € [—(1 + €)M, (1 + €) M?
y t € [0,T7*]. Consideramos un proceso de Lévy L = (L;)o<i<7+ tal que
I, = L; (en distribucién). Entonces la tripleta de Lévy para Z, (b,c, F),
estd dada por el Lema y se cumple que
t
exp(u, z) F(dz) = / / exp(u, z) Fg(dx)ds < oo

0
{lz|>1} {l[>1}
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Aplicando el Teorema 25.3 de [13], tenemos que E[exp(u, Et>] < 00, 0 equi-
valentemente Elexp(u, L1)] < oo, lo cual produce que E[exp(u, L;)] < oo
por la igualdad en distribucién.

Para demostrar la otra implicacién suponemos que existen constantes M, € >
0 tal que:

Elexp(u, Lt)] < 00 Vt € [0,T%], u € [—(1+e)M,(1+e)M]?

y volvemos a considerar al proceso L= (Et)ogth* igual que el anterior.
Sabemos que E[exp(u,flﬂ = Elexp(u, L;)] < oo ya que son iguales en
distribucién. Esto implica que Efexp(u, L;)] < co.

Aplicando una vez més el Teorema 25.3, podemos concluir que

/OT* / exp(u, r)Fy(dz)ds = / explu, z)F(dz) < oo,

{lz[>1} {lz[>1}
Con lo cual terminamos la demostracion. O

Es importante notar que el Teorema 25.3 nos pide que la funcién g(z),
en nuestro caso g(x) = exp(u, x), sea submultiplicativa. Esto es que sea no
negativa y que exista una constante a > 0 tal que

g(z +y) < ag(x)g(y)

Dos atributos que la funcién exponencial con la que estamos trabajando
satisface.
Del lema anterior se puede concluir que bajo la Suposicién el valor
esperado de L; es finito. Por lo tanto, la funcién caracteristica de L; puede
ser escrita como:

E [ €i<u7Lt):|

t
= exp/ i(u, bs) — %(u,cw) + /(e““’”ﬁ> —1—i{u,z))Fys(dz) | ds
0 a
(1.11)
Cada que se trabaje bajo la Suposicién usaremos las caracteristicas
que corresponden a la ecuacion (|1.11)).
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En la parte de valuacion, en uno de los modelos usado se necesitard hacer
suposiciones mas fuerte que , por lo cual daremos la siguiente suposi-
cién. En aplicaciones, ambas suposiciones son igualmente practicas y poco
restrictivas.

Suposicion 1.2. Se cumple que

sup | [bs] + [l +/(|90!2/\ |z[) Fs(dx) | < oo (1.12)
0<s<T™*
R4
donde ||| denota cualquier norma en el conjunto de matrices de d X d.

Ademds existen constantes M,e > 0 tal que para cada v € [—(14¢)M, (1+
)M

sup / exp(u, x)Fs(dx) | < oo (1.13)
0<s<T™*
{lz[>1}

De ahora en adelante asumiremos que se cumple la Suposicién y se
presenta una proposicién que es muy 1til a la hora de buscar condiciones en
el término deriva en los modelos de estructura temporal y que facilitara la
valuacién de opciones. Esta condiciéon ayudard a asegurar la condicién de
martingala en los precios de bonos.

Sea 65 el cumulante asociado con la distribucién infinitamente divisible
caracterizada por la tripleta de Lévy-Khintchine (bs, cs, Fy), i.e. para z €
[—(14¢€)M, (1+¢)M]?, donde M es la constante que viene de la Suposicién

[[.1], tenemos

0,(2) = (2,bs) + %(z, Csz) + /(e<w> — 1 — (z,2))Fy(dz) (1.14)

R4

Notar que la expresién es similar al exponente caracteristico de la funcién
caracteristica del proceso L;, con el inconveniente de que sélo estd definido
para valores en R,

Si estamos interesados en extender esta definicion a ntmeros complejos
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tenemos que hacer uso del Teorema 25.17 de [13]. El teorema nos dice que
siw € C? tal que R(w) € [—(1 + €)M, (14 €)M]¢ entonces

t
E [ei<“’Lt>] = exp/ Os(iu)ds
0

donde (iu) = (iuj)i1<j<q y extendemos el producto escalar para niimeros
complejos de la siguiente manera: (w,z) = >, w;z; con w,z € ce.

Lema 1.6. Fijamost € [0,T*]. Para z € C¢ con R(2) € [~(1 + €)M, (1 +

€)M]? tenemos que E[|e!*L1)|] < oo, ademds

t
E[e!*1)] = exp / 0,(2)ds (1.15)
0

Con lo cual llegamos a la siguiente proposiciéon que serd usada en capitu-
los posteriores para valuacion de opciones.

Proposicién 1.1. Supongamos que f : Ry — C? es una funcion continua
tal que |R(f*(x))| < M para todo i € {1,...,d} y x € Ry, entonces

E [exp ( / Tf(s)dLsﬂ =7 "o ()ds.






Capitulo 2

Herramientas auxiliares para
la valuacion

El objetivo de esta seccién es presentar y demostrar herramientas ma-
tematicas necesarias que nos servirdn de apoyo para poder llegar a ex-
presiones analiticas confiables a la hora de hacer valuacion de derivados.
Lo primero serd trabajar con la derivada de Radon-Nikodym, fundamental
para realizar cambios de medida, continuaremos mostrando dos transfor-
maciones integrales muy practicas e importantes. Con ayuda de estas dos
herramientas buscar precios para los derivados se hara un poco maés sencillo
y nos librard de realizar muchos célculos.

2.1. Derivada de Radon-Nikodym

Para poder introducir la definicién de derivada de Radon-Nikodym es
necesario recordar un poco de teoria de medidas equivalentes.
Dos medidas Py y IP; son equivalentes si operan en el mismo espacio mues-
tral (Q, %) y concuerdan en lo que es posible. Esto se traduce en que

Py(A) >0« P1(A) >0

si un evento A es posible bajo una medida de probabilidad, también lo
sera bajo la otra.

27
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Decimos que Py es absolutamente continua con respecto a Py, y lo denota-
mos por Py < Py si para todo A € F

Po(A) = 0 = Py (A) =0

Entonces si Py < Py y P; < Py concluimos que las medidas son equivalen-

tes.

Dos medidas deben de ser equivalentes para que pueda existir la derivada
. dPy ., dP

de Radon-Nikodym Y dTD(l)'

Teorema 2.1. (Radon-Nikodym) Si Py es una medida o-finita, Py es

finita y ademds P; < Py, entonces existe una funcién medible g : Q — RT

tal que para cada A € F

Py(A) = /A 9(x)Po(da)

donde la funcion g es unica.

La funcién g del teorema es denotada como g%f;é y llamada derivada de
Radon-Nikodym de P; con respecto a Py.

Sea X una variable aleatoria en (Q2,.#,P) y Q una medida equivalente
a P, y suponemos que existe la esperanza de X con respecto a las dos
medidas. Si esto se cumple, entonces podemos relacionar ambas medidas
de la siguiente manera:

dQ
]

Eg [X] =Ep [X
Sera de mucha utilidad observar que la igualdad anterior la podemos escri-
bir de una manera maés formal de la siguiente manera

d
Eq [X7|-%0] = Ep [ﬁXTL%}

donde T es nuestro horizonte temporal finito y X7 es conocida a priori. Es
interesante preguntarse por tiempos anteriores t < T, s < Ty qué pasa
con expresiones como Eq [X¢|.%].
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Sabemos que la derivada de Radon-Nikodym, fl%, es una variable alea-
toria. Al valuar derivados estaremos interesados en encontrar el precio de
los instrumentos en cualquier tiempo intermedio de nuestro horizonte finito
i.e. para un t € [0,7] es por eso que no nos basta saber la esperanza para

el tiempo cero

Teorema 2.2. (Proceso Radon-Nikodym) Sean Py y Py dos medidas
de probabilidad en el mismo espacio muestral (Q, F) y {F} una filtracion
de F. Si Py y Py son equivalentes entonces definimos el proceso

B dPq o~
Gt = Ep, [dl% /t:|

Ademds se cumplen las siguientes igualdades
Ep, [Xi] = Ep, [¢:X4]

Ep, [X¢|.Zs] = ¢ 'Ep, [(:X:|F)

donde X; es conocida al tiempo t.

2.2. Ausencia de arbitraje en tiempo continuo

A la hora de buscar un modelo adecuado es importante tener en cuen-
ta que el modelo no debe de permitir oportunidades de arbitraje. De una
manera sencilla, ausencia de arbitraje es equivalente a la imposibilidad de
invertir cero unidades el dia de hoy y recibir manana una cantidad no nega-
tiva con probabilidad positiva. Dos portafolios que tienen el mismo payoff
en fecha de maduracién deben de tener el mismo precio al dia de hoy.

Para empezar a hablar acerca de ausencia de arbitraje en una economia
de tiempo continuo, consideraremos el espacio de probabilidad dado ante-
riormente (€, .#,P) equipado con la filtracién (.Fs)p<s<7+. Suponemos que
K + 1 valores que no pagan dividendos son negociados de forma continua
desde tiempo cero hasta T" < T™. Sus precios son modelados por una se-
mimartingala adaptada K + 1-dimensional S = {S; : 0 < ¢t < T}, cuyos
componentes S°, S, ..., SK son positivos.
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Una estrategia de inversién es un proceso (K + 1)-dimensional ¢ =
{¢¢ : 0 <t < T}, cuyos componentes ¢§2 Bty s gbtK son acotados y predeci-
bles.

Es importante conocer el proceso de valor de nuestra estrategia ¢. Este
serd definido por

= S = Z oSt

y el proceso de ganancias asociado a la estrategia ¢ por

t K t
_ _ k k
0) = /0 ¢udsu—k§:0: /0 gkas?

donde el k-ésimo componente ¢F de la estrategia ¢; en tiempo t, se inter-
preta como el nimero de unidades del valor k retenida por un inversionista
en tiempo t. Nos referimos a un proceso predecible para cada ¢¥, como
aquel proceso cuyo valor del componente gbf es conocido inmediatamente
antes del tiempo t.

Una estrategia ¢ es llamada auto financiable si V(¢) > 0 y ademads

Vi(9) = Vo(9) + Gi(9), 0<t<T

esto quiere decir que la estrategia es auto financiable si cambios en su valor
dependen solamente de cambios en el precio de los activos. No hay entradas
ni salidas de dinero después del tiempo inicial.

El trabajo principal de Harrison and Kreps [6] y Harrison and Pliska [7] es
el de establecer una conexién entre el concepto econémico de ausencia de
arbitraje y la propiedad matematica de existencia de una medida de pro-
babilidad, la medida martingala equivalente Q o medida de riesgo neutral,
la cual sabemos que tiene las siguientes caracteristicas:

» Q y IP son medidas equivalentes.

= La derivada de Radon-Nikodym % es cuadrado integrable con res-
pecto a P.

= Kl proceso de precio descontado del activo es una Q-martingala.
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En lenguaje matemdtico, una oportunidad de arbitraje es definida como
una estrategia auto financiable ¢, tal que V5(¢) = 0 pero Q[Vr(¢) > 0] > 0,
esto es que tiene valor positivo con probabilidad positiva en un 7" > 0. Ha-
rrison and Pliska probaron un resultado fundamental de que la existencia
de una medida martingala equivalente implica ausencia de opor-
tunidades de arbitraje.

Definimos una reclamacion contingente H como una variable aleatoria cua-
drado integrable y positiva en (Q2,.%,Q) y decimos que es replicable si
existe una estrategia auto financiable ¢ tal que Vp(¢) = H, si esto sucede
se dice que la estrategia ¢ genera a H y que m; = Vi(¢) es el precio en
tiempo t asociado con H. La siguiente proposiciéon nos da la caracteriza-
cion matematica del precio tinico con no arbitraje asociado con cualquier
reclamacion contingente replicable.

Proposicion 2.1. Asumimos que existe una medida martingala equivalen-
te Q y sea H una reclamacion contingente replicable. Entonces para cada
t € [0,T] existe una unico precio asociado con H

Ty = E |:B}tH|yt:|

Cuando el conjunto de medidas equivalentes es no vacio, es posible
derivar un tnico precio de no arbitraje asociado con cualquier reclamacién
contingente replicable.

2.3. Cambio de medida

En la seccién anterior vimos que existe una férmula tinica para valuar
reclamaciones contingentes bajo un contexto de no arbitraje. La idea resu-
mida es sacar la esperanza del payoff de la reclamaciéon bajo una medida
martingala QQ seleccionada. El problema viene cuando la medida martinga-
la Q resulta no ser la mejor opcién a la hora de realizar la valuacién ya que
puede llegar a complicarla mucho. Para casos como este existe una técnica
llamada cambio de numeraire, que serd de gran utilidad a la hora de la
valuacién y nos ahorrard muchos calculos innecesarios.

Para esta secciéon empezamos con la definiciéon de numeraire, veremos como
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estd relacionado con el cambio de medida para después enunciar y demos-
trar un teorema que serd basico a la hora de valuar derivados y en donde
estaremos haciendo uso directo de la derivada de Radon-Nikodym.

Definicion 2.1. Un numeraire Z; es un activo positivo que no paga divi-
dendos.

Un numeraire Z es identificable con una estrategia ¢ auto-financiable,
tal que Z; = Vi(¢) para toda t. Intuitivamente un numeraire es un activo
que sirve de referencia y es escogido para normalizar todos los demas pre-
cios de activos con respecto a él. Hacer un cien por ciento nuestro activo
referencia y ver qué porcentaje alcanzan los demads activos.

Una vez que escogemos un numeraire 7Z esto implica que los precios
relativos %k, con k =0,1,..., K, son considerados en vez de los precios ori-
ginales de los activos.

Esta proposicién puede ser extendida para cualquier numeraire, incluso
implica que una estrategia auto-financiable permanecerd conservando esa
propiedad una vez cambiado el numeraire. Por lo tanto, cualquiera recla-
macién seguirad siendo replicable bajo cualquier numeraire.

En las definiciones anteriores de medida equivalente, implicitamente se asu-
me la cuenta de mercado de dinero B; como numeraire principal.

Ahora es momento de cambiar ese numeraire de tal manera que los cdlculos
a la hora de la valuacion se faciliten, para eso consideremos los siguientes
teoremas.

Teorema 2.3. Asumimos la existencia de un numeraire N y una medida
de probabilidad PN equivalente a la medida inicial P°, tal que el precio de
cualquier activo X sin pagos intermedios y operable en el mercado, relativo
a N es una martingala bajo PN, es decir:

X, X
— =F —|F|l0<t<T
N, PN[NT’ t] ==

Sea M un numeraire arbitrario, entonces existe PM equivalente a PV tal
que el precio de cualquier contingente replicable Y normalizado por M es
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una martingala bajo PM | es decir

Y; Yr
L B =L 0<t<T
M, M [MTVt]O_ =

ademds la derivada de Radon- Nikodym estd dada por las expresiones:
dPM My Ny dPY  MyNp
dPN ~ MNy Y dPM T MpN,

Demostracion. Por hipétesis del teorema, sabemos que existe un N tal
que para un activo operable en el mercado Z, % = EPN[%] y a su vez

]\Z/I—% = ]E]p]%[%], entonces
Zo  Zo My My Zr
—_— == ]E]pM —_——
No  No My No Mr
esto implica que
zr My Zp
E | = Fpu | — 2
B {NT] e [No MT]

Por definicién de derivada de Radon-Nikodym tenemos que

Zp dPN Zp My Zr
B [NT} B [dPM NT] P [No My

. N .
despejando jgﬁ llegamos a la expresién que estabamos buscando. ]

Cuando necesitamos realizar un cambio de medida, un caso particular
de la técnica Change-of-numeraire, o cambio de numeraire, es cuando el
nuevo numeraire que tomamos es un bono que madura en un fecha futura
T. Para una fecha fija T, la medida forward PZ = PP (para ahorrar un
poco de notacién) se define como la medida martingala o de aversién al
riesgo para el proceso del numeraire P(t,T).

Como se mencioné anteriormente, en la teoria de tasas de interés gene-
ralmente se tiene que los modelos estan especificados bajo una medida
martingala de riesgo neutral P con la cuenta de banco B; tomada como
numeraire (o PP si siguiéramos la notacién anterior), ademés con P? y P¥

. . N <. dPP_ qpP
medidas equivalentes. Tomamos la siguiente convencion pp = <5 -
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Medida (martingala) forward ubicada en el dia de terminacién T
es definida por la derivada de Radon—Nikodym de la siguiente manera
dPt 1

dP  BrP(0,7)

(2.1)

Utilizando el teorema anterior podemos demostrar facilmente esta propo-
sicién, ya que

dPP  ByP(T,T) 1

dP  P(0,T)Br BrP(0,7)

De la ecuacién (3.4) deducimos que

ﬁf = exp (— /OT A(s, T)ds + /OT E(s,T)dLS) (2.2)

Como vimos en secciones anteriores estamos interesados en conocer la de-
rivada para tiempos intermedios t € [0, 7] de nuestro horizonte finito, por
lo tanto, definimos el proceso (; = d(%w 7z, con 0<t<T, yestd dado
por:

apt  P(t,T)
a7 = B.P(0,T)

G = (2.3)

Demostracion. Restringido a la o-algebra %#; para un t < T tenemos

dP? 1
= s =Fp |—|F
a7 = Er _BTP(O,T)‘ t]

_Ep |exp <_ /OT A(s,T)ds—i—/OTE(s,T)dLS) L%]

_ Ep :eXp <— /O ' A(s,T)ds> exp ( /0 ' E(s,T)dLs> I%]
— exp <— /OtA(s,T)ds+/()tE(s,T)dLs> «
Ep [exp <_ /t " A(s T)ds + /t TE(S,T)dLS> fft]
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y gracias a la Proposicién (|1.1)),

— exp (- /Ot As, T)ds + /OtE(s,T)dLS> _ %

Por lo tanto.
dPr B P(t,T)

P |7 = B.P(0,T)

O

Otra medida que serd necesaria para valuacién de notas de rango flo-
tantes es la siguiente:
Para tiempos S < T definimos la Medida forward ajustada Pgr en
(Q, Zr+) de la siguiente manera

dPsr  F(S;S,T) P(0,T)
dPr  F(0;S,T) P(S,T)P(0,S)

(2.4)

donde F(-,S,T) = ]Iz(:’% denota el proceso del precio forward. Si restrin-

gimos la densidad a .#; para un t < S obtenemos
dIP’57T’ _ F(;8,T)  P(0,T)P(t,S) (2.5)
dPr "7t T F(0;5,T) ~ P(t,T)P(0,S) '

ya que (F(t;5,T))o<t<s es una Ppr-martingala. Asi podemos definir

_ P(0,T)P(t,S) P(tT) _ P(t5)
P 7 P(t, T)P(0,5) B,P(0,T)  B.P(0,5)

2.4. Transformaciones integrales auxiliares

En las siguientes secciones las transformaciones integrales se utilizaran
para hacer la gran mayoria de las demostraciones que nos daran expresiones
explicitas para precios de derivados. La idea es expresar los precios de
derivados como convoluciones y hacer transformaciones de Laplace. Esta
técnica se basa en el hecho de que la transformada de Laplace de una
convolucion es igual al producto de las transformadas de Laplace de sus
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factores de convolucién. Esta técnica es muy 1til cuando alguno de los
factores de convolucién es conocido o facilmente calculable. Es por esto
que los siguientes teoremas son de gran importancia. Ambos teoremas se
encuentran en [11] junto con sus demostraciones.

Teorema 2.4. Sean F| y Fy funciones medibles complejas en la recta real.
Sea z € Cy R=R(z). Si

/6R$|F1(a:)|dx <oo Yy /eRw|F2(x)|dx < 00
R R

y si x — e f%|Fy(x)| es acotada, entonces la convolucion F(x) = (Fy x
Fy)(x) existe y es continua para toda x € R. Ademds

/eRx]F(a;)\da; < 0o
R

asi como
/e”F(m)dm = /eszl(z)dx/eszg(x)d
R R R

Teorema 2.5. Sea F una funcion medible compleja en la recta real. Sea
R € R tal que

flz) = /e_sz(x)d:U (z€ C,Rz=R)
R

con la integral convergiendo absolutamente para z = R. Sea © € R tal que

la integral
R—ioc0
/ e f(z)dz
R-+ico

existe (Cauchy principal value). Si asumimos que F es continua en x en-

tonces
1 R—ico ( )
F(z)=— e f(z)dz
270 J Rtico



Capitulo 3

Modelo de estructura
temporal de Lévy

La estructura temporal de tasas de interés, o term structure of interest
rates, es la relacién que existe entre las tasas de interés (o rendimiento de
un bono) y los diferentes periodos para la maduracién. También conocida
como curva de rendimiento, juega un papel importante en la economia
ya que refleja las expectativas de los participantes del mercado sobre los
cambios futuros en las tasas de interés y politica monetaria. La curva de
rendimiento es considerada como el benchmark o referencia para el merca-
do de deuda.

Generalmente la curva de rendimiento tiene pendiente positiva, lo cual es
l6gico pensando en que los inversionistas demandan tasas de interés mas
altas por invertir su dinero en periodos més largos y riesgosos.

La direcciéon de la curva de rendimiento puede ser usada para juzgar en
su totalidad al mercado, por ejemplo un achatamiento en la curva significa
que las tasas de largo plazo estdn cayendo en comparacion con las tasas de
corto plazo, lo que podria implicar una recesién en la economia.

Una vez llegado a este punto del trabajo, ahora el objetivo de este
capitulo es encontrar un modelo que reproduzca de la manera mas exacta
la estructura y los precios de nuestro subyacente principal, un bono cupon
cero.

37
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A la hora de disefiar un modelo que permita reproducir el comportamiento
de algin activo, uno debe de prestar atencion en dos cosas importantes: la
primera es que el modelo debe ser capaz de darnos expresiones analiticas
confiables para los instrumentos mas importantes como bonos, caps, floors,
swaps, etc. La segunda es que debe ser un modelo que se pueda calibrar
facilmente con datos reales del mercado.

La primera alternativa de importancia histérica a los modelos de tasas

cortas fue propuesto por Ho and Lee [9] quienes modelaron la evolucién de
la curva de rendimiento en un arbol binomial.
Heath, Jarrow and Morton (HJM) [§] trasladaron esa intuicién a tiempo
continuo tomando tasas instantaneas forward como cantidades fundamen-
tales para modelar, logrando derivar un sistema libre de arbitraje para la
evolucion estocastica de la curva de rendimiento. La caracteristica princi-
pal de este método estd en reconocer que existe una relacion directa entre
los parametros de deriva y volatilidad en la dindmica de las tasas forward.
HJM asumieron que, para un tiempo de maduracién fijo T, la tasa for-
ward instantdnea f(t,7T) evoluciona, bajo una medida dada, de acuerdo
al siguiente proceso de difusién:

df (£, T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW;,

donde la funcién « estd completamente determinada por la eleccién del
coeficiente de difusion o, contrario a los modelos de tasas cortas. Esto se
debe principalmente a que utilizando este sistema nos centramos en mode-
lar una expresion derivada o ”secundaria”, como lo es la tasa instantanea
forward f(t,T). Mientras que en los modelos de tasas cortas (r;) se modela
una expresién fundamental.

Estos modelos en un principio fueron dirigidos por un movimiento Brow-
niano d-dimensional, sin embargo los datos del mercado de deuda no apoya-
ban el uso de la distribucién normal. Evidencia empirica encontrada en [11]
apoyan el cambio a procesos de Lévy para modelar tasas de interés.

La teoria de HIM tomé importancia por el hecho de que supuestamen-
te cualquier modelo para tasas de interés puede ser reproducido con este
método, sin embargo, solo una restringida clase de volatilidades implican
un proceso Markoviano, por lo que para valuar derivados de tasas de interés
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son necesarios algunos calculos adicionales. El problema en el uso de este
método se traduce en definir una funcién de volatilidad adecuada que nos
evite trabajar con expresiones muy grandes y dificiles de simplificar.

En este capitulo se introducird el modelo que sera la base para tra-
bajar con el precio del subyacente y poder hacer valuacion de derivados.
El modelo, al estar basado en los trabajos realizados por Heath-Jarrow-
Morton, serd originado directamente modelando la dindmica de las tasas
instantédneas forward introducidas en el primer capitulo del trabajo (Sec-

cion .

3.1. Presentacion del modelo

El modelo que sera utilizado es dirigido por un proceso de Lévy L
no homogéneo d-dimensional, con caracteristicas (b,c, F') en un espacio
de probabilidad (€2,.%#,P) equipado con la filtracién (F)o<s<r+ que es
generada por L, para un horizonte de tiempo finito 7% > 0 y asumiendo
que para cualquier 7' € [0, 7*] hay un bono cupén cero con vencimiento en
T negociado en el mercado.

Como las tasas forward pueden ser deducidas de la expresién de precios
de bonos, se puede hacer la modelacién especificando cualquiera de ellas.
En el trabajo se especificaran las tasas forward y el precio de un bono
cupén cero serd encontrado posteriormente.

La dindmica de la tasa forward instantdnea para T' € [0, T*] estd dada
por:

f(t,T):f(O,T)+/O a(s,T)ds—/O o(s,TVdLs (0<t<T) (3.1)

Los valores iniciales de f(0,T') son deterministicos, acotados, y medibles en
T. También es importante senalar que a y ¢ son procesos estocdsticos que
toman valores en R y R? respectivamente, definidos en Q x [0, 7*] x [0, T*]
v que cumplan las siguientes condiciones:

1. Para s > T tenemos que a(w,s,T) =0y o(w,s,T) =0.
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2. Sups <7+ (|a(w, s, T)| + |o(w, s, T)|) < oo

Condiciones que nos ayudan a segurar que podemos encontrar una version
conjunta para todo f(t,T).

Como vimos en el primer capitulo, de la expresiéon de tasa forward

podemos encontrar expresiones para el precio de un bono cupon cero y
para la cuenta libre de riesgo.

Lema 3.1. El precio de un bono estd dado por

P(t,T) = P(0,T) exp </0t(r(s) — A(s,T))ds + /OtE(s,T)dLS> (3.2)

donde
T T
A(s,T) :/ a(s,u)du, X(s,T) :/ o(s,u)du. (3.3)

Demostracidn. Con la ecuacién [3.1] deducimos que

ft,u) — f(0,u) = /0 a(s,u)ds — /0 o(s,u)dLs 0<t<u<T)

al igual que

fu,u) = f(0,u) + /Ou a(s,u)ds — /Ou o(s,u)dLs

De la ecuacién [I.5] sabemos que

In P(1,T) / Ftu)d / (F(0,u) + F(t,u) — (0, u))du

:_/t <f(0,u) /Ota(s,u)ds—/ota(s,u)dl}s) du

Abrimos la integral y usando teorema de Fubini

:—/tTf(O,u)du—/Ot/tToz(s,u)duds—k/Ot/tTa(s,u)dudLs
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Por lo tanto

InP(t,T) (/fOudu—/fOudu)

. /Ot < /fa(s,wdu -/ ta@,u)du) s

w ([ otsiu= [ o) ar,
-/ " p(0,w)du - / t / " (s, u)duds + / t / " (s, w)dudL,
v ' 40, updu+ / t / (s, u)duds — / t / ' o(s,u)dudL

Usando el teorema de Fubini obtenemos

t T t T
In P(t,T) :1nP(O,T)—/ / a(s,u)duds—l—/ / o(s,u)dudLs
0 Js 0 Js
t t u t u
+/ f(O,u)du+/ / a(s,u)dsdu—/ / o(s,u)dLgdu
0 0 JO 0 JO

:lnP(O,T)—/Ot /STa(s,u)duds—i—/Ot /sTo(s,u)dudLs
+/0t (f(O,u)+/0ua(s,u)ds—/0ua(s,u)dLs) du

Sustituimos A(s,T'), X(s,T) y f(u,u)

zlnP(O,T)—/OtA(s,T)ds+/OtE(s,T)dLer/otf(u,u)du

Juntando las integrales

InP(¢t,T) =In P(0,T) + /Ot (r(s) — A(s,T))ds + /Ot X(s,T)dLs
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Por ultimo, sacando exponencial de ambos lados de la igualdad obtenemos
la expresion que buscamos.

P(t,T) = P(0,T) exp </Ot (r(s) — A(s,T)) ds + /Ot Z(s,T)dLS>

O]

Corolario 3.1. Fijando T =t en el Lema la cuenta libre de riesgo
(ecuacio’n puede ser escrita como

B = P((l),t) exp </Ot A(s, t)ds — /OtZ(s,t)dL5> (3.4)

Demostracion. Tenemos que

P(t.1) = P(0,1) exp </Ot (r(s) — A(s,1)) ds + /Ot Z‘(s,t)dLs>

— P(0, 1) exp (/Otr(s)ds - /OtA(s,t)ds+/0tE(s,t)dLs>

— P(0, ) exp ( /0 tr(s)ds) exp <— /0 " A(s.0)ds + /0 tE(s,t)dLs>

— P(0,4)Byexp <_ /OtA(s,t)ds+ /OtZ(s,t)dLs>

Despejando B; y sabiendo que P(t,t) = 1 obtenemos la expresiéon que
buscamos. O

Corolario 3.2. Esto tiene como resultado la siguiente expresion del precio
de un bono que serd utilizada después:

1;’((%,;) exp (— /OtA(s,t,T)ds + /Ot E(Sat>T)dLS> (3.5)

Usando las siguientes abreviaciones:

P(t,T) =

A(s,t,T) = A(s,T) — A(s,t), X(s,t,T)=%(s,T) — X(s,t) (3.6)
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Demostracion. Tenemos que

P(t,T) = P(0,T) exp (/Ot (r(s) — A(s,T)) ds + /Ot E(s,T)dLS>

= P(0,T)B; exp <— /OtA(s,T)ds + /OtE(s,T)dLS>

Sustituimos el valor de B; como en ({3.4)

P(0,T K t
_ o) (/ CA(s,T) + A(s, t)ds +/ (s, T) E(s,t)dLs>
P(0,t) 0 0
Sustituimos como en (3.6)) y obtenemos la expresién que buscamos. O

En este trabajo unicamente se consideraran estructuras de volatilidad
deterministas. Mas aiin, necesitamos que el proceso de conduccién L satis-
faga la Suposicién [1.1] asi como la siguiente condicion:

Suposicion 3.1. La estructura de la volatilidad o es determinista y aco-
tada. Para 0 < s, T <T* tenemos

0<Xi(s,T)< M (i€ {1,..,d}) (3.7)

donde ¥ estd dada por la expresion y M es una constante que viene
de la Suposicién[1.1. Notar que X(s,s) = 0.

La intencién es obtener condiciones en el término de deriva que ase-
guren la propiedad de martingala para precios descontados de bonos. Con
esto podremos obtener el precio de reclamaciones contingentes integrables
sacando la esperanza de los payoffs descontados bajo la medida martingala.

Usamos la Proposicién del primer capitulo, con f(s) = X(s,T) para
una 7' € [0, T*] fija. Obtenemos que

E [exp </OtE(S,T)dLS>] = exp /Ot 0,(S(s, T))ds.
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Llamamos A(s,T) = 04(X(s,T)) y Xe = [; %(s,T)dLs, lo cual nos deja la

expresién anterior como:
t
E [exp(Xy)] = exp/ A(s,T)ds
0
Del Lema [3.1] sabemos:

P(t,T) = P(0,T) exp (/Ot(r(s) — A(s,T))ds + /Ot E(s,T)dLs>

= P(0,T)exp </Ot T(s)ds) x
exp <_ /0 t A(s,T)ds) exp ( /0 t Z(s,T)dL5>

reescribiendo esta expresion tenemos

P(t,T) = P(0,T) - By - E™" [exp(X,)] - exp(X;)

Sea Z(t,T) = %’? el proceso del precio descontado de un bono, entonces
P(th) eXp(Xt)
Z(t,T) = =P0,T)————
( ) Bt ( )E [exp(Xt)]

Ahora demostraremos lo siguiente
Lema 3.2. Z(t,T) es una martingala.
Demostracion. Para un tiempo s < ¢

exp(X¢)

E[Z(t,T)|.F] =E P(O,T)ml 7
_ _POT) g
= Eoo(t)- X
_ _POTD) prni(x, — 7
= E[exp(Xt)]E[ p((Xt — Xs) + Xs)|-F]
P(0,T

__POT) prnix, — ex
_E[exp(Xt)]E[ P Xl ZexplXe)
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Por los incrementos independientes tenemos

P0,T) Elexp(Xy)]

= Eloxp(X,)] Elexp(X)] ")
- P(O,T)Im = Z(s,T)

O

Con ayuda de este resultado podemos dar la siguiente proposicion que
serd fundamental para poder hacer la valuacién, ya que hemos encontrado
un término de deriva que hace que el precio descontado de nuestro subya-
cente sea una martingala.

Proposicién 3.1. Sea
A(S7T) = HS(Z(S,T)), (38)

entonces para todo T' € [0,T*] el proceso del precio descontado de un bono
1
Z(t,T)=—=P(t1T)
By
es una martingala.
Por todo lo anterior podemos asumir que la medida P es la medida
de riesgo neutral escogida por el mercado y valuaremos reclamaciones
contingentes tomando la esperanza bajo [P de sus payoffs descontados.

Con la condicién de deriva de la Proposicién la expresién (3.5 del
precio de un bono puede ser escrito como:

P(0,T)
P(0,1)

P, T) = exp </0t(03(2(s,t)) —0y(5(s, T)))ds + /Ot Z(S,t,T)dLS) .

(3.9)
En el siguiente capitulo trabajaremos un poco con los pardmetros del pro-
ceso de manera que nos ayuden a reducir las operaciones. Empezamos a
trabajar con la teoria de cambio de numeraire, para verlo reflejado en algo
mas practico.






Capitulo 4

Valuacion

Una vez trabajando con todas las herramientas auxiliares y conociendo
el modelo para la dindmica del precio del subyacente, llegamos a la cul-
minacién y parte central de este trabajo, valuacién de derivados. Nuestro
principal objetivo es llegar a féormulas explicitas para el valor de un deri-
vado en el tiempo.

Sabemos que el precio de un derivado se obtiene sacando la esperanza con-
dicional, bajo una medida martingala, del payoftf descontado. Por lo tanto,
la idea principal detras de la valuacién es ver esa esperanza como una con-
volucién de dos funciones medibles complejas. Ayudado de los Teoremas
y trabajar con la convolucion para llegar a expresiones analiticas
faciles de manejar.

La valuacién empieza con dos de las instrumentos mas importantes del
mercado, caps y floors. Las mismas herramientas, mas una suposicion adi-
cional en la volatilidad, serdn usadas al llegar a la valuaciéon de swaptions.
Por 1dltimo se busca hacer valuaciéon de notas de rango flotante, que incor-
poran un resultado auxiliar adicional, opciones digitales. Podremos notar
que buscar un precio para notas de rango estd en funciéon de encontrar una
férmula para opciones digitales. Concluiremos dando expresién analiticas
explicitas para ambos casos.

47
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4.1. Valuacién de caps y floors

Por el primer capitulo sabemos que un cap (floor) es una serie de op-
ciones call (put) sobre tasas de interés subsecuentes variables. Individual-
mente cada opcién es llamada caplet (flooret). Cada caplet es equivalente
a una opcién put sobre un bono cupén cero y cada flooret es equivalente
a una opcién call sobre el mismo subyacente. Es por esto que si deriva-
mos férmulas para calls y puts sobre bonos cupén cero, autométicamente
tenemos férmulas para caps y floors.

Como ya se demostrd, el proceso del precio descontado de un bono
Z(-,T) es una martingala con respecto a la medida de riesgo neutral P y
la filtracién dada por cada T' € [0,7*]. Es por eso que podemos valuar
reclamaciones integrables sacando la esperanza condicional del payoff des-
contado.

El valor de un call en tiempo s con precio strike K y maduracién en t, de
un bono con maduracion en T, esta dado por

(LT K) =B |2 (P(1,T) ~ K)| 7| (s<1)
t
Entonces para poder hacer la valuacién del derivado al dia de hoy bastaria
con calcular el valor de una esperanza. Una alternativa para hacerlo es
sacar la distribucién condicional conjunta de las variables aleatorias By y
P(t,T), lo cual puede llegar a ser demasiado complicado. En vez de eso op-
taremos por utilizar técnicas de cambio de medida (change-of-numeraire)
y asi evitar trabajar con la funcién de distribucién conjunta.

Procederemos cambiando la medida martingala libre de riesgo P por la
medida martingala forward, que utiliza al bono cupén cero como numeraire
principal, para el dfa de término t y denotada por P¥.

Gracias a la expresiones (3.9) y (2.2) tenemos lo siguiente

dP 1

dIPTPE(P(t’ T)-K)*

Co(t,T,K)=E [;t(P(t, T) — K)ﬂ%} = Epr [

= Epr [Btp(o,t);t(P(t,T) - K)+] = P(0,t)Epr [(P(t,T) — K)"]
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= P(0,t)Epr [(Dexp(X;) — K)*]
donde

D- 1;((%7?;) exp ( [ 050 - es@(s,T)))ds)

que es una expresion con elementos deterministas, pero

t
X; = / S(s,t, T)dLs
0

es estocastico y .#;-medible. Para poder calcular esta esperanza, y hacer
la valuacién, tenemos que encontrar la distribucién de X bajo la medida
P, la cual denotaremos por Q. Si suponemos que esta distribucién tiene
densidad de Lebesgue v en R, podriamos escribir el precio del call a tiempo
cero de la siguiente manera:

Co(t, T, K) = P(0,t) /(Dem — K)ty(z)dx (4.1)
R

La distribucién de QQ posee densidad de Lebesgue si y sélo si es abso-
lutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en R. Si Q es
absolutamente continua o no depende de la estructura de volatilidad y del
proceso de conduccion que se elijan.

Ahora denotaremos como M;¥ a la funcién generadora de momentos de
la variable aleatoria X con respecto a la medida P. La expresién analitica
del precio de un call esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Supongamos que la distribucion de X posee densidad de
Lebesgue. Si seleccionamos una R < —1 tal que M (—R) < oo, entonces
tenemos

1 > LU
co(t,T,K)—zKP(o,t)eRi/ e £(R+m)(

™

1

MX(—R—iu)d
R+1+iu) i (—R—iu)du

(4.2)

donde

t
¢ = log ]f(((i’;)) —/O <93(z(s,t)) - 98(2(3,T))> ds +log K
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Antes de hacer la demostracién es necesario ver que siempre se puede
encontrar un término R que satisfaga los requerimientos del teorema. El
siguiente lema aparte de ayudarnos con este problema también nos da una
expresion para M;X (—R — iu)

Lema 4.1. Por la Suposicion[1.1], sabemos que existen dos constantes M
y € tal que X(s,T) < M' < M para todo s,T € [0,T*]. Entonces para
cada R € [-1— MA_/[],VI,, —1) tenemos que M{* (—R) < oo. Mds atin, para un
z € C con R(z) = —R

M¥(z) = exp/O (0s(23(s,T) + (1 — 2)X(s,t)) — 0s(X(s,t)))ds  (4.3)

Demostracion. Fijamos un R € [—1 — MA}M/,—I). Para un z € C con

R(z) = —R.
Entonces, de la expresion (2.2

M (2) = Epr[e*X] = Epr {exp <z /0 t E(s,t,T)dLS>]

—Ep [C;P; exp <z /Ot (s, T) — Z(s,t)dLS)]

— Eplexp <_ /()tA(s,t)ds—i—/OtE(s,t)dLs)

exp <z /Ot(Z(s,T) _ E(s,t))dLS)]

~ exp (- /0 tA(s,t)ds)

Ep [exp </0t(z2(s,T) (- z)E(s,t))dLsﬂ

Con ayuda de la Proposicién y recordando que A(s,t) = 05(3(s,t))



4.1. VALUACION DE CAPS Y FLOORS 51

concluimos que

M~ (z) = exp (— /Ot &(E(s,t))ds)
exp (/Ot 0s(2X(s,T) + (1 — z)E(s,t))ds)
= exp /Ot(és(zE(s, T)+ (1 —2)X(s,t)) — 0s(X(s,t)))ds
O

Una vez que comprobamos que el lema es valido podemos seguir con la
demostracién del Teorema [4.1]

Demostracion. Partimos de la expresién (4.1]) del precio de una opcién call
y definimos { = —log D +log K y v(z) = (e7* — 1)+

Co(t. T, K) = P(0,1) / (De” — K)*(z)dz
R

= KP(0,t) /(DKlez — )"y (x)dz

_ KP(O,t) (elogD—logK-i-:c _ 1)+’y(ac)dac

R
/
= KP(0,t) R/ (e &) — 1)y (x)da
— KP(0,t) HZ

(v

= KP(0,t)

La intencién ahora es poder aplicar el Teorema para eso necesitamos

ver que se cumplen las restricciones del teorema. Denotamos como Fi(z) =
v(x) y Fa(z) = y(x). Se puede notar que z — e~ oy (x) = e B2 (e —1)*
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es acotada. Para las demads restricciones

/€R$|U($)|dx = /eRx(ex —1)dx

R R

—1In(1) R p 1
— —Rz(,—x 4 - = <
/_OO e (e )dx RET D) o0

lo cual cumple la primera restriccién. Para la segunda notar que como (z)
es funcion de densidad

/e_R”]'y(xﬂdm = /e_Rx*y(:U)dx = MX(-R) < 00
R R

lo cual implica que el teorema se cumple, entonces la convolucion existe y
ademas

/ezx(v*'y)(x)dx: /ezzv(x)dx/e”’y(x)d
R R R
Por lo tanto

LIV](R + iu) = KP(0,t)L[v)(R + iu) L[y](R + iu) (u€R)

donde L[V] denota la transformada de Laplace bilateral de V (igualmen-
te para v y 7). Por el Teorema también sabemos que £ — V(&) es
continua, ademds [ e 1?|V(z)|dz < oo entonces [ e 7V (z)dz es absolu-
tamente convergente. Como consecuencia podemos aplicar el Teorema [2.5
y asi obtenemos

R+iY

1
=— I *L
V) =g jim [ e LIV]()d:

1 Y ,
= — lim eFHIELIV](R 4 iu)du
2T Y —oo -y

Haciendo el cambio de variable z = R + iu. Ahora sustituimos el valor de
L[V](R + iu) que obtuvimos anteriormente

Y
V(€)= L i eFHWE K P(0, £) LIv](R + i) LIy](R + iu)du
27T Y—oo Y
Y
= iKP(o, t)ef lim ™ LIv)(R 4 iu) L[y](R + iu)du

2 Y -0 Y
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si el limite existe. Primero notar que

LIy|(R+iu) = /e(R”“)x’y(:v)dx = /e(Ri“)“’”y(az)da; = M7(—R — iu)
R R

ademas
1
(R+iu)((R+ itu) + 1)
que es un calculo parecido al que se hizo para revisar la primera restriccion
del Teorema cambiando la constante R por (R + iu).

Lv](R +iu) =

Para probar que el limite existe vamos a encontrar algunas cotas supe-
riores para los términos que estan dentro de la integral, asi cuando Y — oo
podamos asegurar que los términos no divergen a infinito. Notar primero
que |e™¢| = |cos(u€) + isen(uf)| = \/cos?(u) + sen?(ué) = 1. Ahora con
el término |M{X (—R — iu)|

MX(—R — )] = | / oy () | < / R () e
R R

< [ e ry(@)de = M;* (—R)
/

Estos dos primeros términos tienen una cota superior que no depende de
u, entonces no les afectaria a la hora de sacar el limite. Por dltimo notar

que el término [p| = ((}% Fe Y |du, resulta ser acotado.

Como [|e? L{v](R+iu)L[y](R+iu)|du < oo entonces el limite existe, mas
aun la integral es absolutamente convergente.

O

De la misma manera podemos obtener el precio Py(t,T, K) de un put
con precio strike Ky maduracién en t, de un bono que madura en T.

Corolario 4.1. Supongamos que la distribucion de X posee densidad de
Lebesgue. Si escogemos una R > 0 tal que M{X(—R) < co. Entonces tene-
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mos
_ 1 re [T iue 1 X/ p_:
Py(t, T,K) = 27TKP(O,t)e /_ooe (R—i—iu)(R—i—l—i—z’u)Mt (—R—iu)du
(4.4)
donde
P t
€ =108 g — [ ((5(5,0) = 0.(5(s. ) + og K

Notar que la férmula del call y del put son aparentemente la misma, la
diferencia estd en los valores que cada una permite para el término R.

4.2. Valuacion de Swaptions

En esta seccion se obtendrd una formula explicita para valuar swaptions
bajo una restricciéon adicional sobre la volatilidad.
Un swaption es una opcién en un forward swap, i.e. un swap que inicia
en el futuro. A la maduracién el poseedor de la opcion tiene el derecho de
entrar en un swap a una tasa fija pre-especificada. Existen dos clases de
swaptions, pagadores y receptores, y dan a sus poseedores el derecho de
entrar a un swap como pagadores o receptores a una tasa fija. Entende-
remos los swaptions como el derecho de intercambiar un bono con cupén,
que tiene la tasa fija del swap como su cupdn, contra una parte segura cu-
yo valor siempre es igual a 1. Por lo tanto, el receptor del swaption (resp.
pagador) puede ser visto como un call (put) sobre un bono cuponado con
precio de ejercicio igual a 1.

Antes de poder hacer la valuacién de opciones sobre bonos cuponados,
es necesario hablar de la restriccion a la volatilidad, para eso tenemos la
siguiente suposicion:

Suposicion 4.1. Para toda T € [0,T*] tenemos que o(-,T) es un vector
distinto de cero, y ademds

o(s,T) =02(T)o1(s) (0<s<T)

donde o1 : [0,T*] = R? y 09 : [0,T*] — R, son continuamente diferencia-
bles.
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Denotamos por Po(t,T1,...,T),) al precio a tiempo t de un bono cupo-
nado con maduracién T,, que paga a su poseedor las cantidades C4, ..., C,,
en las fechas T1,...,T,,. Es posible ver cualquier bono con cupén como la
suma de varios bonos cupén cero con diferentes fechas de maduracién, por
lo tanto, para 0 <t < T}

Po(t, T, ..., T,) = C1P(t, T1) + CoP(t, T3) + ... + C, P(t,T},)

Para poder obtener el precio a tiempo cero de un call con precio strike 1 y
maduracién en t sobre un bono cuponado, se necesita tomar la esperanza
del payoff descontado, como se hizo previamente. Por la expresién ([3.9),
tenemos

Co = Co(t, 11, ..., T, C1,...,Cp)

n +
5 (Z CiP(t,Ty) - 1) 3%]

i=1

n +
dP 1
=Epr | o5 22 <§1 CiP(t,T;) — 1) ]
BiP(0,1) (< i
o t ) . .
= Epr B (;1: CiP(t,T;) 1) ]

donde

Sabemos que para 0 < s <t <T < T* y por la suposicién (4.1)

5 =

E(s,t,T):/tTa(s,u)du:/tTag(u)du*al(s)
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Ademids se nota lo siguiente

ftT” oo (u)du

se puede escribir X(s, ¢, T;) en términos de X(s, ¢, T,,) paratodai € (1,2, ...n).
Por lo tanto podemos reescribir la expresién del precio de un call a tiempo

cero de la siguiente manera:
+
(ZD eBiX — ) ] (4.5)

TA
: d
0<B;= Ji 2wy <1 (ie(1,2,..,n))

ftT" oo(u)du

es una cantidad determinista, pero

t
X:/ S(s, ¢, Ty)dLs
0

es aleatoria. Una vez méds en necesario encontrar la distribucién de X bajo
la medida P” para poder calcular la esperanza y hacer la valuacién. Se
vuelve a definir como Q a tal distribucion y se supone que tiene densidad
de Lebesgue v en R, entonces la esperanza quedaria

n +
Co = P(0,1) / (Z D;eBie — 1> ~y(x)dx (4.6)
=1

R

X(s,t,T;) = X(s,t,Ty)

C(]: OtEIPP

donde

donde v = Q

Como en los casos anteriores, se denota con M;X a la funcién generadora
de momentos de la variable aleatoria X con respecto a la medida P¥.

Teorema 4.2. Supongamos que la distribucion de X posee densidad de
Lebesgue. Tomamos una R < —1 tal que MtX(—R) < oo y sea Z el unico
cero de la funcion continua y estrictamente creciente

n
WIS
i=1
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entonces se tiene que

_ L p 1t [ LR+ MY (R — iwde (A7)

o 27T Y =00 Y

Co

donde L[v] denota la transformacion bilateral de Laplace de v : R — R
definida por v(z) = (g(—x))". Mds ain

n

: —1 1
L[v](R+iu) = e+ (Z (DieBiZ : ) + , ) (u € R)
p B;+ R+ 1u R+ iu

y para z € C con R(z) = —R
M¥(z) = exp/O (0s(2X(s,Ty) + (1 — 2)X(s,t)) — 05(X(s,t))) ds

Demostracion. Se empieza notando que justamente g(z) es una funcién
estrictamente creciente y continua. Si se deriva la funcién se puede com-
probar facilmente que su derivada es positiva, y al ser suma y producto de
otras funciones continuas, entonces g(z) es también una funcién continua.
Como su dominio son todos los nimeros reales, entonces tiene una tnica
raiz, entonces existe un Z € R tal que

(9(2))" =Tz 00)(x)g(x)

Se define v(z) = (g(—x))", y por la expresién (4.6)) se tiene

n +
Co = P(O,t)/ <Z D;eBiw 1) ~v(z)dzx

R

= P(0,t) /U(O —xz)y(z)dx
R
= P(0,t)(v*7)(0) = V(0)
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Se calcula la transformada bilateral de Laplace de v

1=
-7 -7
= <DZ/ e_zxe_Bimdaz> —/ e “dx
—1 —00 —oo

n -z -z
= Z <D1/ e_(BiJrz)xda:) —/ e~ ey
i=1 - -

El resultado siguiente serd de gran utilidad para poder continuar con la
valuacién.
Para una constante 0 < C <1 y algtin z € C con Rz < —C

—Z 0 0
/ 6_(C+Z)md$ _ / 6—(C+z)(u—Z)du _ 6(C’—‘,—z)Z/ e—(C—i—z)udu

1
_ (Cta)z / Ly
0 t

1
_ e(C-i—z) / t—(C’-l—z)—l(l _ t)l_ldt

_ (C+z (C+Z) 1)

B(-
_ ezl (=(C+ 2)I()
D(—(C+2)+1)

_ ez T(=(C+2))
—(C+2)I'(—(C +2))
_ otz 1
C+z

donde B(-,-) denota a la funcién beta y I'(-) a la funcién gamma. Se rea-
lizaron dos cambios de variables, el primero fue x = u — z y el segundo
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t=e"
Por lo tanto, la transformada bilateral de Laplace de v queda de la siguiente

manera
n

i=1

Una vez més se nombra F(z) = v(z) y Fa(z) = vy(z), se aplica el teorema

y se procede de manera similar a la demostracién anterior.

Primero se debe notar que ambas funciones cumplen la restriccién [ e=#%|F (z)|dz <
oo, por lo tanto, la convolucién existe y su transformada de Laplace es igual

al producto de la trasformada de sus factores de convolucién, entonces se

cumple que

LIVI(R +iu) = P(0,t)L[v](R + iu) L[y](R + iu)

Por el Teorema también se sabe que la convolucién es continua y la in-
tegral [ e TV (2)dz es absolutamente convergente. Una vez més haciendo
uso del Teorema [2.5] se obtiene

R+iY

1 zO
=5 anoo/ (R + iu)du

- % Jin Yp(o A L[)(R + iw) LR + iu)du

Y
= —P(O t) lim L[v)(R + iu) M{X (—R — iu)du
27 Y—oo J_y
Con L[v](R+iu) igual a la expresion (4.8 se obtiene la expresién buscada.
(Se realizé el cambio de variable z = R + iu). Para terminar se debe notar
que la expresién para M;X es igual a la que se tiene en el Teorema Por
lo tanto la expresion y la demostracion son iguales a las del Lema O

4.3. Valuacion de notas de rango flotante

El objetivo de esta seccién es poder hacer valuacion de notas de rango.
Al igual que en los capitulos anteriores, seran utilizadas técnicas de cambio
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de medida y transformaciones de Laplace para sacar expresiones analiticas
explicitas. La idea fundamental seguird siendo la misma, buscar expresar
el precio de una opcién como una convolucién y asi poder usar los dos
teoremas fundamentales que hemos ocupado.

Las notas de rango son productos que utilizan los inversionistas que
piensan que las tasas de interés van a permanecer dentro un determinado
rango o corredor. Proporcionan pagos de interés proporcionales al tiempo
en el que una tasa de referencia cae dentro del rango. A cambio del inconve-
niente de que no se pagan intereses en el tiempo en que se sale del corredor,
se ofrecen tasas mas altas a los demds productos estdndar existentes.

Las notas de rango flotante pagan cupones que estan relacionados con
cierta tasa de referencia, mientas que los cupones de las notas de rango
fijas son especificados previamente. Es facil empezar a notar que los pagos
de cupones de ambos productos financieros dependen de la trayectoria de
la tasa de referencia.

Para que el método de valuacién sea mas entendible primero se trabaja
con un resultado auxiliar, valuacién de opciones digitales, ya que como se
verd posteriormente servird de apoyo a la hora de querer encontrar expre-
siones para notas de rango.

4.4. Opciones digitales

Un call (put) digital europeo estandar de tasa de interés con
tasa strike r; es un instrumento financiero que paga la cantidad de una
unidad de dinero a su poseedor si y sélo si la tasa de interés compuesta
simplemente para el periodo [T, T + d] se encuentra por encima (debajo)
de 7, en el dia de maduracién de la opcién T'. El valor en tiempo T de esta
opcion estd dado por

SDO)7[rn(T, T 4 0); 71; T] = Lor, (1,7+6)>0r}
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con

B B 1 P(T,T)
ro(T, T +68) = L(T, T, T + 6) = T <P(T,T+5) —1> "

Y S Y
6 \P(T,T +6)
donde © = 1 para un call digital y © = —1 para un put digital.

Una opcién digital de tasa de interés es llamada retrasada si el dia de
maduracién de la opcién T' y el dia de pago T difieren (77 > T'). El precio
en tiempo 17 de una opcion digital retrasada estia dado por

DD(O)r, [rn(T, T 4 6);71; T1] = Loy, (1,7+5)>6r, }

nuevamente con © = 1 para un call digital retrasado y ©® = —1 para un
put digital retrasado.
Es facil notar que las opciones digitales estandar son un caso particular de
las opciones digitales retrasadas (cuando 77 = T).

Las opciones digitales de rango retrasado tiene un payoff igual
a una unidad pagada en T} si y sélo si en la maduraciéon de la opcién
T (T < Ty) la tasa de interés subyacente queda dentro de un rango pre-
especificado. El precio al tiempo T3 de la opcién estda dado por

DRDr, [rn(T, T + 8);r1; 70 Th] = Uiy (7, 746)efry,ra]}

Por argumentos de arbitraje, el precio en tiempo t (¢ € [0,7}]) de un
call retrasado, un put retrasado y una opcién de rango retrasado cumplen
la siguiente paridad:

DRDy[r(T, T 4 6);ri;mu; Th] = P(t,T1)
— DD(1)[rp(T, T + 6);7u; Th] — DD(=1)4[rn (T, T 4 6);r;; T1]  (4.10)

Esto lo podemos demostrar de una manera muy sencilla. Se construyen
dos portafolios:

* A= P(t,T1), un bono cupén cero con maduracién en T}
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* B=DRD+ DD(1) + DD(—1), un call méds un put y una opcién de
rango retrasados.

Ahora vemos cual es el valor a vencimiento (payoff) de ambos portafolios:
* Ap =1

* Bp, = lyaquesir, > ry, r, <1 6r, € [r;,r,] el valor del portafolio
es igual a 1.

Por lo tanto, sus valores en una fecha anterior ¢ deben de ser iguales, y
sumado a una hipdtesis inicial de ausencia de arbitraje, hace que se cumpla
la igualdad anterior.

También es importante recalcar que la siguiente paridad no siempre se
cumple:

DD(l)t[Tn(T, T+ (5), Tk; Tl] = P(t, Tl) — DD(—l)t[Tn(T, T + (5), Tk Tl]

ya que se puede dar el caso en el que para un t < T, v, (T, T + 0) = ry.
La técnica que se introducird para hacer la valuaciéon sélo funciona para
modelos que no producen puntos de masa en la distribucién de P(T,T + )
y asi nos evitamos el caso en que se dé la igualdad.

Si se cumple lo anterior se tiene la paridad put-call para todo t < Ty
se podra hacer la valuaciéon de cualquier opcién digital si se obtiene una
expresion del precio de un call digital retrasado. Para la valuacion del call se
empieza tomando la esperanza condicional respecto a la medida de riesgo
neutral P del payoff descontado.

Para empezar con la valuacién primero se define lo siguiente:

dP

Ct:d?%

|7

por lo tanto,

Dy = DD(1)[rn(T, T + 6);r; T1)

By

1 1
= B;Ep BTl]I{rn(T,T+6)>rk}|yt:| = ZEP% |:CT1 ?ﬁﬂ{rn(T,T+5)>rk}|ft
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Bt BT1P(O7T1) 1

B¢ P(0,T} PE, {rn (T, T+8)>rp } |t
BPOT T | P(T,Th) Bry
P(t7TI>

N WE[P% [P(O’Tl)ﬂ{rn(T,T+§)>rk}|yt]

= P(t, T1)Epp [Lir, (mir40)5r0) | F2]

Ahora nétese que el conjunto {r, (7,7 + 0) > ri} puede ser visto de la
siguiente manera

[T, T+ 8) > i} = {3 (e — 1) > 7o

{P(T T+6) < - 5+1}

Por lo tanto la expresion anterior queda de la siguiente manera

D, = P(t,Tl)IE]p;l [H{p(T,T+a)<Tk§+1}|‘%}

= P(t,Tl)X

Epr [{ng;@ exp( [ (0s(S(5,7) 05 (S(s,T+6)))ds+ [ £(s,T,T+8)dLs )< 5 5+1}|Jt}

= P(t,Tl)X

E I F
Pﬁ {Pg(’zj;)é)e p( f A(s, T, T+96) ds+ft sT,T+5)dLs) 5+1}| t

Por los incrementos independientes de L y sabiendo que PLTHO) o Fi-

P.T)
medible, nuestra expresién queda definida de la siguiente manera
P(t, T +9)
Dy=Pit,THh| ————— 4.11
= reton (F5 1) Ay

con h: R — [0,1] dada por

h(y) = Epr Lty exp(— [T A(s 1.7 18)ds+ [ 5(s T,T+5)dLS)<Tk§+1}:|
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Noétese también lo siguiente

{yexp (— ftT A(s, T,T + §)ds + ftTZ(S,T,T—I- 5)dLs) < m(gﬁ}

—L_ex T A s, T, T+6)ds
=%m(f2@ﬂT+®ﬂQ<wﬂlﬂﬁJ H)}
entonces
P
h(y) = /H{eXd;}dPTl = /H{ez<§}d@($)
Q R
con

T
X:/‘H&ZT+®M%
t

1 T
K= | exp </t A(s, T, T + 5)ds> (4.12)

Q denota la distribucion de X bajo la medida IP’%. Si se supone que esta
distribucién tiene densidad de Lebesgue v entonces

- / £,(0 = 2)y(x)dz (4.13)

donde fy(w) = H{e—z<%}(x) y V({) = (fy * 7)(5)
Se denota por Mﬁ a la funcién generadora de momentos de la variable

aleatoria X con respecto a la medida IP’%. El siguiente teorema nos da la
expresién analitica del precio de un call.

Teorema 4.3. Se supone que la distribucion de X posee densidad de Le-
besgue. Si se toma una R > 0 tal que Mﬁ(—R) < 00 entonces

1 o0 P(t,T) Rtiu X ,
Dy = ~P(t,T ) g — MX(-R-
6= (t, 1)/0 §R<<P(t,T—i—5) ) i 7 (=R —iu) | du
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con
1

:5rk+1

T
exp/t (0.(5(5, T + 8)) — 03(S(s, T))) ds

La eleccién de una R en particular no tiene impacto directo en la va-
luacién de la opcién pero influye en la velocidad a la que la expresion es
evaluada numéricamente.

Demostracion. Se parte de la expresion y de nuevo se aplica el Teo-
rema a las funciones Fi(z) = fy(x) y Fa(z) = v(x). Se comprueba
que las funciones cumplen las restricciones del teorema, primero vemos que
z+— e B¢ f (2) es acotada. Luego

[ @lin = [ @)ds

R R

00 R
= / ey = Ey L < 00
_1n(£) Yy R
Yy

/e_Rx|fy(x)|dx — ME(-R) < oo
R

ademas

Una vez cumplidas las restricciones, entonces se puede aplicar el Teorema
lo cual nos lleva al siguiente resultado

LIV|(R +iu) = L[fy|(R + iu) L[y](R + iu) (u € R)

El teorema también nos dice que z — V' (z) es continua y que la integral
/ e 2V (2)dz es absolutamente convergente. Se puede aplicar el Teorema

=_— I L
V(0) = 57 i s e LIV](z)dz
1 Y
= — lim V(R + tu)d

27'(' Y —oo Y
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si el limite existe. Se puede trabajar aiin mas con la integral, usando la
relacién z +z = 2R(z)

Y
/_Y LS, (R + iu) L) (R + iu)du

0 Y
:/_YMfy](RJriu)L[fy](RHu)dw/o LIf,J(R + i) L}](R + iu)du

Y Y

:/0 L[fy](R+iu)L[fy](R+iu)du+/0 LUf,)(R + iw) L] (R + iu)du
Y

:/0 2R (LLf,)(R +iu)LIy)(R + i) du

por lo tanto, la expresion anterior queda de la siguiente manera

Y
V)= = ttm [ RLUL)(R + iw) L) (R + i) du

T Y—>o0 0

También se sabe que
LIY)(R + iu) = M3 (—R — iu)

como R > 0, por el resultado anterior

R+iu
LR i) = o (5)

Por lo tanto, con ayuda de las expresiones (4.11)), (4.12)) y (4.13)), y recor-
dando el término de deriva A(s, T,T +0) = 04(X(s, T +0)) — 05(X(s,T)) se
obtiene la expresion que se estaba buscando para un call digital retrasado
P(t, T +9)

P(t,T)

1 o0 P(t,T) Riu— X _
= ZP(, T, — ) K ——  M¥(-R-
gl 1)/0 %<<P(t,T+5) ) R 0 (-R—iu) | du

D, = P(t,Tl)h<
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Teorema 4.4. Bajo los supuestos del Teorema [.3 se puede obtener una
expresion analitica explicita para M:,)g . Para una u € R

T
M (R =i =exp [ Ba(-R=iw) = 0.(a0)]ds (@14
con gs(z) = zX5(s, T, T + §) + X(s,T1)

Demostracion. Por definicién se sabe que

T T
Ep [exp (z/ (s, T,T + 0)dLs +/ E(S,Tl)dLs>]
t 0

= exp <— /tT A(s,Tl)ds> X

Es [exp (/tT(ZE(S, T, T +6) + (s, Tl))dLsﬂ

— e (- ' 0.(gu0)ds ) exo ([ : 0.0 (2

con gs(z) = 2X(s, T, T+ 6) + X(s,T1) lo cual termina la demostraciéon. [
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4.5. Notas de rango

El objetivo ahora es poder llegar a férmulas para valuar notas de rango
en el modelo de estructura temporal de Lévy.
Nos situaremos en el tiempo ¢, el dia de valuacion de la nota de rango. Se
considera un bono bala, bono que no se puede redimir o amortizar antes
de la fecha de maduracién, habiendo tenido su previa fecha de pago de
cupén en Tp(< t) y que tiene sus N futuros pagos de cup6n en los tiempos
Tji1 con j =0,...,N — 1. Basados en la convencién de un ano comercial,
denotamos por n;(d;) al niimero de dfas (anos) entre los tiempos T; y Tj1.
Para el periodo actual del cupén se define ng = n, + na“ , donde ny, (ng )
representa el nimero de dias entre Ty y t (t y 77). Finalmente se define por
T} la fecha que corresponde a i—difas después del tiempo T} y por ¢;; al
tamano del periodo de capitalizacién (en anos), periodo comprendido entre
los puntos en que el interés se paga o cuando se anade al principal, que
inicia en el tiempo Tj ;.
El siguiente diagrama resume lo definido anteriormente.

V(1) V(i) V(j+1) 100%+VN
| | | | - | - |
1 T 1 1 - T - 1
T(0) t (1) () (i) Ti+1)  TOipd() T(N)
Gltimafecha diade siguiente fecha | idias l diade

de cupdn valuacién de cupdn expiracion

. . nj dias
11y dias . 11 g dias
r 1 dj afios

Para valuar notas de rango flotante primero se tendra que realizar un
cambio entre la medida spot a una medida forward adecuada. Posterior-
mente se volvera a realizar un cambio a la medida forward ajustada, de
esta manera no se tendra que trabajar con la distribucién conjunta de dos
variables aleatorias.
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Definicion 4.1. Para una nota de rango flotante, el valor del (j+1)-ésimo
cupon, en tiempo Tji1, es igual a

(L5, T + 65) + s;
Vi1 (Tjp1) = == jD. L H (T}, Tj11)
j

donde sj representa la propagacion sobre la tasas de interés de referencia
pagada por el bono durante el (j+1)-ésimo periodo de capitalizacion, D; es
el nimero de dias en el ano para el (j+ 1)-ésimo periodo de capitalizacion,
y por ultimo

H(T},Tj) Zﬂ{n (T;.0) <ra(Ty.i, Ty +65.)<ra (Tj4)}

denota el numero de dias , en el (j + 1)-ésimo periodo de capitalizacion,
que la tasas de interés de referencia cae dentro de un rango pre-especificado
11(Tj4), mu(Tj4)], para el i-ésimo dia del (j + 1)-ésimo periodo de capitali-
zacion.

En consecuencia, el valor a tiempo t de la nota de rango flotante, que
se representa como la suma de los cupones mas el principal en tiempo t,
esta dado por

N-1
FIRN(t) = P(t,Tw) + »_ vj1(t)
j=0

donde P(t,Ty) corresponde al valor descontado del pago final de 1.

Se empieza haciendo la valuacién del primer cupén, de antemano se sabe
que 7y, (To, To + dp) es conocido en tiempo ¢ o, mateméticamente hablando,
medible con respecto a %;.
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1 T‘n(To,T() + 50) + So
Bry Dy

_ rn(To, To + d0) + So &EPP [CTlH(To TI)‘gt]

(%} (t) = BtE

H(To,n)y%]

DO Ct Ty BT1
(To,To + ) +s0 B Br, POTY)
_ (40,40 0 S0 + P(Tl,Tl)
- Do Broa Bep, | g (0TI
P(t,Tl) 1

rn(To, To + 00) + s
_ ma(To ODO 0) OP(lt,Tl)IE[g»;1 [H(To, T1)|.74]

Ahora se trabaja tinicamente con la esperanza y se nota lo siguiente:

no
IE]P’% [H(To, Th)|-71] = Epp Z ]I{TZ(TO,i)STn(T(),i7T0,i+60,i)gru(TO,i)}|g\t
Li=1
.

- EP% Z I[{T’l(To,z')STn(To,i,To,i+50,i)§7‘u(To,z‘)}|yt

_i:l
no
+ EIP’?1 Z H{"'l(TO,i)ST'n(TO,'L7T0,i+60,i)§7"u(T0,i)}‘yt
i=ng +1
= H(T07 t)+
ng
E]P’%’1 Z ]I{Tl(To,z‘)Srn(To,i,To,Hrtso,i)STu(To,z')}|gt
i=ng +1

La suma de adentro de la primera esperanza sale por ser una expresién
medible con respecto a .%; y por definicién es igual a H(Tp,t). Entonces
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regresando al término anterior

rn(To,To + 00) + s
unle) = RN (e 3y 1y 1)+

no

Z P(t’Tl)]EIP’% [H{Tl(TD,i)STn(TO,inO,i+50,i)§7'u(TO,i)}|yt:|)
i=ng +1

7 (To, To + o) + so
= P(t,Th)H(Ty,t

no

Y DRDq[ra(Tog, To + 60.); 11(Toa)s ma(To); 1] )
i=ng +1

El dltimo paso viene dado por la expresién (4.10)), y se sabe que
DRDy [rn(To,i, To,i + 00,4); m1(To,i); 7u(To,i); Th

= P(t,T1) — DD(1)¢[rn(To,, To,i + 00,:); ru(T0,:); T1]
—DD(=1)¢[rn(To,i, To i + d0,i); 71(To,4); Th]

= P(t> Tl)(l - EIP’¥1 |:]:[{7"n(TO,i7T0,i+50,i)>ru(T0,i)}‘yt:|

fE[P% [H{m (To,i,T0,i+60,i)<r1(To,:) } Lg.t} )

donde las esperanzas de indicadoras se pueden interpretar como probabi-
lidades condicionales de que pase el evento en la indicadora dada la infor-
macioén que se tiene hasta t. Notar que si eso se cumple entonces

1= E]P’?1 [H{Tl(TO,i)Srn(TO,i7T0,i+50,i)§7”u(T0,i)}|yt:|
+ EP% [H{T'n(TO,ivTO,i+50,i)>7'u(TO,i)}|°gzt:| +EIP¥1 |:]I{7"n(TO,inO,i+50,i)<7"l(TO,i)}‘jt] :

Por ultimo despejando JE]P,;1 [H{m (To,i)<rn(To,i,T0,i4+60,:) <ru(To,i)} |<%} de la igual-

dad anterior se obtiene la expresion que se necesita

DRD, = P(t7T1)EIP¥1 |:]I{7"l(TO,i)STn(TO,i7T0,i+50,i)g7’u(T0,i)}|yt:|
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Para la valuacién de los cupones siguientes, y tomando en cuenta la expre-
sién (4.9)), se realiza lo siguiente:

U ra(Ty, Tyen) + 55 4
Br,., D,

<Tj7Tj+1>ru%]

B 1 r,(T,T; + s,
L A G E

Tjt1 J

(T, Tj+1) + sj
e e el
J J
1 1 .
55 (P(TJ’TJ+1) B 1) TS

b H(T;, Tj1)| 7,

J

= P(tv 1}+1)X

s 1 1 1
E L _ + < >> H(T;,T; 9]
P [((Dy‘ 5ij> P(Ty,Tj+1) 6;D; @ T %2

Sj 1
— (2 P(t,T;
<D] 5]D]> (7 .7+1)><

Z Epr

Tjt+1

P(t7 T]-H) %
0;D;

[H{Tz Ty,4)<rn(T},:,T; z+5j,i)§Tu(Tj,i)}|‘ait}

_l’_

1
Z PZ Tig [ T,’11j+1)]I{”"l(Tj,i)STn(Tj,i7Tj,i+6j,i)§7’u(Tj,i)}gt:|

j+1( )+ Uj—}—l(t)

Para evaluar el primer sumando U]1~ +1(t) nétese que se tiene un resultado
parecido al anterior, por lo tanto,
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1 Sj 1
vi(t) = < ) X
g+l D; ;D

n;
ZP(taTjH)EP;_H [ﬂ{n( T3,0) < (T4, T i+aj,i)9u(Tj,i)}lft]
i=1 !
S 1
= (D]] 5ij> ZDRDt [P (Tyi, Tji + 654);m1(Ty.0); mu(Tha); Ty

=1

Para poder evaluar el segundo sumando v; 2. 1(t) se hard un cambio entre
la medida forward IP’T]. 41 ¥ la medida forward ajustada IPTﬁTj +1- Asino se
tendra que trabajar con la distribucién conjunta de las variables aleatorias
P(T;,Tj+1) vy mn(Tj4,Tjs + 95). Ahora se define

Ct — dPPJ+1 |ng _ P(071})P(t71}+1)
dPTj,TjH ' P(07Tj+1)P(thj)
Por lo tanto,
nj
P( t T+1
J+1 Z ]
=1
1 a;
Bep | P, Ty p0) D)o T Tyt ) ru(T0) | 7
x> Pt Ty) 1
pr B G

1
]EPT Tjt1 |:<T]F)(TT) {r(Ty,0) <rn(Tj,:,T. i+5j,i)§7"u(Tj,i)}|yt:|
_ Z P(LT)
; 9;D;

Bpr, 1y [H{m Ty, <ra (T30 Th,i+85,0) <ra(T5,0} | P
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Se puede empezar a ver que del lado derecho de la igualdad la expresién
de los sumandos es muy similar a la del valor en ¢ de una opcién digital,
la tnica diferencia es que la esperanza ahora estd bajo la medida forward
ajustada. Vamos a usar un método similar al que se uso6 en la valuacion de
opciones digitales. Se define

P(t,T;) o
2 _ A gy
Vi (t) = 5.0, ; Dy

donde, por las expresiones (3.9)) y (4.9)

Ji _ [
Dy =EBpr g, _H{Tz(Tj,i)Srn(Tj,i7Tj,i+5j,z')§7“u(Tj,z')}|‘gzt}

=E I 1 1 G
PTj’Tj+l i {WSP(ijTj,iJréj,i)SW“ ¢

— ]E ]I . P(t,T 4
Iy | Croi < Ha s
R

. —j,i ’Jt] .
exp(X7i) <K'}

Entonces

DI i <P (t Ty + 5]-,1-))
i

P(t7 T],l)

con k¥t : RT — [0, 1] dada por

R

donde oy
X — / 2(s, Tji, Tji + 654)dLs
5 1 e
Kii = W eXp/t (0s(X(8,Tji + 854)) — 0s(X(s,T},))) ds
.y 1 Ty
R = e [ (Ou(Sle Ty d0)) = 0.(5(6.T30) s

ademés Q denota la distribucién de X7 con respecto a la medida IP’TWT], b
Para poder simplificar las operaciones se van a fijar los superindices j,4
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en todas las expresiones y simplemente se escribira T, 4, Dy, h, X, K, K. Se
denota como M% Tyt @ la funcién generadora de momentos de la varia-
ble aleatoria X con respecto a la medida Pz, 7,,,. Lo que se necesita es
una féormula que nos ayude a valuar Dy, automaticamente nos daria una
expresion para valuar notas de rango flotante.

Teorema 4.5. Supongase que la distribucion de X tiene densidad de Le-
besgue. Si se elige una R > 0 tal que M%;Tjﬂ(—R) < 00, entonces

1 [ Pt,T) -\ 1 x .
Dy = — ) R M ~R-
t w/o %((P(t7T+5) ) Rotin 10 mn (SR i) | du

1 [ P(t,T) Rriu x .
- ) K M -
7T/0 §R((P(t,T—i—(S) ) R +iu 7,7y (ZR =) | du

_ 1 T

K=o exp/t (04(5(5, T + 8)) — 05(5(s, T))) ds
1 T

K= g e | (ST +0) = 0(2(5.7)) ds

Demostracion. Para la demostracién también se utilizaran métodos de
transformadas de Laplace de convoluciones, ésta en particular serd muy
parecida a la demostracion que se hizo en la parte de opciones digitales.
Primero notar lo siguiente

/{f<’<}d@ /{w< i, 4Q(2)

Como se supuso que X tiene densidad, a saber -y, entonces

/{Mﬂ /{”< 5
= / £4(0 = 2)y(w)da — / 140 —2)y(x)dz
R R

= (fy *1(0) = (fg *7)(0)
= V1(0) — V2(0)
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donde f1 {6_1 < K} y f {6_1 <Ky Como la transformada de Laplace

de una resta de funcmnes es igual a la resta de las trasformadas, entonces
se aplicardn los Teoremas [2.4] y 2.5 a cada convolucién por separado.

Se empieza con la convolucién V; y nuevamente nombramos como Fj(x) =
fz} () y Fa(z) = y(z). Lo que sigue es probar que estas funciones cumplen
con las restricciones del Teorema 2.4l Primero

/eRx|fy1(a:)]dx = /eRxH{e_z<I;}(a;)dx

R R

0 —\ R
:/ ety = <K> 1 < oo
~n(E) y) R

[ h@ldn =M 1, (<)
R

también

por lo tanto los requisitos del teorema se cumplen, entonces se obtiene que
LIVi)(R + iu) = L[f,](R + iu) L[Y](R + iu) (u € R)

Por este resultado se sabe que se cumplen también los requisitos del Teo-
rema [2.5] entonces

1 R+1Y 0
= — lim L

1 1%
= — lim L[Vl](R + du)du

B % Jm [ LR+ ) LD)(R + iu)du

Una vez més usando la igualdad z + Z = 2R(2) se obtiene

Y
V() = = dim [ R (LR + iu) L] (R + iw) du
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por tultimo, los siguientes resultados son iguales a los anteriores

1 i R+iu
L[y](R +iu) = M%’Tjﬂ(—R — iu), L[fyl](R +iu) = Rt <y>

entonces sustituyendo estos resultados en la expresiéon anterior y recordan-
do que el término de deriva A(s,T,T + ) = 05(3(s, T + 0)) — 05(X(s,T))
se obtiene la primera mitad de la férmula para D;.

Para la segunda mitad, el procedimiento es exactamente el mismo pero
ahora sobre la convolucién Va y nombrando Fy(z) = f7(x) y Fa(z) = v(z).
De igual manera se verifica que se cumplan las restricciones del Teorema
Como las funciones son practicamente las mismas, la inica diferencia
es que fy2 esta en términos de K, entonces es facil notar que se cumplen las
restricciones. Asf se puede obtener L[V5](R + iu) = L[f}](R 4 iu)L[y](R +
iu), aplicar el teorema v hacer las mismas cuentas que antes para
obtener el término que nos falta.

Con Lf2)(R+in) = o (5)

= Fra \ asi se obtiene el resultado final buscado.

O]

Con este teorema tnicamente se ha encontrado una expresion para el
valor de Dy. Para tener una expresién de valuacién para una nota de rango
recordamos que el valor del primer cupon se obtenia de manera similar a lo
que ya se habia visto en opciones digitales y utilizando la expresién que se
dedujo anteriormente. A esto se le suma el valor de los cupones siguientes,
ese valor nos lo da la expresiéon v;y1(f) que a su vez se dividia en dos
sumandos, el valor del primero de ellos (Ujl 4+1(t)) también se puede obtener
haciendo uso de la férmula de opciones digitales. Hasta el segundo sumando
(UJZ- +1(t)) es donde se utiliza la nueva expresién que se consiguié para D}".

El siguiente teorema nos da una expresién explicita para la funcién
generadora de momentos M{f Ty, due serd de gran ayuda a la hora de
hacer la valuacién.

Teorema 4.6. Bajo los supuestos del teorema anterior, tenemos que para
una u € R

T
M%IHI(—R —iu) = exp/t [0s(gs(—R —iu)) — 05(gs(0))] ds
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con gs(z) = 2X(s, T, T + §) + X(s, Tj)ﬂ{ngj} + 2(8,1}+1)H{Tj<8}.



Capitulo 5

Conclusion

A lo largo de cuatro capitulos se desarrollé un método de valuacién pa-

ra derivados de deuda basado en los trabajos realizados por David Heath,
Robert A. Jarrow y Andrew Morton.
Empezamos buscando un modelo que describiera la dinamica del subyacen-
te principal, el precio un bono cupén cero, y llegamos a férmulas explicitas
para los instrumentos méas negociados en el mercado. Una buena manera de
terminar con este trabajo seria contestando las siguientes preguntas: ;Los
trabajos desarrollados por HJM son una buena alternativa para estudiar
la dindmica del precio del subyacente?, ;Es el método de valuacién presen-
tado en la tesis una manera eficiente de conocer el precio de derivados?.

Para empezar a responder es importante recordar que los trabajos origi-
nales desarrollados por HJM tenian como base de su modelacién un brow-
niano d-dimensional estdndar. En el trabajo el browniano fue remplazado
por un proceso de Lévy no homogéneo, es decir, con incrementos indepen-
dientes pero no estacionarios. Debido a esto, a cambio de que alguno de
nuestros calculos se volvieron un poco mas complicados, tenemos un proce-
so mas maleable y adaptable a las situaciones que se nos presentan, como
saltos en el precio del subyacente.

Nos centramos directamente en la modelacién de tasas forward, con
ayuda del proceso de difusién dado por (3.1). La parte mds importante de
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este modelo estd en reconocer que existe una relacién entre el término de
deriva a(s,T) y el término de volatilidad o(s,T).

Una vez que tuvimos la dindmica de las tasas forward, encontrar formulas
para el precio de un bono cupoén cero, y para la cuenta de banco libre de
riesgo fue relativamente sencillo, mucho gracias a la relaciéon que hay entre
los términos y que se trabajo desde el primer capitulo.

Desde mi punto de vista es una manera bastante atinada de modelar por
dos razones: la primera porque facilmente pudimos encontrar una expre-
sion para el precio de un bono cupén cero a lo largo del tiempo, el cual
era nuestro principal objetivo. La segunda porque de esta manera podemos
separar la expresién en un término determinista y uno estocastico dado por
la integral estocéstica de la volatilidad con respecto al proceso de Lévy no
homogéneo, y nos evita tener que trabajar con distribuciones conjuntas.
Sabemos que el precio de un derivado se obtiene sacando la esperanza del
payoff descontado bajo una medida martingala, pero el hecho de poder
ver esa esperanza como la convolucion de dos medidas de probabilidad,
ayudado de las transformaciones integrales vistas en el Capitulo 2 y de las
técnicas de cambio de medida, nos han facilitado mucho el llegar a férmulas
explicitas para todos los instrumentos planteados, y siempre utilizando el
mismo razonamiento y las mismas técnicas.

Al final nuestra primicia inicial de que las férmulas de valuacién de instru-
mentos complejos se pudieran obtener trabajando sus expresiones y sim-
plificindolas para verlas como férmulas més sencillas de calls y puts, fue
absolutamente cierta. También es cierto que entre mas complicado era el
instrumento per se, mas eran los calculos necesarios para simplificar las
expresiones y poder utilizar nuestro método, como en el caso de Notas de
rango.

Sin duda es una buena manera de modelar el precio del subyantente y
un gran método de valuacién que no se limita a los derivados vistos en el
trabajo. Las aplicaciones potenciales que puede tener el método desarrolla-
do son muy grandes. Unicamente dentro de los derivados de deuda existen
aun una gran cantidad de instrumentos que valdria la pena estudiar. Incluso
podriamos extender la idea a derivados de otro tipo como: derivados sobre
acciones, derivados de tipo de cambio, derivados que incorporen riesgo de
crédito, étc.
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