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IntroducciÛn

Los espacios de Moore cobraron mucha importancia en la topologÌa general debido
a su cercanÌa con los espacios mÈtricos. En 1937 Jones demuestra que, bajo 2! < 2!1,
todo espacio de Moore, separable y normal es metrizable. Mientras que en 1969, Tall
demuestra que la existencia de un espacio de Moore, separable y no metrizable es
consistente con los axiomas de ZFC.
Una subclase de los espacios de Moore son los llamados espacios de Moore comple-

tos, que est·n Ìntimamente relacionados con los espacios mÈtricos completos. Se sabe
que todo espacio de Moore completo y metrizable debe ser completamente metrizable.
La motivaciÛn del presente trabajo es un resultado postulado por Reed en su

artÌculo, Concerning completable Moore spaces [14], el cual aÖrma que todo espacio
de Moore completable y ccc, es separable. Es conocido que todo espacio separable es
ccc, lo que nos lleva a la pregunta principal de esta tesis:

øTodo espacio de Moore separable es completable?

La pregunta no es en absoluto trivial; Reed la responde de manera negativa en el
mismo artÌculo presentando un espacio de difÌcil manejo.
Nuestro objetivo es presentar una prueba alternativa a dicha pregunta. Esta prue-

ba fue realizada por van Douwen inspirada en el trabajo conjunto de Pixley y Roy,
quienes presentan un espacio de Moore ccc pero no separable.
Los trabajos de Pixley y Roy dieron origen a lo que actualmente se conoce como la

topologÌa Pixley-Roy. Como parte medular de esta tesis, se presentar· el hiperespacio
F [X], formado por los subconjuntos fnitos de un espacio X y dotado de la topologÌa
Pixley-Roy. Se desarrollar·n sus propiedades elementales. Se estudiar· cÛmo se ven
reáejadas las propiedades de F [X] en el espacioX y viceversa. Veremos cÛmo algunas
funciones cardinales en F [X] quedan determinadas por aquellas en X.
A continuaciÛn pasaremos al estudio de los espacios de Moore completos y espa-

cios de Moore completables. Se dar· una caracterizaciÛn de los espacios de Moore
completos a partir de su compactaciÛn de Wallman.
Finalmente abordaremos la construcciÛn de un espacio de Moore separable y no

completable.
El desarrollo de este trabajo est· divido en tres capÌtulos asÌ como dos apÈndices.

En el CapÌtulo 1 desarrollamos todo lo concerniente al hiperespacio F [X], desde
sus propiedades m·s elementales hasta algunos resultados m·s especializados. Ser·
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de nuestro particular interÈs exhibir cÛmo ciertas propiedades ìdÈbilesî en F [X]
reáejan propiedades muy fuertes para X.
En el CapÌtulo 2 damos un breve estudio de los espacios de Moore en general para

despuÈs concentrarnos en el concepto de espacio de Moore completo. Presentaremos el
concepto de espacio regularmente encajado, el cual es la clave para poder caracterizar
a los espacios Moore completos a partir de su compactaciÛn de Wallman. Esta car-
acterizaciÛn juega un papel importante en la teorÌa de los espacios Moore completos
ya que, representa una generalizaciÛn a la caracterizaciÛn de µCech para los espacios
completamente metrizables a partir de su compactaciÛn de Stone-µCech.
En el CapÌtulo 3 veremos el concepto de espacio de Moore completable y daremos

una construcciÛn muy detallada de un espacio de Moore separable y no completable.
El ApÈndice A est· dedicado a dar un breve compendio de las funciones cardinales

que usaremos durante el CapÌtulo 1. Nuestro interÈs es el de permitir un f·cil acceso a
las deÖniciones de las funciones cardinales m·s tradicionales asÌ como mostrar algunas
relaciones existentes entre ellas.
En el ApÈndice B damos una construcciÛn cuidadosa de la compactaciÛn de Wall-

man, misma que usaremos en el CapÌtulo 2. Demostraremos con todo detalle que la
compactaciÛn de Wallman deÖne a un espacio compacto y T1.
Buena parte de la herramienta topolÛgica utilizada a lo largo de la tesis es de

un car·cter m·s especializado de lo acostumbrado a impartir en un primer curso de
TopologÌa. Se espera que el lector tenga dominio de conceptos como la compacidad,
compactaciones, metrizabilidad, bases, bases locales, axiomas de separaciÛn, axiomas
de numerabilidad, espacios Lindelˆf, asÌ como un conocimiento b·sico de cardinalidad,
aritmÈtica cardinal e inducciÛn transÖnita.



CapÌtulo 1

TopologÌa Pixley-Roy

En el aÒo de 1969, los matem·ticos Pixley y Roy dieron a conocer la topologÌa
de Pixley-Roy (en el hiperespacio F [X]) en un artÌculo [11] en el que se mostraba la
construcciÛn de un importante ejemplo para la teorÌa de los espacios de Moore, un
espacio de Moore no separable con celularidad numerable.
Con los aÒos, se ha observado que la topologÌa de Pixley-Roy en realidad funciona

para dar contraejemplos a variados problemas y ha sido utilizada por matem·ticos
como Przymusiuski, Tall, van Douwen y Weiss en el estudio de los espacios de Moore.
A lo largo de este capÌtulo, conoceremos la topologÌa de Pixley-Roy, estudiaremos

sus caracterÌsticas y algunas de sus propiedades.
Es importante tomar en cuenta que, a lo largo de todo el trabajo, supondremos a

todos los espacios con al menos el axioma T1 y con al menos dos puntos.

1.1. Propiedades generales de F [X ]

Consideremos a (X; &) como cualquier espacio topolÛgico, consideremos, a su vez,
a F(X) como la colecciÛn de todos los subconjuntos Önitos, no vacÌos, de X. A F(X)
le podemos dar estructura topolÛgica de la siguiente manera:
Consideremos los conjuntos de la forma:

[A;U ] = fS 2 F(X) : A $ S $ Ug:

La colecciÛn:

B = f[A;U ] : A 2 F(X); U 2 &g:

forma una base para alguna topologÌa en F [X].
A la topologÌa generada por B se le conoce como la base topologÌa Pixley-Roy y

al conjunto F(X) con la topologÌa generada por B la denotaremos por F [X].
A B la conoceremos como la base canÛnica para la topologÌa de F [X].
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Otra topologÌa con la que se puede dotar al espacio F(X) es la topologÌa de
Vietoris, cuya base V consiste en todos los conjuntos de la forma:

hU0; U1; U2; : : : Uni = fA 2 F(X) : A $
nS

i=0

Ui y A \ Ui 6= ? 8i 2 f0; 1; :::; ngg

donde U0; U1; U2; :::; Un 2 & .
Al conjuntoF(X) equipado con la topologÌa de Vietoris lo denotaremos porF hXi.

A V le llamaremos base canÛnica de la topologÌa de Vietoris.

ProposiciÛn 1.1 La topologÌa de Pixley-Roy es m·s Öna que la de Vietoris.

Dem. Sea V $ F hXi un conjunto abierto b·sico canÛnico de Vietoris, digamos
V = hU0; U1; :::; Uni y V 6= ?. Veamos que V es abierto en F [X].
DeÖnamos S =

nS

i=0

Ui y R = A para alguna A 2 V . Claramente [R;S] 2 F [X].

Adem·s, sea B 2 [R;S] tenemos que R $ B $ S; por lo tanto B \ Ui 6= ? 8i 2
f0; 1; :::; ng.
Por lo anterior, tenemos que [R;S] $ V y asÌ V es abierto en F [X].

Observemos que F [X] tiene una propiedad que parece natural para un espacio
formado por subconjuntos: si A 2 F(X), entonces las vecindades de A en F [X]
est·n determinadas por vecindades de A en X. Para ser precisos, A tiene vecindades
arbitrariamente pequeÒas en F [X] de la forma [A;U ], donde U es una vecindad de
A en X.
Sea A 2 F(X), sea [A;U ] vecindad de A en F [X], en donde U es vecindad de A

en X. Al ser U vecindad, existe U0 abierto en X tal que A $ U0 $ U . Luego, para
cada xi 2 A; existe Vi $ X abierto b·sico de X tal que xi $ Vi $ U0. De donde,

A =
nS

i=1

xi $
nS

i=1

Vi = V $ U0 y V es abierto.

Por lo tanto [A; V ] es vecindad de A en F [X] tal que [A; V ] $ [A;U ].
Lo anterior no se cumple en la topologÌa de Vietoris.

ProposiciÛn 1.2 Sean A;U 2 F(X) arbitrarios. Entonces [A;U ] es cerrado en
F [X] (y en F hXi).

Dem. Demostraremos que F(X) n [A;U ] es abierto tanto en F [X] como en F hXi.
Sea B 2 F (X) n [A;U ].
Caso 1. A * B. Tomemos p 2 A n B. Tenemos que hX n fpgi es una vecindad de

B (tanto en F [X], como en F hXi) y hX n fpgi no intersecta a [A;U ]. De hacerlo,
existirÌa R 2 hX n fpgi\ [A;U ] tal que A $ R $ X nfpg, lo cual es una contradicciÛn.
Por lo tanto F [X] n [A;U ] es abierto y F hXi n [A;U ] es abierto. Por lo tanto, [A;U ]
es cerrado en F [X] y F hXi.
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Caso 2. B * U . Consideremos la vecindad [B;X] en F [X] y observemos que
[B;X] \ [A;U ] = ?. En caso contrario, existirÌa R 2 [B;U ] \ [A;U ] y tendrÌamos
que B $ R $ X y A $ R $ U , lo cual implicarÌa que B $ U y esto contradice la
hipÛtesis inicial del caso.
Por lo tanto, [B;X] \ [A;U ] = ?. Por lo tanto, [A;U ] es cerrado en F [X].
Adem·s, como U 2 F(X), U es Önito y por tanto cerrado en X. AsÌ hX;X n Ui

es vecindad en F hXi de B que no interseca a [A;U ]. De otro modo, si existiera
R 2 hX;X n Ui \ [A;U ], entonces A $ R $ U y R $ X [ (X n U) y R \X 6= ? 6=
R \ (X n U). AsÌ tenemos R $ U y R \ (X n U) 6= ? que es una contradicciÛn.
Por lo tanto, tenemos que [A;U ] es cerrado en F hXi.

Corolario 1.3 F [X] es un espacio T1.

Dem. Queremos probar que los puntos son cerrados.
Sea A 2 F(X), se tiene que fAg = [A;A] y por la ProposiciÛn 1.2, se tiene que

[A;A] es cerrado.

La ProposiciÛn 1.2 trae como consecuencia que el espacio F [X] es cero dimension-
al, es decir, posee una base formada por conjuntos que son abiertos y cerrados. Y dado
que todo espacio cero dimensional y T1 es Tychono§, concluimos que F [X] siempre
es un espacio Tychono§, incluso cuando el espacio X ˙nicamente sea un espacio T1.

Corolario 1.4 F [X] es un espacio cero dimensional y Tychono§.

Dado A $ X, podemos considerar a F [A] como un subespacio de F [X], puesto
que F [A] $ F [X]. A continuaciÛn veremos que F [A] siempre resulta un subespacio
cerrado de F [X].

ProposiciÛn 1.5 Si A es subespacio de X, entonces F [A] es un subespacio cerrado
de F [X].

Dem. Sea F 2 F [X] y F =2 F [A], entonces F * A.
Sea UX un abierto en X tal que F $ UX , consideremos U = [F;UX ]. Supongamos

que U \F [A] 6= ? y tomemos G 2 U \F [A]. Como G 2 F [A], se sigue que G $ A.
Como adem·s G 2 U , entonces F $ G $ UX . AsÌ, F $ G $ A lo cual es una
contradicciÛn ya que desde el inicio F * A.
Por lo tanto F [A] es cerrado en F [X].

DeÖniciÛn 1.6 Un espacio topolÛgico (X; &) es un espacio metacompacto si dada una
cubierta abierta, existe un reÖnamiento que vuelve a ser cubierta con la caracterÌstica
de ser punto-Önita, es decir, cada punto del espacio est· en una cantidad Önita de
elementos del reÖnamiento.
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Claramente, la clase de los espacios metacompactos contiene a la clase de los
espacios compactos, puesto que toda cubierta Önita es autom·ticamente punto-Önita.
Sin embargo, no todo espacio metacompacto es compacto. Los espacios F [X] son
ejemplo de ello (para X inÖnito) ya que el subespacio ffxg : x 2 Xg $ F [X] siempre
es cerrado y discreto. Ahora veremos que F [X] no sÛlo es metacompacto sino que es,
de hecho, hereditariamente metacompacto.

ProposiciÛn 1.7 F [X] es hereditariamente metacompacto.

Dem. Sea S un subespacio de F [X], y sea UA una vecindad abierta de A 2 S.
Consideremos a la cubierta abierta de S

C = f[A;X] \ UA : A 2 Sg :

Notemos que C es un reÖnamiento de fUA : A 2 Sg. Veamos que C es punto Önita:
Sea B 2 S. Notemos que B 2 [A;X] si y sÛlo si A $ B. Como B 2 S $ F [X],

entonces B 2 F(X) y B es Önito, por lo cual tiene un n˙mero Önito de subconjuntos.
Por lo anterior, B pertenece a un n˙mero Önito de conjuntos de la forma [A;X] y a
un n˙mero Önito de elementos de C.

Una propiedad que es importante comprobar si tiene o no cualquier espacio
topolÛgico, es saber si para cada punto existe una base local numerable, es decir,
si es primero numerable. Para los espacios de Pixley-Roy, conocemos el siguiente
resultado:

ProposiciÛn 1.8 F [X] es primero numerable si y sÛlo si (X; &X) es primero nu-
merable.

Dem. Supongamos que F [X] es primero numerable. Sea x cualquier elemento de
X. Tenemos que fxg es elemento de F [X], que como es primero numerable sabemos
que existe una base Bfxg numerable para fxg en F [X], digamos que

Bfxg = f[fxg ;Wn] : n 2 Ng :

A continuaciÛn, consideremos

Bx = fWn : [fxg ;Wn] 2 Bfxg; n 2 Ng:

Veamos que Bx es base local (claramente es numerable) para x en X.
Sea U un conjunto abierto de X tal que x 2 U . Sabemos que [fxg ; U ] es un con-

junto abierto de F [X] que contiene a fxg, entonces existe N 2 N tal que [fxg ;WN ] $
[fxg ; U ], donde [x;WN ] es un elemento de Bfxg. Adem·s x 2 WN $ U , pues de no
ser asÌ existirÌa w en WN tal que w =2 U , sin embargo por un lado tendrÌamos que
x 2 fx;wg $ WN lo cual implica que fx;wg 2 [fxg ;WN ] $ [fxg ; U ] que a su vez
implica que fx;wg $ [fxg ; U ] ; es decir w 2 U ! Por lo tanto es cierto que WN $ U:
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Por lo anterior Bx es una base local numerable de x en X.
Ahora supongamos (X; &X) es primero numerable.
Sea F 2 F [X]. Sabemos que, para todo x 2 F existe una base local numerable

Bx de x en (X; &X).
Consideremos la colecciÛn

BF =
"#

F;
S

x2F
Ux

$
: Ux 2 Bx; x 2 F

%
:

La familia BF es numerable y ser· una base local para F .
Dado un abierto b·sico U tal que U $ F [X] , digamos U = [G; V ], tal que F 2 U ,

se tiene que G $ F $ V . Para todo x 2 F; existe Ux 2 Bx tal que x 2 Ux $ V . Por

lo tanto
S

x2F
Ux $ V y asÌ

#
F;
S

x2F
Ux

$
$ U .

Una parte importante de nuestro trabajo de tesis esta centrada en el estudio
de los llamados espacios de Moore. Dichos espacios est·n Ìntimamente relacionados
con los espacios mÈtricos, siendo estos ˙ltimos casos particulares de los espacios de
Moore. Diversos resultados interesantes relacionados con teoremas de metrizaciÛn
est·n apoyados en los espacios de Moore.
A continuaciÛn daremos la deÖniciÛn de espacio de Moore y daremos condiciones

necesarias y suÖcientes para identiÖcar cu·ndo F [X] resulta un espacio de Moore.
Dejaremos para el CapÌtulo 2 el estudio de propiedades m·s especÌÖcas de los espacios
de Moore en general.

DeÖniciÛn 1.9 Sean (X; &) un espacio topolÛgico, G una cubierta abierta de X y x
un punto de X. DeÖnimos la estrella de x respecto a la cubierta G como

st(x;G) =
S

G2G
fG : G \ fxg 6= ?g :

DeÖniciÛn 1.10 Sea (X; &) un espacio topolÛgico, lo llamaremos espacio de Moore
si y sÛlo si X es regular y existe un desarrollo para X, es decir, si existe una sucesiÛn
de cubiertas abiertas fGngn2N de X, de tal manera que para cada punto x, la familia
fst(x;Gn)gn2N es una base local para x.

ProposiciÛn 1.11 F [X] es un espacio de Moore si y sÛlo si X es primero numerable.

Dem. Si F [X] es un espacio de Moore, entonces tambiÈn es un espacio primero
numerable. Lo cual, de acuerdo a la ProposiciÛn 1.8, implica que X es primero nu-
merable.
Para la implicaciÛn contraria, veamos que si X es primero numerable, entonces

existe un desarrollo para F [X].
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Como X es primero numerable y T1, entonces F [X] es primero numerable y por
tanto para cada A 2 F(X) existe una base de vecindades decreciente BA = fUn(A) :
n 2 Ng de A en X. Para cada n 2 N deÖnimos:

Gn = f[A;Un(A)] : A 2 F [X]g :

Veamos que fGn : n 2 Ng es un desarrollo para F [X].
Sean B 2 F(X) y U una vecindad de B en F [X]. Existe un n(B) 2 N tal que

h
B;Un(B) (B)

i
$ U ;

lo anterior es debido a que BB es base local para B en X. Notemos que, dado que la
familia BB es decreciente, entonces para toda n > n(B), [B;Un (B)] $ U .
Como X es T1, para cada subconjunto propio no vacÌo C de B, existe un n(C) 2 N

tal que, si n 2 n(C), entonces B * Un (C). Sea m = m-axfn(C) : ? 6= C $ Bg. Se
sigue entonces que, para todo C ( B, B * Um (C) y adem·s [B;Um(B)] $ U .
Para terminar la demostraciÛn, basta demostrar que

st(B;Gm) = [B;Um(B)] :

Como

st(B;Gm) =
S
f[C;Um(C)] 2 Gm : [C;Um(C)] \ fBg 6= ?g :

Si B 2 [C;Um(C)], entonces C no puede ser un subconjunto propio de B, pues
si lo fuera, B * Um(C). En consecuencia C = B para todo [C;Um(C)] 2 Gm tal que
B 2 [C;Um(C)].
Por lo tanto

st(B;Gm) = [B;Um(B)] :

Como resultado directo del teorema anterior, dejaremos en claro, para futuras ref-
erencias que F [X] es espacio de Moore si y sÛlo si X es un espacio primero numerable
si y sÛlo si F [X] es primero numerable.
Otra clase muy importante de espacios son los llamados espacios semiestratiÖca-

bles. Dicha clase contiene a todos los espacios de Moore. En [2] se puede consultar un
estudio exhaustivo de los espacios semiestratiÖcables. Nosotros daremos su deÖniciÛn
y trataremos de caracterizar cu·ndo F [X] es un espacio semiestratiÖcable.

DeÖniciÛn 1.12 Un espacio topolÛgico (X; &) es un espacio semiestratiÖcable, si a
cada abierto U 2 & se le puede asignar una sucesiÛn fUngn2N de subconjuntos cerrados
de X tal que



CAPÕTULO 1. TOPOLOGÕA PIXLEY-ROY 10

i)
S

n2N
Un = U ; y

ii) siempre que U $ V (con V 2 &), Un $ Vn para toda n 2 N.
A la correspondencia U ! fUngn2N la llamaremos una semiestratiÖcaciÛn para el

espacio X.

Una observaciÛn importante es que si U ! fUngn2N es una semiestratiÖcaciÛn
para X, entonces al deÖnir ~Un =

S
m%n Um, logramos una nueva semiestratiÖcaciÛn

U ! f ~Ungn2N pero de tal manera que la familia f ~Ungn2N es creciente. Este hecho lo
usaremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.13 Una condiciÛn necesaria y suÖciente para que un espacio topolÛgico
(X; &) sea semiestratiÖcable es que exista una sucesiÛn de funciones fgngn2N, donde
gn : X ! & , tal que:
i)
T

n2N
gn(x) = fxg, para cualquier x 2 X.

ii) Si y 2 X y fxngn2N $ X es tal que y 2 gn(xn) para toda n 2 N, entonces
fxng ! y.

Dem. Sea U ! fUngn2N una semiestratiÖcaciÛn para X, en donde cada sucesiÛn
fUngn2N es creciente. Para cada n 2 N deÖnimos gn como gn(x) = X n (X n fxg)n.
Veamos que fgngn2N satisface i) y ii).
Para probar i) tenemos que

T

n2N
gn(x) =

T

n2N
(X n (X n fxg)n) = X n

S

n2N
(X n fxg)n = X n (X r fxg) = fxg:

Ahora veamos que se cumple ii). Sean y 2 X y fxngn2N $ X, con y 2 gn(xn)
para toda n 2 N. Dado U $ X abierto tal que y 2 U , existe N 2 N tal que y 2 UN ,
ya que U =

S

n2N
Un. Usando que la sucesiÛn fUngn2N es creciente, se sigue que y 2 Un

para toda n 2 N .
Si n 2 N y suponemos que xn =2 U , entonces ocurre que U $ X r fxng. Y por lo

tanto
Un $ (X n fxg)n = X n gn (xn) ;

pero esto no es posible ya que y 2 Un \ gn(xn). Concluimos asÌ que xn 2 U para toda
n 2 N , lo que prueba la convergencia de fxng hacia y.
RecÌprocamente, supongamos que tenemos una sucesiÛn fgngn2N que satisface las

condiciones i) y ii). Para cada n 2 N y para cada U abierto, sea

Un = X n
S
fgn(x) : x 2 X n Ug :

Veamos que U ! fUngn2N es una semiestratiÖcaciÛn. En efecto, Un es cerrado ya
que gn(x) es abierto para todo x 2 X.
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Probemos que
S

n2N
Un = U . Sea y 2

S

n2N
Un, entonces y 2 Un para alguna n 2 N.

Entonces, y 2 X n
S
fgn(x) : x 2 X n Ug, es decir, y =2 gn(x) para toda x 2 X n U .

Como y 2 gn (y), se sigue que y 2 U .
La demostraciÛn de la otra contenciÛn se har· por contrapuesta. Supongamos que

y =2
S

n2N
Un, es decir que, para cada n 2 N, y 2

S
fgn(x) : x 2 X n Ug. De manera

que, para cada n 2 N existe xn 2 X nU tal que y 2 gn(xn). La condiciÛn ii) nos dice
que la sucesiÛn fxngn2N converge a y. Pero fxngn2N $ X nU y Èste es un cerrado, de
modo que y 2 X n U .
En consecuencia U $

S

n2N
Un.

Finalmente, tomemos U , V abiertos en X tales que U $ V y demostremos que
Un $ Vn para todo n 2 N.
Sea z 2 Un, donde recordemos que

Un = X n
S
fgn(x) : x 2 X n Ug:

Tomemos x en X r V , como U es un subconjunto de V , entonces x pertenece a
X r U como x 2 Un entonces z no pertenece a gn(x). Por lo tanto, z no pertenece a
la uniÛn de todos los gn(x) tales que xr int(X r V ) por lo tanto, z =2 Vn.
Por lo tanto Un $ Vn para cada n 2 N. Y por lo tanto U ! fUngn2N es una

semiestratiÖcaciÛn para X.

A partir del Teorema 1.13 es muy sencillo veriÖcar que todo espacio de Moore es
semiestratiÖcable. En efecto, si X es un espacio de Moore con desarrollo fGngn2N,
entonces las funciones gn deÖnidas como

gn (x) = st(x;Gn)

satisfacen las condiciones del Teorema 1.13 y por lo tanto X es semiestratiÖcable.
Para veriÖcar que la sucesiÛn fgngn2N cumple con la condiciÛn ii) del Teorema 1.13,
es importante destacar que el desarrollo fGngn2N puede tomarse de tal manera que
cada cubierta Gn+1 sea un reÖnamiento de Gn. Dejamos los detalles de estos hechos
para el lector.

Para dar la caracterizaciÛn buscada sobre espacios semiestratiÖcables y el espacio
F [X] haremos uso de los conceptos de espacios perfectos y espacios con pseudocar·c-
ter numerable. Para ello, aquÌ recordamos sus deÖniciones.

DeÖniciÛn 1.14 Un espacio X es perfecto si todo subconjunto cerrado de X es un
conjunto G-. Un conjunto es G- si es una intersecciÛn numerable de conjuntos abier-
tos.

DeÖniciÛn 1.15 Un espacio tiene pseudocaracter numerable si para todo punto en
X, fxg es un conjunto G-.
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Adem·s del espacio F [X], podemos considerar los espacios Fn [X] como:

Fn [X] = fA 2 F [X] : jAj 5 ng :

a los cuales les podemos dar la topologÌa Pixley-Roy como subespacios de F [X].

Teorema 1.16 Las siguientes aÖrmaciones son equivalentes.
a) X tiene pseudocar·cter numerable.
b) F2 [X] tiene pseudocar·cter numerable.
c) F [X] tiene pseudocar·cter numerable.
d) F [X] es perfecto.
e) F [X] es semiestratiÖcable.
f) F [X] es uniÛn numerable de subespacios cerrados y discretos.

Dem. Demostraremos f)! e)! d)! c)! b)! a)! f).
f) ! e). Suponemos que F [X] es uniÛn numerable de subespacios cerrados y

discretos: F [X] =
S

n2N
Cn. Sea U un conjunto abierto de F [X], deÖnimos Un = U\Cn.

Demostremos que U ! fUngn2N es semiestratiÖcaciÛn.
Primero veamos que

S

n2N
Un = U :

S

n2N
Un =

S

n2N
(U \ Cn) = U \

)
S

n2N
Cn

*
= U \ F [X] = U:

Adem·s, Un es cerrado. Sea F 2 F [X] n Un, entonces F =2 U \ Cn
Caso 1. F 2 Cn. ExisteW abierto en F [X] tal queW \Cn = fFg por ser discreto.

AÖrmamos que W \ Un = ?, de lo contrario, W \ Cn \ U 6= ? y asÌ F 2 U lo cual
es una contradicciÛn.
Caso 2. F =2 Cn. Entonces, F 2 F [X] n Cn abierto en F [X]. AÖrmamos que

W = F [X] n Cn es tal que W \ Un = ?, pues

W \ Un = W \ U \ Cn = ? \ U = ?:

Con esto queda probado que cada Un es un conjunto cerrado.
Ahora veriÖquemos que si U , V son abiertos en F [X] tales que U $ V , entonces

Un $ Vn. Esto es inmediato ya que si U $ V , entonces U \ Cn $ V \ Cn, es decir,
Un $ Vn.

e) ! d). Supongamos que F [X] es semiestratiÖcable. Demostraremos que F [X]
es perfecto.
Tomemos una semiestratiÖcaciÛn U ! fUngn2N para F [X].
Sea C cerrado en F [X], entonces U = F [X] n C es un abierto. Como cada Un es

cerrado, F [X] n Un = An es abierto en F [X].
Adem·s se cumple que

T

n2N
An =

T

n2N
(F [X] n Un) = F [X] n

S

n2N
Un = F [X] n U = C:
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d) ! c): Suponemos que F [X] es perfecto. Demostraremos que F [X] tiene
pseudocar·cter numerable.
Como F [X] es perfecto y adem·s, los conjuntos unitarios son cerrados en F [X],

entonces fFg es un conjunto G- para todo F 2 F [X].
c) ! b). Suponemos que F [X] tiene pseudocar·cter numerable. Demostraremos

que F2 [X] tiene pseudocar·cter numerable.
Sea F 2 F2 [X], como F2 [X] $ F [X], entonces F 2 F [X]. De lo anterior se sigue

que fFg =
T

n2N
An en donde cada An $ F [X] es abierto de F [X].

Denotamos por On al elemento An \ F2 [X]. El conjunto On es abierto en F2 [X]
y fFg =

T

n2N
On.

b)! a). Suponemos que F2 [X] tiene pseudocar·cter numerable. Demostraremos
que X tiene pseudocar·cter numerable.
Sea x 2 X. Como fxg 2 F2 [X], entonces ffxgg =

T

n2N
An en donde cada An $

F2 [X] es abierto en F2 [X]. Como fxg 2 An para toda n 2 N, entonces existe un
abierto Un de X tal que [fxg; Un] \ F2 [X] $ An.
Ahora bien, si y 2

T
fUn : n 2 Ng, entonces fx; yg 2 An para toda n 2 N. De

donde
fx; yg 2

T

n2N
An = fxg:

Lo que prueba que fxg =
T

n2N
Un. Por lo tanto X tiene pseudocar·cter numerable.

a) ! f). Supongamos que X tiene pseudocar·cter numerable. Demostraremos
que F [X] es uniÛn numerable de subconjuntos cerrados y discretos.
Para cada n 2 N, sea

En = fF 2 F [X] : jF j = ng:

Notemos que En dotado con la topologÌa de subespacio resulta ser discreto pues si
U = [F;X] es tal que F 2 En, entonces En \ U = fFg. De no ser asÌ, exitir· G 6= F ,
G 2 U \ En tal que jF j = n = jGj y F $ G pero entonces F = G lo cual es una
contradicciÛn. En el caso de E1, es muy sencillo ver que adem·s es un conjunto cerrado.
Luego, para cada x 2 X tomemos una sucesiÛn decreciente de abiertos fUn(x)gn2N

tal que
T

n2N
Un(x) = fxg (lo cual es posible pues X tiene pseudocar·cter numerable).

Para cada F 2 F [X], sea kF el primer entero k tal que para cualesquiera x; y 2 F , si
x 6= y entonces, y =2 Uk(x) y x =2 Uk(y). Es posible deÖnir a la kF gracias a que F es
Önito.
DeÖnimos

Enk = fF 2 En : kF = kg para todo n 2 2 y k 2 1:

Ya que
F [X] = E1 [

[
fEnk : n 2 2 y k 2 1g
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sÛlo resta probar que cada Enk es cerrado en F [X].
Suponga T 2 F [X] n Enk con n 2 2 y k 2 1. Si jF j > nk, entonces [T;X] es una

vecindad de T que no intersecta a Enk . Ahora supongamos que jT j < nk, consideremos
el abierto

V =
[
fUk(t) : t 2 Tg:

Si [T; V ] contiene a un punto F de Enk , entonces T $ F $ V . Indexamos a T y F
como:

T = fx1; x2; :::; xmg $ F = fx1; x2; :::xm; xm+1; xm+2; :::; xng donde m = jT j :

Dado que m < n y F $ V , debe existir un xi 2 T tal que Uk(xi) contiene dos
elementos distintos de F , lo cual es imposible pues kF = k.
Por lo tanto [T; V ] \ Enk = ?. Lo que termina la prueba.

1.2. Funciones cardinales en F [X ]

Las funciones cardinales son importantes en el estudio de la topologÌa debido a
que son herramientas muy eÖcaces cuando se quiere determinar si un espacio tiene
propiedades que tienen que ver, entre otras cosas, con numerabilidad, como por ejem-
plo, ser separable, primero numerable, segundo numerable e incluso determinar la
cardinalidad del espacio en el que estamos trabajando.
Durante esta secciÛn, usaremos varias funciones cardinales cuya deÖniciÛn y al-

gunos resultados b·sicos sobre ellas se pueden consultar en el ApÈndice A de la tesis.
El objetivo de esta secciÛn es calcular el valor de las funciones cardinales m·s

tradicionales aplicadas al espacio F [X] buscando obtener resultados en funciÛn de
sus respectivos valores en X.

ProposiciÛn 1.17 Si A 2 F [X], entonces se cumple que:
a)  (A;F [X]) = m-axf (x;X) : x 2 Ag;

b) GX (A;F [X]) = X (A;F [X]) 5 m-axfX (x;X) : x 2 Ag:

Dem. a) Sea A = fx1; x2; :::; xng. Para cada i 2 f1; 2; :::; ng existe una pseudobase
local Ui de xi en X tal que jUij 5  (xi; X).
Sean

U =
"
U : 8i 2 f1; :::; ng9Ui 2 Ui tal que U =

nS

i=1

Ui

%
:

y B = f[A;U ] : U 2 Ug. Notemos que, claramente, A 2 V para todo V 2 B. Veri-
Öquemos ahora que

T
B = fAg para que B sea pseudobase.
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Dado D 2
T
B, se sigue que A $ D pues D 2 [A;U ] para todo U 2 U . Supong-

amos ahora que existe x 2 D r A, entonces x 6= xi para toda i 2 f1; :::; ng. Por lo
tanto, existe Ui 2 Ui tal que x =2 Ui. Sea U =

nS

i=1

Ui, entonces U 2 U y D 2 [A;U ], lo
cual implica que x 2 D $ U que es una contradicciÛn a la forma en que construimos
a U . Por lo anterior tenemos que

 (A;F [X]) 5 m-axf (x;X) : x 2 Ag:

Por otro lado, sea B una pseudobase local de A en F [X] formada por abiertos
b·sicos de la forma [A;U ] y sea x 2 A, consideremos:

U = fU n (A n fxg) : [A;U ] 2 Bg :

Veamos que U es una pseudobase para x en X.
Primero necesitamos ver que x 2 W para todo W 2 U . Como W es de la forma

U n (Anfxg), tal que [A;U ] 2 B, entonces x 2 A $ U y asÌ x 2 U y x 2 U n (Anfxg).
Por lo tanto x 2W para todo W 2 U .
Ahora veamos que

T
U = fxg. Llamemos:

V = fU $ X : [A;U ] 2 Bg :

Notemos que
T
V = A, ya que dado y 2

T
V se sigue que A $ A [ fyg $ U para

todo U 2 V, lo cual implica que A [ fyg 2
T
B = fAg pues B es pseudobase de A.

Entonces A [ fyg = A, es decir, y 2 A. Finalmente se sigue que:
\
U =

T

U2V
U n (A n fxg) =

-\
V
.
n (A n fxg) = A n (A n fxg) = fxg:

AsÌ tenemos tambiÈn que  (x;X) 5  (A;F [X]).
b) Primero, como toda base local es una G-base, est· implÌcito que

GX (A;F [X]) 5 X (A;F [X]) :

Para la otra desigualdad, sea B una G-base local de A en F [X]. Esto quiere decir que
para cada abierto V $ F [X] tal que A 2 V , existe W 2 B tal que W $ V , y los
elementos de B son abiertos no vacÌos pero no necesariamente contienen al punto A.
De manera que, para cada W 2 B podemos tomar un AW 2W . Adem·s como todos
los W son abiertos, existe un subconjunto abierto UW de X tal que [AW ; UW ] $ W .
Ahora deÖnamos

U = f[A;UW ] : W 2 B; A $ UWg :

Veamos que U es base local de A en F [X].
Notemos que A est· contenida en todos los elementos de U . Tomemos un subcon-

junto abierto b·sico canÛnico [A; V ] de F [X]. Como B es G-base, existe W 2 B tal
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queW $ [A; V ] y asÌ, [AW ; UW ] $ [A; V ]. Esto implica que se deben dar las siguientes
contenciones

A $ AW $ UW $ V:

Veamos que en efecto esto ocurre. Como AW 2 [AW ; UW ] $ [A; V ], entonces A $ AW .
Por otro lado, dado x 2 UW se sigue que

AW [ fxg 2 [AW ; UW ] $ [A; V ]:

De modo que AW [ fxg $ V , en particular x 2 V . Es decir, UW $ V .
De lo anterior se sigue que [A;UW ] 2 U y adem·s [A;UW ] $ [A; V ]. Por lo tanto

U es base local para A y es tal que jUj 5 jBj, lo que prueba que

X (A;F [X]) 5 GX (A;F [X]) :

Por ˙ltimo hay que demostrar

X (A;F [X]) 5 m-axfX (x;X) : x 2 Ag:

Sea A = fx1; x2; :::; xng. Para cada i 2 f1; 2; :::ng sea Ui una base local de xi en X
tal que jUij 5 X (xi; X). Sea

U =
"
U : 8i 2 f1; :::; ng9Ui 2 Ui tal que U =

nS

i=1

Ui

%
:

Consideremos B = f[A;U ] : U 2 Ug.Veamos que B es base local para A en F [X].
En primer lugar tenemos que A 2 W para todo W 2 B, pues W = [A;U ] con

U 2 U .
Ahora, tomemos una vecindad b·sica canÛnica [A; V ] de A en F [X]. Se tiene

entonces que V es vecindad abierta de xi para i 2 f1; 2; :::; ng. AsÌ existe Ui 2 Ui tal
que xi 2 Ui $ V . Consideremos U =

nS

i=1

Ui. Entonces [A;U ] $ [A; V ]. Por lo tanto B

es base local para A en F [X]. Como jBj 5 m-axfX (x;X) : i 2 f1; 2; :::; ngg, entonces
podemos concluir que

X (A;F [X]) 5 m-axfX (x;X) : x 2 Ag:

ProposiciÛn 1.18 Si x 2 X, se cumple que:
a) X (fxg;F [X]) = X (x;X); y
b) t(x;X) 5 t(fxg;F [X]):
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Dem. a) Por la ProposiciÛn 1.17 inciso b), tenemos que

X (A;F [X]) 5 m-axfX (x;X) : x 2 Ag:

AsÌ,
X (fxg;F [X]) 5 m-axfX (x;X) : x 2 fxgg = X (x;X):

Ahora, si V es una base local de fxg en F [X] tal que jVj 5 X (fxg ;F [X]) y donde
cada V 2 V es de la forma V = [fxg; U ], entonces podemos considerar a la familia

U = fU : [fxg; U ] 2 Vg :

Naturalmente ocurre que jUj = jVj. Veamos que U es base local de x 2 X.
Dado un abiertoW $ X tal que x 2W , existe U 2 U tal que [fxg; U ] $ [fxg;W ].

Y por lo tanto U $ W . Por lo tanto se cumple que

X (x;X) 5 X (fxg;F [X]):

b) Recordemos que la estrechez en un punto p 2 X est· deÖnida como

t(p;X) = m-1nfI : 8Y $ X tal que p 2 clXY; 9A $ Y con jAj 5 I y p 2 clXAg:

Sean H $ X, x 2 X nH tal que x 2 clXH. Consideremos:

H = F [H [ fxg] n ffxgg:

Notemos que fxg 2 clF [X] (H). Esto se da gracias a que x 2 clXH. En efecto, si
U $ X es abierto tal que x 2 U , entonces U \H 6= ;; tomando p 2 U \H se sigue
que fpg 2 [fxg; U ] \H. Es decir, fxg 2 clF [X] (H).
De manera que existeM$ H tal que jMj 5 t(fxg;F [X]) y fxg 2 clF [X] (M).
Sea M = (

S
M) n fxg. El conjunto M cumple que M $ H y jM j 5 jMj. Resta

veriÖcar que x 2 clX(M).
Para una vecindad V de x en X, como fxg 2 clF [X](M), existe A 2 [fxg; V ]\M.

Luego x 2 A $ V y A 2 M. Como A 6= fxg, tenemos que V \ M 6= ? y en
consecuencia x 2 clX(M). Con esto queda demostrado que

t(x;X) 5 t(fxg;F [X]):

ProposiciÛn 1.19 Si X es un espacio de Hausdor§ y A 2 F [X] se sigue que:

X (A;F [X]) = m-axfX (x;X) : x 2 Ag:
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Dem. Por la ProposiciÛn 1.17 inciso b) tenemos que

X (A;F [X]) 5 m-axfX (x;X) : x 2 Ag:

Supongamos que existe x 2 A tal que I = X (A;F [X]) < X (x;X). Sea U una base
de vecindades de A en F [X] con jUj 5 I. Podemos asumir que U es de la forma
U = f[A;U1] : N < Ig, donde U1 2 &X y A $ U1. Como X es Hausdor§, existe una
vecindad abierta U de x tal que (A n fxg) \ clX(U) = ?.
Como X (x;X) > I, la familia fU \ U1 : N < Ig no puede ser base local para x.

De manera que existe un abierto V $ X tal que x 2 V y U \ U1 * V para cada
N < I. SeaW = V [(X nclX(U)), entonces [A;W ] es vecindad abierta de A en F [X].
Tomando N < I tal que

[A;U1] $ [A;W ];
se sigue que U1 $ W y por lo tanto U \ U1 $ V , lo que no es posible.
Por lo tanto X (x;X) 5 X (A;F [X]) para cada x 2 A. Por lo tanto X (A;F [X]) =

m-axfX (x;X) : x 2 Ag.

ProposiciÛn 1.20 Para cualquier espacio inÖnito X, se tiene que

jF [X]j = jXj = nw (F [X]) = d (F [X]) = L (F [X]) = e (F [X]) :

Dem. Comenzaremos por demostrar la igualdad jF [X]j = jXj. Para cada n 2 N sea

Xn = fF $ X : jF j = ng:
Entonces F [X] =

S

n2N
Xn. Notemos que para cada n 2 N, Xn tiene cardinalidad a

lo m·s jXjn = jXj, por lo tanto jF [X]j 5 ! jXj = jXj pues X es inÖnito. Luego
jXj = jfxg : x 2 Xgj 5 jF [X]j, entonces jXj 5 jF [X]j. Por lo tanto jXj = jF [X]j
Ahora demostraremos que d (F [X]) = jXj. Notemos que d (F [X]) 5 jF [X]j =

jXj.
Si D es subconjunto denso de F [X], entonces D es cubierta de X. En efecto, dado

x 2 X, [fxg ; X] \ D 6= ;; tomando D 2 [fxg ; X] \ D se sigue que x 2 D $
S
D.

Adem·s, como X es inÖnito y T1, cualquier conjunto denso de X es inÖnito, lo que
implica que D es inÖnito.
Como X =

S
D, entonces

jXj =
///
[
D
/// 5

P

D2D
jDj = jDj :

La ˙ltima igualdad es gracias a que D es inÖnito y cada D 2 D es Önito. En conse-
cuencia jXj 5 d(F [X]). Con lo que queda probada la igualdad d (F [X]) = jXj.
Demostremos ahoara que L (F [X]) = jF [X]j.
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La desigualdad L (Y ) 5 jY j es muy clara para cualquier espacio inÖnito Y , puesto
que toda cubierta abierta de Y tiene una subcubierta de tamaÒo jY j. En particular
tenemos que

L (F [X]) 5 jF [X]j :
Por otro lado, sea

C = f[fxg ; X] : x 2 Xg :
La ˙nica subcubierta de C es ella misma, ya que para todo x 2 X, [fxg; X] es el ˙nico
elemento que contiene a fxg. Por lo tanto jF [X]j 5 L (F [X]).
Para demostrar las igualdades que faltan, veremos que jXj 5 e (F [X]). Para ello,

nos apoyamos en el subespacio M = ffxg : x 2 Xg $ F [X].
Es claro que jXj = jM j. Ahora notemos que M es cerrado en F [X], pues si

F 2 F [X] n M , entonces [F;X] \ M = ?. Adem·s M tambiÈn es discreto pues
[fxg; X] \M = fxg para toda x 2 X.
Por lo tanto,

jXj = jM j 5 e (F [X]) = supfjDj : D $ X y D es cerrado y discretog:

Las desigualdades

e (F [X]) 5 L (F [X]) 5 nw (F [X]) 5 jF [X]j :

se cumplen para cualquier espacio topolÛgico y est·n demostradas en el ApÈndice A,
con lo cual queda completa la prueba.

Teorema 1.21 Para cada espacio X, se cumple que:

X (F [X]) = GX (F [X]) = X (X) :

Dem. Ya sabemos que

X (A;F [X]) 5 m-axfX (x;X) : x 2 Ag:

De manera que X (A;F [X]) 5 X (X), para cualquier A 2 F [X]. Por lo anterior,

sup fX (A;F [X]) : A 2 F [X]g 5 X (X) :

Luego, sabemos que X (x;X) = X (fxg ;F [X]). Entonces,

supfX (x;X) : x 2 Xg = supfX (fxg ;F [X]) : x 2 Xg
5 supfX (A;F [X]) : A 2 F [X]g:

Entonces, X (X) 5 X (F [X]). Por lo tanto tenemos que

X (F [X]) = X (X) :

Y como GX (A;F [X]) = X (A;F [X]), entonces GX (F [X]) = X (F [X]).
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Teorema 1.22 Para cualquier espacio X, se cumple que

w (F [X]) = Gw (F [X]) = X (X) jXj :

Dem. Siempre se cumple que

w(F [X]) 5 X (F [X]) jF [X]j = X (X) jXj :

Adem·s, como jXj = d (F [X]) 5 Gw (F [X]) y X (X) = GX (F [X]) 5 Gw (F [X]),
se sigue que

X (X) jXj 5 Gw(F [X]);

y dado que siempre se cumple que Gw (F [X]) 5 w (F [X]), concluimos que

X (X) jXj 5 Gw (F [X]) 5 w (F [X]) 5 X (X) jXj :

Teorema 1.23 Para cualquier espacio X se cumple que

psw(F [X]) =  (F [X]) =  (X):

Dem. De acuerdo con la ProposiciÛn 1.17 a), podemos concluir que

 (F [X]) = sup f (A;F [X]) : A 2 F (X)g
= sup f (x;X) : x 2 A 2 F (X)g
= sup f (x;X) : x 2 Xg =  (X):

Resta probar que psw(F [X]) =  (F [X]).
Es conocido que para cualquier espacio Y ,  (Y ) 5 psw (Y ) (ver ApÈndice A).
Ahora comprobemos que

psw (F [X]) 5  (F [X]) :

Para cadaA 2 F [X], consideremos una pseudobase U (A), con jU (A)j 5  (F [X]).
Estas pseudobases pueden ser tomadas de la forma:

U (A) = f[A;U ] : U 2 & (A)g :

En donde & (A) es una familia de abiertos en X tal que j& (A)j 5  (F [X]).
Ahora deÖnimos

U =
S

A2F [X]
U (A) :
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Claramente, U es cubierta de F [X] y adem·s es separadora pues, para todo A 2
F [X], T

fV 2 U : A 2 V g $
T
U(A) = fAg:

Resta veriÖcar que, para cualquier A 2 F [X], ord(A;U) 5  (F [X]).
Por deÖniciÛn de U (A) ocurre que

fV 2 U : A 2 V g $
S
fU(S) : S 2 P (A) n f?gg :

Como A es Önito, P (A) es un conjunto Önito y asÌ fV 2 U : A 2 V g est·
expresado como la uniÛn Önita de conjuntos de tamaÒo menor o igual que  (F [X]).
Por lo tanto

jfV 2 U : A 2 V gj 5  (F [X]) :
En consecuencia

psw (F [X]) 5  (F [X]) :

Teorema 1.24 Para cada espacio X, se sigue que:

hd(X)hL(X) 5 c (F [X]) 5 nw(X):

Dem. Primero veamos que c (F [X]) 5 nw(X).
Sea V funa amilia celular enF [X] formada por abiertos b·sicos canÛnicos, digamos

V = f[A;U ] : A $ X;U 2 &Xg

y sea N una red en X tal que jN j 5 nw(X).
Dado [A;U ] 2 V, para cada a 2 A tomamos Ca;U 2 N tal que a 2 Ca;U $ U y

deÖnimos
C[A;U ] =

[
fCa;U : a 2 Ag :

Naturalmente, ocurre que A $ C[A;U ] $ U .
La familia C =

1
C[A;U ] : [A;U ] 2 V

2
satisface que jCj 5 jN j puesto que C est·

determinada por todos los subconjuntos Önitos de N .
Ahora veamos que la asignaciÛn [A;U ] 7! C[A;U ] es inyectiva. Esto probar· que

jVj 5 jCj.
Sean [A;U ] ; [B; V ] 2 V y supongamos que C[A;U ] = C[B;V ]. Por construcciÛn ten-

emos que
A $ C[A;U ] = C[B;V ] $ V:

AsÌ mismo
B $ C[B;V ] = C[A;U ] $ U:
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Se sigue entonces que
A [B 2 [A;U ] \ [B; V ] :

Dado que V es celular, concluimos que [A;U ] = [B; V ]. Por lo tanto, c (F [X]) 5
nw(X).
Falta ver que hd(X)hL(X) 5 c (F [X]).
Comenzaremos demostrando que hL(X) 5 c (F [X]). Supongamos que hL(X) >

& . Luego, existe un subespacio Y de X y una cubierta abierta G de Y , tales que
Y *

S
G 0 para cada subfamilia G 0 de G con jG 0j 5 & . Podemos suponer que cada

elemento de G es abierto en X.
Usando inducciÛn transÖnita, podemos construir una sucesiÛn de puntos fx1 :

N < &+g $ Y y una sucesiÛn de elementos en G, fG1 : N < &+g $ G tales que para
cada N < &+

x1 2 G1 n (
S
fG6 : T < Ng) :

Si T < N < &+, como x1 =2 G6, tenemos que:

[fx6g; G6] \ [fx1g; G1] = ?:

AsÌ, f[fx1g; G1] : N < &+g es una familia de conjuntos abiertos, ajenos dos a dos en
F [X]. Por lo tanto c (F [X]) 2 &+ y en consecuencia hL(X) 5 c (F [X]).
Finalmente probemos que hd(X) 5 c (F [X]). Sea Y $ X. Consideremos el sis-

tema U de todos los conjuntos de la forma [A;U ] donde A 2 F [Y ], U 2 &X con
A $ U . Sea B una familia maximal de elementos en U ajenos dos a dos. Sea

D = fA 2 F [Y ] : 9U 2 &X ([A;U ] 2 B)g :

Notemos que si A 2 D, entonces existe un ˙nico U 2 &X tal que [A;U ] 2 B, esto
porque B es una familia celular. De aquÌ podemos concluir que

jDj 5 jBj :

Hacemos D =
S
D. Se sigue que

jDj 5 jDj 5 jBj 5 c (F [X]) :

Si probamos que D es denso en Y , obtendremos que d(Y ) 5 c(F [X]), con lo que
habremos terminado la prueba. Suponiendo lo contrario, si x 2 Y n clX(D), existe
una vecindad abierta V $ X de x en X tal que V \D = ?. En consecuencia, ocurre
que [fxg; V ] \ [A;U ] = ? para cada [A;U ] 2 B. De donde, B [ f[fxg ; V ]g es familia
de elementos en U ajenos dos a dos, en contradicciÛn con la maximalidad de B. Por
lo tanto D es denso en Y . Con esto concluimos que hd(X) 5 c(F [X]).
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1.3. M·s propiedades de F [X ]

En esta secciÛn veremos algunos resultados m·s especializados sobre el espacio
F [X]. La motivaciÛn de esta secciÛn recae en la desigualdad obtenida en el Teorema
1.24, a saber,

hd(X)hL(X) 5 c (F [X]) :
Esta desigualdad nos dice en particular que si F [X] es ccc, entonces X debe ser
hereditariamente Lindelˆf y hereditariamente separable, lo cual no es poca cosa. Es
conocido que cualquier espacio separable o cualquier espacio hereditariamente Lin-
delˆf es un espacio ccc, sin embargo, la propiedad ccc difÌcilmente logra alcanzar a
est·s propiedades, de ahÌ la importancia de la desigualdad dada en el Teorema 1.24.
El espacio F [R] es un ejemplo de un espacio ccc que no es ni separable ni Lindelˆf.
Ahora bien, vamos a considerar dos propiedades, a las que podemos llamar cer-

canas, tanto a la propiedad de Lindelˆf como a la propiedad ccc, nos referimos a la
propiedades dÈbilmente Lindelˆf y la DCCC (discrete countable chain condition).
Es muy sencillo veriÖcar que cualquier espacio Lindelˆf o cualquier espacio ccc es dÈ-
bilmente Lindelˆf y DCCC. Nosotros demostraremos adem·s que cualquier espacio
dÈbilmente Lindelˆf y regular, debe ser DCCC.
Nuestro objetivo en esta secciÛn es ver cÛmo estas propiedades ìdÈbilesî, cuando

se las adjudicamos a F [X], inducen propiedades muy fuertes para X. En concreto,
lograremos demostrar que si F [X] es DCCC, entonces X debe ser hereditariamente
Lindelˆf y cada potencia Önita de X debe ser Lindelˆf. TambiÈn demostraremos que
si F [X] es dÈbilmente Lindelˆf, entonces X es hereditariamente Lindelˆf y cada
subespacio cerrado deX debe ser separable. Este resultado es muy cercano al Teorema
1.24 y podrÌa pensarse como ìcasi una mejoraî del teorema, al menos para el caso
numerable. Sin embargo, al dÌa de hoy, permanece como un problema abierto del
·rea determinar si el hecho de que F [X] sea dÈbilmente Lindelˆf implica que X sea
hereditariamente separable.

DeÖniciÛn 1.25 Una familia discreta C en un espacio topolÛgico X es una familia
de subconjuntos de X, ajenos dos a dos y que cumple que para todo x 2 X, existe V
vecindad de x tal que jV ^ Cj 5 1, en donde

V ^ C = fC 2 C : V \ C 6= ;g :

DeÖniciÛn 1.26 Un espacio X satisface la condiciÛn DCCC, si cada familia disc-
reta de subconjuntos abiertos no vacÌos de X es numerable.

El hecho de que toda familia discreta y abierta es una famila celular, nos muestra
que, en efecto, todo espacio ccc es DCCC. Un hecho un poco menos evidente es que
todo espacio Lindelˆf es DCCC.

ProposiciÛn 1.27 Si X es Lindelˆf, entonces X es DCCC.
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Dem. Sea C una familia discreta y abierta en X. Para cada C 2 C tomamos xC 2 C.
Si la familia C no fuera numerable, entonces el conjunto M = fxC : C 2 Cg serÌa
no numerable. Siendo X un espacio de Lindelˆf, se sigue que el conjunto M debe
tener un punto de acumulaciÛn x 2 X. Como X es T1, entonces toda vecindad de
x intersecta en una cantidad inÖnita de puntos a M , rompiendo asÌ la condiciÛn de
familia discreta para C.
Por lo tanto C es numerable. Lo que prueba que X es DCCC.

DeÖniciÛn 1.28 Una ! C cubierta es una cubierta abierta U de X, tal que X =2 U
y para cada subconjunto Önito F $ X, existe U 2 U tal que F $ U .

El siguiente lema ser· de vital importancia para nuestros objetivos. Omitiremos
su prueba, porque se escapa del alcance de esta tesis, sin embargo se puede consultar
en [15].

Lema 1.29 Toda potencia Önita de X es Lindelˆf si y sÛlo si toda !-cubierta de X
tiene una !-subcubierta numerable.

Lema 1.30 Sea U una familia abierta de X. Sea

V (U) = fF 2 F [X] : F $ U para alg˙n U 2 Ug :

Entonces V (U) es abierto y cerrado en F [X].

Dem. Si F 2 V (U), entonces F $ U para alg˙n U 2 U . AsÌ, [F;U ] $ V (U) con
[F;U ] abierto en F [X]. Por lo tanto V (U) es abierto en F [X].
Por otro lado, si F 2 F [X] n V (U), entonces [F;X] \ V (U) = ;, por lo tanto

F [X] n V (U) es abierto . Por lo tanto V (U) es cerrado en F [X].

Teorema 1.31 Si F [X] es DCCC, entonces se cumple lo siguiente:
1) X es hereditariamente Lindelˆf; y
2) para una cantidad Önita de abiertos U1; U2; :::; Un de X, U1 D U2 D ::: D Un es
Lindelˆf.

Dem. Para probar la parte 1) del teorema usaremos el Lema 1.29 para deducir que
X es Lindelˆf . Ya que tengamos que el espacio X es un espacio Lindelˆf, bastar·
con mostrar que todo subespacio abierto de X tambiÈn lo es para garantizar que X
es hereditariamente Lindelˆf.
1) Sea U = fU1 : N < Ig una !-cubierta abierta de X. Para cada N < I, sea

V1 = V (fU1g) n V (fU6 : T < Ng):
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Por el Lema 1.30, cada V1 es abierto y cerrado en F [X]. Dado F 2 F [X], si
tomamos

V = m-1nfN < I : F $ U1g;

el cual existe porque U es una !-cubierta, entonces F 2 V7. Lo que prueba que U =
fV1 : N < Ig es una cubierta de F [X]. M·s a˙n, V1 \V6 = ? si N < T < I. Es decir,
V es una cubierta de F [X] formada por elementos ajenos dos a dos y cada uno de
ellos es un conjunto abierto y cerrado en F [X]. Lo que implica que V es una familia
discreta de abiertos en F [X].
Dado que F [X] es DCCC, el conjunto 7 = fN < I : V1 6= ?g debe ser, a lo m·s,

numerable. Digamos que 7 = fNn : n 2 Ng.
Ahora veamos que fU1n : n 2 Ng es una !-cubierta deX. Sea F 2 F(X), entonces

existe n 2 N con F 2 V1n, lo cual implica que F $ U1n.
Hemos probado entonces que toda !-cubierta de X tiene una !-subcubierta nu-

merable. De acuerdo con el Lema 1.29, ya sabemos queX y todas sus potencias Önitas
son Lindelˆf.
Ahora veamos que cada subconjunto abierto deX es Lindelˆf. Sea U abierto enX.

Si probamos que F [U ] satisface la DCCC, de acuerdo a lo ya demostrado, podremos
concluir que U es Lindelˆf.
En efecto, sea CU una familia discreta de abiertos en F [U ] y no vacÌos. Siguiendo

la notaciÛn del Lema 1.29,
F [U ] = V (fUg)

y dado que U es abierto en X, tenemos que F [U ] es abierto y cerrado en F [X]. De
esta manera, cada C 2 CU , el cual es abierto en F [U ], es a su vez es abierto en F [X].
Por otro lado CU es familia celular en F [X], pues cada uno de sus elementos es un

conjunto abierto y son ajenos dos a dos. Adem·s, dada F 2 F [X]nF [U ], la vecindad
V = F [X] n F [U ] atestigua que jV ^ CU j 5 1 pues V \ CU = ?. Como CU ya era
discreta en F [U ], concluimos que CU es discreta en F [X] y por tanto numerable. En
consecuencia F [U ] es DCCC con lo cual concluimos la prueba de 1).
2) Sean U1; U2; :::; Un conjuntos abiertos en X. Como X es hereditariamente Lin-

delˆf, cada subconjunto abierto de X es un conjunto F8 de X. Por lo tanto U1DU2D
::: D Un es un subconjunto F8 del espacio de Lindelˆf Xn, asÌ U1 D U2 D ::: D Un es
Lindelˆf.

DeÖniciÛn 1.32 Un espacio X es dÈbilmente Lindelˆf si para toda cubierta abierta
U de X, existe una subfamilia numerable U0 $ U , tal que

S
U0 es denso en X.

De la deÖniciÛn resulta claro que todo espacio Lindelˆf es dÈbilmente Lindelˆf. En
el ApÈndice 1 damos una prueba de que todo espacio ccc es dÈbilmente Lindelˆf.

ProposiciÛn 1.33 Si X es regular y dÈbilmente Lindelˆf, entonces X es DCCC.
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Dem. Sea C una familia discreta de abiertos no vacÌos de X. Para cada C 2 C
tomamos xC 2 C. Ya que X es regular, existe un abierto UC de X tal que xC 2 UC $
clX (UC) $ C. Consideremos U = C [ fWg, donde W = X n

S
C2C clX (UC). Veamos

que W es abierto.
Sea x 2W . Sabemos que existe V $ X abierto, con x 2 V , tal que jV ^ Cj 5 1:
Si jV ^ Cj = 0, se tiene que V \

S
C2C clX (UC) = ;. Entonces V $ W .

Si jV ^ Cj = 1, se tiene que existe un ˙nico C 2 C tal que V \C 6= ;. Consideremos

V0 = V \X n clX (UC) :

Entonces x 2 V0 $ W . Por lo tanto W es abierto en X.
AsÌ, tenemos que U es una cubierta abierta para X. Como X es dÈbilmente Lin-

delˆf, existe U0 $ U , con U0 numerable y
S
U0 denso en X. Veamos que C $ U0.

Sea C 2 C. Sabemos que UC \
S
U0 6= ;, porque

S
U0 es denso en X. Entonces,

existe D 2 U0 tal que UC \D 6= ;. Por deÖniciÛn de U se tiene que D 2 C o D = W ,
sin embargo UC \W = ;, por lo tanto D 2 C. Dado que C es familia discreta, se sigue
que C = D, lo que implica que C 2 U0.
Por lo tanto C $ U0 y en consecuencia C es numerable.

Teorema 1.34 Si F [X] es dÈbilmente Lindelˆf, entonces X es hereditariamente Lin-
delˆf y todo subconjunto cerrado de X es separable. Si adem·s se tiene que t(X) = !,
entonces X es hereditariamente separable.

Dem. Como F [X] es Tychono§ y dÈbilmente Lindelˆf, F [X] es DCCC. Lo cual
implica que X es hereditariamente Lindelˆf.

Sea Y cerrado en X y consideremos la siguiente cubierta abierta de F [X]

f[fyg; X] : y 2 Y g [ f[F;X n Y ] : F 2 F [X] y F \ Y = ?g :

Tomemos un subconjunto numerable D $ Y y fFn : n 2 Ng $ F [X], con
Fn \ Y = ?, tales que la familia

U = f[fyg; X] : y 2 Dg [ f[Fn; X n Y ] : n 2 Ng

tiene uniÛn densa en F [X].
Demostraremos que D es denso en Y . Supongamos que existe un punto y 2

Y n clXD. Tomemos el conjunto abierto [fyg; G], donde G = X n clXD.
Como y 2 Y , [fyg; G]\ [Fn; X n Y ] = ? para toda n 2 N. De la densidad de

S
U ,

se sigue que existe d 2 D tal que

[fyg; G] \ [fdg; X] 6= ?;
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lo cual implica que d 2 G y esto no es posible. Por lo tanto D es denso en Y , es decir,
Y es separable.
Ahora supongamos adicionalmente que t(X) = ! y veamos que X es hereditaria-

mente separable.
Sea Y $ X, entonces clXY contiene un denso numerable D. Como t(X) = !, para

cada d 2 D podemos tomar Yd $ Y conjunto numerable tal que d 2 clXY . Se sigue
entonces que

S
fYd : d 2 Dg es denso numerable en Y .

Para Önalizar esta secciÛn y este capÌtulo, demostraremos un resultado acerca de
la metrizabilidad de F [X] cuando Èste es DCCC. Para ello, har· falta recordar el
concepto de espacio colectivamente normal.

DeÖniciÛn 1.35 Un espacio (X; &) es colectivamente normal si para cualquier fa-
milia discreta de cerrados C = fC1 : N 2 Jg existe una familia discreta de abiertos
U = fU1 : N 2 Jg, tal que para cada N 2 J , C1 $ U1.

Es conocido que cualquier espacio regular y Lindelˆf es colectivamente normal,
m·s a˙n, cualquier espacio para compacto Hausdor§ es colectivamente normal y todo
espacio regular y Lindelˆf es para compacto (ver [6]).
El hecho de que todo espacio paracompacto Hausdor§ es colectivamente normal,

tambiÈn implica que todo espacio metrizable es un espacio colectivamente normal,
puesto que todo espacio metrizable es paracompacto (ver [6]). Como ya se habÌa
mencionado en esta tesis (aunque no demostrado a˙n), todo espacio metrizable tam-
biÈn es un espacio de Moore. Motivados en estos dos hechos, surge uno de los teoremas
de metrizaciÛn m·s importantes conocido como el Criterio de metrizaciÛn de Bing:

Teorema 1.36 Si X es un espacio de Moore y es colectivamente normal, entonces
X es metrizable.

Apoyados de este poderoso teorema (cuya prueba puede consultarse en [6]) demostraremos
que, para un espacio compacto Hausdor§ X, F [X] es metrizable y DCCC si y sÛlo
si X es numerable. Antes de esto necesitamos un sencillo lema.

Lema 1.37 Si X es metrizable y DCCC; entonces e(X) 5 !.

Dem. Sea D $ X un subconjunto cerrado y discreto, entonces C = ffdg : d 2 Dg
es una familia discreta de cerrados en X. Como X es metrizable, entonces X es
colectivamente normal, lo cual implica que existe una familia discreta de abiertos
U = fUd : d 2 Dg tal que para toda d 2 D, d 2 Ud. Al ser X un espacio DCCC,
se sigue que U es numerable. Y por lo tanto D es numerable. Lo que prueba que
e(X) 5 !.
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ProposiciÛn 1.38 Si X es compacto y Hausdor§, entonces F [X] es metrizable
DCCC si y sÛlo si X es numerable.

Dem. Sea X compacto y Hausdor§. Naturalmente, si X es Önito, el resultado es
inmediato. AsÌ que podemos suponer que X es inÖnito.
Supongamos primero que F [X] es metrizable y DCCC. Demostraremos que X

es numerable. De acuerdo al Lema 1.37, tenemos que e(F [X]) = !. Pero por la
ProposiciÛn 1.20, sabemos que e (F [X]) = jXj. Por lo tanto X es numerable. Vale
la pena recalcar que en esta implicaciÛn, no hace falta saber que X es compacto
Hausdor§.
Ahora supongamos que X es numerable. Por la ProposiciÛn 1.20, sabemos que

jF [X]j = jXj. De manera que F [X] es numerable y por tanto Lindelˆf. Como ya
vimos en la ProposiciÛn 1.27, todo Lindelˆf es DCCC. Por lo tanto F [X] es DCCC.
Ahora veamos que F [X] es metrizable. En el ApÈndice A est· demostrado que

para un espacio Hausdor§ Y ocurre que  (Y ) 5 hL (Y ). Si adem·s el espacio Y
es compacto, entonces  (Y ) = X (Y ). Ahora bien, por hipÛtesis X es compacto,
Hausdor§ y numerable, esto implica que hL (X) = ! y que por lo tanto X es primero
numerable. En consecuencia, F [X] es un espacio de Moore. Dado que F [X] tambiÈn
es Lindelˆf y Tychono§, concluimos que F [X] es colectivamente normal. De acuerdo
con el Teorema 1.36, obtenemos que F [X] es metrizable.

En la prueba de la ProposiciÛn 1.38 queda claro que podemos cambiar la condiciÛn
de compacidad en X por la condiciÛn de X espacio primero numerable y el resultado
sigue siendo v·lido. Sin embargo, es necesario asegurar de alguna manera que X es
primero numerable, pues de otra forma F [X] no ser· de Moore y por tanto no puede
ser metrizable. Como ejemplo tenemos el espacioX = ![fpg, donde p 2 T!n! yX es
considerado como subespacio de T!. El espacio X es Hausdor§ (de hecho Tychono§),
numerable pero no es primero numerable, por lo tanto F [X] no es metrizable (aunque
sÌ es DCCC).



CapÌtulo 2

Espacios de Moore

En este capÌtulo estudiaremos a los espacios de Moore mostrando algunas de sus
propiedades m·s elementales. Nos interesa en particular mostrar que todo espacio
metrizable es un espacio de Moore pero que, naturalmente, no todo espacio de Moore
es un espacio metrizable la relaciÛn que guardan los espacios de Moore con los espa-
cios metrizables. Presentaremos el concepto de espacio Moore completo tratando de
exhibir su cercanÌa con los espacios completamente metrizables. Daremos una impor-
tante caracterizaciÛn de los espacios Moore completos en tÈrminos de su compactaciÛn
de Wallman.

2.1. Propiedades b·sicas de los espacios de Moore

Comenzaremos esta secciÛn, recordando la deÖniciÛn de espacio de Moore men-
cionada en el CapÌtulo 1.

DeÖniciÛn 2.1 Sea (X; &) un espacio topolÛgico. Diremos que X es un espacio de
Moore si y sÛlo si X es regular y existe un desarrollo para X, es decir, si existe una
sucesiÛn de cubiertas abiertas fGng de X, de tal manera que para cada punto x, la
familia fst(x;Gn)gn2N es una base local para x.

A partir de la deÖniciÛn de espacio de Moore es posible deducir de manera muy
sencilla algunas de sus propiedades. Por ejemplo, es claro que todo espacio de Moore
le hereda esta propiedad a todos sus subespacios. TambiÈn es muy evidente que todo
espacio de Moore es autom·ticamente un espacio primero numerable.

ProposiciÛn 2.2 Si X es un espacio de Moore y Y $ X es un subespacio, entonces
Y es un subespacio de Moore.

ProposiciÛn 2.3 Si X es un espacio de Moore, entonces X es primero numerable.

Como ya hemos mencionado, los espacios metrizables son un caso particular de
los espacios de Moore y a continuaciÛn daremos la prueba de esta aÖrmaciÛn.

29
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ProposiciÛn 2.4 Si X es metrizable, entonces X es un espacio de Moore.

Dem. Supongamos que X es un espacio metrizable por una mÈtrica d, eso implica
en particular que X es regular. Veamos que existe un desarrollo para X. Sea

Gn = fB (x; 1=n) : x 2 Xg

en donde B (x; 1=n) denota a la bola centrada en x y de radio 1=n. La famlia Gn
claramente es cubierta abierta para X. Notemos que, para cada n 2 N,

st (x;Gn) =
S
fA 2 Gn : A \ fxg 6= ?g =

[
fB(y; 1=n) : d(x; y) < 1=ng :

Ahora, veamos que la familia fst (x;Gn)gn2N es una base local para x en X. Sea
U un subconjunto abierto de X tal que x 2 U . Como las bolas son b·sicos, existe
un n 2 N tal que B (x; 1=n) $ U . Mostraremos que st (x;G2n) $ B (x; 1=n). Dado
z 2 st (x;G2n), z 2 B (y; 1=2n) para alg˙n y 2 X tal que d(y; x) < 1=2n. De la
desigualdad del tri·ngulo se sigue

d(x; z) < d (x; y) + d (y; z) <
1

n
:

Por lo tanto, z 2 B (x; 1=n). Lo que prueba que st (x;G2n) $ B (x; 1=n) $ U . AsÌ
concluimos que fst (x;Gn)gn2N es base local para x en el espacio X. Por lo tanto, X
es un espacio de Moore.

Con la ProposiciÛn 2.4 obtenemos en particular que todo espacio discreto es un
espacio de Moore. Dado que todo espacio topolÛgico es imagen continua de un espacio
discreto, se sigue que la propiedad de Moore no es preservada bajo im·genes continuas.
Como ya hemos anunciado, no todo espacio de Moore es un espacio metrizable.

Un ejemplo de ello es el plano de Moore.

Ejemplo 2.5 Sea 7 = f(x; y) 2 R2 : y 2 0g. Denotemos al conjunto de los puntos del
eje X como 70 = f(x; 0) : x 2 Rg. TambiÈn denotemos por de a la mÈtrica euclidiana
para R2.
(1) Para cada z = (a; b) 2 7 n 70 y r > 0 deÖnimos:

D(z; r) = 7 \
1
(x; y) 2 R2 : de ((a; b) ; (x; y)) < r

2
:

(2) Para cada z = (a; 0) 2 70 y r > 0 deÖnimos:

C (z; r) = fzg [
1
(x; y) 2 R2 : de ((a; r) ; (x; y)) < r

2
:

La familia

B = fD(z; r) : z 2 7 n 70; r > 0gg [ fC(z; r) : z 2 70; r > 0g

es base para una topologÌa en 7. Al espacio (7; &B) se le conoce como el plano de
Moore.
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Es conocido que el plano de Moore es un espacio Tychono§ pero no normal (la
prueba se puede consultar en [1]) y por lo tanto no puede ser metrizable.
Vale la pena destacar que el conjunto (QDQ)\7 es denso en 7 y en consecuencia

7 es un espacio separable. Adem·s, el subespacio 70 es claramente cerrado, discreto
y de cardinalidad 2!. Gracias a estos dos hechos y como consecuencia del Lema de
Jones, se concluye que el plano de Moore no es un espacio normal. Ahora bien, a
partir de estos dos hechos tambiÈn es posible dar un argumento directo de por quÈ
7 no puede ser metrizable. En efecto, si 7 fuera metrizable, 70 deberÌa heredar la
separabilidad de 7, lo cual no ocurre.
Ahora probemos que 7 es un espacio de Moore.

ProposiciÛn 2.6 El plano de Moore es un espacio de Moore.

Dem. Ya mencionamos que 7 es un espacio Tychono§ y por tanto regular. Nos falta
exhibir un desarrollo para 7. Para cada n 2 N consideremos los siguientes conjuntos
On = fC (z; 1=n) : z 2 70g y

Pn = fD (z; 1=n) : z 2 7 n 70 y D (z; 1=n) \ 70 = ;g :

DeÖnimos Gn = On [Pn. Veamos que fGn : n 2 Ng es el desarrollo para 7. Comence-
mos mostrando que cada Gn es una cubierta para 7. Es claro que 70 $

S
On. Si

z = (a; b) 2 7 n 70 y z =2
S
Pn, entonces D (z; 1=n) \ 70 6= ;. Ahora bien, si

D (z; 1=n) \ 70 6= ;, entonces necesariamente ocurre que 0 < b < 1=n. De donde

de ((a; 1=n) ; (a; b)) =
1

n
C b <

1

n

es decir, z 2 C ((a; 0) ; 1=n) $
S
On.

Ahora veamos que fst(z;Gn)gn2N forma una base local para cada z 2 7. Sea
z0 2 70. Tomemos una vecindad b·sica canÛnica C (z0; r) para z0. Notemos que, por
deÖniciÛn de C (z; r), si z0 2 C (z; r), entonces z = z0 (y esto ocurre para cualquier
r > 0). Por otro lado, si D (z; 1=n) 2 Pn, entonces z0 =2 D (z; 1=n) puesto que
D (z; 1=n) \ 70 = ;. De este modo tenemos que st (z0;Gn) = C (z0; 1=n). Tomando
n 2 N tal que 1=n < r, se sigue que st (z0;Gn) $ C (z0; r). Por lo tanto, fst(z0;Gn)gn2N
es base local en 7 para z0.
Sea z 2 7 n 70. Tomemos una vecindad b·sica D (z; r)de z. Podemos suponer que

D (z; r) \ 70 = ;. Bajo este supuesto, el conjunto D (z; r) es simplemente B (z; r).
Notemos que siN 2 N es tal que 1=N < r=2, entonces para toda n 2 N , z =2

S
On;

en caso contrario, ocurrirÌa que D (z; r) \ 70 6= ;, en contradicciÛn con la elecciÛn de
r. Esto prueba que, para toda n 2 N

st (z;Gn) $
[
Pn:

Lo anterior nos permite proceder de manera an·loga a lo realizado en la ProposiciÛn
2.4 y concluir que, para toda n 2 N

st (z;G2n) $ B (z; 1=n) :
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En particular ocurre que

st (z;G2N) $ B (z; 1=N) $ B (z; r) = D (z; r) ;

lo que prueba que fst(z;Gn)gn2N es base local en 7 para z.
Por lo tanto 7 es un espacio de Moore.

Aunque el plano de Moore nos da un ejemplo de un espacio de Moore (separable)
y no metrizable, parece dejar cierta insatisfacciÛn por el hecho de no ser un espacio
normal y que esa sea la razÛn por la cual no es un espacio metrizable. Sin embargo, por
decepcionante que pudiera parecer la no normalidad, no se trata de un hecho menor.
Y es que, aunque los ejemplos de espacios de Moore no metrizables abundan, todos
los ejemplos ìrealesî que se conocen, son espacios que no alcanzan a ser normales. Lo
anterior motivÛ una de las conjeturas m·s importantes en la TopologÌa General: Todo
espacio de Moore normal es metrizable. Conjetura que tuvo trabajando ·rduamente a
la comunidad matem·tica durante casi cincuenta aÒos, con resultados verdaderamente
sorprendentes.
En 1937, Jones (quien fuera alumno del propio Moore) demuestra que, bajo la

hipÛtesis de 2! < 2!1, todo espacio de Moore, separable y normal debe ser metrizable.
En 1967, Silver construye, bajo el axioma de Martin y la negaciÛn de la hipÛtesis

del continuo, un espacio de Moore normal que no es metrizable.
Finalmente, en 1980, apoyado en los trabajos de Kunen, Nykos demuestra que la

consistencia de la existencia de un cardinal fuertemente compacto, implica la consis-
tencia de que todo espacio de Moore normal es metrizable.

2.2. Espacios de Moore completos

Motivados en la estrecha cercanÌa que guardan los espacios metrizables con los
espacios de Moore, se crea el concepto de espacio Moore completo, esperando obtener
una generalizaciÛn de los espacios completamente metrizables.

µCech demostrÛ que cualquier espacio metrizable X es completamente metrizable
si y sÛlo si X se puede encajar como un subconjunto G- en su compactaciÛn de
Stone-µCech. Lo cual, como veremos, es equivalente a que X se pueda encajar como
un subconjunto G- de alg˙n espacio compacto Hausdor§. Uno de los objetivos de
esta secciÛn es demostrar que el resultado anterior puede ser extendido a espacios de
Moore. Utilizaremos esta caracterizaciÛn para demostrar que todo espacio de Moore
completo y metrizable es completamente metrizable.
Para comenzar veamos los conceptos de espacio de Moore completo y el de espacio

regularmente encajado.

DeÖniciÛn 2.7 Un espacio de Moore es completo respecto a un desarrollo fGngn2N
si, para cada sucesiÛn fAngn2N decreciente de conjuntos cerrados y no vacÌos, con la
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propiedad de que para cada n 2 N, existe Gn 2 Gn tal que An $ Gn, se cumple queT
n2NAn 6= ?.

Diremos que un espacio X es Moore completo si existe un desarrollo respecto al cual
X es completo.

DeÖniciÛn 2.8 Un subespacio X de un espacio topolÛgico Y est· regularmente en-
cajado en Y si para cada p 2 X y cada U $ Y abierto en Y tal que p 2 U , existe un
subconjunto V $ Y abierto en Y y tal que p 2 V $ clY V $ U .

Notemos que cualquier subespacio de un espacio regular, est· regularmente en-
cajado en este. TambiÈn hay que notar que si X est· regularmente encajado en Y ,
entonces X debe ser un espacio regular, a˙n cuando Y no lo sea.
Una caracterÌstica que comparten los espacios Moore completos respecto a los

espacios completamente metrizables, es el hecho de que ambas son propiedades que
se heredan a cerrados.

ProposiciÛn 2.9 Si X es un espacio Moore completo y Y $ X es un subespacio
cerrado de X, entonces Y es Moore completo.

Dem. Sea X un espacio de Moore completo y sea Y un subespacio cerrado de X.
Consideremos fGn : n 2 Ng la sucesiÛn de cubiertas respecto a la cual X es completo.
Luego, para cada n 2 N, Hn = fG\ Y : G 2 Gng es una cubierta abierta para Y y la
sucesiÛn fHn : n 2 Ng es un desarrollo para Y .
AÖrmamos que Y es completo respecto al desarrollo fHn : n 2 Ng. Como Y es

cerrado en X, entonces toda sucesiÛn de cerrados en Y , es una sucesiÛn de cerrados en
X. Supongamos, que fAngn2N es una sucesiÛn decreciente de subconjuntos cerrados
de Y , tal que para todo n 2 N, existe Hn 2 Hn tal que An $ Hn. Por deÖniciÛn
de Hn se sigue que Hn $ Gn para alg˙n Gn 2 Gn. Como X es completo respecto a
fGn : n 2 Ng ; entonces, por la completez de X ,se sigue que

T
n2NAn 6= ?. Por lo

tanto Y es Moore completo.

En general la propiedad Moore completo no se hereda a cualquier tipo de sube-
spacios. M·s adelante tendremos la herramienta para mostrar un ejemplo de un sube-
spacio de un Moore completo que no es Moore completo.
A continuaciÛn damos un importante teorema que nos da condiciones suÖcientes

para identiÖcar cu·ndo un espacio de Moore es completo.

Teorema 2.10 Sea X un espacio de Moore. Si existe un espacio compacto Y en el
cual X est· regularmente encajado y para el cual X es un subconjunto G-, entonces
X es un espacio de Moore completo.

Dem. Sea fGngn2N un desarrollo paraX y sea fPngn2N una sucesiÛn de subconjuntos
abiertos de Y tal que X =

T
n2N Pn. Para cada n 2 N y cada x 2 X, sea Gn(x) un
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subconjunto abierto de Y que contiene a x tal que Gn(x)\X 2 Gn. Para cada x 2 X,
sea fHn(x)gn2N una sucesiÛn de subconjuntos abiertos de Y , cada uno de los cuales
contiene a x, tales que para cada n 2 N se cumpla que

clY (Hn(x)) $ Gn(x) \ Pn y Hn+1(x) $ Hn(x):

Sea
Hn = fHn(x) \X : x 2 Xg:

ComoHn+1 reÖna aHn y a su vezHn reÖna a Gn, la sucesiÛn fHngn2N es un desarrollo
para X.
Veamos que X es completo respecto al desarrollo fHngn2N.
Sea fAngn2N una sucesiÛn decreciente de subconjuntos cerrados no vacÌos de X

tales que, para cada n 2 N, hay un H 0
n 2 Hn tal que An $ H 0

n. Por la compacidad
del espacio Y , la sucesiÛn fclY (An)gn2N es una sucesiÛn decreciente de conjuntos
compactos no vacÌos y por lo tanto

T
n2N clY (An) 6= ?.

Ahora bien, para cada n 2 N, tenemos que clY (An) $ clY (H
0
n) $ Pn. Lo cual

implica que \

n2N

clY (An) $
\

n2N

Pn = X:

De donde
\

n2N

clY (An) = X \
\

n2N

clY (An) =
\

n2N

(clY (An) \X) =
\

n2N

An:

En consecuencia
T
n2N clY (An) 6= ?. Por lo tanto,X es completo respecto al desarrollo

fHngn2N.

Es importante destacar que, en el Teorema 2.10, al compacto Y en el cual X est·
regularmente encajado, no se le est· pidiendo ning˙n axioma de separaciÛn m·s fuerte
que T1, el cual es el axioma de separaciÛn con el que hemos estado trabajando a lo
largo de la tesis.

Teorema 2.11 Un espacio de Moore completo es un subconjunto G- de todo espacio
T1 en el cual es denso y est· regularmente encajado.

Dem. Sea X un espacio de Moore el cual es completo respecto al desarrollo fGngn2N.
Supongamos que X es denso en Y y est· regularmente encajado en Y . Debemos
mostrar que X es un subconjunto G- de Y , es decir que existe una suceciÛn fPngn2N
de subconjuntos abiertos de Y tal que X =

T
n2N Pn.

Para cada n 2 N y para cada punto x 2 X, sea Gn(x) un conjunto abierto en Y
tal que x 2 Gn(x) \ X 2 Gn y sea Hn(x) $ Y abierto en Y con x 2 Hn(x) tal que
clY (Hn(x)) $ Gn(x). Para cada n 2 N, sea

Pn =
[
fHn(x) : x 2 Xg :
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Es evidente que X $
T
n2N Pn. Sea p 2 Y nX y supongamos que p 2

T
n2N Pn. Para

cada i 2 N, existe xi 2 X tal que p 2 Hi(xi). Para cada n 2 N, sea

An =

)
nT

i=1

clY (Hi (xi))

*
\X:

Veamos que cada An es distinto del vacÌo. Claramente

? 6= Hi(xi) $ clY (Hi(xi)):

Adem·s,
nT

i=1

Hi(xi) $
nT

i=1

clY (Hi(xi)):

Como
nT

i=1

Hi(xi) es abierto en Y y X es denso en Y , entonces

? 6=
)

nT

i=1

Hi(xi)

*
\X $

)
nT

i=1

clY (Hi (xi))

*
\X:

Por lo tanto An 6= ?. AsÌ, fAngn2N es una sucesiÛn decreciente de subconjuntos
cerrados y distintos del vacÌo enX tales que, para cada n 2 N, An $ Gn(xn). ComoX
es completo respecto al desarrollo fGign2N, hay un punto q en com˙n a todos los An.
Como Y es T1, existe V subconjunto abierto de Y tal que q 2 V y p =2 V ; m·s a˙n,
como X est· regularmente encajado en Y y q es un elemento de X, entonces existe un
subconjunto abierto U de Y tal que q 2 U $ clY (U) $ V; y asÌ q 2 U y p =2 clY (U).
Como fGign2N es un desarrollo para X, existe k 2 N tal que, st (q;Gk) $ U \X. Por
la deÖniciÛn de Ak, concluimos que

q 2 clY (Hk (xk)) $ Gk(xk):

Esto nos indica que Gk(xk) $ st (q;Gk) y asÌ obtenemos que

Hk (xk) $ clY (Hk (xk)) $ Gk(xk) $ U:

Por lo tanto, p =2 Hk(xk), lo cual contradice la elecciÛn de xk 2 X. Esto prueba queT
n2N Pn $ X. Y en consecuencia X es un conjunto G- de Y .

Est· claro que cualquier espacio Tychono§ es denso y adem·s, est· regularmente
encajado en su compactaciÛn de Stone-µCech, por lo cual, los teoremas anteriores
tienen el siguiente corolario.

Corolario 2.12 Un espacio de Moore y Tychono§ X, es Moore completo si y sÛlo
si existe un espacio compacto y Hausdor§ Y , que contiene a X y para el cual X es
subespacio G-.
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Dem. Supongamos que X es Moore completo. El espacio TX satisface que es com-
pacto, Hausdor§ y X est· densa y regularmente encajado en Èl. Por el Teorema 2.11,
concluimos que X es subespacio G- de TX.
El recÌproco es inmediato del Teorema 2.10 y recordando que X est· regularmente

encajado en cualquier extensiÛn regular.

Como se mencionÛ al inicio de esta secciÛn, µCech demuestra el siguiente teorema
(cuya prueba puede consultarse en [17]).

Teorema 2.13 (µCech) Si X metrizable, entonces X es completamente metrizable si
y sÛlo si X es un subconjunto G- de TX.

A continuaciÛn demostraremos un teorema que permite dar una generalizaciÛn del
teorema de µCech. Para ello deberemos echar mano de un lema tÈcnico.
Recordemos que una funciÛn f : X ! Y es llamada perfecta si es una funciÛn

cerrada y cada Öbra f,1 [fyg] es un conjunto compacto en X.

Lema 2.14 Sean X y Y espacios Hausdor§ y f : X ! Y continua. Si S $ X es
denso y f !S: S ! f [S] es perfecta, entonces

f [X n S] $ Y n f [S]:

Dem. Supongamos que existe x 2 X n S tal que f(x) 2 f [S]. Consideremos al
subespacio Z = fxg [ S. El conjunto S es denso en Z pues S es denso en X. Como
f !S: S ! f [S] es perfecta y f(x) 2 f [S], tenemos que K = f,1[ff(x)g] \ S es
compacto en S.
Dado que x =2 K y Z es Hausdor§, existe un subconjunto abierto U de Z tal que

K $ U y x =2 clZ(U).
Notemos que

Z = clZ(S) = clZ((S \ U) [ (S n U))
= clZ(S \ U) [ clZ(S n U)
$ clZ(U) [ clZ(S n U):

Por lo anterior,
Z = clZ(U) [ clZ(S n U):

Como x =2 clZ(U), entonces x 2 clZ(S n U).
Por la continuidad de f !Z : Z ! f [S], se sigue que

f [clz(S n U)] $ clf [S]f [S n U ] :
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Como f !S: S C! f [S] es cerrada y S nU es cerrado en S, f [S nU ] es cerrado de
f [S]. De manera que la contenciÛn anterior es equivalente a

f [clz(S n U)] $ f [S n U ] :

Finalmente, dado que x 2 clZ(SnU), entonces f(x) 2 f [S n U ]. Tomando p 2 SnU
tal que f(p) = f(x), se tiene que

p 2 f,1 [ff(x)g] \ S = K $ U

y esto es absurdo.
Por lo tanto ocurre que

f [S n U ] $ Y n f [S]:

Teorema 2.15 Sea X un espacio de Tychono§. Si existe una compactaciÛn Haus-
dor§ K de X tal que X es subconjunto G- de K, entonces X es un subconjunto G-
de TX.

Dem. Recordando que TX es la compactaciÛn Hausdor§ m·s grande de X. Se tiene
que existe una funciÛn continua f : TX C! K tal que

f !X= idX :

Notemos que f !X : X C! f [X] es perfecta pues f !X= idX .
Aplicando el Lema 2.14 a f y usando que la restricciÛn de f a X es perfecta,

podemos concluir que
f [TX nX] $ K n f [X]:

La densidad de X en K y la compacidad de TX nos permiten concluir que f es
sobre, ya que

K = clK (X) = clKf [X] $ clKf [TX] = f [TX] :

Por lo tanto tenemos que
f [TX nX] = K nX:

De la igualdad anterior y gracias a que f !X= idX , podemos concluir que

TX nX = f,1[K nX]:

Finalmente, por hipÛtesis, X es un conjunto G- de K y por tanto K n X es un
conjunto F8 de K. Esto quiere decir que

K nX =
[

n2N

Fn
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en donde cada Fn $ K es cerrado en K. Por la continuidad de f se sigue que TX es
un conjunto F8 de TX ya que

TX nX = f,1[K nX] =
[

n2N

f,1[Fn]:

Por lo tanto X es G- en TX.

Del teorema de µCech y el Teorema 2.15, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.16 Si X metrizable, entonces X es completamente metrizable si y sÛlo
si X se puede encajar como un subconjunto G- en alg˙n espacio compacto Hausdor§.

Gracias al Corolario 2.12 y al teorema de µCech, podemos concluir que todo espacio
completamente metrizable es un espacio Moore completo, puesto que todo espacio
completamente metrizable es un espacio de Moore, Tychono§ y es un subconjunto
G- de su compactaciÛn de Stone-µCech.
Ahora demostraremos que todo espacio metrizable y Moore completo es comple-

tamente metrizable.

Teorema 2.17 Si X es un espacio de Moore completo y metrizable, entonces X es
completamente metrizable.

Dem. Como X es Tychono§ y Moore completo, entonces el Corolario 2.12 nos dice
que existe una compactaciÛn de Hausdor§ K de X para la cual X es un conjunto G-.
Por el Corolario 2.16, concluimos que X es completamente metrizable.

Ejemplo 2.18 Consideremos a Q con su topologÌa euclidiana. Sabemos que Q es
un espacio mÈtrico (y por tanto de Moore) pero no es completamente metrizable.
De acuerdo con el Teorema 2.17, podemos concluir que Q no es un espacio Moore
completo, sin embargo, sÌ es un subespacio de un Moore completo, a saber, R.

Como hemos visto a lo largo de esta secciÛn, el concepto de ìregularmente enca-
jadoî juega un papel esencial en lo que hemos desarrollado. Tras la DeÖniciÛn 2.8 se
hizo el comentario de que un espacio X puede estar regularmente encajado en Y a˙n
cuando Y no sea un espacio regular. Sin embargo, esto no luce como un hecho muy
evidente. Y sin la existencia de espacios regularmente encajados en espacios no regu-
lares, el concepto pierde su fuerza, pues en realidad no estarÌa generando una nociÛn
nueva y simplemente se estarÌa hablando de los ya conocidos espacios regulares.
Como bien se sabe, la compactaciÛn de Wallman de un espacio X, denotada por

wX, es un espacio T1, compacto, que no es Hausdor§, a menos que X sea normal.
A continuaciÛn mostraremos que si X es regular, entonces X est· regularmente

encajado en wX. Con lo cual, podremos generar una amplia variedad de ejemplos de
espacios regularmente encajados en espacios no regulares.
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Para ello recordemos la deÖniciÛn de la compactaciÛn de Wallman de un espacio
X.
Para un espacio topolÛgico X, denotamos por L (X) a la familia de todos los

subconjuntos cerrados de X. DeÖnimos

U0 (X) = fF $ L (X) : F es un ultraÖltro libre en L (X)g :

Para cada subconjunto abierto U $ X, denotamos por

U- = U [ fF 2 U0(X) : 9A 2 F (A $ U)g :

AsÌ mismo, para cada subconjunto cerrado F $ X, denotamos por

F- = F [ fF 2 U0(X) : F 2 Fg :

DeÖniciÛn 2.19 Para un espacio topolÛgico X, deÖnimos la compactaciÛn de Wall-
man de X como el espacio

wX = X [ U0 (X)

dotado de la topologÌa que tiene por base a la familia formada por todos los conjuntos
de la forma U-, con U $ X abierto.

En el ApÈndice B damos una construcciÛn detallada sobre la compactaciÛn de
Wallman asÌ como algunas propiedades b·sicas que usaremos a continuaciÛn.

Lema 2.20 Si X es un espacio regular, entonces para cada p 2 X y q 2 wX, con
p 6= q, existen dos subconjuntos abiertos ajenos de wX que separan a p y a q.

Dem. Ser· necesario distinguir los casos q 2 X y q =2 X.
Si q 2 X, consideremos el ultraÖltro

Q = fB 2 L (X) : q 2 B g :

Sabemos que
T
Q = fqg. Como p 6= q, existe Q 2 Q tal que p =2 Q. Como X es

regular, existen subconjuntos abiertos ajenos U y V de X tales que p 2 U y Q $ V .
Los subconjuntos abiertos U - y V - de wX inducidos por U y V son ajenos y contienen
a p y a q respectivamente.
Si q =2 X, entonces q es un ultraÖltro libre en L (X). De manera que existe Q 2 q

tal que p =2 Q. Por la regularidad de X, existen subconjuntos abiertos ajenos U y V
de X tales que p 2 U y Q $ V . Nuevamente obtenemos que los abiertos U- y V - de
wX separan a p y q.

Teorema 2.21 Cualquier espacio regular est· regularmente encajado en su com-
pactaciÛn de Wallman.
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Dem. Sea X un espacio regular.
Sea x 2 X, y sea U- un abierto b·sico canÛnico de wX, tal que x 2 U-. Como U-

es de la forma
U- = U [ fU 2 U0(X) : 9A 2 U (A $ U)g ;

se sigue que x 2 U . Por la regularidad de X, existe V $ X abierto tal que x 2 V $
clX(V ) $ U . AÖrmamos que, V - es el abierto buscado, es decir, que se cumple que

x 2 V - $ clwX (V
-) $ U-:

. Para ello notemos primero que clwX (V -) $ (clX (V ))-
Sea p 2 clwX(V -). Por la densidad de X en wX y dado que V - es abierto en wX,

se tiene que

clwX (V
-) \X = clwX (V

- \X) \X = clwX (V ) \X = clX (V ) :

De manera que si p 2 X, entonces p 2 clX (V ) $ (clX (V ))-.
Supongamos ahora que p =2 X, es decir, p 2 U0(X). Para ver que p 2 (clX (V ))-,

necesitamos probar que clX(V ) 2 p.
Supongamos que clX (V ) =2 p. Entonces existe F 2 p tal que F \ clX (V ) = ;,

equivalentemente F $ XnclX (V ). Esto signiÖca que p 2W -, dondeW = XnclX (V ).
Dado que W y V son ajenos, se sigue que W - y V - son ajenos, pero esto contradice
el hecho de que p 2 clwX(V -). Con lo que concluimos que p 2 (clX (V ))-.
Para concluir la prueba, vamos a demostrar que (clX (V ))- $ U-.
Sea p 2 (clX (V ))-. Si p 2 X, entonces p 2 clX (V ) $ U $ U-. Si p =2 X, entonces

p 2 U0(X) y clX (V ) 2 p. Dado que clX(V ) $ U , se cumple la deÖniciÛn de p 2 U-.
Por lo tanto (clX (V ))- $ U-. Con lo que queda demostrado que

x 2 V - $ clwX (V
-) $ U-:

Por lo tanto, X est· regularmente encajado en wX.

El Teorema 2.21 adem·s de brindarnos una tÈcnica para crear espacios regular-
mente encajados en espacios no regulares, nos permite mostrar la tan anunciada
caracterizaciÛn de los espacios Moore completos a partir de su compactaciÛn de Wall-
man.

Teorema 2.22 Si X es un espacio de Moore, entonces X es Moore completo si y
sÛlo si X es un subconjunto G- de wX.

Dem. Si X es Moore completo, entonces por el Teorema 2.21 y el Teorema 2.11
concluimos que X es un subconjunto G- de wX.
RecÌporcamente, si X es un subconjunto G- de wX, entonces gracias al Teorema

2.21, tenemos todas las condiciones para aplicar el Teorema 2.10. Con lo que con-
cluimos que X es Moore completo.



CapÌtulo 3

Un Moore separable y no
completable

Durante este capÌtulo, daremos respuesta a la interrogante planteada al inicio de la
tesis y la cual es la motivaciÛn central de Èsta: øExiste un espacio de Moore separable
que no sea completable?

DeÖniciÛn 3.1 Un espacio de Moore X es completable si existe un espacio de Moore
completo Y que contenga a X como subespacio.

A diferencia de los espacios Moore completos, la propiedad de ser un espacio de
Moore completable, se hereda a cualquier subespacio.

ProposiciÛn 3.2 La propiedad de ser un espacio de Moore completable es una propiedad
hereditaria.

Dem. Sea X espacio de Moore completable y sea A $ X. Consideremos a Y el
espacio de Moore completo tal que X es subespacio de Y . Se cumple que Y tambiÈn
funciona para A pues, todo U 2 &A, es igual a V \ A con V 2 &X que a su vez es
igual a W \X con W 2 &Y y se tiene que W \ A = U pues A $ X.
Por lo tanto, ser espacio de Moore completable es una propiedad hereditaria.

Como consecuencia de lo anterior, es f·cil percatarnos que cualquier espacio de
Moore completable est· contenido en un espacio de Moore completo como subespacio
denso.

ProposiciÛn 3.3 Sea X un espacio de Moore. Entonces X es completable si y sÛlo
si existe un espacio de Moore completo Y que contiene a X como subespacio denso.

Dem. Sea X espacio de Moore completable, entonces existe Y espacio de Moore
completo tal que X $ Y . Luego, consideremos a

M = clY (X) :

41
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EntoncesM es un cerrado de Y y por lo tanto tambiÈn es un espacio Moore completo.
De esta manera hemos conseguido un espacio Moore completo en el cual X es un
subespacio denso.
El recÌproco es inmediato.

El siguiente resultado que ˙nicamente enunciaremos, juega un papel fundamental
para la construcciÛn del espacio que nos interesa. Su prueba se escapa de los alcances
de esta tesis, sin embargo, puede consultarse en [14].

Teorema 3.4 Si M es un espacio de Moore completable y ccc, entonces M es sepa-
rable.

Este resultado es importante pues, gracias a esto, podemos observar que F [R] no
es un espacio completable. Ya hemos demostrado que para cualquier espacio inÖnito
X se da la igualdad

d (F [X]) = jXj :

Lo que en particular nos dice esta desigualdad es que F [R] no es un espacio separable.
TambiÈn sabemos la relaciÛn

c (F [X]) 5 nw (X) :

Dado que nw (R) = !, se sique que F [R] es un espacio ccc. De manera que F [R]
es un espacio de Moore (por ser primero numerable), ccc que no es separable. Por lo
tanto F [R] no es un espacio de Moore completable.
Ahora sabemos que F [R] no es candidato para ser ejemplo de la interrogante

planteada. El espacio F [R] tiene muchas cualidades, pero entre ellas no se encuentra
ser separable.
El hecho de que F [R] no sea nuestro espacio buscado, no signiÖca que todo est·

perdido, sino todo lo contrario. Gracias a la ProposiciÛn 3.2, sabemos que cualquier
espacio de Moore que contenga a F [R] como subespacio, no podr· ser completable.
De manera que nos vamos a dar a la tarea de construir un espacio de Moore separable
que contenga a F [R] como subespacio y con ello habremos encontrado un espacio de
Moore separable pero no completable.
A partir de un espacio topolÛgico X, se pueden deÖnir distintos hiperespacios y

darles estructura topolÛgica. Hasta ahora hemos deÖnido un par de ellos a F (X) (la
colecciÛn de los subconjuntos Önitos de X). TambiÈn utilizamos a F2 [X] y siguiendo
la misma lÛgica podemos pensar en Fn [X]. AsÌ utilizando diferentes tipos de subcon-
juntos podemos formar distintos hiperespacios. Por ejemplo, podemos pedir que los
subconjuntos solamente sean distintos del vacÌo, cerrados o compactos.
Denotemos por C (X) la colecciÛn de subconjuntos compactos y no vacÌos de un

espacio X. A C (X), al igual que a F [X], lo podemos dotar con la topologÌa de
Pixley-Roy e incluso con la topologÌa de Vietoris.
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DeÖniciÛn 3.5 Denotaremos como C [X] al hiperespacio C (X) equipado con la topologÌa
de Pixley-Roy. Es decir, los abiertos b·sicos canÛnicos para C [X] son de la forma

[A;U ] = fB 2 C [X] : A $ B $ Ug

en donde A 2 C [X] y U $ X es un abierto de X tal que A $ U .

Una observaciÛn importante es que el espacio F [X] siempre es un subespacio de
C [X].
De manera an·loga a lo demostrado en la ProposiciÛn 1.2, tenemos que los con-

juntos [A;U ] tambiÈn son cerrados en C [X]. Y en consecuencia, al igual que F [X],
el espacio C [X] siempre es T1 y cero-dimensional.

ProposiciÛn 3.6 Para cualquier espacioX, C [X] es un espacio T1 y cero-dimensional.

Corolario 3.7 Para cualquier espacio X, C [X] es un espacio Tychono§.

Para nuestros propÛsitos, ˙nicamente necesitamos conocer m·s a fondo al espacio
C [R]. De manera que de aquÌ en adelante sÛlo nos concentraremos en C [R].

Una propiedad importante de C [R] es que es un espacio primero numerable.

ProposiciÛn 3.8 El espacio C [R] es primero numerable.

Dem. Para cada A 2 C [R] y cada n 2 N deÖnimos

Un(A) =
[
fB (a; 1=n) : a 2 Ag

Veamos que f[A;Un(A)] : n 2 Ng es una base local para A en C [R].
Cada Un(A) es abierto de R, pues es uniÛn de conjuntos abiertos, de manera

que los conjuntos de la forma [A;Un(A)] son abiertos b·sicos en C [R]. AsÌ, podemos
proceder a veriÖcar que en efecto f[A;Un(A)] : n 2 Ng es una base local para A en
C [R].
Sea V $ C [R] un conjunto abierto b·sico canÛnico de C [R] tal que A 2 V; digamos

que V es de la forma V = [A; V ].
Consideremos r = m-1nfd (a;Rr V ) : a 2 Ag, donde d (a;Rr V ) representa la

distancia del punto a al conjunto RrV . Debido a que A es compacto y a que RrV es
cerrado ajeno aA, podemos aÖrmar que se alcanza el mÌnimo del conjunto mencionado
y que r > 0.
Luego, sea n 2 N tal que 1

n
< r. AÖrmamos que [A;Un(A)] $ V. De lo contrario,

si existiera un B 2 [A;Un(A)] tal que B =2 V, entonces necesariamente existirÌa b 2 B
tal que b 2 R n V . Dado que B 2 [A;Un(A)], tenemos que b 2 B $ Un(A). Por lo
tanto b 2 B (a; 1=n) para alg˙n a 2 A. De donde

1

n
< r 5 d (a;Rr V ) 5 jaC bj < 1

n
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lo cual es absurdo. Por lo tanto [A;Un(A)] $ V, con lo que queda demostrado que
C [R] es primero numerable.

ProposiciÛn 3.9 El espacio C [R], es un espacio separable.

Dem. DeÖnamos

B =
"#

q C 1

n
; q +

1

n

$
: q 2 Q; n 2 N

%

y deÖnamos tambiÈn

N =
n[

U : U $ B; 0 < jUj < !
o
:

La numerabilidad del conjunto B implica que N es numerable. Veamos que N $ C [R]
y que es denso en C [R].
Sea V 2 N , con V =

S
U para alg˙n U $ B Önito y no vacÌo. Digamos que

U = fU1; U2; :::; Ung y cada Ui es de la forma Ui =
h
qi C 1

ni
; qi +

1
ni

i
.

De esta manera, V es uniÛn Önita de subconjuntos compactos no vacÌos, por lo
tanto V es compacto no vacÌo, es decir, V 2 C [R]. Por lo tanto N $ C [R]. Ahora,
veamos que N es denso en C [R]. Tomemos [C;W ] conjunto abierto b·sico C [R].
Vamos a comenzar suponiendo que C es un intervalo cerrado y acotado de R.

DespuÈs atacaremos el caso general. Supongamos entonces que

C = [c1; c2] $ R:

Por la compacidad y conexidad de C, podemos encontrar un intervalo abierto
(a; b) $ R tal que

C $ (a; b) $ W

y por lo tanto ocurrir· que [C; (a; b)] $ [C;W ]. Esto nos permite suponer, sin pÈr-
dida de generalidad, que W ya es un intervalo abierto, digamos W = (w1; w2).
Demostraremos que [C;W ] \N 6= ;.
Sea r = m-1n fc1 C w1; w2 C c2g. El hecho de que C $ W , nos dice que r > 0.

Tomemos n 2 N tal que 1
n
< r.

Consideremos al conjunto J =
15
q C 1

n
; q + 1

n

6
: q 2 C \Q

2
. Por la densidad de

C \Q en C, se sigue que J es cubierta abierta de C.
Por la compacidad deC, existen q1; q2; : : : ; qm 2 C\Q tales queC $

Sm
i=1

5
qi C 1

n
; qi +

i
n

6
.

Llamemos F =
Sm
i=1

7
qi C 1

n
; qi +

1
n

8
2 N . Est· claro que C $ F . Ahora veamos

que F $ W .
Observemos que, para toda i 2 f1; : : : ;mg,

w1 < c1 5 qi 5 c2 < w2:
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De modo que

qi C w1 2 c1 C w1 2 r >
1

n

o equivalentemente, w1 < qi C 1
n
. De manera an·loga se obtiene que qi + 1

n
< w2. En

consecuencia, para toda i 2 f1; : : : ;mg
#
qi C

1

n
; qi +

1

n

$
$ W:

Y por lo tanto F $ W . Esto prueba que [C;W ] \N 6= ;.
Ahora supongamos que C es un compacto arbitrario de R. Para cada punto c 2 C,

podemos encontrar un intervalo [pc; qc] tal que

c 2 (pc; qc) $ [pc; qc] $ W:

Por la compacidad de C, existe un subconjunto Önito C0 $ C tal que

C $
[

c2C0

(pc; qc) $
[

c2C0

[pc; qc] $ W:

Ahora bien, sabemos que para cada c 2 C0, existe Fc 2 [[pc; qc] ;W ]\N . Pero entonces,
F =

S
c2C0 Fc es un conjunto compacto en R que satisface que F 2 [C;W ] \N . Con

lo que hemos probado que N es un denso numerable para C [R]. Por lo tanto C [R] es
separable.

ParecerÌa que ahora tenemos un candidato para dar un ejemplo de un espacio de
Moore separable y no completable. øSer· cierto que C [R] es el espacio que hemos
estado buscando? La respuesta es negativa. Si bien es cierto que C [R] es un espacio
separable y que contiene a F [R] como subespacio, el espacio C [R] no es un espacio
de Moore. Este hecho marca una diferencia importante entre los espacios C [X] y
F [X] pues, a diferencia de lo que sÌ ocurre con F [X], lo primero numerable en C [X]
no implica que C [X] sea un espacio de Moore. Ahora bien, aunque C [R] no es el
espacio que estabamos buscando, sÌ nos era necesario conocer que C [R] es un espacio
separable y primero numerable.

Teorema 3.10 Existe un espacio de Moore separable y no completable.

Dem. Para demostrar este teorema describiremos a un subconjunto de C [R], al cual
le podremos asignar un desarrollo haciÈndolo asÌ un espacio de Moore. Y desde luego,
tendr· la caracterÌstica de ser separable pero no asÌ la de ser completable.
Consideremos a los conjuntos

B =
"#

q C 1

n
; q +

1

n

$
: q 2 Q; n 2 N

%
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y
N =

n[
U : U $ B; 0 < jUj < !

o
:

En la ProposiciÛn 3.9 hemos demostrado ya queN es un conjunto denso (y numerable)
de C [R]. Ahora bien, dado que cada elemento en N es un conjunto inÖnito, se sigue
que

N \ F [R] = ;:
DeÖnamos X = N [F [R] considerado como subespacio de C [R]; X ser· el espacio

que demuestre este teorema asÌ que no lo perdamos de vista.
La densidad de N en C [R] (y por tanto en X) nos asegura que el espacio X

es separable. Una vez que demostremos que X es un espacio de Moore, podremos
asegurar que X no es completable pues contiene a F [R] como subespacio.
Una observaciÛn importante es que los b·sicos canÛnicos de X tienen la forma

[A;U ] = fB 2 X : A $ B $ Ug:

Adem·s,N es un conjunto abierto deX, ya que para cualquierM 2 N y cualquier
b·sico canÛnico [M;U ] de X, se tiene que

[M;U ] \ F [R] = ;

puesto que todo conjunto que contenga aM autom·ticamente es un conjunto inÖnito.
En la ProposiciÛn 3.8 vimos que C [R] es un espacio primero numerable, propiedad

que le hereda en particular a N . Esto nos permite obtener otra caracterÌstica impor-
tante del conjunto N . Y es que, al ser N un conjunto numerable y a la vez ser un
espacio primero numerable, es entonces un espacio segundo numerable. Recordando
el teorema de metrizaciÛn de Urysohn, el cual nos dice que un conjunto que segundo
numerable y regular es un conjunto metrizable, podemos concluir que el conjunto N
es metrizable. AsÌ, supongamos que d es una mÈtrica para N tal que &d = &N .
A continuaciÛn procederemos a construir un desarrollo para X.
Para cada A 2 N , denotamos por D (A; r) = fB 2 N : d(A;B) < rg. El conjunto1

D
5
A; 1

n

6
: n 2 N

2
forma una base local para A en X, ya que

1
D
5
A; 1

n

6
: n 2 N

2

es una base local para A en (N ; & d) = (N ; &N ) y N es abierto en X. Es importante
recalcar y tener presente que para todo A 2 N y para todo r > 0, el conjunto D (A; r)
siempre es un conjunto totalmente contenido en N , y por tanto

D (A; r) \ F [R] = ;:

Ahora, numerando a los elementos deN como sigue:N = fBn : n 2 Ng, deÖnimos
Dn = fB1; B2; : : : ; Bng para cada n 2 N.
Usando la notaciÛn de los conjuntos Un (A) que utilizamos en la demostraciÛn de

la ProposiciÛn 3.8, deÖnimos para cada n;m 2 N al conjunto

Vn(m) =
"
D

)
A;
1

n

*
: A 2 N

%
[ f[A;Un (A)]rDm : A 2 F [R]g :
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Observemos que Vn(m) forma una cubierta abierta de X.
Un elemento deX puede provenir deN o de F [R]. En caso de que sea un elemento

de N , digamos Bp, entonces Bp 2 D(Bp;
1
n
) 2 Vn(m). Si por otro lado, el elemento

proviene de F [R], digamos F , entonces F no est· en
1
D
5
A; 1

n

6
: A 2 N

2
. En este

caso ocurre que F 2 [F;Un (F )] y adem·s, F no se encuentra en ning˙n elemento de
la forma Dm pues Dm $ N . Por lo tanto F 2 [F;Un (F )] r Dm. Y con ello queda
demostrado que Vn(m) forma una cubierta abierta para X.
Ahora veamos que el conjunto fVn(m) : n;m 2 Ng es un desarrollo para X.
Mostremos que fst (A;Vn (m)) : n;m 2 Ng forma una base local para A en X.
Sean A 2 X y sea [A; V ] abierto b·sico en X.
Caso 1. Supongamos que A 2 N . Podemos considerar a A como un Bk para alg˙n

k 2 N.
Sea m 2 N tal que m > k, entonces A 2 Dm. Sabemos que [A; V ] \ F [N] = ?,

por lo tanto [A; V ] $ N y asÌ [A; V ] 2 &D = & d. Entonces debe existir n 2 N tal que
D
5
A; 1

n

6
$ [A; V ].

AÖrmamos que st (A;V2n (m)) $ [A; V ]. Sea U 2 V2n(m), tal que A 2 U debemos
mostrar que U $ [A; V ]. Como A 2 Dm, entonces U = D

5
C; 1

2n

6
para alg˙n C 2 N .

Si E 2 D
5
C; 1

2n

6
, entonces

d(A;E) 5 d(A;C) + d(C;E) <
1

2n
+
1

2n
=
1

n

es decir, E 2 B(A; 1
n
) $ [A; V ]. Por lo tanto, st(A; V2n(m)) $ [A; V ].

Caso 2. Supongamos A 2 F [R].
De acuerdo con lo demostrado en la PropoposiciÛn 3.8, los conjuntos de la forma

[A;Un(A)], con n 2 N, atestiguan que el espacio C [R] es primero numerable. Ahora
bien, como A 2 F [R], siempre existe n 2 N tal que [A;Un (A)] $ [A; V ] y para la
cual podemos asegurar que, para cualesquiera a; b 2 A, si a 6= b, entonces

B

)
a;
1

n

*
\B

)
b;
1

n

*
= ;:

AÖrmamos que st (A;Vn (1)) $ [A; V ]. Sea U 2 Vn(1) tal que A 2 U . Como
D
5
E; 1

n

6
$ N y A =2 N , entonces U 6= D

5
E; 1

n

6
para toda E 2 N . Por lo tanto

existe F 2 F [R] tal que U = [F;Un(F )] nD1.
Demostremos que F = A. Ya se tiene que F $ A. Luego, dado que a 2 A, como

A $ Un(F ), entonces existe b 2 F tal que a 2 B(b; 1
n
), por lo cual a 2 B

5
a; 1

n

6
\

B
5
b; 1
n

6
. Por la elecciÛn de la n 2 N se sigue que a = b. Por lo tanto F = A. Por lo

tanto U = [A;Un(A)] nD1.
Esto prueba que st (A;Vn (1)) = [A;Un(A)]nD1. Y en consecuencia st (A;Vn (1)) $

[A; V ]
Y asÌ queda demostrado que X es un espacio de Moore.
Por lo tanto X es un espacio de Moore separable que no es completable.



ApÈndice A

Funciones Cardinales

En este apÈndice, deÖniremos algunas de las funciones cardinales m·s conocidas,
mismas que usamos en el CapÌtulo 1 para determinar sus valores en el espacioF [X]. El
˙nico objetivo de este apÈndice es permitir al lector un r·pido acceso a las deÖniciones
de las funciones cardinales, no asÌ el de presentar un estudio detallado de las mismas.
En [9] puede encontrarse un amplio estudio de las funciones cardinales.

DeÖniciÛn A.1 La funciÛn cardinal peso, w (X), est· deÖnida como sigue:

w(X) = m-1n fjBj : B es base de Xg+ !:

DeÖniciÛn A.2 La funciÛn densidad, d (X), se deÖne como:

d(X) = m-1n fjSj : S $ X; clX (S) = Xg+ !:

Un espacio con peso numerable es lo que conocemos como espacio segundo nu-
merable, mientras que un espacio con densidad numerable es lo que conocemos como
espacio separable.
Es muy claro que la funciÛn densidad queda acotada por el peso del espacio,

es decir, d (X) 5 w (X). TambiÈn ocurre que d (X) 5 jXj cuando X es un espacio
inÖnito. Sin embargo, los cardinales w (X) y jXj no presentan un domino el uno sobre
el otro, es decir, puede ocurrir tanto que jXj < w (X) como w (X) < jXj.
La funciÛn peso es una funciÛn monÛtona, es decir, si Y es subespacio de X,

entonces w (Y ) 5 w (X). Esto no ocurre con la funciÛn densidad, lo que lleva a la
deÖniciÛn de la funciÛn densidad hereditaria, la cual sÌ es una funciÛn monÛtona.

DeÖniciÛn A.3 La funciÛn densidad hereditaria para un espacio X est· dada por:

hd (X) = supfd (Y ) : Y $ Xg:

Una familia celular, es una colecciÛn de conjuntos abiertos deX, distintos del vacÌo
y ajenos dos a dos. Con esta nociÛn podemos deÖnir la funciÛn llamada celularidad.
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DeÖniciÛn A.4 La funciÛn celularidad, c (X), se deÖne como:

c (X) = sup fjVj : V es familia celular en Xg+ !:

Se dice que X es un espacio ccc (countable chain condition) si sucede que c (X) =
!.
La celuraridad de un espacio est· dominada por la densidad del mismo, es decir,

c (X) 5 d (X). En particular ocurre que todo espacio separable es un espacio ccc.

ProposiciÛn A.5 Si U es una cubierta abierta para X, entonces existe una subcolec-
ciÛn U0 $ U , con jU0j 5 c(X) tal que

S
U0 es denso en X.

Dem. Sea G la colecciÛn de todos los abiertos de X que son subconjuntos de alg˙n
elemento de U . Usando el lema de Zorn se obtiene una familia celular maximal G0 $ G.
Luego jG0j 5 c(X). Supongamos

S
G0 no es un conjunto denso de X. Tomemos

x 2 X n clX (
S
G0). Sea U 2 U tal que x 2 U . Como x =2 clX (

S
G0), podemos

encontrar un abierto V $ X, con V $ U , tal que x 2 V y

V \
[
G0 = ;:

Entonces V 2 G y la familia G [ fV g es celular y rompe la maximalidad de G0 . Por
lo tanto

S
G0 es denso en X.

Ahora bien, para cada V 2 G0 Öjamos UV 2 U tal que V $ UV y consideramos a

U0 = fUV : V 2 G0g :

La famila U0 es tal que jG0j 5 c(X) y adem·s

X = clX

-[
G0
.
$ clX

-[
U0
.
:

Corolario A.6 Si X es ccc, entonces X es dÈbilmente Lindelˆf.

Dem. Recordemos que un espacio dÈbilmente Lindelˆf es aquel en el que para toda
cubierta abierta U , existe U0 $ U numerable cuya uniÛn es densa en el espacio. El
resultado es ahora inmediato de la ProposiciÛn A.5.

DeÖniciÛn A.7 El grado de Lindelˆf de X, denotado por L (X), se deÖne como el
mÌnimo cardinal inÖnito I, tal que toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta
de cardinalidad menor o igual que I.
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Cuando L (X) = ! tenemos simplemente el concepto de espacio Lindelˆf. Es muy
sencillo corroborar que en general, para un espacio inÖnito X, ocurre que

L (X) 5 m-1n fw (X) ; jXjg :

Al igual que la densidad de un espacio, el grado de Lindelˆf no es una funciÛn
monÛtona.

DeÖniciÛn A.8 La funciÛn grado de Lindelˆf hereditario para un espacio X est·
dada por:

hL(X) = supfL (Y ) : Y $ Xg:

DeÖniciÛn A.9 La funciÛn cardinal extensiÛn, e (X), est· deÖnida por:

e (X) = supfjDj : D es subconjunto discreto y cdo de Xg+ !:

La extensiÛn de un espacio est· dominada por el grado de Lindelˆf del mismo, es
decir, e (X) 5 L (X).

ProposiciÛn A.10 Para cualquier espacio X, e (X) 5 L (X).

Dem. SiD $ X es un subespacio cerrado y discreto deX, entonces podemos generar
una cubierta abierta de X de la forma

V = fUd : d 2 Dg [ fX nDg

en donde cada Ud $ X es un abierto de X tal que Ud \D = fdg. Para esta cubierta,
existe una subcubierta V0 $ V, con jVj 5 L (X). Pero para dicha subcubierta ocurre
que Ud 2 V0 para toda d 2 D, puesto que Ud es el ˙nico elemento de U que contiene
a d. Esto prueba que jDj 5 L (X). Por lo tanto e (X) 5 L (X).

Una nociÛn cercana al concepto de base de un espacio es el de red de un espacio.

DeÖniciÛn A.11 Una red para un espacio topolÛgico X, es una colecciÛn N de sub-
conjuntos de X (no necesariamente abiertos), tal que todo conjunto abierto de X es
la uniÛn de elementos de N . Es decir, para todo U $ X abierto y para cada x 2 U ,
existe A 2 N tal que

x 2 A $ U:

A partir del concepto de red podemos deÖnir el peso red de un espacio.

DeÖniciÛn A.12 La funciÛn peso red, nw (X), se deÖne como:

nw (X) = m-1n fjN j : N es una red en Xg+ !:
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Toda base de un espacio es autom·ticamente una red para el mismo, lo que nos
lleva a la desigualdad nw (X) 5 w (X). Quiz· la red m·s trivial que podemos deÖnir
en un espacio X es N = ffxg : x 2 Xg; esto prueba que para un espacio inÖnito se
cumple que nw (X) 5 jXj. El peso red a su vez domina tanto a la densidad como al
grado de Lindelˆf, como veremos a continuaciÛn.

ProposiciÛn A.13 Para un espacio X se cumple que d (X)L (X) 5 nw (X).

Dem. Sea N una red para X con jN j 5 nw (X). Primero veamos que d (X) 5
nw (X). Para cada A 2 N Öjemos xA 2 A y sea

D = fxA : A 2 Ng :

El conjunto D es denso en X. En efecto, si U $ X es un abierto no vacÌo, entonces
existe A 2 N tal que A $ U y por lo tanto xA 2 D\U . Con esto queda probado que
d (X) 5 nw (X).
Ahora probemos que L (X) 5 nw (X). Sea U una cubierta abierta para X. Con-

sideremos la siguiente familia

N0 = fA 2 N : 9U 2 U (A $ U)g :

Para cada A 2 N0 Öjemos UA 2 U tal que A $ UA. La familia

U0 = fUA 2 U : A 2 N0g

satisface que jU0j 5 jN j 5 nw (X). Adem·s U0 resulta ser una subcubierta. Dado
x 2 X, existe U 2 U tal que x 2 U . como N es red, debe existir A 2 N tal que
x 2 A $ U . Esto signiÖca que A 2 N0 y por tanto UA 2 U0 es tal que x 2 A $ UA.
Con lo que concluimos que L (X) 5 nw (X).

Al igual que el peso de un espacio, el peso red tambiÈn es una funciÛn monÛtona.
Juntando este hecho con lo obtenido en la ProposiciÛn A.13, conseguimos el siguiente
corolario.

Corolario A.14 Para un espacio X se cumple que hd (X)hL (X) 5 nw (X).

A modo de resumen, podemos trazar una retÌcula con las relaciones que hemos
establecido hasta el momento:

w (X) jXj
( )

nw (X)
) (

hd (X) hL (X)
j j

d (X) L (X)
j j

c (X) e (X)
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Una funciÛn parecida al peso, es la llamada G-peso cuya deÖniciÛn recae en el
concepto de G-base para un espacio.

DeÖniciÛn A.15 Una G-base para un espacio es una familia de conjuntos abiertos,
no vacÌos B con la propiedad de que, para todo U $ X abierto no vacÌo, existe V 2 B
tal que V $ U .

La diferencia entre una G-base y una base es s˙til pero trascendente. Esencial-
mente, a una G-base le estamos quitando la parte puntual que tienen las bases. Con
ello, toda base es una G-base pero no toda G-base es una base.

DeÖniciÛn A.16 La funciÛn cardinal G-peso, Gw (X), est· deÖnida como sigue:

Gw(X) = m-1n fjBj : B es G-base de Xg+ !:

Queda claro que Gw (X) 5 w (X). TambiÈn es muy sencillo corroborar que d (X) 5
Gw (X). Sin embargo, el G-peso no guarda relaciÛn directa con el grado de Lindelˆf
ni con el peso red.
La siguiente funciÛn cardinal que deÖniremos est· dada en tÈrminos de las llamadas

cubiertas separadoras.

DeÖniciÛn A.17 Sea U una cubierta para el espacioX. Decimos que U es separadora
si para cada x 2 X se cumple que

fxg =
\
fU 2 U : x 2 Ug :

DeÖniciÛn A.18 Sea U una cubierta para el espacio X. Para un punto x 2 X,
deÖnimos:

ord (x;U) = jfU 2 U : x 2 Ugj :

DeÖniciÛn A.19 La funciÛn peso punto separador, psw (X), se deÖne como el mÌni-
mo cardinal I para el cual existe una cubierta abierta separadora U , tal que ord (x;U) 5
I para todo x 2 X.

Una caracterÌstica importante del peso punto separador es que sÛlo est· deÖnida
para espacios que al menos poseen el axioma de separaciÛn T1, a diferencia de las
dem·s funciones cardinales que hemos deÖnido en las cuales la separaciÛn del espacio
no entra en juego para su deÖniciÛn. La razÛn de esto es muy sencilla: un espacio X
es T1 si y sÛlo si X tiene una cubierta separadora.
Las funciones cardinales descritas anteriormente se deÖnen bas·ndonos en propiedades

topolÛgicas que dan informaciÛn global del espacio. A continuaciÛn, deÖniremos im-
portantes funciones cardinales que se basan en propiedades topolÛgicas locales.
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DeÖniciÛn A.20 Sea (X; &X) un espacio topolÛgico y x 2 X. Sea V una colecciÛn
de conjuntos abiertos no vacÌos de X.
i) La familia V es una G-base local para x si para toda vecindad abierta U de x, existe
V 2 V, tal que V $ U .
ii) Si V cumple i) y adem·s, x 2 V para cualquier V 2 V, entonces V es una base
local para x.
iii) Si fxg =

T
V, entonces V es llamada una pseudobase para x.

A partir de los conceptos anteriores podemos deÖnir los siguientes n˙meros cardi-
nales para cada x 2 X

X (x;X) = m-1n fjVj : V es base local para xg ;

GX (x;X) = m-1n fjVj : V es G-base local para xg ;

 (x;X) = m-1n fjVj : V es pseudobase para xg :

Ahora deÖnimos las funciones cardinales locales

DeÖniciÛn A.21 La funciÛn car·cter, X (X), se deÖne como:

X (X) = sup fX (x;X) : x 2 Xg+ !:

DeÖniciÛn A.22 La funciÛn G-car·cter, GX (X), se deÖne como:

GX (X) = sup fGX (x;X) : x 2 Xg+ !:

DeÖniciÛn A.23 La funciÛn pseudocar·cter,  (X), se deÖne como:

 (X) = sup f (x;X) : x 2 Xg+ !:

Vale la pena destacar que el pseudocar·cter de un espacio est· deÖnido si y sÛlo si
el espacio es T1. Tanto el car·cter como el pseudocar·cter son funciones monÛtonas,
sin embargo, el G-car·cter no lo es.
Es claro que toda base local de un punto es a su vez una G-base local y una

pseudobase (en el caso de los espacios T1). De manera que GX (X) 5 X (X) y
 (X) 5 X (X). En general no existe una relaciÛn directa entre el G-car·cter y el
pseudocar·cter.
Un espacio con car·cter numerable es lo que conocemos como un espacio primero

numerable.
Si x 2 X es tal que  (x;X) = !, entonces x tiene una pseudobase numerable,

lo que signiÖca que el conjunto fxg puede verse como la intersecciÛn numerable de
conjuntos abiertos, es decir, fxg es un conjunto G- del espacio. De modo que, cuando
un espacio tiene pseudocar·cter numerable, todos los conjuntos unipuntuales son
conjuntos G- del espacio. La deÖniciÛn de espacio con pseudocar·cter numerable fue
dada de esta manera en el CapÌtulo 1.
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ProposiciÛn A.24 Para un espacio inÖnito X se cumple que w (X) 5 X (X) jXj.

Dem. Si para cada x 2 X Öjamos una base local Bx, entonces B =
S
x2X Bx es una

base para X. El resultado es claro ahora.

ProposiciÛn A.25 Para un espacio T1, X, se cumple que  (X) 5 psw (X).

Dem. Sea U una cubierta separadora tal que, para todo x 2 X, ord (x;U) 5 psw (X).
Entonces, para cada x 2 X, la familia

Ux = fU 2 U : x 2 Ug

es una pseudobase para x tal que jUxj = ord (x;U) 5 psw (X). Por lo tanto  (x;X) 5
psw (X) para todo x 2 X. En consecuencia  (X) 5 psw (X).

ProposiciÛn A.26 Si X es Hausdor§, entonces  (X) 5 hL (X).

Dem. SeaX un espacio Hausdor§. Sea p 2 X. Para cada q 2 Xnfpg, existen Vq y Uq
abiertos ajenos en X tales que, q 2 Vq y p 2 Uq. Sea U = fVq : q 2 X n fpgg. Tenemos
que U es cubierta de X n fpg, de manera que existe A $ X n fpg, con jAj 5 hL(X),
tal que

X n fpg $
[

q2A

Vq:

Sea B = fUq : Vq 2 Ag. AÖrmamos que B es pseudobase para p. Si lo es, ya
terminamos puesto que tendrÌamos que

 (p;X) 5 jBj 5 jAj 5 hL (X) ;

lo cual implica que  (X) 5 hL (X), pues p fue arbitrario.
Veamos que B es pseudobase para p. Por construcciÛn, p 2 Uq para todo Uq 2 B.

Supongamos que existe x 2
T
B, con x 6= p. Como x 6= p, existe q 2 A tal que x 2 Vq.

Pero entonces x 2 Uq \ Vq, es decir, Uq \ Vq 6= ;, lo que no es posible. Por lo tantoT
B = fpg. Por lo tanto B es pseudobase para p.

ProposiciÛn A.27 Si X es compacto Hausdor§, entonces,  (X) = X (X).

Dem. ⁄nicamente necesitamos probar que X (X) 5  (X). Sean p 2 X y V una
pseudobase para p, con jVj 5  (p;X).
Recordemos que todo espacio compacto y Hausdor§ es, en particular, un espacio

regular. De manera que para cada V 2 V podemos tomar un abierto UV $ X, tal que
p 2 UV $ clX (UV ) $ V . Obtenemos asÌ que

fxg $
\

V 2V

clX (UV ) $
T

V 2V
V = fxg :
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Ahora bien, dado un abierto W $ X tal que p 2 W , para cada q 2 X nW , existe
Vq 2 V tal que q =2 clX

5
UVq
6
. AsÌ, el conjunto

1
X n clX

5
UVq
6
: q 2 X nW

2
es una

cubierta abierta del compacto X nW . Por lo tanto, existe F $ X n U Önito tal que

X nW $
S

q2F

5
X r clX

5
UVq
66
:

Entonces \

q2F

UVq $
\

q2F

clX (UV q) $ W:

.
Por lo anterior, la familia

B =
(
\

V 2F

UV : F $ V ; 0 < jFj < !

)

es base local para p en X y jBj 5 jVj 5  (p;X). Por lo tanto X (X) 5  (X).

La ˙ltima funciÛn cardinal que presentaremos es la llamada estrechez de un espa-
cio. …sta tambiÈn es una funciÛn cardinal local.

DeÖniciÛn A.28 Para x 2 X deÖnimos el cardinal t (x;X) como:

t (p;X) = m-1n fI : 8Y $ X, con p 2 clXY;9A $ Y , con jAj 5 I y p 2 clXAg :

DeÖnimos la funciÛn estrechez como

t (X) = sup ft(p;X) : p 2 Xg+ !:

Es f·cil comprobar que la funciÛn estrechez es monÛtona y satisface que t (X) 5
X (X). No existe relaciÛn directa entre la estrechez y el G-car·cter ni el pseudocar·c-
ter. Sin embargo, es posible demostrar que, para un espacio compacto y Hausdor§,
t (X) = hGX (X), donde hGX (X) denota el G-car·cter hereditario de X (ver [9]).



ApÈndice B

CompactaciÛn de Wallman

En este segundo apÈndice describimos una construcciÛn detallada de la com-
pactaciÛn Wallman. Al Önal del apÈndice ˙nicamente dejaremos enunciado algunas
de sus propiedades m·s impotantes.
Para cada espacio T1, X, deÖniremos un espacio T1 compacto wX que contiene a

X como subespacio denso y que tiene como propiedad que cualquier mapeo continuo
f : X ! Z, con Z un espacio compacto, se puede extender a un mapeo continuo
F : X ! Z.
Sea X un espacio T1. Denotamos por L (X) a la familia de todos los subconjuntos

cerrados de X.

DeÖniciÛn B.1 Sea X un espacio topolÛgico T1. DeÖnimos un Öltro en L (X) como
una familia no vacÌa F $ L (X) con las siguientes propiedades:
i) ; =2 F .
ii) Si A1, A2 2 F , entonces A1 \ A2 2 F .
iii) Si A 2 F y B 2 L (X) son tales que A $ B, entonces B 2 F .

A un Öltro en L (X) con la propiedad de ser maximal respecto a la contenciÛn,
lo llamaremos ultraÖltro en L (X). Se sigue del lema de Teichm¸ler-Tukey que toda
familia de subconjuntos cerrados de X que posee la propiedad de intersecciÛn Önita,
est· contenida en un ultraÖltro en L (X); generalmente este ultraÖltro no es ˙nico.
Denotaremos por U (X) a la familia de todos los utlraÖltros en L (X).

ProposiciÛn B.2 Sean F ;G 2 U (X), entonces se cumple lo siguiente:
i) Si B 2 L(X) es tal que, para toda A 2 F , B \ A 6= ?, entonces B 2 F .
ii) Si A, B 2 L(X) son tales que A [B 2 F , entonces A 2 F Û B 2 F .
iii) F 6= G si y sÛlo si existen A 2 F y B 2 G tales que A \B = ?.

Dem. i) Sea B 2 L(X) tal que, para toda A 2 F , B \ A 6= ?. Entonces la familia
F [ fBg tiene la propiedad de intersecciÛn Önita y por lo tanto, existe F0 2 U (X)
tal que F [fBg $ F0. Por la maximiladad de F se sigue que F = F0, lo que implica
que B 2 F .
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ii) Sean A, B 2 L(X) tales que A[B 2 F . Supongamos que A =2 F . Por el inciso
i) concluimos que existe C 2 F tal que A \ C = ?.
Ahora bien, como A [B 2 F , entonces

(A [B) \ C 2 F :

Pero (A [B)\C = B \C, de manera que B \C 2 F . Finalmente, como B 2 L (X)
y B \ C $ B, se sigue que B 2 F .

iii) Primero supongamos que F 6= G. Por la maximalidad de F , se sigue que
F * G, es decir, existe A 2 F n G. Del incisio i) aplicado al ultraÖltro G, concluimos
que existe B 2 G tal que A \B = ?.
RecÌprocamente, si A 2 F y B 2 G tales que A\B = ?, entonces A =2 G (de otra

forma ; 2 G). Por lo tanto F 6= G.

Para cada x 2 X podemos deÖnir el siguiente conjunto:

Fx = fA 2 L(X) : x 2 Ag :

Vale la pena notar que, como estamos trabajando con espacios T1, fxg 2 L(X). De
manera que siempre ocurre que fxg 2 Fx.

ProposiciÛn B.3 Para cada x 2 X, el conjunto Fx es un ultraÖltro en L (X).

Dem. Primero notemos que el vacÌo no es elemento de Fx pues x =2 ?.
Ahora, sean A;B 2 L(X) tales que A $ B y A 2 Fx. Entonces x 2 A $ B, lo

que implica que x 2 B y asÌ B 2 Fx.
Finalmente, seanA;B 2 Fx. Entonces x 2 A y x 2 B, lo que implica que x 2 A\B

y asÌ A\B 2 Fx. Con esto hemos terminado de probar que Fx es un Öltro en L (X).
Para ver que Fx es un ultraÖltro en L (X), tomemos G $ L (X) un Öltro tal que

Fx $ G. Dado A 2 G, ocurre que

fxg \ A 6= ;

esto debido a que fxg 2 Fx $ G. Por lo tanto x 2 A, es decir, A 2 Fx. Por lo tanto
Fx 2 U (X).

Claramente podemos notar que
T
Fx = fxg. Ahora, observemos que si G 2 U (X)

es tal que x 2
T
G, sucede que G $ Fx. Pero como G y Fx son ultraÖltros, se sigue que

G = Fx. Por lo anterior, podemos concluir que cada ultraÖltro G 2 U (X), satisface
que j

T
Gj 5 1.

DeÖniciÛn B.4 Si F 2 U (X) satisface que
T
F = ;, diremos que F es un ultraÖltro

libre. A la colecciÛn de todos los ultraÖltros libres en L (X) la denotaremos por U0 (X).
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De acuerdo con lo que hemos probado, un ultraÖtro G 2 U (X), es libre o existe
un ˙nico x 2 X tal que G = Fx.
Dado un espacio topolÛgico X, denotamos por wX al conjunto

wX = X [ U0 (X) :

Vamos a deÖnir dos clases de subconjuntos en wX:
1) Para cada conjunto abierto U $ X, deÖnimos:

U- = U [ fF 2 U0(X) : 9A 2 F (A $ U)g :

2) Para cada conjunto cerrado F $ X, deÖnimos:

F- = F [ fF 2 U0(X) : F 2 Fg :

Los conjuntos U- y F- guardan propiedades muy importantes, a partir de las
cuales se deÖne la compactaciÛn de Wallman. En particular vale la pena notar que
;- = ;- = ;, mientras que X- = X- = wX.

ProposiciÛn B.5 Sean U $ X un subconjunto abierto y C $ X un subconjunto
cerrado. Las siguientes aÖrmaciones se cumplen:
a) U- = wX n (X n U)-
b) C- = wX n (X n C)-

Dem. a) Sea p 2 U-. Si p 2 X, entonces p 2 U . De manera que p =2 XnU $ (X n U)-.
Por otro lado, si p =2 X, entonces p 2 U0 (X). Por deÖniciÛn de U-, existe A 2 p tal
que A $ U . De manera que, A \ (X n U) = ;, lo que implica que X n U =2 p. Por lo
tanto p =2 (X n U)-.
Para la contenciÛn contraria, sea p 2 wX n(X nU)-. Si p 2 X, entonces p =2 X nU ,

es decir, p 2 U $ U -. Si p =2 X, entonces p 2 U0 (X). Como p =2 (X n U)-, entonces
X nU =2 p. Dado que p 2 U0 (X), existe A 2 p tal que A\(X n U) = ;, lo que signiÖca
que A $ U . Por deÖniciÛn de U- obtenemos que p 2 U-.

b) Para probar la igualdad C- = wX n (X n C)-, aplicamos el inciso a) al abierto
U = X n C. Entonces:

U- = wX n (X n U)- = wX n C-

De donde, C- = wX n U- = wX n (X n C)-.

ProposiciÛn B.6 Sean C1; C2 $ X subconjuntos cerrados de X. Las siguientes aÖr-
maciones se cumplen:
a) (C1 \ C2)- = C1- \ C2-:
b) (C1 [ C2)- = C1- [ C2-:
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Dem. a) Observemos que:

(C1 \ C2)- = (C1 \ C2) [ fF 2 U0 (X) : C1 \ C2 2 Fg y
C1- \ C2- = (C1 \ C2) [ fF 2 U0 (X) : C1; C2 2 Fg :

Por lo cual, solo es necesario revisar la doble contenciÛn de los elementos que son
ultraÖltros.
Sea F 2 (C1 \ C2)- \ U0 (X). Entonces C1 \ C2 2 F . Como C1 \ C2 $ C1 y

C1 \ C2 $ C2, se tiene que tanto C1 como C2 son elementos de F . Por lo tanto
F 2 C1- \ C2-.
Para la otra contenciÛn, sea F 2 (C1- \ C2-) \ U0 (X). Tenemos que tanto C1

como C2 son elementos de F y asÌ C1 \ C2 2 F . Por lo tanto F 2 (C1 \ C2)-.
b) Observemos que:

(C1 [ C2)- = (C1 [ C2) [ fG 2 G0(X) : C1 [ C2 2 Gg y
C1- [ C2- = (C1 [ C2) [ fG 2 G0(X) : C1 2 G o C2 2 Gg :

Igual que en el inciso anterior, basta con veriÖcar la doble contenciÛn en los ele-
mentos que son ultraÖltros.
Sea F 2 (C1 [ C2)- \ U0 (X). Tenemos que C1 [ C2 2 F . Usando el inciso ii) de

la ProposiciÛn B.2, tenemos que C1 2 F o C2 2 F . Por lo tanto G 2 C1- [ C2-.
Por otro lado, sea F 2 (C1- [ C2-)\U0 (X). Tenemos que C1 o C2 es elemento de

F , sin importar el caso, se sigue que C1 [ C2 2 F . Por lo tanto F 2 (C1 [ C2)-.

ProposiciÛn B.7 Sean U1; U2 $ X subconjuntos abiertos de X. Las siguientes aÖr-
maciones se cumplen:
a) (U1 [ U2)- = U-1 [ U-2 :
b) (U1 \ U2)- = U-1 \ U-2 :

Dem. Para demostrar estas igualdades utilizaremos las leyes de De Morgan asÌ como
las proposiciones B.5 y B.6.

a)

(U1 [ U2)- = wX n (X n (U1 [ U2))-
= wX n [(X n U1) \ (X n U2)]-
= wX n [(X n U1)- \ (X n U2)-]
= [wX n (X n U1)-] [ [wX n (X n U2)-]
= U-1 [ U-2 :

b)
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(U1 \ U2)- = wX n (X n (U1 \ U2))-
= wX n [(X n U1) [ (X n U2)]-
= wX n [(X n U1)- [ (X n U2)-]
= [wX n (X n U1)-] \ [wX n (X n U2)-]
= U-1 \ U-2 :

Corolario B.8 Si U1;U2 $ X son abiertos ajenos, entonces U-1 \ U-2 = ;.

La ProposiciÛn B.7 nos dice que la familia formada por todos los subconjuntos
U-, donde U es un abierto de X, forma una base para alguna topologÌa en wX.

DeÖniciÛn B.9 Sea X un espacio topolÛgico. DeÖnimos la compactaciÛn de Wall-
man de X, como el espacio wX = X [ U0 (X), dotado de la topologÌa que tiene por
base a la familia

fU- $ wX : U $ X es abierto en Xg :

Vale la pena recalcar que, gracias a la ProposiciÛn B.5, los conjuntos C- son
cerrados en wX y la familia

fF- $ wX : F $ X es cerrado en Xg

forma una base para los cerrados de wX.

Teorema B.10 Para todo espacio X, su compactaciÛn de Wallman, wX, es un es-
pacio T1, compacto que contiene a X como un subespacio denso.

Dem. El hecho de queX sea subespacio denso de wX se sigue a partir de la deÖniciÛn
de U- y el hecho de que=U- = ; si y sÛlo si U = ;.
Para ver que wX es T1, hay que probar que los conjuntos unipuntuales son cerrados

en wX.
Sea p 2 wX. Si p 2 X, entonces fpg = fpg-, esto es gracias a que el ˙nico

ultraÖltro en L(X) que contiene a fpg es Fp = fA 2 L(X) : p 2 Ag y Èste no es un
ultraÖltro libre. Ahora supongamos que p =2 X, es decir, p 2 U0(X). En este caso
notemos que

fpg =
\
fF- : F 2 pg :

En efecto, esta desigualdad se cumple porque dado q 2
T
fF- : F 2 pg, se tiene en

primer lugar que q 2 U0(X), puesto que

X \
\
fF- : F 2 pg =

\
fF : F 2 pg =

\
p = ;:
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Adem·s, si p 6= q, entonces existirÌan A 2 p y B 2 q ajenos, lo cual implicarÌa que
q =2 A-. Con esto concluimos que wX es T1.
Para probar la compacidad de wX, tomemos una familia de cerrados H contenida

en wX con la propiedad de intersecciÛn Önita. Lo que debemos demostrar es queT
H 6= ;.
Para cada F 2 H, existe una colecciÛn de cerrados CF $ L (X) tal que

F =
\
fC- : C 2 CFg :

Como H tiene la propiedad de intersecciÛn Önita, se sigue de la ProposiciÛn B.6
y del hecho de que C- = ; si y sÛlo si C = ;, que la familia

C =
[

F2H

CF

tambiÈn tiene la propiedad de intersecciÛn Önita. De manera que existe un ultraÖltro
F 2 U (X) tal que C $ F .
Ahora distangamos dos casos. Si F no es un ultraÖltro libre, entonces existe x 2 X

tal que F = Fx. Lo que implica que

fxg =
\
Fx =

\
F $

\
C:

Pero X \
T
H =

T
C, asÌ que

T
H 6= ;.

Por otro lado, si F es un ultraÖltro libre, como C $ F , entonces para todo C 2 C
se tiene que F 2 C-. Y en consecuencia

F 2
\
H:

Por lo tanto wX es un espacio compacto.

Para la compactaciÛn de Wallman tenemos dos importantes resultados cuyas prue-
bas pueden consultarse en [6].

Teorema B.11 Para un espacio X, la compactaciÛn de Wallman de X tiene como
propiedad que todo mapeo continuo f : X ! Z, con Z un espacio compacto, se puede
extender a un mapeo continuo F : wX ! Z.

Teorema B.12 La compactaciÛn de Wallman, wX, es un espacio Hausdor§ si y sÛlo
si X es normal.

Corolario B.13 Para todo espacio X normal, wX es equivalente a la compactaciÛn
de Stone-Cech TX; es decir, existe un homeomorÖsmo f : wX ! TX tal que f !X=
idX .
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