UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Espacios de Moore e hiperespacios de Pixley-Roy

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:

MATEMATICA
P R E S E N T A:

Maria Fernanda Villasefior Espinosa

DIRECTOR DE TESIS:
Dr. Alejandro Dario Rojas Sanchez

CIUDAD DE MEXICO, 2019



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A mis padres, que durante toda mi vida me han brindado su incondicional apoyo y su
inagotable esfuerzo, por alentarme a superarme y por creer en mi. Hoy, a través de estas
paginas impresas que conforman mi investigacion de tesis para convertirme en Matematica,
quisiera retribuirles todo el amor, cada consejo, todos los valores que en mi han inculcado.
Quiero que sepan que estoy muy orgullosa de ser su hija, les dedico entonces este trabajo
que significa la culminacién de mis estudios universitarios que sin duda alguna sin ustedes
no habria sido posible. Los llevaré para siempre en mi corazon.

A mis hermanos, por formar parte de los momentos mas importantes de mi vida, hoy sigo
los pasos de los mayores culminando al igual que ustedes mi carrera universitaria. Su
ejemplo me motivo, y ahora siembro lo mismo para el hermano menor. Mis primeros
confidentes, mis primeros amigos, de quien tengo hermosos recuerdos, tengan presente que
parte de este logro es por su causa, los quiero.

A Alejandro Dario Rojas Sanchez por compartir sus conocimientos conmigo, por su apoyo
durante todo este proceso y por el tiempo dedicado a este proyecto.

A todos los amigos que me acompafiaron en este camino, por todas las risas, los consejos,
los aprendizajes y por estar presentes siempre.



Indice general

1. Topologia Pixley-Roy
1.1. Propiedades generales de F[X]| . .. ... ... ... ... ......

1.2. Funciones cardinalesen F [X]| . . . . .. ... ... ... .. ...
1.3. Mids propiedades de F[X] . . . . .. .. ... oL

2. Espacios de Moore
2.1. Propiedades bdsicas de los espacios de Moore . . . . . . .. ... ...
2.2. Espacios de Moore completos . . . . . .. ... ... .. ... ...,
3. Un Moore separable y no completable

A. Funciones Cardinales

B. Compactacién de Wallman

29
29
32
41
48

56



Introduccion

Los espacios de Moore cobraron mucha importancia en la topologia general debido
a su cercanfa con los espacios métricos. En 1937 Jones demuestra que, bajo 2¢ < 2%t
todo espacio de Moore, separable y normal es metrizable. Mientras que en 1969, Tall
demuestra que la existencia de un espacio de Moore, separable y no metrizable es
consistente con los axiomas de ZFC.

Una subclase de los espacios de Moore son los llamados espacios de Moore comple-
tos, que estdn intimamente relacionados con los espacios métricos completos. Se sabe
que todo espacio de Moore completo y metrizable debe ser completamente metrizable.

La motivaciéon del presente trabajo es un resultado postulado por Reed en su
articulo, Concerning completable Moore spaces [14], el cual afirma que todo espacio
de Moore completable y ccc, es separable. Es conocido que todo espacio separable es
cce, lo que nos lleva a la pregunta principal de esta tesis:

. Todo espacio de Moore separable es completable?

La pregunta no es en absoluto trivial; Reed la responde de manera negativa en el
mismo articulo presentando un espacio de dificil manejo.

Nuestro objetivo es presentar una prueba alternativa a dicha pregunta. Esta prue-
ba fue realizada por van Douwen inspirada en el trabajo conjunto de Pixley y Roy,
quienes presentan un espacio de Moore ccc pero no separable.

Los trabajos de Pixley y Roy dieron origen a lo que actualmente se conoce como la
topologia Pixley-Roy. Como parte medular de esta tesis, se presentara el hiperespacio
F [X], formado por los subconjuntos fnitos de un espacio X y dotado de la topologia
Pixley-Roy. Se desarrollardn sus propiedades elementales. Se estudiard cémo se ven
reflejadas las propiedades de F [X] en el espacio X y viceversa. Veremos como algunas
funciones cardinales en F [X] quedan determinadas por aquellas en X.

A continuacién pasaremos al estudio de los espacios de Moore completos y espa-
cios de Moore completables. Se dard una caracterizacién de los espacios de Moore
completos a partir de su compactacion de Wallman.

Finalmente abordaremos la construccién de un espacio de Moore separable y no
completable.

El desarrollo de este trabajo esta divido en tres capitulos asi como dos apéndices.
En el Capitulo 1 desarrollamos todo lo concerniente al hiperespacio F [X], desde
sus propiedades mds elementales hasta algunos resultados mds especializados. Serd
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de nuestro particular interés exhibir cémo ciertas propiedades “débiles” en F [X]
reflejan propiedades muy fuertes para X.

En el Capitulo 2 damos un breve estudio de los espacios de Moore en general para
después concentrarnos en el concepto de espacio de Moore completo. Presentaremos el
concepto de espacio regularmente encajado, el cual es la clave para poder caracterizar
a los espacios Moore completos a partir de su compactaciéon de Wallman. Esta car-
acterizacién juega un papel importante en la teorfa de los espacios Moore completos
ya que, representa una generalizacién a la caracterizacién de Cech para los espacios
completamente metrizables a partir de su compactacién de Stone-Cech.

En el Capitulo 3 veremos el concepto de espacio de Moore completable y daremos
una construccién muy detallada de un espacio de Moore separable y no completable.

El Apéndice A esta dedicado a dar un breve compendio de las funciones cardinales
que usaremos durante el Capitulo 1. Nuestro interés es el de permitir un facil acceso a
las definiciones de las funciones cardinales més tradicionales asi como mostrar algunas
relaciones existentes entre ellas.

En el Apéndice B damos una construccién cuidadosa de la compactacién de Wall-
man, misma que usaremos en el Capitulo 2. Demostraremos con todo detalle que la
compactacién de Wallman define a un espacio compacto y 77.

Buena parte de la herramienta topoldgica utilizada a lo largo de la tesis es de
un cardcter mas especializado de lo acostumbrado a impartir en un primer curso de
Topologia. Se espera que el lector tenga dominio de conceptos como la compacidad,
compactaciones, metrizabilidad, bases, bases locales, axiomas de separacién, axiomas
de numerabilidad, espacios Lindel6f, asi como un conocimiento bésico de cardinalidad,
aritmética cardinal e induccién transfinita.



Capitulo 1
Topologia Pixley-Roy

En el ano de 1969, los matematicos Pixley y Roy dieron a conocer la topologia
de Pixley-Roy (en el hiperespacio F [X]) en un articulo [11] en el que se mostraba la
construccién de un importante ejemplo para la teoria de los espacios de Moore, un
espacio de Moore no separable con celularidad numerable.

Con los anos, se ha observado que la topologia de Pixley-Roy en realidad funciona
para dar contraejemplos a variados problemas y ha sido utilizada por mateméticos
como Przymusiuski, Tall, van Douwen y Weiss en el estudio de los espacios de Moore.

A lo largo de este capitulo, conoceremos la topologia de Pixley-Roy, estudiaremos
sus caracteristicas y algunas de sus propiedades.

Es importante tomar en cuenta que, a lo largo de todo el trabajo, supondremos a
todos los espacios con al menos el axioma 77 y con al menos dos puntos.

1.1. Propiedades generales de F [X]

Consideremos a (X, 7) como cualquier espacio topoldgico, consideremos, a su vez,
a F(X) como la coleccién de todos los subconjuntos finitos, no vacios, de X. A F(X)
le podemos dar estructura topoldgica de la siguiente manera:

Consideremos los conjuntos de la forma:

AU ={SeF(X):ACcScU}.
La coleccién:

B={[AU]:Aec F(X),Uer}.

forma una base para alguna topologia en F[X].

A la topologia generada por B se le conoce como la base topologia Pixley-Roy y
al conjunto F(X) con la topologia generada por B la denotaremos por F [X].

A B la conoceremos como la base canénica para la topologia de F[X].
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Otra topologia con la que se puede dotar al espacio F(X) es la topologia de
Vietoris, cuya base V consiste en todos los conjuntos de la forma:

<U0,U1,U2,...Un> = {A Ef(X) A C U Ul yAﬂUl #@ Vi € {O,l,,n}}
i=0
donde Uo, Ul, UQ, ceey Un €T.
Al conjunto F(X) equipado con la topologia de Vietoris lo denotaremos por F (X).

A V le llamaremos base candnica de la topologia de Vietoris.
Proposicion 1.1 La topologia de Pizley-Roy es mds fina que la de Vietoris.

Dem. Sea V C F(X) un conjunto abierto basico canénico de Vietoris, digamos
V = (Uy, Uy, ...,Uy) y V # @. Veamos que V es abierto en F [X].

Definamos S = U Uiy R = A para alguna A € V. Claramente [R, S] € F [X].
Ademads, sea B € [R S] tenemos que R C B C S, por lo tanto BNU; # @ Vi €

{0,1,...,n}.

Por lo anterior, tenemos que [R, S] C V y asi V es abierto en F [X]. [ |

Observemos que F [X] tiene una propiedad que parece natural para un espacio
formado por subconjuntos: si A € F(X), entonces las vecindades de A en F [X]
estdan determinadas por vecindades de A en X. Para ser precisos, A tiene vecindades
arbitrariamente pequenas en F [X| de la forma [A, U], donde U es una vecindad de
Aen X.

Sea A € F(X), sea [A, U] vecindad de A en F [X], en donde U es vecindad de A
en X. Al ser U vecindad, existe Uy abierto en X tal que A C Uy C U. Luego, para
cada xi € A, existe V; € X abierto bdsico de X tal que x; C V; C Uy. De donde,
A= szc UV V C Uy V es abierto.

=1

Por 1o tanto [A, V] es vecindad de A en F [X] tal que [A, V] C [A,U].
Lo anterior no se cumple en la topologia de Vietoris.

Proposicién 1.2 Sean A, U € F(X) arbitrarios. Entonces [A,U] es cerrado en

F[X] (y en F(X)).

Dem. Demostraremos que F(X) \ [A, U] es abierto tanto en F [X] como en F (X).
Sea B e F(X)\[A,U].
Caso 1. A ¢ B. Tomemos p € A\ B. Tenemos que (X \ {p}) es una vecindad de
B (tanto en F [X], como en F (X)) y (X \ {p}) no intersecta a [A, U]. De hacerlo,
existirfa R € (X \ {p})N[A, U] tal que A C R C X\ {p}, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto F [X] \ [A, U] es abierto y F (X) \ [4, U] es abierto. Por lo tanto, [A, U]
es cerrado en F [X] y F (X).



CAPITULO 1. TOPOLOGIA PIXLEY-ROY 6

Caso 2. B ¢ U. Consideremos la vecindad [B, X] en F[X] y observemos que
(B, X] N [A,U] = @. En caso contrario, existiria R € [B,U] N [A,U] y tendriamos
que BC RC Xy ACRCU, lo cual implicaria que B C U y esto contradice la
hipdtesis inicial del caso.

Por lo tanto, [B, X] N [A,U] = @. Por lo tanto, [A, U] es cerrado en F [X].

Ademsds, como U € F(X), U es finito y por tanto cerrado en X. Asi (X, X \ U)
es vecindad en F (X) de B que no interseca a [A,U]. De otro modo, si existiera
Re (X, X\U)n[AU],entonces ACRCUyRCXUX\U)yRNX # & #
RN (X \U). Asi tenemos R C Uy RN (X \ U) # @ que es una contradiccion.

Por lo tanto, tenemos que [A, U] es cerrado en F (X). |

Corolario 1.3 F [X] es un espacio T;.

Dem. Queremos probar que los puntos son cerrados.
Sea A € F(X), se tiene que {A} = [A, A] y por la Proposicién 1.2, se tiene que
[A, A] es cerrado. |

La Proposicién 1.2 trae como consecuencia que el espacio F [X] es cero dimension-
al, es decir, posee una base formada por conjuntos que son abiertos y cerrados. Y dado
que todo espacio cero dimensional y T} es Tychonoff, concluimos que F [X] siempre
es un espacio Tychonoff, incluso cuando el espacio X tnicamente sea un espacio 77;.

Corolario 1.4 F [X] es un espacio cero dimensional y Tychonoff.

Dado A C X, podemos considerar a F [A] como un subespacio de F [X], puesto
que F [A] C F[X]. A continuacién veremos que F [A] siempre resulta un subespacio
cerrado de F [X].

Proposicién 1.5 Si A es subespacio de X, entonces F [A] es un subespacio cerrado
de F [X].

Dem. Sea F € F[X]y F ¢ F[A], entonces F ¢ A.

Sea Ux un abierto en X tal que F' C Uy, consideremos U = [F, Ux]. Supongamos
que UNF[A] # @ y tomemos G € UNF [A]. Como G € F[A], se sigue que G C A.
Como ademds G € U, entonces FF C G C Uyx. Asi, FF C G C A lo cual es una
contradiccion ya que desde el inicio F' ¢ A.

Por lo tanto F [A] es cerrado en F [ X]. |

Definicién 1.6 Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio metacompacto si dada una
cubterta abierta, existe un refinamiento que vuelve a ser cubierta con la caracteristica
de ser punto-finita, es decir, cada punto del espacio estd en una cantidad finita de
elementos del refinamiento.
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Claramente, la clase de los espacios metacompactos contiene a la clase de los
espacios compactos, puesto que toda cubierta finita es automaticamente punto-finita.
Sin embargo, no todo espacio metacompacto es compacto. Los espacios F [X] son
ejemplo de ello (para X infinito) ya que el subespacio {{z} : x € X} C F [X] siempre
es cerrado y discreto. Ahora veremos que F [X] no sélo es metacompacto sino que es,
de hecho, hereditariamente metacompacto.

Proposicién 1.7 F [X] es hereditariamente metacompacto.

Dem. Sea S un subespacio de F [X], y sea U una vecindad abierta de A € S.
Consideremos a la cubierta abierta de S

C={[A,X]NU,:AeS)} .

Notemos que C es un refinamiento de {U, : A € S§}. Veamos que C es punto finita:
Sea B € S. Notemos que B € [A, X] siysélosi A C B. Como B € § C F[X],
entonces B € F(X) y B es finito, por lo cual tiene un nimero finito de subconjuntos.
Por lo anterior, B pertenece a un nimero finito de conjuntos de la forma [A, X] y a
un nimero finito de elementos de C. |

Una propiedad que es importante comprobar si tiene o no cualquier espacio
topoldgico, es saber si para cada punto existe una base local numerable, es decir,
si es primero numerable. Para los espacios de Pixley-Roy, conocemos el siguiente
resultado:

Proposicién 1.8 F [X]| es primero numerable si y sélo si (X,Tx) es primero nu-
merable.

Dem. Supongamos que F [X] es primero numerable. Sea = cualquier elemento de
X. Tenemos que {z} es elemento de F[X], que como es primero numerable sabemos
que existe una base B(,j numerable para {z} en F [X], digamos que

B{m} = {[{x},Wn] ne N}.
A continuacién, consideremos
By = {W, : [{z} ,W,] € Bz}, n € N}

Veamos que B, es base local (claramente es numerable) para = en X.

Sea U un conjunto abierto de X tal que = € U. Sabemos que [{z}, U] es un con-
junto abierto de F [X] que contiene a {z}, entonces existe N € N tal que [{z}, Wx]| C
[{z},U], donde [z, Wy] es un elemento de By,}. Ademds x € Wy C U, pues de no
ser asi existiria w en Wy tal que w ¢ U, sin embargo por un lado tendriamos que
x € {z,w} C Wy lo cual implica que {z,w} € [{z},Wy] C [{z},U] que a su vez
implica que {z,w} C [{z},U], es decir w € U! Por lo tanto es cierto que Wy C U.
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Por lo anterior B, es una base local numerable de x en X.

Ahora supongamos (X, 7x) es primero numerable.

Sea F' € F[X]. Sabemos que, para todo z € F' existe una base local numerable
B, de z en (X, Tx).

Consideremos la coleccién

BF:{[F,UUI] :UxeBx,meF}.

zeF

La familia By es numerable y serd una base local para F'.

Dado un abierto basico U tal que U C F [X], digamos U = [G, V], tal que F' € U,
se tiene que G C F' C V. Para todo x € F), existe U, € B, tal que z € U, C V. Por
lo tanto |J U, C V y asi [F,UUm]CU. |

zeF zeF

Una parte importante de nuestro trabajo de tesis esta centrada en el estudio
de los llamados espacios de Moore. Dichos espacios estdn intimamente relacionados
con los espacios métricos, siendo estos 1ltimos casos particulares de los espacios de
Moore. Diversos resultados interesantes relacionados con teoremas de metrizacion
estan apoyados en los espacios de Moore.

A continuacién daremos la definicién de espacio de Moore y daremos condiciones
necesarias y suficientes para identificar cuando F [X]| resulta un espacio de Moore.
Dejaremos para el Capitulo 2 el estudio de propiedades més especificas de los espacios
de Moore en general.

Definicién 1.9 Sean (X, 7) un espacio topolégico, G una cubierta abierta de X y x
un punto de X. Definimos la estrella de x respecto a la cubierta G como

st(z,G) = GLng{G :GN{x} #0}.

Definicién 1.10 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, lo llamaremos espacio de Moore
sty solo si X es reqular y existe un desarrollo para X, es decir, si existe una sucesion
de cubiertas abiertas {G,}nen de X, de tal manera que para cada punto z, la familia
{st(x,Gn) }nen €s una base local para x.

Proposicién 1.11 F [X] es un espacio de Moore siy sdlo si X es primero numerable.

Dem. Si F[X] es un espacio de Moore, entonces también es un espacio primero
numerable. Lo cual, de acuerdo a la Proposicién 1.8, implica que X es primero nu-
merable.

Para la implicacion contraria, veamos que si X es primero numerable, entonces
existe un desarrollo para F [X].
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Como X es primero numerable y T3, entonces F [X] es primero numerable y por
tanto para cada A € F(X) existe una base de vecindades decreciente B4 = {U,(A) :
n € N} de A en X. Para cada n € N definimos:

Veamos que {G, : n € N} es un desarrollo para F [X].
Sean B € F(X) y U una vecindad de B en F [X]. Existe un n(py € N tal que
B.U

nwwﬂcm
lo anterior es debido a que Bg es base local para B en X. Notemos que, dado que la
familia Bp es decreciente, entonces para toda n > ng), [B,U, (B)] C U.

Como X es T, para cada subconjunto propio no Vamo C' de B, existe un nc) € N
tal que, si n > n(), entonces B ¢ U, (C). Sea m = méx{n) : @ # C C B}. Se
sigue entonces que, para todo C € B, B € U, (C) y ademés [B, U,,(B)] C U.

Para terminar la demostracién, basta demostrar que

St(B, gm) = [B7 Um(B)] :
Como

st(B,Gm) = ULIC, Un(O)] € G : [C, U (C)|N{B} # @} .

Si B € [C,U,,(C)], entonces C' no puede ser un subconjunto propio de B, pues
si lo fuera, B ¢ U,,(C). En consecuencia C' = B para todo [C,U,,(C)] € G, tal que
B e [C,Un(C)].

Por lo tanto

st(B,Gm) = [B,Un(B)].

Como resultado directo del teorema anterior, dejaremos en claro, para futuras ref-
erencias que F [X] es espacio de Moore si y s6lo si X es un espacio primero numerable
si y sélo si F [X] es primero numerable.

Otra clase muy importante de espacios son los llamados espacios semiestratifica-
bles. Dicha clase contiene a todos los espacios de Moore. En [2] se puede consultar un
estudio exhaustivo de los espacios semiestratificables. Nosotros daremos su definicién
y trataremos de caracterizar cuéndo F [X] es un espacio semiestratificable.

Definicién 1.12 Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio semiestratificable, si a
cada abierto U € T se le puede asignar una sucesion {U, }nen de subconjuntos cerrados
de X tal que



CAPITULO 1. TOPOLOGIA PIXLEY-ROY 10

neN
i1) siempre que U CV (con'V € 1), U, C V,, para toda n € N.

A la correspondencia U — {U, }nen la llamaremos una semiestratificacion para el
espacto X .

Una observaciéon importante es que si U — {U, },en s una semiestratificacion
para X, entonces al definir U, = |J,,~,, Un, logramos una nueva semiestratificacién
U — {U,}nen pero de tal manera que la familia {U, },cn es creciente. Este hecho lo

usaremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.13 Una condicion necesaria y suficiente para que un espacio topoldgico
(X, 7) sea semiestratificable es que exista una sucesion de funciones {gn}nen, donde
gn : X — T, tal que:

i) ) gn(x) = {z}, para cualquier x € X.
neN
i) Siy € X yA{xntnen C X es tal que y € g,(x,) para toda n € N, entonces

{zn} — 9.

Dem. Sea U — {U,}.en una semiestratificacién para X, en donde cada sucesién
{Upn}nen es creciente. Para cada n € N definimos g, como g,(z) = X \ (X \ {z}),.
Veamos que {g, }nen satisface i) y 7).

Para probar i) tenemos que

M gn(z) = (XN (X \{zp)n) = X\ U (X \{zh)n = X\ (XN A{z}) = {z}.

neN neN neN

Ahora veamos que se cumple ii). Sean y € X y {x,}neny C X, con y € g,(z,)
para toda n € N. Dado U C X abierto tal que y € U, existe N € N tal que y € Uy,

ya que U = |J U,. Usando que la sucesién {U, },en es creciente, se sigue que y € U,
neN
para toda n > N.

Sin > N y suponemos que x,, ¢ U, entonces ocurre que U C X ~\ {z,}. Y por lo
tanto

U, C(X\{z})n =X\ gu (2,),

pero esto no es posible ya que y € U, N g,(z,). Concluimos asi que z,, € U para toda
n > N, lo que prueba la convergencia de {z,} hacia y.

Reciprocamente, supongamos que tenemos una sucesion {g, }»en que satisface las
condiciones i) y ). Para cada n € N y para cada U abierto, sea

Up=X\U{gn(z): 2 € X\ U}.

Veamos que U — {U, }nen €s una semiestratificacién. En efecto, U, es cerrado ya
que g,(x) es abierto para todo = € X.
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Probemos que |J U, = U. Seay € |J U,, entonces y € U, para alguna n € N.
neN neN

Entonces, y € X \ U{gn(z) : x € X \ U}, es decir, y ¢ g,(x) para toda z € X \ U.
Como y € gy, (y), se sigue que y € U.
La demostracién de la otra contencién se hard por contrapuesta. Supongamos que

y ¢ U U,, es decir que, para cadan € N, y € [J{gn(z) : z € X \ U}. De manera
neN
que, para cada n € N existe x,, € X \ U tal que y € g,(x,). La condicién i7) nos dice

que la sucesion {z, }nen converge a y. Pero {z,}neny € X \ U y éste es un cerrado, de
modo que y € X \ U.

En consecuencia U C | U,.
neN
Finalmente, tomemos U, V abiertos en X tales que U C V' y demostremos que

U, CV, para todo n € N.
Sea z € U,, donde recordemos que

Up=X\W{g(z): 2 € X\ U}

Tomemos x en X ~\ V', como U es un subconjunto de V', entonces x pertenece a
X N\ U como z € U, entonces z no pertenece a g,(,). Por lo tanto, z no pertenece a
la unién de todos los g, tales que x ~\ int(X \ V) por lo tanto, z ¢ V.

Por lo tanto U, C V,, para cada n € N. Y por lo tanto U — {U, },en €s una
semiestratificacién para X. [ |

A partir del Teorema 1.13 es muy sencillo verificar que todo espacio de Moore es
semiestratificable. En efecto, si X es un espacio de Moore con desarrollo {G, },en,
entonces las funciones g, definidas como

gn () = st(x, Gn)

satisfacen las condiciones del Teorema 1.13 y por lo tanto X es semiestratificable.
Para verificar que la sucesion {g, },en cumple con la condicién ii) del Teorema 1.13,
es importante destacar que el desarrollo {G, },en puede tomarse de tal manera que
cada cubierta G, 1 sea un refinamiento de G,,. Dejamos los detalles de estos hechos
para el lector.

Para dar la caracterizaciéon buscada sobre espacios semiestratificables y el espacio
F [X] haremos uso de los conceptos de espacios perfectos y espacios con pseudocardc-
ter numerable. Para ello, aquf recordamos sus definiciones.

Definicién 1.14 Un espacio X es perfecto si todo subconjunto cerrado de X es un
congunto Gs. Un conjunto es Gy si es una interseccion numerable de conjuntos abier-
tos.

Definicién 1.15 Un espacio tiene pseudocaracter numerable si para todo punto en
X, {x} es un conjunto Gs.
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Ademas del espacio F [X], podemos considerar los espacios F,, [X] como:
FoX]|={A e F[X]:|Al <n}.
a los cuales les podemos dar la topologia Pixley-Roy como subespacios de F [X].

Teorema 1.16 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) X tiene pseudocardcter numerable.
b) Fo [X] tiene pseudocardcter numerable.
c) F[X] tiene pseudocardcter numerable.
F [X] es perfecto.
F[X] es semiestratificable.
F [X] es union numerable de subespacios cerrados y discretos.

Dem. Demostraremos f) — ¢e¢) — d) — ¢) — b) — a) — f).
f) — e). Suponemos que F [X] es unién numerable de subespacios cerrados y
discretos: F [X| = |J C,. Sea U un conjunto abierto de F [X], definimos U,, = UNC,,.

neN
Demostremos que U — {U, }en €s semiestratificacion.

Primero veamos que |J U, = U:
neN

U Un= U(Umcn):Um<U Cn> =UNF[X]=U.
neN neN neN

Ademéds, U, es cerrado. Sea F' € F [X]\ U,, entonces F' ¢ UNC,

Caso 1. F' € C,,. Existe W abierto en F [X] tal que WNC,, = {F'} por ser discreto.
Afirmamos que W NU,, = &, de lo contrario, W NC,, "NU # @ y asi F' € U lo cual
es una contradiccién.

Caso 2. F' ¢ C,. Entonces, F' € F[X]\ C, abierto en F [X]. Afirmamos que
W =F[X]\C, es tal que WNU, =, pues

WwWnU,=Wnunc,=2nNU =2a.

Con esto queda probado que cada U, es un conjunto cerrado.

Ahora verifiquemos que si U, V' son abiertos en F [X] tales que U C V, entonces
U, C V,. Esto es inmediato ya que si U C V, entonces U N C,, C V N, es decir,
U, C V,.

e) — d). Supongamos que F [X] es semiestratificable. Demostraremos que F [X]
es perfecto.

Tomemos una semiestratificacion U — {U, }nen para F [X].

Sea C' cerrado en F [X], entonces U = F [X]\ C' es un abierto. Como cada U, es
cerrado, F [X] \ U, = A, es abierto en F [X].

Ademss se cumple que

N An= N(FX\U) =FX]\ U U= FX]\U=C.

neN neN neN
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d) — c¢). Suponemos que F [X] es perfecto. Demostraremos que F [X] tiene
pseudocardcter numerable.

Como F [X] es perfecto y ademads, los conjuntos unitarios son cerrados en F [X],
entonces {F'} es un conjunto G para todo F € F [X].

¢) — b). Suponemos que F [X] tiene pseudocardcter numerable. Demostraremos
que F» [X] tiene pseudocaracter numerable.

Sea F' € Fy [X], como F» [X] C F[X], entonces F' € F [X]. De lo anterior se sigue
que {F'} = () A, en donde cada A, C F [X] es abierto de F [X].

neN
Denotamos por O, al elemento A, N F [X]. El conjunto O,, es abierto en F» [X]
y{F} =1 On
neN

b) — a). Suponemos que F» [X] tiene pseudocaracter numerable. Demostraremos
que X tiene pseudocaracter numerable.
Sea x € X. Como {z} € F»[X], entonces {{z}} = (] A, en donde cada A, C

neN
F2 [X] es abierto en F; [X]. Como {z} € A, para toda n € N, entonces existe un

abierto U,, de X tal que [{z},U,] N F [X] C A,.
Ahora bien, si y € (J{U, : n € N}, entonces {z,y} € A, para toda n € N. De

donde
{z,y} € N An = {z}.
neN

Lo que prueba que {z} = [ U,. Por lo tanto X tiene pseudocaracter numerable.
neN
a) — f). Supongamos que X tiene pseudocardcter numerable. Demostraremos

que F [X] es unién numerable de subconjuntos cerrados y discretos.
Para cada n € N, sea

En={F € F[X]:|F|=n}.

Notemos que &, dotado con la topologia de subespacio resulta ser discreto pues si
U =[F, X] es tal que F' € &,, entonces &, N U = {F'}. De no ser asi, exitird G # I,
GeUnNnE, tal que |F| =n = |G|y F C G pero entonces F' = G lo cual es una
contradiccién. En el caso de &1, es muy sencillo ver que ademads es un conjunto cerrado.

Luego, para cada x € X tomemos una sucesion decreciente de abiertos {U,(x) }nen

tal que [ U,(z) = {x} (lo cual es posible pues X tiene pseudocardcter numerable).
neN
Para cada F' € F [X], sea kp el primer entero k tal que para cualesquiera z,y € F, si

x # y entonces, y ¢ Ug(z) y ¢ Ur(y). Es posible definir a la kr gracias a que F' es
finito.
Definimos

En, ={F €&, :kp =k} paratodon>2yk>1

Ya que
FIX|=&Uu| i€, in>2yk>1}
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solo resta probar que cada &,, es cerrado en F [X].
Suponga T' € F [X]|\ &, conn > 2y k> 1.Si |F| > ng, entonces [T, X] es una
vecindad de T" que no intersecta a &,, . Ahora supongamos que |T'| < ny, consideremos

el abierto
V= J{U:(t) - t e T}

Si [T, V] contiene a un punto F' de &,,, entonces T C F' C V. Indexamos a Ty F
como:

T =A{z1,29, ...;xn} C F ={x1, T, ..Tm, Tmi1, Tmi2, ., Tn} donde m = |T|.

Dado que m < ny F C V, debe existir un x; € T tal que Ug(x;) contiene dos
elementos distintos de F', lo cual es imposible pues kr = k.
Por lo tanto [T, V] NE&,, = @. Lo que termina la prueba. |

1.2. Funciones cardinales en F [X]

Las funciones cardinales son importantes en el estudio de la topologia debido a
que son herramientas muy eficaces cuando se quiere determinar si un espacio tiene
propiedades que tienen que ver, entre otras cosas, con numerabilidad, como por ejem-
plo, ser separable, primero numerable, segundo numerable e incluso determinar la
cardinalidad del espacio en el que estamos trabajando.

Durante esta seccién, usaremos varias funciones cardinales cuya definicién y al-
gunos resultados basicos sobre ellas se pueden consultar en el Apéndice A de la tesis.

El objetivo de esta seccién es calcular el valor de las funciones cardinales més
tradicionales aplicadas al espacio F [X] buscando obtener resultados en funcién de
sus respectivos valores en X.

Proposicién 1.17 Si A € F [X]|, entonces se cumple que:
a) ¥(A, F[X]) = méx{y(z, X) : v € A};
b) X (A, F X)) =X (A F[X]) <méx{X(z,X):z € A}.

Dem. a) Sea A = {z1,29,...,x,}. Para cada i € {1,2,...,n} existe una pseudobase
local U; de x; en X tal que |U;| < ¥(z4, X).
Sean
U= {U Vi e{l,...,n}3U; e Y; tal que U = |J UZ}.
i=1
y B = {[A,U] : U € U}. Notemos que, claramente, A € V para todo V € B. Veri-
fiquemos ahora que (B = {A} para que B sea pseudobase.
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Dado D € (B, se sigue que A C D pues D € [A, U] para todo U € U. Supong-
amos ahora que existe x € D \ A, entonces x 7é z; para toda i € {1,...,n}. Por lo

tanto, existe U; € U, tal que x ¢ U;. Sea U = U Ui, entonces U e U y D € [A, U], lo

cual implica que x € D C U que es una contradlccmn a la forma en que construimos
a U. Por lo anterior tenemos que

(A, FX]) < méx{y(z,X):z € A}

Por otro lado, sea B una pseudobase local de A en F [X] formada por abiertos
bésicos de la forma [A, U] y sea x € A, consideremos:

U={U\(AN\{z}): [A,U] € B

Veamos que U es una pseudobase para = en X.

Primero necesitamos ver que © € W para todo W € U. Como W es de la forma
U\(A\{z}), tal que [A,U] € B,entoncesz € ACUyasize UyxzecU\(A\{z}).
Por lo tanto x € W para todo W € U.

Ahora veamos que (U = {z}. Llamemos:

V={UcCX:[AU eB).

Notemos que [V = A, ya que dado y € [V se sigue que A C AU {y} C U para
todo U € V, lo cual implica que AU {y} € (B = {A} pues B es pseudobase de A.
Entonces AU {y} = A, es decir, y € A. Finalmente se sigue que:

Mu=NUNA D = (V) VAN D = AV AN o) = (o}

Asi tenemos también que (x, X) < (A, F[X]).
b) Primero, como toda base local es una m-base, estd implicito que

7 X (A, FX]) < X (A, F[X]).

Para la otra desigualdad, sea B una m-base local de A en F [X]. Esto quiere decir que
para cada abierto V C F[X] tal que A € V, existe W € B tal que W C V, y los
elementos de B son abiertos no vacios pero no necesariamente contienen al punto A.
De manera que, para cada W € B podemos tomar un Ay, € W. Ademds como todos
los W son abiertos, existe un subconjunto abierto Uy, de X tal que [Aw, Uy | C W.
Ahora definamos

U={[AUy]:WeB ACUy}.

Veamos que U es base local de A en F [X].
Notemos que A estd contenida en todos los elementos de /. Tomemos un subcon-
junto abierto bésico canénico [A, V] de F [X]. Como B es m-base, existe W € B tal
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que W C [A, V] y asi, [Aw, Uw] C [A, V]. Esto implica que se deben dar las siguientes
contenciones

AC Ay cUy C V.
Veamos que en efecto esto ocurre. Como Ay € [Aw,Uw]| C [A, V], entonces A C Ay .
Por otro lado, dado x € Uy, se sigue que

De modo que Ay U {z} C V, en particular x € V. Es decir, Uy C V.
De lo anterior se sigue que [A, Uy] € U y ademds [A, U] C [A, V]. Por lo tanto
U es base local para A y es tal que |U| < |B|, lo que prueba que

X (A FX]) <nX (A F[X]).
Por 1ltimo hay que demostrar
X (A, FIX]) < max{X(z,X):x € A}.

Sea A = {z1,x9,...,x,}. Para cada i € {1,2,...n} sea U; una base local de z; en X
tal que |U;| < X (x4, X). Sea

=1

U= {U Vi e {l,...,n}3U; e Y; tal que U = |J Ui}.

Consideremos B = {[A,U] : U € U}.Veamos que B es base local para A en F[X].

En primer lugar tenemos que A € W para todo W € B, pues W = [A, U] con
Uel.

Ahora, tomemos una vecindad bédsica canénica [A, V] de A en F[X]. Se tiene
entonces que V' es vecindad abierta de x; para i € {1,2,...,n}. Asi existe U; € U; tal

que z; € U; C V. Consideremos U = |J U;. Entonces [A, U] C [A, V]. Por lo tanto B
i=1
es base local para A en F[X]. Como |B| < max{X(z,X):i € {1,2,...,n}}, entonces

podemos concluir que

X(A, FIX]) < méx{X(z, X) : = € A}.

Proposicién 1.18 Si x € X, se cumple que:
a) X({z}, FIX]) = X(z, X); y
b) t(z, X) < t({z}, FIX]).
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Dem. a) Por la Proposicién 1.17 inciso b), tenemos que
X (A, FIX]) < max{X(x,X):x € A}.

Asi,
X({z}, F[X]) < méx{X(z,X):z € {z}} = X(z, X).
Ahora, si V es una base local de {z} en F[X] tal que |V| < X ({z},F[X]) y donde
cada V € V es de la forma V = [{x}, U], entonces podemos considerar a la familia

U={U:[{z},U] €V}

Naturalmente ocurre que |U| = |V|. Veamos que U es base local de = € X.
Dado un abierto W C X tal que z € W, existe U € U tal que [{z},U] C [{z}, W].
Y por lo tanto U C WW. Por lo tanto se cumple que

X(z, X) < X({z}, F[X]).
b) Recordemos que la estrechez en un punto p € X estd definida como

t(p,X) =min{k:VY C X tal que p € clxY,FJA CY con |A| < Kkyp€E clxA}.

Sean H C X, x € X \ H tal que = € clx H. Consideremos:

H=F[HU{z}\ {{z}}.

Notemos que {z} € clrx) (H). Esto se da gracias a que x € clxH. En efecto, si
U C X es abierto tal que x € U, entonces U N H # (); tomando p € U N H se sigue
que {p} € [{z},U]N'H. Es decir, {z} € clrx (H).

De manera que existe M C H tal que |M| < t({z}, F [X]) y {z} € clrx) (M).

Sea M = (|IJM) \ {z}. El conjunto M cumple que M C H y |M| < |M]|. Resta
verificar que z € clx(M).

Para una vecindad V' de  en X, como {z} € clzx)(M), existe A € [{z}, V]NM.
Luego z € A CVyAe M. Como A # {x}, tenemos que VN M # &y en
consecuencia x € clx(M). Con esto queda demostrado que

t(zx, X) < t({z}, F[X]).

Proposicién 1.19 Si X es un espacio de Hausdorff y A € F [X] se sigue que:

X (A, F[X]) = méx{X(x,X) : z € A}.
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Dem. Por la Proposicién 1.17 inciso b) tenemos que
X (A, F[X]) <méx{X(z,X):z € A}

Supongamos que existe © € A tal que k = X (A4, F[X]) < X(z, X). Sea U una base
de vecindades de A en F [X] con |[U| < k. Podemos asumir que U es de la forma
U={AU,):a<k},donde U, € Tx y A C U,. Como X es Hausdorff, existe una
vecindad abierta U de z tal que (A \ {z}) Nclx(U) = @.

Como X (z,X) > k, la familia {U N U, : @ < k} no puede ser base local para z.
De manera que existe un abierto V. C X tal que z € V .y UNU, € V para cada
a < k.SeaW =V U(X\clx(U)), entonces [A, W] es vecindad abierta de A en F [X].
Tomando a < k tal que

[A, Ua] € [A, W],

se sigue que U, C W y por lo tanto U N U, C V, lo que no es posible.
Por lo tanto X' (z, X) < X (A, F[X]) para cada x € A. Por lo tanto X' (A, F[X]) =
max{X (z, X) : x € A}. |

Proposicion 1.20 Para cualquier espacio infinito X, se tiene que
IFX]| = [X| = nw (F[X]) = d(F[X]) = L(F[X]) =e(F[X]).
Dem. Comenzaremos por demostrar la igualdad |F [X]| = | X|. Para cadan € N sea

X,={FCX:|F|=n)}.

Entonces F [X] = |J X,. Notemos que para cada n € N, X,, tiene cardinalidad a
neN

lo mas | X|" = |X|, por lo tanto |F [X]| < w|X| = |X| pues X es infinito. Luego
| X| = {z}: 2z € X}| < |F[X]|, entonces | X| < |F[X]|. Por lo tanto | X| = |F [X]]

Ahora demostraremos que d (F [X]) = | X|. Notemos que d(F [X]) < |F[X]| =
| X

Si D es subconjunto denso de F [X], entonces D es cubierta de X . En efecto, dado
r € X, [{z},X]ND # 0; tomando D € [{z},X]ND se sigue que x € D C |JD.
Ademss, como X es infinito y T, cualquier conjunto denso de X es infinito, lo que
implica que D es infinito.

Como X = |JD, entonces

X1=|UJp|< X InI=1PI.

La 1ltima igualdad es gracias a que D es infinito y cada D € D es finito. En conse-
cuencia | X| < d(F [X]). Con lo que queda probada la igualdad d (F [X]) = | X]|.
Demostremos ahoara que L (F [X]) = |F [X]|.
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La desigualdad L (Y) < |Y| es muy clara para cualquier espacio infinito Y, puesto
que toda cubierta abierta de Y tiene una subcubierta de tamafio |Y|. En particular

tenemos que
! L(F[X) < |F[X]|.

Por otro lado, sea
C={[{z}.X]:2z e X}.

La unica subcubierta de C es ella misma, ya que para todo = € X, [{x}, X] es el unico
elemento que contiene a {z}. Por lo tanto |F [X]| < L (F [X]).

Para demostrar las igualdades que faltan, veremos que | X| < e (F [X]). Para ello,
nos apoyamos en el subespacio M = {{z} : z € X} C F[X].

Es claro que |X| = |M]|. Ahora notemos que M es cerrado en F [X], pues si
F € F[X]\ M, entonces [F,X| N M = @. Ademds M también es discreto pues
{z}, X]N M = {x} para toda = € X.

Por lo tanto,

| X| = |M|<e(F[X])=sup{|D|: D C X y D es cerrado y discreto}.
Las desigualdades
e(FX]) < L(FX]) < nw (F[X]) < [FIX]].

se cumplen para cualquier espacio topoldgico y estdn demostradas en el Apéndice A,
con lo cual queda completa la prueba. [ |

Teorema 1.21 Para cada espacio X, se cumple que:
X (FX]) =X (F[X]) = X (X).
Dem. Ya sabemos que
X (A, F[X]) < max{X(z,X) :x € A}.
De manera que X (A, F [X]) < X (X), para cualquier A € F [X]. Por lo anterior,
sup {X (A, F[X]): A FIX]} < X (X).
Luego, sabemos que X (z, X) = X ({z}, F [X]). Entonces,

sup{X (z,X) : zeX}=sup{X ({z},F[X]) :2€ X}
< sup{X (A, F[X]): Ae F[X]}.

Entonces, X' (X) < X (F[X]). Por lo tanto tenemos que
X (FIX])=X(X).
Y como X (A, F[X]) = X (A, F [X]), entonces 7 X (F [X]) = X (F[X]). |
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Teorema 1.22 Para cualquier espacio X, se cumple que
w (F[X]) = mw (F[X]) = X(X) | X].
Dem. Siempre se cumple que
w(F[X]) < X(FX]) |F[X]] = X(X) [X].

Ade.mé,s, como |X| =d(F[X]) < mw(F[X])y X (X) =nX(F[X]) < mw(F[X]),
se sigue que
X (X) | X] < mw(F[X]),

y dado que siempre se cumple que 7w (F [X]) < w (F [X]), concluimos que

X (X) X[ < 7w (FIX]) < w(FX]) <X (X)[X].

Teorema 1.23 Para cualquier espacio X se cumple que
psw(F [X]) = (F[X]) = o (X).
Dem. De acuerdo con la Proposicién 1.17 a), podemos concluir que

Y(F[X]) = sup{v(4, F[X]): Ae F(X)}
= sup{¢(z,X):x e Aec F(X)}
= sup{¢(z,X):z e X} =9¢(X).
Resta probar que psw(F [X]) = ¢ (F [X]).

Es conocido que para cualquier espacio Y, ¢ (V) < psw (Y') (ver Apéndice A).
Ahora comprobemos que

psw (F[X]) < ¢ (F[X]).

Para cada A € F [X], consideremos una pseudobase U (A), con U (A)| < ¢ (F [X]).
Estas pseudobases pueden ser tomadas de la forma:

U(A) = {[A,U]: U e 7(A)}.

En donde 7 (A) es una familia de abiertos en X tal que |7 (A)| < ¢ (F [X]).
Ahora definimos

U= U U(A).

AeF[X]
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Claramente, U es cubierta de F [X] y ademds es separadora pues, para todo A €
FX],
({VeUd:AeV}cCcNUA) = {A}.
Resta verificar que, para cualquier A € F [X], ord(A,U) < (F [X]).
Por definicién de U (A) ocurre que

{VeUu:Aevicly{us): SeP(A)\{a}}.

Como A es finito, P (A) es un conjunto finito y asi {V € U : A € V} estd
expresado como la unién finita de conjuntos de tamano menor o igual que ¥ (F [X]).
Por lo tanto

{VeUu:AeV} <y (FIX]).

En consecuencia

psw (F[X]) < ¢ (F[X]).

Teorema 1.24 Para cada espacio X, se sigue que:
hd(X)hL(X) < ¢(F[X]) < nw(X).

Dem. Primero veamos que ¢ (F [X]) < nw(X).
Sea V funa amilia celular en F [ X] formada por abiertos bésicos canénicos, digamos

V=A{[AU]:AC X, U €Ty}

y sea N una red en X tal que |N| < nw(X).
Dado [A,U] € V, para cada a € A tomamos C,y € N tal que a € Copy C U y
definimos

C[A,U] = U {Ca,U ta € A} .

Naturalmente, ocurre que A C Cia) C U.

La familia C = {Cla) : [A,U] € V} satisface que |C| < |N] puesto que C estd
determinada por todos los subconjuntos finitos de V.

Ahora veamos que la asignacion [A, U] — Cla ) es inyectiva. Esto probard que
V| <IC].

Sean [A,U],[B,V] € V y supongamos que Ci4 ) = Cip,v]. Por construccién ten-
emos que

AC C[A,U] = C[B,V} cV.

Asf mismo
B C C[By] = C[A,U] cU.



CAPITULO 1. TOPOLOGIA PIXLEY-ROY 292

Se sigue entonces que
AUB e [AUIN[B,V].

Dado que V es celular, concluimos que [A,U] = [B,V]. Por lo tanto, ¢(F [X]) <
nw(X).

Falta ver que hd(X)hL(X) < c(F [X]).

Comenzaremos demostrando que hL(X) < ¢(F [X]). Supongamos que hL(X) >
7. Luego, existe un subespacio ¥ de X y una cubierta abierta G de Y, tales que
Y ¢ UG para cada subfamilia G’ de G con |G'| < 7. Podemos suponer que cada
elemento de G es abierto en X.

Usando induccién transfinita, podemos construir una sucesién de puntos {z, :
a < 7t} C Y y una sucesién de elementos en G, {G,, : « < 77} C G tales que para
cada o < 77

To € Go \ (U{Gp : B < a}).

Si f<a<71t, como x, ¢ Gg, tenemos que:

{zs}, Gl N {za}, Go] = 2.

Asi, {[{za}, Ga] : @ < 77} es una familia de conjuntos abiertos, ajenos dos a dos en
F [X]. Por lo tanto ¢ (F [X]) > 7 y en consecuencia hL(X) < ¢ (F [X]).

Finalmente probemos que hd(X) < ¢ (F[X]). Sea Y C X. Consideremos el sis-
tema U de todos los conjuntos de la forma [A, U] donde A € F[Y], U € 7x con
A C U. Sea B una familia maximal de elementos en U ajenos dos a dos. Sea

D={AcF[Y]|:3U etx([A, U] € B)}.

Notemos que si A € D, entonces existe un tnico U € 7x tal que [A,U] € B, esto
porque B es una familia celular. De aqui podemos concluir que

D] < |B].
Hacemos D = JD. Se sigue que
DI < D[ < [B| < e(F[X]).

Si probamos que D es denso en Y, obtendremos que d(Y') < ¢(F [X]), con lo que
habremos terminado la prueba. Suponiendo lo contrario, si x € Y \ clx (D), existe
una vecindad abierta V' C X de z en X tal que VN D = &. En consecuencia, ocurre
que [{z},V]N[A,U] = @ para cada [A,U] € B. De donde, BU {[{z},V]} es familia
de elementos en U ajenos dos a dos, en contradiccién con la maximalidad de B. Por
lo tanto D es denso en Y. Con esto concluimos que hd(X) < ¢(F [X]). [
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1.3. Mas propiedades de F [X]

En esta seccién veremos algunos resultados maés especializados sobre el espacio
F [X]. La motivacion de esta seccién recae en la desigualdad obtenida en el Teorema
1.24, a saber,
hd(X)hL(X) < c(F[X]).

Esta desigualdad nos dice en particular que si F[X] es ccc, entonces X debe ser
hereditariamente Lindelof y hereditariamente separable, lo cual no es poca cosa. Es
conocido que cualquier espacio separable o cualquier espacio hereditariamente Lin-
delof es un espacio cce, sin embargo, la propiedad cce dificilmente logra alcanzar a
estds propiedades, de ahf la importancia de la desigualdad dada en el Teorema 1.24.
El espacio F [R] es un ejemplo de un espacio ccc que no es ni separable ni Lindelof.

Ahora bien, vamos a considerar dos propiedades, a las que podemos llamar cer-
canas, tanto a la propiedad de Lindeltf como a la propiedad ccc, nos referimos a la
propiedades débilmente Lindelof y la DCCC' (discrete countable chain condition).
Es muy sencillo verificar que cualquier espacio Lindelof o cualquier espacio ccc es dé-
bilmente Lindelsf y DC'CC'. Nosotros demostraremos ademds que cualquier espacio
débilmente Lindelof y regular, debe ser DCCC.

Nuestro objetivo en esta seccién es ver cémo estas propiedades “débiles”, cuando
se las adjudicamos a F [X], inducen propiedades muy fuertes para X. En concreto,
lograremos demostrar que si F [X| es DCCC, entonces X debe ser hereditariamente
Lindelof y cada potencia finita de X debe ser Lindelof. También demostraremos que
si F[X] es débilmente Lindelof, entonces X es hereditariamente Lindelof y cada
subespacio cerrado de X debe ser separable. Este resultado es muy cercano al Teorema
1.24 y podria pensarse como “casi una mejora” del teorema, al menos para el caso
numerable. Sin embargo, al dia de hoy, permanece como un problema abierto del
drea determinar si el hecho de que F [X] sea débilmente Lindelsf implica que X sea
hereditariamente separable.

Definicion 1.25 Una familia discreta C en un espacio topoldgico X es una familia
de subconjuntos de X, ajenos dos a dos y que cumple que para todo v € X, existe V
vecindad de x tal que |V ANC| <1, en donde

VAC={CeC:VNC#D}.

Definicién 1.26 Un espacio X satisface la condicion DCCC, si cada familia disc-
reta de subconjuntos abiertos no vacios de X es numerable.

El hecho de que toda familia discreta y abierta es una famila celular, nos muestra
que, en efecto, todo espacio ccc es DC'C'C'. Un hecho un poco menos evidente es que
todo espacio Lindelof es DC'CC.

Proposicién 1.27 Si X es Lindeldf, entonces X es DCCC'.
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Dem. Sea C una familia discreta y abierta en X. Para cada C' € C tomamos x¢ € C.
Si la familia C no fuera numerable, entonces el conjunto M = {xc: C € C} seria
no numerable. Siendo X un espacio de Lindelof, se sigue que el conjunto M debe
tener un punto de acumulacién z € X. Como X es T}, entonces toda vecindad de
x intersecta en una cantidad infinita de puntos a M, rompiendo asi la condicién de
familia discreta para C.

Por lo tanto C es numerable. Lo que prueba que X es DCCC. [ |

Definicién 1.28 Una w — cubierta es una cubierta abierta U de X, tal que X ¢ U
y para cada subconjunto finito F' C X, existe U € U tal que FF C U.

El siguiente lema sera de vital importancia para nuestros objetivos. Omitiremos
su prueba, porque se escapa del alcance de esta tesis, sin embargo se puede consultar
en [15].

Lema 1.29 Toda potencia finita de X es Lindeldf si y solo si toda w-cubierta de X
tiene una w-subcubierta numerable.

Lema 1.30 Sea U una familia abierta de X. Sea
V(U)={FeF[X]:F CU para algin U € U} .
Entonces V (U) es abierto y cerrado en F [X].

Dem. Si F € V (U), entonces I C U para algin U € U. Asi, [F,U] C V (U) con
[F, U] abierto en F [X]. Por lo tanto V' (i) es abierto en F [X].

Por otro lado, si F € F[X]|\ V (U), entonces [F, X]| NV (U) = 0, por lo tanto
F[X]\V (U) es abierto . Por lo tanto V (U) es cerrado en F [X]. |

~— —~

Teorema 1.31 Si F [X]| es DCCC, entonces se cumple lo siguiente:

1) X es hereditariamente Lindeldf; y

2) para una cantidad finita de abiertos Uy, Us,...,U, de X, Uy x Uy X ... x U,, es
Lindeldf.

Dem. Para probar la parte 1) del teorema usaremos el Lema 1.29 para deducir que
X es Lindelof . Ya que tengamos que el espacio X es un espacio Lindelof, bastard
con mostrar que todo subespacio abierto de X también lo es para garantizar que X
es hereditariamente Lindelof.

1) Seaid = {U, : @ < Kk} una w-cubierta abierta de X. Para cada o < &, sea

Vo =V({Ua)\V({Us: 5 < a}).
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Por el Lema 1.30, cada V, es abierto y cerrado en F [X]. Dado F € F[X], si
tomamos
vy=min{a <k:F CU,},

el cual existe porque U es una w-cubierta, entonces F' € V. Lo que prueba que U =
{V4 : @ < Kk} es una cubierta de F [X]. Més atn, V, NV = @ si a < § < k. Es decir,
V es una cubierta de F [X] formada por elementos ajenos dos a dos y cada uno de
ellos es un conjunto abierto y cerrado en F [X]. Lo que implica que V es una familia
discreta de abiertos en F [X].

Dado que F [X] es DCCC, el conjunto I' = {a < k : V,, # &} debe ser, a lo més,
numerable. Digamos que I' = {«a,, : n € N}.

Ahora veamos que {U,,, : n € N} es una w-cubierta de X. Sea I’ € F(X), entonces
existe n € N con F' €'V, , lo cual implica que F' C U,,,.

Hemos probado entonces que toda w-cubierta de X tiene una w-subcubierta nu-
merable. De acuerdo con el Lema 1.29, ya sabemos que X y todas sus potencias finitas
son Lindelof.

Ahora veamos que cada subconjunto abierto de X es Lindelof. Sea U abierto en X.
Si probamos que F [U] satisface la DCCC, de acuerdo a lo ya demostrado, podremos
concluir que U es Lindelof.

En efecto, sea Cyy una familia discreta de abiertos en F [U] y no vacios. Siguiendo
la notacién del Lema 1.29,

Flul=v{U})

y dado que U es abierto en X, tenemos que F [U] es abierto y cerrado en F [X]. De
esta manera, cada C' € Cy, el cual es abierto en F [U], es a su vez es abierto en F [X].

Por otro lado Cyy es familia celular en F [X], pues cada uno de sus elementos es un
conjunto abierto y son ajenos dos a dos. Ademds, dada F' € F [X]\ F [U], la vecindad
V = F[X]\ F U] atestigua que |V ACy| < 1 pues VN Cy = &. Como Cy ya era
discreta en F [U], concluimos que Cy es discreta en F [X] y por tanto numerable. En
consecuencia F [U] es DCCC con lo cual concluimos la prueba de 1).

2) Sean Uy, Us, ..., U, conjuntos abiertos en X. Como X es hereditariamente Lin-
delof, cada subconjunto abierto de X es un conjunto F, de X. Por lo tanto U; x U, X
... Xx U, es un subconjunto F, del espacio de Lindelof X", asi U; x Uy x ... x U, es
Lindelof. [ |

Definicién 1.32 Un espacio X es débilmente Lindeldf si para toda cubierta abierta
U de X, eziste una subfamilia numerable Uy C U, tal que | JUy es denso en X.

De la definicién resulta claro que todo espacio Lindelof es débilmente Lindelsf. En
el Apéndice 1 damos una prueba de que todo espacio ccc es débilmente Lindelof.

Proposicion 1.33 Si X es regular y débilmente Lindeldf, entonces X es DCCC.
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Dem. Sea C una familia discreta de abiertos no vacios de X. Para cada C' € C
tomamos o € C. Ya que X es regular, existe un abierto Us de X tal que x¢ € Us C
clx (Uc) € C. Consideremos U = CU {W}, donde W = X \ Uqc clx (Uc). Veamos
que W es abierto.

Sea x € W. Sabemos que existe V' C X abierto, con z € V, tal que |V AC| < 1.

Si |V AC| =0, se tiene que V N Joee clx (Uc) = 0. Entonces V C W.

Si [V AC| = 1, se tiene que existe un tinico C' € C tal que VNC # 0. Consideremos

Vo=V NX\ecly(Uc).

Entonces x € Vi C W. Por lo tanto W es abierto en X.

Asi, tenemos que U es una cubierta abierta para X. Como X es débilmente Lin-
delsf, existe Uy C U, con Uy numerable y | JUy denso en X. Veamos que C C Up.

Sea C' € C. Sabemos que Uc N JUy # 0, porque | JUy es denso en X . Entonces,
existe D € Uy tal que Us N D # (). Por definicién de U se tiene que D € C o D = W,
sin embargo UcNW = (), por lo tanto D € C. Dado que C es familia discreta, se sigue
que C' = D, lo que implica que C' € Uy.

Por lo tanto C C Uy y en consecuencia C es numerable. [ |

Teorema 1.34 Si F [X] es débilmente Lindeldf, entonces X es hereditariamente Lin-
deldf y todo subconjunto cerrado de X es separable. Si ademdas se tiene que t(X) = w,
entonces X es hereditariamente separable.

Dem. Como F [X] es Tychonoff y débilmente Lindelsf, F [X] es DCCC. Lo cual
implica que X es hereditariamente Lindelof.

Sea Y cerrado en X y consideremos la siguiente cubierta abierta de F [X]
{{y}. X]:y e YIU{[F,X\Y]:FeF[X]yFNY =a}.

Tomemos un subconjunto numerable D C Y y {F, : n € N} C FI[X], con
F,NY = &, tales que la familia

U={[{yr, X]:y e DYU{[F, X \Y]:neN}

tiene unién densa en F [X].

Demostraremos que D es denso en Y. Supongamos que existe un punto y €
Y \ ¢lx D. Tomemos el conjunto abierto [{y},G], donde G = X \ clxD.

Comoy €Y, [{y},GIN[F,, X \ Y] = @ para toda n € N. De la densidad de U,
se sigue que existe d € D tal que

Hy}, GIn[{d}, X] # 2,
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lo cual implica que d € G y esto no es posible. Por lo tanto D es denso en Y, es decir,
Y es separable.

Ahora supongamos adicionalmente que ¢(X) = w y veamos que X es hereditaria-
mente separable.

Sea Y C X, entonces clxY contiene un denso numerable D. Como t(X) = w, para
cada d € D podemos tomar Y; C Y conjunto numerable tal que d € clxY . Se sigue
entonces que | J{Y; : d € D} es denso numerable en Y. |

Para finalizar esta seccién y este capitulo, demostraremos un resultado acerca de
la metrizabilidad de F [X]| cuando éste es DCCC'. Para ello, hard falta recordar el
concepto de espacio colectivamente normal.

Definicién 1.35 Un espacio (X, T) es colectivamente normal si para cualquier fa-
milia discreta de cerrados C = {C, : o € J} existe una familia discreta de abiertos
U={U,:«a¢€J}, ta que para cada o € J, C,, C U,.

Es conocido que cualquier espacio regular y Lindelof es colectivamente normal,
més auin, cualquier espacio para compacto Hausdorff es colectivamente normal y todo
espacio regular y Lindelof es para compacto (ver [6]).

El hecho de que todo espacio paracompacto Hausdorff es colectivamente normal,
también implica que todo espacio metrizable es un espacio colectivamente normal,
puesto que todo espacio metrizable es paracompacto (ver [6]). Como ya se habia
mencionado en esta tesis (aunque no demostrado atin), todo espacio metrizable tam-
bién es un espacio de Moore. Motivados en estos dos hechos, surge uno de los teoremas
de metrizacién méds importantes conocido como el Criterio de metrizacién de Bing:

Teorema 1.36 5i X es un espacio de Moore y es colectivamente normal, entonces
X es metrizable.

Apoyados de este poderoso teorema (cuya prueba puede consultarse en [6]) demostraremos
que, para un espacio compacto Hausdorff X, F [X] es metrizable y DCCC si y s6lo
si X es numerable. Antes de esto necesitamos un sencillo lema.

Lema 1.37 Si X es metrizable y DCCC, entonces e(X) < w.

Dem. Sea D C X un subconjunto cerrado y discreto, entonces C = {{d} : d € D}
es una familia discreta de cerrados en X. Como X es metrizable, entonces X es
colectivamente normal, lo cual implica que existe una familia discreta de abiertos
U ={U,;:d e D} tal que para toda d € D, d € Uy. Al ser X un espacio DCCC,
se sigue que U es numerable. Y por lo tanto D es numerable. Lo que prueba que
e(X) <w. |
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Proposicién 1.38 Si X es compacto y Hausdorff, entonces F [X]| es metrizable
DCCC siy solo si X es numerable.

Dem. Sea X compacto y Hausdorff. Naturalmente, si X es finito, el resultado es
inmediato. Asi que podemos suponer que X es infinito.

Supongamos primero que F [X] es metrizable y DCCC. Demostraremos que X
es numerable. De acuerdo al Lema 1.37, tenemos que e(F [X]|) = w. Pero por la
Proposicién 1.20, sabemos que e (F [X]) = |X|. Por lo tanto X es numerable. Vale
la pena recalcar que en esta implicacién, no hace falta saber que X es compacto
Hausdorff.

Ahora supongamos que X es numerable. Por la Proposiciéon 1.20, sabemos que
|F[X]| = |X|. De manera que F [X] es numerable y por tanto Lindelsf. Como ya
vimos en la Proposicién 1.27, todo Lindelof es DCCC. Por lo tanto F [X] es DCCC.

Ahora veamos que F [X] es metrizable. En el Apéndice A estd demostrado que
para un espacio Hausdorff Y ocurre que ¢ (V) < hL (Y). Si ademds el espacio Y
es compacto, entonces 1 (Y) = X (Y). Ahora bien, por hipétesis X es compacto,
Hausdorff y numerable, esto implica que AL (X) = w y que por lo tanto X es primero
numerable. En consecuencia, F [X] es un espacio de Moore. Dado que F [X| también
es Lindelsf y Tychonoff, concluimos que F [X] es colectivamente normal. De acuerdo
con el Teorema 1.36, obtenemos que F [X| es metrizable. |

En la prueba de la Proposicién 1.38 queda claro que podemos cambiar la condiciéon
de compacidad en X por la condicién de X espacio primero numerable y el resultado
sigue siendo vélido. Sin embargo, es necesario asegurar de alguna manera que X es
primero numerable, pues de otra forma F [X| no serd de Moore y por tanto no puede
ser metrizable. Como ejemplo tenemos el espacio X = wU{p}, donde p € fw\wy X es
considerado como subespacio de Sw. El espacio X es Hausdorff (de hecho Tychonoff),
numerable pero no es primero numerable, por lo tanto F [X] no es metrizable (aunque

si es DCCC).



Capitulo 2

Espacios de Moore

En este capitulo estudiaremos a los espacios de Moore mostrando algunas de sus
propiedades mas elementales. Nos interesa en particular mostrar que todo espacio
metrizable es un espacio de Moore pero que, naturalmente, no todo espacio de Moore
es un espacio metrizable la relacion que guardan los espacios de Moore con los espa-
cios metrizables. Presentaremos el concepto de espacio Moore completo tratando de
exhibir su cercanfa con los espacios completamente metrizables. Daremos una impor-
tante caracterizacién de los espacios Moore completos en términos de su compactacion
de Wallman.

2.1. Propiedades basicas de los espacios de Moore

Comenzaremos esta seccién, recordando la definicién de espacio de Moore men-
cionada en el Capitulo 1.

Definicién 2.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que X es un espacio de
Moore si y sélo st X es reqular y existe un desarrollo para X, es decir, si existe una
sucesion de cubiertas abiertas {G,} de X, de tal manera que para cada punto x, la
familia {st(x,G,)},cn €5 una base local para x.

A partir de la definicién de espacio de Moore es posible deducir de manera muy
sencilla algunas de sus propiedades. Por ejemplo, es claro que todo espacio de Moore
le hereda esta propiedad a todos sus subespacios. También es muy evidente que todo
espacio de Moore es automaticamente un espacio primero numerable.

Proposicion 2.2 5i X es un espacio de Moore yY C X es un subespacio, entonces
Y es un subespacio de Moore.

Proposicion 2.3 Si X es un espacio de Moore, entonces X es primero numerable.

Como ya hemos mencionado, los espacios metrizables son un caso particular de
los espacios de Moore y a continuacién daremos la prueba de esta afirmacién.

29
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Proposicion 2.4 Si X es metrizable, entonces X es un espacio de Moore.

Dem. Supongamos que X es un espacio metrizable por una métrica d, eso implica
en particular que X es regular. Veamos que existe un desarrollo para X. Sea

Gn={B(z,1/n):xz € X}

en donde B (x,1/n) denota a la bola centrada en z y de radio 1/n. La famlia G,
claramente es cubierta abierta para X. Notemos que, para cada n € N,

st(z,Gn) =U{A€G,: An{z} # 2} = U{B(y,l/n) cd(z,y) < 1/n}.

Ahora, veamos que la familia {st (z,G,)}, oy es una base local para z en X. Sea
U un subconjunto abierto de X tal que z € U. Como las bolas son bdsicos, existe
un n € N tal que B (z,1/n) C U. Mostraremos que st (z,Gs,) C B (z,1/n). Dado
z € st(x,Gan), 2 € B(y,1/2n) para algin y € X tal que d(y,z) < 1/2n. De la
desigualdad del tridangulo se sigue

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < %

Por lo tanto, z € B (x,1/n). Lo que prueba que st (x,Ga,) C B (z,1/n) C U. Asi
concluimos que {st (z,G,)}, oy s base local para x en el espacio X. Por lo tanto, X
es un espacio de Moore. [ |

Con la Proposicién 2.4 obtenemos en particular que todo espacio discreto es un
espacio de Moore. Dado que todo espacio topolégico es imagen continua de un espacio
discreto, se sigue que la propiedad de Moore no es preservada bajo imégenes continuas.

Como ya hemos anunciado, no todo espacio de Moore es un espacio metrizable.
Un ejemplo de ello es el plano de Moore.

Ejemplo 2.5 SeaT = {(x,y) € R?: y > 0}. Denotemos al conjunto de los puntos del
eje X como 'y = {(2,0) : x € R}. También denotemos por d. a la métrica euclidiana
para R?.

(1) Para cada z = (a,b) € I'\T'g y r > 0 definimos:

D(z,r) =Tn{(z,y) €e R : d. ((a,b) , (z,y)) <r}.
(2) Para cada z = (a,0) € Ty yr > 0 definimos:
C(zr)={2}U{(z,y) eR*:d. ((a,r),(z,y)) <r}.
La familia
B={D(z,r): z€T\Tg,r>0}}U{C(2,7): 2 €Ty, r >0}

es base para una topologia en I'. Al espacio (I',75) se le conoce como el plano de
Moore.
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Es conocido que el plano de Moore es un espacio Tychonoff pero no normal (la
prueba se puede consultar en [1]) y por lo tanto no puede ser metrizable.

Vale la pena destacar que el conjunto (Q x Q)NT" es denso en I' y en consecuencia
I' es un espacio separable. Ademas, el subespacio I'y es claramente cerrado, discreto
y de cardinalidad 2*. Gracias a estos dos hechos y como consecuencia del Lema de
Jones, se concluye que el plano de Moore no es un espacio normal. Ahora bien, a
partir de estos dos hechos también es posible dar un argumento directo de por qué
I' no puede ser metrizable. En efecto, si I" fuera metrizable, I'y deberia heredar la
separabilidad de I', lo cual no ocurre.

Ahora probemos que I' es un espacio de Moore.

Proposicion 2.6 El plano de Moore es un espacio de Moore.

Dem. Ya mencionamos que I' es un espacio Tychonoff y por tanto regular. Nos falta
exhibir un desarrollo para I'. Para cada n € N consideremos los siguientes conjuntos

O,={C(z,1/n):z€ T}y
Pn={D(z,1/n):z€T\Tgy D(z,1/n)NTe=0}.

Definimos G,, = O,, UP,,. Veamos que {G, : n € N} es el desarrollo para I'. Comence-
mos mostrando que cada G, es una cubierta para I'. Es claro que I'y € (JO,. Si
z = (a,b) € T\Tgy 2z ¢ JP,, entonces D (z,1/n) N Ty # 0. Ahora bien, si
D (z,1/n)NTy # 0, entonces necesariamente ocurre que 0 < b < 1/n. De donde

d. (a,1/n) , (a,b)) = % _b< %

es decir, z € C' ((a,0),1/n) C |JO,.

Ahora veamos que {st(z,G,)}, oy forma una base local para cada z € I'. Sea
2o € T'g. Tomemos una vecindad bésica candnica C' (zp, ) para zo. Notemos que, por
definicién de C (z,r), si zg € C' (z,r), entonces z = z (y esto ocurre para cualquier
r > 0). Por otro lado, si D(z,1/n) € P,, entonces zy ¢ D (z,1/n) puesto que
D (z,1/n) NTy = (. De este modo tenemos que st (zy,G,) = C (20,1/n). Tomando
n € Ntal que 1/n < r, se sigue que st (20, G,) C C (29, 7). Por lo tanto, {st(z9,G,)}
es base local en I' para zj.

Sea z € I'\ I'y. Tomemos una vecindad bésica D (z,r)de z. Podemos suponer que
D (z,7) N Ty = 0. Bajo este supuesto, el conjunto D (z,7) es simplemente B (z, 7).

Notemos que si N € Nes tal que 1/N < r/2, entonces para todan > N, z ¢ | Op;
en caso contrario, ocurriria que D (z,7) N Ty # ), en contradiccién con la eleccién de
r. Esto prueba que, para toda n > N

st(z,G,) C U P...

Lo anterior nos permite proceder de manera andloga a lo realizado en la Proposicién
2.4 y concluir que, para toda n > N

st(z,Gan) C B(z,1/n).

neN
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En particular ocurre que
st (2,Gan) C B (2,1/N) C B(2,r) = D (2,7).

lo que prueba que {st(z,G,)},cy €s base local en I' para z.
Por lo tanto I' es un espacio de Moore. [ |

Aunque el plano de Moore nos da un ejemplo de un espacio de Moore (separable)
y no metrizable, parece dejar cierta insatisfacciéon por el hecho de no ser un espacio
normal y que esa sea la razén por la cual no es un espacio metrizable. Sin embargo, por
decepcionante que pudiera parecer la no normalidad, no se trata de un hecho menor.
Y es que, aunque los ejemplos de espacios de Moore no metrizables abundan, todos
los ejemplos “reales” que se conocen, son espacios que no alcanzan a ser normales. Lo
anterior motivé una de las conjeturas més importantes en la Topologia General: Todo
espacio de Moore normal es metrizable. Conjetura que tuvo trabajando arduamente a
la comunidad matemaética durante casi cincuenta anos, con resultados verdaderamente
sorprendentes.

En 1937, Jones (quien fuera alumno del propio Moore) demuestra que, bajo la
hipétesis de 2¥ < 2¢', todo espacio de Moore, separable y normal debe ser metrizable.

En 1967, Silver construye, bajo el axioma de Martin y la negacién de la hipétesis
del continuo, un espacio de Moore normal que no es metrizable.

Finalmente, en 1980, apoyado en los trabajos de Kunen, Nykos demuestra que la
consistencia de la existencia de un cardinal fuertemente compacto, implica la consis-
tencia de que todo espacio de Moore normal es metrizable.

2.2. Espacios de Moore completos

Motivados en la estrecha cercanfa que guardan los espacios metrizables con los
espacios de Moore, se crea el concepto de espacio Moore completo, esperando obtener
una generalizacion de los espacios completamente metrizables.

Cech demostré que cualquier espacio metrizable X es completamente metrizable
si y sélo si X se puede encajar como un subconjunto (G5 en su compactacién de
Stone-Cech. Lo cual, como veremos, es equivalente a que X se pueda encajar como
un subconjunto Gy de algin espacio compacto Hausdorff. Uno de los objetivos de
esta seccion es demostrar que el resultado anterior puede ser extendido a espacios de
Moore. Utilizaremos esta caracterizacién para demostrar que todo espacio de Moore
completo y metrizable es completamente metrizable.

Para comenzar veamos los conceptos de espacio de Moore completo y el de espacio
regularmente encajado.

Definicién 2.7 Un espacio de Moore es completo respecto a un desarrollo {G,}nen
si, para cada sucesion { A, }nen decreciente de conjuntos cerrados y no vacios, con la
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propiedad de que para cada n € N, existe G,, € G, tal que A, C G, se cumple que
Npen An # 9.
Diremos que un espacio X es Moore completo si existe un desarrollo respecto al cual
X es completo.

Definicién 2.8 Un subespacio X de un espacio topoldgico Y estd regularmente en-
cajado en'Y si para cadap € X y cada U CY abierto en'Y tal que p € U, existe un
subconjunto V- C Y abierto en'Y y tal quep € V C clyV C U.

Notemos que cualquier subespacio de un espacio regular, estd regularmente en-
cajado en este. También hay que notar que si X estd regularmente encajado en Y,
entonces X debe ser un espacio regular, atin cuando Y no lo sea.

Una caracterfstica que comparten los espacios Moore completos respecto a los
espacios completamente metrizables, es el hecho de que ambas son propiedades que
se heredan a cerrados.

Proposicion 2.9 Si X es un espacio Moore completo y' Y C X es un subespacio
cerrado de X, entonces Y es Moore completo.

Dem. Sea X un espacio de Moore completo y sea Y un subespacio cerrado de X.
Consideremos {G,, : n € N} la sucesién de cubiertas respecto a la cual X es completo.
Luego, para cadan € N, H,, = {GNY : G € G,} es una cubierta abierta para Y y la
sucesion {H,, : n € N} es un desarrollo para Y.

Afirmamos que Y es completo respecto al desarrollo {H,, : n € N}. Como Y es
cerrado en X, entonces toda sucesién de cerrados en Y, es una sucesién de cerrados en
X. Supongamos, que {A,},en es una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados
de Y, tal que para todo n € N, existe H, € H, tal que A, C H,. Por definicién
de H, se sigue que H, C G, para algin G, € G,. Como X es completo respecto a
{G, : n € N}, entonces, por la completez de X ,se sigue que (), A, # @. Por lo
tanto Y es Moore completo. [ |

En general la propiedad Moore completo no se hereda a cualquier tipo de sube-
spacios. Méds adelante tendremos la herramienta para mostrar un ejemplo de un sube-
spacio de un Moore completo que no es Moore completo.

A continuacién damos un importante teorema que nos da condiciones suficientes
para identificar cudndo un espacio de Moore es completo.

Teorema 2.10 Sea X un espacio de Moore. Si existe un espacio compacto Y en el
cual X estd reqularmente encajado y para el cual X es un subconjunto G, entonces
X es un espacto de Moore completo.

Dem. Sea {G, }.en un desarrollo para X y sea { P, },,en una sucesién de subconjuntos
abiertos de Y tal que X = (), .y P Para cadan € Ny cada x € X, sea Gy,(x) un
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subconjunto abierto de Y que contiene a x tal que G, (z)NX € G,. Para cada xz € X,
sea { H,(x)},en una sucesion de subconjuntos abiertos de Y, cada uno de los cuales
contiene a x, tales que para cada n € N se cumpla que

cy(Hy(z)) C Gp(x) N P,y Hypa(x) C Hy(z).

Sea
H,={H,(zx)NX :x € X}.

Como H,, 11 refina a H,, y a su vez H,, refina a G, la sucesiéon {H,, },en es un desarrollo
para X.

Veamos que X es completo respecto al desarrollo {H,, },en.

Sea {A,}nen una sucesiéon decreciente de subconjuntos cerrados no vacios de X
tales que, para cada n € N, hay un H] € H, tal que A, C H). Por la compacidad
del espacio Y, la sucesion {cly(A,)}nen s una sucesién decreciente de conjuntos
compactos no vacios y por lo tanto (o cly (An) # 9.

Ahora bien, para cada n € N, tenemos que cly(4,) C cly(H)) C P,. Lo cual

implica que
(elv(A) C [ P = X.

neN neN

De donde
() ely(An) = X 0 () ey (An) = () (cly (An) N X) =[] An.

neN neN neN neN

En consecuencia (), oy cly (A,) # @. Por lo tanto, X es completo respecto al desarrollo

{Hn}n€N~ |

Es importante destacar que, en el Teorema 2.10, al compacto Y en el cual X estd
regularmente encajado, no se le estd pidiendo ningiin axioma de separacién més fuerte
que T}, el cual es el axioma de separaciéon con el que hemos estado trabajando a lo
largo de la tesis.

Teorema 2.11 Un espacio de Moore completo es un subconjunto Gs de todo espacio
T en el cual es denso y estd reqularmente encajado.

Dem. Sea X un espacio de Moore el cual es completo respecto al desarrollo {G, }nen-
Supongamos que X es denso en Y y estd regularmente encajado en Y. Debemos
mostrar que X es un subconjunto G5 de Y, es decir que existe una sucecién { P, }nen
de subconjuntos abiertos de Y tal que X = (1), . Pn-

Para cada n € N y para cada punto = € X, sea G,,(z) un conjunto abierto en Y’
tal que x € Gp(x) N X € G, y sea H,(x) C Y abierto en Y con x € H,(z) tal que
cly(H,(z)) C G,(z). Para cada n € N, sea

P, =| J{H.(z) : 2 € X}.
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Es evidente que X C ),y Po- Sea p € Y \ X y supongamos que p € (), oy Pn- Para

cada i € N, existe z; € X tal que p € H;(x;). Para cada n € N, sea

neN

A, = (rn] cly (H, (xi))) N X.

i—1

Veamos que cada A, es distinto del vacio. Claramente

Ademas,
n

() Hilw:) © () ey (Hi(a).

i=1 =1

n
Como () H;(z;) es abierto en Y y X es denso en Y, entonces
i=1

o + (ﬁ Hi(xi)> NXc <iﬁ1 cly (H (xz-))> N X.

Por lo tanto A, # @. Asi, {A, },en es una sucesion decreciente de subconjuntos
cerrados y distintos del vacio en X tales que, para cadan € N, A,, C G,,(z,). Como X
es completo respecto al desarrollo {G; } ey, hay un punto ¢ en comin a todos los A,,.
Como Y es T3, existe V' subconjunto abierto de Y tal que ¢ € V' 'y p ¢ V; més atin,
como X estd regularmente encajado en Y y ¢ es un elemento de X, entonces existe un
subconjunto abierto U de Y tal que ¢ € U C cly (U) C V,yasiqe Uy p ¢ cly(U).
Como {G;}nen es un desarrollo para X, existe k € N tal que, st (¢,Gx) C UN X. Por
la definicién de Ay, concluimos que

qc cly (Hk (l‘k)) - Gk(xk)
Esto nos indica que G (1) C st (q,Gr) y asi obtenemos que
H, (%k) C cly (Hk (l‘k)) C G’k(xk) cU.

Por lo tanto, p ¢ Hy(xy), lo cual contradice la eleccién de x; € X. Esto prueba que
MNnen Pr € X. Y en consecuencia X es un conjunto G5 de Y. |

Esté claro que cualquier espacio Tychonoff es denso y ademads, estd regularmente
encajado en su compactacién de Stone-Cech, por lo cual, los teoremas anteriores
tienen el siguiente corolario.

Corolario 2.12 Un espacio de Moore y Tychonoff X, es Moore completo si y sdlo
si existe un espacio compacto y Hausdorff Y, que contiene a X y para el cual X es
subespacio Gs.



CAPITULO 2. ESPACIOS DE MOORE 36

Dem. Supongamos que X es Moore completo. El espacio S X satisface que es com-
pacto, Hausdorff y X estd densa y regularmente encajado en él. Por el Teorema 2.11,
concluimos que X es subespacio Gs de 5X.

El reciproco es inmediato del Teorema 2.10 y recordando que X estd regularmente
encajado en cualquier extension regular. [ |

Como se mencioné al inicio de esta seccién, Cech demuestra el siguiente teorema
(cuya prueba puede consultarse en [17]).

Teorema 2.13 (Cech) Si X metrizable, entonces X es completamente metrizable si
y solo st X es un subconjunto G5 de pX.

A continuaciéon demostraremos un teorema que permite dar una generalizacién del
teorema de Cech. Para ello deberemos echar mano de un lema técnico.

Recordemos que una funcién f : X — Y es llamada perfecta si es una funcién
cerrada y cada fibra f~! [{y}] es un conjunto compacto en X.

Lema 2.14 Sean X y Y espacios Hausdorff y f : X — Y continua. Si S C X es
denso y f |s: S — f[S] es perfecta, entonces

FIXASTCY A fIS].

Dem. Supongamos que existe z € X \ S tal que f(z) € f[S]. Consideremos al
subespacio Z = {2} U S. El conjunto S es denso en Z pues S es denso en X. Como
f 1s: S — f[9] es perfecta y f(x) € f[S], tenemos que K = f~{f(z)}] NS es
compacto en S.

Dado que = ¢ K y Z es Hausdorff, existe un subconjunto abierto U de Z tal que
KcUyaxé¢clzUU).

Notemos que

Z = cdz(S)=cdz((SNU)uU(S\U))
= cdz(SNU)Uclz(S\U)
C Clz(U)UClz(S\U)
Por lo anterior,
7z = Clz(U) U Clz(S\U)

Como z ¢ clz(U), entonces x € clz(S\ U).
Por la continuidad de f [z: Z — f[S], se sigue que

flel.(S\U)| Celys fIS\U].
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Como f [g: S — f[S] es cerrada 'y S\ U es cerrado en S, f[S'\ U] es cerrado de
f[S]. De manera que la contencién anterior es equivalente a

fle(S\U) C fIS\U].

Finalmente, dado que = € clz(S\U), entonces f(x) € f[S \ U]. Tomando p € S\U
tal que f(p) = f(x), se tiene que

pefT{f@HNS=KcU

y esto es absurdo.
Por lo tanto ocurre que

FISNUTCY A\ fIS].

Teorema 2.15 Sea X un espacio de Tychonoff. Si existe una compactacion Haus-
dorff K de X tal que X es subconjunto Gs de K, entonces X es un subconjunto G
de BX.

Dem. Recordando que 5X es la compactacion Hausdorff més grande de X. Se tiene
que existe una funcién continua f : fX — K tal que

[ Ix=dx.

Notemos que f [x: X — f[X] es perfecta pues f [x= idx.
Aplicando el Lema 2.14 a f y usando que la restriccién de f a X es perfecta,
podemos concluir que

FIBX N\ X] C KA fIX].

La densidad de X en K y la compacidad de SX nos permiten concluir que f es
sobre, ya que

K =cly (X) = Cle [X] C Cle [ﬁX] = f[ﬁX] .

Por lo tanto tenemos que
fIBX\X] =K\ X.

De la igualdad anterior y gracias a que f |x= idx, podemos concluir que
BX\X = fTHK\ X].

Finalmente, por hipétesis, X es un conjunto G5 de K y por tanto K \ X es un
conjunto F, de K. Esto quiere decir que

K\X=|JF,

neN
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en donde cada F,, C K es cerrado en K. Por la continuidad de f se sigue que X es
un conjunto F, de X ya que

BXN\X = fKN\X] =] FE).

neN

Por lo tanto X es G5 en BX. [ |

Del teorema de Cech y el Teorema 2.15, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.16 Si X metrizable, entonces X es completamente metrizable si y sdlo
st X se puede encajar como un subconjunto Gs en algin espacio compacto Hausdorff.

Gracias al Corolario 2.12 y al teorema de Cech, podemos concluir que todo espacio
completamente metrizable es un espacio Moore completo, puesto que todo espacio
completamente metrizable es un espacio de Moore, Tychonoff y es un subconjunto
G's de su compactacién de Stone-Cech.

Ahora demostraremos que todo espacio metrizable y Moore completo es comple-
tamente metrizable.

Teorema 2.17 St X es un espacio de Moore completo y metrizable, entonces X es
completamente metrizable.

Dem. Como X es Tychonoff y Moore completo, entonces el Corolario 2.12 nos dice
que existe una compactacién de Hausdorff K de X para la cual X es un conjunto Gs.
Por el Corolario 2.16, concluimos que X es completamente metrizable. [ |

Ejemplo 2.18 Consideremos a Q con su topologia euclidiana. Sabemos que Q es
un espacio métrico (y por tanto de Moore) pero no es completamente metrizable.
De acuerdo con el Teorema 2.17, podemos concluir que Q no es un espacio Moore
completo, sin embargo, si es un subespacio de un Moore completo, a saber, R.

Como hemos visto a lo largo de esta seccién, el concepto de “regularmente enca-
jado” juega un papel esencial en lo que hemos desarrollado. Tras la Definicién 2.8 se
hizo el comentario de que un espacio X puede estar regularmente encajado en Y atin
cuando Y no sea un espacio regular. Sin embargo, esto no luce como un hecho muy
evidente. Y sin la existencia de espacios regularmente encajados en espacios no regu-
lares, el concepto pierde su fuerza, pues en realidad no estarfa generando una nocién
nueva y simplemente se estarfa hablando de los ya conocidos espacios regulares.

Como bien se sabe, la compactacién de Wallman de un espacio X, denotada por
wX, es un espacio 17, compacto, que no es Hausdorff, a menos que X sea normal.

A continuacién mostraremos que si X es regular, entonces X estd regularmente
encajado en wX. Con lo cual, podremos generar una amplia variedad de ejemplos de
espacios regularmente encajados en espacios no regulares.
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Para ello recordemos la definicién de la compactacion de Wallman de un espacio
X.

Para un espacio topolégico X, denotamos por L (X) a la familia de todos los
subconjuntos cerrados de X. Definimos

Uy (X) ={F C L(X) : F es un ultrafiltro libre en £ (X)} .
Para cada subconjunto abierto U C X, denotamos por
Ur=UU{F elp(X):FAc F(ACU)}.
Asi mismo, para cada subconjunto cerrado F' C X, denotamos por
F,=FU{FelUy(X): FeF}.

Definicién 2.19 Para un espacio topoldgico X, definimos la compactacion de Wall-
man de X como el espacio
wX = X Ul (X)

dotado de la topologia que tiene por base a la familia formada por todos los conjuntos
de la forma U*, con U C X abierto.

En el Apéndice B damos una construccién detallada sobre la compactacién de
Wallman asi como algunas propiedades bdsicas que usaremos a continuacion.

Lema 2.20 Si X es un espacio regular, entonces para cada p € X yq € wX, con
p # q, existen dos subconjuntos abiertos ajenos de wX que separan ap y a q.

Dem. Sers necesario distinguir los casos ¢ € X y ¢ ¢ X.
Si g € X, consideremos el ultrafiltro

Q={BeL(X):qeB}.

Sabemos que () Q = {¢}. Como p # ¢, existe @ € Q tal que p ¢ Q). Como X es
regular, existen subconjuntos abiertos ajenos U y V de X talesquepe Uy Q C V.
Los subconjuntos abiertos U* y V* de w.X inducidos por U y V son ajenos y contienen
a py a q respectivamente.

Si ¢ ¢ X, entonces ¢ es un ultrafiltro libre en £ (X). De manera que existe Q) € ¢
tal que p ¢ Q. Por la regularidad de X, existen subconjuntos abiertos ajenos U y V'
de X tales que p € U y @ C V. Nuevamente obtenemos que los abiertos U* y V* de
wX separanapyq. A

Teorema 2.21 Cualquier espacio reqular estd regularmente encajado en su com-
pactacion de Wallman.
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Dem. Sea X un espacio regular.
Sea x € X, y sea U* un abierto bésico canénico de wX, tal que x € U*. Como U*
es de la forma
Ur=UU{U eUy(X):FAeU(ACU)},

se sigue que x € U. Por la regularidad de X, existe V' C X abierto tal que x € V' C
clx(V) C U. Afirmamos que, V* es el abierto buscado, es decir, que se cumple que

xeV* Ceclyx (V) CU".

. Para ello notemos primero que cl,x (V*) C (clx (V)),
Sea p € cl,x(V*). Por la densidad de X en wX y dado que V* es abierto en w.X,
se tiene que

lox (VINX = clox (V' NX)NX =clux (V)N X =clx (V).

De manera que si p € X, entonces p € clx (V) C (clx (V)),.

Supongamos ahora que p ¢ X, es decir, p € Uy(X). Para ver que p € (clx (V))
necesitamos probar que clx (V) € p.

Supongamos que clx (V) ¢ p. Entonces existe F' € p tal que F Nclx (V) = 0,
equivalentemente F' C X \clx (V). Esto significa que p € W*, donde W = X\ clx (V).
Dado que W y V son ajenos, se sigue que W* y V* son ajenos, pero esto contradice
el hecho de que p € cl,x(V*). Con lo que concluimos que p € (clx (V))

Para concluir la prueba, vamos a demostrar que (clx (V)), C U*.

Sea p € (clx (V)),. Sip € X, entonces p € clx (V) CU C U*. Sip ¢ X, entonces
p € Up(X) y clx (V) € p. Dado que clx(V) C U, se cumple la definicién de p € U*.
Por lo tanto (clx (V')), C U*. Con lo que queda demostrado que

x€V* Ceclyx (V*) C U

B

%

Por lo tanto, X estd regularmente encajado en wX. [ |

El Teorema 2.21 ademds de brindarnos una técnica para crear espacios regular-
mente encajados en espacios no regulares, nos permite mostrar la tan anunciada
caracterizacion de los espacios Moore completos a partir de su compactacién de Wall-
man.

Teorema 2.22 Si X es un espacio de Moore, entonces X es Moore completo si y
solo si X es un subconjunto G5 de wX.

Dem. Si X es Moore completo, entonces por el Teorema 2.21 y el Teorema 2.11
concluimos que X es un subconjunto Gy de wX.

Reciporcamente, si X es un subconjunto Gs de wX, entonces gracias al Teorema
2.21, tenemos todas las condiciones para aplicar el Teorema 2.10. Con lo que con-
cluimos que X es Moore completo. [ |



Capitulo 3

Un Moore separable y no
completable

Durante este capitulo, daremos respuesta a la interrogante planteada al inicio de la
tesis y la cual es la motivacion central de ésta: ;Existe un espacio de Moore separable
que no sea completable?

Definicién 3.1 Un espacio de Moore X es completable si existe un espacio de Moore
completo Y que contenga a X como subespacio.

A diferencia de los espacios Moore completos, la propiedad de ser un espacio de
Moore completable, se hereda a cualquier subespacio.

Proposicion 3.2 La propiedad de ser un espacio de Moore completable es una propiedad
hereditaria.

Dem. Sea X espacio de Moore completable y sea A C X. Consideremos a Y el
espacio de Moore completo tal que X es subespacio de Y. Se cumple que Y también
funciona para A pues, todo U € T4, es igual a VN A con V € 7x que a su vez es
igual a W N X con W € 7y y se tiene que W NA=U pues A C X.

Por lo tanto, ser espacio de Moore completable es una propiedad hereditaria. B

Como consecuencia de lo anterior, es fécil percatarnos que cualquier espacio de
Moore completable estd contenido en un espacio de Moore completo como subespacio
denso.

Proposicion 3.3 Sea X un espacio de Moore. Entonces X es completable si y sdlo
st existe un espacio de Moore completo Y que contiene a X como subespacio denso.

Dem. Sea X espacio de Moore completable, entonces existe Y espacio de Moore
completo tal que X C Y. Luego, consideremos a

M:Cly(X)

41
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Entonces M es un cerrado de Y y por lo tanto también es un espacio Moore completo.
De esta manera hemos conseguido un espacio Moore completo en el cual X es un
subespacio denso.

El reciproco es inmediato. [ |

El siguiente resultado que tnicamente enunciaremos, juega un papel fundamental
para la construccién del espacio que nos interesa. Su prueba se escapa de los alcances
de esta tesis, sin embargo, puede consultarse en [14].

Teorema 3.4 Si M es un espacio de Moore completable y ccc, entonces M es sepa-
rable.

Este resultado es importante pues, gracias a esto, podemos observar que F [R] no
es un espacio completable. Ya hemos demostrado que para cualquier espacio infinito
X se da la igualdad

d(F[X]) = 1X].

Lo que en particular nos dice esta desigualdad es que F [R] no es un espacio separable.
También sabemos la relacién

c(FX]) < nw(X).

Dado que nw (R) = w, se sique que F [R] es un espacio ccc. De manera que F [R]
es un espacio de Moore (por ser primero numerable), ccc que no es separable. Por lo
tanto F [R] no es un espacio de Moore completable.

Ahora sabemos que F [R] no es candidato para ser ejemplo de la interrogante
planteada. El espacio F [R] tiene muchas cualidades, pero entre ellas no se encuentra
ser separable.

El hecho de que F [R] no sea nuestro espacio buscado, no significa que todo estd
perdido, sino todo lo contrario. Gracias a la Proposicién 3.2, sabemos que cualquier
espacio de Moore que contenga a F [R] como subespacio, no podré ser completable.
De manera que nos vamos a dar a la tarea de construir un espacio de Moore separable
que contenga a F [R] como subespacio y con ello habremos encontrado un espacio de
Moore separable pero no completable.

A partir de un espacio topolégico X, se pueden definir distintos hiperespacios y
darles estructura topolégica. Hasta ahora hemos definido un par de ellos a F (X) (la
coleccién de los subconjuntos finitos de X'). También utilizamos a F» [X| y siguiendo
la misma légica podemos pensar en F,, [X]. Asf utilizando diferentes tipos de subcon-
juntos podemos formar distintos hiperespacios. Por ejemplo, podemos pedir que los
subconjuntos solamente sean distintos del vacio, cerrados o compactos.

Denotemos por C (X) la coleccién de subconjuntos compactos y no vacios de un
espacio X. A C(X), al igual que a F [X], lo podemos dotar con la topologia de
Pixley-Roy e incluso con la topologfa de Vietoris.
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Definicién 3.5 Denotaremos como C [X]| al hiperespacio C (X)) equipado con la topologia
de Pizley-Roy. Es decir, los abiertos basicos candnicos para C [X] son de la forma

[A,U={BeC[X|:ACBCU}
en donde A € C[X] yU C X es un abierto de X tal que A C U.

Una observacién importante es que el espacio F [X] siempre es un subespacio de
C [X].

De manera andloga a lo demostrado en la Proposicién 1.2, tenemos que los con-
juntos [A, U] también son cerrados en C [X]. Y en consecuencia, al igual que F [X],
el espacio C [X] siempre es T3 y cero-dimensional.

Proposicién 3.6 Para cualquier espacio X, C [ X]| es un espacio Ty y cero-dimensional.
Corolario 3.7 Para cualquier espacio X, C [X] es un espacio Tychonoff.

Para nuestros propésitos, inicamente necesitamos conocer més a fondo al espacio
C [R]. De manera que de aqui en adelante s6lo nos concentraremos en C [R].

Una propiedad importante de C [R] es que es un espacio primero numerable.
Proposicién 3.8 El espacio C [R] es primero numerable.

Dem. Para cada A € C[R] y cada n € N definimos

Un(A) = J{B(a,1/n) : a € A}

Veamos que {[A,U,(A)] : n € N} es una base local para A en C [R].

Cada U,(A) es abierto de R, pues es unién de conjuntos abiertos, de manera
que los conjuntos de la forma [A, U, (A)] son abiertos bésicos en C [R]. Asi, podemos
proceder a verificar que en efecto {[A, U,(A)] : n € N} es una base local para A en
C [R].

Sea V' C C [R] un conjunto abierto basico canénico de C [R] tal que A € V; digamos
que V es de la forma V = [A, V].

Consideremos r = min{d (¢, R~\V) : a € A}, donde d (a,R \ V) representa la
distancia del punto a al conjunto R~ V. Debido a que A es compacto y a que R\ 'V es
cerrado ajeno a A, podemos afirmar que se alcanza el minimo del conjunto mencionado
y que 7 > 0.

Luego, sea n € N tal que % < r. Afirmamos que [A, U,(A)] C V. De lo contrario,
si existiera un B € [A, U, (A)] tal que B ¢ V), entonces necesariamente existirfa b € B
tal que b € R\ V. Dado que B € [A,U,(A)], tenemos que b € B C U,(A). Por lo
tanto b € B (a,1/n) para algiin a € A. De donde

1

1
—<r<d(aR~\V)<|a—bl < —
n n
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lo cual es absurdo. Por lo tanto [A,U,(A)] C V, con lo que queda demostrado que
C [R] es primero numerable. n

Proposicién 3.9 El espacio C [R], es un espacio separable.

Dem. Definamos

1 1
B:{{q—ﬁ,q~l—ﬁ} Z(]GQ,TLEN}

y definamos también
N={Ju:ucBo<p <}

La numerabilidad del conjunto B implica que N es numerable. Veamos que N C C [R]
y que es denso en C [R].
Sea V € N, con V = |JU para algin U C B finito y no vacio. Digamos que

U={U,0Us,,...,U,} y cada U, es de la forma U; = [qz- — n%.,%‘ + i]

n;

De esta manera, V' es unién finita de subconjuntos compactos no vacios, por lo
tanto V' es compacto no vacio, es decir, V € C[R]. Por lo tanto ' C C[R]. Ahora,
veamos que N es denso en C [R]. Tomemos [C, W] conjunto abierto basico C [R].

Vamos a comenzar suponiendo que C' es un intervalo cerrado y acotado de R.
Después atacaremos el caso general. Supongamos entonces que

C= [01,02] C R.

Por la compacidad y conexidad de C, podemos encontrar un intervalo abierto
(a,b) C R tal que

CcC(a,b)CcW
y por lo tanto ocurrird que [C, (a,b)] C [C,W]. Esto nos permite suponer, sin pér-
dida de generalidad, que W ya es un intervalo abierto, digamos W = (wq,ws).

Demostraremos que [C, W] NN # ().

Sea r = min{c; — wy, ws — co}. El hecho de que C' C W, nos dice que r > 0.
Tomemos n € N tal que % <r.

Consideremos al conjunto J = {(q — %, q-+ %) qeCn Q} Por la densidad de
C'NQ en C, se sigue que J es cubierta abierta de C.

Por la compacidad de C, existen qi, ga, . . - , g € CNQ tales que C' C |J", (qi — %, Qi

Llamemos F' = (J*, [qi — %, q; + ﬂ € N. Est4 claro que C' C F. Ahora veamos
que F'C W.

Observemos que, para toda i € {1,...,m},

wy < < g < e < wa.

_|_i

n

).
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De modo que

G —wy = C —Wy =T > —
n

o equivalentemente, w; < ¢; — % De manera andloga se obtiene que ¢; + % < wq. En
consecuencia, para toda i € {1,...,m}

1 1
|:Qi__7qi+_:| -
n n

Y por lo tanto FF C W. Esto prueba que [C, W] NN # 0.
Ahora supongamos que C' es un compacto arbitrario de R. Para cada punto ¢ € C,
podemos encontrar un intervalo [p., ¢.] tal que

cE (pm(_Ic) C [pc,qc] cWw.

Por la compacidad de C', existe un subconjunto finito Cy C C' tal que

Cc | werae) € | pera] W

ceCy ceCy

Ahora bien, sabemos que para cada ¢ € Cy, existe F,. € [[p., ¢.| , W]NN. Pero entonces,
F= UCGCO F. es un conjunto compacto en R que satisface que F' € [C, W] N N. Con
lo que hemos probado que N es un denso numerable para C [R]. Por lo tanto C [R] es
separable. [ |

Pareceria que ahora tenemos un candidato para dar un ejemplo de un espacio de
Moore separable y no completable. ;Sera cierto que C[R] es el espacio que hemos
estado buscando? La respuesta es negativa. Si bien es cierto que C [R] es un espacio
separable y que contiene a F [R] como subespacio, el espacio C [R] no es un espacio
de Moore. Este hecho marca una diferencia importante entre los espacios C [X] y
F [X] pues, a diferencia de lo que si ocurre con F [X], lo primero numerable en C [ X]
no implica que C [X] sea un espacio de Moore. Ahora bien, aunque C [R] no es el
espacio que estabamos buscando, si nos era necesario conocer que C [R] es un espacio
separable y primero numerable.

Teorema 3.10 Existe un espacio de Moore separable y no completable.

Dem. Para demostrar este teorema describiremos a un subconjunto de C [R], al cual

le podremos asignar un desarrollo haciéndolo asf un espacio de Moore. Y desde luego,

tendra la caracteristica de ser separable pero no asf la de ser completable.
Consideremos a los conjuntos

1 1
B:{{q—ﬁ,q—i—ﬁl :qEQ,nEN}
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NZ{UU:UCB,O<]U!<W}.

En la Proposicién 3.9 hemos demostrado ya que N es un conjunto denso (y numerable)
de C [R]. Ahora bien, dado que cada elemento en A es un conjunto infinito, se sigue
que

NNF[R]=0.

Definamos X = N'UF [R] considerado como subespacio de C [R]; X serd el espacio
que demuestre este teorema asi que no lo perdamos de vista.

La densidad de N en C[R] (y por tanto en X) nos asegura que el espacio X
es separable. Una vez que demostremos que X es un espacio de Moore, podremos
asegurar que X no es completable pues contiene a F [R] como subespacio.

Una observacién importante es que los bédsicos canénicos de X tienen la forma

[A,U]={BeX:ACBCU}

Ademds, NV es un conjunto abierto de X, ya que para cualquier M € N y cualquier
bésico canodnico [M, U] de X, se tiene que

IM,UNFR]=0

puesto que todo conjunto que contenga a M automédticamente es un conjunto infinito.

En la Proposicién 3.8 vimos que C [R] es un espacio primero numerable, propiedad
que le hereda en particular a . Esto nos permite obtener otra caracteristica impor-
tante del conjunto N. Y es que, al ser N/ un conjunto numerable y a la vez ser un
espacio primero numerable, es entonces un espacio segundo numerable. Recordando
el teorema de metrizacién de Urysohn, el cual nos dice que un conjunto que segundo
numerable y regular es un conjunto metrizable, podemos concluir que el conjunto N
es metrizable. Asi, supongamos que d es una métrica para N tal que 74 = 7.

A continuacién procederemos a construir un desarrollo para X.

Para cada A € N, denotamos por D (A,r) = {B € N : d(A, B) < r}. El conjunto
{D(A,%):n e N} forma una base local para A en X, ya que {D (A4,1):n e N}
es una base local para A en (N,74) = (N,7x) y NV es abierto en X. Es importante
recalcar y tener presente que para todo A € Ny para todo r > 0, el conjunto D (A, r)
siempre es un conjunto totalmente contenido en N, y por tanto

D(A,r)NF[R] = 0.

Ahora, numerando a los elementos de N como sigue: N' = {B,, : n € N}, definimos
D, ={By,Bs,...,B,} para cadan € N.

Usando la notacién de los conjuntos U, (A) que utilizamos en la demostracién de
la Proposicién 3.8, definimos para cada n, m € N al conjunto

Vy(m) = {D (A,%) LA e/\/} U{[A U, (A)]~ D : A € F[R]}.
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Observemos que V,(m) forma una cubierta abierta de X.

Un elemento de X puede provenir de A/ o de F [R]. En caso de que sea un elemento
de N, digamos B,, entonces B, € D(B,, %) € V,(m). Si por otro lado, el elemento
proviene de F [R], digamos F', entonces F' no estd en {D (A, %) A€ ./\f} En este
caso ocurre que F' € [F,U, (F)] y ademds, F' no se encuentra en ningin elemento de
la forma D,, pues D,, C N. Por lo tanto F' € [F,U, (F)] ~ D,,. Y con ello queda
demostrado que V,,(m) forma una cubierta abierta para X.

Ahora veamos que el conjunto {V,(m) : n,m € N} es un desarrollo para X.

Mostremos que {st (4,V, (m)) : n,m € N} forma una base local para A en X.

Sean A € X y sea [A, V] abierto bésico en X.

Caso 1. Supongamos que A € N. Podemos considerar a A como un By, para algin
ke N.

Sea m € N tal que m > k, entonces A € D,,. Sabemos que [A, V] N F[N] = &,
por lo tanto [A, V] C N y asi [A, V] € Tp = 74. Entonces debe existir n € N tal que
D (A, %) ClAV].

Afirmamos que st (A, Vs, (m)) C [A,V]. Sea U € Vs, (m), tal que A € U debemos
mostrar que U C [A,V]. Como A € D,,, entonces U = D (C’, %) para algtiin C € N.
Si EeD (C, %), entonces

d(A, E) <d(A,C)+d(C E)<i—l—i=l
T ’ ’ 2n  2n  n
es decir, E € B(A, +) C [A,V]. Por lo tanto, st(A, Va,(m)) C [A, V].

Caso 2. Supongamos A € F [R].

De acuerdo con lo demostrado en la Propoposicién 3.8, los conjuntos de la forma
[A,U,(A)], con n € N, atestiguan que el espacio C [R] es primero numerable. Ahora
bien, como A € F [R], siempre existe n € N tal que [A,U, (A)] C [A, V] y para la
cual podemos asegurar que, para cualesquiera a,b € A, si a # b, entonces

B(a,l>mg(b,1) 0.
n n

Afirmamos que st(A,V, (1)) C [A,V]. Sea U € V,(1) tal que A € U. Como
D(E,X) c Ny A¢ N, entonces U # D (E,L) para toda E € N. Por lo tanto
existe F' € F[R] tal que U = [F,U,(F)]\ D;.

Demostremos que F' = A. Ya se tiene que F' C A. Luego, dado que a € A, como
A C Uy(F), entonces existe b € F' tal que a € B(b, %), por lo cual a € B (a, %) N
B (b, %) Por la eleccién de la n € N se sigue que a = b. Por lo tanto ' = A. Por lo
tanto U = [A, U, (A)]\ D;.

Esto prueba que st (A,V,, (1)) = [A, U,(A)]\D;.Y en consecuencia st (A, V), (1)) C
A,V

Y asf queda demostrado que X es un espacio de Moore.

Por lo tanto X es un espacio de Moore separable que no es completable. [ |



Apéndice A
Funciones Cardinales

En este apéndice, definiremos algunas de las funciones cardinales mds conocidas,
mismas que usamos en el Capitulo 1 para determinar sus valores en el espacio F [ X]. El
unico objetivo de este apéndice es permitir al lector un rapido acceso a las definiciones
de las funciones cardinales, no asi el de presentar un estudio detallado de las mismas.
En [9] puede encontrarse un amplio estudio de las funciones cardinales.

Definicién A.1 La funcion cardinal peso, w (X), estd definida como sigue:
w(X) =min{|B|: B es base de X} + w.
Definicién A.2 La funcion densidad, d (X), se define como:
d(X)=min{|S]: 5 C X,clx (5) = X} +w.

Un espacio con peso numerable es lo que conocemos como espacio segundo nu-
merable, mientras que un espacio con densidad numerable es lo que conocemos como
espacio separable.

Es muy claro que la funcién densidad queda acotada por el peso del espacio,
es decir, d (X) < w(X). También ocurre que d(X) < |X| cuando X es un espacio
infinito. Sin embargo, los cardinales w (X) y | X| no presentan un domino el uno sobre
el otro, es decir, puede ocurrir tanto que | X| < w (X) como w (X) < | X].

La funcién peso es una funcién mondétona, es decir, si Y es subespacio de X,
entonces w (Y) < w (X). Esto no ocurre con la funcién densidad, lo que lleva a la
definicién de la funcién densidad hereditaria, la cual si es una funcién monétona.

Definicién A.3 La funcion densidad hereditaria para un espacio X estd dada por:
hd(X)=sup{d(Y):Y C X}.

Una familia celular, es una coleccién de conjuntos abiertos de X, distintos del vacio
y ajenos dos a dos. Con esta nocién podemos definir la funcién llamada celularidad.

48
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Definicién A.4 La funcion celularidad, ¢ (X), se define como:
c(X) =sup{|V|:V es familia celular en X} + w.

Se dice que X es un espacio ccc (countable chain condition) si sucede que ¢ (X) =
w.

La celuraridad de un espacio estd dominada por la densidad del mismo, es decir,
¢(X) < d(X). En particular ocurre que todo espacio separable es un espacio ccc.

Proposicion A.5 SiU es una cubierta abierta para X, entonces existe una subcolec-
cion Uy C U, con [Up| < c(X) tal que | JUy es denso en X.

Dem. Sea G la coleccién de todos los abiertos de X que son subconjuntos de algin
elemento de /. Usando el lema de Zorn se obtiene una familia celular maximal Gy C G.
Luego |Go| < ¢(X). Supongamos |JGy no es un conjunto denso de X. Tomemos
x € X \cx(JGo). Sea U € U tal que z € U. Como = ¢ clx (|JGo), podemos
encontrar un abierto VC X, con V C U, tal que x € V' y

VHUQ():(Z).

Entonces V' € G y la familia G U {V'} es celular y rompe la maximalidad de G, . Por
lo tanto | J Gy es denso en X.
Ahora bien, para cada V € G, fijamos Uy € U tal que V' C Uy y consideramos a

U():{Uvivego}.

La famila U es tal que |Gy| < ¢(X) y ademas

X =clx (UQ()) Ccly <UL[0> )

Corolario A.6 Si X es ccc, entonces X es débilmente Lindeldf.

Dem. Recordemos que un espacio débilmente Lindelsf es aquel en el que para toda
cubierta abierta U, existe Uy C U numerable cuya unién es densa en el espacio. El
resultado es ahora inmediato de la Proposicién A.5. [ |

Definicién A.7 El grado de Lindelof de X, denotado por L (X), se define como el
minimo cardinal infinito k, tal que toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta
de cardinalidad menor o igual que K.
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Cuando L (X) = w tenemos simplemente el concepto de espacio Lindelsf. Es muy
sencillo corroborar que en general, para un espacio infinito X, ocurre que

L(X) < min {w (X),|X]}.

Al igual que la densidad de un espacio, el grado de Lindel6f no es una funcién
mondétona.

Definiciéon A.8 La funcion grado de Lindeldf hereditario para un espacio X estd
dada por:
hL(X)=sup{L(Y):Y C X}.

Definicién A.9 La funcion cardinal extension, e (X), estd definida por:
e(X) =sup{|D]| : D es subconjunto discreto y cdo de X} + w.

La extensién de un espacio estd dominada por el grado de Lindelf del mismo, es
decir, e (X) < L (X).

Proposicién A.10 Para cualquier espacio X, e (X) < L(X).

Dem. Si D C X es un subespacio cerrado y discreto de X, entonces podemos generar
una cubierta abierta de X de la forma

V={U;:deD}U{X\ D}

en donde cada U; C X es un abierto de X tal que U;N D = {d}. Para esta cubierta,
existe una subcubierta Vy C V, con |V| < L (X). Pero para dicha subcubierta ocurre

que U, € V, para toda d € D, puesto que U, es el tinico elemento de U que contiene
a d. Esto prueba que |D| < L (X). Por lo tanto e (X) < L (X). |

Una nocién cercana al concepto de base de un espacio es el de red de un espacio.

Definicién A.11 Una red para un espacio topoldgico X, es una coleccion N de sub-
conjuntos de X (no necesariamente abiertos), tal que todo conjunto abierto de X es
la unidén de elementos de N'. Es decir, para todo U C X abierto y para cada x € U,
existe A € N tal que

reAcCU.

A partir del concepto de red podemos definir el peso red de un espacio.

Definicién A.12 La funcion peso red, nw (X), se define como:

nw (X) =min {|N|: N es una red en X} + w.



APENDICE A. FUNCIONES CARDINALES 51

Toda base de un espacio es automaticamente una red para el mismo, lo que nos
lleva a la desigualdad nw (X) < w (X). Quizé la red més trivial que podemos definir
en un espacio X es N = {{z} : © € X}; esto prueba que para un espacio infinito se
cumple que nw (X) < |X]|. El peso red a su vez domina tanto a la densidad como al
grado de Lindelof, como veremos a continuacién.

Proposicién A.13 Para un espacio X se cumple que d (X)L (X) < nw (X).

Dem. Sea N una red para X con |[N| < nw(X). Primero veamos que d(X) <
nw (X). Para cada A € N fijemos x4 € A y sea

D:{(L'AZAEN}.

El conjunto D es denso en X. En efecto, si U C X es un abierto no vacio, entonces
existe A € N tal que A C U y por lo tanto x4 € DN U. Con esto queda probado que
d(X) <nw (X).

Ahora probemos que L (X) < nw (X). Sea U una cubierta abierta para X. Con-
sideremos la siguiente familia

M={AeN: U ecU(ACU)}.
Para cada A € N fijemos Uy € U tal que A C Uy. La familia
Z/{OI{UAGZ/{:AENO}

satisface que [Up| < |N| < nw (X). Ademds Uy resulta ser una subcubierta. Dado
x € X, existe U € U tal que x € U. como N es red, debe existir A € N tal que
x € A C U. Esto significa que A € Ny y por tanto Uy € Uy es tal que z € A C Uy.
Con lo que concluimos que L (X) < nw (X). |

Al igual que el peso de un espacio, el peso red también es una funcién mondétona.
Juntando este hecho con lo obtenido en la Proposicién A.13, conseguimos el siguiente
corolario.

Corolario A.14 Para un espacio X se cumple que hd (X)hL (X) < nw (X).

A modo de resumen, podemos trazar una reticula con las relaciones que hemos
establecido hasta el momento:

w (X) X
N /
nw (X)
/ N
hd (X) hL(X)
| |
d(X) L(X)
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Una funcién parecida al peso, es la llamada m-peso cuya definicién recae en el
concepto de m-base para un espacio.

Definicién A.15 Una mw-base para un espacio es una familia de conjuntos abiertos,
no vacios B con la propiedad de que, para todo U C X abierto no vacio, existe V€ B
tal que V C U.

La diferencia entre una m-base y una base es stitil pero trascendente. Esencial-
mente, a una m-base le estamos quitando la parte puntual que tienen las bases. Con
ello, toda base es una m-base pero no toda m-base es una base.

Definicién A.16 La funcion cardinal m-peso, mw (X), estd definida como sigue:
mw(X) =min{|B| : B es m-base de X} + w.

Queda claro que 7w (X) < w (X). También es muy sencillo corroborar que d (X) <
7w (X). Sin embargo, el m-peso no guarda relacién directa con el grado de Lindelof
ni con el peso red.

La siguiente funcién cardinal que definiremos estd dada en términos de las llamadas
cubiertas separadoras.

Definicién A.17 Seald una cubierta para el espacio X . Decimos queU es separadora
st para cada x € X se cumple que

{x}:m{UGU:xEU}.

Definicién A.18 Sea U una cubierta para el espacio X. Para un punto x € X,
definimos:

ord(x,U)={U el :2 €U} .

Definicién A.19 La funcién peso punto separador, psw (X), se define como el mini-
mo cardinal k para el cual existe una cubierta abierta separadorald, tal que ord (z,U) <
Kk para todo x € X.

Una caracteristica importante del peso punto separador es que sélo estd definida
para espacios que al menos poseen el axioma de separacién 77, a diferencia de las
demds funciones cardinales que hemos definido en las cuales la separacién del espacio
no entra en juego para su definicién. La razén de esto es muy sencilla: un espacio X
es T} si y sélo si X tiene una cubierta separadora.

Las funciones cardinales descritas anteriormente se definen basdndonos en propiedades
topolégicas que dan informacién global del espacio. A continuacién, definiremos im-
portantes funciones cardinales que se basan en propiedades topolégicas locales.
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Definicién A.20 Sea (X, 7x) un espacio topoldgico y x € X. Sea V una coleccion
de conjuntos abiertos no vacios de X.

i) La familia V es una m-base local para x si para toda vecindad abierta U de x, existe
VeV, tal queV CU.

i1) Si YV cumple i) y ademds, x € V para cualquier V- € V, entonces V es una base
local para x.

iti) Si{z} =V, entonces V es llamada una pseudobase para x.

A partir de los conceptos anteriores podemos definir los siguientes nimeros cardi-
nales para cada r € X

X (z,X) =min{|V]: V es base local para =},
7X (2, X) = min {|V| : V es m-base local para =},

Y (z,X) =min{|V| : V es pseudobase para z} .

Ahora definimos las funciones cardinales locales
Definicién A.21 La funcion cardcter, X (X), se define como:
X (X)=sup{X (2, X):2€ X} +w.
Definicién A.22 La funcion w-cardcter, nX (X), se define como:
X (X) =sup{rX (,X):z€ X} +w.
Definicién A.23 La funcion pseudocardcter, 1 (X), se define como:
Y (X)=sup{v (z,X):r € X} +w.

Vale la pena destacar que el pseudocarédcter de un espacio estd definido si y sélo si
el espacio es T7. Tanto el cardcter como el pseudocaracter son funciones mondétonas,
sin embargo, el 7m-cardacter no lo es.

Es claro que toda base local de un punto es a su vez una m-base local y una
pseudobase (en el caso de los espacios 77). De manera que 7 (X) < X (X) y
¥ (X) < X (X). En general no existe una relacién directa entre el m-cardcter y el
pseudocarécter.

Un espacio con cardcter numerable es lo que conocemos como un espacio primero
numerable.

Six € X es tal que ¢ (z,X) = w, entonces z tiene una pseudobase numerable,
lo que significa que el conjunto {x} puede verse como la interseccién numerable de
conjuntos abiertos, es decir, {x} es un conjunto G del espacio. De modo que, cuando
un espacio tiene pseudocardcter numerable, todos los conjuntos unipuntuales son
conjuntos G del espacio. La definicién de espacio con pseudocaridcter numerable fue
dada de esta manera en el Capitulo 1.
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Proposicién A.24 Para un espacio infinito X se cumple que w (X) < X (X) | X|.

Dem. Si para cada x € X fijamos una base local B,, entonces B = |,y B, es una
base para X. El resultado es claro ahora. [ |

Proposicién A.25 Para un espacio Ty, X, se cumple que 1 (X) < psw (X).

Dem. Seal{ una cubierta separadora tal que, para todo z € X, ord (z,U) < psw (X).
Entonces, para cada x € X, la familia

U, ={UeclU .z U}

es una pseudobase para x tal que [U,| = ord (z,U) < psw (X). Por lo tanto ¢ (z, X) <
psw (X)) para todo x € X. En consecuencia ¢ (X) < psw (X). |

Proposicién A.26 Si X es Hausdorff, entonces ¢ (X) < hL (X).

Dem. Sea X un espacio Hausdorff. Sea p € X. Para cada ¢ € X \{p}, existen V, y U,
abiertos ajenos en X tales que, g € V,yp € U,. Seald ={V, : ¢ € X \ {p}}. Tenemos
que U es cubierta de X \ {p}, de manera que existe A C X \ {p}, con |A| < hL(X),
tal que
X\{pt cYVa
geA

Sea B = {U,:V, € A}. Afirmamos que B es pseudobase para p. Si lo es, ya

terminamos puesto que tendriamos que

¥ (p, X) <[B] < [A] < hL(X),

lo cual implica que ¥ (X) < hL (X), pues p fue arbitrario.

Veamos que B es pseudobase para p. Por construccién, p € U, para todo U, € B.
Supongamos que existe x € (| B, con z # p. Como x # p, existe ¢ € A tal que x € V.
Pero entonces z € U, NV, es decir, U, NV, # 0, lo que no es posible. Por lo tanto
(B = {p}. Por lo tanto B es pseudobase para p. [ |

Proposicién A.27 Si X es compacto Hausdorff, entonces, ¥ (X) = X (X).

Dem. Unicamente necesitamos probar que X (X) < 1 (X). Sean p € X y V una
pseudobase para p, con |V| < ¢ (p, X).

Recordemos que todo espacio compacto y Hausdorff es, en particular, un espacio
regular. De manera que para cada V' € V podemos tomar un abierto Uy C X, tal que
p € Uy C clx (Uy) C V. Obtenemos asi que

{z} c (N ex (Uy)C NV ={z}.

Vey Vey
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Ahora bien, dado un abierto W C X tal que p € W, para cada ¢ € X \ W, existe
V, €V tal que q ¢ clx (Uvq). Asi, el conjunto {X \ elx (Uvq) tq € X\ W} es una
cubierta abierta del compacto X \ W. Por lo tanto, existe F' C X \ U finito tal que

X\Wc U (X ~edx(Uy,)).

Entonces
() Uv, € [ elx (Uvy) C W.

qeF qeF
Por lo anterior, la familia

B:{ﬂUV:fcv,O<|f|<w}

VeF

es base local para pen X y |B| < [V| < ¢ (p, X). Por lo tanto X (X) < ¢ (X). ®

La dltima funcién cardinal que presentaremos es la llamada estrechez de un espa-
cto. Esta también es una funcién cardinal local.

Definicién A.28 Para v € X definimos el cardinal t (x, X) como:

t(p,X)=min{x:VY C X,conp €clxY,FJACY,con |A| < kyp€clxA}.

Definimos la funcién estrechez como

t(X)=sup{t(p,X):p€ X} +w.

Es fécil comprobar que la funcién estrechez es monétona y satisface que t (X) <
X (X). No existe relacién directa entre la estrechez y el m-cardcter ni el pseudocardc-
ter. Sin embargo, es posible demostrar que, para un espacio compacto y Hausdorff,
t(X) = hrX (X), donde hrX (X) denota el m-cardcter hereditario de X (ver [9]).



Apéndice B
Compactaciéon de Wallman

En este segundo apéndice describimos una construccién detallada de la com-
pactaciéon Wallman. Al final del apéndice inicamente dejaremos enunciado algunas
de sus propiedades mds impotantes.

Para cada espacio 17, X, definiremos un espacio T} compacto wX que contiene a
X como subespacio denso y que tiene como propiedad que cualquier mapeo continuo
f X — Z, con Z un espacio compacto, se puede extender a un mapeo continuo
F:X—Z

Sea X un espacio T;. Denotamos por £ (X) a la familia de todos los subconjuntos
cerrados de X.

Definicién B.1 Sea X un espacio topoldgico Ti. Definimos un filtro en L (X) como
una familia no vacia F C L(X) con las siguientes propiedades:

i)0¢ F.

it) Si Ay, Ay € F, entonces Ay N Ay € F.

iii) St A€ F y B € L(X) son tales que A C B, entonces B € F.

A un filtro en £ (X) con la propiedad de ser maximal respecto a la contencién,
lo llamaremos ultrafiltro en £ (X). Se sigue del lema de Teichmiiler-Tukey que toda
familia de subconjuntos cerrados de X que posee la propiedad de interseccion finita,
estd contenida en un ultrafiltro en £ (X); generalmente este ultrafiltro no es unico.
Denotaremos por U (X) a la familia de todos los utlrafiltros en £ (X).

Proposicién B.2 Sean F,G € U (X), entonces se cumple lo siguiente:

i) Si B € L(X) es tal que, para toda A € F, BN A # &, entonces B € F.
i) Si A, B € L(X) son tales que AU B € F, entonces A€ F 6 B e F.
i) F # G siy solo si existen A€ F y B € G tales que ANB = &.

Dem. i) Sea B € L(X) tal que, para toda A € F, BN A # &. Entonces la familia
F U {B} tiene la propiedad de interseccién finita y por lo tanto, existe Foy € U (X)

tal que F U{B} C Fo. Por la maximiladad de F se sigue que F = Fy, lo que implica
que B € F.

26
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i1) Sean A, B € L(X) tales que AU B € F. Supongamos que A ¢ F. Por el inciso
i) concluimos que existe C' € F tal que ANC = @.
Ahora bien, como AU B € F, entonces

(AUB)NC € F.

Pero (AU B)NC = BN C, de manera que BN C € F. Finalmente, como B € L (X)
y BNC C B, se sigue que B € F.

ii1) Primero supongamos que F # G. Por la maximalidad de F, se sigue que
F ¢ G, es decir, existe A € F \ G. Del incisio i) aplicado al ultrafiltro G, concluimos
que existe B € G tal que AN B = @.

Reciprocamente, si A € Fy B € G tales que AN B = &, entonces A ¢ G (de otra
forma () € G). Por lo tanto F # G. u

Para cada x € X podemos definir el siguiente conjunto:
F.={Ae L(X):x e A}.

Vale la pena notar que, como estamos trabajando con espacios 11, {z} € L(X). De
manera que siempre ocurre que {z} € F,.

Proposicién B.3 Para cada x € X, el conjunto F, es un ultrafiltro en L (X).

Dem. Primero notemos que el vacio no es elemento de F, pues = ¢ .

Ahora, sean A, B € L(X) tales que A C By A € F,. Entonces x € A C B, lo
que implica que x € B y asi B € F,.

Finalmente, sean A, B € F,. Entonces x € Ay x € B, lo que implica que x € ANB
y asi AN B € F,. Con esto hemos terminado de probar que F, es un filtro en £ (X).

Para ver que F, es un ultrafiltro en £ (X), tomemos G C £ (X) un filtro tal que
F. C G. Dado A € G, ocurre que

{2} NA£D

esto debido a que {z} € F, C G. Por lo tanto x € A, es decir, A € F,. Por lo tanto
Fr €U (X). [ |

Claramente podemos notar que (| F, = {x}. Ahora, observemos que si G € U (X)
es tal que z € (G, sucede que G C F,. Pero como G y F, son ultrafiltros, se sigue que
G = F,. Por lo anterior, podemos concluir que cada ultrafiltro G € U (X)), satisface

que |G| < 1.

Definicion B.4 Si F € U (X) satisface que (\F = 0, diremos que F es un ultrafiltro
libre. A la coleccion de todos los ultrafiltros libres en L (X)) la denotaremos por Uy (X).
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De acuerdo con lo que hemos probado, un ultrafitro G € U (X), es libre o existe
un unico z € X tal que G = F,.
Dado un espacio topoldgico X, denotamos por wX al conjunto

wX =X Ul (X).

Vamos a definir dos clases de subconjuntos en wX:
1) Para cada conjunto abierto U C X, definimos:

Ur=UU{Fely(X):FJAec F(ACU)}.
2) Para cada conjunto cerrado F' C X, definimos:
F,=FU{Fel(X): FeF}.

Los conjuntos U* y F, guardan propiedades muy importantes, a partir de las
cuales se define la compactacién de Wallman. En particular vale la pena notar que
0* = 0, = 0, mientras que X* = X, = wX.

Proposicion B.5 Sean U C X un subconjunto abierto y C C X un subconjunto
cerrado. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

a) U = wX \ (X \U),

b) C =wX \ (X \C)*

Dem. a) Seap € U*. Sip € X, entonces p € U. De maneraquep ¢ X\U C (X \ U),.
Por otro lado, si p ¢ X, entonces p € Uy (X). Por definicién de U*, existe A € p tal
que A C U. De manera que, AN (X \ U) = 0, lo que implica que X \ U ¢ p. Por lo
tanto p ¢ (X \ U),.

Para la contencién contraria, sea p € wX \ (X \U).. Sip € X, entonces p ¢ X \U,
es decir, p € U C U*. Sip ¢ X, entonces p € Uy (X). Como p ¢ (X \ U),, entonces
X\U ¢ p. Dado que p € Uy (X), existe A € p tal que AN(X \ U) = 0, lo que significa
que A C U. Por definicién de U* obtenemos que p € U*.

b) Para probar la igualdad C, = wX \ (X \ C)*, aplicamos el inciso a) al abierto
U = X\ C. Entonces:

U =wX\ (X\U), =wX\C,

De donde, C, = wX \ U* = wX \ (X \ O)*. |

Proposicion B.6 Sean C,Cy C X subconjuntos cerrados de X . Las siguientes afir-
maciones se cumplen:

a) (C1NCy) = Cre N Ch.

b) (C1UCy), = Cri Uy,
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Dem. a) Observemos que:

(ClﬁCQ)* = (ClﬂCz)U{]:GZ/{O(X)C’lﬂCZEf}y
CisNCy = (ClﬂCz)U{]-"GMO(X):0170267-"}.

Por lo cual, solo es necesario revisar la doble contencién de los elementos que son
ultrafiltros.

Sea F € (CiNCy), NUy (X). Entonces C; N Cy € F. Como C;NCy C Cy y
Ci N Cy C Oy, se tiene que tanto C; como Cy son elementos de F. Por lo tanto
F e Cl* N Cg*.

Para la otra contencién, sea F € (C1. N Cy) N Uy (X). Tenemos que tanto Cy
como (5 son elementos de F y asi C; N Cy € F. Por lo tanto F € (C; N Cy),.

b) Observemos que:

(01U02)* = (C'lUCg)U{GEgO(X)C'1UC'2€G}y
Ci. Ul = (Olucg)U{Gego(X)201€G002€G}.

Igual que en el inciso anterior, basta con verificar la doble contencién en los ele-
mentos que son ultrafiltros.

Sea F € (Cy UCy). NUy (X). Tenemos que C; U Cy € F. Usando el inciso ii) de
la Proposiciéon B.2, tenemos que C; € F o Cy € F. Por lo tanto G € Cy, U Cy,.

Por otro lado, sea F € (C, U Ca,) NUp (X ). Tenemos que Cy o Cy es elemento de
F, sin importar el caso, se sigue que C; U Cy € F. Por lo tanto F € (C;UCh),. R

Proposicion B.7 Sean Uy, U; C X subconjuntos abiertos de X. Las siguientes afir-

maciones se cumplen:
b) (UinUs,), =UfNU;.

Dem. Para demostrar estas igualdades utilizaremos las leyes de De Morgan asi como
las proposiciones B.5 y B.6.

a)

(LUly)" = wX \ (X )\ (U,Ul)),
= wX \[(X\U1)N(X\Us)l,
= wX\ [(X\U),N(X\0),]
= [wX\ (X\U),JU[wX\ (X\U),]
= UjUUs,.
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(UiNUy)e = wX\(X\ (Ui N,)).
= wX\[(X\U)U X\ D),
= wX\[(X\ ), U(X\ )]
= [wX\(X\U)JN[wX\ (X\ )]
= UrnUs.

*

Corolario B.8 Si U; Uy C X son abiertos ajenos, entonces Uy N U5 = (.

La Proposicién B.7 nos dice que la familia formada por todos los subconjuntos
U*, donde U es un abierto de X, forma una base para alguna topologia en wX.

Definicién B.9 Sea X un espacio topoldgico. Definimos la compactacion de Wall-
man de X, como el espacio wX = X Ul (X), dotado de la topologia que tiene por
base a la familia

{U* CwX :U C X es abierto en X} .

Vale la pena recalcar que, gracias a la Proposicién B.5, los conjuntos C, son
cerrados en wX y la familia

{F., CwX : F C X es cerrado en X'}
forma una base para los cerrados de w.X.

Teorema B.10 Para todo espacio X, su compactacion de Wallman, wX, es un es-
pacto Ty, compacto que contiene a X como un subespacio denso.

Dem. El hecho de que X sea subespacio denso de wX se sigue a partir de la definicién
de U* y el hecho de que U* = () si y s6lo si U = 0.

Para ver que wX es 17, hay que probar que los conjuntos unipuntuales son cerrados
en wX.

Sea p € wX. Sip € X, entonces {p} = {p},, esto es gracias a que el dnico
ultrafiltro en £(X) que contiene a {p} es F, = {A € L(X) :p € A} y éste no es un
ultrafiltro libre. Ahora supongamos que p ¢ X, es decir, p € Uy(X). En este caso
notemos que

{p}=({E: Fep}.

En efecto, esta desigualdad se cumple porque dado ¢ € (({F. : F' € p}, se tiene en
primer lugar que ¢ € Uy(X), puesto que

Xn({F:Fepy=(|{F:Fept=(p=0.
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Ademsds, si p # ¢, entonces existirian A € p y B € ¢ ajenos, lo cual implicaria que
q ¢ A.. Con esto concluimos que wX es 7.

Para probar la compacidad de wX, tomemos una familia de cerrados H contenida
en wX con la propiedad de interseccién finita. Lo que debemos demostrar es que
NH # 0.

Para cada F' € H, existe una coleccién de cerrados Cr C L (X) tal que

F=(){C.:Cecr}.

Como H tiene la propiedad de interseccién finita, se sigue de la Proposicién B.6
y del hecho de que C, = ) si y sélo si C' = (), que la familia

c=|Jcr

FecH

también tiene la propiedad de interseccion finita. De manera que existe un ultrafiltro
FelU(X)tal que C C F.

Ahora distangamos dos casos. Si F no es un ultrafiltro libre, entonces existe z € X
tal que F = F,. Lo que implica que

{«}=%=Fc(c

Pero X N(H =(C, asi que [\H # 0.
Por otro lado, si F es un ultrafiltro libre, como C C F, entonces para todo C € C
se tiene que F € (. Y en consecuencia

Fe(H.
Por lo tanto wX es un espacio compacto. [ |

Para la compactacién de Wallman tenemos dos importantes resultados cuyas prue-
bas pueden consultarse en [6].

Teorema B.11 Para un espacio X, la compactacion de Wallman de X tiene como
propiedad que todo mapeo continuo f : X — Z, con Z un espacio compacto, se puede
extender a un mapeo continuo F': wX — Z.

Teorema B.12 La compactacion de Wallman, wX, es un espacio Hausdorff si y sélo
st X es normal.

Corolario B.13 Para todo espacio X normal, wX es equivalente a la compactacion
de Stone-Cech X, es decir, existe un homeomorfismo [ : wX — BX tal que [ [x=
idx.
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