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Introduccion

En 1929 S. Bochner [4] considero el problema de clasificar todas las familias de polino-
mios ortogonales que son funciones propias de un operador diferencial de segundo orden
con coeficientes polinémicos. Determiné que las tinicas familias eran los polinomios or-
togonales clasicos de Hermite, Laguerre y Jacobi. El objetivo principal de esta tesis es
estudiar el problema de Bochner aplicado a polinomios ortogonales matriciales, que son
una extension donde los coeficientes de los polinomios son matrices cuadradas.

Desde sus principios los polinomios ortogonales han sido una herramienta de gran utili-
dad en el anélisis de problemas en Fisica y Matematicas. La primera familia de polinomios
ortogonales la introdujo A. M. Legendre en 1782 estudiando la atraccién de un cuerpo
por un esfera. Posteriormente, en 1826 K. G. Jacobi introdujo una familia de polinomios
ortogonales que incluia a los polinomios introducidos por Legendre. En 1851, O. Rodrigues
expresd estos polinomios en términos de la conocida férmula de Rodrigues. La familia de
los polinomios de Hermite aparece en 1810, en el trabajo de teoria de probabilidades de P.
S. Laplace y fueron estudiados més a detalle por P. L. Chebyshev en 1859. Posteriormente,
en 1864, Hermite publica acerca de estos polinomios junto con el caso de varias variables,
sin tener conocimiento previo de los trabajos de Laplace y Chebyshev. Por tdltimo, los
polinomios de Laguerre (para o = 0) fueron introducidos por E. N. Laguerre en 1879.
Mas tarde N. Y. Sonin realizé la generalizacion de dichos polinomios para > —1. No
fue hasta la segunda mitad del siglo XIX cuando surge la teoria general sobre polinomios
ortogonales; cuyos pioneros fueron T. J. Stieltjes y P. L. Chebyshev.

Los polinomios ortogonales matriciales fueron considerados inicialmente por M. G.
Krein en 1949. Durante los tltimos anos se han estudiado propiedades que extienden los
resultados conocidos en el caso escalar. En 1997, A. J. Duran [9] considera el problema de
Bochner para el caso matricial, sin embargo no encontré ningin ejemplo interesante. En
los dltimos anos se han desarrollado distintos métodos para encontrar ejemplos de familias
de polinomios ortogonales matriciales que verifican una ecuacion diferencial de segundo
orden con polinomios matriciales como coeficientes. En este trabajo nos centraremos en
uno de esos métodos estudiado inicialmente en [12] y extendido posteriormente en [10].
Este método consiste en resolver un conjunto de ecuaciones de simetria matriciales, que
constituyen la versiéon matricial de la ecuacién de Pearson.



En el primer capitulo se estudian los polinomios ortogonales clasicos. Presentamos
el concepto de ortogonalidad, asi como propiedades que satisface cualquier sucesion de
polinomios ortogonales. Se obtiene una demostracion del problema de Bochner en términos
de la denominada ecuaciéon de Pearson. Ademas se incluyen propiedades para las familias
clasicas, una de ellas es que son las tnicas que satisfacen una féormula de Rodrigues.

El segundo capitulo es de caracter introductorio al caso matricial. Extendemos el con-
cepto de ortogonalidad y las propiedades generales de los polinomios ortogonales vistas en
el primer capitulo a este nuevo contexto. Ademés daremos conceptos necesarios para los
siguientes capitulos.

El tercer capitulo es de gran importancia en la tesis, donde consideramos el problema de
Bochner para un operador diferencial de segundo orden con polinomios matriciales como
coeficientes. Se convertiran las condiciones de simetria sobre el operador diferencial en
ecuaciones diferenciales matriciales, con algunas condiciones de frontera. En este capitulo
se muestran métodos generales para resolver dichas ecuaciones. Bajo el supuesto de que
el coeficiente principal del operador diferencial es escalar, como solucion de las ecuaciones
de simetria encontraremos un operador diferencial simétrico de segundo orden para pesos
matriciales de tipo Hermite de la forma

— 2 * 2 2 * .2
eaceAaceAz’ e;teB:veBm7 $ER,
de tipo Laguerre de la forma
% TeAreA T, 2% BB xr €[0,00), a> -1,

de tipo Jacobi

1+2)*Q-2)’Q+a)*Q+2)?, ze[-1,1], of>-1,

donde A, B en cada caso son matrices especificas de dimension N x N que dependen de
N —1 parametros. Para el caso en el que el coeficiente principal del operador diferencial no
es escalar, el método también se extiende. En esta tesis se aplicara a los pesos matriciales
de la forma

e_mQGAmeA*x, z € R,

e ATy BB AT z € [0,00), @ > —1,
para ciertas matrices cuadradas A, B que dependen ahora de un sbélo pardmetro. Frente
a las tres nicas familias del caso escalar, en el caso matricial existe una gran cantidad
de ejemplos. La existencia de matrices singulares y la no conmutatividad hacen el caso
matricial mucho maés dificil y de hecho todavia no existe una clasificacion formal de estos
ejemplos.

Finalmente, en el capitulo 4, presentamos algunos fenémenos nuevos presentes en el
caso matricial que no aparecen en el caso escalar. En primer lugar estudiamos varios ejem-
plos de polinomios ortogonales matriciales que son funciones propias de varios operadores



diferenciales linealmente independientes. Esto implicara que el correspondiente algebra de
operadores es mucho més complejo que en el caso escalar, donde es siempre isomorfo a
R[z]. En algunos casos aparecen incluso operadores diferenciales de orden impar, cosa que
también es imposible en el caso escalar. En segundo lugar se estudiara el fenémeno dual,
es decir, se buscaran familias de polinomios ortogonales matriciales, cada una ortogonal
con respecto a un peso matricial distinto, que son funciones propias de un mismo ope-
rador diferencial de segundo orden fijo. Estas familias constituiran un cono convexo y se
mostrard un ejemplo.






Capitulo 1

Polinomios Ortogonales

En este capitulo se dara una breve descripcién de la teoria de los polinomios ortogonales
clésicos. La mayoria de las funciones conocidas como “funciones especiales” son soluciones
de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Estas ecuaciones surgen en contextos
fisicos y matematicos.

Para un operador diferencial de segundo orden simétrico con respecto a un peso w, se
caracterizaran los casos en que las funciones propias son polinomiales.

1.1. Elementos de Integraciéon

En esta seccién se proporcionan las definiciones y nociones béasicas de medida para
definir la integral. Los productos internos en esta tesis los definiremos por medio de una
integral con respecto a una medida.

Definiciéon 1.1.1. Sea X # () un conjunto. Una familia X de subconjuntos de X es una
o-algebra si cumple:

1) 0, X eX.
11) Si A € X, entonces el complemento X \ 4 € X.
1) {A,}nen € X, entonces | J;7; A, € X

Ejemplo 1.1.2. La o-algebra de Borel es la o-algebra B generada por todos los intervalos
abiertos (a,b) de R.

Un espacio medible es el par ordenado (X, X) que consiste del conjunto X y la o-algebra
de subconjuntos de X.
Denotemos por R = R U {—o00,00} al conjunto de los reales extendidos.

Definicién 1.1.3. Una funcién f de X en R es X —medible si para todo « € R el conjunto

{reX: f(zx) >a}eX.
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Denotaremos por M (X, X) al conjunto de las funciones medibles con valores en los
reales extendidos.

Definicién 1.1.4. Una medida es una funcién p : X — Rt que satisface

1) u(@) =0,

11) Para {E,} sucesion disjunta de subconjuntos de X se cumple
oo o0
© (U En) = Z,U/(En)'
n=1 n=1

Ejemplo 1.1.5. Si X = Ry X = B la o-dlgebra de Borel, existe una tnica medida A que
coincide con la medida de los intervalos. Esta medida X\ es la medida de Lebesgue.

Una medida g es finita si no toma el valor +00. Mas generalmente, una medida es
o-finita si existe una sucesion {E,} de subconjuntos de X tal que X = ;2| E,, y tal que
w(Ey) < 400 Vn.

Ejemplo 1.1.6. La medida de Lebesgue es o-finita. Pues R = [y, [k, k + 1) y para todo
k € Z se tiene que Ak, k+1) =1 < oo.

Ahora que tenemos el espacio de medida (X, X, y) procederemos a definir la integral.
Primero se define la integral para funciones simples, luego para funciones no negativas y
finalmente para funciones integrables.

Definiciéon 1.1.7. Una funciéon medible y real valuada es simple si y solo si tiene un
nimero finito de valores. Una funcién simple medible es de la forma

¢=> a;lg,, (1.1)
=1

donde a; € Ry 1g; es la funcion caracteristica del conjunto E; € X.

Definicién 1.1.8. Sea ¢ simple (de la forma (1.1])) y medible, se define la integral de ¢

con respecto a p como
n
/¢du = aju(Ej).
i=1
Definicién 1.1.9. Si f € M (X, X)(funcion medible y no negativa), definimos la integral

de f con respecto a g como
/fdu=sup/¢du,

donde el supremo se extiende sobre todas las funciones simples y medibles ¢ que satisfacen
0 < ¢(z) < f(z) para todo z € X.



La integral de una funcién no negativa esta bien definida, ya que una funcién no
negativa es aproximable por funciones simples.

Definicién 1.1.10. Una funcion f € M(X,X) se dice que es integrable si sus partes
negativa y positiva f*, £, tienen integrales finitas con respecto a u. En cuyo caso, se
define la integral de f con respecto a una medida p como

[ran=[sran- [ 1 an

Definiciéon 1.1.11. Se define el n-ésimo momento de la medida p como

/azndu(:p) paran=0,1,2,....
R

Definicién 1.1.12. Una medida v se dice absolutamente continua con respecto a una
medida p si p(A) = 0 implica que v(A) = 0 para A € X.

Teorema 1.1.13. Sean v y p medidas o-finitas definidas en X y supongames que v es
absolutamente continua con respecto a p. Entonces existe una funcion medible w tal que

v(A) = / w(z)dp para todo A € A.
A

Ademds la funcion w esta unicamente determinda p casi en todas partes.

A la funcién w del teorema se le conoce como la derivada de Radén Nykodym de v con

respecto a p, y se denota por Z—Z.

1.2. Polinomios Ortogonales

Sea 1 una medida real valuada con todos sus momentos finitos y absolutamente con-
tinua con respecto a la medida de Lebesgue.
Por teorema de Randon Nikodym existe w medible tal que

du(z) = w(zx) dr, zel,

donde el intervalo I es un intervalo abierto, no necesariamente acotado.
En este contexto a la derivada w le llamaremos peso y la supondremos suficientemente
diferenciable.

Definiciéon 1.2.1. Dado una funcion de peso w en el intervalo I = (a,b), se denota por
L2(I) al espacio de las funciones real valuadas y medibles f tales que

b
/ f(z)*w(x) dx < oc.
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Dadas f, g € £2(I) su producto interior es (f, g),, = f; f(@)g(x)w(zx) d.

Definicion 1.2.2. Una sucesion de polinomios { P, (x)}2%, donde P,(x) es un polinomio
de grado n € N, es una sucesién de polinomios ortogonales con respecto un peso
w, si se cumple

/Pn(m)Pm(x)w(:B)dx = d28,m, n,meN=1{0,1,2,...},
I

donde d,,, es la delta de Kronecker y d,, es una constante distinta de cero.

Si d,, = 1 para toda n, se dice que es una sucesidn de polinomios ortonormales.

Para n € N consideremos la matriz

Tlo T ce Tin
m 12 |

Zo=|". T T, (1.2)
M Mn4+1 - 2n

donde 7, es el n-ésimo momento de w, es decir
M = /x”w(x)dz.
T

Se toma A_; =1y A, = el determinante de (1.2 para n € N.
Llamamos forma cuadratica asociada a una matriz @ a la aplicaciéon T de la forma
T R R
a— a’ Qa.
Consideremos la forma cuadrética asociada a la matriz Z,

2

n b | n '
Z Nj4+k0j 0 :/ Z:cjaj w(x) dz,
=0

4.k=0 a

que es positiva definida y con esto se concluye que A, es positivo.
Se define Qo(z) =1 y para n > 1 el polimonio

M Mmoo M1 1

Q=" T T (13)

M Mot Mop—1 X"



Probaremos que {Q,(z)}72 es una familia de polinomios ortogonales con respecto a
w. Para m < n, se tiene que

7o m cero Min—1 Nm

m 72 n TIm+1
(Qul(x), 2™, =|" . S

T "+l -+ T2n—-1 Tn4+m

Es decir, en la dltima columna del determinante se repite la columna m + 1.
Por lo tanto
0, st m < n;

A,, sim=n.

(Qn(2),2™), = {

Luego notemos que podemos escribir @, (z) = A,_12" més términos de menor grado,
esto implica que

<Qna Qn)w = <Qn’ An—lxn>w =Ap <Qna l'n>w =ApAp 1.

Por lo tanto los polinomios
1

7\/m@n(f€)

son ortonormales. Estos polinomios estdn tinicamente determinados por la condicién de

que su coeficiente principal sea positivo. El coeficiente principal de P, es h, = %,

Po(z) =

esto ya que el coeficiente principal de Q,, es A,_.

Teorema 1.2.3. Cualquier sucesion de polinomios ortonormales { P, (x)},~, satisface una
relacion de recurrencia de la forma

:L'Pn(:L‘) = anPnJrl(m) + ann(l') + CnPnfl(x)v (1'4)
con ap = hp/hpy1,n=1,2,... ycp,=ap-1,n=0,1,2,....

Demostracion. Como zP,(x) es de grado n+ 1 y ortogonal a ™ para m < n — 1, se sigue
que existen las constantes ay, b, v ¢y, tales que

2Py () = anPoi1(z) + bpPr(x) + cnPr—1(x).

Comparando los coeficientes de 2" tenemos que a,, = hy, /hn+1. Por otro lado
1 A, _ox™
- P P _ = P P _ =
Cn <x nydn 1>w < n, Ll 1>w <\/An—1AnQn7 \/An—lAn—Q >w

_ \/Zn—2 ny hp—1 _
B An—l\/Ain <Qn,$ >w B hn - n—t




CAPITULO 1. POLINOMIOS ORTOGONALES

Cabe destacar que la existencia de una relaciéon de recurrencia a tres términos depende
tinicamente de las propiedades de ortogonalidad de los polinomios P, y no del hecho que
sSu norma sea unitaria.

Definicién 1.2.4. La matriz de Jacobi es una matriz tridiagonal infinita, de la forma

bo ag O
ag b1 al 0
0 aj b2 as 0 N
J = 0 0 a9 b3 as 0 PN )

donde a,, >0y b, € R.

En 1935 Favard introdujo el reciproco del teorema anterior a la teoria de polinomios
ortogonales. Sin embargo, este resultado es esencialmente el mismo que utilizé Stieltjes en
la teoria fracciones continuas mucho tiempo antes.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Favard). Sean ay, by, y ¢, sucesiones arbitrarias de nimeros
reales y la sucesion {Pp(x)}2, definida por la relacion de recurrencia

Poy1(x) = (apz + by) Pp(z) — ¢y Py—1(x), n >0,

con Py(z) =1y P_1(z) = 0. Entonces { P, ()}, es una sucesion de polinomios ortogo-
nales si y solo si ap # 0, ¢, #0 y chapan—1 > 0 para toda n.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en [7].
Mediante la matriz de Jacobi, podemos reescribir la relaciéon de recurrencia a tres

términos (1.4) como
JP =zP

donde P = [Py(z), Pi(z), Py(x), P3(z), Py(x),...]" es el vector de los polinomios orto-
gonales.

1.3. Transformaciones y simetria

La funciones p, q, r, f, u, v,.. denotaréan funciones reales definidas en un intervalo finito
o un intervalo infinito real abierto. Supongamos que p(z) > 0, para todo x en el intervalo.
Todas las funciones se suponen continuas, y de clase C! y C? (i.e. que sus derivadas de
orden 1y 2 son continuas, respectivamente) cuando sea necesario.

La ecuacién diferencial de segundo orden en su forma general es

pe)u’ () + q(z)u' () + r(z)ulz) =0,



y su correspondiente operador asociado es

L= (@)% + o)L 4 1(a) (1.5)
=p(@) 75 +al@) - +r@). i
Definicién 1.3.1. Un operador L de la forma ([1.5)) es simétrico con respecto a la funciéon
de peso w si

(Lu,v)y = (u, Lv),

para todo par de funciones u, v € C? que se anulan fuera de un subintervalo cerrado de 1.

Proposiciéon 1.3.2. El operador L es simétrico con respecto al peso w si y solo si qu =
(pw)'. Ademds el operador L se puede reescribir de la forma

2 (pw) d 1d d

w dz w dx

Demostracion. Supongamos que L es simétrico:
0= (Lf.ghe = (- Lado = [ (879~ Fa") + als's = foloda
= /I[p(f’g —f9) +a(f'g— fg)wdz

=(f'g— fq)pw

- /(flg — fg')(pw)" + /[(f’g — fg)]qwdx (integrando por partes)
or  JI I

=0+ /(flg - f9)lqw — (pw)'] dz (condicion de frontera)
I

En particular, si f = 1 dondequiera que g # 0, entonces
0=~ [ dlaw— p))do = [ glaw — (o)) da
I I

y podemos concluir que qw — (pw)’ = ¢, ¢ constante.
Por otro lado, si f(x) = = dondequiera que g # 0, entonces

0:c/(g—$g')d:v:2c/gdm.
I I

De esta expresion se sigue que ¢ = 0 para cualquier funcién g. Por lo tanto podemos
concluir que la condicién de simetria implica que qw = (pw)’.
Conversamente, si qw = (pw)’, tenemos

(Lf.g)w — (. Lg)w = /1 (F'g — f)law — (pw)'] dz = 0.
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1.4. Polinomios ortogonales como funciones propias

Las familias de polinomios llamadas clasicas ademés de ser ortogonales son funciones
propias de un operador diferencial de segundo orden de la forma (1.5)). Para extender la
condicion de simetria a una clase maximal de funciones se requiere imponer condiciones
de frontera. Sea I = (a,b) un intervalo acotado y supongamos que w, ', p, p’, ¢ y r se
extienden como funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b]. Supongamos que f,g €
L2, son dos veces continuamente diferenciables en (a,b) y que f, f’, g, ¢’ son continuas en
el intevalo cerrado [a, b]. Supongamos también que L es simétrico, en consecuencia que es
de la forma (|1.6)). Procedemos a calcular:

(L1.9)o =S Lgha = [ 08’9 = foVdo+ [(o) (79— 19 ds
I I
=(f'g—fg)pwl) — /I(pw)’(f’g — fg')dz + /](pw)'(f’g — fg')dx
= (pw)(f'g = f9)z.
Si pw se anula en los extremos, no se requeriran condiciones adicionales en la frontera, en
otro caso las condiciones adicionales seran impuestas sobre las funciones f, g.
Para el caso I = (a,0) si pw # 0 en = = a, las condiciones seran impuestas sobre a.
Supongamos que tenemos simetria para una clase maximal de funciones. Una funcion

permitida f # 0 es una funcién propia para L con valor propio —A si Lf + Af = 0.
Sean f1 y fo son funciones propias con diferentes valores propios —A1; y —Ag, entonces

=M (f1, f2) = (Lf1, f2) = (f1, Lf2) = = A2(f1, fa)-

Asi (f1, f2) = 0, por lo tanto f1 y f2 son ortogonales.

Como las funciones constantes pertenecen al espacio £2(I), en particular se cumple
que

/w(a:)dx < 00. (1.7)
I

Queremos analizar bajo qué condiciones el conjunto de funciones propias de L incluye
polinomios de grado 0, 1 y 2, supongamos que el espacio de polinomios de grado < k en el
dominio de L, es enviado en si mismo por L, para k = 0,1, 2. Usaremos fuertemente este
supuesto para obtener las siguientes caracteristicas del operador.

» Aplicando el operador L a ug(z) = 1 se obtiene Lug = r, por el supuesto tenemos
que r es constante y (salvo traslaciones de los valores propios por —r) tomaremos
r=0.

= Si aplicamos L a u; = x, obtenemos
w)’ w'
Ly = Ly 18
w w

y por el supuesto, Lu; debe ser de grado a lo més uno.
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» Por ultimo, aplicamos el operador L al polinomio uy(z) = %xQ y obtenemos

/

Luy =p+

(pw)’

Como Lus debe ser polinomial de grado a lo méas dos, p es un polinomio de grado a
lo mas dos.

lo anterior, se sigue que el operador es de la forma
d? "d
L=p— (pw) —, con p de grado a lo mds dos.
dx w dx

Asi que, dependiendo de si el polinomio p(x) es constante, lineal o cuadratico, existen

cinco posibles soluciones de

I

II.

(p(z)w(@)) = q(z)w(@)]] (1.

. Caso p(x) es constante. Tomamos p(z) = 1 . De la expresion se tiene que
es de grado a lo mas 1. Resolviendo la ecuacion diferencial se tiene que w(x) =
donde h es un polinomio de grado a lo més dos. Salvo normalizaciones se puede
reducir a los casos, w(z) = e * o w(z) = e***. En el primer caso, como se debe
cumplir se requiere un intervalo propio, pero la condicién de frontera no puede
ser alcanzada en tal intervalo. Para el caso w(z) = ¢*” no existe intervalo que cumpla
las condiciones de frontera pues no se anula en ningin punto. Para el ultimo caso
w(z) = e~*" la condicion de frontera fuerza a que el intervalo sea I = (—oc0, 00) = R,
ademas integrando se obtiene fR e = 7 < 0. Por lo tanto, el operador en este
caso es

)
~—

W'
h
e

L= d—Q - Qxi en L2(R) con w(z)= e’

dx? dx v ’

Observemos que el operador L mapea el espacio de los polinomios de grado < n en
si mismo, por lo tanto, existe un polinomio H,, de grado n que es funcién propia.
Comparando los términos de grado n de H, y LH,, obtenemos que el valor propio
es A\, = —2n. Como estos valores propios son distintos para cada n, tenemos que
los polinomios H,, son ortogonales en LiixQ (R). Estos polinomios son llamados los

polinomios de Hermite.

Caso p(x) es lineal. Normalizaremos a p(z) = x. Esto implica que % =b+ ¢, por lo
tanto salvo multiplos escalares w(z) = %, La condicién de frontera implica que el
intervalo es R_ = (—00,0) o Ry = (0, 00). Supongamos el intervalo R, la condicion
de integrabilidad fuerza a que a > —1 y b < 0. Reescalando a b = —1, el operador es

2

L= x% +(a+1)— x]% en LA(Ry); w(z)=z%"" a>-1.

1

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Pearson.
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I1I.

Iv.

Anéalogamente al caso anterior, el espacio de los polinomios de grado < n es llevado
(c)

en si mismo por el operador L. Por lo tanto existe un polinomio L, ’ de grado n que
es funcion propia. Comparando los términos de grado n obtenemos

LLY 4+ nL® =0
Por lo tanto, los polinomios L%a) son ortogonales. Salvo normalizaciones estos son los
polinomios de Laguerre.

Caso p(x) cuadrdtico, con raices distintas. Normalizaremos p(z) = 1 — 2. Entonces
% = B(1 4+ z)"!' — a(l —x)!, para a y B constantes, resolviendo obtenemos la
funcion de peso w(z) = (1 — 2)*(1 + )5. Las condiciones de frontera fuerzan al
intervalo (—1,1) y la condicién de integrabilidad fuerza a a, 5 > —1. El operador en
este caso es

2
L:(1—x2)%+[5—a—x(a+ﬂ+2)]% en L1(—1,1).

Para cada polinomio de grado n, el operador L lo manda en otro polinomio de
grado n. El valor propio en este caso es cuadratico: A\, = —n(n + a + 8+ 1). Salvo
normalizacion los polinomios ortogonales asociados al peso (1—xz)®(14x)? polinomios
de Jacobi. Estos polinomios se pueden construir en cualquier intervalo acotado (a,b).
Por ejemplo podemos reescalar el intervalo (—1,1) tomando %(1 — ) como nueva
variable x tal que el nuevo intervalo es (0,1), en cuyo caso el peso normalizado
corresponde a la densidad Beta.

Caso p(z) cuadrdtico, con raices complejas distintas. Podemos normalizar a 1 + 22

Como Lu; = 2z + (2% + 1)% debe ser un polinomio de grado a lo sumo 1 y w > 0

! b
entonces ‘:((;)) = ((111:2)

. Resolviendo la ecuacion diferencial, se tiene, salvo constantes

w(x) _ (1 + x2)—a/2+1ebarctanx

Las condiciones de frontera e integrabilidad se cumplen para el intervalo (—oo, c0)
y a > 1/2. El valor de a condiciona la existencia de una sucesion de polinomios
ortogonales, ya que para construirla es necesario que todos los momentos sean finitos,
y en este caso solo hay n < 2a — 1 momentos finitos, con lo cual habra un nimero
finito de polinomios ortogonales p,(x : a,b), son conocidos como los polinomios de
Romanowvski.

Caso p(x) cuadrdtico, con raices dobles. Normalizamos p(x) = x2. Procedemos como
en los casos anteriores, y obtenemos % ==+ x%. Resolviendo la ecuacion se obtiene
salvo constantes w(z) = 2~ % *. Las condiciones de frontera ¢ integrabilidad se
cumplen en en el intervalo (0,00) para a > 1, b > 0. Pero se tiene que solo hay un

numero finito de momentos finitos, de hecho solo hay n < a—1 momentos, con lo cual
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solo habréa un nimer finito de polinomios ortogonales. Para b = 1 estos polinomios
son conocidos como polinomios de Bessel, sin embargo por el argumento anterior esta
familia no figura en nuestra clasificacion.

A las familias de Hermite, Laguerre y Jacobi se les suele denominar familias clasicas.
Asi hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1. Las familias cldsicas de Hermite, Laguerre y Jacobi, son las iunicas fa-
milias de polinomios ortogonales que son funciones propias de un operador diferencial de
sequndo orden de la forma

2 /
L= d +(pw) d—1d<pwd>.
dx

T Tdx? w dr wdz

(i.e. simétrico con respecto a una medida positiva de soporte real).

1.5. Propiedades generales de las familias clasicas

El siguiente resultado nos permite describir a las familias clasicas de polinomios orto-
gonales en términos de sus derivadas sucesivas que involucren al peso w.

Proposicion 1.5.1. (Férmula de Rodrigues) Toda solucion de Lp, = Appn donde L es

de la forma
?  (pw) d 1d d
il — == (pw—
dz? w dr wdx dx
se puede escribir, salvo normalizaciones, como

)} = ), (1.10)

pn(z) =
Demostracion. Sea p, una familia de polinomios ortogonales que verifica

P@() + a@h(@) = Apnle), a= B (111

Esta ecuacion se puede reescribir como

(pwpi)’ = Anwpn. (1.12)

Veamos que la derivada de una solucién p,, de la ecuacion (|1.11)) satisface una ecuacion
similar. Procedemos derivando (|1.11))

ploy]” + (g + ) [ph) = (A — d)pys

ademas se tiene

P ) P’ +2pp'w _ [p(pw)]’
w Pw pwo
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A partir de las dos igualdades anteriores se obtiene la relaciéon
(P*wp) = (Ao — ' )pwp),.

Asi la funcién pw es también una funcién de peso. Como ¢’ es constante para las tres
familias, p/, es un polinomio ortogonal de grado n — 1 para el peso pw. De igual manera,
p!! es un polinomio ortogonal de grado n — 2 para el peso pw, con valor propio

Mm—=qd =@ +a9) = —2¢ D"

Procediendo por induccién, la derivada m-ésima corresponde al peso p™w, con valor
propio
1
An —mq — im(m —1)p".

C linomio de grad (n) tant ] i t
omo p, €S un polinomio de grado n, pn €S constante con valor proplio cero y tenemos

una férmula general

A =nq + %n(n —1)p".
Una vez que tenemos este valor propio, se reescribe (1.12)) como
wpn = Ay (pwpn)',
Como pw es un peso correspondiente a pl,, obtenemos la relacion
wpn = Pn(An — )] (PPwp])) ™

y recurrentemente

n—1 —1
1
wpn =[] [/\n —mg = gm(m — 1)1)”} (p"wp™)™

m=0

n—1 1 -1
=" I] {—An +mg + gm(m — 1)1?”} (p"wp™) ™.
m=0
Sin pérdida de generalidad, tomamos pﬁ‘) = 1y llegamos a la férmula de Rodrigues. [

Esta es una propiedad especial de las familias de polinomios ortogonales clasicos, pues
satisfacen una relacién de derivacién, tal que sus derivadas son de nuevo polinomios orto-
gonales.

A continuacién recopilaremos férmulas importantes y significativas para cada una de
las familias clasicas de polinomios ortogonales.
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1.5.1. Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite {H,, ()}, son polinomios ortogonales asociados a la fun-
ci6n de densidad w(z) = e®" en el intervalo I = R = (—00, 00). Los coeficientes de (1.9)
son p(z) =1y q(z) = —2x, asi la ecuacion diferencial que satisfacen es

H)/(x) — 2z H)](z) + 2nH,(z) = 0.
Ademaés satisfacen la relacion de derivaciéon
H/(z) = 2nH, ().

La forma mas generalizada de definir a los polinomios de Hermite es mediante la férmula
de Rodrigues

Hy(z) = (—1)"e (6*12)(") .
Sus normas:
| Hall2 = 27t /7.

La relacién de recurrencia a tres términos para los polinomios ortogonales de Hermite
es

2 H,(z) = %Hnﬂ(x) +nH, 1 (x).

Normalizando se obtiene la sucesion de polinomios ortonormales de Hermite
{hn(x)}22y, que satisfacen la siguiente relacion de recurrencia a tres términos

why(z) = \/”2? bt (z) + \/Zhn_l(:p).

Por lo tanto la matriz de Jacobi es

0 12 0
12 0 1 0

=1 o 2 0 3/2 0
0 0

1.5.2. Polinomios de Laguerre

o0
Los polinomios de Laguerre {L%a) (x)} son los polinomios ortogonales asociados al

n=
peso w(z) = 2% * en I = RT = (0,00), para @ > —1, p(x) =z y ¢(z) = a+1— .
La férmula mas generalizada de definir a los polinomios de Laguerre es la férmula de

Rodrigues:

1
L) (x) = Ew_aefc(;v”““e_x)(").
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La ecuacién diferencial que satisfacen es

2L (@) + (a+ 1 — 2)[LO] (&) + nL{) = 0.

n

Sus normas son:

T 1
L)% = w'
n.
En particular, para a =0
n !
Lo(z) =S (—1)F—— ok,
(z) kzzo( A TE AT

La relacién de recurrencia a tres términos para la sucesiéon de polinomios ortogonales es
2L = —(n+ 1)L (2) + 2n + o+ DL (@) — (n + a) LY, ().

[e.o]
., . . o . . .,
La sucesiéon de polinomios ortonormales {17(1 )(a:)}nzo satisface la siguente relacion de
recurrencia a tres términos

2 = —\/(n+ D(n+a+ DI, (@) + @0+ a+ 1) () — /(n)(n + )l
luego se deriva la siguiente expresion para la matriz de Jacobi:

a+1 —Va+1 0
—Va+1 a+3 —v/2(a + 2) 0
0 —/2(a+2) a+5 —/3(a+3) 0...
J = 0 0 —/3(a + 3) a+T7 —/4(a+4)

1.5.3. Polinomios de Jacobi

Los polinomos de Jacobi {Péa’ﬁ ) g, con indices a, 3 > —1, son ortogonales con

respecto al peso w(z) = (1 — )*(1 + x)? en el intervalo (—1,1). Los coeficientes de (1.9)

vienen dados por p(z) =1 — 22, ¢(z) = B — a — (o + B + 2)z, asi la ecuacion diferencial
B)

. . . [e%
que satisfacen los polinomios PT(L " es

" /
(1—2?) [P}f‘ﬁ)} +[B—a—-(a+B+2)z] [P,(ﬂﬁ)] +n(n+a+8+1)P8) =o.
Ademas, satisfacen la relaciéon de derivaciéon

/ 1 o
PP (@) = 5+ a+ B+ DRI (@),
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Teniendo en cuenta que
1 1
/ (1—2)*(1+2z)dzx = 2a+5+1/ s¥(1—s)Pds =20 B(a 4+ 1,8+ 1),
-1 0

las normas de los P,(La’ﬁ ) son

208 (n + a+ )T (n + B+ 1)

P2 = .
nl2n+a+ B8+ 1)I'(n+a+5+1)

La forma mas generalizada de definir a los polinomios de Jacobi es mediante la formula
de Rodrigues

L R R R R (R LR LS

Usando la férmula de Leibniz en la ecuacion anterior, obtenemos la siguiente expresion de
los polinomios de Jacobi

N —1)" & 1 a+1n(B+1), .
P = S S e G TG B

Con esto se tiene que los valores en los extremos del intervalo son

o a+1), o n(B+1),
Pr(L ,5)(1) — (n!)’ qu ’B)(—l) = (-1) ( . ) ‘
La relacién de recurrencia a tres términos es
2n+1)(n+a+pB+1) (a,B)
P(OC,B) — b
eB7 @) 2n+a+B+1)2n+a+p+2) "t (z)
B — o (a,8)
+ P\
Gntatf@ntatiryln @
2(n+a)(n+p a,
( )( ) Pn,f)($)-

2n+a+B)2n+a+B+1)

La relacién de recurrencia a tres términos para polinomios ortonormales es

(@,8) (N _ 2 (n+1n+a+)(n+B+1)(n+a+B+1) (ap)
Pn (ﬁ)_2n+a+ﬁ+2\/ Cn+a+p+1) Put1 (@)
. e (a)

+ 2n+a+B)2n+a+ B +2)

2 n(n+a)(n+B)(n+a+h) (p)
+2n+a+ﬂ\/ Gntarp_1)  Po1 @
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Finalmente la matriz de Jacobi es de la forma

B—a 24/ (a+1)(8+1) 0
a+p+2 a+p+2
J— |2 (a+1)(B+1) B2—a? 2y/2(a+2)(B+2)(a+5+2)
- a+p+2 (2+a+B8)(4+a+p) (a+B+4)y/(a+B+3)
0 .

Péoﬁﬁ)

Existen casos especiales de polinomios de Jacobi con indice repetido o = f3:

» Los polinomios de Legendre {P,} cuando o = § = 0:
Pn(l') = Péoyo) ($)7
con funciéon de peso asociada w(xz) =1 en el intervalo [—1,1].

= Los polinomios de Gegenbauer o polinomios ultraesféricos {C}, para el caso o =
B=A—1/2:
(2N P()\—%,)\—%)'

A _
C@=nr

= Existen dos tipos de polinomios de Chebyshev:

e Polinomios de Chebyshev de primera especie T),(z), cuando o = 3 = —1/2.
e Polinomios de Chebyshev de segunda especie U, (x), cuando a = 5 = 1/2.
Notemos que en estos casos la funciéon de peso (1 —22)® es funcién par. Para estas familias

especiales de polinomios de Jacobi las férmulas estructurales se simplifican considerable-
mente.



Capitulo 2

Polinomios ortogonales matriciales

2.1. Definiciones
Se denota con CV*N (RV*N) a] conjunto de matrices cuadradas con entradas comple-
jas (reales) de tamafio N x N. Se define a la matriz identidad de tamano N como

N
Iy = Z €iiy
i=1
donde ¢; ; denota a la matriz con entrada (i,7) igual a 1 y en cualquier otra entrada 0.

Denotaremos como 6 a la matriz nula, el tamaifio serd determinado por el contexto.

Definicién 2.1.1. Sea z € R, un polinomio matricial P;(x) es una matriz de tamano
N x N, definida por

Px) =Y aiC),
§=0

donde los coeficientes C'J(i) € CNXN (o RV*N),

Denotaremos por Pyxn[z] al espacio de los polinomios N x N-matriciales de varia-
ble real y con entradas complejas. Los elementos de Py n[z] son matrices con entradas
polinomiales, o lo que es lo mismo polinomios de variable x con coeficientes matriciales.

Sea A € CV*N | la transpuesta conjugada de A esta definida por A* = AT, donde A
es la conjugada de A componente a componente.

Definicién 2.1.2. Una matriz A € CV*Y es una matriz hermitiana si es igual a su
transpuesta conjugada, i.e. , A = A*.

Definiciéon 2.1.3. Sea Q@ € CV*¥ matriz hermitiana. M es:

» Definida positiva si 2Qz* > 0 para todo z € CV no nulo.
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» Semi definida positiva si zQz* > 0 para todo z € CY no nulo.

La ortogonalidad matricial se entendera con respecto a una matriz de medidas M €
CN*N con soporte real, que cumple

» Para cualquier conjunto de Borel A C R, M(A) es una matriz semi-definida positiva.
» Vn >0 se cumple [z"dM(z) < oo.

= Si el coeficiente principal de la matriz polinomial P es invertible implica que
[ P(z)dM (x)P*(x) es invertible.

Esta tercera condicién es necesaria y suficiente para garantizar la existencia de la
sucesion de polinomios ortogonales matriciales { P, (z)}72 , con respecto a M y que ademas
el coeficiente principal de cada polinomio ortogonal sea invertible.

Definicién 2.1.4. Dada una matriz de medidas M € CN*V | se define su n-ésimo mo-
mento:

,un:/:p”dM(x), n=0,1,... yx e R.
Obsérvese que toda p, es una matriz Hermitiana.
A continuacion definiremos un producto interno respecto a la matriz de medidas M.

Proposicion 2.1.5. El producto interno (-,-) con respecto a M, para P, QQ € Pnxn|[]
esta definido por

(P,Q) = /P(a:)dM(a:)Q*(a:) e CNxN, (2.1)
Para A, B € CV*N y P,Q, R € Pyynl[z] se tienen las siguientes propiedades:
» Linealidad.
(AP + BQ,R) = /(AP—i—BQ)dMR* = /AP dMR* —I—/BQ dMR*
= (AP,R) + (BQ,R) = A(P,R) + B{(Q, R),
= Conjugacion.
(Q,P)" = (/Q dMP*>>k = /P dMQ* (pues M es matriz de medidas sobre R)
= (P, @),
» Positividad.
(P,P) > 0; yademds (P,P) =10 siy solo si P =10,

pues se sigue directamente del la tercera condiciéon que cumple la matriz de medidas.
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Definiciéon 2.1.6. El espacio Py« n[z] junto con el producto interno (-, -), es denominado
un C* — modulo de Hilbert.

Dada una matriz M y un producto interno respecto a esta M, podemos considerar los
polinomios matriciales con respecto a dicho producto interno. Aplicando una generalizacién
del proceso de Gram-Schmidt para el conjunto { I, zI, 221, ...}, se puede generar una
sucesion de polinomios ortogonales { P, (z)}52, tal que

/Pj(x)dM(a:)P,f(x): K k=012,
R

K = [ P@aM@P;(e)

y 0;% es la delta de Kroenecker.
Ademas se tiene que P,(x) es un polinomio matricial de grado n, con coeficiente prin-
cipal no singular. Por lo tanto, la norma de P,, € Pyxn esta dada por

donde

| P12 = /RPn(:v)dM(:n)P;f(m) € CV*N,

Se sigue de la definicion del producto (2.1]), que esta norma es una matriz definida positiva.
Entonces siempre es posible generar una familia de polinomios ortonormales matriciales

Pu(z) = [|Pa] 7 Pa(2) tal que

/P YAM (2) P (z) = 6;k(x)Iy  j,k=0,1,2,...

2.2. Ortogonalidad en términos de los momentos de medida:
caso escalar

En esta seccion trataremos tnicamente polinomios matriciales real valuados y con
entradas reales. Veremos que es posible extender algunas propiedades de los polinomios
ortogonales escalares al caso matricial. La extension sera natural de la definiciéon del deter-
minante de los momentos . Asi como en el caso escalar, supondremos que la matriz de
medidas M es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y se escribira
dM (z) = W(x)dx con W(x) € RF** z € R, k > 1 diferenciable.

Introducimos la siguiente notacion:

1. Para n > 1 se define la matriz T,, por bloques como se sigue

Mo M1 R | I
o ope . el
T, = : S ; : € RF(HD)xk(n+1) (2.2)
Hn—1 Hn cee H2n—2 iy

M Hptl -e- Hop—1 x"T
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donde I = I},.

2. Para n > 1 se define la matriz de Hankel por bloques

Ho M1 --- Hn-1
Mo p2 .. K
H,=| " "7 | e mhnxkn, (2.3)
Hn—1 HMn ... H2p—2

3. La matriz H es la versiéon semi-infinita de H,, cuando n — oo.

4. El vector
Vn,2n—1:(un Hn+1 .- M2n—1) )

para n > 1.

5. La matriz
H . Hy, Un,2n—1
n+1 - *
Vn,2n71 H2n

denota el complemento de Schur del bloque o,
Sn = U2n — V;,Qn_ngll/n’gn_l, con S() = MQ- (24)
También introducimos la matriz diagonal por bloques:

S = diag[So, S1,-..]

A continuacién utilizaremos la notacién anterior para definir una sucesién de polinomios
matriciales moénicos en la recta real. Notemos que H, y S,, n=0,1,... son matrices
Hermitianas.

Definicion 2.2.1. Se define la familia de polinomios {P, ()}, como el complemento
de Schur de ™I en la matriz T, es decir

po M1 Pn—1 I
1o 2 .. Un xl
Pn(.%') = ;l’,'nI — (Mn Mn+1 e M2n—1) : . . . . (25)
Hn—1 Hn H2n—2 a"

con Py(x) =1.
Se denota por P el vector renglén de los polinomios matriciales

P = [P()(.%'), P1<I‘), . . ]
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Como se vio en el capitulo anterior, en el caso escalar los polinomios ortogonales mo-
nicos se definen como
_ Qn(z)

Pn(x) A

lo que es exactamente lo que se obtiene usando la Definicién . Esto ya que @, (z) =
det(T),) y Ap—1 = det(Hy,).

En la Definicién se supone que las matrices H,, son invertibles para todo n > 1,
lo cual es una restriccion sobre la matriz W(x). En particular, que todas las matrices H,
sean invertibles implica que las matrices S,, también son invertibles, esto se cumple ya que
det(H, 1) = det(H,) det(Sy).

Como M es absolutamente continua se define el producto interno en L?(R¥) por medio
de

con po(z) =1,

(P.Qy = [ P@W @)@ @) s

Ahora verificaremos que una familia de polinomios ortogonales moénicos definida como

en ([2.5) es ortogonal.

Proposicion 2.2.2. Sea {P,(z)}>2, una familia de polinomios matriciales definida como
en y Sp definida como en . Entonces (P;, Pj)y, = 05, para cualesquiera
i,j > 0.

Demostracion. Observemos que para 0 <m <n —1

*

Vm7m+n71H;1 = [um M+l Mmg2 - um+n_1] H' = [0. . ..O] )

donde I esta en la posicion m-ésima. Por lo tanto

* -1
Vm,m-l—n—lHn Un2n—1 = Um+n-

Es suficiente con mostrar que P, es ortogonal a ™I para todo 0 < m < n — 1, es decir
/me(m)Prf(m) dzx = /mmW(ac) ("I —1[I =« ... z" Y| H;'wyon_1) dz
= /mmW(x):E" —a"W(z)[I I ... z" '] H, 'yon_1 dz

= lbmin — / [a:mI i xm+n_11] Hglun,zn_l dx

= HUm+n — [Nm Hm+1 - ,Ufm—i—n—l] H;1Vn72n—1 dx
= Pm4n — fm4n = 0.

Esto prueba que para cualquier m < n

/ Pou(2)W (2) P (2) dz = 0.
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Sim=mn
/x"W(x)P;(x) de = /w”W(m) ("I =11 «f ... 2" U H;'wyon-1) dz
= /m”W@)x” "W (z)[I «I ... " '] H, 'vpon_1dz
= H2n — [,un Mn+1 - NZn—l] Hrjlyn,anl dx
= U2n — V;’anngll/nQn—l = S’m
lo cual concluye la prueba. O

Lema 2.2.3. Sea {P,(x)}52, una familia de polinomios ortogonales matriciales, donde n
corresponde al grado del polinomio. Entonces, para algunas matrices Ay, By y Ch.

xPp(z) = Cr,Pos1(z) + BpPp(x) + AnPor—1(x).

Demostracion. Como los polinomios {P,(z)}52, forman una base para el espacio de los
polinomios matriz valuados, podemos escribir

n+1

zPy(x) = Z a;Pi(x),
i=0

donde «; son matrices constantes. Multiplicando la expresion de arriba por P (z)W (x)
por la derecha e intregrando se obtiene la siguiente expresiéon

/a:Pn(x)W(a:)P;;(m) dx = Q.
De la ecuacién anterior y la propiedad de ortogonalidad se sigue que «,,, = 0 param < n—2,
por lo tanto existen A,, B, y C, matrices, tales que
xPy(x) = Cp Pryi1(x) + By Po(z) + ApPr—1(x).
O

En el siguiente lema se expresan las matrices A,, B, y Cy en términos de los momentos
de la medida.

Lema 2.2.4. Los polinomios ortogonales mdnicos definidos como en satisfacen la
siguiente relacion de recurrencia

2Py (z) = Ppt1(x) + BpPy(z) + ApPp—1(x). (2.6)
con AY =S 1S, B =ul —u'"], donde
up~?
ul
u' = . = Hglyn,Qn—l; U’Z = Sgl(lu’Q’VH—l - V:L,anlHnian‘f'van)' (27)

n—1
Up—1
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Demostracion. Del lema se obtiene la siguiente relaciéon de recurrencia
2Py (x) = CpPpyi1(x) + BpPr(x) + ApPo—i(x). (2.8)
Multiplicando la expresion por W(z)P; () a la derecha e integrando se obtiene
/xPn(x)W(x) (@) de = CpSpq.
Notemos que de la propiedad de ortogonalidad se sigue que
/xPn(x)W(:c) () dr = /aan(a:)W(x)x"H dr = Sp41,
por lo tanto C,, = I. Podemos reescribir la expresiéon anterior de la siguiente manera
Sust = [ Pu@)W (@)aPi (x) da
_ / Po(@)W () (Poya(2) + Brit Papt () + A1 Po(2))* da
—0+0+ [ Pu)W @) P (0) 45 do = 5,40,

implicando que

A =85"15,, 0A,=5,".

n

Después de multiplicar (2.8) por W (z)P}(x) a la derecha e integrar obtenemos

/ 2Pp(2)W ()P dz = By ( / Po(a)W ()P d:c) — B,S,,

por otro lado se tiene

/ Po(2)W ()2 P d — ( / Po(2)W (2) P dx) B = S.B:,

lo cual implica que B,S, = S,B;. Para calcular B, en términos de los momentos se
comparan las potencias de z en la relacion de recurrencia ([2.7]), se procede reescribiéndola
como

(2" —[I I ... 2" '|u") = (w”“[ — [zl 2T ... 2"I|u")
=B, ("I —[I «I ... 2" u"")
= A, (x"_ll - [I zl ... :C”_Q'I] u"_2) .
Igualando los coeficientes de ™ obtenemos fu;‘j = —u) + B,, por lo tanto

I o} n—1
B, = u, —u,_;.
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Calculemos u;, en términos de la medida de ortogonalidad. Con el fin de calcular el inverso
de H, 1 particionamos las matrices H,1+1 y H _11 de la siguiente manera

n+

H, Vn.on—1 _ a v
Hypo=1{ . " ”") H1:< , 2.9
mH (Vn,Qn—l H2n Y e 'Y* G ( )

luego mediante calculos directos se obtienen las siguientes relaciones
a=8Y y=—H,'"vyon 15", (2.10)

Y -1

A=Hy' + Hy a1, W g 1 Hy ' = (Hy = vnpn1hio Viop—1) - (2.11)

De la definicién de u™ = H;_&lum_mnﬂ y la expresion para H, Lge sigue que

n * —1_ * —1 -1
Uy =Y Vntl2n + Q241 = _Sn Vn,anlHn Vn+t1.2n + Sn H2n+1
—1 * —1
= STL (:U’2n+1 - Vn,?n—lHn Vn+172n)?

lo cual concluye la prueba del teorema. O

Como ya habiamos notado que la invertibilidad de las matrices H,, implica la inverti-
bilidad de las matrices .S,, se tiene que las matrices A, estan bien definidas.

Observacion 2.2.5. Podemos reescribir la relacion de recurrencia ([2.7) como
JP(z) = zP(z)
donde

y P(z) = [Py(z), Pi(z), Pa(z), Ps(z), Py(x),...]" es el vector de los polinomios matri-
ciales.

Observacion 2.2.6 (Teorema de Favard). Recordemos el teorema de Favard que enunciamos
en el capitulo anterior para polinomios ortogonales (escalares). En [I8] se ha probado que
un sistema de polinomios ortogonales matriciales que satisfacen una relaciéon de recurrencia
a 2N + 1 términos se puede expresar en términos de polinomios ortonormales matriciales,
tal que sus coeficientes son matrices de tamano N x N. Por otro lado en [8] se prueba que
que cualquier sucesion de polinomios que satisface una relacion de recurrencia a 2NN + 1
términos es ortogonal con respecto a una matriz de medidas definida positiva, de tamano
N x N. Como consecuencia de los resultados de estos dos articulos, se tiene que para
cualquier sucesién de polinomios ortonormales matriciales existe un peso matricial positivo
definido con respecto al cual los polinomios son ortonormales.
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Definicién 2.2.7. Se define una familia {P,(z)},—, de polinomios ortonormales matri-
ciales de la siguiente manera

P,(x) = S;Y2P,(x), n>0, (2.12)
donde {P,(z)},2, son los polinomios definidos en ([2.5)).

Proposiciéon 2.2.8. La sucesion de polinomios matriciales {Pn}zozo definida por
es ortonormal.

Demostracion. Como la sucesion definida en (2.5)) es ortogonal y por el Lema se tiene

[ e @ P o = 52 [ Pow )i ar) 57
=5;1%8,5.12 = 1.
O

Lema 2.2.9. La sucesion de polinomios {P,(x)}>, definida en satisface la si-
guiente relacion de recurrencia

2P, (2) = CPpy1 + ByPy + APy (1), (2.13)
donde B, = B,
Ay = 55/257;1{2 y Cn=A041

Demostracion. Como la sucesion { P, (x)}3°, es ortogonal, existen A, By, y Cy, coeficientes
matriciales, de tal forma que

2Py (z) = C,Puy1(z) + By Pu(x) + Ay Py_1(x).
Consideremos
/ 2Py (2)W () P () da = / Apor P (@)W (2) P (2) d = Aps,
por otro lado
/ Py (2)W (2) P} (x) dx = / Py W (2)a" 1S 2 de = S, {178,417 = 8,05 5717

esto implica que
i 1/2g—1/2
A, =S8 2.

Anélogamente obtenemos

By = / 2Po(2)W (2) P (x) dz = BY = S=/2B, 512,

n

Por altimo de la ecuacion
Co= [ aPu@W @) Py (2)do = [ Pua)W @)y (o) do = o,

se concluye que C,, = A% ;. O

)
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2.3. Condiciones de Normalizacion

A continuacion se propone un producto interno distinto al definido en (2.1)).

Proposicion 2.3.1. El producto interno (-,-) con respecto a M, se define de la siguiente
manera

(P,Q) = /Q*(m)dM(x)P(:U) e CNxN (2.14)
con P, Q € Pnxn|x].

Este producto satisface las mismas propiedades de positividad y conjugacion que el
producto (2.1)), sin embargo la propiedad de linealidad es distina como se exhibe a conti-
nuacion:

(R, PA+ BQ) = /R*dM(PA+BQ) — /R* AMPA + /R* dMQB

Proposiciéon 2.3.2. Los productos internos definidos en Yy verifican la si-
guiente relacion

(P, Q) = (P,Q).
Demostracion. Sean P,Q € Pyxn|z], por propiedad del producto (-, )y, interno se tiene
(P, Q)" =(Q", P")
y por definicion
@.P) = [ Qi = (r.0.
O

Definicién 2.3.3. Dos pesos matriciales Wi (x) y Wa(x) son similares si existe un matriz
no singular T, tal que

Wi(z) = TWy(x)T™.
Dada esta nocién de similitud, consideremos dos casos especificos.

Definicién 2.3.4. Un peso matricial W se reduce a tamanos menores, si existe una
matriz invertible T' para la cual

v-r (10 4 )

donde Z; y Z5 son pesos matriciales de menor tamano.
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Notemos que los polinomios ortogonales matriciales con respecto a W son

Pu(z) = (Pg’l Pzg) T n>0,

donde { P, (z)}5°, son los polinomios ortogonales matriciales con respecto a Z;(z), i = 1, 2.

)

Definicion 2.3.5. Un peso matricial W se reduce a pesos escalares si existe una matriz
invertible T', para la cual W(xz) = T'D(x)T™* con D(z) diagonal.

En otras palabras, se puede definir una relaciéon de recurrencia para pesos matriciales:
W1 es similar a Ws si existe una matriz 1" no singular e independiente tal que W7 = TWoT™.
Los pesos matriciales reducibles a escalares son precisamente los que corresponden a la clase
de los pesos diagonales.






Capitulo 3

Polinomios ortogonales matriciales
que satisfacen una ecuacion
diferencial de segundo orden

3.1. Introduccion

Como ya vimos para el caso escalar, las familias clésicas son las tinicas familias que
satisfacen una ecuacion diferencial de la forma (1.5)). Es natural buscar aquellas familias
de polinomios ortogonales matriciales que verifiquen ecuaciones diferenciales de segundo
orden con coeficientes independientes del grado de cada polinomio.

En este capitulo supondremos que la matriz de medidas M es absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue y se escribira dM (z) = W(x)dz, con W(z) €
ChF*k z € R, k > 1. A la matriz W(z) le llamaremos peso matricial y lo supondremos
suficientemente diferenciable.

Definicion 3.1.1. Existen dos operadores diferenciales matriciales de segundo orden,
asociado a las funciones matriciales Ao, A1, Ag y se definen:

Dyp=D"Ay+ D' Ay + DYA, a derecha
Dy =AD" + A1D' + AgD° a izquierda.

Observemos que

(CP + Q)DQ,R = CP”AQ + CP/Al + CPAy + QHAQ + Q/Al + QA
= C(P)D2,r + (Q)D2r,
donde P, () son polinomios matriciales y C' una matriz constante. Esto quiere decir que Do g

es lineal a izquierda, pero en general no es lineal a derecha (i.e. Dy r(PC) # Dy r(P)C).
Por otro lado se tiene que el operador Dy 1, es lineal a derecha, pero en general no es lineal a
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izquierda. La falta de linealidad a izquierda del operador Dy 1, tendra ciertas consecuencias
no deseadas. La razon por la que el operador diferencial a derecha es mas natural con el
producto interior asociado al peso W definido por

(P.Q) = / P(a)W (2)Q" () da, (3.1)

es la linealidad a izquierda de este.

Otra razén para considerar el operador diferencial a izquierda de menor interés en este
trabajo, es que para operadores de la forma D5 ;, con respecto al producto definido en
[9] expone el siguiente lema.

Lema 3.1.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. W es un peso matricial tal que su producto interior definido como en , tiene un
operador diferencial simétrico a izquierda de sequndo orden.

2. Existe una matriz no singular T tal que W = T*XT donde X = vI, con v un
peso escalar cldsico (i.e. alguno de los pesos de Jacobi, Laguerre o Hermite salvo un
cambio lineal de variable).

Por lo tanto en este capitulo, consideraremos tnicamente el operador diferencial a
derecha Dj r. Para hacer més ligera la notacién lo denotaremos D := D5 g.

3.2. Ecuaciones diferenciales y de momentos

En esta seccion nos enfocaremos en caracterizar las sucesiones de polinomios ortogo-
nales matriciales {P,(x)}>2, que satisfacen una ecuacion diferencial de segundo orden (a
derecha) de la forma

P!(2)As(z) + Pl (2)A1(z) + Po(z)Ao(z) =T Py(z), n >0, (3.2)

donde As, A1 y Ap son polinomios ortogonales matriciales de grados a lo mas 2, 1 y 0
respectivamente y I',, son matrices Hermitianas.

Esto significa que cada polinomio ortogonal matricial P, es funcién propia del operador
diferencial a derecha

d? d! d°

Do r Ag(x) + @Al (a;) + on(x)

R A2

Notemos que si una sucesiéon de polinomios ortonormales con respecto a W, satisface
una ecuacién diferencial de segundo orden a derecha, entonces también la sucesion de
polinomios ortonormales con respecto al peso matricial TWT™* para cualquier matriz T
invertible, satisface una ecuacién de la forma con coeficientes diferenciales TA; 7!,
1 =1,2,3. Por lo tanto, cuando busquemos pesos matriciales W que tengan una sucesiéon
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de polinomios ortonormales tal que satisface una ecuacion diferencial como , no es
una restricion suponer que W(a) = I para cierto nimero real a mientras tengamos que
W (z) es invertible para alguna x.

La consecuencia de estas consideraciones, es que cuando estemos en busqueda de los
ejemplos de tamano N que satisfagan , siempre vamos a suponer que nuestro peso
matricial no se reduce a tamafios menores o a pesos escalares, y que para cierto niumero
real a, tenemos que W (a) = I. Es directo verificar que para el operador a derecha D la
condicion de simetria es la siguiente.

Proposicién 3.2.1. El operador Do es simétrico con respecto al producto interno (-, )y,
definido en Pyxn, st para cualesquiera P, ) polinomios matriciales se cumple

(PD2,Q)y = (P, QDa)y,

El operador D es simétrico con respecto al producto interno (-, -)y;, definido en Py v,
si para cualesquiera P, () polinomios matriciales se cumple

(PD2,Q)y = (P, QDa)y,

Lema 3.2.2. Sea Dy operador simétrico para (-, )y, entonces la sucesion {Pp(x)}72, de

polinomios ortonormales matriciales con respecto a W, satisface una ecuacion diferencial
de sequndo orden de la forma

(P,)Dy =T, Py, n=20,1,2,...
con I'y, matrices Hermitianas.

Demostracion. Sea n € N (fija) tenemos (P,)D2 = Y p_o TniPr-
Si k < n, por la simetria y ortonormalidad de la sucesién se cumplen las expresiones:

Tpi = (Py)Dy, Py) = (Py, (Pe)Dy) = 6.

Para concluir la prueba basta con probar que I';, := I';, ;, es Hermitiana.
Por la ortonormalidad de la sucesion y la simetria del operador se tiene

Fn,n = <(Pn)D27 Pn> = <Pna (Pn)D2> = F:L,n
O

Se ha demostrado en [9] que el converso del Lema anterior se cumple para el operador
Dy R, pero no para Do 1, pues recordemos que este tltimo operador no es lineal a izquierda.

Escribimos Ag(x) = x2A272 +xAs1 + Ao vy Ai(z) = A1 + A1 donde A;; son
matrices niimericas.

El siguiente lema establece la relacion entre la existencia del operador diferencial si-
métrico Dy v la existencia una féormula para los momentos.
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Proposicion 3.2.3. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) El operador Dy es simétrico con respecto a (-, )y -

(2) Los momentos ju, de W satisfacen las siguientes ecuaciones

Agopin + A2 1tn—1 + A20pin—2 = pinAs 9 + pin-145 1 + pn—245, n>2, (3.3)

—2(n —1)(A2.2ptn + A2 1ftn—1 + A20ftn—2)
— (Arpn + Aropin-1) = pn Al 1 + pn—1479, n>1.
(3.4)
n(n —1)(Az2pn + A2 1ptn—1 + A2,0ftn—2)
+ n(Ar1pn + Aroptn—1) + Aopin = pn Ay, n > 0.
(3.5)
Demostracion.
((2"I)Da, z™I)y,
= (As(z)n(n — 1)z" 2 + Ay (z)na™ ' + Ag(x)a"1, ™Iy
= <A2,2n(n —1)a"I 4+ Agin(n — D" 1+ A on(n —1)a"1, mmI>W
+ <A171n:c"I + ALan”_lI + Aoa™I, me>W (3.6)
=n(n —1)(A22tntm + A2 1ntm—1 + A2 0ktnrm—2) + n(A11fntm
+ Al,OMn—i-m—l) + Aoptnim
=n(n —1)Bp+m + nCpnim + Dnim.
Donde
Brim = Az aptntm + A2 1ltntrm—1 + A2 obntm—2,
Crtm = A1 1n+m + A1 olntm—1,
D = Aopintm.

Anéalogamente obtenemos

("I, Day(x™1))y, = m(m —1)By, ., +mC ., + D,

n+m
Como Dy es simétrico ((x"I)Da,x™I)y, = ("I, (x™I)Da)y,, tenemos la siguiente
ecuacion de momentos
n(n —1)Bytm + nCrim + Dngm
=m(m—1)B;,

n-+m

. . (3.7)
+mCy ., +D n,m > 0.

n+m»

Paran — 1y m =1, obtenemos

(n—=1)(n-2)B,+(n—-1)C,+ D, =C; + D}, (3.8)
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Para m = 0, obtenemos
n(n —1)B, +nC, + D,, = Dy, (3.9)

Asi la ecuacion (3.5)) se cumple.
Para probar las otras dos ecuaciones, se resta (3.8]) a (3.9)) y obtenemos
2(n—1)B, + Cp, =—-C5,
lo que implica

-1

SO

(C + Ch), (3.10)

esto prueba la ecuacion (3.4)).

También de , se concluye que B, = B}, que es la afirmacion .

Ahora supongamos (|2)) y veremos que el operador D es simétrico. De la ecuacion
para n + m se obtiene

*

n(n —1)Bytm + nCpym + Dypym = —m(m — 1) By, — 2mn By, — mCrom + D)y,

y por la ecuacion (3.3) se sigue
n(n — 1)Bptm + nCrim + Dpgm = m(m — 1) By + mC o, + Dy
Por tltimo por la ecuacion (3.5 tenemos

n(n — 1)Bpim + nChim + Dpym = m(m — 1)B},

n+m

+mCy o + Dy

Como consecuencia de lo anterior ((x™1)Da,x™ 1)y, = (x"1, (™ 1)Da)y,, n,m > 0. Exten-
diendo por linealidad, concluimos que D es simétrico. O

Las ecuaciones de momentos del Lema previo, pueden escribirse en términos de ecua-
ciones diferenciales para la matriz de medidas W'.

Proposicion 3.2.4. Sea W funcion de peso con soporte en el intervalo (a,b). St Dy es
simétrico con respecto al producto interno (-, -)W, entonces W satisface

AW = W A}, (3.11)
2(A W) = WA + AiW, (3.12)
(AW — (AAW) + AgW = W A (3.13)

Con condiciones de frontera

lim Ag(z)W(z) =0

T—T0

lim (Ag(z)W(x)) — Ay (z)W(z) =0

T—T0

(3.14)

para Ty = a,b.



CAPITULO 3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES QUE SATISFACEN
34 UNA ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN

Demostracion. Consideremos las ecuaciones de momento del la proposiciéon anterior. Re-
escribiendo la ecuacion (3.3)) se tiene

b b
/ "2 AW (x) dx = / 2" 7EW (x) A dayn > 2

que implica que AsW = W A5. Hacemos lo mismo para (3.4)

b b b

—2(n — 1)/ "W () A da — / " AW da = / "YW A da.
Integrando por partes se tiene
b
—22" YW () Ag(2) |8 + 2/ "YW (2) Ag(z)) da

b b
_ / 2L ()W () dar = / U (2) A% (2) da,

luego como Az ()W (x) se anula en los extremos del intervalo, se tiene que
b b b
2/ "W (2) Ag(z)) da — / 2" A ()W (2) do = / "YW (2)Af(x) dz n > 0.
Entonces

2(W (2)Az(x))" = W(x)Aj(z) + A1 (2)W ().

Anélogamente para (3.5)), integrando por partes y aplicando las condiciones de frontera,
se obtiene

b b b b
/ " (Ag(x)W (2))" dz + / " (A W) dx + / " Ag(x)W (z) dx = / "W (x)Ay(z) dx

a a a a
Con lo cual obtenemos ([3.13)). O

Bajo ciertas condiciones la ecuacion (3.12)) es consecuencia de (3.11) y (3.13). Sin

embargo, veremos que (3.12)) jugard un papel importante, para encontrar una soluciéon
general de las tres ecuaciones (3.11)), (3.13) y (3.12). Cuando W, Az, A; y Ag son reales,
las tres ecuaciones de simetria (3.11)), (3.13) y (3.12) dan como resultado la ecuacion
(AsW) = AW, esta es la ecuacion de Pearson (1.9).




3.3. Un método general para determinar {W,D}

En esta seccién se dard un método para calcular soluciones para las ecuaciones de
simetria:
AW =W A3
2(A2W)/ = ‘/VAi< + AW (315)
(AQW)” — (A1W)/ + AW = WAS

Como resultado de este proceso obtendremos una forma particularmente atractiva para el
peso matricial W (z).

El objetivo es “extraer” un peso escalar apropiado p(x) de W (z), por ejemplo para el
caso escalar: W(z) = p(z)1.

Regresamos a la tarea de resolver las ecuaciones en . Supongamos primero que
As(x) es una matriz escalar real-valuada: As(z) = az(x)I y az(z) no se anula en el interior
del soporte de W (x). Mas adelante veremos el caso general.

La primera ecuacién en se satisface trivialmente.

A continuacién definiremos algunas funciones auxiliares. Para un peso escalar no espe-
cifico p(z), definimos ¢(z) como

!/
c(z) = ( ) (3.16)
También, se define la funcién matricial real-valuada F'(x), mediante la siguiente relacion
Ai(z) = 2az2(z)F(x) + c(z)1. (3.17)

Aqui encontramos la diferencia méas grande con respecto al caso escalar, donde F(x) = 0.
Veremos que F'(z) da lugar a una familia no trivial de matrices T'(z), que factorizan W (z).
Finalmente, definimos Z(z) por W = Zp. Reescribimos, la segunda ecuacion en términos
de estas funciones
26(a)p(2) 2(x) + ax(a)p(a) Z'(w) ~ (2ax(a)F(w) + ()W (2) .
= W(z)(2F" (z)az(z) + c(z)),
que simplificando se obtiene

Z'(x) = F(z)Z(x) + Z(z)F*(z). (3.19)

Ahora, si definimos la funcién matriz valuada T'(z) por T'(z) = F(x)T(z), T(a) = I,
tenemos

Z(x) =T(z)Z(a)T*(x), (3.20)

o finalmente, obtenemos la forma factorizada de nuestro peso matricial

W(zx) = MT(m)W(a)T*(w). (3.21)
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La eleccién de a es de manera conveniente. Finalmente, consideremos la tercera ecuaciéon
en (3.15). Restando el doble de la ecuacion (3.13) a la derivada de (3.12)) se obtiene

(WA — AAW) =2(W AL — AgW). (3.22)
Aplicando la adjunta de la ecuacion (3.17) obtenemos
(GQWF* — F(IQW), = (WA(); — A()W) (3.23)

Usando la ecuacion (3.12)) para reemplazar la expresion (aaW)' se sigue que

WA + AAW WA + AAW
<1‘51) F* + (aaW)(F*) = F'(aaW) — F (1‘51> = WA, — AgW
(3.24)
y luego aplicando la ecuacion (3.17)) y su adjunta se tiene
W (z)(ag(F*)? + cF + ag(F*) — A}) = (aoF? 4 ¢F + asF' — Ag)W (). (3.25)

Tomamos x(r) = T~ (aaF? + c¢F + asF’ — Ap)T y concluimos que la expresion ([3.25) es
equivalente a que la matriz x(z)W(a) sea Hermitiana para toda x.
Asi hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sean p, az, A1 y Ao una funcion (real) escalar, un polinomio real de grado
a lo mds 2, y polinomios matriciales de grados menores o iguales que 1 y 0, respectivamente.
Definimos As(x) = az(x)I, la funcion escalar ¢ como

co(z) = W, (3.26)
y la funcion matricial F(x) definida por la relacion
A (z) = ag(z)F(z) + c(z)1. (3.27)
Denotamos por T la solucion de la ecuacion diferencial
T'(z) = F(x)T(x), T(a)=1, (3.28)
y se define la funcion matricial x como
X(x) = T7H(2)(a2(x) F2(t) + () F(2) + az(x) F'(z) — Ao)T (). (3.29)

Si la funcion matricial x(x)W(a) es Hermitiana para toda , entonces el peso matricial
_ p(z) "
W(z) = T(x)W(a)T*(x) (3.30)

satisface las ecuaciones diferenciales de simetria . El converso también se cumple.
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Las siguientes tres secciones despliegan una variedad de ejemplos interesantes. Todos
los ejemplos tienen en comin que para exactamente una de las matrices (A o B) que consti-
tuyen funcion matricial F'(z), esta permitida ser no nula. Estamos interesados tnicamente
ejemplos en los que W (x) no se reduzca a tamanos menores.

Para hacer méas ligera la notacién en todo lo que resta del capitulo introducimos las
siguientes matrices.

= Dados vy, - -+, vy_1 € C arbitrarios, tal que v1 - -+ vy_1 # 0, introducimos la matriz
nilpotente de orden N definida por
0 141 0 0 ... 0
0 0 1%0) 0 ... 0
. . . N-1
L=\ - - - = : = Vi€iit1- (3.31)
00 00 ... 0 ; s
0 0 0 0 ... UN-1
0 0 0 0 ... 0

= La matriz diagonal J € CV* esta definida por
N

J =) (N =i, (3.32)

i=1
3.4. Ejemplos con Ay, =1

En el caso escalar, la tinica funcién de peso que tiene un operador simétrico diferencial
de segundo orden con ag = 1 es la funcién de peso w(x) = e~ asociada a los polinomios
de Hermite, salvo cambios lineales de variable.

Consideremos p(z) = e’ y a = 0, pues estamos buscando funciones de peso matri-
ciales W que satisfagan W (0) = I. Como Ay(z) = I la expresion para la funcion escalar ¢
es

c(x) = —2x.
De esto se sigue directamente que la funcién matricial F' es
_ Ai(z)
2
Como Aj(x) es un polinomio matricial de grado a lo més 1, existen A y B matrices
independientes de x, tales que

F(x) + al.

F(x) =2Bx + A. (3.33)
La ecuacion diferencial para la funcion T'(z) viene entonces dada por
T'(z) = (2Bz + A)T (). (3.34)

Si A y B no conmutan, en general solo podemos dar una solucién formal en serie de
potencias para la ecuacion diferencial ((3.34)).
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o e 2 *
3.4.1. Pesos matriciales de la forma e % e4%eA™

Resolviendo la ecuacion (3.34) para el caso en el que B se anula (B = 6), tenemos
T(x) = e, Asi el peso matricial que estamos buscando tiene la forma

W(z) = e*v’ﬂzeAl“eA*x, donde A es una matriz de N x N. (3.35)

Supongamos que A no es unitariamente equivalente a una matriz diagonal por bloques.
En otro caso el peso matricial e~ eATeA™® g6 reduce a tamafios menores. En particular A
no es una matriz normal.

Por el Teorema , se debe verificar cual es una eleccién conveniente de Ay tal que
la funcién matricial

X(z) = T7H(z)(az(2) F(2)* + c(x) F(z) + az(2) F' () — Ao)T(z)

es Hermitiana.

Esto quiere decir que tenemos que encontrar aquellas matrices A, no unitariamente
equivalentes a una matriz diagonal por bloques, para las cuales existe Ag tal que la funcion
matricial

x(z) = A2 — 224 — e= 4% 4pet” (3.36)

es Hemitiana.
A continuacion introduciremos notacion, para el manejo de la ecuaciéon anterior.

Definicion 3.4.1. El conmutador de dos matrices X,Y € CV*N ge define como
(X, Y]=XY -YX.

Observemos que [X,Y] =0siy solosi X y Y conmutan.
Para X € CV*¥ fija, se define el mapeo ad} (V) : CV*Y — CN*N dado por ad% (V) =
(X, Y].

Anélogamente definimos los siguientes mapeos
%Y =Y,  adkY = [X,[X,Y]) = adk(adk (V)
y en general
ad¥tY = [X,ad%Y]. (3.37)
Lema 3.4.2. Sean A y B € CN*N | se tiene la siguiente identidad

efA:):BeAx — efx(adA) (B)

Demostracion. Consideremos la funcion f(x) = e~ 4% BeA” donde z es un parametro real.
Calculamos sus derivadas
f'(z) = —e M ABeM 4 e 47 B AT = ¢=47(—1)[A, Ble??,
f"(z) = e~ (=1)2A[A, Ble?® + e 47 (—1)[A, B]Ae?® = =47 [A, [A, B]]e*®,
f"(x) = e (1) A[A, [A, B)le™ + e 4% (—1)?[A, [A, Blle™™ A = —e 7[A,[A, [A, B]Jle".

]
[
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Asi la derivada n-ésima esta dada por
7 (2) = e A% ad’y (B)e?”.

A partir de esto, calculamos el polinomio de Taylor alrededor de O :

73

e ATBAT = £(0) + F O+ £/ +70)

= B+ (—1)[A, Blz + (-1)*[4,[4, B]]=-

n=0 )
= ¢ *lada)(B).
O

Regresando a nuestro problema, por el Lema anterior podemos reescribir la funcion
matricial x(z) como

x(z) = A% — 2Ax — e “4(Ay)

= (A% = Ap) — 2(24 — adadg) = )
n>2

n!

ad’ Ao. (3.38)

Entonces la existencia de la matriz Ay que cumple (3.36)) es equivalente a la existencia de
la matriz Ag tal que las siguientes matrices

A% — Ay, 24 —[A Ag),  adiAy, n>2 (3.39)
son Hermitianas.

Teorema 3.4.3. Sem; L y J definidas por y , respectivamente. Asi el peso
matricial W (x) = e~ el®el™® satisface la ecuacion diferencial

W (z) + [(2zI — 2L)W (x)] + AgW (z) = W (z) A}, (3.40)
donde la matriz Ag esta dada por
Ag=L1*—-2J. (3.41)

Demostracion. Basta verificar que las ecuaciones dadas en (3.39) sean Hermitianas para
AO y L.
De la definicion de Ay se sigue que L? — Ay es diagonal.
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Para la segunda condicién, mediante un calculo se obtiene
2A — [A, A()] =2L+ AgL — LAy =10. (342)

También de la ecuacion se concluye que L = [L, Ag]/2, asi L conmuta con [L, Ag].
Por lo tanto para n > 2,

ad’iAo =4.
Asf pues las ecuaciones en son Hermitianas. O

Ademas este ejemplo es maximal en el sentido de que si el peso matricial et eAteA™t
con A nilpotente de orden N, satisface una ecuacién diferencial de segundo orden dada
por (3.12)) con Ay = I, entonces A es unitariamente equivalente a la matriz L para ciertos
nameros v; € C,i=1,..., N — 1. La demostracion de este resultado puede verse en [14].

Podemos obtener mas ejemplos a partir de estos, reemplazando los nimeros v; por
bloques V;. Estos ejemplos son maximales para matrices nilpotentes A de cualquier orden.

Como existen matrices nilpotentes de orden NN las cuales no son unitariamente equi-

valentes a An ;. on ., i €C, i =1,...N —1, por ejemplo

011
00 1],
0 00

nuestro ejemplo maximal muestra que no todos los pesos matriciales de la forma W (zx) =
o=@’ gAz A" que surgen de matrices nilpotentes A de orden N satisfacen una ecuacién
diferencial como con Ay = 1.

Es directo ver que el Teorema se cumple para las matrices A de la forma A =
al — J, a € C; los coeficientes A1 y Ag son entonces A (r) = —2x1 +2Ay Ay = A2 — J.
Solo falta probar las condiciones de frontera (3.14]).

Proposicion 3.4.4. Todo peso matricial de la forma W(x) = e~ eleele satisface las

condiciones de frontera de la Proposicion|3.2.4)

Demostracion. Podemos reescribir el peso matricial como
_ 2
W(z)=e* Z(x),

donde Z(x) es un polinomio matricial. Ademés As y A; también son polinomiales, por lo
que es directo verficar las siguientes ecuaciones

zEI:Itloo AQ (ac)W(x) - zEr:Eoo W(SC) - 0;

lim (Ag(z)W(x)) — Aj(x)W(z) = lm W'(z) — Ai(x)W (x)

r—+oo z—+o00

= lim e " Z'(z) — 2ze " Z(z) — A1 (2)W(z) = 0.

r—+o00

O
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Esta familia de polinomios ortogonales matriciales que satisfacen una ecuacion diferen-
cial de segundo orden, también verifican una férmula de tipo Rodrigues, como las familias
clasicas. Consideremos la familia de polinomios ortogonales matriciales de tamano 2 x 2
con respecto al peso matricial:
1+a%2® ax

2
Waa(z) =e ( ax 1

), a € R\{0}, zeR.

Denotamos por {P,,1(z)}5%, a la sucesion de polinomios ortogonales monicos con
respecto a Wy 1(x). La ecuacion diferencial de segundo orden que satisface { P, 4,1(2)}50%,
es

-2z  2a -2 0 —2n—-2 0
Plas@) + Praa@) (37 5} # Pamat) (7 0) = (H577 3,) Pl
En [13] se prueba que {P, 41(x)}2, satisface la formula:

R A L (G el s Y ¢ 1) |

y 1 —ax o
—ar 1+ a?z? ’

que es una féormula de tipo Rodrigues.

3

Ow‘

3.4.2. Pesos matriciales de la forma e %" ¢5%" B
Resolviendo la ecuacion (3.34]) para el caso A = 6 y entonces el peso matricial que
estamos buscando tiene la forma

W(z) = e~ B eBe?, (3.44)

donde B es una matriz de N x N. De nuevo suponemos que B no es unitariamente
equivalente a una matriz diagonal por bloques, en otro caso el peso matricial e~ ¢Ba® B a?
se reduciria a tamanos menores.

Del Teorema , tenemos que verificar cual es una elecciéon conveniente de Ag tal
que la funcion matricial es Hermitiana. Esto significa encontrar aquellas matrices
B no unitariamente equivalentes a una matriz diagonal por bloques para la cual existe Ag
tal que la funci6n matricial

x(x) = 2B + 4(B? — B)2® — e~ B 4yeB7* (3.45)
es Hemitiana o equivalentemente
x(z) = 2B + 4(B? — B)2* — e~ adp Ao
ng2n (3.46)

= (2B — Ag) + (4B® — 4B + adpAg)a® — ) | %ad%
n>2 s
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es Hermitiana. La existencia de la matriz Ay tal que (3.45)) se cumple es entonces equiva-
lente a la existencia de la matriz Ag tal que las siguientes matrices

2B — Ay,  4B* —4B+[B, Ao,  ad}Ag, n>2. (3.47)

son Hermitianas. Primero enfocaremos nuestra atencién en las matrices nilpotentes de
orden N, para las cuales desplegaremos el siguiente ejemplo maximal:

Teorema 3.4.5. Sean vy,...vny_1 € C,vy,...,vny_1 # 0 consideremos la matriz nilpoten-
te de orden N definida por

0 VT —lVrvy Vivorg o ... (—1)NV1V2 o UN_—1
0 O 12 —r3 ... (—1)N_1l/2 e UN-—1
Bywoww =" S : . (3.48
T foo0 0 0o ... —UN_2UN_1 )
0 0 0 0 ‘e VUN-—-1
0 0 0 0 .. 0

—.Z‘2€BN,V1 ,,,,, VNilx

Entonces el peso matricial W(z) = e e NvievN—1T Cgatisface la ecua-

cion diferencial
W (@) + (21 = 4B )W (@) + AW () = W () Ao, (3.49)
donde la matriz Ay estd dada por
Ao =2BNuy,..ony — 4,
donde J estd definida por . Ademds este ejemplo es mazimal en el sentido de que

. .. 2 2 . . ..
si el peso matricial e B B " con B nilpotente de orden N, satisface una ecuacion
diferencial de sequndo orden dada por con Ay = I, entonces B es unitariamente

equivalente a la matriz By, .. vy, para ciertos nimeros vy, ..., vny—1 € C.
Notemos que By, ,.....y_, Se puede escribir en términos de L definida en (3.31) como

N-1
B= (—1)y*L7,
j=1
Demostracion. Por el Teorema es suficiente verificar las condiciones en para
B=DB, .uv..VA =2B—-4J.
Se sigue de la definicién de Ay que 2B — Ag es diagonal, por lo tanto Hermitiana.
Mediante un calculo y considerando que B es nilpotente se obtiene

4(B)? —4B + [B, Ag) = 0,

esta es la segunda condicién.
[BvAO]

De lo anterior también se puede concluir que = = B?. De esto se sigue que

By, ..vy_, conmuta con [347’40]. Por lo tanto para todo n > 2, ad(Ap) = 6. O
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Como existen matrices nilpotentes de orden N las cuales no son unitarimanete equi-

010
valentes a By ..oy 1y ¥ €C, i =1,...,N —1, por ejemplo | 0 0 1], la condicién
0 0O

de maximalidad del Teorema [3.4.3] muestra que no todos los pesos matriciales de la forma
(3.44)) proporcionados por matrices nilpotentes B de orden N que verifican una ecuacion
diferencial como . De nuevo por bloques, se obtienen méas ejemplos que involucran
matrices nilpotentes.

Proposicion 3.4.6. Todo peso matricial de la forma

satisface las condiciones de frontera de la proposicion .

Demostracion. Podemos reescribir el peso matricial como

2

W(x)=e"*Z(x),

donde Z(x) es un polinomio matricial. Ademés As y A; también son polinomiales, por lo
que es directo verificar las siguientes ecuaciones

lim Ay(z)W(x)= lim W(x)=0;

r—+o0 r—+o0

lim (Ag(z)W(x)) — Aj(x)W(z) = lm W'(z) — Ai(z)W(z)

r—+o0 r—+00

= lim e " Z'(z) — 2ze * Z(z) — A1 (2)W(z) = 0.

r—+oo

O

Enunciaremos un par de férmulas estructurales, para un peso W de tamano 2 x 2.

Tomando B = (0 a

0 0> , a € R obtenemos el peso matricial

1+a?zt ax?\ _,»
Weao(x) = < i L) e T, xeR.
Denotamos por {P,, q2(x)}5% a la sucesion de polinomios ortogonales monicos con res-
pecto a Wy 2(z). La ecuacion diferencial de segundo orden que satisface {P, q2(2)}0%,
es

—2x 4dax —4 2a —2n—4 2a(2n+1
Plaz@Pras@) (o7 20 )+ Paaa) (30 5) = (P71 2O Y) Prnata.
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La sucesion { P, 4 2(z)}52, también satisface la siguiente ecuacion de tipo Rodrigues

(n)
2 [ (1+a%2t ax? lap? (ot +a?(n—Lz? -2
Paaa(e) =(-1 [ [ (157 @) 4 (52 et

« 1 —az? o
—az® 1+ a%z? '

Esto se prueba en [13].

an 0

3.5. Ejemplos con A; =zl

En el caso escalar las funciones de peso que admiten un operador diferencial de segundo
orden con ag = z son las funciones de peso de Laguerre w(z) = %%, a > —1 (salvo un
cambio lineal de variable, como es usual).

Tomamos p(x) = 2% *, a > —1, As(z) = 2l y a =1 (i.e. buscamos un peso matricial
W que satisfaga W (1) = I). Para la funcion c, estas elecciones nos dan la siguiente
expresion

o(2) = (a+1) -,

y para la matriz F' tenemos

F(x) = i(Al(x) —(a+1—x)I).

Tomando en cuenta que A; es un polinomio de grado a lo més 1, podemos escribir

B
Fla)=A+—.

Por lo tanto, buscamos la solucién de T' para la ecuaciéon diferencial

T(z) = (A + f) T@), TO)=1I (3.50)

Como en la seccién anterior, estudiamos aqui dos casos especificos pero de interés: cuando
A o B se anula.

o o _ *
3.5.1. Pesos matriciales de la forma % “eA%eA™®

Resolviendo la ecuacion (3.50) para el caso B = 6, encontramos T'(z) = e4%e™4 y
entonces normalizando el peso matricial de tal manera que W (1) = e~ tede4”, se tiene que

W(z) = 2% TeA%e'™, (3.51)
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donde A es una matriz de N x N.

Como antes, de nuevo supongamos que A no es unitariamente equivalente a una matriz
diagonal por bloques. Del Teorema [3.3.1] tenemos que verificar cuando existe una eleccion
conveniente de Ag tal que la funcién matricial

X(@)W (1) = T~ (2)(As(2) F' () + Az(2)F*(x) + c() F(z) — Ao)T(x)W (1)

es Hermitiana. Esto significa que tenemos que encontrar aquellas matrices A no unitaria-
mente equivalentes a una matriz diagonal por bloques, para las cuales existe Ag tal que la
funcién matricial

x(@)W (1) = e?(a+ 1) A + (A% — A)z — e~ A2 Ape]e (3.52)
es Hermitiana, o equivalentemente,
X(@)W(1) = e(a+ 1) A+ (A% — A)z — e Pads(Ag))e?”
=e[((a+1)A — Ag) + (A* — A+ ada(Ag))z — Y (jjyladﬁ(flo)]em
" (3.53)

es Hermitiana. La existencia de la matriz Ap tal que (3.52) se cumple es equivalente a que
las siguientes matrices

(a+1)A— Ay, A2 —A+[A A,  adlAg, n>2. (3.54)

sean Hermitianas. Estas ecuaciones son similares a las estudiadas en la seccion anterior.
Podemos deducir el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1. Para vq,...,uny_1 € C, v1---vn_1 # 0, consideremos la matriz nilpo-
tente B de orden N dada por . FEntonces el peso matricial

W(z) = a%e %ePrele, x>0, (3.55)
satisface una ecuacion diferencial
(aW)"(z) + [(x(I — 2B) — (a+ ))W (2)] + AW (z) = W (z) A}
donde Agy es la matriz dada por
Ag=(a+1)B—J.

Ademds, este ejemplo es maximal en el siguiente sentido: si el peso matricial
% e con A nilpotente de orden N, satisface una ecuacion diferencial de se-
gundo orden como , con Ay = xl, entonces A es unitariamente equivalente a una
matriz B, para ciertos nimeros v; € C, i =1,...,N — 1.
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Como en los ejemplos anteriores, el ejemplo del Teorema [3.5.1] puede generalizarse
trabajando por bloques.

Proposicion 3.5.2. Todo peso matricial de la forma

xT

*
W("E) — (L,Oée—(BeBN,Vl ,,,,, VN—lxeBNﬂVI ,,,,, UN_1 ,

x>0,
satisface las condiciones de frontera del Lemal3.2.)

Demostracion. Podemos reescribir el peso matricial como
W(z) =xz%""Z(x),

donde Z(z) es un polinomio matricial y a > —1. Ademéas Ay y A; también son polinomia-
les, por lo que es directo verficar las siguientes ecuaciones

lim As(z)W (2) = lim 2°te " Z(z) = 6;

z—0 z—0

xlggo Ag(2)W (z) = zlgglo e "7 (x) = 0,
lfn%](Az(a:)W(x))/—Al(x)W(a:) = h’r% [az®e™"Z(z) — 2T e " Z(z) + 2T e 2/ ()] = 6;
T— z—>
lim (Ag(z)W (2)) = A1 ()W (2) = lim [az®e™"Z(z) — 2* e Z(z) + 2*T e "2/ (2)] = 0.

O

Consideremos la familia de polinomios ortogonales matriciales de tamano 2 x 2 con
respecto al peso matricial:

+a%22 ax

1
_ o, —T
Weas(z) = 2% ( i 1

>, aecR\{0}, zeR, a>-1

Denotamos por {P,,3(z)}52, a la sucesién de polinomios ortogonales moénicos con
respecto a este peso matricial. La ecuacion diferencial de segundo orden que satisface

{Pras(®)}nsg es

a+1—=x 2ax
SPlasl) 4 Phage) (770 )

+ Ponals) <_01 (oz—i(; 1)a) _ <—n0— 1 a(2n tat 1)) Py oa(a)

En [I7] se prueba que {P, 4 3(x)}22, satisface la formula de tipo Rodrigues:

1 n+oa _—x 1+22 —q2 +1 _ +a+1 (n)
et (57 5o (e )

axr an

(3.56)
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3.5.2. Pesos matriciales de la forma z%e *x8z8

Ahora resolvemos la ecuacion (3.50)) para el caso A = 0. Tenemos T'(x) = 28 = eBlosz,
La presencia de los términos logaritmicos hacen este caso mas delicado que los analizados
hasta ahora. El peso matricial que estamos buscando es de la forma

W(z) = z%e 2aPal’, (3.57)

donde B es una matriz de N x N (W (x) satisface W(1) = e~ 11, en lugar de W (1) = I.
Del Teorema [3:3.1] tenemos que verificar cuél es una eleccion conveniente de Ay tal que la
funcién matricial

() = [(32 4 aB)% _ B] — 2 BA®

sea Hermitiana.

Esto se puede escribir como

x(@) = [(32 taB)T - B] _ o adp (4

1) log™ (3.58)
= (B%+ aB)% —(B+4g) =) D)o Ay

n>1

n!

Aqui la estrategia para asegurarse que y(z) es Hermitiana es encontrar matrices B y By
tal que

adB(Bo) = B(], (3.59)

con Ay = By — B. Considerando la identidad > ; (_1)2% = 1779”, podemos reescribir
x(z) de la siguiente manera
__ B?’+aB- By

- (3.60)

x(@)
Por lo tanto necesitamos satisfacer (3.59)) asi como la condiciéon

B? — aB — By es Hermitiana.

La condicion (3.59) sugiere introducir matrices J y L definidas como en (3.32)) y (3.31]),
respectivamente. De esto resulta adj(L) = L.
Como la matriz J% 4+ aJ — L es triangular superior, sus valores propios estan dados

por las entradas de la matriz diagonal J? + o.J. Entonces los valores propios son \; =
(N—4i)(N—-i+a),parai=1,...,N.



CAPITULO 3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES QUE SATISFACEN
48 UNA ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN

Sea \j = (N—j)(N—j+a),j€{l,..., N—1} fijo. Se calcula el ker(J?+a.J+L—\;):

A=A -1 0 0
. . .

0 )\j_1 — /\j —Vj—1 0

0 2 0 e
ker J
0 )\j+1 - )\j —l/j+1 0
0
0 e 0 00—
—\jzny =0 =zy=0
(AN—1 —Aj)zN—1 —vN—12N =0 =an_1=0
(Aj+1 = Aj)Tj1 — Vi Zjp2 =0 = zj41 =0
Ox; —vjxjy1 =0 = podemos normalizar x; =1
Vi1
(Aj—1 = Aj)xj1 = vj1z; =0 = Tj-1= 7(/\]-_5 )
I/2 .. V]—l
(/\Q—A')xQ—Vgng:O = I9 =
’ (A2 = Aj) - (A1 = )
]/1 DR V]_l

A A T ) )

Anéalogamente para el valor propio Ay = 0, podemos normalizar zy = 1 y obtenemos

VilVi41 - " VN-1

(N = AN) i1 = An) - (An—1 — An)

r; =

parai € {1,...N —1}.
Asi la matriz de cambio de coordenadas S esté definida por

1, sii =7,
SZ'J = 0, st 1 > j,
1L 7(/\k_’“/\j), si 1< j.

Por lo tanto, podemos poner la matriz J? + aJ — L en su forma candnica de Jordan:

S(JP+aJ —L)S™t = J% 4+ o
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Lo que sugiere tomar

B=SJS™,
By = SLS™!,
y por lo tanto se satisface la condicion (3.60)).
De la definicién de B, se sigue que 2 = eBlogz = Yy~ B ls,g £ es un polinomio

matricial de grado N — 1 el cual no se anula en x = 0. Por lo tanto, para garantizar la
integrabilidad del peso matricial W en 0, supongamos como en el caso escalar, que o« > —1.
La ecuacién diferencial que satisface W es entonces

(W) (z) + [(z] — 2B — (a + )W (z)]' + (=B + Bo)W (z) = W(z)(—B* + B}).

Si B? + aB es Hermitiana, tomando Ay = —B, tenemos que adgAg = 6 y la funcién
matricial x(z) es entonces Hermitiana. Desafortunadamente, los polinomios ortogonales
matriciales con respecto a W(z) = e *2B2P", B? 4 aB Hermitiana, no satisfacen una
ecuacién diferencial de segundo orden como . La razoén es que estos pesos matriciales
no satisfacen las condiciones de frontera del Lema De hecho, la funcién matricial
(A2(z)W(z)) — A1(z)W(x) no se anula en z = 0. En particular esto implica que el primer
momento de el peso matricial W no satisface la condicion para n = 0.

3.6. Ejemplos con A; = (1 +x)(1 — )/

En el caso escalar, la funcién peso que va con un operador simétrico diferencial de
segundo orden con as(r) = 1 — 2 son salvo cambio de variable las funciones de peso
de Jacobi w(z) = (1 +2)*(1 — )%, o, 3 > —1. Entonces tomamos p(z) = (1 + z)*(1 —
z)?, a, B> —1, Ay(z) = (1+2)(1—2)I, y como buscamos que el peso verifique W (a) = I,
tomamos a = 0. Esto nos da para la funcién c¢ la expresion

c(x) = (a+ 1)1 —z) = (B+1)(1+);
y para la funcion matricial F'(x)

1
214+ 2z)(1 —x)

F(r) = (Ai(z) = [(a+ D —2) = (B+ 1)1 + 2)]I).

Tomando en cuenta que A; es un polinomio de grado a lo més 1, podemos escribir

A B
F = 3.61
(z) it (=2 (361)
Por lo tanto estamos buscando soluciones de la ecuacién diferencial
A B
/ —_ J—
T (x) = <1+$+ 1—x> T(z), T00)=1. (3.62)
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Debido a la simetria entre 1 y —1, estudiaremos aqui tnicamente el caso especial en que
B se anula . Para esta elecciéon obtenemos

T(x)=(142)*1—2)°(1 +2)2 (1 +2)*,

donde A es una matriz de N x N.
Por el Teorema tenemos que verificar cual es una elecciéon conveniente para Ay
de tal manera que la funcién matricial

X(x) = T7(2)(A2(2) F' () + Az(2) F*(2) + c(2) F(z) — Ao)T () (3.63)

es Hermitiana para toda x. Tomando en cuenta nuestra eleccién previa, tenemos que
encontrar aquellas matrices A para las cuales exite Ag tal que la funcién matricial

x(z) = [2(aA+A2)1+1x — (A% +aA+ (B+1)A)} —(1+2) 401 + )4

es Hermitiana, la cual se puede escribir como

1+zx

_2(aA+A2)1Jlrx — (A2+aA+(5—|—1)+A0)+Z =
n>1

x(z) = [Q(aA + A?) — (A% 4+ A+ (B+ 1)A)} — e~ log(I+@)ada 4

1)"log" (1 + )
n!

ad’(Ao).

Para asegurar que x(z) es Hermitiana queremos encontrar matrices A y By tales que
CLdA(Bo) = B() (3.64)

y tal que Ag = —A(1+a+ ) — A% + By.
Anélogamente al ejemplo anterior, podemos reescribir y(x) como

_ 2424 20A - By
N 14+ '

x(z) (3.65)

Entonces necesitamos satisfacer (3.64]), asi como la condicion de que
242 + 204 — By

sea Hermitiana. Anélogamente al ejemplo anterior consideremos las matrices J y L. Los
valores propios para la matriz 2J2 +2a.J — L son p; = 2(N —i)((N —i)+a),i=1,...,N.
La matriz de cambio de coordenadas es S = (s;;)ij,

1, sii=j,
Sij = 0, si1 > 7, .
[ % sii<j.
J
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Entonces se cumple
S(2J% + a2J — L)S™! = 2J% + 2aJ.
Lo que sugiere tomar
A=S8JS,
By=SLS™!,

L, y concluimos que x(z)

Por lo tanto se cumple que ada(By) = SJLS™! — SLJS™!
es Hermitiana. Como (1 + )4 no se anula, para garantizar la integrabilidad pediremos

a, B> —1.
La ecuacioén diferencial que verifica W es
(@W)"(2)+[(24(1 - 2) + (e + 1)(1 —2) = (B+ 1)(1 + 2) )W (2)]'
+ (A +a+ B) — A2+ Bo)W(z) = W(z)(—A*(1 + a+ B) — (A*)* + BY).

Consideremos el peso matricial
2 2 2
-1 -1
z*+ (r—1)%a® a(x )>’ ——

Denotamos por {P, 44(z)}72 a la sucesién de polinomios ortogonales monicos con res-
pecto a W, 4(z). La ecuacion diferencial de segundo orden que satisface {P, q.4(2)}0%

€S

” / —(a+B8+4zr+2—a+p 2a(1 — )

(1_‘7:2) n,a,4('r)+Pn,a,4(x) < 0 (a+ﬁ+2)$—0&+ﬁ>
a+fB+2) —(a—ﬁ)a>

+ Py q4(x) <_( 0 0
—n?*—n(a+B+3)—(a+B+2) 2an—(a—fB)a
< 0 —n? —n(a+ B+ 1)> Poaa(@).

La sucesion{ P, 4 4(x)}22, también satisface la siguiente ecuacion de tipo Rodrigues
2(z(a—n)+n)  a(nz+a—p) ) ) ] (n)

1+2)?+a?2? ax 2
Ppoa(z)=|(1- x)t (1 + x)5+" <<( )ax . + i—&;l%—(&-xﬁ;:—f) n+a8—5+2
n+p+1
1 1 —ar _ -8
. (1+z)? <—aaz (1+CC)2+CL2:L‘2> (I—2) (1 +2)7

esto se prueba en [13].



3.7. Un método mas general para generar ejemplos

En esta seccién se prueba otro método para generar ejemplos. A diferencia del Teorema
[3:37] este método nos permitira generar ejemplos de pesos matriciales sin la restriccion
de que el coeficiente matricial Ay sea diagonal. La idea béasica en este método es que
cuando As es una matriz polinomial propia, las ecuaciones diferenciales de simetria son
consecuencia de una buena factorizacion del peso matricial W, de la forma W = pT'T™,
tal que T satisface T = F'T donde F esta relacionado con los coeficientes As, Ay y Ag.
La simetria del operador diferencial de segundo orden con respecto al peso matricial W
se deducira del conjunto de operaciones diferenciales del Lema [3.2.4] El siguiente teorema
exhibe un método para encontrar soluciones de las ecuaciones (3.11)), (3.12)) y (3.13).

Teorema 3.7.1. Sea Q0 C R un conjunto abierto y p : & — R dos veces diferenciable,
tal que p(x) # 0, para todo x € Q. Supongamos As, F, R y T € CN*N(Q) dos veces
diferenciables que satisfacen

R(x)

T'(x) = <F(x) +

) T(x), con T (xg) invertible para cierto xg € €2,

y AW = W A3, RW = WR* (3.66)
donde W = pT'T*.
Entonces para
/
Ay = AsF + FAy + AsR + A} + %Ag, (3.67)
tenemos

1. La funcion matricial W satisface la ecuacion diferencial de primer orden
2(A W) = A\ W + W AT,
2. Para una funcion matricial dada Ag(x), la ecuacion diferencial de sequndo orden
(AW — (AAW) + AW = W A4;

se cumple si y sdlo si la funcion matricial
/
x=T"1 (FAQF —F'Ay—FAy,— L FAy— FAR+ A0> T
p

es Hermitiana para todo punto de ).

La idea de la demostracion de este teorema es parecida a la de (3.3.1), aunque los
céalculos son un poco méas pesados pues recordemos que As es una funcién matricial no
necesariamente diagonal. El siguiente lema facilitara la demostracién del teorema.
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Lema 3.7.2. Sean As, F, R y T como en el Teorema [3.7.1. Denotamos X = TT".

Entonces para

A= AyF + FAs + AyR + A}, (3.68)
tenemos
2(A2X) = AX + X A*, (3.69)
AX — XA* =2FX A5 —2A,XF*, (3.70)
ALX — X(AY = FXAS+ ZF* + RXAS — AsF X — Ao X F* — AsRX. (3.71)

Demostracion. De la ecuacion diferencial de primer orden que satisface T' se sigue
X' =FX + XF*+ RX. (3.72)

A partir de (3.72)), (3.66) y la definicion de A se sigue que
2(A2X) = (AxX) + (X AS)
= ASX + AgF X + Ao X F* + AyRX + X(A3) + FX Ay« + X F* A5 + RX A}
=AX + X A",

lo cual es (3.69)).
Aplicando ([3.66)), (3.68]) y (3.72) se obtiene

AX — XA* = [AX — (A X)] — [X A" — (X A3)]
— [FAsX — Ay XF*] — [XALF* — FX A}
— 2F X A} — 24, X F*,
esto es (3.70). Por ultimo de (3.66) y (3.72) se sigue que
AGX — X(A3) = [(A2X) — Ao X'] — [(X A3)" — X" A3
= FXAS+ XF*AL + RXFA, — AgFX — ApXF* — AyRX.

Demostracion del Teorema[3.7.1. Usando (3.69) del lema anterior obtenemos
2(A2W)/ = 2pA/2X + 2p,A2X + QpAQX/ = Qp(AQX)/ + 2p/A2X
— p(AX + XA*) + 20 42X
=AW+ WAT,

esto es la primera parte del teorema.
Ahora probaremos la segunda parte. Consideremos la tercera ecuaciéon de simetria

(3.13). Restando el doble de la ecuacion (3.13)) a la derivada de (3.12)) se obtiene
(WA] — i)' = 2(WAF — AgW). (3.73)
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Para calcular (WA — A;W)’, reescribiremos A; en términos de A como A; = A+ %Ag.
Entonces para X = W/p, las relaciones (3.66) y (3.70) implican que

WA} — AAW = WA* — AW = 2A,WF* —2FW As.
Entonces reescribimos la ecuacion (3.73):
(AW EF* — FW A3) = W A{ — AgW.
Derivando del lado izquierdo y aplicando la segunda ecuacién de simetria tenemos
;MWT*+%WAﬂﬁ+Aqu”Y7%FAﬂVf%FWA?fF%ﬂV:MUﬁ—AMV

Ahora sustituyendo la ecuacion matricial (3.67) y simplificando tenemos

1 1 1 1 0
——FAF — —F%Ay — F'Ay — —FA, — —FZ A
[ D 2Tt 2T 2] W

1 * Ak Tk 1 * *\ 2 * *\/ 1 *\/ % 1pl * Tk

+ §A2RWF + §WR ASF* — §FA2RW — iFWR AQ]
+ | A2 FWEF — CFWF" A}

1 1 1 1

—ALWF* + —Z ASWF* — ZFW(AY) — - FW A}
+ 272 T3 2 5 (A3) 2 2
= WAj — AgW.

Se usa (3.71) para expresar A4W y W(A35)" en la formula anterior y después de un célculo
directo obtenemos

/
—FAF — F'Ay— FA, — P FA, - FAQR] W
p

/
-wagw+@ww+myW+%@w+RMﬁﬂ
= WAL — AgW.

Se observa que T'(z) es invertible para cualquier z € €2 ya que es solucion de la ecuacion
diferencial de primer orden y satisface que para cierto xg € Q, T'(x¢) es no singular.
Tomando W = pT'T* se concluye la demostracién. O

En [I0] se produce un ejemplo de peso matricial con una estructura distinta a los que
hemos tratado hasta ahora, en donde solo aparece uno de los pesos escalares clasicos. En
este nuevo ejemplo aparecen los pesos de Hermite y Laguerre en el peso matricial. Por
simplicidad se enuncia el ejemplo para tamano 2 x 2.
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Ejemplo 3.7.3. Sea T la funciéon definida por

—2?2/2 | o—w/214a
€
)= (7, ).

+
—x2 2+2a —x plt20,—
. e (€77 4 |vPaT
y el peso matricial W (z) = TT* = ( P20 t :E%_ae_“”
donde z§ = = =20
T o, x < 0.

Si los coeficientes estan definidos por:

Ag(z) = <1 va (2w — 1)) . A(r) = (0 —2z 2wt(3 + 2a>

0 2x — 2z +4a+ 2
-2 v(da+2 ’
on($)=<0 ( 0 )>

entonces el operador diferencial D?Ay + D'A; + DY Ag es simétrico con respecto al peso
matricial W.

3.7.1. Ejemplo peso matricial ¢ *"elzel’

Consideremos el peso matricial

donde L esta definido como en (3.31)).
Como ya vimos en la seccién anterior, este peso matricial tiene un operador diferencial
de segundo orden dado por

Dy = D? + DY2L — 2xI) + D°(L? — 2J), (3.74)
donde

N
J = E —1)€ ;.
=1

Utilizaremos el Teorema para encontrar otro operador diferencial simétrico de segun-
do orden Dj 5 para W, donde los niimeros vy, ...,vN_2 estdn definidos convenientemente
por vy_1. Las restricciones sobre los ntimeros v;, ¢ = 1,... N — 1, son necesarias para
garantizar la existencia del nuevo operador diferencial de segundo orden simétrico con
coeficiente principal propio. La idea de este método es encontrar una buena factorizacion
para el peso matricial W, para este fin utilizaremos la matriz casi-Hermitiana Z definida
por
T o

Z——
;(2]\71 ._57,7,+1+Z QN*]_ ) Ei+1,i-
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Teorema 3.7.4. Sea W = e ¢ elzel’e peso matricial tal que el mddulo de las entradas
lvil, 1 =1,..., N —2, de la matriz L estdin definidos a partir de |[vn_1| por las ecuaciones

(N —i— Vv lov-1|* = 2i(N —i)|lvy_1]* + 2(N — 1)|p* = 0. (3.75)

Consideremos la matrices J y Z definidas anteriormente. Entonces el operador diferencial
de sequndo orden

1272 = D2A2 + D1A1 + DOAQ

donde
A2 =J- Lx,
Ay =(L+2)J+J(L+2Z)—L—[L?—2J +2(N — D]z,
N N-2
2(N -1 .
Ap = |(VN1|2) D 2N =i — > viviri€iaa|
- i=1 i=1

es simétrico con respecto a W.

A continuacién se enuncia un lema que sera de apoyo en la demostraciéon del teorema .
Lema 3.7.5. Bajo la condicion , las matrices L, Z, J y Ag satisfacen

1. ad (ZJ+JZ) = L*+4J —2(N — 1)I.

2. adp(Ay) = 2N=Dp

lvn—1/?

3. Las matrices LIL+LJZ+LZJ—L?— Ao y2(LJ+ZJ)—adr(Ag) son Hermitianas.

4. adj(J) = —L.
Demostracion. Es directo verificar que las ecuaciones son equivalentes a

—2(i+ 1)(N —i — D|pi* + 2i(N — ) |vis1]® = [vil?|lviza]®, 1<i <N =2, (3.76)
De las definiciones de Z y J se sigue directamente
N—-1 . . N—1,. .
ZJ+JZ = — ; 21(]\1;_2)61,141 + ; 22(]\;_1)51‘“,@

Tomando en cuenta la definicién de A, tenemos

N-1 N-2

adp(ZT+JZ) =Y 2N =2i+1)eii+ Y Zigyociise,
=1 =1
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donde 2i+ )N —i—1) 2i(N — i)
—2(7 + —1— (N —1
Zii+2 = Vj i + Vi+175
1+ 7
=200+ 1) (N =i — D)2+ 26(N — ) |via]?
— J— = ViVi41,
VilVit1

donde la tltima igualdad se sigue de (3.76). En consecuencia adp(ZJ + JZ) = L*> +4J —
2(N —1)I.

Las estructuras de las matrices A y L implican que adr(Ap) tiene entradas nulas fuera
de las diagonales (i,i+ 1), i=1,...,.N—1,y (,i +3),7=1,... N — 3. A continucién
se calculan estas dos diagonales

—4(N —1)

(adrAo)ii+1 = Vi(Ao)it1,i+1 — Vi(Ao)is = 5
[vN-1]

Vi,
(adpAo)iivs = vi(Ao)it1,i+s — vira(Ao)iite = 0.
Por lo tanto se cumple el inciso 2.

LIL+ LJZ + LZJ — L?> — Ay y 2(LJ + ZJ) — ad}(Ap) son Hermitianas. Primero
consideremos LJL + LJZ + LZJ — L? — Ag. La estructura de las matrices L, J y Z
implican que L.J + LJZ + LZJ — L? tiene entradas nulas fuera de las diagonales (i, 1),
i=1,....N,y (1,1 +2),i=1,...,N — 2. A continuacién verificamos la estructura de
estas dos diagonales.

(LJL+ LJZ + LZJ — L*);; =2i(N — i),

de esto y la definicién de Ay se sigue que las entradas de la diagonal (i,7) de la matriz
LIL+ LJZ + LZJ — L? — Ap son reales.

(LJL +LJZ+LZJ— LQ)Z‘,H_Q :(N —i— 2)ViVi+1
2+ (N —i—1)

Vi

Vit1
Usando ([3.75]) para i + 1, tenemos
(LIL+LJZ+LZJ — L*); 12

|12
(N — i — Dvivie — 26 + )N — i — 1) 24
VilVit1
Pl PN =i —2) = 2(i + 1)(N — i — 1)]
ViVit1
2N —1)
=T T Vi
lvn-1]

Tomando en cuenta la definicién de Ay, se obtiene

(LJL+ LJZ 4+ LZJ — L*)i10 = (Ao)iit2,
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esto implica que la diagonal (i, + 3) es nula. Por lo tanto LJL + LJZ + LZJ — L? — A
es una matriz diagonal con entradas reales, en consecuencia Hermitiana.

Ahora verifiquemos 2(LJ + Z.J) —ad} (Ap) es Hermitiana. Por el inciso anterior de este
Lema tenemos

A(N —1)

2(LJ + ZJ) — ad} (Ag) = 2(LJ + ZJ) — vt
N—-1

L.
Por otro lado todas entradas de la matriz LJ — ZJ afuera de las diagonales (i,i — 1) y
(7,74 1) son nulas. Se procede analogamente a la matriz anterior.

Por tltimo veamos que adiJ se anula afuera de la diagonal (i,7 4+ 1), ademés las
entradas de esta diagonal estdn dadas por

adL(J)i,i-i-l = (LJ)i7i+1 — (JL)i,i-I—l = (N — 17— 1)Vi — (N — i)l/i = —Vy,
esto significa que ad} J = —L. O

Demostracion del Teorema[3.7.]] . La simetria del operador diferencial de segundo orden
con respecto al peso matricial W serd consecuencia del Lema y del Teorema [3.7.1
Las condiciones de frontera para W se verifican directamente. En los siguientes pasos se
verifican las ecuaciones de simetria.

Primera ecuacion de simetria: Observemos que la ecuacion AoW = W AJ es equiva-
lente a que e~ 4% Aye” sea Hermitiana. Para esto utilizaremos la formula del Lema m
mediante un calculo directo se tiene

e —1)ngn
e T Agel® = 7L (J — La)e™™ = Z #adﬁu) — Lz = J, (3.77)
~ nl

y como J es diagonal, se concluye que es Hemitiana.
Sequnda ecuacion de simetria: Observemos que T satisface la ecuacion diferencial

T' = FT,
donde
F =L+ ze 1, (3.78)

De acuerdo a la primera parte del Teorema la ecuacion diferencial 2(AsW) =
WAL + A1 W es consecuencia de probar que

A = A F + FA, —|—A,2 — 2z As.

Denotemos

S(ZL') = A+ FAy + A/2 — 21 As.
Utilizando la definicion de As, la expresion (3.78) para F'y (3.77), podemos reescribir S(x)

de la siguiente manera
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S(x)=LJ+JL—L—2(L?+ J)x + 2Lz + X(ZJ + JZ)e 1"
2 2 - n z"
=LJ+JL—L—2L*+ J)t+2La”+ Y ad}(Z]+JZ)—.

n!
n=0

Por el primer inciso del Lema y como adp(J) = —L, se sigue que ad?(ZJ + JZ) =
—4L, lo que implica que ad}(ZJ + JZ) =0, n > 3. Entonces
S(x)=(LJ+JL)—~L+(ZJ+JZ) = 2[L*+J +ad}(ZJ + JZ)/2)x
=(L+2)J+J(L+Z)—L—[L*—2J+2(N - DIz = A (z).

Tercera ecuacion de simetria: De acuerdo a la segunda parte del Teorema [3.7.1] esta
ecuacién es equivalente a probar que la funciéon matricial

X(@) = T (2) (—F() As() F(t) — F'(£) As () — F(2) Ah() + 20F A (x) + Ag) T(x)

— eLerz Zx

es Hermitiana. Como T'(x) y e“® es unitaria, tenemos que la condicién previa

es equivalente a probar que
x(t) = e L® (—F(l‘)AQ(t)F(SL‘) — F'(x)As(z) — F(2)AY(x) + 22 F As () + A(]) el®
es Hermitiana.
A partir las definiciones de Ao, F' y la expresion , podemos escribir
e M(FAyF)e™ = LIL+ LIZ + ZJL + ZJZ,
e L2 (F' Ay)el® = L7 — ZLJ,
e L2 [F(AY — 22Ay)|e™™ = —L? — ZL — 2LJx — 2Z Jx.
Como resultado para la funciéon y tenemos la siguiente expresion

X()=—[LJL—ZJL+LJZ+ZJZ+ LZJ - ZLJ — L* — ZL]
)TL n

2 (—1)"x
+2[LJ + Z|x+ Y

S adi(Ao).

n=0

De la segunda parte del Lema se sigue que ad} (Ap) =0, n > 2.. Entonces

N(x)=—[LJL—ZJL+LJZ+ZJZ+LZJ— ZLJ — L* — ZL — Ay
adi(A[))

+2|:LJ+ZJ—2:|JU

Aplicando la cuarta parte del Lema [3.7.5] tenemos
X(x)=—[LIL+ LJZ + ZJZ+ LZJ — L* — A

1A
+2[LJ—|—ZJ—adL;O)]x
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Como J es Hermitiana y Z es anti-Hermitiana, se tiene que ZJZ es Hermitiana, por lo
tanto para probar que x es Hermitiana basta probar que las matrices

LIL+LJZ+LZJ—L*— Ay,  2(LJ+ ZJ) — ads(Ag)

son Hermitianas. Pero esto el tercer inciso del Lema [B.7.51 O

3.7.2. Ejemplo peso matricial z%e e gByB eA™®
Este ejemplo es de tamano 2 x 2. Consideremos el peso matricial W de la forma
W(x) =z% T (z)T*(x), (3.79)

donde T(:I:) = eAme — eAzeJloggj7 con
0 a 10
A_<O O>7J—<0 0>,(1€(C

Para N = 2, el operador diferencial

9 1(a+3—2x 2za of(—-1 (1+aa
lz’l_DﬂJrD( 0 04+1—:U)+D 0 0

es simétrico con respecto al peso matricial . Esto es el caso particular N=2 del
Teorema 1 en [16].

El siguiente objetivo es encontrar otro operador diferencial de segundo orden Dj 5 para
el peso matricial . El método a seguir es analogo al del Teorema . Dicho método

consiste en encontrar una factorizacion para W de la forma
W =z% " "R(z)R*(z),
donde el factor R satisface la ecuacion diferencial de primero orden R’ = F'R, tal que
1. El coeficiente diferencial F' esta relacionado con Ay y Aq por la ecuaciéon
Ay = AF + FAy + C, (3.80)
donde C(z) = (x%e *As(x)) /x“e ™" y

2. la funcién matricial

R Y FAyF + F'Ay+ FC — Ag)R (3.81)

es Hermitiana.
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Estas condiciones garantizardn que el peso matricial W satisfaga la segunda y tercera
ecuaciones de simetria, respectivamente. Primero encontraremos el coeficiente principal
Ag, de tal manera que verifique AoW = W A3. La relacion

AT —JA=—A (3.82)

sugiere un cadidato natural para As. De hecho, AoW = WAJ es equivalente a que
1 1

7277 4% ApeA®227 sea Hermitiana. Asi pues, tomando As(x) = z(J — Az), y mediante

una aplicacién de Lema [3.4.2] se tiene

(_1)n$n+1

a:_%Je_Am(x(J - A:p))eA”%%J = g2/ Z adyJ — Ax? z2’

n>0

L1 1
=zi" 2 Jx2d = 2,

n!

luego como xJ es Hermitiana se cumple la primera ecuacién de simetria. Ahora que te-
nemos un candidato para Ao, necesitamos elegir una factorizacion para el peso matricial
W(z) = z%e *R(z)R*(x). Se considera una matriz unitaria U(x), y se escribe

R(z) = eAxx%JU(x).
La matrix U(z) se describira con detalle mas adelante. De la definicion de R(z) se sigue
que el coeficiente F' de la ecuacion diferencial de primer orden R/'(z) = F(z)R(z) es
1

1
F(z)= 5 (a;J + A) + eA”x%JG(:U)x_%Je_Ax,

con G(x) = U'(x)U(x)~!. Ya que U(x) es unitaria, entonces G(x) es anti-Hermitiana,
ie. G* = —@G. Tomando en cuenta esto elegimos que la matriz G(x) tenga la siguiente

estructura:
0 o 2>
G(x) = _ )
(z) <—91,2 0

donde la funcion compleja g1 2,7 =1,..., N — 1, serd elegida de tal forma que la ecuaciéon
implique que Aj es un polinomio de grado 1. De las definiciones de F', As v Aq, se
sigue que

Ay =1+ a) I+ J)J —2(J + (a+2)A) + 2%(A — A?)

+$6Aza:%J(JG(x) + G(w)J)x*%Je*Ax,
= ((1+ )+ 0)J —z(J + (a+2)A) + 2(A)
+xeAx3:%J(JG(x) + G(:):)J):n_%‘]e_Ax,

procedemos a calcular el lado derecho de esta ecuacion. De las definiciones de G(z) y J se

(3.83)

sigue

0 g12
JG(z) +G(x)] = _ ),
@+6@7=(_o %)
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luego por un calculo directo se tiene que

Tomando en cuenta la definicion de A se tiene

—w*1/2a§1 2(x) 0
At = ( 0 55_1/2a91,2(53)> '

Para que A; sea un polinomio matricial de grado 1 es necesario

N

g12(T) = Y120 2,

donde y; 2 € C.
Podemos escribir M(z) = 1Y — Y*, donde

0 0
y=( " .
<—Z/L2 0)

Sustituyendo esta expresion en (3.83)) se tiene

A= ((A+a)+0)J+Y —z(J+ (a+2)A+Y* —ad,Y)

1 x" ok 3.84
+a?(A+ SaddY) + 3 S (adiy — YY), (3.84)
n>3
De esto se sigue que A; es un polinomio matricial de grado 1 si y solo si
L

donde

0 2a2g 2
adyY = (0 0 b2

en consecuencia se tiene
Y12 = ——.
a

Definida asi la matriz Y es directo verificar :

adiY =0y adz}le* =0,n>3.
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Por lo tanto podemos reescribir
Aj(z) =24 a)J+Y —2(J+ (a+2)A+Y* —ad,Y)
=2+4+a)J+Y —z((a+2)A+Y"+YA).
Por ultimo buscaremos una matriz Ay que satisfaga la tercera condicion de simetria. De
acuerdo a , probaremos que existe una matriz Ag tal que la ecuacion
R~ Yx)(F(z)As(2)F(2) + F'(z)As(z) + F(z)(2% " Ay (z)) %" — Ag)R()
es Hermitiana. Como R(x) = eAxm%JU(x) y U(z) es una matriz unitaria, es equivalente a

probar que

x(z) = $_%J€_Am(F(SU)A2($)F($) + F'(z)Agy(z) + F(z)(z%e " As(z)) 27" — Ao)eAmx%‘]
(3.86)
siempre es Hermitiana.

Para expresar (3.86)) de manera més conveniente se usan las siguientes formulas
x_%Je_Ax(Ag)eAzx%‘] —g-272 Jr2) = xJ,
ac_%Je_Ax(A'g)eAxa:%‘] =J- .%_%A,
=37 Ag3’ = x_%A,

1
Gz)=272G y G'(z)= —5-G(@), (3.87)
x

donde abusando de la notacién, G es una matriz anti-Hermitiana independiente de z
cuyas Unicas entradas no nulas son (1,2) y (2,1) y estan dadas por —%x_l/z y %1—7—1/2,
respectivamente. De las definiciones de 'y As y mediante un célculo directo se tiene

v AR () Ao) F (@) as =T+ Lo b At 2G(a) JCa)
+22G(2)A + %(JG(a:) + G(2)J),

1 1
- §G(:L')J+ §JG(1‘)J,
Ar iy _atl a1 1
22 =— J—z 2(2A) 2J
— 22G(2)A + (a + 1)G(z)J — 2G(z)J.

Usando nuevamente (3.87)), se obtiene una expresion para la funcion matricial x(z):

x_%Je_Ax(F(@ (x%e " Ag(x)) ™% )e

1[1 1
x(@) = — LJ(J + 204])} + 5272 JG + 20+ )G + JGJ]

+GJG+ AGJ

- %J —22GJ — x’%‘]e’A’”(Ao)eAxx%J.
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Por lo tanto se define la matriz Ay como se sigue:

(Ao Aoviz2)
A0—< S

_ (Ap11 O
1= < 0 App 2) ’

1<y

donde

y Vo = Ap — V1. Entonces obtenemos

y
-z %JAOx%J: —:c21>V3,
donde
vie (9 a(Ao2,2 — Aoa,1)
S\ 0

Tomando esto en cuenta, asi como el hecho de que 1.J(J + 2al), GJG y —3J son
Hermitianas, en orden de probar que la expresion (3.86])) es Hermitiana, basta pedir que
las matrices

1
§[JG + 2a+1)GJ + JGJ] — Vs, (3.88)
-GJ—-V3 (3.89)
y
AGJ (3.90)
sean Hermitianas y
ady = 0.
La condicion (3.88)) nos permite definir la entrada (1,2) de la matriz Ag por
o+
Agr2=(a+1)g12 = _{ Z )

La condicion (3.89)) nos da una relacion para Ag 11

g1,2
Api1 = Ao22 — ot

haciendo Ag22 = 0 se tiene que
Ao = 75-
)Ly |a’2

Asi obtenemos la siguiente expresion:

ﬁ _ (a+1)
Ag= [T a .
0 0 0
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Observacion 3.7.6. En [16] se prueba un resultado anilogo al anterior para N > 2, bajo

la condicién adicional (3.91)).

Teorema 3.7.7. Sea Wo u,...vn_, Peso matricial, donde el méodulo de las entradas |v;|, i =
1,...,N =2, de la matriz A definida por vx_1 por

i(N =)y = (N = D|v® + (N —i — D|wlon_1 % (3.91)

Consideremos las matrices A y J definidas al inicio de la seccion, yY, X (t) y F(t) definida
por

0 0o ... 0 0
A=l 0 ... 0 0
1
0o 2D o9 . 0
Y = "2 ,
0 0 0 0 0
0 0 0 N=L g
UN-1
0 21,2 0 0 0
—Z1.92 0 22,3 0 0
0 —Z23 0 0 0
0 0 o ... 0 ZN,N-1
0 0 0 ... —ZN,N-1 0
1/1
F(z) = 5 <J + A) + eAxx%JZ(a:):L'_%Je_A’”,
x
donde z; ;41 = —%, i =1,...,N — 1. Por dltimo se define los coeficientes del

operador diferencia As, A1 y Ag por

As(z) = x(J — Ax),
A(@)=((14+a) I+ N)J+Y —t(J+ (a+2)A+Y" —adapY),
Ag= "L~ (el + DAL
[51

Entonces el operador diferencial de seqgundo orden
5272 = D2A2 + D1A1 + DOAO

es simétrico con respecto a W. Ademds W se puede factorizar como W(x) =

e *R(z)R*(v), o > —1, donde R(z) = Ay 37 202 () satisface R'(x) = F(x)R(x).






Capitulo 4

Nuevos fenémenos en el caso
matricial

El estudio de los polinomios ortogonales matriciales es relativamente nuevo, sin em-
bargo ya se cuenta con una teoria bastante amplia. Surgen fenémenos muy interesantes,
que no figuraban en el caso escalar. En las siguientes dos secciones presentamos algunos
de estos fendémenos especiales .

4.1. El algebra de los operadores diferenciales

Consideremos el algebra de operadores D(W) caracterizada por tener como funciones
propias a una familia de polinomios ortogonales { P, (z)}5, con respecto a W:

D(W) ={D =Y D'Ai(x) : D(P,(t)) = Tn(D)Py, n >0}

donde I', (D) no depende de z.

El producto en D(W) es la composicion de operadores de la manera usual, que es no
conmutativa. Si D,, Dy € D(W) son de orden r y s respectivamente, el operador D, Dj
es de orden menor o igual que r + s, pero no necesariamente r + s, ya que el coeficiente
principal de ambos operadores puede ser singular. D(WW) es un espacio vectorial complejo
y un algebra bajo composicién, la cual es asociativa y distributiva con respecto al campo
en que estemos trabajando.

Los operadores en D(W) no necesariamente deben ser simétricos con respecto a W.
Sin embargo, para todo operador no simétrico D € D(W), podemos asociarle su operador
adjunto D* € D(W) de tal manera que D + D* es simétrico con respecto a W. Todas
las propiedades anteriores en general se cumplen para cualquier algebra de operadores
asociados a cualquier peso matricial. Como consecuencia, cada operador D € D(W),
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podemos escribirlo de manera tnica de la forma D = Dy + iDy para ciertos operadores
simétricos Dy, Do.

Como el coeficiente principal de P,(z) es una matriz no singular, podemos ver que
cada coeficiente A4;(x), ¢ = 1,..., N, de un operador diferencial D € D(W) es de grado a
lo més .

Consideremos el mapeo entre los operadores diferenciales y sus respectivos valores
propios:

L, :DW)—= EW)cCC?? n=0,1,..., (4.1)

donde E(W) es el algebra de valores propios.
Proposicion 4.1.1. El mapeo definido por es inyectivo.

Demostracion. Si I'y( D) = 0, n > 0 entonces D = 0. Por lo tanto el mapeo I’ es
inyectivo. O

Proposicién 4.1.2. El mapeo es un isomorfismo.

Demostracion. Por la proposicion anterior se tiene que es inyectivo y de la definicion del
mapeo ['), se sigue directamente que es biyectivo.
Es directo probar que para D;, Dy € D(W), se tiene I',,(Dy1, D) = I'y,(D1)[(D2). O

Es importante notar que el algebra D (W) es independiente de la eleccion de la familia
de polinomios ortogonales matriciales. Los valores propios los podemos intercambiar por
conjugacion topologica (dependiente del indice n). En el caso escalar, las familias clasicas
de polinomios ortogonales estan intrinsecamente relacionados con un algebra conmutativa
de operadores diferenciales de dimensién generados por un sélo elemento, el operador
diferencial de 2° orden En contraste con el caso escalar, en cada uno los ejemplos de esta
seccidén nos encontraremos con un algebra no conmutativa con varios generadores. Por
simplicidad, los ejemplos estan restringidos al caso de las matrices de 2 x 2 con entradas
reales.

4.1.1. Primer ejemplo

Consideraremos uno de los ejemplos més sencillos de polinomios ortogonales matriciales
no triviales, aquel que viene dado por un peso matricial de la forma

W(z) = e e donde A= <8 g) , a € R\ {0}.

La sucesion de polinomios ortogonales matriciales que plantearemos en este caso es la
sucesion {P,}22 definida por (3.43).

El espacio vectorial de los operadores diferenciales de orden dos (mo6dulo los de orden
menor) que tienen como funciones propias a la sucesion {P,}5°, es de dimensién cuatro.
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Una base para este espacio puede estar conformada por los operadores diferenciales a
izquierda que se enuncian en las siguientes ecuaciones de valores propios.
Por el Teorema [3.4.3] se tiene que

P'(z) + P.(z) <§x _2;;) + Py(x) <02 8) _ (2”0 2 _gn> Pu(z),  (4.2)

por otro lado por el Teorema [3.7.4] se obtiene

_a® d’z 0o £ 0 1 0 0
P(z) ( 04 é ) + P () . azx + P, (z) <0 0) = <0 a2n+2> P,(z). (4.3)
2 2 2
La base para el espacio se completa con los siguientes dos operadores:
(@ . (@ 0 1 (T o 6
2 2 (4.4)
0 (a®?n+2)(a’n+a+2)
= 2a Pn(x)7
0 0
_d’z 7(12(“2 ) a’ 2(.2 T a?42
i 4 4 / — a (CL + 2)5 0 5
P (x) 2 e + P, (x) < 0 0 + P, (x) 1 6
1 1 (4.5)
0 (a®n+2)(a’n+a?+2)
= 4 P, (z).
1 0

Denotaremos a estos operadores Dy, Dy, D3 y Dy para futuras referencias. La eleccion
de otra base puede ser més conveniente para distintos propositos.

El espacio vectorial de los operadores diferenciales con coeficientes matriciales de orden
cuatro, con {P,(z)}>°, como funciones propias, tiene dimension cuatro. A continuacion
damos una base explicita para este espacio.

9 2(a2x2—2a%—1 —2t(a?2%—2a%—2
—r ax 2 o

P (2 P ( a a

w () -1 +P(@) 2 _ 2(az—1)(az+1)
a a?

2(2@224—1):5 _4a212+4a2§3273a272 4(a®+1)  4(a®+1)(a®+2)z
P// T a a Pl T a2 a3
A0 [ B 0] :
a a?

0 — 2n(a’n+2)(a’n+a?+2)
= a’ Pn ("B) I
0 0
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_d’x 2,2 _ 9,2 _
Pg//(x) (8 _é ) + P/z//@f) <a1$ a“x aia 1)
2

2
4a2z%4a%—4a2—4 (a*+8a%+4)zx _2(a*+2)z a?+2

+ P)/(x) (‘ 2a 2 ) + Py () ¢
—2x 0 —a2 a(a2 + 2)1‘

= <_2n(a;n+2) a(a2(—)i-2)n> Po(@),

o el ear et . _elein) o
n ¥ . a(a®—2)x n\¥ T 0

4

a’4+2 0 (a®?n+2)(a’n+a+2)
n 0 e

n? 0
= 0 n(2n—a’—4) P, (:L')
2

En [6] se conjetura que esta algebra no conmutativa esta generada por los operadores I,
D1 v Dy. Una de las relaciones algebraicas que se tienen es:

[D1, [D1,Dy] = 4Dy.

Mediante resultados computacionales se obtiene la siguiente tabla que exhibe la di-
mension del espacio de los operadores diferenciales Dy de orden k, tales que satisfacen
P,D; = A, P,.

Orden k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
Dimension 1 0 4 0 4 0 4 0 4
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4.1.2. Segundo ejemplo

En este ejemplo consideraremos la sucesiéon de polinomios ortogonales matriciales
{P,(z)}72 que satisfacen una ecuaciéon de recurrencia a tres términos de la forma ([2.7))

con
1/(0 1 0 0
_t — >
Bo 2<1 0)’ Brn <0 0)’”—1

1
Se verifica en [3] que la matriz de ortogonalidad es

1 1 =z

Ahora consideremos los polinomios de Chebyshev de segunda clase U, (z), los cuales sa-
tisfacen la siguiente relacién de recurrencia a tres términos.

Unt1(x) + Up—1(z) = 22U, (z), conU_1(z) =0 y Up(x) = 1.

Por induccién se prueba que la sucesiéon de polinomios ortogonales matriciales se puede
escribir en términos de los polinomios de Chebyshev de segunda clase, de hecho esta
relacion esta dada por

B 1 Un(x) —Un— (.T)
Py(z) = on <_Un_1(x) Un(;:) > '

Estos polinomios satisfacen la siguiente ecuacién diferencial de orden cero

r@ () o) = (1 o) m@.

ademés de la trivial (multiplicacion por la identidad). Con esto tenemos que el espacio
vectorial es de dimensién dos.
Para orden uno tenemos

rw (23 r@ () o) = (5 ") e

Pl () (:31” i) + Py(x) ((1) 8) _ (—(n0+ 1) 2) P, (2).

Se conjetura en [6] que la dimension del espacio de operadores diferenciales de orden k
con la propiedad de que nuestros polinomios monicos {P,(x)}°, son funciones propias
comunes es dos, para todo k entero.
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También en [6] se concluye que el algebra completa de valores propios estd generada

co) ()

Este ejemplo es interesante pues es el primero que admite operadores diferenciales de
orden uno, cosa que es imposible en el caso escalar. Ademés para cualquier orden entero
encontraremos operadores diferenciales con {P,(x)}22, como funciones propias comunes.

por

4.1.3. Tercer ejemplo

Consideremos el peso matricial

4x 2
2 oy (e 27 2
W(x)=e < . 1> .

Este peso matricial no es de la forma de los anteriores, es decir no es un peso escalar clasico

multiplicado por un polinomio matricial. Podriamos pensar que el 4lgebra de operadores

es mas complicada que en los ejemplos anteriores. Sin embargo el &lgebra de operadores

para este peso matricial es un algebra conmutativa generada por un tinico generador.
Para los polinomios matriciales monicos { P, (x)}>2, se tiene

P!/ (2)+ Pl (x) (2(1 o) 2(21(1_ f“;>)>+Pn(x) (8 _22> - (‘3” ;‘Z;;) P, (). (4.6)

La siguiente tabla que exhibe la dimensién del espacio de los operadores diferenciales
Dy, de orden k, tales que satisfacen P,Dj = A, P,,.

Orden k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
Dimension 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Se conjetura en [6] que el operador (4.6) y la identidad generan el algebra completa.

4.1.4. Cuarto ejemplo

Consideremos el peso matricial de la forma
W(z) =a% *T(z)T™(x), (4.7)

donde T'(z) = eA*2B = eAveBlog® con
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La familia de polinomios ortogonales matriciales que utilizaremos es la familia de po-

linomios ortogonales matriciales { P, o oo, definida por la férmula de Rodrigues:

1 —a(l+a
PO,oz,a: <0 (1 )>7

Pral®) = P 197707 (Ra(@) + Xaa)] " Ry

donde

_ (x(1+a?z) ax (1 —a(l+4«)
R“(x)_< ax 1) Prea=lo 1y, )

Y Yna =1+ nlal?.
Esto se puede probar como en [13].
Recordemos los operadores diferenciales Dy 1, Do 2 del Ejemplo[3.7.2] en ([6]) se afirma

que de hecho son una base para D(W) de orden 2.

a+2—=x azx >—|—DO(_1 (1—1;)04)@)7

_ 2 1
DZl_DwHD( 0  atl-uz 0
o [z —az? (a+2 L1 +a?(a+2)x —dy —La
e e ) ()
a

Sus respectivos valores propios son

1

— 0
[yo = | loF ]
2,2 (0 _n>

Existen dos operadores diferenciales simétricos linealmente independientes de tercer
orden. Este es un fenémeno que no ocurre en el caso escalar. De hecho, este es el pri-
mer ejemplo de un peso matricial que no se reduce a pesos escalares siendo un operador

diferencial de orden impar.
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Una base para los operadores de orden tres en D(W) esta dada por el operador
2,2 2 2
- 1+ [al*z)
D — D3 |CL’ x axr (
3.1 < —ax |la|?2?

o (—x(2+]al*(a+5)) ar(a+4+2z(1+|a*(a+5)))
+D ( —a(a+2) 22+ Ja2(a + 2)) >

Lpt(T— 2(a +2)(1 + |al?) =
-1 20+2 -z

Ia2(a+1)(a+2)+w(1+2la|2(1+|al2(a+2))))

l+a —i1+a)(|a?a—1)
+D°((1 I (1t a) >

lal?2?  az?(1 + |a|?x
D3y = D? < | £|a\2[1c2’ )>
4 D2 |a]2 (a+5)) —az(—2a -4+ 23+ |a* (a+5)))
ala+ 2) —la?x(a +2)
<m +2(« —|— 2)|al?> a(a+1)(a+2)—2 (L +2a(2+]a)?)(a+ 2)))

—X

+ D!

+ « é(1+a)(1+|a]2(oz+2))
(! ~(1+0) )

1
a
Sus respectivos valores propios estan dados por

_ 1 (0 a(l+a+n)yma¥ntla
Ip31= 1P \a 0 ;

r 1 (0 —a(l+a+n)YmaTntia
n32 = T3
|al 0

El operador D3 ;1 es simétrico y por lo tanto satisface las condiciones de tercer orden de
simetria con sus correspondientes condiciones de frontera. El operador D32 no es simétrico
pero es anti- simétrico, por lo que D3 5 es simétrico. A continuacién se introduce una base
distinta para los operadores diferenciales de orden 2

1
L1 =Dy; — WL
1 )
Ly =2D35 —Ds1 — 7|a]21

mientras que denotames al operador diferencial de orden tres como L3 = D3 ;. Utilizando
métodos computacionales en [16] se conjetura que {I, L1, L3} es un generador del algebra
D(W) completa, excepto para ciertos a = 1 + ﬁ ya = -2+ # En estos casos
{I, L1, Ls, L3} es generador del algebra D(W) completa.
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La siguiente tabla que exhibe la dimension del espacio de los operadores diferenciales
Dy, de orden k, tales que satisfacen P, Dy, = A, P,,.

Orden k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
Dimension 1 0 2 2 2 2 2 2 2

4.2. Operadores diferenciales de segundo orden con distin-
tas familias de polinomios ortogonales como funciones
propias

En esta seccién presentamos otro fenémeno de interés en el caso matricial. Encontra-
remos ejemplos de familias de polinomios ortogonales matriciales moénicos, cada una de
estas familias es ortogonal con respecto a pesos distintos, cuyos elementos son funciones
propias de un operador diferencial comun.

Consideremos todos los operadores diferenciales

D=Y 0'Fz), 0= %, k> 0. (4.8)

donde Fj(z), i = 0,...,k son matrices polinomiales de deg(F;) < i, tal que P,D =
TwP,, n > 0.
Para un operador diferencial D de la forma se define el conjunto de pesos matri-
ciales
Y (D) ={W : D es simétrico con respecto a W'},

donde la simetria de D estéa definida por la ecuacion
/(PD) dWQ* = /PdW(QD)*.

Notemos que si Y(D) # (), entonces es un cono convexo. Es decir, si Wy, Wy € T(D) y
v, > 0 con una de ellas no nula, entonces YW7 + Wy € T (D). Mostraremos un ejemplo
de un operador diferencial de segundo orden para el cual existen dos pesos matriciales
Wiy Wa, Wi # aWs para cualquier o > 0, de tal manera que D es simétrico con
respecto a cualquiera de los pesos matriciales YW1 + EWs, v, > 0. Esto significa, que
los correspondientes polinomios matriciales moénicos (P, ¢/,)n ortogonales con respecto a
YW1 4+ (W5 son funciones propias de D,

Pn,(/'yD:FnPn,C/fya n:O,l,.--,"}/>0,<ZO7

donde D y I';, no dependen de ~, (.
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Presentaremos un método para generar ejemplos. La idea es un peso matricial que
tiene varios operadores diferenciales simétricos asociados. Y entonces sumamos un dis-
tribucion de Dirac §,,Q(xo) a W, donde el nimero real zg y la masa Q(xg) se elegirdn
convenientemente.

El Teorema [4.2.3| nos daréa condiciones para la simetria de un operador diferencial Dy,
con respecto a los pesos matriciales Wy W + 0,,Q(x0). Para esto primero enunciamos el
siguiente lema.

Lema 4.2.1. Sea W peso matricial, las siguientes condiciones son equivalentes.
= Fl operador Dy, es simétrico con respecto a W.

= Para n > 1, las siguientes k + 1 ecuaciones de momentos se cumplen:

k-1 .
2 (k ! ) (n = DkiBE = (1B, 1=0,....k, (4.9)

donde

Observacion 4.2.2. La ventaja de las ecuaciones de momentos es que son equivalentes
a la simetria del operador Dy, sin ninguna condicién adicional. Es decir no pide continuidad
o alguna condicion en la frontera como se pedia en el Teorema[3.2.3] Resultarfa complicado
entontrar el operador W a partir de estas ecuaciones de momentos, sin embargo para la
caracterizacion en cuestion serén utiles.

La prueba de este Lema se encuentra en [16].

Teorema 4.2.3. Sea Dy un operador diferencial de orden k y W un peso matricial.
Supongamos que asociado al punto xog € R, existe una matriz Hermitiana semidefinida
positiva Q(zo) que satisface

FJ(ZCO)Q(:CO):()’ jzla"'7k7

FoQ() = Qo) Fy. (4.10)

Entonces el operador Dy, es simétrico con respecto a W si y sdlo si es simétrico con respecto

a W =W +6,Q(z0).

Demostracion. Calculamos los momentos del peso W

fn = /x"dW(z) = [in + /x"&go ()Q(xo) dt = ppn + 2y Q(z0), n=0,1,... (4.11)
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Aplicando el Lema y la expresion (4.11]) se obtiene las siguientes k + 1 ecuaciones de
momentos para W

e
o~

<k l_ Z> (n — l)k_l_igﬁ_i = (—1)l(§;)*, [l=0,...,k,

@
Il
o

donde l

B, =" F jfin_i =B, +ay ' F(t))Q(x0), 1=0,...k.
=0

Utilizando la primera condicion (4.10]) se obtiene para l=1,...,k
B, =B (4.12)

Como consecuencia para [ = 1,...,k las ecuaciones 1} son las mismas para Wy W.
Observémos que para [ = 0 tenemos la expresion

By, = B)) + 25 FoQ(x0) (4.13)

Las ecuaciones de momentos lb para W son

k—1
S ()i B+ BY + ali FoQ(o) = (BY)",
1=0

usando la expresiones (4.13)) y (4.12]) se obtiene

N
—_

(n)k—iBE™" + BY + 25 FoQ(z0) = (BY)* + 20Q(0) F,

<.
Il
=)

por tltimo aplicando la segunda condicion en (4.10)) se obtiene

k—

[y

(n)e—iBy ™" + By = (By)".
0

=

Por lo tanto las ecuaciones de momentos 1) para w y W son las mismas. O

Observacion 4.2.4. En el caso escalar, el Teorema anterior implica que () = 0 o que existe
un cero comun para todos los coeficientes del operador diferencial.

Para un peso matricial W, las condiciones significan que sumando una distribu-
cion de Dirac a W las oportunidades de que Wy W + §,,Q(zo) compartan un operador
diferencial de orden k aumentan con el ntimero de operadores diferenciales simétricos de
orden k linealmente independientes.
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Una vez que generamos W, Dy, zo y Q(zo) que satisface las condiciones , po-
demos producir no s6lo un tinico peso matricial para el cual Dj es simétrico, sino que
podemos producir un cono convexo de pesos matriciales de dimensién dos para el cual Dy,
es simétrico.

Si el Teoremase cumple para W+0,,Q(xo), entonces automéaticamente se cumple
para YW +1d,,Q(z¢), donde v > 0y 1» > 0. Todos los pesos matriciales que se presentarén
en el siguiente ejemplo difieren en una delta de Dirac.

A un operador diferencial D (fijo) de la forma , podemos asociarle otro conjunto
de pesos matriciales:

®D)={w:PVD=r1,P" n>0},

donde {P}{V }nen es una sucesion de polinomios ortogonales con coeficientes matriciales
monicos con respecto a W. Notemos que Y(D) C ®(D) y si (D) # () entonces es un cono,
i.e. dado W € ®(D) entonces aW € ®(D), para todo o € R.

Generalmente Y (D) # ®(D), como muestra el siguiente ejemplo. Sea D un operador
diferencial simétrico con respecto al peso matricial W. Como consecuencia los elementos
de la sucesién de polinomios ortogonales matriciales monicos { PV },,en con respecto a W
son funciones propias para el operador D. Es claro que el operador iD no es simétrico con
respecto a W, pero los polinomios ortogonales ménicos {P"},cn son funciones propias
para el operador iD.

4.2.1. Ejemplo

Consideremos el peso matrical

1+ a22? ax

2 2
Wa(:v) =e * eAze_Am =e F
ax 1

> z € R, a € R\{0}. (4.14)

Este peso matricial ya apareci6 en los Ejemplos y

Buscaremos una expresion para el espacio lineal de operadores diferenciales simétricos
de orden a lo més dos con respecto a W,. Para hacer esto resolvemos las ecuaciones de
simetria (4.10) para k = 2. Estas son

AW = W AL

2(A W) = WA} + AW (4.15)
AW " AW "+ AW = W AF.
0

Obtenemos una expresion para el espacio lineal de los operadores diferenciales simétri-
cos de orden dos con respecto al peso matricial W,. Entonces para un ntmero real fijo xg,
verificaremos las ecuaciones . En este caso, encontramos que el siguiente operador
diferencial

Do = O°Fo(z) + 0" Fy(2) + 0" Fy, (4.16)
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_£&F _ —1— (g2 2,.2
Foz) = < oz T a0 — ax (a*zo)x + a*x > ,

-1 —&ip, —ax
—2a+ 26, v —2wg —2a&], +2(2+a?)x
Fl(x) — »ZO - »ZO ,
2x0 2(65,, —axo)x
2
Fo = <§f$0 z_ 2 25 z > ;
a? _fizo - 270

y la matriz Hemitiana semi-definida positiva Q(z¢)

Q(zo) = Q(a, o) <(§$IO)2 5‘:5“’) :

oo 1
axg + V4 + a?z2
2 M

+
om0 =

satisfacen las restricciones (4.10)).
Este operador diferencial se obtiene como combinacién lineal de los operadores dife-
rencial introducidos en el Ejemplo de la siguiente manera

4z 4
Dz = (~&Fag + 22 I =634, D1 — =2 Do+ —

a,xo a,to

D47

donde D1, D5, y Dy son los operadores diferenciales asociados a las ecuaciones ,
y (4.5)), respectivamente.

Notemos que §j{7xO§; 2 = —1. Usando esta igualdad es directo verificar que los co-
eficientes de Dy 4, evalualados en z( satisfacen las restricciones @D Ya que Dy 4, lo
tomamos simétrico con respecto con respecto al peso matricial @, por el Teorema
@ concluimos que D, ,, es simétrico con respecto a cualquiera de los siguientes pesos
matriciales:

Wazo,m,e(2) = 1Walz) 4+ £6(20)Q(a, 20), v >0, £ > 0. (4.17)

En [I5] se prueba que nuestro método contiene a todos los pesos matriciales en el cono

convexo Y (Dgq,) = {YWa(x) + £z, (2)Q(a, z0); v > 0, £ > 0}.
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