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“Se puede llamar “bizantinismo” o “escoldstica” a la tendencia degen-
erativa de tratar los problemas denominados tedricos, como si fueran en
st mismos independientes de toda prdctica empirica... La igualdad de las
realidades fdcticas determina la identidad de pensamiento, y no al revés.
Ademds de ello, se deduce que toda verdad, incluso si es universal y si se
puede expresar también con una formula abstracta de tipo matemdtico, para
el grupo de los tedricos, debe su eficacia en la expresion de los lenguajes de
las situaciones concretas particulares; si no es asi, se trata de una expresion
bizantina y escoldstica, idonea para el solaz de los rumiadores de frases.”

Antonio Gramsci.
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Introduccion

Las matematicas, al igual que todo el conocimiento, han surgido de la practica social ante la
necesidad de conocer la realidad y transformarla. A pesar de que esta ciencia formal adquiere un
desarrollo relativamente independiente de otras actividades, no por eso se desvincula totalmente
de ellas, sino que los problemas que la practica plantea siguen motivando el desarrollo de las
matematicas, asi como estas dltimas, en su relacién con las demds ciencias, se aplican cada vez
mads en las diversas practicas sociales. La teorfa de graficas es uno de estos casos, que en la actu-
alidad tiene aplicaciones en los mds diversos campos; tanto aplicados como tedricos. El presente
trabajo es de teoria de digraficas, en el que se desarrollan resultados acerca del tema de k-reyes,
partiendo del trabajo del sociologo y matematico H. G. Landau.

Landau, estudiando poblaciones de pollos en cautiverio, lo cual se puede ver en el articulo [3],
hizo varias observaciones acerca de la relacién de dominacién (la cual no es simétrica), que entre los
pollos se da cuando un pollo picotea la cresta del otro. Estas relaciones pueden estudiarse mediante
un modelo formal. Landau establecié un grado de dominacién. Asi, llamé emperador a un pollo
v cuando domina directamente a todos los demds pollos del gallinero, y rey cuando los domina
directamente o a través de otro pollo. Las preguntas que se hizo acerca de las poblaciones de pollos
fueron diversas en cuanto a la relacién de dominacién. Por ejemplo, considerando un gallinero en
el cual entre cada par de pollos hay una relacién de dominacién ¢ Siempre existe un pollo rey? O
(Bajo qué condiciones existen pollos rey? ; Puede haber exactamente dos pollos reyes? ;Cudles son
las condiciones necesarias y suficientes para que todos los pollos del gallinero sean reyes?

El problema de los pollos se puede plantear mediante digraficas, donde por cada pollo hay un
vértice, y una flecha vw cada vez que un pollo “v” domine a un pollo “w”. Con esto, un vértice v es
un rey siempre que la distancia dirigida desde v a cualquier otro vértice sea a lo mds dos. El caso del
pollo emperador se corresponde de esta manera con un vértice transmisor. Cuando consideramos el
gallinero en el cual entre cada par de pollos se establece una relacién de dominacién, la digrafica
que consideramos es un torneo.

En su estudio, Landau obtuvo los siguientes resultados acerca de los reyes en torneos:

1. Todo torneo tiene un rey.
2. Todo vértice dominado es dominado por un rey.

3. En un torneo no puede haber exactamente dos reyes.

El concepto de rey se puede generalizar, diciendo que un vértice v es un k-rey si la distancia
dirigida de v hacia cualquier otro vértice es a lo mas k. De esta manera surgen nuevas preguntas
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acerca de los k-reyes en torneos y en torneos n-partitos. ;Cudles son las condiciones necesarias y
suficientes para que un vértice sea un k-rey? ;Qué condiciones se deben satisfacer para que todo
vértice sea un k-rey?

El presente trabajo estd basado totalmente en un articulo de Vojislav Petrovic [4]]. Desarrol-
laremos la parte del articulo referente a los temas de reyes, 3-reyes y 4-reyes en torneos bipartitos,
en algunos casos daremos demostraciones propias. Analizaremos con detalle los resultados dados
y en base a ello obtendremos resultados nuevos. Daremos una caracterizaciéon mediante ciclos de
torneos bipartitos en los cuales todos los vértices son 3-reyes y veremos algunas condiciones bajo
las cuales existen torneos bipartitos donde una parte tiene al menos dos 3-reyes y la otra parte tiene
a lo mas un 3-rey.

El trabajo esté dividido en 3 capitulos: Preliminares, Torneos bipartitos con 2-reyes y 3-reyes,
Torneos bipartitos con 4-reyes. El capitulo 1, los preliminares, estd dividido en dos secciones, una
de teoria de gréficas y la otra de teoria de digréaficas. En ellas vemos algunas definiciones y resulta-
dos bdsicos de la teoria que son necesarios para los planteamientos y resultados del trabajo.

El capitulo 2 caracteriza a los 2-reyes y 3-reyes en torneos bipartitos. En el teorema[2.2.2|damos
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de torneos bipartitos del tipo (m, m; n, n)3,
nosotros demostraremos este resultado usando solamente teoria de gréficas y digraficas, haciendo
uso de una construccién y del teorema de Hall. El resultado anterior aparece en un articulo de
Soltes [6], donde la demostracién es inmediata usando matrices booleanas. Petrovic [4] enuncia
este teorema, dando solo la referencia al articulo de Soltes [6] para la demostracion, y lo ocupa para
demostrar otros resultados.

En este capitulo también damos algunos resultados sobre torneos bipartitos con 3-reyes, los
cuales abarcan casos no contemplados en el articulo de Petrovic [4].

El capitulo 3 da algunos resultados sobre 4-reyes en torneos bipartitos. Se ven los casos cuando
el torneo bipartito en cuestién tiene o no tiene transmisores. También se dan las condiciones bajo
las cuales existen torneos bipartitos del tipo (m, p; n, q)a.

El estudio de la problemdtica anterior nos lleva a resultados teéricos que pueden ser aplicados

en otras dreas de la préctica social, como lo son la computacién, modelos de biologia, comunica-
ciones, entre otros.
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Preliminares

Este capitulo estd dividido en dos secciones, en las que daremos las definiciones basicas de la
teoria, de las cuales haremos uso en el trabajo, y veremos algunos ejemplos.

La primera seccién aborda el tema de graficas, las nociones de grafica, caminos, trayectorias,
ciclos, distancias, vértices adyacentes, entre otras. Aqui definimos grafica bipartita y apareamiento,
para poder enunciar el teorema de Hall. La demostracién del teorema de Hall no forma parte del
trabajo, se puede consultar en el libro de Bondy [2]].

En la segunda seccion estableceremos los conceptos de digrifica, dominacion, camino dirigido,

trayectoria dirigida, ciclo dirigido y distancia dirigida. Daremos los conceptos basicos del trabajo,
como lo son torneo bipartito y k-rey.

11



1. PRELIMINARES

1.1 Graficas

Una grafica G es un par (V, A), con V un conjunto finito no vacio, llamado conjunto de vértices
de G, y A un conjunto de parejas no ordenadas de distintos elementos de V, llamado conjunto de
aristas de G. Denotamos por V(G) a V y A(G) a A para hacer énfasis en que se trata del conjunto
de vértices y aristas, respectivamente, de G. Los elementos de V son llamados vértices y los ele-
mentos de A son llamados aristas de la grafica G. Dada una arista a de G, si a = {u, v}, entonces
denotamos a a sencillamente como uv, llamamos a u y v extremos de la arista a y decimos que u
y v son adyacentes, también decimos que « incide en u y en v. Podemos representar una grafica en
el plano dibujando un punto por cada vértice y representando cada arista mediante un segmento de
recta entre los puntos correspondientes.

o

Gl: U GQZ

Figura 1.1: Representacion de dos gréficas

En la figura [I.T| podemos ver la representacion geométrica de las gréficas Gi y G», donde ten-
emos las igualdades G| = ({u, v, w}, {uv, w}) y Go = ({¢, u, v, w, z}, {uv, vw, vz, wz}). En la
grifica G; vemos que los vértices u y v son adyacentes, puesto que # y v son los extremos de la
arista a, mientras que los vértices u y w no son adyacentes, puesto que no existe una arista que los
tenga por extremos.

Consideremos una grafica G. Dado S un subconjunto de V(G), definimos el conjunto de veci-
nos de S en G (denotado por N(S)) como {x € V(G) : xs € A(G), para algin s en S}. Dado un vértice
v, definimos el conjunto de vecinos de v como el conjunto de todos los vértices adyacentes a v, lo
denotamos por N(v). Llamamos grado de v a la cardinalidad de N(v), denotado por 8(v). Para hacer
énfasis en que estamos tomando los conceptos anteriores en la grafica G usamos un subindice; es
decir, Ng(S)), N6(v) y 8c(v), respectivamente.

En la grifica G; de la ﬁguratenemos que N(v) = {u, w, z} y N(t) = 0; es decir, 6(v) =3 y
6()=0.

Dada una gréifica G y vértices u y v en V(G), un uv-camino C en G es una sucesion finita de
vértices (ug, uz, . . . , Uy) tales que ug = u, u, = vy uui+1 € A(G) para todo entero i entre 0
y n— 1, llamamos a u y v extremos de C, denotamos por A(C) al conjunto de las aristas u;u;; .
Definimos a la longitud del camino C como el nimero #. Si C no repite vértices, decimos que C

12



1.1 Graficas

es una uv-trayectoria. Decimos que C es un camino cerrado si comienza y termina en el mismo
vértice. Si C es un camino cerrado de longitud al menos 3 que no repite vértices, salvo el primero y
el dltimo, decimos que C es un ciclo. Si u; y u; son dos vértices de C con i < j, entonces el camino
(i, i1, . . ., uj—1, u;)es llamado subcamino de C y es denotado por (u;, C, u;). Decimos que la
grafica G es conexa si para cualesquiera vértices u y v en V(G), existe una uv-trayectoria en G. De
otra forma decimos que G es inconexa.

En la grifica G, de la figura[[.T|podemos ver que (u, v, w) y (u, v, z, w) son dos uw-trayectorias
distintas. Esta grafica tiene un ciclo, a saber (v, w, z, v). Vemos que la grifica G| de la ﬁgura@] es
conexa, mientras que la grafica G de la figura[I.T]es inconexa, puesto que no existen trayectorias
que contengan al vértice 7.

Podemos definir varias gréficas relacionadas con una gréfica dada o definir ciertas operaciones
entre graficas que nos dan por resultado nuevas graficas. A continuacién damos las definiciones que
necesitamos para nuestro trabajo.

Decimos que la grifica H es una subgrafica de la grifica G si V(H) C V(G) y A(H) C A(G).
Dada una grafica G = (V, A) y un subconjunto de vértices W de V(G), definimos la subgrafica
inducida (por vértices) por W en G como la gréfica (W) cuyo conjunto de vértices es W y su
conjunto de aristas es {xy € A(G) : {x, y} € W}. Asi mismo, dado B C A(G), definimos la
subgrifica inducida (por aristas) por B en G como la gréfica (B)g cuyo conjunto de aristas es By
su conjunto de vértices es el conjunto de los extremos de las aristas en B.

Dada una grafica G = (V, A), un conjunto independiente B en G es un subconjunto de V(G) tal
que para cualesquiera dos vértices u y v en B, se tiene que uv ¢ A(G). Notemos que, por vacuidad,
el conjunto vacio es independiente. Decimos que G es una grafica n-partita si existe una particion
de V(G) en n conjuntos independientes; es decir, si V(G) se puede escribir como la unién ajena de
n conjuntos independientes. Cuando n = 2 decimos que G es bipartita.

Ap

Figura 1.2: Ejemplo de una gréfica 3-partita

En la figura vemos una grafica 3-partita, ya que estamos mostrando una particién de los
vértices en tres conjuntos independientes, esta particion es {A;, A2, A3}. Mientras que en la figura
1.3| tenemos una gréfica bipartita, con particién {A, B}, ya que A y B son conjuntos independientes.

13



1. PRELIMINARES

Figura 1.3: Ejemplo de una gréfica bipartita

Un apareamiento M de G es un conjunto de aristas tales que dos a dos no comparten vértices.
Notemos que, por vacuidad, el conjunto vacio es un apareamiento. Decimos que M satura al vértice
v, 0 que v es M-saturado, si alguna arista de M incide en v. Si M satura a cada vértice de G, M
es un apareamiento perfecto. M es un apareamiento maximo si no existe otro apareamiento con
mas aristas que M. En la ﬁguravemos que {uz} es un apareamiento de la gréifica G.

G :

—e
0
LA

S
N
Se

<

(a) (b)

Figura 1.4: Ejemplo de un apareamiento: (b) representa un apareamiento de la grifica G en (a)

Siguiendo con las definiciones anteriores, tenemos que una trayectoria 7 = (vg, . . . , v,) en G
es una trayectoria M-alternante si las aristas de T alternan aristas de M y del complemento de M
es decir:

1. Sines par:

e A(T)NM = {V2iV2i+1 I E {0, 1,..., L%J — 1}}; 0
e AMYNM={vyip1vais2:i€{0,1,..., L%,J —1}}

2. Sin es impar:

e A(T)NM = {V2iV2i+1 T e {0, 1,..., L%J}}, 0

14



1.1 Graficas

e A(T)NM = {V2i+|V2,'+2 I E {0, ..., \_%J — 1}}

*—e N . . —8 e - . - e L
i ] Vg 3 Vg V2i+1 U242 Vp—2 Up—1 Uy
(a)
[ ] *————o ® . . . @ o ——= - . - @ *——e
vy ) Ua Uy oy V41 Uitz Un—2 Un-1 ¥y
(b)
T ) (25 L] Va; V2i41 "f‘zwz ' .l‘ufz Un—1 "y
()
L ] *-—e L) . . N — ¥ - * - e [ ]
Uy vy Uz Ug .ag., V241 Ugit+2 Up—2 “Up—1 Un

(d)

Figura 1.5: Representacién de trayectorias M-alternantes. Longitud par: incisos (a) y (b); longitud
impar: incisos (¢) y (d)

En la figura[I.5| representamos los posibles casos para una trayectoria M-alternante, donde solo
marcamos las aristas que pertenecen a M. Los incisos (a) y (b) corresponden al caso n par, mientras
que los incisos (¢) y (d) corresponden al caso n impar.

Decimos que la trayectoria T = (vg, . . . , v,) €s una trayectoria /-aumentante si 7 es una
trayectoria M-alternante y los vértices extremos de 7 no son M-saturados. Observemos que si 7" es
M-aumentante, entonces n es impar, puesto que la condicién solo se cumple en el caso en que n es
impar y A(T) "M = {vai11vair2:i€{0,1,..., 5] — 1}}.

1.1.1 Resultados basicos de la teoria de graficas

Teorema 1.1.1. Sea G una grdfica. Si u'y v son dos vértices distintos en V(G), entonces todo
uv-camino contiene al menos una uv-trayectoria.

Demostracién. Supongamos que existe al menos un uv-camino.

SeaW = (vg, vi, . . . , V) un uv-camino de longitud n (vo = u 'y v, = v). Veremos que W contiene
una uv-trayectoria.

Procedamos por induccién sobre la longitud # del camino W.

15



1. PRELIMINARES

Base de induccién. Para n = 1 tenemos que W = (u, v). Como u # v, por hipétesis, entonces W
€s una uv-trayectoria.

Hipétesis de induccién. Supongamos que para n < k, con 1 < k, si W es un uv-camino de
longitud n, entonces W contiene al menos una uv-trayectoria.

Paso inductivo. Sea W = (vg, vy, . . . , Vg4+1) un uv-camino de longitud k+ 1, con 1 < k. Veamos
que W contiene al menos una uv-trayectoria.

Caso 1. W no repite vértices.
Entonces W es una uv-trayectoria.
Caso 2. W repite vértices.

Seanip:=min {i € {0,. . . ,n}:vi=v,i#jlyii=mix {i € {0,. .., n}:vi=v}
Observemos que en este caso iy y i1 estan bien definidos y ip < .

Tenemos que el camino Wi, con Wi = (vo, W, v;)) U (v, W, vi4 1), es un uv-camino de longitud
ny=k+1— (i1 —ip) tal que Wy C W. Como iy < i1, entonces n1 =k+1 — (i; — ip) < k+1;es
decir, n; < k. Por hipétesis de induccion tenemos que W) contiene al menos una uv-trayectoria 7.
Como W; es un subcamino de W, entonces T es una uv-trayectoria contenida en W. Por lo que W
contiene al menos una uv-trayectoria.

Por lo anterior concluimos que todo #v-camino contiene al menos una uv-trayectoria. ll

El siguiente teorema es un resultado sobre graficas bipartitas que nos indica bajo qué condi-
ciones existe un apareamiento que satura a alguna de las partes en la biparticion de los vértices de
la grafica. Este teorema serd utilizado para la demostracién del teorema[2.2.2]

Teorema 1.1.2. (Teorema de Hall [2)]) Si G es una grdfica bipartita con particion (A, B), entonces
existe un apareamiento que satura todo vértice de A si 'y solo si para todo subconjunto de vértices
S de A, se tiene que |N(S)| > |S|.

1.2 Digraficas

Una digrafica D es una pareja (V, F), donde V es un conjunto finito y no vacio, llamado conjunto
de vértices de D, y F es un conjunto de parejas ordenadas de elementos distintos de V, llamado
conjunto de flechas de D. Denotamos por V(D) a V y F(D) a F para hacer énfasis en que se
trata del conjunto de vértices y flechas, respectivamente, de D. Los elementos de V son llamados
vértices y los elementos de F son llamados flechas de la digrdfica D. Dada una flecha (i, v) en
F, decimos que # domina a v, o que v es dominado por u, también usamos la notacién u — v,
decimos que u y v son los extremos de la flecha (u, v); llamaremos conjunto de vecinos exteri-
ores de u al conjunto de todos los vértices dominados por # y lo denotaremos por O(u), siendo cada
elemento de éste un vecino exterior de u; asi mismo, llamaremos conjunto de vecinos interiores
de u al conjunto de todos los vértices que dominan a u y lo denotaremos por /(u), cada elemento
de I(u) es un vecino interior de u. La cardinalidad de O(u) es llamada exgrado de u, denotado
por 81 (u). Asi mismo, la cardinalidad de /() es llamada ingrado de u y lo denotamos por 8~ (u).
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1.2 Digraficas

Si I(u) es vacio, entonces decimos que u es un transmisor. Si O(u) = @, entonces decimos que
u es un receptor. Podemos representar una digrdfica D en el plano, dibujando un punto por cada
vértice y una flecha que comienza en el punto u y termina en el punto v para representar la flecha
(u,v)en F(D). Enla ﬁgura(a) representamos la digrafica D = ({u, v, w}, {(u, v), (u, w), (v, w)}).

D: G[D] : u

(a) (b)

Figura 1.6: (a) Representacion de una digréfica D; (b) Grafica subyacente de la digréfica D

Dados u y v vértices de una digréfica D, un uv-camino dirigido C en D es una sucesion finita
de vértices (ug, ua, . . . , u,) tales que up = u, u, = vy u;uiy; € F paratodo entero i entre Oy n— 1.
Definimos a la longitud del camino C como el nimero 7, denotada por /(C). Si C no repite vértices,
decimos que C es una uv-trayectoria dirigida. C es un camino dirigido cerrado si comienza y
termina en el mismo vértice. Si C es un camino dirigido cerrado de longitud mayor o igual que dos
que no repite vértices, salvo el primero y el dltimo, decimos que C es un ciclo dirigido. Si u; y u;
son dos vértices de C, con i < j, el subcamino dirigido (u;, ui11, . . . , uj—_1, u;) de C es denotado
por (u;, C, uj).

Dados dos vértices u y v, definimos la distancia dirigida de u a v en D, denotada por d(u, v),
como min {/(C) : C es una uv-trayectoria dirigida en D}. Si no existen uv-trayectorias dirigidas,
decimos que la distancia dirigida de u a v es infinito; esto es, d(u, v) = co. También usamos la no-
tacién dp(u, v) cuando queremos hacer énfasis en que la distancia dirigida la estamos considerando
en la digrafica D. Observemos de la definicion anterior que la distancia dirigida no es simétrica.

Decimos que la digrifica E es una subdigrafica de la digréfica D si tenemos que V(E) C V(D)
y F(E) C F(D). Dada una digrafica D = (V, F) y un subconjunto de vértices W de V (D), definimos
la subdigrafica inducida (por vértices) por W en D como la digrifica (W)g cuyo conjunto de
vértices es W y su conjunto de flechas es {(x, y) € F(D) : {x,y} C W}. Asi mismo, dado B C F(D),
definimos la subdigrafica inducida (por flechas) por B en D como la grifica (B)¢ cuyo conjunto
de flechas es B y su conjunto de vértices es el conjunto de los extremos de las flechas en B.

Dada una digrafica D = (V(D), F(D)), llamamos grafica subyacente de D a la grafica G[D],
cuyo conjunto de vértices es V(G[D]) := V(D) y cuyo conjunto de aristas estd definido como
A(G[D)) := {{u, v} : (u,v) € F(D)}. Enla ﬁguratenemos las representaciones de la digrafica
D y su gréfica subyacente G[D].

Un torneo T es una digrafica tal que para cualesquiera dos vértices u y v, se tiene que (u, v) 0
(v, u) son flechas de T, pero no ambas simultineamente. Dado un enteron > 2y Ay, . . . , A,
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1. PRELIMINARES

conjuntos no vacios ajenos dos a dos, un torneo n-partito 7(A;, . . . , A,) es una digrafica con
conjunto de vértices A} U . . . UA,, y tal que (u, v) es flecha de T si y solo si:

l.ucAjyveAjconi#j;
2. (v, u) no es flecha.
Cuando n = 2, decimos que T'(A, B) es un torneo bipartito.

En particular, un torneo 7 = (V(T'), F(T)) con n vértices se puede ver como un torneo n-partito,
donde cada parte de la particidn tiene un tinico elemento.

Tl: TQ.

(a) (b)

Figura 1.7: (a) Representacién de un torneo 77; (b) Representacién de un torneo bipartito 7> con par-
ticién (A, B)

En la figura[I.7] 7; representa un torneo y 75> representa un torneo bipartito, en la cual una par-
ticién es {{u, v}, {w, z}}.

Dada una digrifica D = (V(D), F(D)), decimos que un vértice v en V(D) es un k-rey si y solo
si d(v, w) < k para todo vértice w de V(D). Cuando k = 2, simplemente decimos que v es un rey.
Observemos que todo k-rey es un r-rey para todo r mayor o igual a k.

Dados un torneo bipartito 7 (A, B) y un entero k mayor o igual que 2, definimos Ky(T(A, B))
como el conjunto de k-reyes en T(A, B). Asi mismo, K;(A) y K;(B) son los conjuntos de k-reyes en
Ay en B, respectivamente; esto es, Ki(A) := Ky (T'(A, B)) N Ay Ki(B) := Ki(T (A, B)) N B. Decimos
que T(A, B) es del tipo (m, p; n, )i si |A| = m, |B| = n, |Ki(4)| = p y |Ki(B)| = q.

1.2.1 Resultados basicos de la teoria de digraficas

Teorema 1.2.1. Sea D una digrdfica. Si uy v son dos vértices distintos en V(D), entonces todo
uv-camino dirigido contiene al menos una uv-trayectoria dirigida.

Demostracién. Supongamos que existe al menos un uv-camino dirigido.

18



1.2 Digraficas

Sea W = (vg, vi, . . ., vy) un uv-camino dirigido de longitud n (vo = u y v, = v). Veremos que
W contiene una uv-trayectoria dirigida.

Procedamos por induccién sobre la longitud n del camino dirigido W.

Base de induccion. Para n = 1 tenemos que W = (i, v). Como u # v por hipétesis, entonces W
es una uv-trayectoria dirigida.

Hipétesis de induccién. Supongamos que para n < k, con 1 < k, si W es un uv-camino de
longitud n, entonces W contiene al menos una uv-trayectoria dirigida.

Paso inductivo. Sea W un uv-camino dirigido de longitud £+ 1, con 1 < k. Veamos que W
contiene al menos una uv-trayectoria dirigida.

Caso 1. W no repite vértices.
Entonces W es una uv-trayectoria dirigida.
Caso 2. W repite vértices.

Seanip:=min {i € {0,. .. ,n}:vi=v;,i#jtyii=max {i € {0,. .., n}:vi=v}
Observemos que en este caso iy y ij estdn bien definidos y iy < ij.

Tenemos que Wi, con W = (vo, W, vi)) U (v, W, vi41), es un uv-camino dirigido de longitud
ny=k+1— (i; — i) tal que Wy C W. Como iy < iy, entonces nj = k+1 — (i — ip) < k+1;
es decir, n; < k. Por hipétesis de induccidn tenemos que W contiene al menos una uv-trayectoria
dirigida T. Dado que W es un subcamino dirigido de W, entonces T es una uv-trayectoria dirigida
contenida en W. Por lo que W contiene al menos una uv-trayectoria dirigida.

Por lo anterior concluimos que todo uv-camino dirigido contiene al menos una uv-trayectoria

dirigida. @

Lema 1.2.1. Sea D una digrdfica. Si E es una subdigrdfica de D, entonces para cualesquiera
vértices uy v de E se tiene que dp(u, v) < dg(u, v) o dg(u, v) = oo.
Demostracion. Sean u y v dos vértices de E. Observemos que, por las definiciones de sub-

digraficay de trayectoria dirigida, tenemos que toda uv-trayectoria dirigida en E es una uv-trayectoria
dirigida en D. Tomaremos dos casos.

Caso 1. dg(u, v) = .

En este caso no hay nada que probar.

Caso 2. dg(u, v) = n, para algin entero no negativo n.

En este caso existe una uv-trayectoria dirigida 7 de longitud n en E. Como toda uv-trayectoria

dirigida en E es una uv-trayectoria dirigida en D, tenemos que T es una uv-trayectoria dirigida de
longitud n en D. Asi, dp(u, v) < n, por la definicién de distancia dirigida. Por lo tanto, tenemos que
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1. PRELIMINARES

dp(u,v) < dg(u, v).

Por los casos (1) y (2), el lema[I.2.T]queda demostrado. W
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Torneos bipartitos con
2-reyes y 3-reyes

En este capitulo veremos algunos resultados sobre 2-reyes y 3-reyes en torneos bipartitos. La
primera seccion de este capitulo la dedicamos a explorar qué ocurre con un torneo bipartito 7'(A, B),
respecto a la cardinalidad de A y B y a su nimero de 2-reyes, de acuerdo al nimero de transmisores
que tiene, agotando el caso en que tiene un Unico transmisor y también el tema de los 2-reyes.
Damos algunos resultados que usaremos en demostraciones de la segunda seccion.

En la segunda seccién damos una caracterizacion de los 3-reyes en torneos bipartitos y vemos las
condiciones de existencia para torneos del tipo (m, m; n, n)3. Enunciamos el teoremam dando
una demostracion alternativa a la dada en el articulo de Petrovic. Este resultado serd utilizado en la
demostracién del lema[3.0.4l Para el teorema[2.2.2] también escribimos una demostracién diferente
a la que se presenta en el articulo de Petrovic y Thomassen, elaborando una construccién y usando
el teorema de Hall. Ademads, enunciamos una caracterizacion estructural de los torneos bipartitos
del tipo (m, m; n, n)3 usando ciclos dirigidos (teorema @]}, caracterizacién que obtuvimos du-
rante el desarrollo del presente trabajo, y establecemos condiciones bajo las cuales existen torneos
bipartitos donde una parte tiene a lo mas un 3-rey y la otra parte tiene al menos dos 3-reyes (teore-

mas[2.2.5]y[2.2.6).
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

2.1 Torneos bipartitos con 2-reyes

Antes de comenzar con los resultados de k- reyes, daremos unos lemas que, a pesar de ser sencillos,
nos serdn de utilidad para resultados posteriores.

Lema 2.1.1. Sea T(A, B) un torneo bipartito. Si T(A, B) no tiene transmisores, entonces |A| > 2y
B| > 2.

Demostraciéon. Procediendo por contradiccién. Supongamos que |A| =1 o |B| = 1. Si tenemos
que |A| = 1 entonces A = {u}, por lo que u domina a cada vértice de B o existe un vértice w en B tal
que w domina a u; es decir, (1, y) € F(T(A, B)) para todo y en B o (w, u) € F(T(A, B)) para algtin
w en B, esto es, u es un transmisor o existe un transmisor w en B, lo cual es una contradiccién, pues
T (A, B) no tiene transmisores (ver la ﬁgura. Andlogamente, si |B| = 1, entonces T'(A, B) tendria
transmisores. ll

A={u} B A= {u} B

(a) (b)

Figura 2.1: Representacion del lema en el caso |A| = 1. En este caso T(A, B) tiene transmisores,
ya que: (a) u domina a cada vértice de B o; (b) existe un vértice w en B tal que w domina a u

Lema 2.1.2. Sea T(A, B) un torneo bipartito. Si T(A, B) tiene al menos dos transmisores, entonces
mdx {|A|, |B|} > 2.

»

Demostracién. Sean u y v dos vértices distintos en V(T'(A, B)), tales que son transmisores en
T(A, B). Por definicién de transmisor, tenemos que /(x) y I(v) son conjuntos vacios, de lo cual se
sigue que (u, v) ¢ F(T(A, B)) y (v, u) ¢ F(T(A, B)). De acuerdo a la definicién de torneo bipar-
tito, esto solo ocurre cuando u y v estdn en la misma parte en la particiéon. Sin perder generalidad,
supongamos que u y v estdn en A. Entonces 2 < |A| < mdx {|A], |B|}, con lo cual queda demostrado
el lema. H

Observemos que, por la demostracién anterior, todos los transmisores de T'(A, B) estdn en la

misma parte en la particién. Esto es, todos los transmisores estdn en A o todos los transmisores
estdn en B. En caso de que no haya transmisores, la afirmacién se cumple por vacuidad.
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2.1 Torneos bipartitos con 2-reyes

Teorema 2.1.1. Todo torneo bipartito con al menos dos transmisores no tiene k-reyes.

Demostracién. Sea T'(A, B) un torneo bipartito con al menos dos transmisores. Sean u y v dos
vértices distintos en V(T (A, B), tales que son transmisores en 7'(A, B).

Supongamos que existe un vértice w en V(T'(A, B)) tal que w es un kp-rey en T'(A, B), para algin
entero ko con ky > 2. Sabemos que u y v son vértices distintos, entonces w es distinto al menos
a alguno de ellos, sin perder generalidad suponemos que w es distinto a v. Como v es transmisor,
por definicién /(v) = 0. En particular no hay wy-caminos dirigidos; es decir, d(w, v) = co. Por otro
lado, al ser w un kg-rey, tenemos d(w, v) < ko, lo cual no es posible puesto que no hay wv-caminos
dirigidos. Por lo tanto, no hay k-reyes en T(A, B). B

Lema 2.1.3. [4|] Sea T(A, B) un torneo bipartito. Si v es un vértice de T(A, B), entonces v es un
2-rey si y solo si v es el uinico transmisor en T (A, B).

Demostracion. Sea v un 2-rey. Demostraremos que O(v) = B y que para cada vértice x en
V(T (A, B)\{v} se tiene I(x) # 0.

Sin perder generalidad podemos suponer que v estd en A. Como v es un 2-rey entonces para
todo vértice b en B se tiene d(v, b) = 1; esto es O(v) = By I(b) # 0. Por otro lado, para todo vértice
aen A\{v} se tiene d(v, a) = 2; esto es, existe un vértice b, en B tal que (v, b,, a) es una trayectoria
dirigida de longitud dos, lo que implica que I(a) # 0 (ver la figura[2.2). Asi, O(v) = B y para cada
vértice x en V(T (A, B))\{v} se tiene I(x) # 0. Por lo tanto v es el dnico transmisor en T'(4, B).

B

Figura 2.2: Representacion de la necesidad del lema El vértice v es un 2-rey, por lo que v domina
a cada vértice de la parte B, lo que se representa en la figura mediante una flecha gruesa

Ahora supongamos que v es el unico transmisor en 7(A, B) y sin perder generalidad supong-
amos que v estd en A. Demostraremos que d(v, x) < 2 para todo vértice x en V(T (A, B))\{v}.

Como v es transmisor, v € A 'y T(A, B) es bipartito, entonces O(v) = B; es decir, que para todo
vértice u en B se tiene que d(v, u) = 1.
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Figura 2.3: Representacion de la suficiencia del lema El vértice v es el tnico transmisor en 7' (A, B)
y estd en A, por lo que v domina a cada vértice de la parte B, lo cual representamos en la figura mediante
una flecha gruesa

Sea w un vértice en A\{v}. Como v es el Unico transmisor, sabemos que I(w) # @, por lo que
existe un vértice z en B tal que (z, w) € F(T(A, B)); ademds v domina a cada vértice en B, en
particular (v, z) € F(T'(A, B)). Con lo anterior tenemos que (v, z, w) es una trayectoria dirigida de
longitud dos, entonces d(v, w) = 2 (ver la figura[2.3)). Por lo tanto v € K>(T'(A, B)). &

Corolario 2.1.1. [4] Un torneo bipartito contiene a lo mds un 2-rey.

Demostracion. La demostracién es inmediata del lema|2.1.3] ya que un vértice es un 2-rey si
es el inico transmisor.

Corolario 2.1.2. Sea T(A, B) un torneo bipartito con |A| = my |B| = n. Si T(A, B) tiene un tinico
transmisor en A, entonces T (A, B) es del tipo (m, 1; n, 0);, para todo entero k con k > 2.

Demostracion. Sea T(A, B) un torneo bipartito con exactamente un transmisor v, con v en A .
Por el lema[2.1.3]sabemos que v es un 2-rey. Entonces v es un k-rey para todo entero k, con k > 2.
Dado un vértice w en V(T (A, B))\{v}, tenemos d(w, v) = o0, ya que v es transmisor (por definicién,
esto es: I(v) = 0), por lo que w no puede ser r-rey para ningtin entero r con r > 2. Asi, T(A, B) es
un torneo bipartito del tipo (m, 1; n, 0);, para todo entero k con k > 2. H

2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Consideremos una digréfica D, S'y T subconjuntos de vértices de D, u y v vértices de D. En adelante
usaremos la siguiente notacién:

1. Si u domina a v, lo escribiremos u — v;
2. Si u domina a cada vértice de T, escribiremos u — T;

3. Si cada vértice de S domina a v, escribiremos S — v;
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

4. Si cada vértice de S domina a cada vértice de T, escribiremos S — T.

Lema 2.2.1. [4] Sean T(A, B) un torneo bipartito y v un vértice en A. El vértice v es un 3-rey si y
solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. O(v) € O(x) para todo vértice x en A\{v};

2. B no contiene transmisores.

Demostracién. Supongamos que v es un vértice en A tal que v es un 3-rey de 7. Demostraremos
que:

1. O(v) € O(x) para todo vértice x en A\{v};

2. B no contiene transmisores.

Primero demostraremos que se cumple 1. Sea x un vértice en A\{v}. Entonces d(v, x) = 2, por
lo que existe una trayectoria dirigida de longitud dos de v hacia x, esto significa que existe un vértice
ten Btal que v — t — x; es decir, t € O(v) y t € I(x) (ver la figura @ Lo anterior nos dice que
O(v) € O(x), ya que I(x) N O(x) = 0.

A B

Figura 2.4: Representacion de la necesidad del lema [2.2.1} en el caso x € A\{v}. Donde tenemos el
vértice t, tal que t € O(v) y t ¢ O(x)

Ahora demostraremos 2. Para todo vértice w de B, tenemos que d(v, w) < 3, por lo que se
cumple que I (w) # 0, puesto que hay una trayectoria dirigida de v hacia w de longitud a lo mas
tres (ver la figura[2.3)), lo que implica que w no puede ser transmisor. Entonces B no contiene trans-
misores.
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

(a) (b)
Figura 2.5: Sid(v, w) < 3, entonces (a) d(v, w) =3 o0; (b) d(v, w) = 1

Reciprocamente, supongamos que v es un vértice en A y cumple las condiciones (1) y (2) del
lema Veremos que v es un 3-rey; es decir, d(v, x) < 3 para cada vértice x en V(T (A, B))\{v}.

Dado un vértice u en A\{v}, la condicién O(v) € O(u) significa que existe un vértice x en B tal
que x € O(v) y x ¢ O(u); es decir, v — x y como T(A, B) es un torneo bipartito, entonces x — u;
esto es v — x — u, lo que significa que d(v, u) = 2 (ver la figura[2.6).

Figura 2.6: Representacion de una parte de la suficiencia del lema si v es un vértice en A que
cumple las condiciones (1) y (2) del lema y u es un vértice en A\ {v}. Observamos que x € O(v) y
x ¢ O(u)

Si w es un vértice de B, como B no tiene transmisores, en particular w no es un transmisor; es
decir, existe un vértice ¢ en A tal que (¢, w) € F(T (A, B)). Consideramos dos casos sobre vy w.

Caso 1. v domina a w.
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

En este caso tenemos que d(v, w) = 1 (ver la figura[2.7).

Figura 2.7: Representacion de una parte de la suficiencia del lema si v es un vértice en A que
cumple las condiciones (1) y (2) del lemalf_ffl y wes un vértice en B. Caso (1): v domina a w

Caso 2. v no domina a w.

Figura 2.8: Representacion de una parte de la suficiencia del lema si v es un vértice en A que
cumple las condiciones (1) y (2) del lema@ y w es un vértice en B. Caso (2): v no domina a w

Tenemos que v no domina a w, entonces ¢ # v, porque ¢ domina a w. Como ¢ € A\{v}, entonces
d(v, t) = 2; es decir, existe un vértice b en B tal que (v, b, t) es una trayectoria dirigida de longitud
dos. Asi (v, b, t, w) es una vw-trayectoria dirigida de longitud tres, esto significa que d(v, w) =3
(ver la figura[2.8). Por lo tanto v es un 3-rey. W
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Teorema 2.2.1. Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores. Si v es un vértice en A tal que
d(v, u) = 2 para todo vértice u en A\{v}, entonces v es un 3-rey.

Demostracién. Observemos que |A| > 2y |B| > 2, ya que T(A, B) no tiene transmisores (lema

2.L1D).

Veamos que v es un 3-rey; es decir, que para todo vértice w en V(T(A, B))\{v} tenemos que se
cumple que d(v, w) < 3.

Sea w un vértice en V(T'(A, B))\{v}. Si w € A\{v}, por hipétesis se tiene que d(v, w) =2 < 3.
Ahora supongamos que w € B.

Primero observemos que O(v) # 0. Como |A| > 2, entonces A\{v} # 0, por lo que existe un
vértice u en A\ {v}. Por hipétesis se tiene que d(v, u) = 2; es decir, existe (v, b, u) una vu-trayectoria
dirigida de longitud dos, donde b € B, por lo que b € O(v) (esto es, O(v) # 0). Ademas, sabemos
que T(A, B) no tiene transmisores, en particular v no es un transmisor; es decir, /(v) # 0. Por lo
anterior, tenemos B = O(v) U I(v), donde O(v) y I(v) son ajenos y no vacios.

Siw € O(v) se tiene que d(v, w) = 1. Supongamos w € I(v). Como w no es transmisor y w — v,
entonces existe un vértice z en A\{v} tal que z — w. Luego z € A\{v}, implica (por hipétesis) que
existe (v, b', ) una vz-trayectoria dirigida de longitud dos, donde b’ € O(v) (esto es, b’ # w). Por lo
anterior, tenemos que (v, b, z, w) es un vw-camino dirigido de longitud 3; es decir, d(v, w) < 3 (ver

la figura[2.9).

Figura 2.9: Si w € I(v), entonces d(v, w) =3

Por lo tanto, d(v, w) < 3 para todo vértice w en V(T (A, B))\{v}; es decir, v es un 3-rey. B
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Teorema 2.2.2. [4|]] Sean n y m niimeros enteros tales que 2 < n < m. Entonces existe un torneo
bipartito T(A, B) con |A| = m, |B| = n del tipo (m, m; n, n)s si 'y solo si m < (LgJ)'

A continuacién veremos un resultado que nos serd de utilidad para la demostracion del teorema

222

Lema 2.2.2. Sea T(A, B) un torneo bipartito. Si todos los vértices de A son 3-reyes, entonces
tenemos que |A| = |{O(a) : a € A}|.

Demostracién. Sea f : A — {O(a;) CB:i€{0,...,m— 1}},tal que f(a;) = O(a;).
Veremos que f es biyectiva.
La suprayectividad de f se da inmediatamente por la definicién de su contradominio.

Ahora veremos que f es inyectiva. Supongamos que f(a;) = f(a;) para algunos enteros i y j
entre 0 y m — 1; esto es, O(a;) = O(a;). Al ser a; y a; 3-reyes, el lemanos dice que si a; # aj,
entonces O(a;) Q O(aj)y O(aj) g O(a;). De esta manera, O(a;) = O(a;) nos da a; = a; (pues a; y a;
son 3-reyes); es decir, f es inyectiva.

Por lo tanto, hay tantos conjuntos de vecinos exteriores de vértices de A como la cardinalidad
misma de A. Con lo que queda demostrado el lema |

Demostracion del teorema Para la necesidad del teorema, dados dos niimeros enteros m
yncon2 <n<m< (Lg J) construiremos un torneo bipartito 7 (A, B) con las caracteristicas dadas;

es decir, de 1a forma (m, m; n, n)s.
Sean n y m nimeros enteros tales que 2 <n <m < (ng).
Tomemos dos conjuntos Ay BconANB=0,A={ag,...,am_1}yB={bo,...,bu_1}.

En la construccion que sigue tendremos que A U B sera el conjunto de vértices y para cada i
entre 0 y m — 1 daremos un conjunto O(a;) con O(a;) C B, el cual serd el conjunto de vecinos
exteriores del respectivo a;. Por el lema se debe tener que O(a;) # O(ay) si j # k.

Comenzaremos la construccion de los conjuntos de vecinos exteriores. Dado un entero i tal que
i€f{0,...,n—1},sean:

Coi= (b imoan k€ {0, 3] — 1}):

D,' = B\C,';

0;:= D(iJrl)modn'

De la definicién anterior observamos que para todo entero i entre 0 y n— 1 tenemos |C;| = [ 5],
IDi| =n — [5] y |0i| =n — [5]. Como 2 < n, se sigue inmediatamente que 1 < |7 ], ademds
sabemos que n — [ 5| > | 5], por lo que también se tiene 1 < n — | 5]; es decir, los C;, D; y O; son

no vacios. Por construccién sabemos C; # C; si i # j, entonces D; # Dy O; # O; cuando i # j.
Por otro lado, los conjuntos {C; ?;01, {D; ;‘;01 y {0; ;7;01 tienen la misma cantidad de elementos,
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Figura 2.10: Representacion de los conjuntos C;

a saber n elementos con n > 2. De lo dicho hasta aqui se concluye que los conjuntos C;, D; y O;
existen y son no vacios (ver la figura [2.10).

Sea O un subconjunto de P(B) con O C {X C B: |X|=n — | 5]}y tal que:

1. {0;:i€{0,...,n—1}}COy;
2. 10|=m

Observemos que una elecciéon de O como la anterior es posible, ya que respecto a las cardinali-
dades de los conjuntos referidos tenemos que:

{Oisi€ {0, o= 1) =n [{X CB: X|=n— [8]}=(,y)) = (&) yn<m< (|

)

Puesto que |A| = |O| = m, consideremos una funcién biyectiva ¢ : A — O tal que para todo
subindice i entre 0 y n — 1 se cumple que ¢(a;) = O;.

[SERS]
[SERS]

Para cada elemento v de A U B, definimos los siguientes conjuntos:
1. Sivestden A, entonces O(v) := ¢(v) y I(v) := B\O(v);

2. Sivestden B, entonces I(v) :={a € A: v € ¢(a)}, O(v) :=A\I(v).
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

En particular, para un entero i entre 0 y n — 1 tenemos:

O(ap) = {bo, bL%J b R S

+17 75427

O(a1) ={bo, b1, b, b o bet )

2120 Y843

Oa2) = {bo. b1 b2 by by oo bact )

143> 151440

On1)={by by e - bat i
Iap)=1{b1, bs, . . ., bL%J};

Iay)={by, b3, . . ., b[gJ+1};
la) = {bs. b . by L}

I(ap—1) ={bo,by,...,b

Figura 2.11: Representacion de los conjuntos O(a;) paraientre 0y n — 1
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Lo anterior lo podemos ver en la figura[2.11

Observemos que, con esta definicion, se cumple que O(v) N I(v) = @ y también se cumple que
OW)UIv)=BoOW)UI(v)=A,siveEAov e B, respectivamente.

Afirmamos que, con lo anterior, el torneo bipartito Ty(A, B) inducido por ¢ (por definicion,
V(Ty(A, B)) :=A UBYy F(Ty(A, B)) :={(a, b) : b € O(@)} U {(b, a) : b € I(a)}) es un torneo
bipartito del tipo (m, m; n, n);. Para demostrar esta afirmacién usaremos el lema m esto es,
demostraremos que ni A ni B tienen transmisores y que para cualesquiera u y v vértices distintos de
Ty (A, B) se tiene que:

1. O(u) € O(v), si {u, v} C A;

2. O(w) € O(v), si {u, v} CB.

Primero veamos que Ty (A, B) es, en efecto, un torneo bipartito:

Sean v y w dos elementos distintos de A. Como A N B =0, O(v) C By O(w) C B, entonces
tenemos que v ¢ O(w) y w ¢ O(v). Andlogamente se tiene que I(v) C By I(w) C B, lo que implica
que v ¢ I(w) y w ¢ I(v). Es decir, no hay flechas entre los elementos de A.

Sean v y w dos elementos distintos de B. Sabemos que AN B =0, O(v) CAy O(w) C A,
entonces v ¢ O(w) y w ¢ O(v). Andlogamente I(v) CAy I(w) C A, porloquev & I(w)yw ¢ I(v).
Esto es, no hay flechas entre los elementos de B.

Sean a y b dos elementos de V(T (A, B)) tales que a € Ay b € B. Sabemos que se cumple que
B=0(a)UI(a)y que O(a) N I(a) = 0, entonces se da alguno de los siguientes casos que no pueden
ocurrir de forma simultanea:

Caso 1. b € O(a).

En este caso a € I(b), a ¢ O(b) por las definiciones de estos conjuntos. Asi, b € O(a) implica
que (a, b) € F(Ty(A, B)), por definicion de F(Ty(A, B)).

Caso 2. b ¢ O(a).

En este caso b € I(a), lo que implica que a € O(b), asi que a ¢ I(b) por las definiciones de estos
conjuntos. Entonces (b, a) € F(Ty(A, B)), por definicion de F(Ty(A, B)).

Por los casos (1) y (2) tenemos que entre cualesquiera elementos a de A y b de B hay una y solo
una flecha.

Por lo anterior tenemos que Ty (A, B) es un torneo bipartito.
Ahora, usando el lema veremos que el torneo bipartito Ty (A, B) es de la forma (m, m; n, n)s.

Afirmacion 1. A no tiene transmisores.
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Sea a un vértice de A. Sabemos que I(a) = B\O(a) con |O(a)| =n — | 5]y |B| = n, por lo que
I(@)| = |%] > 3] = 1, puesto que n > 2. Esto significa que todo vértice a de A tiene al menos un
vecino interior; es decir, A no tiene transmisores.

Afirmacion 2. B no tiene transmisores.

Sea b un vértice de B. Por la definicién de B, sabemos que ocurre que b = b;, para algin entero
italquei € {0,...,n — 1}. Ademds b; ¢ C(j;1)modn> de otra manera existe un entero ko entre 0 y

|5] — 1tal que b; = by |11y modn> €SO €S, i Z i+ 1 + ko, lo que implica que 1 + kg = 0, pero sabe-

mos que 0 < 1 < 1+kg < [5] < n,locual contradice 1 + ko £ 0. Por lo tanto b; € B\C(i11)modn>
pero B\C(,-+1)m0dn = D(i+1)modn = Oi = O(a;). Lo anterior significa que b; es un vecino exterior de
aj, lo cual implica que b; no puede ser un transmisor. Por lo tanto B no tiene transmisores.

Afirmacion 3. Todo vértice de A es un 3-rey.

Sean v y w dos vértices distintos en A. Veamos que O(v) € O(w) y O(w) € O(v). Por definicién,
como ¢ es biyectiva, tenemos que @¢(v) # ¢(w), y puesto que todas las imagenes bajo ¢ tienen la
misma cardinalidad; es decir, [p(v)| = |¢(w)| =n — | 5], entonces tenemos que ¢(v)  p(w) y que

d(w) € (v); es decir, O(v) £ O(w) y O(w) & O(v).

Como B no tiene transmisores, por lo anterior y por el lema tenemos que todo vértice de
A es un 3-rey.

Afirmacion 4. Todo vértice de B es un 3-rey.

Sean vy w dos vértices distintos de B. Veremos que O(v)  O(w) y O(w) 7,@ oWw).

A B

Figura 2.12: Representacion de los vértices aq y ag que buscamos para la demostracion de la afirmacion
(4) en la necesidad del teoremam
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Sabemos, por definicién de B, que v=>b; y w=>bjcon {i, j} C{0,. .. ,n— 1}y j#i
Supongamos que i < j. Veamos que hay dos vértices aq y ag en A tales que aq € O(W)\O(v) y que
ag € O()\O(w); es decir, ag € O(b)\O(b) y ag € O(b;)\O(b)). Lo anterior equivale a decir que
bj€l(aq)y b; € O(aq); b; € I(ag)y bj e O(ag). Esto es, se tiene un ciclo dirigido de la forma
(bi, ag, bj, ag, b;), como se puede ver en la ﬁgura

Basandonos en los conjuntos de vecinos exteriores que dimos para los elementos de A, obten-
dremos subindices @ y B que cumplan lo anterior y tales que {a, B} € {0,...,n — 1}.

Seap:=min{xeN:i<x<j j—x<|5] -1}

Como j cumple que j — j=0< [5] — 1yi< j < j, entonces tenemos que
{xeNii<x<j,j—x<[5] - 1} es un conjunto no vacio, por lo que i estd bien definido.

Seano:=pu —1yB:=(u—1-[5] —modn,conlc {0, 1}; donde tenemos que [ =1 sin
esimpary j — i > | 5| o tenemos que / = 0 para los demds casos.

Afirmamos que @ y 3, asi definidos, cumplen que b; € I(aq), b; € O(aq), b; € I(ag) y
bj € O(ap).

Antes de comenzar la demostracion de nuestra afirmacion, recordemos algunas definiciones y
hagamos unas observaciones con base en ellas.

Sea r un entero entre 0 y n — 1. Respecto a las cardinalidades de los conjuntos C;, D; y Oy,
tenfamos que, por las observaciones anteriores, se cumple: |G| = |5 ]; [D;|=n — [5] =[5],y
|O/|=n— 5] =[5]. Ademds, por la definicién de los vecinos exteriores e interiores de los vértices
de A, se tienen las igualdades O(a;) = O; = D,+1 y I(a;) = B\O(a;) = B\O, = B\D, 1| = C,;. Por lo
que [O(a,)| = [%1 y ()| = |5]; con Oar) y 1(a;) ajenos y O(ar) U I(a;) = B.

Veamos como son I(aqy) y I(aﬁ). Sabemos que I(ay) =Cy+1y I(aﬁ) = Cﬁ+1; es decir,
llag)=Cyyl(ag) = C;L—L%J—l’ por las definiciones de @ y 8. Por otro lado, por la definicién de u,
tenemos:

Cu= {b(u+k)modn tke {O’ R I_%J - 1}}’
Clu—13)-tymodn = b3~ 1+kymodn : K €{0,. .., [5] — 1}}
Pero sabemos que u — | 5| —I+k=(u — 1 —1) = ((|5] — 1) — k), donde tenemos que

(53] =) —ke{0,...,[5] — 1} debidoaquek € {0,. .., [5] — 1}. Esto significa que
podemos reescribir a C(y—L%j—l) modn COMO:

C(qu%jfl)modn = {b((pflfl)fk’)modn S {0’ BRI L%J - 1}}
En general tenemos las siguientes igualdades:
laq) = {b(u+k)m0dn tke {O’ SRR L%J - 1}};

1ag) ={b(u—1-1)kymodn : K €{0,. .., [5] — 1}}.
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Donde observamos que I(ag) y I(a ﬁ) no tienen elementos en comun (ver la figura @

JT(N, ;) = C.:p—l—f]mnfﬁ’.li

Bi(u—1-1)— (18] 1))modn

buwn'f_jr —1)ymadn

Ia,)

Figura 2.13: Representacién de I(aq) e I(ag). Recordemos que se cumplen: 1) i < j;
Du=min{xeN:i<x<jj—x<|5]—1}y;3)setienequel/=1sinesimparyj—i>|5]o0
se tiene que / = 0 para los demds casos

En efecto, supongamos que I(aq) N I(ag) # 0, esto significa que existen enteros k; y k» con
{ki, ka} ©HO, ..., [5] — 1}, tales que by )modn = D((u—1-1)—ky)modn’ €S decir, que cumplen la
congruencia (1 +kj)mod n = (U — 1 —1) — kp)mod n; esto es, i + ki = (u—1—1)—kp. Usando
las propiedades de las operaciones en las congruencias (médulo 7), obtenemos: ki + k» £ _1-1,
donde (—1—1) € {—1, =2}, puesto que / € {0, 1}. Como {ki, k2} € {0, ..., 5] — 1}, se tiene
que 0 <ky +ky < (5] = D+([5] —D=2[5] —2<n—2<n— 1. Porlo tanto se tienen tres
condiciones para ki, k» y [, a saber:

1okj+ky = —1—1;
2. (—1=De{-1,-2y;
3.0<ki+kr<2|%] -2<n—-2<n-1.

Las tres condiciones se satisfacen simultdneamente soloen el caso ky + ko =n —2yl=1,ya
que no hay otro nimero k; + k entre 0 y n — 2 (condicién (3)) que sea congruente con —1 o con
—2 médulo n (condiciones (1) y (2)). De acuerdo a la definicién de /, [ = 1 en particular cuando n
es impar. Pero n impar implica que k; + k> <2|5] —2=m —1) —2=n—3 <n — 2, lo cual
contradice k; + kp =n — 2. Por lo tanto I(ag) N I(aB) =0.
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Ahora veremos que b; € I(aq) y b; € O(aq); b; € I(aﬁ) yb;e O(aB). Para ello consideraremos
dos casos.

Caso 1. nesimpary j —i> [5].

Demostraremos que O(b;) € O(b;) y O(b;) € O(b;). En particular veremos que aq € O(b;)\O(b;)

y ag € O(b)\O(b)); es decir, que o y B cumplen b; € I(aq), bj € Oap), b; € I(ag) y b € O(aq).
Esto es, que se tiene el ciclo dirigido (b;, ag, bj, aq, by).

Como j —i> | 5],y por la definicién de u sabemos que j — u < |5] — 1yi < pu < j, entonces
i<j—|5]yJj—15]+1< u. Delo anterior obtenemos lo siguiente:

Lj=-G-1I+h<5] -1,
2.i<j—5]+1<,
3.5l +1<

Ast, j— |5/ +1e{xeN:i<x<j,j—x<[5] — 1}y porlaeleccién de i, obtenemos

laigualdad u = j — [ 5] + 1 (observemos que esta igualdad es independiente de la paridad de n).
Recordemos que en este caso tenemos / = 1, lo que nos da:

Itag) = Cy = Cjyg )1 = {bj-g)41 bj-(g)42: - - - bjm1, bj s

Iag)=Cy 1)1 =Cj-215 ymodn = {O((u-1-1)~kymodn : K €{0, ..., [5] — 1}}

={b(j-2(2))modn> O(j-2% |+ 1)ymodn> - - - » B(ji—|8]~2)modn> B(j— (4] ~1)modn}-

Figura 2.14: Representacién de /(aq) e I(ag) en el caso (1): nesimpary j —i > [5]. Aquf se tiene
que bj=byy(|5)-1)
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Lo anterior nos muestra que, en el caso considerado, los indices de los elementos de Cy, son de
la forma j — kcon kentre Oy | 5] — 1, mientras que los indices de los elementos de C,J_L% |- son
de la forma (j — k)mod n con k entre | 5] + 1y 2[5 ]; es decir, no se repiten indices. Entonces
I(ag) U I(ag) U {bj—L%J} ={bo,. . . , by_1} = B, donde la unién es ajena (ver la figura [2.14).
Ademas sabemos que I(aq) U O(aq) = B = I(ag) U O(ag), de lo que se sigue que I(ag) C O(aq) y
que
I(aq) C O(ag). Lo que implica que b; € I(aq) y bj € O(ap).

Por otro lado veremos que b; € 1 (aﬁ) y bi € O(ay). Tenfamos 0 < i < j — L%J por hipétesis, y
estamos manejando enteros, en particular 0 <i < j — L%J — 1; es decir, tenemos que
i€{0,1,...,j—[5] — 1}, entonces b; € I(ag) puesto que
0, 1,...,j— 5] -1} C{(—-kmodn:ke{|5]+1,....2|5]}}y
Iag) ={b(j-tymodan - k €{[5] + 1. .., 2[5]}}.

Ademas I(a[;) C O(agq), entonces b; € O(agy).

Como b; € l(aq), bi € O(an), bi € I(ag) y b; € O(ag), entonces ag € O(j), ag € 1(b;),
ag € O(b;) y ag € I(bj). Lo que implica que ag € O(b)) y aq ¢ O(b;); ag € O(by) y ag & O(b)).
Por lo anterior tenemos que O(b;))Z O(by) y O(b;) € O(b)).

Caso 2. No se cumple simultdneamente que n sea impar y que j —i > |5 ].
Recuerde que en este caso definimos / = 0.

Demostraremos que O(b;) Q O(b;) y O(b;) Q O(bj); a saber, que o'y B cumplen b; € I(ag),
bj € O(a[;), b; € I(aﬁ) y b; € O(ay).

Se tiene I(aq) N I(ag) =0, I(aq) U l(ag) € By l(aq) U Oaq) = B =1(ag) U O(ag); de lo que
obtenemos /(ag) C O(aq) y I(aq) € O(ag). Entonces basta demostrar que b; € I(aq) y b; € I(ag).

Veamos que b; € I(ag). Como u < jy (j —pu) < [5] — 1 (considerando la eleccion de p),
entonces (j — p) € {0,..., [5] — 1}, ademds j = u + (j — u), de donde se tiene que
bj €l(ag) = {b(u+k)modn tke {O’ SIS L%J - 1}}

Demostraremos que b; € I(ag). Como en este caso tenemos / = 0, se da la igualdad

[(aﬁ) = {b(([,lflfl)fk)modn ke {0, e, L%J — 1}} = {b((ufl)fk)modn ke {O, e LgJ — 1}}
Consideremos dos subcasos:

Subcaso 2.1. j —i < [5].

Por definicion tenemos p =min {x e N: i <x < j, j —x < [5] — 1}. Observemos que
j—i<|5]implicaque j —(i+1)=j—i—1<[5] — 1. Porotro lado, sabemos que
i<i+l<jentonces i+ 1)e{xeN:i<x<j j—x<|5] —1}asiy < (i+1). Ademds
i < u implica que (i + 1) < u, por la eleccién de p obtenemos la igualdad yt =i + 1. Como
i=((+1)—1)—=0=(—1)— 0, tenemos b; = b1 1)-1)—0 = b((u—1)-0)modn’ €8 decir,
bi € I(ag) = {b((u—1)-k)modn : K € {0, ..., [5] — 1}}. Enla figura2.15|se ilustra este subcaso.
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-
o

by1=b=v

Bli— (2] +1)maodn

; b, = bin
i+ |2 ] ymodn

Figura 2.15: Representacion de I(aq) e I(ag) en el subcaso (2.1): j — i < |5 ]. Aqui se tiene by = b;y

Subcaso 2.2. n es par.

En general se tiene:

L. [laa)| = [5] = [I(ap)];
2. l(aq) N1(ag) =0;

3. I(aq) U l(ag) C B;

4. I(ag) U O(ag) = B =I(ag) U Oap).

Ademds, cuando n es par, ocurre |I(aq)| = |I(ag)| = |O(aq)| = |O(apg)| = | 5] = 5; por lo que en
este subcaso se tienen las igualdades:

5. I(ag) U I(aﬁ) =B;
6. I(aq) = Olap) y;
7. I(ag) = O(aq).

Veamos que b; no estd en I(ay) (por lo que las igualdades (2) y (5) nos daran b; € I(aﬁ)). Pode-
mos suponer j — i > | 5], puesto que en el subcaso (2.1) vimos que j — i < | 5] implica que
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

b el (aﬁ) sin importar la paridad de n.

La condicién j — i > |5 | implica que u = j — | 5] + 1, visto en la demostracién del caso (1),
donde se hacfa énfasis en que la implicacién era independiente de la paridad de n; es decir,
Iaq) =Cu=Cj njy1 ={bj_2)41. bj— 542, . - ., bj—1, bj}. Como j —i> [7], entonces en
particular tenemos que 0 <i < j — [5] + 1 < j. De lo anterior obtenemos que b; ¢ I(aq) = O(ag).
Por lo que b; € I(ag).

Por lo tanto, en el caso (2) se tiene que O(b;))Z O(by) y O(b;) € O(b)).

En general, por los casos (1) y (2), para cualesquiera vértices distintos vy w en B se tiene
O() € O(w)y O(w) € O(v). Ademds A no tiene transmisores, por lo que el lema nos dice que
todos los vértices de B son 3-reyes.

Entonces hemos demostrado que el torneo bipartito 7'(A, B) asi construido es del tipo
(m, m; n, n)3.

Ahora veamos que se cumple la suficiencia del teorema[2.2.2} es decir, dado un torneo bipartito
T(A, B) del tipo (m, m; n, n)3, con 2 < n < m, se tiene que m < (LEJ)' Para ello daremos una
2

funcién inyectiva P: A — {X CB: [X|=|5]}.

Antes de dar la funcién hagamos unas observaciones generales acerca de los conjuntos de veci-
nos exteriores de los vértices de A.

Sea O el conjunto cuyos elementos son los conjuntos de los vecinos exteriores de los vértices
de A; es decir, O = {O(a) : a € A}. Del lema obtenemos inmediatamente que:

1. {0.B}nO=0;
2. 01 € 0,y O, € Oy, para cualesquiera O; y O, elementos distintos de O;
3. UO=B

Como todos los vértices de T son 3-reyes, no hay transmisores. En particular tenemos que para
todo vértice a de A, ocurre que O(a) # B; ademds O(a) # 0, de lo contrario @ no puede ser 3-rey
(puesto que a seria receptor). Asi obtenemos (1). Por otro lado, si |J O # B, tendriamos que hay
un vértice by en B tal que no es vecino exterior de ningun vértice de A, por definicién de torneo bi-
partito tendriamos que by es un transmisor en 7', contradiciendo que A tiene 3-reyes, asi obtenemos
(3). La observacién (2) es inmediata de la primera condicién del lema[2.2.1]

Ahora podemos comenzar la demostracién de la suficiencia de este teorema.
Sea T (A, B) un torneo bipartito del tipo (m, m; n, n)3, con 2 < n < m. Veremos que m < (LgJ)'
2

Sea 8 :=(V, F) la digréfica con conjunto de vértices V := P(B)\{0, B} y conjunto de flechas
F={w,w) eV xV:vCw,y|wl — |v|=1} (ver la figura2.106).
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~

V; Vi
vl VZ v’n—? V;., o

“ "\\ ’l

v Cw

jwl=lvl=1

Figura 2.16: Representacién de 8 y los V;

Por las observaciones y definiciones anteriores, para cada vértice a de A, se tiene que O(a) € V,
esto es O C V. Ademads si O(a;) y O(az) son dos conjuntos de vecinos exteriores de dos vértices

distintos de A, no puede haber una trayectoria entre ellos en G, puesto que de haberla, eso sig-
nificaria que O(a;) C O(az) 0 O(az) C O(ay) (segun la direccion de la trayectoria), contradiciendo
la observacion (2). Esto nos dice que (O) es inconexa; mds atin (O) consiste de vértices aislados.

Dado un niimero entero i entre 1 y n — 1 definamos V; := {v € V : |v| = i} (ver la figura[2.16).
De las definiciones anteriores y las propiedades de los nimeros combinatorios observamos que:

1. V; tiene () elementos;
2. V; es un conjunto independiente en 8, paracadaientre l yn — I;
3. Dado un vértice v en V;, tenemos que:

(a) Sg(v):nfi,silgig(nf%;

(b) 5_(;(\/) =isi2<i<(m—1);

(c) Sé(v) =0,siveEVy;

(d) 5_;,(1/) =0,sivE V.

4. Dado un niimero entero i entre 0 y n — 1, tenemos que:

@ () < (). sio<i<[5];

® () > () sifgl<i<n—1;
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

© () =(1) sii=|5]ynesimpar

El primer punto de la observacion es inmediato. Como V; son todos los subconjuntos de B de
cardinalidad i y B tiene n elementos, (7) nos da la cantidad de subconjuntos con i elementos de un
conjunto con n elementos, por lo que |V;| = (7).

. . . ., = c g . .
V; es un conjunto independiente por construcciéon de G y la definicién de dicho conjunto.

Para demostrar el tercer punto de la observacién tomemos un vértice ven V;. Si [v| =n — 1
(v € V,_1), entonces v no tiene vecinos exteriores, por la construccién de 8 y porque B ¢ 'V, con
V=V(G).Sil < |v] <n— 1, dado un vecino exterior w de v, w tiene cardinalidad
[v| 4 1; es decir, w = v U {b} para algin elemento b de B\v, esto es, v tiene tantos vecinos exteriores
como elementos tiene B\v, donde |B\v| = |B| — |v| = n — i. Por otro lado, si v estd en V;, v no
tiene vecinos interiores, por la construccién de 8 y porque @ ¢ V = V(B) Si v tiene al menos dos
elementos (v € V;conn — 1 > i > 1)y uesun vecino interior de v, sabemos por definicién de
que |u| = |v| — 1, esto siginifica que u es igual a v\{b} para algtn elemento b de v, por lo que v
tiene tantos vecinos interiores como su cardinalidad, a saber i.

El cuarto punto de la observacion se obtiene de las propiedades de los nimeros combinatorios.
Por definicién tenemos que (}) := ., de donde se tiene inmediatamente que (}) = (,",)-

e
Ademas (Z) _ rz(nfl)~-]é§n7k+l) _ nn (n),kglg{+l)~
En general tenemos que (') = "("_1)"&51_];?1)("_[) = "<"_1)"l.'!<"—i+1) = es decir,

(i) = # ()

Si0O<i<|5] setienequen —i>n— |5] =[5]>|5]>i+ 1, donde la dltima desigual-
dad se cumple porque |5 | > iy se trata de niimeros enteros. De esto se obtiene n — i > i+ 1,y

finalmente > 1, por lo que (7) < (,'))-

S

I
-/
IS
—
Y

n — i, de donde se obtiene

i
)) = (i) Como [5]=n—13]y ;) = (,")

Veremos que si n es impar e i = | 5 |, entonces

para todo k entre 0 y n, en particular ([g J) = (n '[% )= ([gw) Por otro lado sabemos que cuando n
1 ny—|n n n n .

es impar [4] = [ %] + 1. Por lo tanto (L%J) (r i )= (L%J 1); asi, haciendo i = [ %], concluimos

(7) = (i+nl)'

Sea G la grafica subyacente a 8, y para cada entero i con 1 < i < n — 1, sea G; la subgrafica
de G inducida por V; U Vi 1; es decir, G; := (V; U Viy1)g (ver la figura2.17).

Afirmacion. Sea i un entero tal que 1 <i < n — 1. Entonces existen apareamientos Mt o IV, en
G, tales que:

L. ﬁ, satura a cada vértice de V; sii < |5];

2. <117, satura a cada vértice de Vi1 sii > [5];

3. existe M; apareamiento perfecto solo sin es impare i = |5].
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G,

Vi Vin

Figura 2.17: Representacion de G;

Como G; es bipartita para toda i (por definiciones y observaciones anteriores), para demostrar la
afirmacion usaremos el teorema de Hall, el cual nos dice que dada una gréfica bipartita H, con bi-
particién (X, Y), existe un apareamiento M que satura a cada vértice de X si y solo si, para cualquier
subconjunto S de X, el conjunto de sus vecinos tiene al menos tantos elementos como S mismo.

Demostracion de la afirmacién. Sea i un niimero entero tal que 1 <i<n — 1.
Caso1.i < |5].

Por el primer punto de la observacion tenemos que |V;| = (%), [Vip1| = (; fl) y por el cuarto
punto inciso (@) |V;| < |Vi41|. Sean S un subconjunto no vacio de V; y G’ := (SUN(S))g,, donde
N(S) := Ng,(S). Note que N (S) # 0 por el punto (3) de la observacién. Entonces G’ es bipartita con
biparticién (S, N(S)). Sabemos que

Y 6,(v=1AGH =) b,().
ves VEN(S)
Por otro lado, por la definicién de G’ y por la observacion (3) inciso (a), tenemos que

Y 8,0)=Y8,0)=Y8.0)=Yn-i)=IS (-,

vesS veS ves vesS
Ademés, como N(S) C V;y y G’ es subgréfica de G;, se tiene que

Y s,m< Y s,m=) 5_;>(v)= Y (+1)=IN©S)|G+1),
veN(S) vEN(S) vEN(S) veN(S)

donde la segunda igualdad se obtiene del punto (3) inciso (b) de la observacion.

Puesto que
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Y5, (=Y 8, L6,0m=ISln-0y Y 8, <IN®IG+D),
ves veN(S) ves veN(S)

entonces |S| (n — i) < [N(S)| (i + 1).

Supongamos que |N(S)| < |S|. Entonces

1S (2 — i) < INS)| i+ 1) < |S] G + 1),

lo que implica que

S| (n — i) — [S] i+ 1) <0,

de donde se sigue

[S|(n—2i—1)<0.

Puesto que |S| > 0, entonces tenemos que

n—2i—1)<0.

Despejando n se obtiene n < 2i + 1, ademds en este caso estamos considerando i < |5 |, por lo

quen <2i+1<2[5]+1<n+1,ycomo estamos manejando niimeros enteros tenemos
n < 2i+1 < n;esdecir, n < n, lo que es una contradiccién. Por lo tanto |N(S)| > |S|. Usando el

teorema de Hall tenemos que existe un apareamiento M; en G; que satura a cada vértice de V; (ver

la figura2.T8).

—
ﬂd‘i Vit

. . Yy . .
Figura 2.18: Representacién de M; enel caso (1): i < L%j . Para la demostracion de este caso observamos

que dado un vértice v en V;, tenemos que 5§ W=n-—i
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Caso2.i>[7].

Para este caso procederemos de forma andloga al caso (1). También tenemos, por el primer
punto de la observacion, que [Vi| = (%), [Viy1| = () y por el cuarto punto [V;| > [V;14]. Sean §
un subconjunto no vacio de Vi1 y G” := (SUN(S))g,, con N(S) := Ng,(S). Como G” es bipartita
con biparticion (S, N(S)), sabemos que

Y 6., =1AGNH= Y 6,

ves veN(S)

Por otro lado, por la observacién (3), tenemos que

Y 0, (M=) 8= 5. (=) (+1)=Is|(+D).

ves vesS ves ves

Ademads N(S) C V; y la observacién (3) implican

Y 6,0)< Z 5, (=Y 6 = Y (n—i)=|N®|(n - i;

vEN(S) vEN(S veN( ) vEN(S)

es decir,
S| G+ 1) < N(S)| (n — ).

Ahora supongamos que |[N(S)| < |S|. Entonces |S| (i + 1) < |N(S)| (n — i) < |S|] (n — i), lo
que implica |S] (i + 1) — |S| (n — i) < 0, de donde se sigue |S| (2i + 1 — n) < 0, pero |S| > 0, asf
obtenemos (2i + 1 — n) < 0. Despejando n se obtiene n > 2i + 1, ademds en este caso estamos
considerando i > [5], porlo que n > 2i + 1 > 2[5] + 1 > n + 1, y como estamos trabajando con
nimeros enteros tenemos n > 2i + 1 > n + 1; es decir, n > n + 1, lo que es una contradiccién. Por

lo tanto |[N(S)| > |S|. Usando el teorema de Hall tenemos que existe un apareamiento Mi en G; que
satura a cada vértice de V| (ver la figura[2.19).

Figura 2.19: Representacién de Mi enel caso (2): i > [%1 . Para la demostracion de este caso observamos
que dado un vértice v en V;, tenemos que Sé ) =i+1
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Antes de probar el caso (3) cabe resaltar que si n es par, habremos agotado todos los casos para

todo entero i con 1 < i < n — 1, puesto que |5] = [5]. Cuando n es impar, los casos (1) y (2)
implican que solo falta ver qué ocurre con Gy

Caso 3. nesimparei=|5].
Recuerde que |V |= ( i ) =(, '[ j) ( g]) |\7( W‘Y |5]+1=[5]. Porlo tanto, si existe un

apareamiento que satura todos los vértices de V [, €N G 0 , dicho apareamiento debe ser perfecto.
13] 13

Sean S un subconjunto no vacio de VLﬂJ yG,:=(SU N(S»GL | con N(S) :=Ng (S). Como
2 5 3
G, es bipartita con particion (S, N(S)), se tiene

Y 8, (v) = |AG,)| = Z 3,
ves veN(S
De la observacidn (3) y de la definicidn de Gy se sigue que

DINUED I =Y 5. (=Y 0 13)=Is i~ 15D =S ([3D.

ves ves lz] ves ves
Como N(S) C VW , la observacion (3) implica que
2

L 5,005 ¥ 8, 0= T 5,00= ¥ (5h=Nolih
veN(S veN(S) 13 veN(S veN(S
Por lo anterior tenemos
NK( 1)_25 =AG)= ) 8, (V) <IN (5D
ves vEN(S)

es decir,

ISEAED <IN (5D

Figura 2.20: Representacién de M; en el caso (3): nimpare i = [%J Para la demostracion de este caso

observamos que dado un vértice v en V;, tenemos que 5; W=n—i=n—|5]=[5]= 5. (v)
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Ademds, debido a que n > 2, se sigue que [5] > 1. Como [5] > 0, entonces |S| < [N(S)|.

El teorema de Hall nos dice que existe un apareamiento M (2] en G|z| que satura a cada
vértice de VL" E Como \7[,, Y V("W tienen la misma cantidad de elementos, M 2] es de hecho
2 2 2

un apareamiento perfecto (ver la figura[2.20).

Recordemos que O = {O(a) : a € A} y V =P(B)\{0, B} = V(G). De la afirmacién anterior ten-
emos que para cada elemento O de O, existe una tnica trayectoria 7 en G de O al conjunto Vlﬂ |
2

tal que todas sus aristas pertenecen a los apareamientos ﬁli, H jOM e Ademéds estas trayectorias

n
2
son ajenas por vértices entre si.

Veamos c6mo son las trayectorias T ¢.

Sea O en O. Entonces O estd en V; para algtin entero i entre 1 y n — 1. Enel casoi = [5] no
hay nada que probar, por lo que basta tomar los casos parai # |5 ].

Caso1.i < |5].

Vit

Vi

?-‘.LH(O)

&
. 4

Figura 2.21: Representacion de Tp en el caso (1): i < L%j Cada arista (v,(0), v, (0)) pertenece al
apareamiento ﬁk

. . - .
Por la afirmaci6n tenemos que para cada entero k entre i y | 5| — 1, M asocia a cada elemento
de V; un tnico elemento de V1 y lo hace de forma inyectiva, por la definicién de apareamiento.
Asi que la trayectoria que se busca es (0, v, (0), . .., v, (0), v ,(0),. .., vL%J(O)), con k entre

. L. L. . . —
i+1y Lg] — 1, donde v, (O) es el tinico vértice de V;, | asociado a O mediante M;, y v,,,(O) es
el inico vértice de Vi1 asociado a v, (O) mediante ﬁk, asi sucesivamente (ver la figura .
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Caso2.i>[7].

To

vn—l

Vk+1 (O)

.
ad

Figura 2.22: Representacion de Tp en el caso (2): i > (%1 Cada arista (v,(0), v,,,(0)) pertenece al

apareamiento

Este caso es anélogo al caso anterior. La trayectoria buscada es
O,v_(0),...,v,,(0),v(0),..., o (0O))sinespary
O0,v,_(0),...,v,,(0),v(0),. (0)) U (v 5 (0), Vin (O)) si n es impar,

con k entre f |y (i —2), donde v, l(0) es el dnico vértice de V;_1 asociado a O mediante M i1

v,(0) es el tnico vértice de V; asociado a v, .1(0) mediante Hk, y en el caso n impar Vin (O)esel
2

n

unico vértice de VL% | asociado a v, (O) mediante M . Observemos que si n es impar y i = [ 5]

51

[
la trayectoria es simplemente (v, (0), v T (0)) hac1end0 v W(O) =0.Enla ﬁguraPZleodemos
2

ver una representacion del caso (2).

La unicidad de las trayectorias 7o se deduce de la unicidad de los v, (O) por la definicion de
apareamiento.

Las trayectorias T ¢ son ajenas dos a dos. Supongamos lo contrario. Sean O; y O, elementos
de O distintos tales que V(T p,) N V(T p,) # 0. Como O C 'V, existen enteros i y jentre 1 y n — 1
tales que O; € V; y O, € V;. Tenemos los siguientes casos:

Casol.i=.

Observemos que en este caso i no puede ser igual a | 5| puesto que tendriamos O; = O;. En-
tonces para este caso tomamos dos subcasos.

47
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Subcaso 1.1. i < [ 5.

vr+l

l":—l(()l)

Figura 2.23: Representacion de la suposicion V(T g,) N V(T p,) # 0 en el subcaso (1.1)

Como la interseccién de V(T'o,) y V(T o,) es no vacia, tomamos el menor entero / tal que

v,(01) =v,(03), y vemos que el apareamiento 1\_/I>1_1 asigna el mismo elemento tanto a v, (Or) como
av, (0y), donde v;_1(O1) # v;—1(02) por la minimalidad de /, lo cual contradice la definicién de
apareamiento. La figura[2.23]ilustra este subcaso.

Subcaso 1.2. i > |5 ].

Figura 2.24: Representacion de la suposicion V(T g,) N V(T p,) # 0 en el subcaso (1.2)
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Tomando el mayor g tal que v,(01) =v,(0>), se tiene que el apareamiento M ¢ asigna el mismo
elemento tanto a v,.,(O1) comoav, (02) sig+# L%J o se tiene que el apareamiento M 4] asigna el
mismo elemento tanto a Vorl (0O1) como a Vo (0r)sig= [%J , donde Ve Oy Ve (03) son distin-
tos debido a la maximalidad de g, lo cual contradice el hecho de que M, o M 12> respectivamente,
sean apareamientos (ver la figura[2.24).

Caso 2.i# j.

Sin perder generalidad, supongamos i < j. Observemos que si O € V(Tp,) 0 O, € V(Ty,),
por la definicién de G tendriamos que O C O; lo cual contradice al lema[2.2.1] dada la definicion
de O. Por lo que podemos descartar este subcaso y suponer que
{01, 02} N (V(Tp,) N V(T p,)) = 0. Tomaremos tres subcasos:

2.1 j< |4
22, [53] <iy;
23. i< 5] <.

Estos subcasos agotan el caso (2), puesto que las desigualdades son estrictas. De darse alguna
de las igualdades de i 6 j con [ 5, por la definicién de T tendriamos que T'p, seria una
010;-trayectoria 6 T o, seria una O,01-trayectoria, y esto nos lleva a O1 C O», contradiciendo el
lema En efecto, supongamos que i = | 5 |, esto implica que V(T o,) = {O1} por la definicién
de Tp,, como V(Tp,) N V(To,) # 0, tenemos V(T p,) N V(To,) = {O01}; es decir, 01 € V(Tp,),
situacion descartada desde el planteamiento de este caso (2). Andlogamente, si j = L%J , tendriamos
V(T,) ={0}, y de ahi que O € V(T ¢, ), contradiciendo las hipétesis de este caso.

Subcaso 2.1. j < [5].

To,

Figura 2.25: Representacion de la suposicion V(T g,) N V(T p,) # 0 en el subcaso (2.1)
Sea kg el minimo entero tal que Vi 01 = Vo (07). Como j < L%J, tenemos que j < ko, pues ya

descartamos la igualdad antes de numerar los subcasos. Como j < ko, entonces
Vig-1 (0y) # Vig-1 (02) por la minimalidad de ko, y ocurre que M, les asocia un mismo elemento
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av Opya Vig-1 (0»), lo que es una contradiccion. Este subcaso se ilustra en la ﬁgura@

Subcaso 2.2. [5| <.

Figura 2.26: Representacion de la suposicion V(T'p,) N V(T p,) # 0 en el subcaso (2.2)

Procedamos de manera andloga al subcaso (2.1). Sea ki el maximo subindice de los v, en la
interseccién T, N T,, entonces k; < i ya que Lg] < i. Tenemos que vk1+1(01) * vk1+1(02) por

la maximalidad de k;, y entonces Vkl estd asociando a dos elementos distintos de V41 el mismo
elemento de Vy,, contradiciendo la definicién de apareamiento (ver la figura[2.26).

Subcaso 2.3.i < 5] < j.

En este subcaso se tiene que (V(To,) N V(To,)) = {anJ On}= {leJ (02)} debido a que

2 2
i < |5] < jy por la definicién de T . Entonces T, U ?02 es una O O,-trayectoria (donde ?02
es la trayectoria 7(0;) tomada en sentido contrario), esto significa O; C O,, que de nuevo con-
tradice una de las propiedades necesarias de los 3-reyes (ver la figura[2.27).

Seamw: 0 — VLﬂ D la funcién que asigna a cada elemento O de O el Gnico elemento de VL | que
2

[SE]

estd en la trayectoria Tp, donde Tp es tal como la definimos anteriormente. Es decir,
T:0— VL" | tal que w(0) = Vin| (0). Por las propiedades de los Tp antes vistas (existencia, uni-
2 2

cidad y que son trayectorias ajenas) tenemos que 7 estd bien definida y es inyectiva. Ademds, por
definicidn, se tiene que VW ={XCB:[X|=|5]}
2
SeaP: A — {X CB:|X|=|5]}, tal que a cada vértice a de A le asigna el conjunto 7(O(a))
en {X C B: |X|= 5]}, donde O(a) es el conjunto de vecinos exteriores del vértice a. Afirmamos
que P asi definida es una funcién inyectiva.
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vH—l

To.
To, 0.

Figura 2.27: Representacion de la suposicion V(T p,) N V(T p,) # 0 en el subcaso (2.3)

Veamos que P es funciéon. Dado un vértice a de A, el conjunto de vecinos exteriores O(a) es
unico, ademas por definicién de O se tiene O(a) € O, por lo que P es funcién, puesto que
Dom (7)) = 0.

P es inyectiva. Dados dos vértices distintos a; y a» de A, por el punto (2) del lema [2.2.1] ten-
emos en particular que O(a;) # O(az). Como 7 es inyectiva, entonces m(O(a;)) # w(0(ayz)); es
decir, P(a;) # P(ay). Por lo que P es inyectiva.

Lo anterior nos llevaa |A| < [{X CB: [X|=[5]}| = WL

_(n . n
WL%J' = (L%J)‘ De donde concluimos m < (L%J)' [ |

. |. Por otro lado teniamos |A| =m y
2

Observemos que para la conclusion en la necesidad del teorema [2.2.2] nos bastaba la inyectivi-
dad de 7. Por otro lado, pedir que todo vértice sea un 3-rey implica que no hay transmisores. Asi,
dada la observacién hecha al inicio en la demostracién del teorema[2.2.1](si 7'(A, B) no tiene trans-
misores, entonces |A| > 2y |B| > 2), podemos quitar 2 < n de las hipdtesis iniciales y escribirlo
dentro la proposicién de la siguiente manera:

Sean n y m enteros positivos tales que n < m. Entonces existe un torneo bipartito 7'(A, B) con
|A| = m, |B| = n del tipo (m, m; n,n)3 siysolosi2 <nym< (LZJ)'
2

Teorema 2.2.3. [4] Sean m, n, py q enteros tales quem > p,n > qy2<g<p< (LZJ)' Entonces
2
existe un torneo bipartito T(A, B) del tipo (m, p; n, q)3.

Demostracion. Como2 < g < p < (Lg J), entonces por el teorema|2.2.2|existe un torneo bipar-
2
tito T (P, Q) de la forma (p, p; g, g)3. Llamemos T; al torneo T (P, Q) y F1 a su conjunto de flechas.
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Definamos el torneo bipartito 7'(A, B) con conjunto de flechas F := F(T (A, B)) como sigue:
I.A==PUR,conPNR=0y |R|=m — p;
2.B:=QUS,con0NS=0,SNA=0y|S|=n—gq;

3. F =R U{(v,w):veA,weStUu{(v,w):veQ,weER}

T(A, B)

Figura 2.28: Representacién de T'(A, B)

Veamos que T (A, B) es de la forma (m, p; n, g)3. De hecho demostraremos que
Ki(T(A,B)=PUQ.

El tercer punto se puede reescribir en notacién de conjuntos como
F=(FFUAXSU@XR)=(FU(PUR XxXSHU@XR)=F UP xSHUR xS
U (Q x R)). Donde es claro que la unién es ajena, por la definicién de P, Q, Ry S. Ademads
AXANF=0y (B x B)NF =0puesto que T(P, Q) es un torneo bipartito.

T (A, B) esta bien definido. Sean a un vértice de A y b un vértice de B, demostraremos que

(a, b) 6 (b, a) son flechas en F, pero no ambas simultdneamente; es decir, {(a, b), (b, &)} NF #0y

{(a, b), (b, a)} ;(_ F. Sabemos que A=P U Ry B =0 US. Por la definicién de F tenemos cuatro
casos posibles:

1. {(a,b),(b,a)} NF #0,siac Pyb e Q;
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

2. (a,b)e F,siac PybeS,
3. (a,b)e F,siacRybecS;
4. (b,a)e F,siac Rybe Q.

En el primer caso, como 7 (asi habfamos llamado a T'(P, Q)) es un torneo bipartito, entre a y b
hay una tnica flecha en alguna de las direcciones; es decir, |{(a, b), (b, @)} N F;| = 1. Los demds ca-
s0s no necesitan aclaracion, por la definicion de las flechas que se agregaron. Por estas propiedades
vemos que T(A, B) es un torneo bipartito bien definido y (A, B) es su biparticiéon. Llamaremos T a
T (A, B), usando la notacidén conveniente en cada caso.

Observemos que cada vértice de A domina a cada vértice de S (A — S) y cada vértice de QO
domina a cada vértice de R (Q — R).

A continuacién veamos que T es de la forma (m, p; n, g)3. De hecho veremos que
K3 (T)=PU Q.

Afirmacion. Todos los vértices de P son 3-reyes en 7.
Sean w un vértice de P y v un vértice de V(T)\{w}.

Si v es un vértice de S, entonces (w, v) € F por construccidn, lo que nos dice que dr(w, v) = 1.
Si v es un vértice de (P U Q)\{w}, como T; es torneo bipartito de la forma (p, p; g, g)3, tenemos
que dr, (w, v) < 3. Ademds, puesto que 77 es una subdigrafica inducida de 7', se concluye que
d,(w,v) < clT1 (w, v) < 3; es decir, d, (w, v) < 3.

Por otro lado, si v estd en R. Por ser w un 3-rey en 7i, sabemos que Or,(w) # 0y Or,(w) C Q;
es decir, existe un vértice u en Q tal que (w, u) € F}. Puesto que Q domina a R se tiene que
(u, v) € F, lo que implica que (w, u, v) es una wv-trayectoria en 7. Asi dr(w, v) = 2.

Por lo tanto, si w es un vértice de P, tenemos dr(w, v) < 3 para cualquier vértice ven V(T)\{w};
es decir, todo vértice de P es un 3-rey.

Afirmacion. Todos los vértices de Q son 3-reyes en 7.
Sean w un vértice de Q y v un vértice de V(T)\{w}, demostraremos que dr(w, v) < 3.

Si v es un vértice de (P U Q)\{w}, tendriamos dr, (w, v) < 3, puesto que todos los vértices de
T; son 3-reyes en 11, y sabemos que dr(w, v) < dy,(w, v) < 3; es decir, dr(w, v) < 3. Cuando v es
un vértice de R tenemos que dr(w, v) = 1, pues por definiciéon de F tenemos que todo vértice de O
domina a todo vértice de R.

Abhora bien, si vestien S, comow € Qy Tj es torneo bipartito de la forma (p, p; ¢, ¢)3, tenemos
que Or, (w) # 0; es decir, existe un vértice x en P tal que (w, x) € Fi, lo que implica que
(w, x) € F, yaque T; es una subdigrafica de T. Ademads, para cualesquiera vérticesaen Ay sen S
se tiene que (a, s) € F, en particular (x, v) € F’; es decir, (w, x, v) es una trayectoria de longitud 2
en T, lo que implica que dr(w, v) = 2. En general, si w es un vértice de Q, tenemos que
dr(w, v) < 3 para cualquier vértice v en V(T)\{w}. Por lo que todo vértice de Q es un 3-rey.

53



2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Hasta aqui hemos demostrado (P U Q) C K3(T). Veremos que (R U S) N K3(T) = 0.

Dado un vértice w en S, como A — S, tenemos O(w) = 0; es decir, w es un receptor, por lo que
no puede ser un 3-rey. Por lo tanto (S N K3(T') ) = 0. Por otro lado, de la definicién de T sabemos
que R — Sy Q — R, lo que equivale a decir que O(w) = § para todo vértice w en R. Como O(R) = S
y O(S) = 0, entonces no existen trayectorias dirigidas de R hacia P, por lo que (R N K3(T)) = 0. Lo
anterior nos llevaa (R U S) N K3(T) = 0.

Los dos resultados anteriores, a saber P U Q C K3(T) y (RU S) N K3(T') = 0, implican que
P U Q=K3(T). Porlo que T es de la forma (m, p; n, g)3. B

Con base en las demostraciones de los resultados anteriores, podemos ver que los torneos bi-
partitos donde cada uno de sus vértices es 3-rey, los podemos caracterizar a través de sus ciclos de
longitud 4, lo cual nos lleva a establecer el siguiente resultado.

Teorema 2.2.4. Sea T(A, B) un torneo bipartito tal que |A| = my |B| = n. Entonces T(A, B) es del
tipo (m, m; n, n)3 siy solo si, dados cualesquiera dos vértices distintos u'y v, existe un ciclo dirigido
y de longitud cuatro tal que {u, v} C V().

Demostraciéon. Sea T'(A, B) un torneo bipartito, con |A| = m y |B| = n. Supongamos que
T(A, B) es del tipo (m, m; n, n)3.

Observemos que |A| > 2y |B| > 2. En efecto, por definicién de torneo bipartito tenemos que A
# 0y B # 0. Asi, tomando dos vérticesay b,cona € Ay b € B, como T(A, B) es del tipo
(m, m; n, n)3, sabemos que d(a, b) < 3y d(b, a) < 3. Tenemos dos casos mutuamente excluyentes:
a—bob— a. Sia— b,entonces d(b, a) = 3, por lo que existe (b, aj, b1, a) una ba-trayectoria
dirigida de longitud tres, donde a; € A, by € B, a; # a'y by # b; es decir, |A] > 2y |B| > 2.
Anélogamente, si b — a, existe (a, by, a;, b) una ab-trayectoria de longitud tres, con a; € A,
by € B,a; #ay b # b;estoes, |A| > 2y |B| > 2. En cualquier caso |A| > 2y |B| > 2.

Sean u y v dos vértices distintos de T'(A, B). Veamos que existe un ciclo 7y dirigido de longitud
cuatro tal que {u, v} C V(y).

Caso 1. {u,v} CAo{u,v} CB.

Consideraremos {u, v} C A, el caso {u, v} C B es andlogo. Sabemos que d(u, v) < 3y
d(v, u) < 3, puesto que tanto u como v son 3-reyes. Como {u, v} C A, entonces d(u, v) =2y
d(v, u) = 2. Sean P; = (u, by, v) una uv-trayectoria dirigida de longitud dos y P, = (v, b, u) una
vu-trayectoria dirigida de longitud dos (note que by # by, puesto que u — by y by — u). Entonces
¥ = (u, by, v, by, u) es un ciclo dirigido de longitud cuatro tal que {u, v} C V(y). En la figura2.29|
podemos ver este caso.
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Figura 2.29: Representacion del caso (1) tomando {u, v} C A

Caso 2. {u,v} NA# 0y {u,v}NB#0.
Sin perder generalidad, supongamos u € A y v € B. Consideremos dos subcasos.

Subcaso 1. u — v.

Figura 2.30: Representacion del caso (2), subcaso (1), u — v
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Esto significa que d(v, u) # 1, como v es un 3-rey, entonces d(v, u) = 3. Tomando una
vu-trayectoria dirigida de longitud tres P = (v, a, b, u), tenemos que (u, v) U P es un ciclo dirigido
de longitud cuatro, del cual u y v son vértices, lo que se ilustra en la figura[2.30]

Subcaso 2. v — u.
Andlogamente al subcaso (1), en este subcaso d(u, v) = 3. Si P, = (u, b, a, v) es una uv-trayectoria
dirigida de longitud tres, entonces (v, #) U P es un ciclo dirigido de longitud cuatro, del cual u y v

son vértices.

Por los casos anteriores, para cualesquiera dos vértices distintos en V(T'(A, B)), existe un ciclo
dirigido de longitud cuatro del cual u y v son vértices.

Ahora veremos la suficiencia del enunciado de este teorema.

Supongamos que para cualesquiera u y v vértices distintos T (A, B) existe un ciclo dirigido de
longitud cuatro del cual u y v son vértices. Veamos que T'(A, B) es del tipo (m, m; n, n)3; es decir,
todo vértice de T'(A, B) es un 3-rey.

Antes que nada, observemos que |A| > 2y |B| > 2. En efecto, por definicién de torneo bipartito
tenemos que A # 0 y B # 0. Asi, tomando dos vértices a y b, cona € Ay b € B, como existe
un ciclo dirigido (ay, b1, az, by, a1) del cual a y b son vértices, con {aj, ax} CAy {b1, by} CB,
entonces |A| > 2y |B| > 2, puesto que a; # az y by # by (por definicién de ciclo dirigido).

Sea v un vértice de T'(A, B). Veamos que v es un 3-rey.

Sea u un vértice en V(T'(A, B))\{v}. Demostraremos que d(v, #) < 3. Tenemos los siguientes
casos.

Caso 1. {u,v} CAo{u,v}CB.

Figura 2.31: Representacion del caso (1), tomando {u, v} C A
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Sin perder generalidad, supongamos que {u, v} C A (el caso {u, v} C B es andlogo). Sabemos
que existe un ciclo dirigido de longitud cuatro (v, by, u, by, v), con {u, v} C Ay {by, b} C B.
Tenemos que (v, by, u) es una vu-trayectoria dirigida de longitud dos; es decir, d(v, u) =2 < 3 (ver

la figura[2.3T).

Caso 2. Secumplequeve Ayu € Bosecumplequeu € Ayv € B.

Figura 2.32: Representacion del caso (2), tomandov € Ayu € B

Supongamos v € Ay u € B (el casou € Ay v € B, se resuelve de forma andloga). Sabemos que
existe un ciclo dirigido de longitud cuatro (v, by, az, by, v), con {v, a,} C Ay {b;, b2} C B, tal que
u € {by, by}. Por definicién de torneo bipartito, tenemos que v — u 0 u — v. Si v — u, entonces
d(v,u)=1 (y por lo tanto u = by). Si u — v, como u € {by, by}, entonces u = by; es decir,

(v, b1, az, u) es una vu-trayectoria dirigida de longitud tres (ver la figura[2.32). Por lo tanto
d(v, u) =3.

Por los casos (1) y (2) v es un 3-rey.

Asi, T(A, B) es del tipo (m, m; n, n);. &

Observemos que el teorema [2.2.2]nos da condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de torneos bipartitos T (A, B) del tipo (m, m; n, n)3, estas condiciones relacionan las cardinalidades
de las partes A y B. Por otro lado, el teorema [2.2.4] nos da una caracterizacién estructural de los

torneos bipartitos T'(A, B) del tipo (m, m; n, n)3.

Hasta aqui hemos visto que para cualesquiera enteros positivos m y n, existen torneos bipartitos
T(A, B), con |A| =m y |B| = n, de los siguientes tipos:

a. im,1;n,0),conk > 2;
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b. (m, 0;n, 1), con k > 2;

c. (m, 0;n, O), conk > 2y max{|A

B[} >2;

il

d. (m, p;n,q)3,conm>p>2,n>q>2ymix{p,q} < (Fﬁﬁiﬁf}i)

Podemos dar torneos bipartitos de los tipos (a) y (b) usando el corolario [2.1.2] Para el inciso
(c), podemos utilizar el teorema [2.1.1] mientras que la condicién méx{|A|, |B|} > 2 estd dada por
el lema[2.1.2] Sino se cumple la condicién max{|A|, |B|} > 2, esto significa |A| = 1 = [B|, y por el
lema[2.1.T]sabemos que hay transmisores. Luego por el lema[2.1.2]no puede haber dos o mds trans-
misores, lo que implica que hay un tnico transmisor, de ahi que, por el corolario [2.1.2] caemos en
los casos (a) o (b) de la lista anterior, seglin en qué parte se encuentre el transmisor (si se encuentra
en A estamos en el inciso (a), si se encuentra en B caemos en (b)).

La lista anterior no agota todos los casos para el tipo (m, p; n, g)3 de torneos bipartitos segin
la cantidad y distribucién de sus 3-reyes en las partes A y B. solo agota los casos {p, ¢} = {0, 1}
(incisos (a) y (b)), {p, ¢} = {0} (inciso (¢)) y {p, ¢} N {0, 1} = 0 (inciso (d)). Nos falta considerar
los siguientes casos:

e. (m,p;n,q)3con{p,q}={1}y;
f. (m, p;n, g)3 con [{p,q} N{0,1}|=1yp+#q.

Si T(A, B) tiene transmisores, entonces T(A, B) es de alguno de los tipos (a), (b) o (c), segin
sea el caso, de acuerdo al teorema 2.1.1] o al corolario 2.1.2} es decir, si T(A, B) tiene un dnico
transmisor, el corolario [2.1.2] nos dice que es del tipo (a) o (b), si T'(A, B) tiene al menos dos trans-
misores, el teorema [2.1.T] nos dice que es del tipo (c). Por lo que, para los casos (e) y (f), T(A, B)
no tiene transmisores.

Si min {|A|, |B|} = 1, por el lema sabemos que T(A, B) tiene transmisores, por lo que es
de alguno de los tipos (a), (b) o (c).

En el resto de este capitulo veremos bajo qué condiciones existen torneos bipartitos 7(A, B) de
los tipos (e) y (f). El siguiente lema serd de utilidad para futuras demostraciones.

Lema 2.2.3. Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores con 2 = |A| < |B| = n. Entonces:
1. T(A, B) esdel tipo (2, 2; n, q)3 con q € {0, 1, 2};
2. Sig =0, entoncesn > 4;
3. Siq =1, entonces n > 3.

Demostracién Supongamos que A = {u, v}. Primero veremos que u y v son 3-reyes. Después
veremos qué ocurre con los vértices de B.

Afirmamos que O(u) U O(v) = B. En efecto, sabemos que O(u) C By O(v) C B, por lo que
O(u) U O(v) C B. Por otro lado, dado un vértice w en B, como w no es un transmisor, entonces u
domina a w o v domina a w; es decir, w € O(u) o w € O(v), lo que implica que w € O(u) U O(v).
Por lo tanto B C O(u) U O(v). Por lo anterior tenemos que O(u) U O(v) = B.
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Como O(u) U O(v) = B, podemos considerar a B como la unién ajena de tres conjuntos:

B=(0()\0(v))U(0(v)\O(u)) U(O(u) N O(v)). 2.1

Afirmamos que O(u)\O(v) y O(v)\O() son no vacios. Demostraremos que O(u)\O(v) es no
vacio, la demostracién para O(v)\O(u) es andloga. Como T'(A, B) no tiene transmisores, en partic-
ular v no es transmisor, por lo que existe un vértice w en B tal que w domina a v (w € I(v)). Puesto
que B=0®) U O(v) y w ¢ O(v), entonces w € O(u); es decir, w € O(u)\O(v). Por lo tanto
Ow)\O(v) # 0. Ya que u no es transmisor, la demostracién de O(v)\O(u) # 0 es andloga.

De lo anterior, O(u) gé o)y O(v) Q O(u). Ademads, por hipétesis no hay transmisores en
T(A, B), en particular no hay transmisores en B. Por lo tanto, por el lema[2.2.1] tenemos que u y v
son 3-reyes. De esta manera, T'(A, B) es del tipo (2, 2; n, ¢)3.

Ahora veremos que ¢ € {0, 1, 2}.

Considerando la ecuacién en[2.1] veamos cudntos 3-reyes puede tener cada conjunto de la unién
ajena.

Afirmacion. Tanto O(u)\O(v) como O(v)\O(u) tienen a lo més un 3-rey, respectivamente.

Demostraremos que O(u)\ O(v) tiene a lo mds un 3-rey. La demostracién de que O(v)\ O(u) tiene
a lo més un 3-rey es analoga.

Sea x un vértice en O(u)\O(v), tenemos que x — v — O(v); es decir, para todo vértice y en
O®v) U {v}, se tiene d(x, y) <2 < 3. Ademds, como O(»)\O(u) C O(v), O)\O(u) # 0 y todo
vértice ¢t en O(v)\O(u) domina a u, entonces x — v — ¢ — u es una trayectoria dirigida de longitud
tres. Por otro lado x € O(u)\O(v), entonces u — x, lo que implica que d(x, u) = 3. Lo anterior nos
dice que para todo vértice z en V(T (A, B))\(O(u)\O(v)), se tiene que d(x, z) < 3.

Consideremos dos casos sobre |O(u)\O(v)|:
Caso 1. |Ow)\O®)| = 1.

En este caso, sea xp el dnico vértice en O(u)\O(v). Por lo visto anteriormente se concluye que
X0 €s un 3-rey.

Caso 2. |Ow)\O()| > 1.

Sean w y y dos vértices distintos en O(u)\O(v). Como u y v son los unicos vértices en A, por
definicién de O(u)\O(v) tenemos que O(y) = {v} = O(w), por lo que no hay yw-trayectorias dirigi-
das de longitud dos ni wy-trayectorias dirigidas de longitud dos. Como {y, w} C B, entonces
d(y,w) > 4ydw,y) > 4, esto implica que ni y ni w son 3-reyes. Por lo tanto, en este caso no hay
3-reyes en el conjunto O(u)\O(v).

Asf, de los casos anteriores se concluye que O(u)\O(v) tiene a lo mds un 3-rey.

De manera andloga demostramos que O(v)\O(u) tiene a lo més un 3-rey, y lo tiene precisamente
en el caso |O(»)\O®w)| = 1.
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Por otro lado, O(u) N O(v) puede ser o no ser vacio. Si O(u) N O(v) es no vacio, vemos que sus
elementos son receptores, puesto que no dominan a ningin vértice en A (recordemos que
A = {u, v}). En cualquier caso, no hay 3-reyes en (O(u) N O(v)).

Hasta aqui hemos demostrado el punto (1) del lema[2.2.3] Ahora veamos los puntos (2) y (3).

Sean B| = O(w)\O(v), By = O(u) N O(v), B3 = OW)\O), q1 = |Bi1|, g2 = |B2| y g3 = | B3| (ver
la figura[2.33)). Sabemos que ¢; > 1y g3 > 1, asi que, por lo dicho anteriormente tenemos tres casos:

Figura 2.33: Representacion de T'(A ,B)

Caso 1. {q1, g3} = {1}.

Como g = 1 = g3, se sigue del caso (1) de la afirmacién que B; y B3, respectivamente, tienen
exactamente un 3-rey. Mientras que los vértices en B;, de ser no vacio, nunca son 3-reyes. Entonces
T(A, B) es del tipo (2, 2; n, 2)3.

Caso 2. {q1, g3} # {1} y l € {q1, g3}

En este caso, solo uno de los conjuntos B; o B3 tiene un unico vértice, el otro tiene al menos
dos, por lo que B tiene al menos tres vértices. Como se vio en la afirmacion, el vértice que es tinico
en el conjunto correspondiente es un 3-rey, mientras que ninguno de los vértices del otro conjunto
es 3-rey, asi como tampoco lo son los vértices de B,. Por lo tanto, en este caso, T(A, B) es del tipo
2,2;n,1);,conn > 3.

Caso 3. {q1, g3} N {1} =0.

En este caso, g1 > 2y g3 > 2; es decir, tanto B; como B3 tienen al menos dos vértices, por lo
que no tienen 3-reyes. Lo anterior nos dice, ademads, que B tiene al menos cuatro vértices. Como
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B> no tiene 3-reyes, entonces T'(A, B) es del tipo (2, 2; n, 0)3, con n > 4.

Veamos que se cumple el inciso (2) del lema[2.2.3] Si ¢ = 0, por la demostracién de la afir-
macién tenemos que g > 2y g3 > 2, lo que implica que {g;, g3} N {1} = 0. Por el caso (3)
anterior, tenemos que n > 4.

Veamos que se cumple el inciso (3) del lema [2.2.3] Si ¢ = 1, por la demostracién de la afir-
macién tenemos que se cumple g; = 1 0 g3 = 1, pero no ambas simultdneamente. Asi, estamos en
el caso {q1, g3} # {1} y 1 € {q1, g3}. Por el caso (2) anterior, tenemos que n > 3.

Por lo tanto, quedan demostrados los puntos (2) y (3) del lema[2.2.3] W

Con el resultado anterior hemos agotado los posibles tipos de torneos bipartitos (m, p; n, q)3
cuando min{m, n} es a lo més 2. De ahora en adelante podemos tomar m > 3y n > 3.

Los siguientes resultados de este capitulo son parte de un esfuerzo por completar los casos de
torneos bipartitos con 3-reyes. Nos gustaria asegurar la validez o dar un contraejemplo para la sufi-
ciencia de los teoremas [2.2.3]y 2.2.6] lo que dejamos pendiente para otro trabajo.

Lema 2.2.4. Sim y n son enteros tales que m > 3 y n > 3, entonces existen torneos bipartitos T (A,
B), con |A| =my |B| = n, del tipo (m, 1; n, 1)3.

Demostracién. Sean A y B conjuntos ajenos tales que |A| = m y |B| = n. Tomemos dos elemen-
tos, u en A y v en B. Definimos el torneo bipartito 7 (A, B) de la siguiente forma:

V(T(A,B)=AUB;

FTA,B)={u,n}U{v,x):xeA\{u}} U{(y) :xcA\{u},y e B\{v}} U
{0, w:yeB\{v}}.

Figura 2.34: Representacion de T'(A, B)
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Observemos que T'(A, B) estd bien definido; no hay flechas entre los elementos de A; no hay
flechas entre los elementos de B'y dado a en A 'y b en B, entonces (a, b) esti en F(T(A, B)) o (b, a)
estd en F(T (A, B)), pero no ambas simultdneamente (ver la figura[2.34).

Veremos que u y v son los Unicos 3-reyes en T (A, B). Para ello demostraremos que 7'(A, B) no
tiene transmisores y después usaremos el lema[2.2.1]

Afirmacion. 7'(A, B) no tiene transmisores.

Como |A| >3y |B| > 3, entonces A\{u} y B\{v} son no vacios. Sea w un vértice en
V(T (A, B)). Tomemos los siguientes casos:

Casol. w=u.

Como B\{v} # 0, por definicién de F(T(A, B)) existe y en B\{v}, tal que y — w, por lo que
I(w) # 0; es decir, w no es transmisor.

Caso 2. w=v.

Por definicién de F(T (A, B)), se tiene que u — w, entonces w no es transmisor.
Caso 3. westd en A\{u}.

Por definicién de F(T' (A, B)), tenemos que v — w, por lo que w no es transmisor.
Caso 4. w estd en B\ {v}.

Como A\{u} es no vacio, por definicién de F(T (A, B)), existe x en A\{u} tal que x — w, esto
es, W N0 es transmisor.

Los casos anteriores agotan las posibilidades para w, por lo que concluimos que 7'(A, B) no tiene
transmisores.

Ya que T'(A, B) no tiene transmisores, para demostrar que un vértice z es 3-rey, por el lema[2.2.1]
basta demostrar que su conjunto de vecinos exteriores no estd contenido en el conjunto de vecinos
exteriores de ningun otro vértice en la misma parte (A o B) que z. Reciprocamente, si queremos
demostrar que z no es 3-rey, entonces basta demostrar que existe un vértice ¢ distinto de z en la
misma parte que z, tal que O(z) C O(¢).

Recordemos que |[A\{u}| > 2y |B\{v}| > 2,yaque |A| >3y |B| >3.

Veamos que u es 3-rey. Sea x un vértice en A\{u}. Tenemos que v — x; es decir, v ¢ O(x). Por
otro lado u — v; esto es, v € O(u). Entonces O(u) € O(x). El lema implica que u es un 3-rey.

Demostraremos que v es 3-rey. Sea y en A\{v}. Dado x en A\{u}, por definicién de F(T (A, B))
tenemos v — x y x — y; esto es, x € O(v) y x ¢ O(y), por lo que O(v) ;(_ O(y). Por lo tanto v es

3-rey, por el lema[2.2.1]

Ahora demostraremos que no hay 3-reyes en A\{u}. Sea x en A\{u}. Entonces O(x) = B\{v}.
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Como |A\{u}| > 2, existe x; en A\{u}, con x; # x. En particular O(x) = B\{v} = O(x;). Por el
lema2.2.1] x no es 3-rey. Por lo tanto, no hay 3-reyes en A\ {u}.

Veamos que no hay 3-reyes en B\{v}. Seay en B\{v}. Como |B\{v}| > 2, existe y; en B\{v},
cony; # y. Entonces, por definicién de F(T (A, B)), tenemos O(y) = {u} = O(y;). Por el lema[2.2.1
y no es 3-rey; es decir, no hay 3-reyes en B\{v}.

Por lo anterior, el torneo bipartito T'(A, B) es del tipo (m, 1; n, 1);. B

m

Teorema 2.2.5. Sean m, n'y q enteros tales que m >3, n >3 yn>q>2. Sig< (L"’;}SJ) + 1,
2
entonces existe un torneo bipartito T(A, B) con |A| = my |B| = n, del tipo (m, 1; n, q)3.

m—3 m—3

Demostracién. Supongamos que g < (LH J) + 1;es decir, g — 1 < (L"’;S j)' Construiremos
2 2

un torneo bipartito del tipo (m, 1; n, g)3.

Sean A :={x1,x2, . . ., Xu} Y B :={y1,¥2, . - . , ¥} conjuntos ajenos. Definamos:
A ={x1};
Ay i={x2, x3};

As:={x:3<i<q+2}
Ag:={xi: g+2<i<m}
By :={y}

By:={y2, ...y} s

By :={yi:q<i<n}

Estos conjuntos son ajenos dos a dos,con A=A UA; UA3 UAs y B=B; UB, UB;3.
Comom > 3ygqg > 2,tenemos que Ay, Az, By y B, son no vacios. Mientras que los otros conjuntos
pueden ser vacios, o pueden no serlo, de acuerdo a los valores de m, ny q.

Observemos que:

1. OS\A3|§q—1;
2. Si A4 # 0 tenemos |A3| =q — 1;
3. SiA4 =0, entonces [A3]=m —3<q—1;

Llé J) para todo entero no negativo k.
2

4. Sabemos que k < (
En base a los puntos anteriores, tenemos lo siguiente:

Si estamos en el caso (2), como por (4) tenemos que g — 1 < (ff;]l J)’ entonces
2
|A3]

-1
sl =a— 1< (1) = (4

teorema[2.2.5|nos dice que ¢ — 1 < (L

). Por otro lado, si estamos en el caso (3), como la hipdtesis del

m—3 .
3 J)’ entonces se tiene

m—35
2
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

A3l =m—-3<qg—-1%< (ng) = (Ll\ﬁi‘lj). En cualquiera de los casos |A3] < g — 1 < (Ll\ﬁi‘lj).
2 =3 4]

Puesto que |B| = ¢ — 1, entonces:

| As |
A3 1<IBa < (| ay 22)
5]
Veamos qué ocurre con Az y B.
. A\
Si |A3| < 2, tenemos que |A3| € {0, 1}. Como (ng) = (8) =1= ((1)) = (LiJ) y |Ba| < (Ll‘AT;lJ)’

entonces |By| < 1, ademds By # 0, por lo que |B,| = 1; es decir, B, = {y»} y ¢ = 2. Por otro lado, si
2 < |A3|, por el teorema[2.2.2] existe Tj := T(A3, B,) torneo bipartito del tipo
(|A3], |A3l; |B2|, |B2])3; es decir, del tipo (|A3], |A3]; ¢ —1, g— 1)3.

Utilizando lo anterior, definimos 7T'(A, B) como sigue:
V(T(A,B):=AUB;

F(TA,B) ={u,v):ucAveBs}U{(v,u): vE B UBy, u € As} U{(x1,y1)} U
{0, w:u€eA UA}U{(u,v):ucAyveB}U{(v,x)):vEB} UK.

Donde F es igual a:
By X Az si|Asz] <2 o0;
F(T(A3, Bp)) si |As] > 2.
Podemos reescribir a F' como:

F=(AXB3)U({B; UBy) x Ay) U {(xl,yl)} U ({yl} X (Ap UA3) U (Ay X By) U
(B X {xl})UF().

Figura 2.35: Representacion de T'(A, B). La linea punteada representa a Fy
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Donde vemos que, en efecto, T'(A, B) estd bien definido; es decir, T (A, B) es un torneo bipartito
(ver la figura[2.35). Demostraremos que 7'(A, B) es del tipo (m, 1; n, ¢)3.

Observemos que T (A, B) no tiene transmisores. Sea u un vértice en V(T'(A, B)). Siuestien A,
entonces u = x; o u € A\{x; }. Como B, — x| (con B; no vacio) y y; — A\{x;}, en cualquier caso,
u no es transmisor. Si u estd en B, tenemos que u# = y; o u € B\{y; }. De la definicién de
F(T(A, B)) vemos que x; — y; y Ay — B\{yi} (con A, no vacio). Por lo que en estos casos u
tampoco es transmisor. De lo anterior se concluye que 7(A, B) no tiene transmisores.

En lo siguiente, llamaremos T a T(A, B) y T; a T(A3, B) cuando sea conveniente.

Afirmamos que x; es el tinico 3-rey en A. De la definicién de F(T (A, B)) tenemos que x| — yi
y y1 — A\{x1}. Como T(A, B) no tiene transmisores, por el teorema x1 es un 3-rey. Por otro
lado, para todo vértice u en A\{x; } sabemos que Or(u) C B\{y;}, con Or(x3) = B\{y} = Or(x3)
y X2 # x3. Lo anterior implica que para todo vértice u en A\{x; } existe un vértice w en A\ {x|, u}
tal que Or(u) C Or(w), como T(A, B) no tiene transmisores, por el lema[2.2.1|sabemos que u no es
un 3-rey; es decir, no hay 3-reyes en A\ {x; }. Por lo tanto x; es el tinico 3-rey en A.

Afirmamos que K3(T' (A, B)) N B = B; U B,. Sabemos que A — B3, por lo que cada vértice de
B3 es un receptor. Esto implica que no hay 3-reyes en B3. Usaremos el lema[2.2.T|para ver que cada
vértice en By U B, es un 3-rey. Como By — A, (con By = {y1} y A2 # 0) y B, — x), para todo
vértice v en B U B, tenemos que Ot (v) # @ . Puesto que T(A, B) no tiene transmisores y para todo
y en Bj3 se tiene Or(y) = 0, basta demostrar que para cualesquiera vértices distintos vy w en
B U Bj; se tiene O (v) 7¢_ Or(w)y Or(w) g_ Or(v).

Sean vy w dos vértices distintos en By U B,. Tomaremos dos casos:
Caso 1. {v, w} C B,.

Observemos que para todo vértice x en B, tenemos:

1. Or(x)=A; UA3 UAysi|A3| <205
2. Or(x) =A; U Op,(x) U Ay si |Az] > 2.

Donde A; # 0, Or,(x) € A3 y se tiene que Ay, A3 y A4 son ajenos dos a dos. Por lo visto an-
teriormente, sabemos que si |A3| < 2 entonces |B,| = 1, pero la hipétesis de este caso (1) nos dice
que |By| > 2. Por lo tanto, |A3| > 2 lo que implica que se tiene la conclusién del punto (2); es decir,
Or(v) =0r,(v) UA|1 UAsy Or(w) = O1;(w) U Ay U Ay, donde cada unién es ajena. Ademds
Or,(v) € O7,(w) y O7,(w) € Or,(v), yaque vy w son 3-reyes en Ty, por lo que Or(v) € Or(w) y
Or(v) £ Or(w).

Caso 2. {v, w} € B,.

En este caso tenemos que y; € {v, w}. Sin perder generalidad, supongamos que v =y y
w € Bj. Por definicion de las flechas de T'(A, B) sabemos que y; — Ay — B, (donde A # 0) y
By — x; = y;. Como v =y yw € By, lo anterior implicaque v — A, = w (A #0) y
w — x1 — v; es decir, Or(v) € Or(w) y Or(v) € Or(w).
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2. TORNEOS BIPARTITOS CON 2-REYES Y 3-REYES

Por los casos (1) y (2) tenemos que Or(v) Q Or(w)y Or(v) ;(_ Or(w) para cualesquiera dos
vértices distintos vy w en By U B,. Como cada vértice de B3 es un receptor y no hay emisores en
T(A, B), por el lema[2.2.1] concluimos que K3(T(A, B)) N B=B; U B,.

Como K3(T(A, B)) NA={x1}yK3(T(A, B)) N B=B; U By, con |B; U By| = g, entonces
T(A, B) es del tipo (m, 1; n, g)3, como se queria. H

Teorema 2.2.6. Sean m, n'y q enteros tales quem > 4, n >3 yn>qg > 2. Sig < (L'ﬁﬁz) + 1,
2
entonces existe un torneo bipartito T(A, B) con |A| = my |B| = n, del tipo (m, 0; n, q)3.
Demostracion. Para esta demostracion usaremos la construccién que dimos en la demostracién
del teorema[2.2.3| con algunas modificaciones.

Seam; =m — 1. Como m > 4, entonces m; > 3. Ademasm —4=m; — 3y
|5]—2= LmT"lJ = L%J = Lm‘T_ﬂ Vemos que mp, n'y g cumplen las hipétesis del teorema
[2.2.3] Consideremos un torneo bipartito 7'(A, B) del tipo (m;, 1; n, g)3 tal como lo construimos en
la demostracion del teorema @ (con m; en lugar de m), el cual se ilustra a continuacién, ver la

figura[2.36

Ay = {1} Bi={wn}

Figura 2.36: Representacion de T'(A, B). La linea punteada representa a Fp, el cual fue definido en la
demostraci6n del teorema[2.2.5]

Sea A’ := A U {x0}, donde xo ¢ V(T (A, B)). Definimos T'(A’, B) como sigue:
V(T(A', B)) :=V(T(A, B)) U {x0}y:
F(T(A’, B)) :=F(T(A, B)) U {(x0,y) : y € By UB3} U{(y, x0) : y € B2}
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2.2 Torneos bipartitos con 3-reyes

Podemos ver la representacion gréfica de T(A’, B) en la figura[2.37

A B

Figura 2.37: Representacién de T(A’, B). La linea punteada representa a Fyy de T(A, B)

Vemos que T(A’, B) esté bien definido, mds adn, Oy (A'.B (xg) =O0r (A',B (xl) como lo podemos
ver en la figura[2.37] Asi, usando {xo, x1 } en lugar de {xl} en la demostracmn del teorema [2.2.5}
se demuestra que K3(T(A’, B)) N B =g y A’ no tiene 3-reyes en T(A’, B); puesto que
Or (A", (xo) Or (A',B (xl) y x1 es el inico 3-rey en T(A, B).

Por lo tanto, T'(A’, B) es del tipo (m, 0; n, g)3. B
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Torneos bipartitos con
4-reyes

En este capitulo veremos el problema de los 4-reyes en torneos bipartitos, siendo mds intere-
santes los casos cuando no hay transmisores. El teorema [3.0.1] es referido por Petrovic [4] a su
articulo conjunto con Thomassen [5]], pero nosotros damos una demostracién alternativa. El lema
[3.0.2] es un resultado que se obtuvo durante el desarrollo de esta trabajo, en €l damos una carac-
terizacioén de los torneos bipartitos en tipos (m, p; n, )4 segliin su nimero de transmisores. Este
resultado lo usamos en la demostracion del teorema[3.0.4] el cual agota los casos de la existencia de
torneos bipartitos del tipo (m, p; n, g)4. Cabe mencionar que en el presente trabajo desarrollamos la
demostracién de dicho teorema dada en el articulo de Petrovic [4], escribiendo los casos que hacian
falta para agotar las posibilidades, correspondientes a los incisos (d) y (e) del enunciado en nuestro
trabajo.
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

Teorema 3.0.1. [4] Sea T(A, B) un torneo bipartito. Si T(A, B) tiene a lo mds un transmisor,
entonces T (A, B) tiene al menos un 4-rey.

Demostracion. Cuando T'(A, B) tiene exactamente un transmisor v, el lema implica que v
es un 2-rey, en particular v es un 4-rey.

Suponamos que 7'(A, B) no contiene transmisores.

Veremos que un vértice con exgrado maximo en el conjunto de la particion al que pertenece (en
A oen B) es un 4-rey.

Definamos M(A) :={a € A: |O(a) =max {§T(y): yEA}}y
M(B) :={b € B: |O(b)| =mix {67 (z) : z € B}}. Por definicién de torneo bipartito tenemos que
A'y B son conjuntos finitos, por lo que {87 (y): y € A} y {67 (2) : z € B} son conjuntos finitos de
ndimeros enteros no negativos, por lo que estos ultimos tienen elemento maximo. Asi, M(A) # 0y
M(B) # 0.

Sea v un vértice de A tal que v € M(A). Veremos que v es un 4-rey.

Seaw € V(T)\{v}. Se demostrard que d(v, w) < 4.

Notemos que O(v) C B.

Caso 1. w € B.

(a) (b)

Figura 3.1: Representacién del caso (1): (a) w € O(v); (b) w € B\O(v)

Siw € O(v) se tiene que d(v, w) = 1. Supongamos que w € B\O(v), entonces, por definicién de
torneo bipartito, se tiene que w — v (ver figura fig:42). Como T no tiene transmisores, en particular
w no es un transmisor, por lo que existe un vértice u en A\{v} tal que u — w. Por eleccién de v
tenemos que |O(u)| < |O(v)| (ya que u € A), con O(u) C By O(v) C B, donde las contenciones son
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propias puesto que no hay transmisores en 7. Sabemos que w € O(u)\O(v), lo cual implica que
O)\O(u) # 0 (porque |O(u)| < |OW)|). Sea z € O(v)\O(u), entonces v — z — u — w; es decir,
d(v,w)=3.

Caso 2. w € A\{v}.

O(v) = O(w)

I{v) = I(w)

(a) (0)

Figura 3.2: Representacion del caso (2): (a) O(v)\O(w) # 0; (b) OW)\O(w) =0

Si O(v)\O(w) # 0, se tiene que existe u € B tal que v — u'y u — w; es decir, v — u — w es
una trayectoria de longitud minima, por lo que d(v, w) = 2 (ver la figura[3.2] (a)). Supongamos que
O()\O(w) = 0, como |O(w)| < |O(v)| por eleccién de v (puesto que w € A), se tiene que
O(w) = O(v). Sabemos que T no tiene transmisores, en particular ni v ni w son transmisores, por lo
que B \O(®v) # 0. Sea u € B\O(v); es decir, u — v. Como O(w) = O(v), entonces también tenemos
u — w, pues {v, w} C O(u). Como u tampoco es transmisor, existe z € A\{v, w} tal que z — u.
Puesto que |O(z)| < |O(v)| y ademds u € O(z)\O(v), entonces existe y € O(v)\O(z). Por lo tanto
v —y—z—u— w;es decir, d(v, w) =4 (ver la ﬁgura@(b)).

Por los casos (1) y (2) tenemos que v es un 4-rey. l

Recordemos las definiciones de M(A) y M(B) que dimos en la demostracion del teorema ante-
rior, ya que serdn usadas en resultados posteriores.

Lema 3.0.1. [4|] Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores. Si x es un vértice en M(A),
entonces I(x) C Ky(T).

Demostracion. Sea y € I(x). Demostraremos que d(y, v) < 4 para todo vértice v € V(T)\{y}.
Por la demostracion del teorema[3.0.1]sabemos que x € K4(T'), puesto que x es un vértice de ex-

grado méximo en A. Lo anterior implica que, para todo vértice w en B\ {y} existe una xw-trayectoria
P,, de longitud a lo mas 3, por lo que (y, x) U P,, es un yw-camino de longitud a lo mas 4. Por lo
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

tanto, para todo vértice b en B se tiene que d(y, b) < 4.

Ahora veremos que para todo vértice a en A se tiene que d(y, a) < 4.

Sea v un vértice en A. Siv € O(y), se tiene d(y, v) = 1. Supongamos que v € A\O(y); es decir,
v — y, por ser T un torneo bipartito. Como y € O(v)\O(x) y |O(x)| > |O(v)| (por eleccién de x),
entonces existe un vértice z en O(x)\O(v). Asi, (y, x, z, v) es un yv-camino dirigido, de lo cual se

deduce que d(y, v) < 3 (ver la figura[3.3). Asi, para todo vértice a en A se tiene que d(y, a) < 4.

Por lo anterior, y € K4(T).

| >

Figura 3.3: Representacion del lema3.0.1] tomando v en A\O()

Por lo tanto I(x) C K4(7). B

Teorema 3.0.2. [4] Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores. Entonces |A N K4(T)| > 2y
BN Ky(T)| > 2.

Demostracién. Si 7' no tiene transmisores, entonces |A| > 2y |B| > 2 (Ilema[2.1.1).

Figura 3.4: Representacion del Teorema |BNKy(T)| >2

Sean x y y vértices tales que x pertenece a M(A) y y pertenece a M(B). Por la demostracion del
teorema sabemos que {x, y} C K4(T). Sin perder generalidad supongamos que x — y. Como
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x no es transmisor, existe b € B\{y} tal que b — x (ver la figura[3.4). Por el lema sabemos
que b € K4(T). Entonces |B N K4(T)| > 2.

Si existiera un vértice w € A\{x} tal que |O(w)| = |O(x)| o w — y, por la demostracién del
teorema [3.0.1] o por el lema [3.0.1] respectivamente, tenemos que w € K4(T); es decir,
|A N K4(T)| > 2 (ka(A) > 2), como podemos ver en la ﬁgura(a). Supongamos que y — (A\{x})
y
|O(w)| < |O(x)| para todo w € A\ {x}.

Sean u € I(x) un vértice tal que |O(u)| = max {67(z) : z € I(x)} y v € I(u). Note que I(u) # 0

porque u no es un transmisor, ademds v # x ya que u — x y v — u, con {x, v} C A (ver la figura[3.5
(b)). Asi tenemos la siguiente afirmacidn:

A B A B

(a)

Figura 3.5: Representacién del Teorema (a) existe un vértice w en A\{x} tal que w — y; (b)
eleccién de # y v cuando y — (A\{x}) y |O(w)| < |O(x)| para todo w € A\{x}

Afirmacion. v es un 4-rey.

A B

O(z)UO(v)

Figura 3.6: Representacion general de la afirmacion en el Teorema

Veremos que d(v, w) < 4, para todo vértice w en V(T)\{v}. Por el lema sabemos que u
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

es un 4-rey, ya que u € I(x). Como u € B tenemos que para todo a en A se cumple d(u, a) < 3,
entonces d(v, a) < 4 puesto que v — u. Ahora, sea w € B, veremos que d(v, w) < 4.

Notemos que B = (O(x) U O(v)) U (B\(O(x) U O(v))), donde O(x) U O(v) y B\(O(x) U O(v)) son
conjuntos ajenos. Ademds B\(O(x) U O(v)) = I(x) N I(v) por las definiciones de los conjuntos O e [
(ver figura[3.6). De lo anterior, consideremos dos casos sobre w.

Caso 1. w € O(x) U O(v).

Siw € O(v), entonces d(v, w) = 1. Siw € O(x), como v — u, u — x y x — O(x), tenemos un
vw-camino dirigido de longitud 3; es decir, d(v, w) < 3 (figura[3.7).

Figura 3.7: Representacion del caso (1) de la afirmacién en el Teoremam Donde w' y w” son las
posibilidades para w

Caso 2. w € I(x) N I(v).

Figura 3.8: Representacion del caso (2) de la afirmacién en el Teoremam

Como v — uy w — v, tenemos que w # u, con {u, w} C I(x). Puesto que
|O(w)| = méx {61(z) : z € I(x)}, entonces |O(w)| > |O(w)|. Por otro lado v — u 'y w — v implica
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que v € Ow)\O(u). Asi, dado que |O(u)| > |O(w)| y v € O(W)\O(u), se deduce que existe z en el
conjunto O(u)\O(w). Yaque z € O(u) y z € I(w), se tiene v — u — z — w; es decir, d(v, w) < 3
(ver la figura[3.8). Por lo tanto d(v, B) < 3.

De los casos (1) y (2), se concluye que v € A N K4(T).

De lo anterior se tiene v # x, {x, v} C Ay {x, v} C K4(T); es decir, {x, v} C AN K4(T), con
v # x. Por lo tanto |A N K4(T)| > 2. A

El siguiente teorema, dado por Petrovic en [4], nos da condiciones para la existencia de torneos
bipartitos T (A, B) del tipo (m, p; n, q)4.

Teorema 3.0.3. [4)] Dados enteros m, n, py q tales que m >n >0, m>p>0yn>qg >0,
entonces existe un torneo bipartito T (A, B) del tipo (m, p; n, q)a, excepto en los siguientes casos:

(a) (m, 1;n,q)a,n=>q>0;
(b) (m, p;n, Vg, m>p>0;
(c) (1,0;1,0)4;

Observemos que el enunciado del teorema [3.0.3| no estd completo, ya que falta por excluir dos
casos aparte de los casos presentados en los incisos (a), (b) y (c). Nosotros completaremos el
enunciado, el cual presentamos como el teorema [3.0.4] Pero antes de demostrar dicho resultado
necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.0.2. Sea T(A, B) un torneo bipartito con |A| = m,
es de algunos de los siguientes tipos:

Bl =nym >n > 0. Entonces T(A, B)

1. (m, 1; n, 0)4, si T(A, B) tiene un tinico transmisor en A;
2. (m, 0; n, 1)4, si T(A, B) tiene un iinico transmisor en B;
3. (m, 0; n, 0)4, si T(A, B) tiene al menos dos transmisores;

4. (m, p; n, q)4 para ciertos enteros py q, conm > p >2yn > q > 2, si T(A, B) no tiene
transmisores.

Demostracién. Sea T(A, B) un torneo bipartito con |[A| =m, [B| =ny m > n > 0. Tenemos dos
casos:

Caso 1. T (A, B) tiene transmisores.

Sabemos que no puede ocurrir que haya transmisores de 7(A, B) en A y en B simultdneamente,
ya que cada transmisor tiene ingrado cero.

Sea v un transmisor de T'(A, B).
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

Subcaso 1. v € A.

Entonces v — B implica que I(v) = 0, por lo que no hay wv-trayectorias dirigidas para cada
w € V(T)\{v}. Esto nos dice que no hay 4-reyes de T'(A, B) en el conjunto V(T)\{v}. En particular
BN K4(T) = 0. Por lo anterior tenemos que T (A, B) es de la forma (m, p; n, 0)4.

(a) (b)

Figura 3.9: Representacion del subcaso (1) del Lema (a) v es el tnico transmisor; (b) vy w son
transmisores con v # w

Si v es el tinico transmisor de T'(A, B), el lema [2.1.3] implica que v es un 2-rey, por lo que v
es un 4-rey (figura[3.9)(a)). Asi, v es el dnico 4-rey de T(A, B); es decir, T(A, B) es de la forma
(m, 1;n,0)4. Con esto queda demostrado el punto (1) del lema(3.0.2

Si v no es el tnico transmisor en T (A, B). Entonces consideremos w otro transmisor en T'(A, B)
tal que w # v. Como en el conjunto V(T)\{v} no hay 4-reyes, de manera andloga se demuestra que
no hay 4-reyes en V(T)\{w} (ﬁgura (b)). Por lo tanto T'(A, B) no tiene 4-reyes; es decir, T (A, B)
es de la forma (m,0;n,0)4, conm > 2 (yaque {v, w} CAyw #v).

Subcaso 2. v € B.

Andlogamente al subcaso (1), tenemos que T(A, B) es del tipo (m, 0; n, g)4. Donde g = 1 si v es
el tnico transmisor o ¢ = 0 si hay otro transmisor (lo cual implica que m > n > 2).

Asi queda demostrado el punto (2) del lema[3.0.2] mientras que la combinacién del subcaso (1)

y el subcaso (2), cuando hay al menos dos transmisores en A o en B, respectivamente, nos demuestra
el punto (3) del lema[3.0.2]

Caso 2. Si T(A, B) no tiene transmisores.

Por el teorema [3.0.2] tenemos que p > 2y ¢ > 2, por lo que en este caso T'(A, B) es del tipo
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(m,p;n,q)sconm > p>2yn>gq>2. Porlo tanto queda demostrado el punto (4) del lema[3.0.2]

Note que el lema agota todas la posibilidades de existencia para torneos del tipo (m, p;n,q)a
de un torneo bipartito dado T(A, B). Asi, cualquier torneo bipartito 7'(A, B) es de alguno de los tipos
sefialados por el lema[3.0.2] Por lo anterior, queda demostrado el lema[3.0.2] W

Teorema 3.0.4. Dados enteros m, n, py q tales que m >n >0, m > p > 0yn > q > 0, entonces
existe un torneo bipartito T (A, B) del tipo (m, p; n, q)s, excepto en los siguientes casos:

(a) (m, 1;n,q)s,n>q>0;

(b) (m, p;n, 1)4s, m>p>0;

(c) (1,0;1,0)4;

(d) (m, p;n,0)s, m=>p=>2;

(e) (m,0;,n, gy, m>n>gq>2.

Demostracion. Veremos que efectivamente en los casos enumerados en el teorema no se
pueden tener torneos bipartitos del tipo dado. Después demostraremos que en los casos restantes
existen torneos bipartitos que cumplen las condiciones.

Veamos qué es lo que ocurre en general en un torneo bipartito.

Sea T(A, B) un torneo bipartito, con |[A| =m, |B| =ny m > n > 0. Sabemos que T(A, B) es de
la forma (m, p; n, q)4 para ciertos enteros py g talesque m > p > 0y n > g > 0. Tenemos dos casos:

Caso 1. T(A, B) tiene transmisores.

Por el lema[3.0.2] sabemos que en este caso {p, g} C {0, 1}. Con esto inmediatamente quedan
descartados los incisos (d) y (e). Si T(A, B) tiene un Unico transmisor, los puntos (1) y (2) del lema
3.0.2]implican que {p, ¢} = {0, 1}, mientras que para (a) y (b) se tiene que 0 ¢ {p, g}, y para (c)
se tiene que 1 ¢ {p, g}, por lo que un torneo bipartito con un unico transmisor no puede ser de
ninguno de los tipos (a), (b) ni (¢). Por otro lado, si T (A, B) tiene al menos dos transmisores (donde
tendrfamos m > 2 o m > n > 2), el punto 3 del lema[3.0.2]implica que {p, g} = {0} y m > 2, por
lo que quedan descartados los incisos (a), (b) y ().

Por lo tanto en el caso (1) quedan descartados los tipos (a), (b), (c), (d) y (e).

Caso 2. T(A, B) no tiene transmisores.

Por el punto (4) del lema [3.0.2] sabemos que en este caso {p, g} N {0, 1} = 0. Por otro lado
en los incisos (a) y (b) se tiene que 1 € {p, ¢}, mientras que en (c), (d) y (e) se tiene 0 € {p, ¢}.

Entonces no hay torneos bipartitos sin transmisores de ninguno de los tipos (a), (b), (c), (d) ni (e).

Por los casos (1) y (2) se concluye que no hay torneos bipartitos de ninguno de los tipos:
(@ (m, Lyn, @)a,n>q>0;

(b) (m, p;n, 1)4,m>p > 0;
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

(¢) (1,0; 1, 0)4;
(d) (m, p;n,0)s,m > p >2;ni
(e) (m,0;n,q)a,m>n>q>2.

Ahora veamos que para los demads casos, en efecto, existen torneos bipartitos de los tipos corre-
spondientes.

Seanm, n, py g enteros talesquem >n>0,m>p>0yn>q>0.

Tomemos dos casos:

Caso 1. {m,n} N {1} #0.

Enestecasom=1on=1.Sim=1,comom > n > 0, tenemos n = 1, por lo que en el caso (1)
siempre tenemos que n = 1. Ademds n > ¢ > 0y n=1 implican que ¢ € {0, 1}. Veamos que existe
un torneo bipartito del tipo (m, p; 1, g)4 con g en {0, 1}, exceptuando aquellos enumerados en este
teorema.

Subcaso 1. ¢ = 0.

Demostraremos que existen torneos del tipo (m, p; 1, 0)4 a excepcién de los numerados en el
teorema@ Como ¢ =0, la exclusion de los tipos (a), (b) y (e) no impone restricciones ni a m ni
a p. Por otro lado, para excluir los tipos (¢) y (d) consideramos dos subcasos.

Subcaso 1.1. m=1.

Consideramos (1, p; 1, 0)4, donde 1 =m > p > 0; es decir, p € {0, 1}. El inciso (c) implica
que p # 0. Entonces p = 1.

Veamos que existen torneos bipartitos 7(A, B) del tipo (1, 1; 1, 0)4.

Sean A = {v} y B={w} conv # w. Sea T(A, B) tal que V(T) :=AUBYy F(T) := {(v, w)}.
Entonces T'(A, B) es un torneo bipartito del tipo (1, 1; 1, 0)4, como podemos ver en la ﬁgura@

Figura 3.10: Construccién de T(4, B) en el caso(1), subcaso (1.1) del Teorema
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Subcaso 1.2. m > 2.

Por el inciso (d) tenemos que p € {0, 1}. Entonces, en este subcaso daremos torneos bipartitos
de los tipos (m, 0; 1,0)4 y (m, 1; 1, 0)4.

Subcaso 1.2.1. Existen torneos bipartitos del tipo (m, 0; 1, 0)4.

Sean A y B conjuntos tales que A N B=0, |[A|=m > 2y |[B| =n=1. Sea T(A, B) tal que
V(T(A,B)) =AUBY F(T(A,B))={(v,w):vEAyw € B} (ver la figura[3.11| (a)).

En efecto, T(A, B) es un torneo bipartito, ademds todo vértice de A es transmisor, por el punto
(3) del lema[3.0.2]se tiene que T'(A, B) es del tipo (m, 0; 1, 0)4.

Subcaso 1.2.2. Existen torneos bipartitos del tipo (m, 1; 1, 0)4.
Sean A y B conjuntos tales que AN B =0, |[A|=m > 2y |B| =n=1. Sea v un vértice en A,

definimos el torneo bipartito T (A, B) tal que V(T (A, B))=AUBYy
F(TA,B)={(v,w):weB}U{(w,u): ucA\{v}yw e B} (ver la figura[3.11|(b)).

A B A B

(a) (0)

Figura 3.11: Construccién de T(A, B) en el caso(1), subcaso (1.2) del Teorema(3.0.4} (a) Subcaso (1.2.1)
A — B; (b) Subcaso (1.2.2) v — wyw — A\ {v}

Tal como estad definido T'(A, B) es un torneo bipartito. Como v domina a B se tiene que v es
transmisor, ademds dado cualquier vértice u en A\{v} se tiene que B — u, por lo que v es el dnico
transmisor de T'(A, B) y estd en A, por lo que el punto 1 del lema [3.0.2]implica que T'(A, B) es del
tipo (m, 1; 1, 0)4.

Subcaso 2. g = 1.
Demostraremos que existen torneos del tipo (i, p; 1, 1)4 a excepcion de los numerados en este

teorema. Por el inciso (b) se tiene que p no puede ser estrictamente mayor que cero, por lo que
p =0, puesto que p > 0. Entonces veremos que existen torneos bipartitos del tipo (m, 0; 1, 1)4.
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

Sean A y B conjuntos tales que A N B=0, |A| =m > 2y |B| =n = 1. Definimos T(A, B) como
V(T(A,B)=AUBYyF(T(A, B)={(w,v): vEAyw € B}, donde w es el tinico elemento de B

(ver la figura 3.12).

|
)

Figura 3.12: Construccién de T(A, B) en el caso (1), subcaso (2) del Teorema

Por la definicién dada, T(A, B) es un torneo bipartito. Ademds B = {w} y w — A, por lo que w
es el dnico transmisor de T(A, B) y estd en B, asi , el punto (2) del lema[3.0.2]implica que T'(A, B)
es del tipo (m, 0; 1, 1)4.

Caso 2. {m,n} N {1} =0.

En este caso se tiene que m > n > 2, entonces el inciso (c) queda excluido desde las hipétesis
de este caso.

Tenemos dos subcasos:

Subcaso 1. {p, g} N {0, 1} # 0.

Veamos qué condiciones le imponen a este subcaso las exclusiones de los tipos (a), (b), (d) y
(e). Si p =1, entonces por el inciso (a) se tiene que ¢ = 0. Andlogamente si g = 1 (por el inciso
(b)) tenemos que p = 0. Si p = 0, entonces la exclusién del tipo (e) implica que ¢ € {0, 1}y,
andlogamente por el inciso (d), si ¢ = 0 entonces p € {0, 1}. Asi, tenemos los tipos (m, 1; n, 0)4,
(m, 0; n, D)y (m, 0; n, 0)4.

Subcaso 1.1. Existe un torneo bipartito del tipo (m, 1; n, 0)4.

Daremos un torneo bipartito del tipo indicado.

Sean A y B conjuntos tales que AN B =0, |[A|=m > 2y |B|=n>2. Seav € A. Definimos
T(A,B) como V(T(A,B)=AUBYF(T(A,B)={(v,w): weB}U{(w,u): weByucA\{v}}.

Por las definiciones de V(T'(A, B)) y F(T(A, B)) se tiene que T(A, B) es un torneo bipartito.
Como v — By B — A\{v}, entonces v es el unico transmisor de T(4, B) y estd en A. Con lo
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anterior, el punto (1) del lema[3.0.2]implica que T'(A, B) es del tipo (m, 1; n, 0)4.
Subcaso 1.2. Existe un torneo bipartito del tipo (m, 0; n, 1)4.
Daremos un torneo bipartito del tipo indicado.

Sean A y B conjuntos tales que AN B=0, |A|=m > 2y |B=n>2. Seaw € B. Definimos
T(A, B) como V(T(A,B)=AUBYF(T@A,B)={(w,v):veEA}U{(v,z):vEAyz€E€B\{w}}.

Por las definiciones de V(T (A, B)) y F(T (A, B)) se tiene que T(A, B) es un torneo bipartito.
Ademéds w — A y A — B\{w} implican que w es el unico transmisor de T(A, B) y estd en B. Con
lo anterior, el punto (2) del lema[3.0.2]implica que T'(A, B) es del tipo (m, 0; n, 1)s.

Subcaso 1.3. Existe un torneo bipartito del tipo (m, 0; n, 0)4.

Daremos un torneo bipartito del tipo indicado.

Sean A y B conjuntos tales que AN B =0, |A| =m > 2y |B| =n > 2. Definimos T(A, B) como
V(T(A,B)=AUBYF(T(A,B)={(v,w):vEAywE B}.

()

Figura 3.13: Construccién de T(A, B) en el caso (2), subcaso (1) del Teorema (a) Subcaso (1.1);
(b) Subcaso (1.2); (c) Subcaso (1.3)

Por las definiciones de V(T (A, B)) y F(T (A, B)) se tiene que T(A, B) es un torneo bipartito.

Como A — B, entonces todo vértice de A es un transmisor de T(A, B). Sabemos que |A| > 2. Lo
anterior nos dice que T'(A, B) es un torneo con al menos dos transmisores, por lo que el punto (3)
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

del lema|3.0.2|implica que T'(A, B) es de la forma (m, 0; n, 0)4.
Subcaso 2. {p, g} N {0, 1} =0.
En este subcaso se tiene que p > 2y g > 2.
Veamos que existen torneos bipartitos del tipo (m, p; n, q)4.

Subcaso 2.1. p > g > 2.

SeanA={vi,...,vu},B={wi,...,w,},conA N B=0. Definamos los siguientes conjuntos:
Av={vi,...,vg1h

Ay :={vg, ..., vp}s

Az ={vpy1,. .., vm}s

Bi:={wi,...,wg1};

By :={w,};

B3 :={wgq1,. .., W}

Observemos que los conjuntos anteriores son ajenos dos a dos y que se tienen las igualdades A
=A|UA, UA3yB=B; UBy UB3,donde Ay, A, B; y By son no vacios y (A3 =0 o B3 = 0 cuando
p =m o g = n, respectivamente). Ahora definamos el torneo bipartito 7'(A, B) como sigue:

V(T):=AUB;

FT)={(ipw):ie{l,...,g—1}}U{(v,w:veAyweB}U{(v,wy):veA}U
{wi,vp):wi €Bry j# i} U{(wg, v):veEA UAs}.

Usando algunos productos cartesianos, F'(T') se puede reescribir como

F(T):{(vi,w,-):ie{l,.. . ,q—l}}U(A X B3) U (Ay X By) U
((By % A)\{(W,', Vi)l € {1, . ,q—l}}) U By X (A1 UA3)).

Con la definicidn anterior vemos que T (A, B) es un torneo bipartito con biparticién (A, B), como
podemos observar en la figura[3.14] donde dado un vértice u en V(T), se tiene:

1. Siu€ Ay yu=v;,entonces O(u) = B3 U {w;} e I(u) = (B \{w;}) U Bs.
2. Siu € A,, entonces O(u) = B, U Bz e I(u) = By.

3. Siu € Az, entonces O(u) = Bz e I(u) = By U B>.

4. Siu € By y u=w; entonces O(u) = A\{v;} e I(u) = {v;}.

5. Siu € By (u=w,), entonces O(u) =A; U Az e I(u) = As.
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6. Siu € B3, entonces O(u) =0 e I(u) =A.

Figura 3.14: Construccion de T (A, B) en el caso (2), subcaso (2)

De los seis puntos anteriores observamos que 7'(A, B) no tiene transmisores, puesto que todos
los conjuntos A1, Ay, B1 y By son no vacios y esto implica que los I(u#) son no vacios.

Afirmamos que T'(A, B) es del tipo (m, p; n, ¢)4. Demostraremos que K4(7T'(A,B))NA =A; UA;
y K4(T(A, B)) "B =B UB>.

Usaremos los teoremas anteriores para demostrar que tanto los vértices de A; U Ay como los
vértices de By U B; son 4-reyes. Después veremos que no hay mds 4-reyes.

Veamos que los vértices de A U A; son 4-reyes. Note que los vértices de A} U A, son de ex-
grado méximo en A, puesto que todo vértice en A| U A; tiene exgrado |Bs| + 1 y todo vértice en
Aj; tiene exgrado |B3|. Dado un vértice v en A| U Ay, como T(A, B) no tiene transmisores y v es
de exgrado méximo en A, la demostracién del teorema [3.0.1] implica que v es un 4-rey; es decir,
A1UA, CK4(T(A,B)).

Ahora mostraremos que los vértices de By U B, son 4-reyes. Primero veamos que w, es un
4-rey. Como {wq} C I(Ay) (por el punto (1)) y todo elemento de A; es de exgrado méximo en A,
entonces por el lema se tiene que {wq} es un 4-rey; es decir, By C K4(T'(A, B)). Por otro lado,
por (2), como By =1(A3), T(A, B) no tiene transmisores y puesto que todos los vértices de A, son de
exgrado maximo en A, el lema[3.0.1implica que todos los vértices de B; son 4-reyes. Por lo tanto
B, U By C K4(T(A, B)).
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

Veamos que los vértices de A3 U B3 no son 4-reyes; es decir, (A3 U B3) N K4(T'(A, B)) = 0.

Los vértices de Bz no son 4-reyes. Como U O(x) = 0, por el punto (6), entonces
XEB3

B3 ﬁK4(T(A7B)) =0.
Los vértices de Az no son 4-reyes. Por el punto (3) sabemos que U O(x) = B3 y, por el punto

XEA3

(6), O(B3) =0, entonces A3 N K4(T'(A, B)) = 0.

Por lo anterior se tiene que K4(T(A, B)) N A =A; UAy vy K«(T(A, B)) N B=B; U By, con
| (AJUAY) [=(@— D+ (p—(g—1))=py|B1UB2)|=(¢g— 1)+ 1=gq. Por lo tanto el torneo
bipartito T (A, B), asi construido, es del tipo (m, p; n, q)a.

Subcaso 2.2. ¢ > p > 2.

La demostracidn de este subcaso es andloga a la demostracion del subcaso anterior. Observemos
que la hipdtesis m > n no es usada en la demostracién del subcaso anterior. Asi, las hipdtesis que
realmente se utilizan son:

1. m2>p;

2. n>gq;

3.p>q>2
Construiremos un torneo bipartito del tipo del tipo (m, p; n, q)a.

En este subcaso tenemos m > p,n > gy q > p > 2. Renombremos m, n, py g como n’, m’, ¢'
y p', respectivamente.

Asi, tenemos :

(@) m" > p';
(b) n' >q';
(© p>q>2

Por el subcaso anterior, por la observacién y por (a), (b) y (c), sabemos que existe un tor-
neo bipartito T(A, B) del tipo (m’, p'; n’, ¢’)4. Por lo que T(B, A) es un torneo bipartito del tipo
(n',q';m', p')4; es decir, T(B, A) es un torneo bipartito del tipo (m, p; n, q)4.

En los casos (1) y (2) hemos agotado todas las posibilidades para los tipos de torneos bipartitos
excluyendo los casos enunciados en el teorema Asi, este teorema queda demostrado. B

Lema 3.0.3. /4] Sean T(A, B) un torneo bipartito y x € K4(T(A, B)) N A. Si existe y € A tal que
d(x, y) =4, entonces y € K4(T(A, B)) N A.
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Demostracion. Observemos que d(x, y) = 4 implica que O(x) C O(y) (ver la figura|3.15). De
otra forma existirfa v en O(x)\O(y); esto es, x — v — y, lo que implica que d(x, y) = 2, contradi-
ciendo d(x, y) = 4.

Figura 3.15: En la figura: (x, by, a, by, y) es una trayectoria de longitud minima, por lo que O(x) C O(y)
Demostraremos que y es un 4-rey. Sea z € V(T(A, B))\{y}. Veamos que d(y, z) < 4.

Caso 1. z € V(T(A, B)\{x, y}.

Como x es un 4-rey, sabemos que d(x, z) < 4. Sea P = (x, u, . . . , ) una xz-trayectoria dirigida
de longitud minima. Entonces u € O(x) y O(x) C O(y) implica que y — u, por lo que (y,u)U (u,P,z)
es un yz-camino dirigido de longitud a lo més d(x, z) < 4; es decir, d(y, z) < 4 (ver la figura .

Caso 2. z=x.
Sabemos que O(x) C O(y). Asi tenemos dos subcasos (ver la figura [3.17).
Subcaso 1. O(y)\O(x) # 0.

En este subcaso existe w € O(y)\O(x); esto es, y — wy w — x, por lo que y — w — x es una
yx-trayectoria dirigida de longitud dos; es decir, d(y, x) = 2.

Subcaso 2. O(y)\O(x) = 0.

En este subcaso se tiene que O(x) = O(y) y I(x) = I(y). Sea w un vértice en I(x), entonces
w € B, por lo que w € V(T(A, B))\{x, y}. Por el caso (1) sabemos que d(y, w) < 4, lo que im-
plica que d(y,w) =10d(y,w)=3,yaquey € Ayw € B. Como w € I(x) y I(x) = I(y), entonces
d(y,w) =3. Si P es una yw-trayectoria dirigida de longitud tres, entonces P U (w, x) es un yx-camino
dirigido de longitud cuatro, lo que implica que d(y, x) = 4.
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

Figura 3.16: Lema[3.0.3| caso (1). En la figura: z;, con i € {1, 2, 3, 4}, representan las posibilidades de
z,donde d(x, z;) =i

(a) (b)

Figura 3.17: Lema , caso (2). (a) Subcaso (1): O()\O(x) # 0; (b) Subcaso (2): O(y)\O(x) =0

Por los casos (1) y (2) tenemos que d(y, z) < 4 para todo vértice z en V(T'(A, B))\{y}. Por lo
tanto y € K4(T(A, B)) NA. B

Corolario 3.0.1. [4|] Sean T (A,B) un torneo bipartito y x en K4(T(A,B)) NA. Siy es un vértice en
el conjunto A\ (K4(T (A, B)) NA), entonces d(x,y) = 2.

Demostracién. Como x es un 4-rey, sabemos que d(x, y) < 4. Ademds {x, y} C A, conx #yya
que x es 4-rey y y no lo es por eleccién, por lo que d(x, y) =2 o d(x, y) = 4. Si d(x,y) =4, el lema
[3:0.3]implica que y es un 4-rey, pero y € A\(K4(T(A, B)) N A), lo que es una contradiccion. Por lo
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tanto, d(x,y)=2. l

Lema 3.0.4. [4] Sea T(A, B) un torneo bipartito con K4(T (A, B)) # 0. Entonces, para cada vértice
x en V(T(A, B)\K4(T(A, B)) existe un vértice y en K4(T(A, B)) tal que d(x, y) > 4 o tal que
d(x,y) = o.

Demostracién. Si V(T (A, B))\K4(T (A, B)) = 0, este lema se cumple por vacuidad.

Supongamos que V(T (A, B)\K4(T (A, B)) # 0.

Sea x un vértice en V(T'(A, B))\K4(T'(A, B)). Si x es un receptor, entonces para todo vértice y en
V(T (A, B))\{x} se tiene que d(x, y) = oo. En particular, como K4(T(A, B)) # 0 y x ¢ K4(T(A, B)),
existe un vértice yg en K4(T'(A, B)) tal que d(x, yp) = .

Ahora supongamos que x no es un receptor. Consideremos los siguientes casos.

Caso 1. T(A, B) tiene transmisores.

Como K4(T (A, B)) # 0, estamos en los puntos (1) o (2) del lema [3.0.2} es decir, tenemos un
unico transmisor v en V(T(A, B)) (de hecho v es el tinico 4-rey). Por la demostracién de los pun-
tos (1) y (2) del lema[3.0.2]tenemos que no hay wv-trayectorias dirigidas para ningin vértice w en
V(T (A, B))\{v}; en particular, no hay xv-trayectorias dirigidas, puesto que x € V(T'(A, B))\{v}.

Caso 2. T(A, B) no tiene transmisores.

Supongamos que existe un vértice v en V(T (A, B))\K4(T (A, B)) tal que d(v, y) < 4 para todo
vértice y en K4(T(A, B)). Sin perder generalidad, supongamos v € A. Asi, A\K4(T(A, B)) # 0.

Veremos que v es un 4-rey, lo cual es una contradiccién.
Subcaso 1. No todos los vértices en K4(T(A, B)) N B dominan a v.

En este caso existe un vértice w en K4(T (A, B)) N B tal que v — w. Notemos lo siguiente:

1. Para todo vértice a en A se tiene que d(w, a) < 3, ya que w es un 4-rey.
2. Para todo vértice b en B\(K4(T(A, B)) N B) ocurre que d(w, b) = 2, por el corolario3.0.1}

3. Para todo vértice t en K4(T (A, B)) N B tenemos que d(v, t) < 4, por la suposicion para este
caso.

Entonces para todo vértice a en A se tiene que d(v, a) < 4 y para todo vértice b en B ocurre que
d(v, B) < 4; es decir, v € K4(T(A, B)), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto este subcaso no es
posible con las hipétesis dadas.

Subcaso 2. Para todo vértice z en K4(T (A, B)) N B se tiene que z domina a v.

Demostraremos que para todo vértice u en V(T(A, B)) tenemos que d(v, u) < 4. Como para
todo vértice y en K4(T'(A, B)) se tiene que d(v, y) < 4, por la suposicién de este caso, solo resta
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

ver que para todo vértice a en A\K4(T(A, B)) tenemos d(v, a) < 4 y que para todo vértice b en
B\ K4(T (A, B)) tenemos d(v, b) < 4.

Observemos que para todo vértice r en K4(T (A, B)) se tiene que d(v, r) < 4, por la suposicién
inicial del caso (2), y todo vértice en K4(T (A, B)) N B domina a v. Esto implica que para todo vértice
b en K4(T (A, B)) N B se cumple que d(v, b) = 3.

Veamos que para todo vértice a en A\K4(T (A, B)) ocurre que d(v, a) < 4.
Sea o un vértice en A\K4(T (A, B)). Veremos que (v, a) < 4.

Sea w un vértice en M(B) (es decir, |O(w)| = max{8*(y) : y € B}). Entonces se cumple lo
siguiente:

1. w es un 4-rey,
2. I(w) € Ky(T(A, B)),

3. A\K\(T(A, B)) C O(w) y
4. w—v.

El punto (1) se deduce de la demostracion del teorema [3.0.1] por la eleccion de w. Asi mismo,
el punto (2) también se obtiene de la eleccion de w, usando el lema Como O(w) = A\I(w), por
complementos en A y por el punto (2), obtenemos el punto (3). Ademds, el punto (1) y la suposicion
de este subcaso (todo vértice de K4(T'(A, B)) N B domina a v), implican al punto (4).

Como para todo vértice r en K4(T (A, B)) N B se tiene que d(v, r) =3y w € K4(T(A, B)) N B,
entonces tenemos que d(v, w) = 3. Por otro lado, el punto (3) nos dice que w domina a todo vértice
de A\K4(T(A, B)), lo que implica que w domina a a. Asi, tenemos d(v, w) =3y w — «, por lo que
d(v, o) <4 (ver la figura[3.18).

Hasta aqui tenemos que para todo vértice a en A ocurre que d(v, a) < 4 y para todo vértice b en
K4(T(A, B)) N B se tiene que d(v, b) < 4. Ahora veamos que para todo vértice f en B\K4(T (A, B))
se cumple que d(v, B) < 4. Tomemos dos subcasos.

Subcaso 2.1. B\K4(T'(A, B))) = 0.

Como todo vértice de K4(T(A, B)) N B domina a vy B\K4(T(A, B))) = 0, entonces v es un re-
ceptor, lo que contradice la suposicion inicial del caso (2), a saber que d(v, y) < 4 para todo vértice
yen K4(T(A, B)). Por lo que este subcaso no puede ocurrir.

Subcaso 2.2. B\(K4(T(A, B)) N B) # 0.

Recordemos que estamos demostrando que para todo vértice 8 en B\K4(T (A, B)) se cumple que
d(v, B) < 4. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un vértice z en B\K4(T(A, B))
tal que d(v, z) > 5 (esto implica que z — v). Veremos que z es un 4-rey, lo cual contradice que
z¢ K4(T(A,B)).

Afirmacion. z es un 4-rey; es decir, para todo vértice u en V(T (A, B)) se cumple que d(z, u) < 4.
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Figura 3.18: Lema(3.0.4] caso (2), subcaso (2): K4(T'(A, B)) N B — v. En la figura w € M(B),
w € K4(T(A, B) N By w — A\K4(T (A, B))

Sea u un vértice en V(T (A, B)).

Casoa. u € A.

Sabemos que d(v, u) < 4 para todo vértice u en A (por la primera parte de la demostracion
del subcaso (2)). Notemos que dado un vértice uy en A, tenemos que d(v, up) = 2 o d(v, ug) = 4.
Tomemos dos subcasos.

Subcaso a.1. d(v, t) = 2 para todo vértice ¢ en A\{v}.

En este subcaso, como T'(A, B) no tiene transmisores, entonces v es un 3-rey (por el teorema
[2.2.1)), en particular z es 4-rey, porque z — .

Subcaso a.2. Existe un vértice 7y en A tal que d(v, tp) # 2.

En este subcaso tenemos que d(v, fy) = 4. Sea (v, by, ay, by, ty) una viy-trayectoria dirigida de
longitud minima, donde a; € Ay {b;, b} C B, yaque v € A. Como d(v, z) > 5, entonces z — aj,
lo cual implica que d(z, tp) < 3, puesto que (z, aj, by, fp) es un zfp-camino dirigido de longitud tres.
Asi, dado cualquier vértice ¢ en A tal que d(v, t) = 4, tenemos que d(z, ) < 3.

Por otro lado, si existe un vértice ¢ en A tal que d(v, t) =2, tenemos que d(z, ) < 3,yaque z — v.

Por lo tanto, d(z, u) < 3 < 4 para todo vértice u en A.

Casob. u € B.

Subcaso b.1 u € K4(T'(A, B)) N B.
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3. TORNEOS BIPARTITOS CON 4-REYES

Figura 3.19: Afirmacion en el lema|3.0.4] subcaso (a.2): u € A. Los casos de u estan representados por
ap, 1 0ty

Recordemos que como d(v, K4(T (A, B))) < 4, por la suposicion inicial del caso (2), y todo
vértice de K4(T'(A, B)) N B domina a v, entonces para todo vértice b en K4(T'(A, B)) N B se sigue
que d(v, b) =3. Como z — vy d(v, u) = 3, entonces d(z, u) < 4.

Subcaso b.2 u € B\K4(T (A, B)).

Sea a un vértice en M(A) (es decir, |O(a)| = mdx{8"(y) : y € A}). Recuerde que, por la de-
mostarcién del teorema[3.0.1} a es un 4-rey. Entonces, por la eleccién de a tenemos:

1. a—u.

2. d(z,a) <3.

Figura 3.20: Afirmacion en el lema|[3.0.4] subcaso (b.2): u € B\K4(T'(A, B))

Si el punto (1) no se cumpliera, tendrfamos u — a, por el lema[3.0.1] esto implicaria que u es
un 4-rey, contradiciendo que u € B\K4(T'(A, B)). Entonces el punto (1) se cumple. Por otro lado, el
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punto (2) se cumple debido a que a € A y por lo demostrado en el caso (a). Asi, los puntos (1) y (2)
implican que d(z, u) < 4.

Por lo tanto d(z, u) < 4 para todo vértice u en B, por los subcasos (b.1) y (b.2).
Por lo anterior concluimos que z es un 4-rey, terminando asi la demostracion de la afirmacion.

Al cumplirse la afirmacién se contradice la eleccién de z. Entonces d(v, u) < 3 < 4 para todo
vértice u € B\K4(T (A, B)).

Por los subcasos (2.1) y (2.2) de la demostracién general tenemos que, en el caso (2) de la de-
mostracién general, v es un 4-rey, contradiciendo que v € V(T (A, B))\K4(T (A, B)).

De los casos generales (1) y (2) se concluye que si K4(T'(A, B)) # 0, entonces para cada vértice
xen V(T(A, B)\K4(T (A, B)) existe un vértice y en K4(T (A, B)) tal que d(x, y) > 4. B

Recordemos que, dado un torneo bipartito 7'(A, B), definimos
M@A):={a€A:|0@)|=méx {6T(y): y€A}} yM(B):={b€B: |0O(b)|=max {6 (z): z € B}}
(definicién dada en la demostracion del terorema (3.0.1)), donde teniamos que M(A) # 0y
M(B) # 0.

Dadas las definiciones anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.0.5. [4|] Sea T(A, B) un torneo bipartito sin transmisores tal que M(A) # Ay M(B) # B.
Entonces: existen vértices vy w, conv € M(A) y w € B\M(B), tales que v — w, o; existen vértices
7€ M(B)yu € A\M(A), tales que z — u.

Demostracién. Sabemos que M(A) C A, M(B) C B, M(A) £ 0y M(B) # 0. Como M(A) #A 'y
M(B) # B, tenemos que A\M(A) # 0y B\M(B) # 0.

Para la demostracion de este lema procederemos por contradiccién. Supongamos que este lema
es falso; es decir, que todo vértice de B\M(B) domina a todo vértice de M(A) y que todo vértice de
A\M(A) domina a todo vértice de M(B).

Observemos que, bajo la suposicién anterior, se tiene que O(a) C M(B) para cada vértice a en
M(A)y O(b) C M(A) para cada vértice b en M(B).

Sean u y v vértices de T(A, B) tales que u € M(A) y v € A\M(A).

Afirmamos que no hay uv-trayectorias dirigidas. En efecto, supongamos que existe una
uv-trayectoria dirigida (u, by, ay, . . . , ay—1, by, v). Como u € M(A), entonces b; € M(B) por la
observacién, y en general, por recursién, b; € M(B) paratodoien {1,...,n}ya ;i € M(A) para
todo jen{l,...,n—1}. Tenemos que b, € M(B) y b, — v, 1o que implica que v € M(A), lo que es
una contradiccién puesto que v € A\M(A). Por lo tanto no existen uv-trayectorias dirigidas, con lo
que se demuestra la afirmacién. En tal caso d(u, v) = oo, lo cual no es posible pues u € K4(T (A, B))
por la demostracién del teorema[3.0.1] (ya que u € M(A)). B
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X

Figura 3.21: Suposicién del Lema B\M(B) — M(A) y AAM(A) — M(B). Esto nos lleva a una
contradiccién
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Conclusiones

En este trabajo estudiamos los 2-reyes, 3-reyes y 4-reyes en torneos bipartitos, para ello nos
basamos en el articulo de Petrovic [4]. El trabajo consisti6 en desarrollar a detalle las demostra-
ciones de los resultados del articulo mencionado hasta los resultados de 4-reyes, completando
cuando fuera necesario y dando algunas demostraciones diferentes a las presentadas en el articulo
en el cual nos basamos, como los casos de los teoremas [2.2.1]y [2.2.2] asi como obteniendo algunos
resultados nuevos, como son la caracterizaciéon mediante ciclos dirigidos que damos de los torneos
del tipo (m, m; n, n)3 en el teorema [2.2.4] y la caracterizacién dada en el lema [3.0.2] de los tipos
de torneos bipartitos (m, p; n, q)a de acuerdo a la cantidad de transmisores que tienen. También
obtuvimos resultados parciales encaminados a completar el tema de 3-reyes en torneos bipartitos
(teoremas [2.2.3]y [2.2.6), dejando para otro trabajo el complemento de este tema.
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