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RESUMEN

La interaccion entre la Geomecénica y el Flujo de Fluidos en Yacimientos de baja
permeabilidad puede tener un impacto en las operaciones de produccion, asi como
en la recuperacion final de hidrocarburos. Para estudiar adecuadamente este
fenémeno, en el presente trabajo se desarrolla un modelo matematico que describa
esta interaccion, asimismo, se brinda una metodologia general para resolver las
ecuaciones del modelo, por medio del método de diferencias finitas. Adicionalmente
se encuentra aproximaciones analiticas para casos particulares de la solucion de
este problema. Y finalmente se comparan los resultados de estas soluciones con la
solucion exacta.



Capitulo 1. Introduccién

Los yacimientos de gas de baja permeabilidad representan un reto a nivel técnico
para la industria petrolera. Con la llegada del fracturamiento hidraulico, muchos de
estos yacimientos han podido ser explotados; sin embargo, muchos de ellos
presentan diversas dificultades para su explotaciébn debido a la presencia de
algunos fendémenos que suelen no considerarse de manera convencional. En estos
yacimientos es comun encontrar una disminucion de la permeabilidad y la porosidad
durante la vida productiva.

La problematica antes mencionada y la alteracion de las propiedades de flujo de la
roca, estan intimamente ligadas a la deformacién mecéanica de la roca, o mejor
dicho, a la geomecénica. La geomecanica estudia el comportamiento mecénico de
los materiales del subsuelo, en el caso de la industria petrolera, estudia desde los
aspectos relacionados con la construccion de los pozos hasta el comportamiento
dindmico de los yacimientos y su influencia en la deformacion de las rocas o la
reactivacion de fallas.

Para poder explotar correctamente los yacimientos de baja permeabilidad, es
necesario acoplar la geomecénica y el flujo de fluidos en rocas porosas, con el fin
de modelar los fendmenos que intervienen en la produccién de fluidos y
posteriormente en la declinacion de ésta. Durante la vida productiva de un
yacimiento se modifica el estado de esfuerzos de las rocas, ya que conforme la
presién de poro disminuye, el esfuerzo efectivo actuando sobre la formacion
aumenta, y como consecuencia ésta se puede deformar trayendo consigo una
variacion de la porosidad y la permeabilidad.

En esta tesis se hace un estudio de qué pasa cuando un yacimiento de baja
permeabilidad, sensible a esfuerzos, experimenta una reduccion en el indice de
productividad debida a la deformacién geomecanica, y como las propiedades de la
roca; por ejemplo, la porosidad y la permeabilidad varian en funcién de la presion
asi como ocurre con las propiedades de los fluidos del yacimiento. Se comienza en
el capitulo segundo con una revisidn de la literatura concerniente a la teoria
poroelastica lineal y tratando el problema desde el punto de vista de la mecanica
del medio continuo para definir las ecuaciones fundamentales que modelan la
deformacion de una roca porosa cuando existe flujo dentro de sus poros.

Posteriormente, en el capitulo tercero, se utilizan los principios fundamentales del
fluo en medios porosos y la deformacion poroelastica para derivar el modelo
matematico que describe el fendmeno antes citado y se muestra que es necesario
un método numérico para resolver el problema planteado. Después en el capitulo
cuarto se presentan dos aproximaciones analiticas para resolver las ecuaciones
diferenciales que resultan del modelado matematico del yacimiento y se compara la
validez de los resultados con un caso reportado en la literatura.



Por altimo en el capitulo 5 se explora el esquema de soluciébn numérica necesario
para resolver el problema de manera exacta sin importar si el yacimiento se produce
en condiciones ideales o0 se estudia un escenario mas complejo. Cabe sefialar que
el desarrollo del programa computacional para llevar a cabo esta labor queda como
parte de un trabajo posterior a esta tesis y solo se plantean las ecuaciones y
relaciones adicionales que son necesarias para el correcto funcionamiento de un
simulador numérico geomecanico.

Se muestra que bajo ciertas restricciones las aproximaciones analiticas funcionan
en buena medida para los casos estudiados y que el estudio llevado a cabo es
necesario para tener un eje de referencia cuando se analicen yacimientos de baja
permeabilidad, ya que actualmente la industria petrolera esta en una etapa de
transicion de yacimientos convencionales hacia los no convencionales.



Capitulo 2. Geomecanica en los Yacimientos de Fluidos
2.1 Introduccion

Histéricamente los problemas de deformacién de rocas saturadas de fluidos se han
tratado de manera separada al de flujo de fluidos dentro de las mismas rocas
porosas. Los trabajos de Terzaghi[11] y de Biot[5] han servido como base para el
estudio de fendbmenos acoplados de flujo y geomecanica. En este capitulo se
presentan las bases fisicas y matematicas que modelan la teoria poroelastica de
Biot. Para el estudio de la geomecanica es necesario basarse en las ecuaciones
generales que describen el comportamiento mecénico de un medio continuo y por
lo tanto es necesario introducir algunos conceptos de andlisis tensorial en lo
consecuente. Se especifica que se usaran letras negritas mayusculas para denotar
tensores de orden 2 o superior y letras negritas mindsculas para denotar vectores y
los componentes de ambos.

2.2 Esfuerzo

El esfuerzo se define como la fuerza que se aplica sobre una unidad de area. La
magnitud del esfuerzo, por lo tanto, depende del tamafio del &rea sobre la que actla
asi como de la fuerza que se imprime sobre ésta. El esfuerzo puede cuantificarse
de la siguiente manera:

Donde F es la fuerza y A es el area sobre la cual es aplicada dicha fuerza. En la
figura 2.1 se observa que el esfuerzo depende de la magnitud del area asi como de
su orientacion, por lo que se definen también dos tipos de esfuerzo, el esfuerzo
normal y el esfuerzo cortante. El primero se refiere al esfuerzo que es causado por
una fuerza que se aplica en la direccidén perpendicular a un area determinada y el
segundo es aquel causado por una fuerza orientada en la direccion tangencial al
area donde es aplicada dicha fuerza.
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Figura 2.1 llustracion de Esfuerzos Como Densidad de Fuerzas

En sentido estricto el esfuerzo es un tensor de orden 2 ya que cada componente de
este se encuentra asociado a dos bases coordenadas o direcciones espaciales.



Matematicamente es necesario representar al tensor de esfuerzos con una matriz
como se muestra a continuacion:

011 012 013
T =021 022 023 oot s e e et e e e e e e e e e e e e e e s e e e een s (202)
031 032 033

Cada componente del tensor esta asociado a dos direcciones espaciales o bases
coordenadas, esto quiere decir que el componente 643 es el esfuerzo causado por
una fuerza que actla sobre la cara perpendicular al vector &; y que esta orientada
en la direccién del vector é;. Representado en coordenadas cartesianas el tensor
de esfuerzos tiene una representacion geométrica como la siguiente:

Figura 2.2 Esfuerzos Actuando Sobre un Medio Continuo

En la figura 2.2 se aprecia el significado geométrico del tensor de esfuerzos. Los
componentes cuya forma es oj; (tal que i = j) representan a los esfuerzos normales,

gue son aquellos en los que la fuerza esta orientada en la direccion perpendicular a
la superficie sobre la que actia. En cambio, los componentes donde i # j,
representan a los esfuerzos tangenciales o cortantes, que son aquellos donde la
fuerza esta orientada en la direccion del vector paralelo a la superficie sobre la que
actuan.

2.3 Balance de momentum lineal

Para poder estudiar el efecto de los esfuerzos sobre la configuracion de un material
es necesario hacer un balance de las fuerzas que actian sobre dicho objeto. Para
un medio en el cual se tiene definido un estado de esfuerzos, es decir un tensor de
esfuerzos, es posible escribir la siguiente ecuacion:

LA SRy S | TR ¢7%: )



Esta ecuacion significa que en el caso de un sdlido estatico como es el caso de un
yacimiento poroeléstico, la suma resultante de las fuerzas actuando en €l es igual a
cero. La ecuacion 2.3 involucra la divergencia del tensor de esfuerzos y el término

b es el vector que representa la aceleracion gravitacional actuando en el yacimiento.
El operador divergencia actuando sobre un tensor de segundo orden en
coordenadas cartesianas queda definido como:

vor=2%, (2.4)

I Nl -7 TR O SRR (2
axi J

Desarrollando la divergencia del tensor de esfuerzo y haciendo uso de la convencion
de la suma de Einstein para el caso particular del sistema cartesiano, la ecuaciéon
de equilibrio queda:

doy; 00y, 0034

6x1+6x2+6x3+p1 (2:5)

do. do. do
12 9922 0032

dx; 0x,  0x3
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Este sistema de ecuaciones representa cada una de las componentes de la
ecuacion de equilibrio y es util para describir como el estado de esfuerzos de un
solido se relaciona con la deformacion que sufrira éste.

2.4 Deformacioén

La deformacién se puede definir como el cambio en la posicién relativa de las
particulas que constituyen a un material. Se puede decir que si después de un
desplazamiento experimentado por un cuerpo, sus particulas quedan acomodadas
de tal manera que sus posiciones relativas no pueden obtenerse como resultado de
una rotacion o traslacién, entonces el cuerpo esta deformado.

Existen dos tipos de deformacion asociados a los dos tipos de esfuerzo, la
deformacion volumétrica y la deformacion angular. La deformacion volumétrica es
aguella sufrida por un cuerpo como resultado de esfuerzos normales actuando
sobre éste y dicha deformacion es vista como un aumento o reduccion de volumen
(o longitud) de dicho cuerpo. La deformacion angular es causada por esfuerzos
cortantes y es aquella en la cual un cuerpo cambia de forma sin alterar su longitud
o volumen total. En el presente trabajo se consideraran dos cosas; los esfuerzos y
deformaciones son positivos cuando hay compresién, y negativos para la
expansion, las deformaciones que se mencionan son aquellas conocidas como
deformaciones infinitesimales.



En el caso de un sélido elastico como el que se considera del cual estd conformada
la roca del yacimiento, la deformacion es tan pequefia que se puede medir por
incrementos infinitesimales, de ahi el término deformacion infinitesimal. La
deformacion al igual que el esfuerzo es un tensor de orden 2 que de manera general
puede representarse como:

1
E = symVu = 5 [V 4 VT, oo et et e e e e et et et et et e e e et et ean eeneeseen e (2.8)

Donde u es el vector de desplazamiento, entonces la deformacién de manera
general estd definida como el gradiente de desplazamiento dentro de un medio
continuo. Esto es, si en un sdlido, no todas las particulas que lo conforman
experimentan la misma cantidad de desplazamiento es porgue se esta deformando.
En coordenadas cartesianas las componentes del tensor de deformacién son
expresadas como:

_ 1 au]' + Oui 29
i Juy 1 (auz 6u1) 1 (6u3 6u1)'
dx, 2\0x; O0x,/ 2\0x; O0Ox3
1/0u; Odu, ou, 1 /0us 6u2>
E=|-(—+—— -_— =|=—+=—]1l,. e . (2,10
2 (6x2 + 6x1> %, 2 <6x2 o (2.10)
1 (6u1 N 6u3> 1 ((’)uz N 0u3) Jus
[2\0x3; 0xy/ 2\0x3 0x, 0x; |

Es importante mencionar que tanto el tensor de esfuerzo como el tensor de
deformacion infinitesimal son tensores simétricos. Esto es:

Ademas es correcto puntualizar que esta notacion sélo puede ser usada cuando
manejamos los componentes fisicos de estos tensores y que seguimos usando un
sistema de coordenadas ortogonales. Asimismo, los componentes de los
operadores diferenciales como la divergencia y el gradiente para tensores y
vectores respectivamente no pueden ser generalizados de coordenadas
cartesianas a coordenadas curvilineas ortogonales generalizadas.

2.5 Ley de Hooke generalizada

La ley de Hooke describe la relacién esfuerzo-deformacion en un sélido elastico por
medio de la siguiente ecuacion.



Donde cjjq €s un tensor de cuarto orden que representa las propiedades elasticas
de un medio[2], sin embargo, si se considera que el yacimiento es un medio
isétropo, este tensor es isétropo y por lo tanto admite una representacién en
términos de los productos tensoriales de los tensores delta de Kronecker:

Donde 8&;; es el tensor delta de Kronecker y esta definido por la siguiente relacion:

1,i=j
Y 8;8i es el producto tensorial entre tensores delta de Kronecker. Se puede

considerar al tensor delta de Kronecker analogo al tensor identidad y expresarse
asi:

100
ai,-z[o 1 0](216)
0 0 1

Luego entonces, el producto tensorial entre tensores delta de kronecker podria ser
representado por medio de un arreglo hipermatricial. Es evidente que el tensor delta
de Kronecker es simétrico. Después de efectuar la doble contraccion entre tensores
presente en la ecuacion 2.12, y considerando que b=c=G Yy a=21, se puede
obtener una ecuacion lineal que relacione al esfuerzo con la deformacién como se
muestra a continuacion.

De esta manera la ley de Hooke generalizada queda en coordenadas generales
como:

U O ) N Te) SRRSO % £: )

Las constantes A y G son conocidas como los parametros de Lamé y el primero esta
relacionado con la deformacion volumétrica, el segundo es el modulo de corte o de
rigidez del material. El término ey, es la deformacién volumétrica que puede
calcularse en primera instancia como la traza del tensor de deformacion. Este
término en coordenadas ortogonales generalizadas es también equivalente con la
divergencia del vector de desplazamiento.

De manera analoga se puede obtener la traza del tensor de esfuerzo denotada
como (trT) o en notacién indicial oy y asi obtener la siguiente expresion.



Si sustituimos la traza del tensor de deformacion en la ecuacion podemos igual
tener una ecuacion tensorial que describa la deformacion en funcién del esfuerzo
como se muestra a continuacion:

1 A
1
E= Z [T 3/1 126 (tTT)I] e e e e e e ree nre e e nne e e e ene ee ene ene ee (2.22)

2.6 Mo6dulos elasticos

La teoria de la elasticidad lineal considera que la deformacién es linealmente
proporcional al esfuerzo y que dado un proceso de deformacion, éste puede ser
revertido simplemente dejando de aplicar el esfuerzo que actia en cierto material,
esto es, que si una roca esta siendo deformada por un esfuerzo, al dejar de aplicarlo
ésta volvera a tener su forma y dimensiones originales. Si se considera el esfuerzo
y la deformacion en la direccién de x;, existe una relacion entre ambos dada por:

€11
El nimero E se conoce como el médulo de Young vy, relaciona la deformacién
longitudinal de un cuerpo al esfuerzo aplicado en la direccion de la deformacion[5].
Otro parametro elastico importante es el coeficiente de Poisson cuyo significado es
la cantidad que se deforma un material en una direccién por unidad de deformacion
en la direccion perpendicular, esto es:

€22

€11

TSRS ¢

Por otra parte, si se considera un estado de esfuerzos hidrostatico, esto es que soélo
hay esfuerzos normales y estos son los mismos en todas direcciones, podemos
tener un tensor de esfuerzos del tipo.

oy 0 0
T=|0 Oy O |, o e o e e e e e e e e e e e et e e e e e e e s (2025)
0 0 op

La traza de este tensor en términos de 2.20 seréa:

B0y = (BA 4 2G) @1y wos wov e e wee s s e e et s e st s e et s e e e e e e s e (2.26)

2
€rKk ( + 3 ( )



El coeficiente k mide la relacién entre el esfuerzo hidrostatico y la deformacion
volumétrica y es conocido como el médulo de volumen del material, es importante
recalcar que el inverso de k es precisamente la compresibilidad, en este caso de la
roca. Estos mddulos A, G, E, vy K son las constantes elasticas[2][5] que sirven para
describir los procesos de esfuerzo-deformacion de los geomateriales, estas
constantes estas relacionadas entre si como se muestra en la figura 2.3.

1+v A
E=3K(1 —2v) K=" 2
Jv A+
2 14v &
£=EG]. u K =-G =]_2|
G +v) 37T —2v "+ G '
p— _2KG K=i+lG 2426 o)
3K + G 3 P+ G
3% +2G GE 3.+ 2G
E=g2"27 K=_—"— T 14w
A+ G 0G — 3E A+G H+v)
A A 2v 3, + 4G
E=_1 ] ]_EI — = 7=2{2—'
y U vt —av) G 1-2v A+ G &—=v)
4 3K — 2G
H=75+2G HeKk+2g _ 3K 26
o *3 YT 28K+ 6)
H=E L—v H—zcl_” H—EKl_ll
T2l =21 - 1 —2v o 1+ v

Figura 2.3 Mddulos Eldsticos [5]
2.7 Poroelasticidad

Las ecuaciones anteriores son validas para un medio continuo en general y por
medio de la ley de Hooke se modela el caso particular de un sélido elastico. Para
continuar con el modelado de la deformacion geomecénica acoplada al flujo de
fluidos, es necesario presentar la teoria poroelastica de Biot. Con este enfoque se
hace evidente que un yacimiento que consta de una parte sélida y otra de fluido
sigue siendo un medio continuo e isétropo.

Una roca en general es un medio compuesto cuya respuesta elastica esta
fuertemente influenciada su porcién no sélida. Precisamente es la parte de los poros
la que juega un papel importante en el comportamiento mecanico de los yacimientos
y una primera aproximacion para su estudio es considerar un medio poroso cuyas
partes se deforman independientemente una de la otra. Un ejemplo de este tipo de
medio es el de una arena no consolidada saturada con agua. De manera
simplificada si una muestra de este material se coloca en un contenedor, su
deformacion volumétrica debida a una presion externa estara dada por:

Op

e (2.28)

Evol =
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Donde el término k.ies el modulo de volumen de la mezcla. Por lo tanto la
deformacion total que sufre este material es la suma de la deformacion de cada uno
de sus componentes multiplicada por la porcién que ocupa dicho componente en la
mezcla.

Vs Vr
Evol = V_Evol‘s + V_EVOZJf’ ea mer wea wmr owea wes res mer owes wee res wws es wws es wEs es wws tes was tee wesrr owes (229)
tot tot

Donde los subindices s y f son para denotar al sélido y al fluido y V,,.es el volumen
total de la muestra de roca no consolidada. Si se tienen las siguientes relaciones:

Ve
¢ = ™ N X< 11)
0]
Vs
Vtot

Las deformaciones del solido y el fluido, €, Y €y01¢ F€SPECtivamente, estan dadas
por los médulos de volumen del sélido (Ks) y del fluido (Kg), quedando la ecuacién
2.29 como:

Op Op
Evol = (1 - ¢) F + d)rf, (232)
S

2.8 Teoria poroesléastica de Biot

Ahora se considerara un medio poroso, permeable e isétropo que consiste de dos
componentes: una parte soélida y una parte fluida. El desplazamiento de la parte
sélida se denota como ug mientras que el de la parte fluida es u;. Para un volumen
elemental superpuesto al sélido, la deformacion volumétrica estd dada por la
divergencia del vector de desplazamiento del sélido u,. Usando la ecuaciéon 2.19
tenemos que la deformacién volumétrica del sélido es:

Epol =V T, cor eee eee ees oot e e eee oot aee eee eee e eee eee eee eee eee e e e e eee eee eee een e e e (2.33)

Para la parte del fluido se definird el parametro 9, el cual describe la deformacion
volumétrica del fluido relativa a la deformacién del sélido:

AV (T T PR 028 7

El tensor de esfuerzos representa el esfuerzo total externo sobre un elemento de
volumen superpuesto al marco de la roca porosa. Este volumen elemental balancea
estos esfuerzos en parte por medio de esfuerzos presentes en el marco de la roca
y por otra parte por medio de la presion del fluido que contiene, la presion de poro p.
El cambio en el contenido de masa del fluido dentro de este volumen de roca puede
ser dividido en dos partes: el cambio en el volumen de los poros debido al cambio
en los esfuerzos sobre la roca y/o en la presion de poro, y la compresion o expansion
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del fluido conforme la presion de poro cambia. Esto significa que la deformacion
volumétrica del fluido puede ser expresada como:

_ AV, p
9 =—¢ <7p + E) TSPV ¢35 1-) |

Si tomamos la ecuacion 2.17 y desarrollamos cada término podemos obtener un
conjunto de ecuaciones como el que sigue:

011 = (A F 2G)e11 1835 F 2833, cur cer er vt et v e et et et ete et e en et et vae vt e e wen s (2.36)
Ogp = Ae11 F (A4 2G) €25 4 2833, cvv ver cer vt vt et et et et vt vt et e et en e et s ene e e s (2.37)
033 = A1 F A€05 + (A4 2G) €33, vv vev e et e et et et et et et e et et e e e e ee e ens (2.38)
oA - U OSSR @20 1 )
013 = 2G €13, ere e ver eee ers e en eee see e ven eet aee e e 2ot eee eee e een eee eee e eee 1ee e ere eee oer (2.40)
03 = 26 €33, e ere ees e eee oot e eee oo e eee e et eee e et eee e eee eee oot eee e eee aee e eee e e (241)

Es evidente que este conjunto de ecuaciones sélo describe una roca en la cual no
hay poros llenos de fluido. En el caso de un material poroso saturado de fluidos se
necesitan escribir términos extra a este conjunto de ecuaciones.

011 = A€por F 2G €11 = €U, v it vt et et et et et et et et e e e e e e e e e e e e (2.42)
022 = A€po1 T 2G5 — CU, v cev et e e s e et e s e et et e e e e e e e e e e e (2.43)
033 = A€pp1 F 2G €33 — 1, v o e e e e e e e s e s e e e e e e s e e e e e (2.44)
012 = 2G €12, wev wen er cer et et e e e et et e e aae en een e e nae enn een e ee e en een e e ene een oo (204D)
013 = 20 €13, wuv wen cer wee cae et e e e eae et e e e s s e e e een e e e e s e e e een een s ((2.40)
023 = 20823, e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ene een een s (2247
D = CEpop = MU, e s et et e et et et et e s et et et e e e e e e e e e e e e ee eee e (2.48)

Escrito en notacion indicial podemos expresar este conjunto de ecuaciones en la
siguiente expresion:

En estas ecuaciones los términos 4, G, son los parametros de Lamé del medio
poroso, mientras que C y M son parametros elasticos adicionales para describir un
medio compuesto de dos fases. Se puede observar que si 9 = 0, recuperamos la
ecuacion 2.17, en este caso tenemos que no existe movimiento de fluidos dentro de
la roca porosay A entonces no es el parametro de Lameé[5] para la roca porosa seca,
sino el de un medio poroso saturado de fluido cuando éste no presenta movimiento
alguno. Para entender el término M se puede considerar que la deformacién
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volumétrica del sélido es cero, esto es g,, = 0 y entonces tomando en cuenta las
ecuaciones 2.34 y 2.48 se obtiene:

D = MOV T, o e e e e e e e e e e e e e e (2:50)

Con esta ecuacién se observa que M¢ es una medida de como aumenta la presion
a medida que el contenido de fluido dentro de la roca aumenta, si la roca es
completamente rigida entonces M¢ = K;. Si se suman las ecuaciones de 2.42 a

. ., . 1 . .
2.44 se tiene una expresion para el esfuerzo promedio (g trT) como la siguiente:

) G T ROREERTRN 073 )

2 7 . .
Donde K=+ EG es el modulo de volumen de la roca porosa en condiciones sin

drene de fluidos, es decir que el fluido que contiene la roca permanece inmovil. Si
se considera la situacién en la que una muestra de roca porosa se encuentra dentro
de una camisa cerrada y se le realiza una prueba donde es sometida a una presion
hidrostatica externa o, como se muestra en la figura 2.4.a. Y dejando que el fluido
escape de la roca, de manera que la presion de poro se mantenga constante, y que
por lo tanto el esfuerzo sea soportado completamente por el esqueleto de la roca y
combinando las ecuaciones 2.51y 2.48, tomando en cuenta que la presion del fluido
es constante y no interactia con el esfuerzo ni la deformacién (despreciable), se
llega a la siguiente expresion:

D = K = = = Ky cee cvson eee v e e oo e e e e e s e s e s e e e ens (2.52)

Py =consl

ool I i

T ] | T — —

Op = Pr

a) b)
Figura 2.4 a) Prueba con Camisa Cerrada, b) Prueba con Camisa Abierta [5]

Dado que en el fluido no se transmiten los esfuerzos cortantes, el modulo de rigidez
de una roca porosa saturada de fluidos es igual al médulo de rigidez de la parte
sélida de la roca, esto es Gy = G. Una prueba como la descrita anteriormente
describe la competencia mecanica de la muestra de roca porosa, entonces el
término Ky es el modulo de volumen del marco de la roca. A continuacion se analiza
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una prueba sin camisa realizada a la roca como se muestra en la figura 2.4.b. Aqui
la muestra de roca se encuentra sumergida en un fluido y se somete a una presion
hidrostatica externa de manera que la presion interna de los poros esté balanceada
con el esfuerzo hidrostatico, esto es o, = p. A diferencia del caso anterior en donde
la presion es despreciable y la deformacién volumétrica del fluido es igual a la del
sélido, ahora se combinan las ecuaciones 2.51 y 2.48 con esta consideracion. Para
este caso la deformacién volumétrica de la roca es uniforme, esto es que la
deformacion volumétrica total de la roca, del volumen poroso y de los granos de la
roca son iguales, siendo la ecuacidon que describe este caso la siguiente:

o. K
D T e e e et e e (253)

TSRO ¢ 17 ) |

. AV, P
Teniendo en cuenta que 0, = p = —K; (75) donde K, es el modulo de volumen de
N

los granos de la roca. Siendo el comportamiento esfuerzo-deformacion determinado
por las propiedades elasticas de la roca sélida. Sustituyendo la anterior definicion
en la ecuacion 2.54 y comparando la expresion resultante con la ecuacion 2.53 se
llega a las siguientes expresiones:

AV,or AV, AV p
v == 7” = 75 = Eyol = s e e v s s e (2.55)
tot p s s
K
K, = fTC PO ¢ 1-)
I=n

De las ecuaciones 2.35y 2.55 se llega a

1 1

Por otra parte combinando las ecuaciones 2.48 y 2.51 con el hecho de que p = g,
da como resultado

g~ K (2.58)
Combinando las ecuaciones 2.57 y 2.58 se llega a la relacién

1 1\ C-K 259
¢ KK R G e e e e e e e e e e ..(2.59)

Aunque las ecuaciones anteriores fueron derivadas de situaciones particulares
COmo una prueba con una camisa cerrada y sin camisa, respectivamente, en una
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roca porosa, estas son generalmente validas para un medio poroso. Las ecuaciones
2.56, 2.59 combinadas con la ecuacion 2.52 permiten expresar las constantes K, C
y M en términos de los mddulos elasticos de las partes que constituyen a la roca
(Ks yKr), mas la porosidad y el modulo del marco de la roca Kf,. Llegando a las

siguientes expresiones|[5]:

(1-%)
K K,
K = Kz + Ef = e e (2.60)
1+ =L (1 - i)
¢KS KS
m=r ! 2.61
K K
K
K K K,
C= ( - %)M — ?f e et e e (2.62)
S

1+

¢Ks<1‘¢‘%),

La ecuacion 2.60 en general se conoce como la ecuacion de Biot-Grassmann y
puede ser reescrita como

K Ke 1 K

= +— et et oot et et e e et et et e oo e eee eee eee aee e o (2.63)
Ki—K K,—K;r ¢ K —K;

Las ecuaciones 2.60-2.62 no dan un significado para cada parametro. Para obtener
este significado fisico es necesario considerar ciertos casos limites de manera que
las ecuaciones se simplifiquen. El primer caso es de una roca dura[5] en la cual el
marco sdlido es incompresible comparado con el fluido. Como K, > K; se tiene el

caso de un marco rigido definido por:

Krry Grry K 3 K, v oo o ee e e e e e e e e e a0 s s a0 e s 10 e e e e e e (2.64)

Para porosidades que no son pequefas (¢ > (Kf/Kz) (Ks — Kg)) las ecuaciones
S
2.60-2.62 se reducen a

C =~
marco rigido ¢ ceeven eee wee e (2.65)

En este caso limite, el modulo de volumen K es equivalente al modulo de volumen
del marco de la roca y la constante M esta dada por las propiedades del fluido. El
siguiente caso es el opuesto y sucede cuando se tiene una roca débil[5] o un marco
débil, para esto se considera
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Krr) Gy Kp <€ Ky ot vet e et e e e v et e 20 e e e s e 0 10w e e s 2 200 (2.66)

Para porosidades tales que ¢ > Kf/K las ecuaciones 2.60-2.62 se reducen a
S
Ky
K = Kfr + E

K
CzMz—f
¢

marco débil e e (2.67)

En este ultimo caso el médulo de volumen K esta influenciado no solo por la dureza
de la roca, sino también por el modulo de volumen del fluido K¢, asi mismo en el

- K .
caso en el que Kp. — 0 (suspension), K =C =M = f/q.) se tiene que las tres

constantes estan determinadas por las propiedades del fluido. Se debe hacer
énfasis en que estos dos casos son sélo situaciones extremas que rara vez
suceden, por lo que en general se deberan usar todas las ecuaciones con sus
términos como aparecen en 2.60-2.62.

2.9 Concepto de esfuerzo efectivo

En la parte anterior se explicé el experimento cuando una muestra de roca es
sometida a una prueba dentro de una camisa cerrada dentro de la cual se le aplica
un esfuerzo hidrostatico a la roca y se permite que el fluido que contiene escape,
manteniendo asi la presién de poro constante. En esta situacion se tiene una prueba
con drene, descrita por

Si por otro lado se realiza la misma prueba pero sin dejar que entre o salga fluido
de la roca, se tiene entonces una prueba sin drene. En esta situacion la compresion
de la roca incluyendo su espacio poroso, debido al esfuerzo hidrostatico, causara
un aumento en la presion de poro del fluido mismo. Siendo asi, la compresion de la
roca y la presion de poro pueden ser obtenidas de las ecuaciones 2.48 y 2.51
teniendo en cuenta 9 = 0, dado que no existe desplazamiento relativo entre el fluido
de los poros y los granos de la roca. Con esta consideracion se tiene que la presion
del fluido es:

Mientras que la relacion esfuerzo-deformacion queda como
o € T ¢4 )
Usando las ecuaciones 2.68 y 2.52 se puede obtener

K=k, +5 =k, + 2P

- e (2.71)
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Sustituyendo la expresion anterior para K en (2.69) y acomodando los términos, se
define

C

Esta ecuacion quiere decir que la deformacion volumétrica de la roca es
proporcional al esfuerzo efectivo definido como

Op = Op — AP, cev cev e e wae wan eas ean ean et ns s e 21 sa st wan 2es 2ns et es s te s neneen s s s s o (2.7 3)

Con estas dos ultimas ecuaciones se puede ver que la deformacién de una roca
porosa depende del esfuerzo efectivo y no del esfuerzo total y que el médulo de
volumen de ésta Ky, es el mismo descrito por la ecuacion 2.68. Fisicamente esto

quiere decir que el marco de la roca soporta la parte g, del esfuerzo total g, mientras
que la parte restante ap es soportada por el fluido. La otra parte de la presion de
poro (1 — a)p es contrarrestada por esfuerzos internos en la parte sélida de la roca.

Al término a se le conoce como el coeficiente de Biot[5] y es definido como:

C Kg,
Dado que Kf, < K en general, se tiene que tedricamente el valor maximo que el
modulo de volumen del marco de la roca es (1 — ¢)K y su minimo valor sera por
supuesto, cero. Siendo asi entonces a acotado al intervalo [¢,1]. Para rocas no
consolidadas el coeficiente de Biot a es aproximadamente 1. De manera general el
esfuerzo efectivo se definira entonces como

De esta ecuacion es evidente que solo el esfuerzo efectivo normal depende de la
presion del fluido. Si se considera un caso en el que p=0, las ecuaciones 2.48y 2.74
se llegaaque a =9/¢,, Yy de (2.35) y (2.55) se obtiene

— ¢ AVP/VP _ AVP
AVtot/Vtot X ) wen ees ee wee wes ees see eee ves ees ee see wes ens ses ses eee e e ven ses aes

a e (2.76)

Esta expresion muestra que a es una medida del cambio en el volumen poroso
relativo al cambio en el volumen total de roca a presion de poro constante. Es de
utilidad expresar las ecuaciones 2.60-2.62 usando @ de manera que se resuman a

1 a o> ¢ +a—¢
M C TR oK, K TRy e

e (2.77)

El concepto de esfuerzo efectivo fue introducido en mecanica de suelos por
Terzaghi en 1923, por medio de estudios empiricos[5][11], los principios
fundamentales en los que se bas6 son:
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1.- al incrementar el esfuerzo hidrostatico en una roca se produce el mismo cambio
de volumen que si se redujera la presion interna de sus poros.

2.- la resistencia al corte depende s6lo de la diferencia entre el esfuerzo normal
aplicado a la roca y su presiéon de poro. Esto implica que el esfuerzo efectivo es el
que determina, en vez del esfuerzo total, si la roca fallara o no debido a una carga
externa.

Estas suposiciones dan como resultado una ley de esfuerzo efectivo similar a la
descrita por la ecuacion 2.73 con a = 1. Para suelos esta es una suposicion
razonable y cercana a la realidad, sin embargo, para el estudio de las rocas, la
desviacidén de a con respecto a 1 debe tomarse en cuenta.

Las ecuaciones que gobiernan la Poroelasticidad son hasta cierto punto similares a
las leyes de la elasticidad. Esto es Util ya que las soluciones especificas a los
problemas de elasticidad pueden ser usadas para resolver los problemas
concernientes a la Poroelasticidad[2][3][5]. Luego entonces, si sustituimos 9 de
(2.48) en (2.49) se obtiene

C? C
o-ij = <l - M) gvol6ij + ZGGU + Mpé'u, Fea wmr e wer e wer e wes e was e was es wws e wes e wars (278)

Introduciendo la definicion de a dada por (2.74) y definiendo

C2
T k)
Se llega a
0ij = Apr&po10ij + 2Ge1j + APGijy wen ven e ot et it e e it et et e v e e e e e (2.80)
T = (A tTE 4 aP)L+ 2GE, oo ces oot s et s s s s s s e e s (2.81)
g R R ) OO TP (22 -1

Donde Ty T* son los tensores de esfuerzo y esfuerzo efectivo respectivamente, la
ecuacion 2.82 se puede acoplar perfectamente en 2.3 para modelar un medio
poroso que se deforma mientras existe flujo a través del mismo.
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Capitulo 3. Acoplamiento entre el Flujo de Gas en Yacimientos y la
Deformacion Geomecanica

3.1 Introduccién

En este capitulo se derivan las ecuaciones diferenciales que describen el
movimiento de gas a través de un medio poroso deformable. Para este desarrollo
es necesario realizar un analisis del principio de conservacion de masa dentro de
un elemento de volumen infinitesimal dentro de un medio poroso movil.

De manera tradicional en la ingenieria de yacimientos se ocupa la ecuacion de
difusién para describir el flujo de fluidos en medios porosos y se supone al medio
sélido como incompresible. En la realidad esto rara vez ocurre ya que la roca de la
formacion tiene una compresibilidad que depende del material en si y de los
esfuerzos a los que esta sometido el yacimiento. Por lo que la interaccion que hay
entre el flujo y la deformacion en la roca debe tomarse seriamente en cuenta.

3.2 Ecuaciones de Continuidad

Yy - ~o
\\\r//
|
|
|
o | :
! |
g lr\\ -
s Rt
~<L
¥ dx ?x Figura 3.2 Arreglo del Medio Poroso
Figura 3.1 Volumen Elemental del Yacimiento
Parte del fluido
AyAZ[(P¢ng)x+Ax - (p(pvgx)x] + AxAZ[(p¢Ugy)y+Ay - (p(pvgy)y]
AxAyAz[(pd)e — (PD) e+acl
+ AxAy[(p¢vgz)Z+AZ — (quvgz)z = At , - (3.1)
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[(p¢vgx)x+Ax - (p¢vgx)x] 4 [(p¢vgy)y+Ay - (p¢vgy)y] + [(p¢vgz)z+Az - (p¢vgz)z]
Ax Ay Az
[(0P) trar — (PP):]

- - n RO ¢ )

Tomando el limite de esta expresion cuando Ax, Ay, Az y At tienden a cero, la
ecuacion 3.2 queda expresada como:

a(p¢vgx) n a(p(»bvgy) N a(p(:bvgz) _ d(pe)

% 3y Fra Tp e e ...(3.3)
Que en forma general describe a la siguiente ecuacion:
_ d(p¢)
V- (ppv,) = — B .(34)

Para un yacimiento sensible a los esfuerzos geomecéanicos es necesario hacer el
balance de masa de la parte sélida de la matriz de la roca, ya que las particulas del
solido también se mueven.

Parte del sélido

AyAZ{[ps(l - ¢)vsx]x+Ax - [ps(l - ¢)vsx]x} + AXAZ{[pS(l - ¢)USY]y+Ay

- [,05(1 - ¢)vsy]y} + AxAy{[ps(l - ¢)USZ]Z+AZ - [ps(l - ¢)vsz]z}

{lps(1 = P)Ir — [ps (1 — P)]rsac}
At e e e s

= AxAyAz cer e e e s (325)

Reacomodando la expresion anterior sigue:

{{os(1 = D) Vselerae = [s(1 = D)veclad los1 =], = [ps1 = PIvy] }

Ax Ay
{[,05(1 - ¢)USZ]Z+AZ - [ps(l - ¢)vsz]z}
+ Az
_ _UpsQ- ‘MHA&_ s = P (3.6)

Nuevamente tomando el limite cuando Ax,Ay,Az y At tienden a cero, la ecuacion
3.6 puede expresarse como:
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a(ps(l - ¢)vsx) + a(ps(l - ¢)vsy) + a(ps(l - ¢)vsz) — _ a(ps(l - ¢))

Fpe 3y PP T (3.7)
O bien de manera general para todo sistema coordenado:
, d(ps(1—¢)
V- [p.(1—$)B,] = _(sa—t)’ e e (3.8)
Si la matriz de la roca se considera incompresible, la ecuacion 3.7 queda:
_ d((1—-¢)

Si desarrollamos término a término la ecuacion (3.9) finalmente obtenemos:

R 1 D¢

YT (10
Donde:
D 09
Dado que:
LV PPN €< 3 )

A partir de la ecuacion (3.10) y resolviendo la ecuacion diferencial[3], obtenemos:

Svoln+1 (pn+1
d
J deyo, = j ﬁ TR € 3 & )
Eyol™ o
1-— n+1
[Evoln+1 - 8voln] =—In %, (314)
P =1 — (1 — pMelevo™ =ewat™] e e e . (3.15)

Notese que el signo menos del lado derecho de la ecuacion (3.14) se ha ido debido
al uso de la convencion geomecanica donde los esfuerzos y los desplazamientos
son positivos para la compresion.

3.3 Ecuaciones de transporte

La ley de Darcy relaciona directamente la velocidad de un fluido en un medio poroso
con el gradiente de presion que éste sufre dentro de un yacimiento. Para el caso en
el que el medio poroso se deforma tenemos que tanto el fluido como el sélido son
moviles, por lo que la velocidad adquirida por el fluido debido al gradiente de presion
es en realidad la velocidad relativa entre la fase gaseosa y la fase sélida.
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U, = % VD, crv ee eeneee e een eee etn eee e een eee 2 eet e 2en ene 2 een eee san ens te een ene snn ens ee arn ens (3.16)
o K

d(Vy —Vs) = —;.Vp, et et e ean et ee e a1 et ee b sta ees eee te san ent ee 2 atn ens ens te are ens (3217)

T e ) RO ¢ £ )|

De la ecuacion 3.18 podemos observar que cuando la roca no se deforma y la
velocidad del solido es cero, la forma tradicional de la ecuacién de Darcy se
recupera.

La ecuacion de Forchheimer[1] define el flujo de fluidos en medios porosos cuando
estos se mueven con una velocidad alta, en este sentido tenemos que la relacion
entre la velocidad del gas y el gradiente de presion ya no es lineal y tenemos una
contribucion debido a las fuerzas viscosas y otra debido a los efectos inerciales que
como consecuencia aumentan la caida de presion en el fluido.

~Vp = Ty + B[y [tg v (319)

~Vp = 0By = 5) + Bp|6 (T = B)[D(Fy = B, v (320)
k

~Vp =9(7, - 7,) {1+ B 103, - B, o (321)

En las ecuaciones 3.16 a 3.21 se tiene que la velocidad darciana ugno es la
velocidad real del gas, sino un promedio que se toma de ésta, como si el flujo se
diera a través del area total de la cara de la roca y no como es en realidad, a través
de su parte porosa.

k
R “u'P
d(Vy —Ts) = e e s s s e e (3122)
{1 + B’O,l_l |¢(vg - vs)l}
L k
PV, — V) = —SZVp, U RRPRRTRRRTRY €< /X )
donde:
1
5= T s een een eee et e e e e e e een een ee e e e v e e e e e (3.24)
{1 + IBPE |o(vy - VS)l}
Ecuacion de estado de un gas real
_Mp
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Por ultimo, de las ecuaciones 3.23 y 3.24 se observa que cuando la velocidad del
gas relativa a la velocidad del sélido es suficientemente pequefa el coeficiente &
tiende a 1 y la ecuacion de flujo de alta velocidad se convierte de nuevo en la
ecuacion de Darcy para un medio poroso deformable, en caso de que la velocidad
del solido sea nula da como resultado que tengamos la forma tradicional de las
ecuaciones de Darcy y Forchheimer.

3.4 Ecuacioén de Difusion-Deformacion

La ecuacion de difusion tradicional en la industria petrolera sélo contempla una
interaccion débil entre la Geomecanica y el flujo de fluidos en el medio poroso y esto
se da a través del término de la compresibilidad total del sistema roca-fluido. En este
estudio se analiza el comportamiento del flujo de gas en un medio poroso
deformable y es necesario derivar una ecuacién de difusion que acople la variacion
de la presion del fluido y la deformacién de la roca. Como en el caso de la ecuacion
de difusion tradicional se hace uso de una ecuacion de continuidad, una ecuacion
de transporte y una ecuacion de estado para el fluido y el sélido para obtener una
ecuacion que describa este fendémeno fisico.

Al combinar la ecuacion 3.4, 3.10, 3.23 y 3.25 es posible obtener una ecuacion de
tipo difusién para este estudio.

0
V- (ppv,) = - (gj’), OOV (< 21 )
- 1 D¢
k
p(Vy — V) = —5;Vp, TP RDPRRTRRRTR € /1 2 )
k 0
v {p [qﬁs - SEVp]} =— (gtqb) ) er ere ae ten eae vee ten ere e ten eae e ten ee e ten ene eee aen ee ene (3.29)
k 0
v [pSZVp] =V [ppv,] + (ggp)
0 0
= p{qbV T+ T,V + a—‘f} +¢ {vs Vp + a—’:}, e (327)

22



[pS Vp] p (% + ¢V v ) + d)%, cen e e e e e e e e e e e e e e e e (3.28)

p
k D
o Lot] 2o o222
Z U Dt
P P P
~ Vs + ¢y Z Dt (3.29)
\ SkV —1[ Dp+V_’] (3.30)
iB, p _Bg Py Dt (72 [P SR UPPPP PRSPPI (e #

Finalmente, la ecuacion 3.30 expresada en coordenadas cilindricas y tomando en
cuenta la velocidad del s6lido como positiva para la compresion queda:

10
r or

..(3.31)

k op] _ 1 (ap ap) 19(rvy)
r ’L[Bg or Bg pc g ot Us or r or ) rs aen wer owas res ses ses e

De la ecuacién 3.31 se puede observar que, si la velocidad del sélido es nula, la
ecuacion de difusion-deformacién[3] da como resultado la forma tradicional de la
ecuacion de difusion para gases reales.

3.5 Ecuacién de desplazamiento del sélido

La ecuacién de difusién-deformacion[3] depende de dos variables por lo que
necesitamos una segunda ecuacioén que relacione la velocidad del sélido y la
presion del gas para poder encontrar una solucion al problema. Como se vié en el
capitulo anterior la deformacién de una roca porosa esta sujeta al principio de las
ecuaciones de equilibrio de momentum lineal, en coordenadas cilindricas[7] la
ecuacion de equilibrio toma la forma de:

ao_rr + laTer aTzr Orr — Ogg
or r 00 0z T

De esta ecuacion se puede despreciar la fuerza de cuerpo y los esfuerzos de corte,
ya que los ultimos no interactdan con la presion del fluido.

| RO ¢ 7))

Asimismo los esfuerzos normales en la direccion radial y en la direccion 6 se
expresan de la misma manera como una suma del esfuerzo efectivo en la direccion
deseada y la presién del fluido.

Opr" = Opp = (D, wev cev en e cee eue eet een e see eae 2t 2en e ee eae een een e nee eae een ten e seeene een ten ee s (3233)
Oz = Oz = D, wev cee en es aee eue ean een e see eae een een e see eae een aen ee sne ee een e nee nne een een ses nee s (323D)

Dada la generalidad de la Ley de Hooke[5], los esfuerzos estan definidos por:

Orr" = (A + 2G) € + A80e F A€z, wv v re vee e vt et e et e e et et e et e e e ene e e (3.36)
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O'gg* = /18,«,« + (/1 + 26)899 + /1£ZZ,
O'ZZ* = /187«7« + /1699 + (/1 + ZG)EZZ,

Donde:
_ ou
u + 1 av
€00 = rdo’
ow

(3.37)
(3.38)

.(3.39)

.. (3.40)

.(3.41)

Son los componentes de la diagonal principal del tensor de deformacion infinitesimal
en coordenadas polares cilindricas. En este caso es posible despreciar las
deformaciones angulares, ya que la presién solo interactia con los esfuerzos

normales. Teniendo esto en cuenta la ecuacion 3.32 queda:

aarr Orr — Ogg
+

ar r

a(a*rr + ap) O-*rr - 0-*99
+
ar T

ou u
ola+20 G+l 5, v FEeaR-

6 +(/1+ZG)

or “§+
2%u 10u u 0
(/1+26)—+/1(————)+a—p
ror r?

0’u 10u u op
ror r?

A+ 26) [ﬁ+——

0 16[ru] N a OJp
ar\r or

Derivando la ecuacién 3.47 respecto de t obtenemos:

or\r

0 (1 6[7"175]) L@ 9%p

i+ 26) arot T 0, it e e e e e e

(3.42)

(3.43)

.. (3.44)

.. (3.45)

..(3.46)

.(3.47)

.(3.48)

Esta ecuacion junto con la ecuacion (3.31) describe el flujo de gas a alta velocidad
en un medio poroso deformable, ambas forman un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas cuya solucién debe obtenerse por medio de un método

numeérico.



Sistema de ecuaciones diferenciales acopladas|3]

1 6[ k op 1[ op op\ 10@(vs)
Ok L ( )L

ror| uB, dr| B, ot Sor) v ar | (349

0 (10][rvg] a 0%
g(; o > + (A +2G) arot =0, s e e et e e e e e e e e e e e e e e eee e (3.D0)
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Capitulo 4. Aproximaciéon Analitica del Problema Geomecanico de Flujo de
Gas en Medios Porosos

4.1 Introduccion

En esta seccion se deriva una solucion analitica para el problema de flujo de gas
acoplada a la deformacion de la roca. Para hacer esto es necesario desacoplar la
ecuacion 3.49 de la ecuacion 3.50. Finalmente, se comparan los resultados
obtenidos por el modelo analitico con aquellos dados por Chin, Raghavan y Thomas
para el mismo caso planteado en su articulo Fully Coupled Geomechanics and
Fluid-Flow Analysis of Wells With Stress-Dependent Permeability[3].

4.2 Desarrollo del modelo analitico

Dado que en un pozo de gas es comun encontrar gastos altos[8], podemos
considerar que la velocidad del gas ¥, es mucho mayor que la velocidad del sélido

v, consiguiendo asi que la ecuacion modificada de Darcy sea:

., k
v, = — ;Vp PSP C 3 §

Cuando v, » v

4.2.1 Ecuaciéon de continuidad

Yo

dy

s

dx x
z

) . Figura 4.2 Medio Poroso
Figura 4.1 Volumen Elemental Representativo

En la figura 4.1 se considera un medio isotrépico en donde la componente vertical
del flujo es despreciable[8],[9], siendo asi variable el espesor de dicho volumen
infinitesimal (h), luego entonces el balance de masa en este elemento es

AtA.V{(hpugx)x+Ax - (hpugx)x} + AtAx{(hpugy)y+Ay - (hpugy)y}
= —AXAY{(hpD) trar — (RPD) 1} v e v et et e e et v et e v et e e e (422)
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Reacomodando la expresion anterior y tomando el limite cuando At, Ax, Ay tienden
a cero

. (hpugx)x+Ax — hpugy)x (hp”gy)y+Ay - (hpugy)y
lim +
Ax, Ay, At—0 Ax Ay
(hepp)esar — (hpp),
d(hpugy) N d(hpugy) __ d(hop) (4.4)

La ecuacion 4.4 en general involucra la divergencia en 2 dimensiones[8][9]. Asi esta
expresion queda:

a(h
V- (hpii,) = — (afzd’) et e et e (425)

4.2.2 Ecuacion de difusion con propiedades del fluido y de la roca variables

Usando el analisis anterior es posible desacoplar la ecuacién 3.49 de la ecuacion
3.50 y asi tener una sola ecuacion que describa el flujo acoplado a la deformacién
de la roca. Al combinar la ecuacion 4.1 y la ecuacion (4.5) obtenemos una ecuacion
tipo difusibn como se muestra a continuacion:

d(hpe)

V-(hp%Vp) = e e e eees (4.6)

Esta ecuacion es fundamentalmente no lineal, por lo que para poder encontrar una
solucion es necesario definir una funcién de pseudopresién andloga a la que se usa
usualmente en la industria petrolera[6].

p

p

R ¢

Py juzdp (4.7)
Pb

Para este caso la funcion de pseudopresion[8][9] se define como:

p
_ [Pk

Asimismo queda definido que el solido del que se compone la formacion es
incompresible y por lo tanto la compactacion que sufre el yacimiento es producto de
la compresibilidad de los poros de la roca, luego entonces es conveniente tener la
siguiente relacion[8][9], para la parte sélida del medio poroso

G T Il T ) I TR C- X))
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De esta ecuacion es evidente que el volumen soélido de la formacion es
constante[5][8][9] y que esto puede usarse para calcular la porosidad a una presién
deseada si conocemos el espesor del intervalo productor a ciertas condiciones.

Sustituyendo el valor de h por el indicado en la ecuacion 4.9 obtenemos:

hi  (1—¢)pk_ | 0d(hpp) 0d(hpe) dp
v [(1_4)) p Vp|=—5—= o 5(410)
Y aplicando la regla de la cadena para la diferenciacion.
hi  (1-¢)pk l [1 dp 1 d(hg)]|ap
. Vol =h ——t—— = e (401
l(1—-¢) Ploan T he ap |ac 1D
Si definimos la compresibilidad del volumen poroso de la formacién como:
1 6(h¢>)>
d h¢< i /, *12)

Teniendo en cuenta las ecuaciones 4.12 y 4.9, y multiplicando por el inverso de
h;(1 — ¢;), la ecuacion 4.11 queda:

pk $pce Op
- "1-T-p o *13)
De la ecuacién 4.8 es evidente que:
0 k o
N % 7
ot (1—-¢)udt
0 k 0
L T R T
dy  (1—¢)udy
Quedando la ecuacion 4.13 expresada como
_ ¢uc, dm(p)
V-Vm(p) = . Tp e e e e e e ... (4.16)
En un sistema de coordenadas arbitrario la ecuacion es:
puc, om(p)
2 —
Vem(p) = . 5t e e e (4.17)

4.3 Aproximacion de la solucion

Esta ecuacion tiene la misma forma que la ecuacion de difusién para un liquido
ligeramente compresible sin embargo no es lineal ya que las propiedades de la roca
y del fluido dependen fuertemente de la presion, una consideracion aceptable es
tomar estas propiedades medidas a una presion promedio como constantes y
entonces la ecuacion 4.17 tiene una familia de soluciones conocida[4] que aproxima
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en buen grado a la solucion exacta del problema geomecanico. En la direccion radial
esta ecuacion queda expresada de la siguiente forma

0*m(p)  10m(p) _ ¢uc, dm(p)
P S T S T e e e

Para esta ecuacion con sus respectivas condiciones de frontera e iniciales en el
estado transitorio existe la solucion linea fuente, la cual es derivada a continuacion.

s (418)

Usando la transformada de Boltzman[4]:

pucer?
= 4ktt e e e (4.19)
ds  ucer
5= Zk; e e e s (4.20)
ds puc,r?

Haciendo el cambio de variable junto con las condiciones de frontera e iniciales del
problema es posible obtener la misma solucion linea fuente que se usa para la
ecuacion de difusion de un liquido ligeramente compresible. La solucion quedando

B qp puc,r?
m(pwf) =m(p;) — ITh(L =) E; < Akt > RPN C: 7273 |

Cuando se tiene que el argumento de la integral exponencial es muy pequefio, es
decir s « 1, ésta se puede aproximar como:

Ei(S) ® —InS — 0.5772 s o et e et s e et e e et e e e e e e e e e e e e e e (4023)

Donde Iny = 0.5772. Con estas relaciones y teniendo en cuenta que cuando el
argumento de la integral exponencial es muy pequefio significa que se esta
evaluando la presion en el radio del pozo, la ecuacién queda

_ qp 4kt
m(pwf) =m(p;) — Il =) In <)/¢.uCtTW2> PRSPPI (C: 322 )|

tomando en cuenta que

_Ps

B, p(425)

1 _

5, " Qg e o e e oo e e e e et et e e e et e e et s e 2 e e s e 2 (4:26)
S ¢ X DT

m(p) = N 120162 IS SRR RURDSRRRI € 27
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La ecuacion 4.24 puede ser escrita de la siguiente manera[4][10]

Qg 91”91 log —323] e (4.28)
‘{b.“ tTw?

Esta ecuacion tiene una forma similar a la solucion linea fuente que se tiene para la
ecuacion de difusion de gas y de liquido. Con la consideracion que por medio de la
pseudopresion definida anteriormente se puede estimar la presion junto con la
variacion de la permeabilidad y la porosidad, ademas de las propiedades del gas
real.

m'(pwy) = m(p;) — 162.6 ——=—=

Para poder analizar un problema donde la permeabilidad de un yacimiento varia en
funcion de la presion y del esfuerzo efectivo, es necesario tener otras ecuaciones
que en conjunto estimen la pseudopresion definida por la ecuacion 4.8, entonces es
necesario contar con expresiones para calcular la permeabilidad[3], la porosidad y
el espesor del yacimiento (h) conforme varie la presion[5], estas ecuaciones son

. (In[1+ (6¥/0")] "
ke =ko {ln[l + (a+/o'(’,‘)]}

.. (4.29)

Donde a* y m son parametros asociados a la roca en estudio[3], o* es el esfuerzo
efectivo como se definio en el capitulo 2[3][5] y ko, y a; son la permeabilidad y el
esfuerzo efectivo a condiciones iniciales o en el tiempo anterior[3].

Ah a

=—— " A .. (4.30
h e 426 T (430)
Donde

Es evidente que, ya que p; es la presion inicial del yacimiento, el término Ah sera
negativo para cuando se compacte el yacimiento[5]. Las ecuaciones 4.8, 4.9, 4.29
y 4.30 en conjunto con la ecuacion 4.28 nos permiten calcular las caidas de presion
en un yacimiento poroelastico de manera aproximada, la variacion de la
permeabilidad y porosidad de la roca, asi como la compactacion que hay a
determinada presion. El desarrollo de la ecuacion 4.30 y los valores que toman los
pardmetros de la roca en la ecuacion 4.29 se presentan en el apéndice B.

Del articulo de Chin, Raghavan y Thomas (Fully Coupled Geomechanics and Fluid-
Flow Analysis of Wells With Stress-Dependent Permeability)[3][12] se tomaron los
datos para un yacimiento de gas en arenas compactas para analizar la solucion
obtenida anteriormente y se compararon con los resultados del articulo, cabe
mencionar que los resultados ultimos fueron obtenidos por medio de una simulacién
numeérica con un enfoque totalmente implicito y acoplando las ecuaciones 3.49y 2.3
en tres dimensiones.
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4.4 Segunda Aproximacion Analitica

La solucion descrita anteriormente ajusta en buena medida la solucion para los
casos donde la roca es menos sensitiva a esfuerzos. Partiendo del hecho que la
porosidad y el espesor de la formacion permanecen practicamente constantes
durante el depresionamiento, se puede definir otra funciébn de pseudopresion y
considerando que no hay deformacién horizontal, es decir en la direccion radial y
tangencial, se puede llegar a definir otra ecuacion diferencial similar a la ecuacion
de difusion. Definiendo la nueva pseudopresion[10] como:

W= f—dp(432)

Si consideramos en las ecuaciones 3.36 a 3.38 que las componentes &ggg Y & SON
despreciables se obtiene facilmente

*

Sy = e e ettt ettt et e (4:33)
A+ 26)

teniendo en cuenta que

T" =T —APL, e e ettt et et et et e et et et e s e s s e e e e e e e e e e (4.34)

o el 1o N € X< 15))

ow Oz — 9P .(4.36)

Si consideramos a la componente de la velocidad del sélido en la direccion vertical
como la simple derivada temporal del desplazamiento (w), y que el esfuerzo total
en la direccion vertical (o,,, esfuerzo de sobrecarga) como constante[5], se llega a
av, a dp

Tr T TR AG) e (437)

Si la deformacion en la direccién radial y tangencial es despreciable, entonces la
deformacion volumétrica se expresa como

av,
Evol = V- Vg = E, Nea mer res amr Eas wer Ees see wes mes wws mee Ews ses Ges ser Ees wer es wes Ees ses wes ser ses serrs was (438)
de la ecuacion 3.28
k D(,b
[ 6— V] (V + 1apr) 4.40
p pl=p Vg ¢pap g ) v e e e e e e ... (4.40)
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V[(SkV]—(V*+ Dp) 4.41
p p pl=p Vs qbth cen een e e e e e e e e e e e e e e e e e e (441

Teniendo en cuenta Ia convencién geomecanica (desplazamiento positivo para la

compresion)[5], que SYalrT: Py que V-3, = %, la ecuacion 4.41 queda entonces

t

como
V[6kV]— ( ¢ 6p+ 6p> 4.42
POLYPI =P I+ 260t T ¥ e - (442)

usando la ecuacion 4.32 en 4.42 se obtiene:

2 — woy
vy = (/1 et ¢c) e C X5
En coordenadas radiales la ecuacion 4.43 puede ser expresada como

02 1 0 4]

IV 1% _weo (4.44)

arz r ar 7 at Sas mEs wEs EEE sEE EES EES EEE EEE SEE ES EEE BEE EEE SES EES EES EEE BSE SES EES EE@ GG SEE EEE wEs ww

Definiendo ¥, como la pseudopresion ajustada con unidades de presion [psi] y el
coeficiente ¢ analogo a la compresibilidad del medio[1] con unidades [1/psi] de la
siguiente manera

p
Wi [ pk
= —d .. (445
b
- ( L ) 4.46

Como se observa, la ecuacion 4.44 es una ecuacion de difusion y si se considera
que el coeficiente presente en ésta, puede ser tomado como un promedio y
constante[6], esta ecuacién tendra una solucion similar a la presentada
anteriormente, a continuacion se muestran la solucion en unidades de Darcy y en
unidades inglesas de campol[4][10], respectivamente.

B QgHiBgi ( 4kt )
Vawr = Wai =y (g | (447)
Yaws = Yo — 162.6—2—= Qg”l 2 [l ( ) — 3.23] TR € )
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Las soluciones derivadas anteriormente pueden brindar una aproximacion de como
se comporta un yacimiento poroelastico bajo condiciones ideales de explotacion, y
tomando en cuenta que la roca solo experimenta deformacion en la direccién
vertical, ademas se considera que la porosidad permanece constante y que la
velocidad de la roca es despreciable comparada con la velocidad del gas. Los
resultados de estas soluciones se comparan con los dados por Chin y colaboradores
(2000) en la tabla 4.1.

Reduccidn IP [%] Reduccidn IP [%] Reduccidn IP [%]
K [md] JRaghavan Solucion 1 Solucién 2 g [RBPD] |Nucleo Jtp [dias] |% error 1 % error 2

0.75 5.4 4.54 4.8 1147]D 173 15.93 11.11]
0.1 15.62 21.36 13.98 1147)|D 34 36.75 10.50
0.1 17.66 23.18 16.88 1147|D 583 31.26 4.42
0.1 11.63 12.86 10.5 574]D 173 10.58 9.72
0.1 18.98| 26.6 21.37] 1721]D 173 40.15 12.59
0.1 16.54 15.95 18.77 1147)|D 173 20.86 13.48
0.186 12.56 14.09 12| 1147|D 173 12.18 4.46
0.1 24.4 36.78 23.79 1147)E 173 50.74 5.70
4.14 7.08 11.55 15.35| 1147|F 173 63.14 117.23

Tabla 4.1 Comparacion de Resultados de las Soluciones Analiticas

En la tabla 4.1 se observa que la solucién analitica se comporta aceptablemente
bien para el caso del nucleo D, que resulta ser el menos sensible a esfuerzos, asi
mismo los resultados se acercan mas a la solucién exacta si se tiene una mayor
permeabilidad en el yacimiento y el gasto de produccion es menor. En el apéndice
B se muestra el comportamiento de los tipos de roca para mostrar la sensibilidad al
cambio de esfuerzos de cada nucleo. Con estos resultados se hace evidente que el
problema que se plantea (ecuaciones 3.49 y 3.50) es no lineal y para resolverlo de
manera exacta se debe emplear un método numérico[3]. Esto se abordara en el
capitulo 5 y se mostrara el esquema de solucién; sin embargo, el desarrollo total del
programa y los resultados estan fuera del alcance de esta tesis.

33



Capitulo 5. Modelo Mateméatico-Numérico de Flujo de Gas através de un Medio
Poroso Deformable

5.1 Introduccién

En el capitulo anterior se compararon los resultados obtenidos por una
aproximacion analitica para el problema de flujo acoplado a geomecanica y se
encontré que para los casos donde la roca es mas sensible a los esfuerzos, en
general, esta aproximacion no es valida. Para el analisis de la distribucion de presion
y el cambio de las propiedades de flujo de la roca es necesario resolver el sistema
de ecuaciones diferenciales descrito. En esta seccion entonces se presenta una
metodologia para resolver este sistema por medio del método de diferencias finitas
y se definirdn las ecuaciones necesarias para ensamblar un simulador numérico
acoplando geomecanica y flujo de fluidos en un yacimiento poroelastico isotérmico,
los resultados y el desarrollo total del programa van mas alla de los alcances de
esta tesis.

5.2 Desarrollo de las ecuaciones

El sistema de ecuaciones esté planteado en coordenadas radiales, ya que se asume
que el flujo dentro del yacimiento estudiado tiene esta geometria, sin embargo el
planteamiento de las ecuaciones en diferencias finitas se vuelve complicado para
este sistema coordenado por lo que se usa una transformacion como la siguiente:

r

T e I S USRSV (o3 |
TW

arp, 1

Aplicando la regla de la cadena

dy 0Oy drp 1 0y

B = B Br = e o o e o (5.3)
du 1
e e e e et e e e (5.)
drp 1p
Oy _dyou 109y (5.5)

Con esta transformacion las ecuaciones 3.49 y 3.50 quedan expresadas de la
siguiente manera

d k op| 1 5 2y 0D " ap) u(@vs )]
E™ [6;139 3al = B, [qbcg (rwe 5¢  we Vs ) —hwet (o 2 | P S X5)
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0%, N ryeta 0%p — 0o c 7
T2 Vg O+ 26) dudt ) wee e nee een ee are ees ee een ses nae ee ee aen ses sae ee nne een sen ane een nne (D07)

Teniendo el sistema de ecuaciones 5.6 y 5.7 es necesario pasar estas a su forma
discreta por medio de diferencias finitas de la siguiente manera:

1 ( sk )”1 pitl —pi*h) ( sk )”1
Au | \uBy i% Au UBy i_%

t+1 t t+1 t+1
_ 1 [(d’c )t+1 12 p2ui " —pi) o pllipt+l (Pit1 — Pil1
g1 |\Pea)i MW At we Vs 20U
9i
t+1 t+1
f (Vgiyq — Vg
— et <( Sl+12Au -1 > + vﬁfll PO (< )
[vst‘lﬂ-—ll B Zv;:;-l + vst‘i-’-+11 _ vt.+1 rweuia 1 [(pt+1 _ p't+1) _ (pt — pt )]
Auz St (A + ZG) 2AUAt i+1 i—-1 i+1 i—-1
SRR € 1)

Dado que la ecuacion 5.6 y su forma discreta (5.8) tienen coeficientes que dependen
de la solucion, es necesario adoptar el método de Newton-Raphson para linealizar
este sistema de ecuaciones y resolverlo, a continuacion se muestra el desarrollo

Au | \uB, i% Au uUBy i_%
t+1 t t+1 t+1
- (¢c )Hl r2e?w ®i” —p) - e“ivt-“—(pi+1 — Pi-i
BgFH 9/; w At w st 2Au
l
] (vtjl-l1 _ vt_—l—_ll

—rWe“‘< Ak AL = F U = fiy o e e e (5.10)

[Vstitl1 - 2”‘7sti-|r1 + Ust;:+11] _ b+l rwe'la 1 [0 — pt*1) — (pt,, — pt )]
Auz SL (A + 20) ZAu,At 1+1 -1 i+1 -1

T SRR UTOIRTRI ¢ 7 & b

Donde f y g son llamadas funciones de residuos evaluadas a un nivel de iteracion
k. Para linealizar el sistema es necesario derivar las funciones de residuos respecto
a las variables primarias que son p y v, ubicadas en cada nodo y evaluadas en el

tiempo t+1.
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k k k k
of k+1 of k+1 of k+1 of k+1
A 't+1 + A t:l-l + A .t+1 + A t:l-l
<apltj.11> pl—l av”l vSI.—l apf.ﬂ pl av;:i+1 vSl

si—1
k k
af k+1 af k+1
() ot + () i

ag kA t+1k+1+ ag kAvt+1 k+1+ ag kA t+1k+1+ ag kAvt+1k+1
apltjll pl—l avt+1 si—1 apit+1 pl avsti+1 SL

si—1
k k
6g k+1 ag k+1
+=—=) T 4+ — ) AV
(a fIf) P (avgaa
g e e e e e et e et e et e e e e e aee e ene s eee e (5.13)

Las ecuaciones 5.12 y 5.13 desarrolladas para todos los nodos dan como resultado
una matriz en bloques con estructura tridiagonal como se muestra a continuacion:

[Al ci1 0 O 0 O '”Wl'l [dl]
ERGEI Y
| 0 o " 0 | | =1 . [ oee eeneee e e e e e (5.14)

I
I I
S . I I
loo 0 . - JIJ[J
0 0 0 0 Bn Anllwn dn
Donde Aj, Bj, Cj son matrices de 2x2 y uj y dj son matrices de 2x1, teniendo la forma
siguiente:

(o) ()|

|| —
_<0pf-“> <0vstj“> J
(o) ()

Bj = a’;ﬁi . aff‘ll - e e (5.16)
(ap;r%> <6v§_11)
(o) ()

Cj = a;;;i} . afﬁll N oo e e (5.17)
_<6p,%i> (av;*:l) _
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k+1
Ap]l:'+1 ]

wj = e v e e e (5.18)
_fk
—g'

Para i=j=1:n

Es evidente que para resolver este sistema es necesario acoplar las condiciones
iniciales y de frontera, las cuales se encuentran en los nodos i=j=1y j=i=n, para esto
las condiciones de frontera deben ser expresadas en términos de la coordenada u
y discretizadas en diferencias finitas para poder cerrar el sistema de ecuaciones. A
continuacion se presentan estas condiciones iniciales y de frontera.

Para la deformacioén del sélido las condiciones iniciales y de frontera:
V(T =1, U = 0,1) = 0, e et et et ce v e et e ee e e e e s ee ene st e e sen een ene e e+ (D.20)
vs(r=r,u= lnre/rw, ) I PRSP (-2 )

L G T A ) T SRR (< 19747

Para la ecuacion de difusion-deformacion las condiciones de frontera son:

dp qu

(6_1’

au)uzlnTe/rw ( )

DT, Uyt = 0) = Dipicials e «oe eee ees wes ees ees ees ees 222 2es 20s 222 22s 20s 20n 10n s0n 20n 20n sen s0n 20 e ee nee (D.25)

En este desarrollo se usa una malla con nodos centrados y se transforma una malla
radial en una del tipo rectangular con nodos equidistantes.
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Figura 5.1 Malla Radial

(1/2) AX1 (112) AXp,
R — —>
e ° ° ® l/ ® o
0 1 2 3 i Nx Nx+1
Left Boundary Right Boundary

Figura 5.2 Malla Rectangular

El acoplamiento de las condiciones de frontera para cerrar el sistema se presenta
en el apéndice 3, asi como el método de solucién para un sistema tridiagonal en
blogues (algoritmo de Thomas modificado). La solucion de la ecuaciones 5.6 y 5.7
con las condiciones de frontera e iniciales por medio del método de Newton implica
la programacion de un algoritmo iterativo para resolver el sistema, lo cual queda
fuera del alcance de esta tesis.
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Capitulo 6. Conclusiones

En el capitulo cuarto se presentaron dos soluciones analiticas para el andlisis de la
deformacion geomecanica ligada a la produccion de gas en un yacimiento
poroelastico. A pesar de dar buenos resultados para ciertos casos, estas soluciones
estan limitadas para ciertos casos ideales y soOlo pueden reproducir ciertos
fendbmenos durante el periodo de flujo variable o transitorio. Por esto se vuelve
necesario el uso de algin método numeérico para resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales de manera exacta para las tres direcciones espaciales.

En el capitulo quinto se mostré el esquema numeérico necesario para resolver este
sistema de ecuaciones diferenciales por medio del método de diferencias finitas, sin
embargo, sélo se considera la deformacion y el flujo en la direccién radial. Un
aspecto que debe mejorarse en un trabajo posterior es desarrollar estas ecuaciones
en diferencias finitas para las tres direcciones espaciales tanto en coordenadas
cartesianas como en polares cilindricas.

Las soluciones analiticas derivadas anteriormente ademas de considerar un caso
ideal en donde sélo hay deformacion vertical no reproducen el fenémeno de la
subsidencia y compactacién del yacimiento y por lo tanto se debe explorar mas
adelante una posible solucion analitica que tome en cuenta esto. Sin embargo
ambas soluciones dieron un grado de exactitud aceptable, siendo el minimo error
con respecto a la solucion exacta de 4.42%. El error maximo es de 117.23% para el
caso en el que se estudia la roca mas sensible a esfuerzos, demostrando que
cuando un yacimiento experimenta una deformacién mas grande, las propiedades
de flujo tienen una variacion mayor que representa una no linealidad en el modelo
matematico y que debido a esto alguna solucion analitica como las presentadas
anteriormente no es correcta para predecir la reduccién del indice de productividad.

Debido a lo antes mencionado se presentan de manera global los aspectos que
deben mejorarse del presente trabajo, asi como los puntos positivos de esta tesis,
los cuales se mencionan a continuacion:

1.- Se debe explorar una solucion analitica mas fuerte considerando que el modelo
es no lineal

2.- Esta solucion mas fuerte debe ser desarrollada por medio de algun método
capaz de resolver ecuaciones diferenciales no lineales y de ser posible debe
resolverse todo el modelo en las tres direcciones espaciales, de manera que se
considere la subsidencia y la compactacion del yacimiento.

3.- Es necesario resolver el sistema de ecuaciones de forma numérica y asi obtener
la solucién exacta, comparar los resultados con las soluciones analiticas y
finalmente determinar los casos en los que son totalmente validas y en cuales no.
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4.- Es conveniente explorar con la solucion aproximada de manera analitica, alguna
posible solucion para todo el conjunto de ecuaciones diferenciales del problema, ya
gue el modelo matematico en si involucra 4 ecuaciones diferenciales.

5.- De acuerdo a los casos comparados en esta tesis, las soluciones analiticas
brindan resultados confiables para rocas en donde Unicamente cambie la porosidad
y pueden ser Utiles para analizar el flujo transitorio de gas en yacimientos con
permeabilidad variable.

6.- Se debe considerar el posible uso de estas soluciones en el analisis de pruebas
de presion o de potencial, sin embargo para esto es necesario lo mencionado en el
inciso 3.

7.- Es plenamente recomendable extender este modelo para el estudio de flujo
multifasico en medios porosos deformables, asi como la inclusién de algin modelo
constitutivo diferente para la roca, como es el caso de rocas que se deforman en un
régimen plastico o que pueden ser viscoelasticas.
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Apéndice A. Ecuaciones en Coordenadas Polares Cilindricas

En este apartado se presentan las ecuaciones de balance de momentum lineal y de
continuidad, asi como el tensor de deformacion en coordenadas polares cilindricas,
el tensor de esfuerzos en este sistema coordenado se muestra como una forma
simplificada idéntico en forma a su analogo en coordenadas cartesianas, el
desarrollo a detalle de estas expresiones requiere ya sea el empleo de conceptos
mas profundos de Analisis Tensorial como lo son el concepto de métrica, de los
simbolos de Christoffel y la derivada covariante[7] o en su caso de complicadas
relaciones geométricas tan solo para deducir las ecuaciones de balance en la
dieccion radial[2], por lo tanto estos se dejan como referencia al lector[7].

Ecuacion de balance de momentum lineal

—

Dv

LV S R 07 W |
tpb=pr- (A.1)

aarr 1& a0-zr Orr — Ogg
or r 00 0z T

aO'rg 1 Ogp 60'29 20}9

T R | ORI . W)

5 T35 T3, e 7 VU RUUVRURT - W< )
65;2 %% aggz + % RN ¢ 197
donde
by _ SRR 0 W)
Dt
) T PPV TRRURUREVURRTY 0: 0 <)

Ecuacion de continuidad

]

V- (pD) + (52,5) 0, e e e e e (AT
10(r[ppvy])  19(ppve)  0(pgpv,) 0(pP)
; or +; 30 + P = ot SRS 02 1 )
donde

Ur
v= [Ve‘, TRV VTSUVRIRURR 0 WL )

UZ

Sea el gradiente del vector de desplazamiento U = ué, + vé, + wé,
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Tensor de deformacién en coordenadas polares cilindricas

ou
ar
— 1 /0u
Vu=|-(—-—
r(69 v)
ou
0z

Y el tensor de deformacion E definido como

1
E=symVu= 5 (VU A VUT), s s et e e et et et et e e et et e e o o

1

r

(

ov ow 1
oar ar
v 4 ) 10w
0 %) rael
v ow
0z 0z -

Siendo Vu' la matriz transpuesta de A.10, es evidente que

Ju
ar
E— 1(16u ov
2\radf or
1(6w+6u)
2\0r 0z
donde
7=

v
r

)

1

2

(16u+6v v)
rod or r

1 (av N )
o T
10w 6v)

1( N
rodf o0z

2

e e (A.10)
e (A011)
1 (6w N 6u) ]
2\dr 0z
1/10w O0Ov
—(=—+—]], e e e e (A.12
2 (r a0 + 62) ( )
ow
0z
e e s (A0 13)

u
w

Tensor de esfuerzo efectivo en coordenadas polares cilindricas

El tensor de esfuerzo efectivo en coordenadas polares cilindricas es simplemente

O-TT
T =T — apl = |0re
O-TZ

de la Ley de Hooke

I €2 0 o3 ) (e -

Org Opz 1 0 O
Ogg Ogz|—ap|0 1 O
Opz Ozz 0 0 1
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Orr — Qp O0rg Oyz
Org Ogg — ap 09z ]
Orz Ogz 0z, —Qap
1 0 O
=AV-ulo 1 0]
0 0 1
ou (1 du O0v v) 1 <8W N 0u> 1
ar 2\r 69 ar r 2\0r 0z
L9206 (16u ov v> (6v+ ) 1(16W+6v>
rod or r r \00 U 2\rao adz/|
ow Jdu 1/10w O0Ov ow
G e %
Jor 0z 2\r 06 0z 0z

De la ecuacién A.16 se comprueba la relacion 4.36

aw
O, —ap = (A + 26)5,

Siendo

Jr 1r\do

ou 1(6v
ar 06 0z

Es evidente que de A.17 se obtiene

. ow
V-u=

av, a dp

Convencion de la suma de Einstein

U=ue, +veg+we, =ue;=u'e; +ue; +u’es, oo e

La derivada material en coordenadas polares cilindricas
D¢ a9
Dt ot

con

es

Dy _09 0p 13p 09
Do U tVetag T Vg,

donde
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Gradiente de una funcion escalar en coordenadas polares cilindricas
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Figura A.1 Esfuerzos Sobre un Elemento de Volumen Infinitesimal en Coordenadas Polares Cilindricas
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Apéndice B. Datos del Yacimiento

En este apartado se brindan los datos del yacimiento para poder evaluar la solucion,
ademas se presenta de manera grafica la variacién de la permeabilidad para cada
tipo de roca. Se vera que el nucleo menos sensible a esfuerzos es el tipo D, pasando
por un comportamiento intermedio en el nucleo E, hasta llegar al ndcleo F que es el
mas sensible a esfuerzos y por lo tanto el que presenta una desviacion mas grande
cuando es analizado con la solucion analitica.

A continuacion se muestran los datos del yacimiento estudiado, los cuales son

tomados del trabajo de Chin y colaboradores (2000)[3].

T, 3000 ft T 800 R o 1.4321x10 *psi~?
Ty 0.25 ft Pg 0.208 g/cm3 ) 5.8929x10 6psi~t
h 100 Ps 2 glem?® Oy 8000 psi
¢ 0.04 G 2.1x10° psi m 3.267, 0.595,
3.337, para
nucleos D, E, F
respectivamente
k; 0.04, 0.1, K 2.8x10° psi ot 809700000,
0.186, 4450, 51938 psi,
0.75, 4.14 para ndcleos D,
md E, F
respectivamente
Di 7500 psi Cq 14.286x10 °psi~t Z; 1.0705
U 0.015 cp A 1.4x10° psi
Bg; 0.00322 a 1
RB/STB

Tabla B.1 Propiedades del Yacimiento [12]

45




A continuacién se muestran las graficas de cada nucleo y la disminucion de su
permeabilidad en funcién del esfuerzo efectivo

Variacion de k nucleo D

0.2
0.18
0.16 ®
0.14 i

— 0.12

0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

k [md

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
o [psial

Figura B.1 Variacion de la permeabilidad para el nucleo D

Variacion de k nucleo E

0.12
0.1 )
0.08

0.06 ®

k [md]

0.04 * o

[ ]
® o
0.02 ® o ¢ o

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
o [psia]

Figura B.2 Variacion de la permeabilidad para el nicleo E

46



Variacion de k nudcleo F

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
o [psia]

Figura B.3 Variacion de la permeabilidad para el nucleo F

En las gréficas anteriores se muestra que en el caso del nacleo D, hay una menor
reduccion de la permeabilidad y por lo tanto del indice de productividad, mientras
que el ndcleo F presenta la mayor variaciéon y por lo tanto se espera que las
soluciones analiticas no sean vdlidas para este tipo de roca. Para evaluar la
reduccion del indice de productividad se hace uso de las siguientes
expresiones[3][10].

Q Q
Ap  pi — pwy
Para la reduccién del IP
%ReduccionlP = (1 —%) X 10090, .o ves e e et et e e e e et e e e e s s e (BL2)
Si

Donde J,, es el indice de productividad cuando la roca es sensible a esfuerzos y J;
es el indice de productividad cuando la roca no es sensible a estos[3].

Entonces
2 A
A .
%ReducciénIP = | 1 — % X 100% = (1 - gs‘) X 100%, s vro o os e e (B.3)
SS
Apsi

Donde Aps; = p; — Pwr Y Apss = Pi — Pwy", Siendo p,,¢*la presion en el fondo del pozo
calculada por la solucion analitica derivada en esta tesis.
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Apéndice C. Desarrollo de la Solucién Analitica

En este Gltimo apéndice se presenta a detalle como obtener la solucion analitica de
la ecuacion diferencial 4.44 y debido a que esta comparte una solucién similar con
4.18, se hace evidente que el procedimiento es analogo para obtener la otra
solucion.

V- [pSS Vp] =p (d)cg—i -V- 175) ) e een re een ee e eae e n e et tee ee penee venee verse sen eee aens (C2 1)

Esta ecuacién toma en cuenta la convencién geomecanica que considera positiva
la compactacion y negativa la expansion, es por esto que la divergencia de la
velocidad del solido esta multiplicada por un signo negativo[5], tomando en cuenta

. . Dp 0
las relaciones del capitulo cuarto (—p =F

Dt ot
2 _ (@ Hoy
v¢_(A+ZG+¢Qkafﬂmm”mmm"mmmmm"mm”mm"mmmmmm

0%y 13 _ppdy

donde

y Vv, = %) se obtiene

(C.2)

(€.3)

14
_ (e
¢}_-5f P (€ 8)

Condiciones de frontera y al tiempo inicial

.0y pq

W = 0) = Wiy e ee oo ees e e ees e ere et e eeseee e e see s ees et s eesee s ree e areeee n aens (C.T)

Como se puede apreciar, estas condiciones de frontera e iniciales corresponden a
un yacimiento infinito[4][10], es decir, cuando el yacimiento se encuentra
produciendo en régimen transitorio.

Cambio de variable

2

our
- Y (X
Ry (.8

ds  our
ar — Zkt ) U SES SEE SEE EEE SEE SEE SEE SEE EES EES EEE EES EES EES EES EES EES EES EES EES SEE SEE NEE EEE EEE EEE EEE EEN

N ()

ds _ qur?
ar - 4kt ) "R SEE EEE EEE EEE EEE SES SES EE EEE NN EES EES EEE EEE SN NN SES SEN EEN EEE EEE EEN NEE EEE EER

e (€. 10)
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Reordenando la ecuacion C.3
10 ( 81/)) <pa¢
ror\ or) k ot’

{ dy 65} ds _ ke dl/} ds
rds ds oryor  k ds ot’’

..(C.11)

..(C.12)

dy
ds

De la expresic')n C.12 es facil ver que

ds[ ds] (€. 14)

d

Y
s PR +y sy, (C.15)

cuya solucion es

INY = =8 = INS 4 €, v cev et et et et et et et et et et et et s s s ten ten ven ten ten ten sen e en s (C216)

)

e

de la ecuacion C.5 es evidente que (dado que s — 0,7 — 0)

d
S e L e (C18)

s=0 ds 4mth ’

De esta expresion se obtiene el valor de la constante €, asumiendo que el limite
existe

pq
CZ 47Th’ (C 9)

Tomando en cuenta que

B = e e e e e et et et et et e et et et e e e e e et eee e e (€. 20)

)

_dYp_pge” pQe”
S AR S T Ak 5 e e e e e e e e
Dadoques - 0,t =0
Y

S
_psQ [e”*
Jdl/) = o | TS 2 (€1 23)

..(C.22)
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0 bien

psQ [e”*

s

Es claro que cuando s < 0.01

e—S
f Tds = E(S) ® —INS — 0.5772, cice e e e e e e e et e e e e e e e e e e

Luego entonces, podemos expresar C.24 como

Yyoury,
Siendo
y=¢€

Adicionalmente

QuiBi ( Akt )

lnbawf =Y — 4rtk;h n Your, 2

Que en unidades inglesas de campo es

kt
wawf::¢hi—-1626E§E£Léﬂ[l ( )-—323]
put,?

0.5772

(C.24)

(C.25)

(C.26)

..(C.27)

..(C.28)

..(C.29)

..(C.30)

Teniendo en cuenta que se analiza el flujo transitorio de gas y que el gasto a
condiciones de superficie es constante[6][10]. Con la expresion C.28 se hace ver
que la pseudopresion ajustada tendra unidades de presion [psi]. Asi mismo se hace
una comparacion de ¢[1] con el coeficiente usual de compactacion usado en la
Teoria de Biot[5], a este coeficiente por lo tanto se le puede llamar coeficiente de

compactacion[1] y sus unidades son [1/psi].
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Nomenclatura
a cte. arbitraria
A area, ft?

b cte. Arbitraria

B factor de volumen del fluido, %

b fuerza de cuerpo, tbryerza

c cte. Arbitraria

C modulo elastico, psi

e numero de Euler

E tensor de deformacion, adimensional

E modulo de Young, psi

f funcién de residuos de la ecuacion de difusion-deformacion
F fuerza, lbryerza

g funcion de residuos de la ecuacion de movimiento del sélido
G modulo de rigidez, psi

h espesor, ft

I tensor identidad

J indice de productividad, %

K tensor de permeabilidad, md

K modulo de volumen de la roca, psi
k permeabilidad escalar, md

m constante de correlacion

M modulo elastico, psi

lbm/ft3psi md

m(p) pseudopresion (solucionl), p

p presion, psi

.. L RB
q gasto a condiciones de yacimiento, —

51



.. .. STB
Q gasto a condiciones de superficie, —

s variable de la transformada de Boltzman, adimensional

t tiempo, horas

u desplazamiento en la direccién radial y variable espacial en el capitulo 5, 7t
u vector de desplazamiento,

v desplazamiento en la direccion angular y velocidad en caso de tener un indice, f#,
ft/s

V volumen, ft3

v vector velocidad, ft/s

w desplazamiento en la direccion vertical, ft
X vector de posicion, ft

y variable arbitraria

z direccion vertical, ft

Letras griegas

a Coeficiente de Biot, adimensional

B coeficiente de turbulencia

y constante de Euler

6 coeficiente de flujo de alta velocidad

d;; tensor delta de Kronecker

¢ porosidad, adimensional

¢ coeficiente de pseudocompactacion, psi~!
o esfuerzo, psi

9 deformacion del fluido, adimensional

A constante de Lameé, psi

b

p densidad, I

lbm/ft3psi md

Y pseudopresion (para la solucion 2), p

7 numero pi

52



u viscosidad, cp
Subindices
a ajustado

b valor de referencia

i,j indices libres asociados a las direcciones espaciales

i+1 localizacion de los nodos
f fluido

g gas

o valor de referencia

r direccion radial

s solido, valor a condicion de superficie en el caso de fluidos

6 direccién angular
x direccién de “X”, L

hy 0

y direccién de “y”, L

z direccion vertical, L
Superindices

I,j direcciones espaciales

k+1 nivel de iteracion

t+1 nivel de tiempo

+, coeficiente de correlacion

* para denotar esfuerzo efectivo

‘ valor ajustado

Operadores

V operador Nabla, %

A delta, (diferencia)
D% derivada material, %

(-() producto punto
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