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Introduccion

El117 de agosto de 1924 muere ahogado en la costa de Bretana el matematico soviético Pavel
Urysohn, dejando incompleta la construccién de un espacio del que ahora es epénimo y a
Hausdorff con la duda parcial: jExiste algin espacio universal entre los espacios métricos
separables que también sea separable? Digo “parcial” ya que Hausdorff habia trabajado
por esos dias en su propia construccién de dicho espacio; el resultado de Fréchet —que
{~ contiene una copia isométrica de todo espacio métrico separable— lo habia dejado
inconforme ya que f, no es separable. El interés en el espacio de Urysohn aparentaba
haber perecido con su creador pero, tras casi cinco décadas de desdeno, Katétov revivio
el interés en él con una nueva construccién. Dicha construccion sacé a relucir el hecho
de que, aunque cada una de las dos propiedades definidoras del espacio de Urysohn —
que es universal en la clase de espacios métricos separables y que es ultrahomogéneo—
es interesante por si sola, la combinacién de ambas, como el chile y el elote, resulta en
un objeto tremendamente mas rico que la proverbial suma de sus partes. En particular,
la construcciéon de Katétov permitié apreciar que lo fascinante del espacio de Urysohn,
U, no se restringfa sélo al espacio sino a su grupo de isometrias, Iso(U), el cual resulta
ser universal (de hecho, “versal”, como se verd mds adelante) entre los grupos polacos.
Como es de esperarse dada la existencia de esta tesis, esto no es lo inico interesante del
grupo: nuestro resultado principal es que Iso(U) es un grupo extremadamente amenizable
0, lo que es equivalente, que tiene la propiedad del punto fijo sobre compactos. De hecho
demostramos un resultado mas fuerte: que es un grupo de Lévy. A continuacién aclaramos
algunos de estos términos.

En no-tan-pocas palabras, un grupo es extremadamente amenizable si toda accién continua
suya sobre un espacio compacto admite un punto fijo. Claramente los resultados que
demuestran la amenizabilidad extrema de algtin grupo particular tienen su lugar en la vasta
tradicién topoldgica de teoremas sobre puntos fijos. Importantemente, la propiedad que
define a estos grupos posee una cierta universalidad (jtoda accién continua sobre cualquier
compacto!) que le da una fuerza sobresaliente. Se conocen varios ejemplos (se recomiendan
las colecciones reunidas en otros dos articulos de Pestov, en colaboracién con Giordano, [8]
y [9], y en otro de Kechris, Pestov y Todorcevic, [14]), la mayorfa grupos de “dimensién”
infinita. Las demostraciones en varios de estos casos tienden a recurrir al fenémeno de
concentracion de medida. Formalmente descubierto en los setentas por V. Milman en su
estudio de espacios de Banach, el primer ejemplo de una familia de espacios que exhibiera
dicho fenémeno fue descubierto décadas antes por P. Lévy (epénimo de los grupos y
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muchas otras cosas, aunque no de la compaiiia de ropa). Lévy demostré que la medida de
las esferas unitarias de dimension finita se concentraba alrededor del ecuador conforme la
dimension crecia. Es decir, en dimensiones altas la mayoria de la superficie de la esfera
se encuentra alrededor de cualquiera de sus ecuadores. El matemético prominente Assaf
Naor describié el fendmeno general como “una de las grandes ideas de anélisis en nuestros
tiempos” (traducido del inglés en [I8]). Informalmente, la idea es que funciones Lipschitz
que dependen de muchas variables son casi constantes (palabras de Naor). Es un fenémeno
similar e intimamente relacionado a otro fenémeno de espacios de dimensién infinita que
también mencionamos en el presente escrito: el fendmeno de Ramsey-Dvoretzky-Milman

(ver el Teorema [2.5.3)).

Tanto la amenizabilidad extrema como estos dos fendmenos caen dentro del estudio de
las dindmicas en espacios topolégicos infinito-dimensionales; son propiedades de espacios
enormes que exhiben comportamientos de un orden inesperado. El grupo de isometrias
del espacio de Urysohn, al ser un grupo que contiene una copia isomorfa de todo grupo
segundo-numerable —y que consecuentemente podriamos considerar algo grande—, es un
ejemplo que junta a todos estos fenémenos, como demostramos en el presente trabajo.
Esto es, ademas de exhibir ciertas propiedades topoldgicas de una fuerza considerable
también exhibe fendmenos dindmicos extraordinarios, lo que vuelve a Iso(U) un objeto de
gran interés.

Para poder estudiar a fondo las propiedades topoldgicas de este espacio necesitaremos
una extensiéon de los espacios métricos llamados espacios uniformes. Comenzamos nuestro
estudio con un desarrollo de la teoria de estos espacios, que resultan ser otra forma de
ver a los espacios Tychonoff. Este nuevo lenguaje nos permitird estudiar nociones como
la continuidad uniforme sobre espacios sin métrica y nos da ciertas estructuras naturales
para examinar grupos topoldégicos. Le seguiremos con un resumen de algunas nociones
bésicas sobre teoria de grupos que necesitaremos. Para no extendernos de mas el enfoque
de este trabajo exige obviar varios de estos resultados, aunque si el lector esta interesado
en los detalles se le recomienda consultar a [2] y [4].

A continuacién hablaremos de las familias y los grupos de Lévy. Las familias de Lévy son
colecciones de espacios con métricas y medidas que exhiben el fenémeno de concentracion
de medida. Esto es necesario para entender los grupos de Lévy, que son grupos que pueden
ser “aproximados” por una familia de Lévy de subgrupos compactos, en el sentido de
que la medida del grupo se “concentra” en estos subgrupos. Intimamente relacionado a
esta nocién es la propiedad que mas nos interesa: la amenizabilidad extrema. Concluimos
el capitulo con una descripcién de dicha propiedad, el fenémeno de Ramsey-Dvoretsky-
Milman, la relacién entre ambos, y uno de los resultados centrales de la tesis: que todo
grupo de Lévy es extremadamente amenizable.

La segunda parte se dedica primero a un breve recordatorio sobre la construccion del espa-
cio universal de Urysohn y de su grupo de isometrias. Se incluyen algunos resultados que
requeriremos para su estudio. Al final demostramos que Iso(U) es un grupo de Lévy —cuya
familia de Lévy consiste en subgrupos no sélo compactos sino finitos— y, por consiguiente,
que es extremadamente amenizable. Concluimos con un par de resultados concomitantes
a este hecho, como el hecho de que Iso(U) y el grupo de homeomorfismos del cubo de
Hilbert no son isomorfos.
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El trabajo de Vladimir Pestov fue indispensable para esta tesis, principalmente [20] y
[21]. La mayorfa de la teorfa desarrollada previa al resultado principal salié del libro, [20],
mientras que la demostracién del resultado central se basa principalmente en el articulo,
[21].

Nota filolégica (sdlteselo a quien no le haga ruido la palabra “amenizable”): Aunque la
palabra “amenizable” no existe en la Oh-Todopoderosa RAE, tras varios debates optamos
por espanolizar (si, ésa sf estd) el término inglés “extremely amenable.” La decisién requie-
re un poco de historia. El primer uso de un concepto relacionado fue por Von Neumann,
aplicando el adjetivo aleman “meflbar” —que se traduce al espanol como “mensurable”— pa-
ra referirse a una clase de grupos que prohiben descomposiciones paraddjicas (por ejemplo,
las rotaciones en R? que llevan a la paradoja de Banach-Tarski). El matematico estadouni-
dense Mahlon Day luego introdujo el término en inglés “amenable,” que puede traducirse
al espaniol como “ddcil,” aparentemente como un juego de palabras (en inglés “mean”
significa “promedio”). Por tanto, la primera propuesta fue traducirlo como “extremada-
mente décil.” Los sobretonos, digamos, inapropiados descartaron la propuesta. Dado que
la idea es que estos grupos se comportan “bien,” se propuso el cognado “ameno.” Resulto
empalagosamente optimista y, en general, no son grupos particularmente lindos o faciles
de estudiar (no pueden ser localmente compactos, por ejemplo). Ademds se mencioné que
en francés se utiliza el término “moyennable” —o sea “promediable”— debido a la rela-
cién estrecha entre los grupos “promediables” (término también utilizado en espafiol) y
unas funciones que generalizan la nocién probabilistica del promedio. Dado que los grupos
“extremadamente amenizables” tienen una propiedad muy fuerte de puntos fijos que los
grupos promediables no (no los definiremos porque no influye sobre nuestro trabajo pero
si, los extremadamente amenizables son promediables), la idea de los promedios resulta
algo superflua al definir la amenizabilidad extrema, por lo que la idea de que estos grupos
son de cierta forma lindos o que pueden ser “amenos”’ parece mas relevante. Ante tanta
confusién y al ser todos los involucrados en el debate lingiiistas descriptivos, acordamos
en simplemente espanolizar el término. Para no perder la potencialidad implicita tanto en
el inglés como el aleman y el francés, en lugar de “extremadamente ameno” la primera
propuesta fue traducirlo como “extremadamente amenable” que después fue cambiado a
“extremadamente amenizable” para acercarlo un poco mas al espanol: algo es “mensura-
ble” porque se puede medir; otra cosa es “promediable” porque es posible promediarlo;
asi que diremos que nuestro grupo es “amenizable” porque se puede amenizar. Es decir,
desde cierta dptica, estos son grupos que se portan poca madre.
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Capitulo 1

Uniformidades y Grupos

1.1. Notacion

Empezaremos con algunas convenciones y notaciones que utilizaremos durante la te-
sis.

A menos que se especifique lo contrario, el término vecindad se referird a una vecindad
abierta. Asumiremos que todos los espacios topoldgicos en este trabajo son Hausdorff
(T3). Dado un espacio topolégico X y un subconjunto A C X, denotaremos por A a la
cerradura de A y denotaremos por Int(A) al interior de A.

Dado un espacio métrico X, cuando no haya posibilidad de confusién, denotaremos por
X a su completacién. Dado un punto x € X y un ntmero real r > 0, denotamos por
B(xz,r) ala bola abierta con centro en z y radio r.

Ahora estableceremos la notacion relacionada a grupos. Sea GG un grupo y S un subconjunto
de G. Denotaremos por S~1 := {s7! | s € S} al conjunto de los elementos inversos de S. Si
g € G es cualquier elemento, denotaremos por g5 := {gs | s € S} a la traslacién izquierda
por g del conjunto S; el caso por la derecha es andlogo. Decimos que G es generado por
S (o que S genera a G) si todo elemento en G puede ser expresado como producto de
elementos en SUS~!. Escribiremos (S) para denotar al subgrupo generado por S (el grupo
més chico que contiene a S). Si G = (5), definimos la S-longitud de un elemento = € G
como el minimo nimero de elementos de S U S™! que multiplicados dan z. Denotamos
dicho nimero por £g(x). Si S no es generador, aun asi podemos definir la S-longitud para
cualquier elemento z € G simplemente declarando que ¢g(xz) = oo para cualquier x que
no esté en (5).

Recordemos que dado un conjunto X podemos formar el grupo libre Fx con conjunto
generador X; éste consiste en las palabras reducidas formadas por los caracteres X U X !
(eso es, palabras cuyas entradas que sean inversas consecutivas hayan sido omitidas) con
la operacién de grupo siendo la concatenacién. Un grupo G es libre si es isomorfo al grupo
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libre generado por un subconjunto S C G.

Si tenemos dos grupos G y H, podemos formar su producto libre G * H cuyos elementos
son las palabras reducidas cuyos caracteres son los elementos de G y H. La reducciéon
consiste en aplicar las reglas de las operaciones de grupos entre caracteres adyacentes del
mismo grupo. Es decir, si g1g2 = g3 en G, entonces la palabra glgghlhglhg serfa reducida
a la palabra gsh;. La operacién de grupo en G x H es la concatenacion.

Un grupo topolégico es un grupo G dotado de una topologia en la cual la operacién del
grupo, (g, h) = gh, y la inversién, g — g~!, son funciones continuas.

Por ejemplo, sea X un espacio métrico. Definimos a su grupo de isometrias como el
conjunto

Iso(X) :={f: X — X | f es isometria}

donde la operacién de grupo es la composicién de funciones. Le damos la topologia
punto-abierta (o de convergencia puntual), que es la topologia generada por los con-
juntos sub-bésicos

M(z,U) :={f €Iso(X) | f(z) e U}

donde z es cualquier punto en X y U C X es un subconjunto abierto. Esto vuelve a Iso(X)
en un grupo topoldgico.

Otra topologia que usaremos para grupos de isometrias es la topologia compacto-abierta.
Esta estd generada por los conjuntos sub-bésicos de la forma

M (K,V) = {f € Iso(X) | f(K)C V}

donde K C X es compacto y V C Y es abierto. Resulta que en el caso de un grupo de
isometrias ambas topologias coinciden.

La siguiente observacién no es dificil de comprobar.

Lema 1.1.1. Sea X un espacio métrico. Si D C Iso(X) es denso, entonces D% := {f~1 |
f € D} también lo es.

Brevemente recordaremos la definicién de una accién de grupo, aunque hablaremos maés

sobre el tema en la Seccién [[L4]

Definicién 1.1.2. Sean X un conjunto y G un grupo. Una accion del grupo G sobre X
es una asignacion ¢ : G x X — X que satisface:

= p(e,z) = x para toda x € X.
w o(h,0(g,2)) = p(hg,z) para todo g,h € G y todo x € X.

Cuando no haya confusién sobre la accién utilizaremos la notacién g -z o gz para denotar
(g, ).
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1.2. Uniformidades

Los espacios uniformes fueron inicialmente propuestos y estudiados por André Weil —
hermano de Simone Weil y uno de los miembros fundacionales del grupo Bourbaki- a finales
de los treintas. Estos serdn una herramienta titil cuando queramos demostrar varios de los
resultados principales en la tesis, en particular que todo grupo de Lévy es extremadamente
amenizable (ambos de estos términos serdn formalmente esclarecidos més adelante). Por
el momento, empecemos por definir los espacios uniformes. La mayoria del material que
sigue estd basado en [2], complementado por [] y [20].

Definicién 1.2.1. Una pareja (X,U) es un espacio uniforme si X es un conjunto y
U es una estructura uniforme (también llamada uniformidad) sobre X. Eso es, U
es una coleccion de subconjuntos de X x X, llamados entornos de la diagonal, que
satisfacen las siguientes propiedades:

a) U es cerrado bajo intersecciones finitas y supraconjuntos (decimos que B es un supra-
conjunto de A si A C B).

b) Todo elemento de U contiene la diagonal A := {(z,z) |z € X}.

c) U es simétrico en el siguiente sentido: si V € U, entonces

—Vi=A{(z,9) [ (y,2) eV} U,

d) Para cada entorno V€ U existe otro entorno U € U tal que

UoU :={(x,2) | existe y € X tal que (z,y),(y,z) e U} C V.

Si un entorno de la diagonal V' es igual a su reflexion, V = —V | decimos que es simétri-
co.

Si una estructura uniforme U ademas satisface que la interseccién de todos sus elementos
es la diagonal, decimos que la estructura uniforme estd separada. Asumiremos, asi como
R. Engelking en su libro, que todas las estructuras uniformes estan separadas.

Si tenemos una estructura uniforme U sobre un conjunto X, dado cualquier entorno de la
diagonal V' y cualquier punto x € X, podemos definir la V-vecindad (o V-bola) de (con
centro en) & como

Vgl :={y € X [ (z,y) e V'}.
Para un subconjunto A C X, su V-vecindad es definida como

V(A= ] V.

acA

Nétese que por el inciso b) en la Definicién x € V[x] para cualquier V € U. Es
facil checar que la familia de V-vecindades en X satisfacen las propiedades de una base
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topolégica, por lo que existe una tnica topologia sobre X generada por V-vecindades. A
esta topologia le llamamos la topologia generada por o asociada a /. Si un conjunto
X tiene una estructura uniforme U y una topologia 7 tales que 7 coincide con la topologia
generada por U, entonces decimos que la estructura uniforme U es compatible.

Ejemplo 1.2.1. Para cualquier conjunto X, la uniformidad trivial, i = {A}, genera la
topologia discreta.

Si tenemos una uniformidad U, decimos que una familia B C U es una base para U si
para todo entorno de la diagonal V' € U existe un elemento W € B tal que W C V.

No es dificil ver que una familia 5 de subconjuntos de X x X es base de alguna uniformidad
si y sélo si cumple las siguientes propiedades:

a) B es un prefiltro. Esto es, para cualesquiera dos elementos A, B € B existe un tercer
elemento C € B tal que C C AN B.

b) Todo elemento de B contiene la diagonal como subconjunto.
¢) Para cualquier V € B existe U € B tal que U C —V.
d) Para cualquier V € B existe U € Btalque UoU C V.

Ejemplo 1.2.2. Todo espacio métrico (X, d) tiene una estructura uniforme natural aso-
ciada; es la generada por la base que consiste de los conjuntos de la forma

{(z,y) € X x X | d(z,y) < e}

para todo € > 0. Dicha estructura uniforme es compatible.

Andlogo a cémo se define la topologia producto, se pueden definir uniformidades producto.
Sea (X4, Un)ae.4 una familia de espacios uniformes. Sea B la coleccién de todos los entornos

de la diagonal A C (HaeA Xa) X (HaeA Xa) que son de la forma

{(ZarYa)ta € H Xo | (TapsYay) € Va, paraalgin V,, € Uy, k=1,2,...,n
acA

Es decir, sdlo un nimero finito de las coordenadas deben consistir de elementos de algtiin
entorno de la diagonal del espacio correspondiente. Entonces B satisface las condiciones
necesarias para ser base, por lo que genera una uniformidad. A esta estructura uniforme
le llamamos la uniformidad producto y la denotamos como [] . 4 Ua-

Observacion 1.2.2. La topologia inducida por la uniformidad producto en el espacio

uniforme (HaeA X, HaeAZ/{a) es compatible con la topologia producto.
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Con todo y todo, resulta que los espacios uniformes no son mucho mas que espacios
topoldgicos Tychonoff, dado el siguiente resultado ([4, Teorema 8.1.20]).

Teorema 1.2.3. Un espacio topoldgico admite una estructura uniforme separada y com-
patible si y solo si es Tychonoff.

La pregunta natural que deberia seguirle a este resultado es: ;para qué me tomaria la
molestia de estudiar algo que ya conozco pero con otro nombre? La respuesta filoséfica es
que, en muchos sentidos, las matematicas son el estudio de las mismas cosas bajo nombres
distintos. La respuesta més concreta es que los espacios uniformes sirven como generaliza-
cion de los espacios métricos, permitiéndonos extender varios resultados de estos tltimos a
los primeros, como la nocién de continuidad uniforme, que veremos a continuacion.

Definicién 1.2.4. Sea f : X — Y wuna funcion entre dos espacios uniformes, (X,U) y
(Y, V). Decimos que [ es uniformemente continua si para cualquier V €V existe un
entorno U € U tal que (f(x), f(y)) €V para todo punto (x,y) € U.

Definicién 1.2.5. Diremos que una funcion biyectiva f : X — Y entre dos espacios
uniformes es un isomorfismo uniforme si tanto f como su inversa son uniformemente
continuas.

La utilidad de los espacios uniformes resalta particularmente en el caso de grupos to-
poldgicos, donde tenemos tres estructuras uniformes tutiles y naturales. Empecemos por
conocerlas.

Sea G un grupo topoldgico. Denotemos por N a la familia de vecindades abiertas y simétri-
cas (A C G es simétrico si A™! = A) de la identidad en G. Entonces, para cada V € N
definimos los siguientes conjuntos:

O, ={(g,h) €GxG|gtheV}
Oy ={(g,h) €EGxG|gh™t €V}
Oy == 0% NOoy,.

Notese que cada uno de los conjuntos anteriores son entornos simétricos de la diagonal.
Ademsds, cada uno de ellos es abierto en G x G (por la continuidad de las operaciones
de grupo). Podemos entonces generar tres estructuras uniformes a partir de estos conjun-
tos:

VL= {D € D¢ | existe V € N tal que O}, C D}
Vi :={D € D¢ | existe V € N tal que Oy, C D}
Vi :={D € D¢ | existe V € N tal que Oy C D}

donde D¢ son los subconjuntos simétricos de G x G. No es dificil comprobar que las
tres uniformidades anteriores son compatibles con la topologia de G. Les llamaremos la
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estructura uniforme izquierda, derecha, y bilateral del grupo G, respectivamente.
Las familias

BL = {0} |V e N}
By = {0} |V eN}

forman bases de Vé y V¢, respectivamente.
Podemos entonces hablar de continuidad uniforme por un lado (o dos).

Definicion 1.2.6. Sea f : G — H una funcion entre grupos topolégicos. Diremos que
f es uniformemente continua por la izquierda si es uniformemente continua como
funcién entre los siguientes espacios uniformes

. l l
f . (vaG) - (Ha VH)
La definicién tiene clara analogia con el caso derecho. Si una funcién es uniformemente con-

tinua por ambos lados simplemente diremos que es uniformemente continua; en este caso
coincide con la continuidad uniforme con respecto a la uniformidad bilateral, Vg.

Ejemplo 1.2.3. Sean G y H grupos topoldgicos, v f : G — H un homomorfismo conti-
nuo. Entonces f es uniformemente continuo.

Hay casos en los que las tres uniformidades —izquierda, derecha, y bilateral- coinciden;
por ejemplo, los espacios compactos. Pero antes del caso compacto, clasificaremos dichos
casos con mayor generalidad, para lo que necesitaremos dos definiciones sencillas para
grupos.

Definicién 1.2.7. Sea G un grupo y A un subconjunto de G. Diremos que A es inva-
riante si para cualquier elemento x € G se cumple que Az~ = A.

Observacion 1.2.8. Si G es un grupo abeliano, todo subconjunto es invariante.

Definicién 1.2.9. Sea G un grupo topologico. Diremos que estd balanceado si existe una
base local del elemento neutro que consista de puros conjuntos invariantes.

Por la observacion anterior, es claro que los grupos topolégicos abelianos estan balanceados.
La siguiente es una caracterizacién de grupos balanceados facil de demostrar.

Lema 1.2.10. Un grupo topoldgico G estd balanceado si y sélo si para cualquier vecindad
U C G del neutro e € G existe otra vecindad V de e que satisfaga xVx~' C U para todo
elemento x € G.

No es dificil comprobar que todo subconjunto compacto de un grupo topoldgico satisface
la propiedad anterior. Por lo que concluimos lo siguiente:

Observacion 1.2.11. Todo grupo topoldgico compacto estd balanceado.
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Resulta que los grupos balanceados son precisamente aquellos en los que las tres unifor-
midades anteriores coinciden.

Teorema 1.2.12. Sea G un grupo topolégico. Entonces las uniformidades izquierda, de-
recha, y bilateral coinciden si y sélo si G estd balanceado.

Demostracion. Supongamos que las tres uniformidades coinciden. Recordando que BlG y
B¢, son bases de las uniformidades izquierda y derecha, respectivamente, se cumple que
para todo V € N existe otro elemento U € N tal que

O, C OF,.

Pero eso se traduce en que si z,y € G son tales que z 'y € U, entonces xy~' € V.
Eso implica que zU C Vz para cualquier z € G, debido a la simetria de U y V. Pero
multiplicando ambos lados por ! nos da precisamente la caracterizacién del Lema
Asi que G esta balanceado.

Ahora, supongamos que G estd balanceado. Definimos las siguientes colecciones:

7= {0} | V € N es invariante}
" :={O0y | V € N es invariante}.

Veamos que son bases para Vé y V¢, respectivamente. Haremos el caso izquierdo y el
derecho se sigue andlogamente. Sea U € VY. Como B, es base, existe V' € N tal que
O!,, c U. Como G est4 balanceado por hipétesis, existe un subconjunto invariante V-c V'.
Por lo que O, .1 C O}, C U, con O}, €+".

Sabiendo que 4! y 4" son bases, nétese que para cada conjunto invariante V € N tenemos
que

(z,9) €0l — z7lyecV
= yrleaVe =V
— yle-V=V
= (z,y) € Oy.

Por lo que 7/ = 7", y entonces las uniformidades izquierda y derecha coinciden (y por
tanto coinciden con la bilateral). O
Dada la Observacién [1.2.11} obtenemos el corolario inmediato:

Corolario 1.2.13. Las uniformidades izquierda, derecha, y bilateral coinciden en grupos
compactos.
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De hecho todo espacio topoldgico compacto (no sélo grupo) tiene una tnica estructura uni-
forme compatible. La uniformidad universal sobre un espacio topolégico X es definida
como la estructura uniforme compatible mas fina. Se le puede caracterizar como la unifor-
midad que vuelve a toda funcién continua con dominio en X una funcién uniformemente
continua y, dado que toda funcién continua sobre un espacio compacto es uniformemen-
te continua, la estructura uniforme de cualquier espacio compacto siempre resulta ser la
universal. Como nuestro enfoque es en grupos topoldgicos omitiremos los detalles.

Nos servird analizar en mayor detalle la estructura uniforme del grupo aditivo de los
reales:

Ejemplo 1.2.4. Como R con la suma es un grupo topolégico abeliano, estd balanceado
y por consguiente las tres uniformidades coinciden. Su estructura uniforme natural es en-
tonces la usual para espacios métricos; es decir, la generada por la base conformada por
los conjuntos de la forma

{(z,y) eR* ]z —y| <e}

con ¢ > 0. La estructura se extiende facilmente al caso de R™, dada la Observacion [1.2.2
por lo que podemos hablar de la estructura uniforme sobre R" sin ambigiiedad y asi ex-
tender la nocién de continuidad uniforme a funciones con valores en R™.

Teniendo esto en mente, la continuidad uniforme en el caso de funciones con codominios
euclidianos es més facil de caracterizar:

Observacion 1.2.14. Sea G un grupo topoldgico y f : G — R™ una funcidn. Entonces f
es uniformente continua por la izquierda si y solo si para cualquier € > 0 existe un entorno
de la diagonal V € VY, tal que Hf(x) — f(y)H < & para todo (z,y) € V.

Por la equivalencia topolégica de las normas en R™, la norma especifica que elijamos en el
ejemplo de arriba es irrelevante. El caso por la derecha se sigue analogamente. Mas aun,
no es dificil comprobar la siguiente caracterizacién alternativa:

Lema 1.2.15. Sea G un grupo topoldgico. Entonces una funcion f : G — R™ es unifor-
memente continua por la izquierda si y solo si para cualquier € > 0 existe una vecindad V'
del neutro en G tal que

[ f(zv) = f(a)|| <e
para todo v € V y todo x € G.

Podemos también extender un resultado bésico de anélisis:

Proposiciéon 1.2.16. Si G es un grupo topoldgico compacto y f : G — R una funcion
continua, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Sea f : G — R continua, con G un grupo topoldgico compacto. Dado que
G estd balanceado, basta demostrar que f es uniformemente continua por la izquierda.
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Sea ¢ > 0 dado. Para cada = € G sea U, C G una vecindad de la identidad para la cual se
satisfaga que

[Fay) - f(@)] < 5

para todo y € U,. Dichas vecindades existen por la continuidad de f. Ademés elegimos
para cada x € G una vecindad de la identidad V, tal que V,2 C U,. Por la compacidad de
G existen puntos 1, ...,x, tales que

Entonces definimos

Afirmamos que para todo y € V se cumple la desigualdad |f(xy) — f(x)| < € para todo
z € G; con el lema anterior (Lema quedaria demostrada la contiuidad uniforme
de f. Asi que sea z € G un punto arbitrario, y y € V. Como los z;V,, cubren a G, existe
1 <ntal que x € x;V,, C x;Uy,. Por la eleccién de los U,, tenemos que

|[f(@) = flzi)] <

N ™

Ademds, como y € V', tenemos que zy € z;V,,V C xiVai_ C x;U,,. Porlo que |f(a:y) - f(a:z)’ <
/2. Juntando todo obtenemos la desigualdad deseada:

|[f(ay) = f(@)| < [flzy) = Flaa)| + |f(i) = f2)] <e.
O

Hablando de espacios compactos, ahora estamos listos para dar una familia de funciones
uniformemente continuas que utilizaremos para uno de los resultados centrales de este
trabajo.

Lema 1.2.17. Sea G un grupo topolégico que actia sobre un espacio compacto X. En-
tonces para cada punto £ € X, la funcion

grg-§

es uniformemente continua por la derecha. Andlogamente, la funcion

(bfG—)X
grgt €

es uniformemente continua por la izquierda.
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Demostracion. Haremos sé6lo el primer caso ya que el segundo es andlogo. Como X es
compacto existe una tunica estructura uniforme compatible sobre X que denotaremos U.
Sea V € U cualquier entorno. Debemos demostrar que existe un abierto W C G tal que
(W) x @e(W) C V.

Por el inciso d) en la definicién de las uniformidades (también conocida como la desigualdad
triangular) existe un entorno U € U tal que U o U C V. Si denotamos por o a la accién
de G, vemos que su continuidad nos asegura la existencia de una vecindad del neutro,
W1 C G, y una vecindad del punto £, A C X, tales que

o (Wi x A) C (~U)].

En particular,

o (W1 x {&})  (-U)[¢].

Eso es, para todo g € Wy, tenemos que o(g,z) = g - & € (=U)[¢]. Andlogamente, existe
otra vecindad del neutro, Wo C G tal que h - € U[{] para todo h € Ws. Definimos a
W = Wy N Wy. Como el neutro estd contenido en W y cada W; es abierto, W es una
vecindad del neutro. Ademds, nétese que

g-(eU g <= (9-&8eU
h-£cU[E] « (&h-€)el.

Por lo que deducimos que para cualesquiera g, h € W,

(g-&h-§)eUoUCV.

Esto es,
(W) x pe(W) C V.

1.3. Grupos Residualmente y Localmente Finitos

Una nocién 1til para nuestras construcciones es la de grupos residualmente finitos, una
generalizacién de grupos finitos (y un caso especial de grupos en clases residuales; ver la
discusién de clases residuales en [22), Seccién 2.3]).

Definicién 1.3.1. Un grupo G es residualmente finito si para cada elemento g € G
distinto de la identidad existe un subgrupo normal N 4 G tal que g ¢ N y que G/N es
finito.
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Es claro que todo grupo finito es residualmente finito, pues simplemente tomamos a N
como el subgrupo trivial.

Con [3, Teorema 2.3.1] obtenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.1. Los grupos libres son residualmente finitos.

Damos unas equivalencias sencillas para grupos residualmente finitos:
Proposicion 1.3.2. Sea G un grupo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1) G es residualmente finito.

2) La interseccion de todos los subgrupos normales de G con indice finito es el grupo
trivial.

3) Para todo subconjunto finito V. C G existe un subgrupo normal H de G con indice finito
tal que la proyeccion candnica G — G/H restringida a V' es inyectiva.

Demostracion. La equivalencia entre 1) y 2) se puede encontrar en [22]. Se discute antes
del resultado 2.3.3.

Que 3) implica 1) es casi inmediato, pues para cualquier elemento g € G distinto de la
identidad definimos a V' := {e, g}. Por hipétesis obtenemos un subgrupo H < G de indice
finito tal que la proyeccién G — G/ H restringida a V' es inyectiva. Pero eso sélo ocurre si
g ¢ H, por lo que H es el subgrupo normal buscado.

Finalmente, para demostrar que 1) implica 3) para cada v € V tomamos el subgrupo
normal H, dado por la finitud residual de G. Si definimos a H como la interseccion de
todos los H,, obtenemos que es un subgrupo normal de {ndice finito (pues es la interseccién
finita de subgrupos de indice finito). Adem4s, la restriccién de la proyeccién G — G/H a
V' es claramente inyectiva. O

El siguiente resultado conocido nos serd ttil ([IT, Teorema 4.1]):

Proposicion 1.3.3. El producto libre de una familia de grupos residualmente finitos es
residualmente finito.

Otra nocién 1til es la de un grupo localmente finito (famosa gracias al problema de Burn-
side):
Definicién 1.3.4. Decimos que un grupo G es localmente finito si todo subgrupo de G

finitamente generado es finito.

Claramente todo grupo finito es localmente finito. Otros ejemplos incluyen el grupo uni-
versal de Hall y los grupos de Priifer. En general es dificil clasificar dichos grupos pero el
caso de los grupos numerables es sencillo.

Proposicion 1.3.5. Sea G un grupo numerable. Entonces G es localmente finito si y sélo
si es la unidn de una cadena creciente (por inclusion) de subgrupos finitos.
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Demostracion. El caso en que G sea finito se sigue ficilmente de la demostracién en el
caso infinito. Asi que sea G = {g1, 92, g3, . . - } una enumeracién del grupo.

Si G es localmente finito, construimos los subgrupos V,, := (g1, g2, . . . , gn), que por hipdte-
sis son finitos. Claramente forman una cadena creciente y G = |Jo—, V.

Sea G = |J,—, Hy, con los H, formando una cadena creciente de subgrupos finitos. Sean

T1,%2,...,Tk € G elementos arbitrarios. Entonces existe una ng tal que x1,xs,..., x5 €
H,,.Eso implica que (z1,xa, ..., zx) < Hy,, por lo que el subgrupo generado por x1, ..., 2
es finito. Se sigue que G es localmente finito. O

1.4. Acciones de Grupos

Aunque ya definimos lo que es una accién de grupos, reiteraremos la definicién por claridad
y mencionaremos algunas nociones relacionadas.

Definicién 1.4.1. Sean X un conjunto y G un grupo. Una accion del grupo G sobre X
es una asignacion ¢ : G x X — X que satisface:

= ¢(e,x) = para toda T € X.
= o(h,0(g,2)) = p(hg, z) para todo g,h € G y todo x € X.

Cuando no haya confusién sobre la accién utilizaremos la notacién g -z o gz para denotar
(g, ). A menos que se especifique lo contrario, si G es un grupo topolégico asumiremos
que todas las acciones son continuas.

Decimos que la accion es libre si todos los estabilizadores son triviales. Eso es, si para
todo z € X, el tener gx = = implica que g = e.

Decimos que la accién es fiel si el que se cumpla la igualdad gxr = x para todo z € X
implica que g = e.

Casi todas las acciones consideradas en este trabajo seran acciones por isometrias, por lo
que la siguiente nocién es ttil.

Definicion 1.4.2. Sean X yY dos espacios métricos. Si existe un encaje isométrico X —
Y y un encaje de grupos j : Iso(X) — Iso(Y) tal que j(f) |x= f para toda f € Iso(X),
decimos que el encaje es un g-encaje. Alternativamente, decimos que X estd g-encajado
enY.



Capitulo 2

Grupos de Lévy, RDM, y
Amenizabilidad Extrema

2.1. Familias de Lévy

Para entender los grupos de Lévy antes necesitamos entender las familias de Lévy, por
lo que definiremos un término que nos ahorrard un poco de espacio cuando hablemos de
dichas familias.

Definicién 2.1.1. Llamaremos espacio mm (de “métrica y medida”) a un triple (X, d, )
que consiste de un conjunto X, una métrica d sobre dicho conjunto, y una medida proba-
bilistica de Borel p sobre el espacio métrico (X, d).

Para simplificar notacién, si tenemos un espacio métrico (X, d), un subconjunto A C X,
y un € > 0, denotaremos por A, a la e-vecindad cerrada de A. Esto es, A. := {x € X |
d (z,A) < e}. Ahora podemos introducir el objeto principal de esta seccién.

Definicién 2.1.2. Decimos que una familia X = (X, dp, fin)nen de espacios mm es una
familia de Lévy si para cada sucesion de conjuntos de Borel A, C X, tal que

liminf p,, (A4,,) > 0

n—oo

entonces para todo € > 0 se tiene que

lim i, ((An)e) = 1.

n—oo

En otras palabras, las familias de Lévy son las sucesiones de espacios mm que exhiben el
fenémeno de concentracién de medida. Dicho fenémeno se extiende a espacios unifor-
mes, como puede verse en la siguiente definicién.

15
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Definicién 2.1.3. Decimos que una red (1o) de medidas probabilisticas de Borel sobre
un espacio uniforme (X,U) tiene la propiedad de concentracion de Lévy, o que se
concentra, si para cada familia de conjuntos de Borel A, C X tal que

liminf 1 (Aq) >0

se tiene que para todo V € U,
lim pg, (V[Aa]) =1.

Resulta que es suficiente que el limite inferior sea mayor a una cota positiva fija —por
ejemplo, mayor o igual a 1/2:

Proposicién 2.1.4. Una familia X = (X,,,dy,, in)nen de espacios mm es una familia de
Lévy si y solo si para cada sucesion de conjuntos de Borel, A,, C X,,, tal que

liminf p, (4,) >

n—oo

| =

entonces para todo € > 0 se tiene que

nl;ngo i ((An)e) = 1.
Demostracion. La ida claramente es trivial. Para el regreso sea A,, C X, una sucesion de
conjuntos de Borel tal que
liminf p,, (4,) > r > 0.

n— oo

Si r > 1/2, no hay méas que hacer, asi que supondremos que r < 1/2 y sin pérdida
de generalidad podemos suponer que 1/2 > p(A,) > r para toda n. Ahora, suponga-
mos por el contrario que el enunciado fuera falso. Entonces existiria un € > 0 tal que
lim puy, ((An)e) # 1. Es decir, tendrfamos que lim sup ., ((An)g) < 1-—0 para algin § > 0.
Noétese que por la monotonicidad de la medida esto sigue siendo cierto para cualquier
otro ¢’ > 0 més chico que ¢, en particular si tomamos & = ¢/2. Definimos entonces a
B, =X, \ (An)E/Q, de tal forma que A, C X, \ (Bn)e/2 )

Ahora, si se cumpliera que liminf p,, (B,) > 1/2, por hipédtesis se seguirfa que

lim i, (Bn).jp = 1.

n—oo

Pero eso generaria la siguiente contradiccion:

r < pn (An)
<1-—pp ((Bn)e/2> — 0.

Esto implica que liminf u, (B,) < 1/2 y, tomando el complemento, podemos concluir que

n ((An)&-/g) > 1/2 para una cantidad infinita de n € N. Una vez méds supondremos que
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la desigualdad anterior se cumple para todos los conjuntos de la sucesién. Entonces por
hipétesis, para cualquier n > 0 se cumple que u, ((An)s/2> — 1.

n

Antes de proseguir, notamos el siguiente resultado general: para cualesquiera r1,7o > 0y
cualquier subconjunto S de un espacio métrico,

(Sh )7-2 - Sm +ra-

Para ver esto, sea ¢ > 0 dado y sea = € (Sm)r2 un punto arbitrario. Por definicién,
d(z,Sr,) < re, por lo que existe y € S, que cumple d(x,y) < ro+€/2. Para cada y € Sy,
existe s, € S tal que d(y, sy) < r1 + €/2. Por la desigualdad del tridngulo,

d (x,sy) <d(z,y)+d (y, sy) <ri+ryte

Eso es, dado cualquier punto x € (Sn)m y cualquier € > 0, podemos encontrar un punto
s € S tal que d(x,s) < r; + ro + €. Concluimos que & € Sy 4r,-

Dado que py, ((An)g /2> — 1, si elegimos n = ¢/2 y aplicamos el resultado anterior
n

entonces existe N tal que para todan > N,

Pero por hipétesis lim sup p, ((An)a) < 1 -4, lo que generaria una contradiccién. Con-
cluimos que no existe la ¢ inicial, demostrando la equivalencia que queriamos.

O

Si (X, d, p) es un espacio mm, por el resultado previo tiene sentido definir la funcién de
concentracién de medida de X, ax : [0,00) — [0, 00) como

ax(e) = % sie=0
X 1—inf{u(B.) | BC X,u(B) > 1} sie>0.

Asi obtenemos la siguiente caracterizacién de familias de Lévy.

Proposicién 2.1.5. Una familia X = (X, dn, fin)nen de espacios mm es una familia de
Lévy si y sdlo si ax, converge puntualmente a cero sobre (0,00).
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Utilizaremos esta funcién para subclasificar las familias de Lévy: diremos que una familia
de Lévy X = (X,,,dp, tin)nen €s normal si existen constantes Cp, Co > 0 tales que

ax, (e) < 0167026271.

Ejemplo 2.1.1. La familia de esferas unitarias (S™, d,,, u,,) con distancia geodésica y me-
dida de Lebesgue normalizada son una familia de Lévy normal. Ver [I5] Teorema 2.3].

El ejemplo anterior fue descubierto por Paul Lévy (de donde sale el nombre de familias de
Lévy) y en 1971 Vitali Milman (hijo de David Milman, medio epénimo del famoso teorema
de Krein-Milman) utilizé este resultado para dar una nueva demostracién del teorema de
Dvoretzky.

Resulta que se conoce una cota 1til para la funcién de concentracién de productos de
espacios de didmetro finito:

Ejemplo 2.1.2. Sean (X;,d;, u;) parai = 1,2,...,n espacios mm, cada uno con didmetro
finito a;. Al espacio producto X = [];-; X; le damos la medida producto @, y; y la dis-
tancia de Hamming, definida como la suma de las distancias de las coordenadas:

d(z,y) = Zdi<$i7yi)-

Entonces la funcién de concentracion satisface la siguente desigualdad:

n 2

ax (e) < 2 /8L ol

Una demostracién de lo anterior se puede encontrar en [I5], Teorema 4.2], donde se utilizan
métodos de martingalas.

Resulta que el fenémeno de concentracién de medida se preserva bajo pushforwards (si
f X — Y esuna funcién y X tiene una medida p, el pushforward de p por f, denotado
por f, (1), es la medida sobre Y definida como f. (p) (A) := p (f~*(A)) para todo A CY
cuya preimagen bajo f sea p-medible):

Lema 2.1.6. Sea [ : (X,Ux) — (Y,Uy) una funcion uniformemente continua entre dos
espacios uniformes, y sea (f) una red de medidas de Borel sobre X. Si (pua) se concentra,
entonces la red de medidas en'Y obtenida con el pushforward de f, (f*(ua)), también lo
hace.
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Demostracion. Sea B, C Y una familia de conjuntos tal que

liminf (f.(pta)) (Ba) = liminf g (f’l(Ba)) > 0.

Tenemos que mostrar que para cualquier U € Uy se cumple que

lim io (/71 (UIBa)) ) = 1.

Ahora, como [ es uniformemente continua existe un entorno V'€ Ux tal que (f x f)(V) C
U. Por hipétesis tenemos que

lim 1 (V [f—l (Ba)D —1.

Por otro lado,

viitma = U reXl@aevy

acf~1(Ba)

c U {eex|(fa).sw)ev)
a€f~1(Ba)

c U {rex|0.f) ev}

={z € X |f(z) € U[B.]}

=71 (U[Ba])-

Por lo que

La ultima desigualdad se da porque las p, son medidas probabilisticas. Concluimos con
la igualdad deseada.

O
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2.2. Grupos de Lévy

Primero necesitaremos algunas nociones de medida.

Definicion 2.2.1. Sea X un espacio topolégico con una medida de Borel p. Diremos que
1 es una medida de Radon si satisface las siguientes tres condiciones:

= Todo subconjunto compacto de X tiene p-medida finita.

= 1 es exteriormente regular sobre conjuntos de Borel. Es decir que para todo sub-
conjunto de Borel E tenemos que

w(E) =if{u(U) | E C U,Uabierto}.

= 4 es interiormente regular sobre abiertos. Esto es, para todo U abierto tenemos
que
w(U) = sup{u(K) | K C U, K compacto}.

La definicién anterior simplifica la siguiente.

Definicién 2.2.2. Sea G un grupo topolégico localmente compacto. Una medida de Haar
izquierda p sobre G es una medida de Radon (no idénticamente cero) invariante bajo
traslaciones izquierdas. Fs decir, para todo subconjunto de Borel E C G y todo elemento
g € G se cumple que p(gFE) = u(E). Andlogamente, una medida de Haar derecha es
invariante bajo traslaciones derechas.

La lectora atenta habrd notado que la compacidad local no fue requerida en la definicion
anterior. Su inclusién en la definicién se debe al siguiente resultado conocido:

Teorema 2.2.3. Todo grupo localmente compacto admite una medida de Haar izquierda.
Ademds, ésta es tunica salvo multiplicacion por una constante positiva.

La demostracién del teorema anterior se puede encontrar en [6] (la existencia es el Teorema
2.10 y la unicidad el Teorema 2.20). Por lo que para cualquier grupo compacto G podemos
hablar de su medida de Haar normalizada (eso es, tal que u(G) = 1, pues los grupos
compactos tienen medida de Haar finita), ya que ésta existe y es dnica. Con esto ya
podemos hablar de grupos de Lévy.

Definicién 2.2.4. Un grupo topoldgico G es un grupo de Lévy si existe una familia
(Gy) de subgrupos compactos de G, dirigidos por inclusion, tal que su unién es densa en
G, y tal que las medidas de Haar normalizadas en G, se concentran con respecto a la
estructura uniforme izquierda (o derecha) de G.

Ejemplo 2.2.1. Sea G un grupo métrico compacto, con d una métrica invariante sobre
G. Entonces el grupo L!(I;G) que consiste de las clases de equivalencia de funciones de
Borel I — G, equipado con la métrica d; definida por

419 [ d(f@).g) ar
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es un grupo de Lévy.

La demostracién se puede consultar en [7, Teorema 1.3].

Antes de proseguir a la amenizabilidad extrema, primero introduciremos el fenémeno de
Ramsey-Milman-Dvoretzky. Para esto necesitaremos definir la oscilacién estable sobre con-
juntos finitos, ya que es lo que caracteriza al fenémeno RDM.

2.3. Oscilacién Estable Sobre Conjuntos Finitos

Definicién 2.3.1. Sea G un grupo que actia sobre un conjunto X y sea (Y,Uy) un
espacio uniforme. Diremos que una funcion f : X — Y es oscilatoriamente estable
sobre subconjuntos finitos (abreviado como OEF) si para cualquier subconjunto finito
F C X y cualquier entorno V€ Uy existe un elemento g € G tal que

fgF) x f(gF)CV.

Si X es un conjunto, (Y,dy) un espacio métrico con la uniformidad compatible, y f :
X — Y cualquier funcién, definimos la oscilacién de f sobre un subconjunto A C X
€omo

osc(f | A) :=sup {dy (f(x), fv) | =,y € A}.

La utilidad de esta definicién se ve en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.2. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X y (Y,dy) un espacio
métrico con la uniformidad compatible. Entonces una funcion f: X — Y es OFEF si y solo
st para todo subconjunto finito F' C X y todo € > 0 existe una transformacion g € G tal
que

osc(f | gF) < e.

Dicho informalmente, f es OEF si es casi constante sobre cualquier subconjunto finito ade-
cuadamente trasladado, lo que liga al fenémeno RDM y la concentracién de medida.

Ejemplo 2.3.1. Si tomamos G = R actuando sobre si mismo por traslaciones, tenemos
que la funcién f(x) = e~ * es OEF.

2.4. El Fenémeno Ramsey-Dvoretzky-Milman

El fenémeno que le da nombre a esta seccion dice a grandes rasgos que toda funcién
suficientemente bien portada en estructuras suficientemente grandes se comporta casi como
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una constante. Esto significa que, bajo ciertas condiciones relativamente laxas, en lugar
de que espacios més grandes den lugar a fenoménos maés cadticos, emerge un cierto orden
inesperado.

Definicién 2.4.1. Sea G un grupo que actia sobre un espacio uniforme (X,U) mediante
isomorfismos uniformes. Entonces a la pareja (G, X) le llamamos un G-espacio unifor-
me.

Definiciéon 2.4.2. Decimos que un G-espacio uniforme X tiene la propiedad de Ramsey-
Dwvoretzky-Milman (abreviado como X € RDM ) si toda funcién f: X — R acotada y
uniformemente continua es OFF.

Por la Observacién [[.2:2] la definicién anterior es equivalente a lo siguiente.

Observacion 2.4.3. Un G-espacio uniforme X tiene la propiedad RDM si y sélo si para
cualquier n € N toda funcion f: X — R™ acotada y uniformemente continua es OEF.

El caso mds comun que trataremos es en el que X sea un espacio métrico y G un grupo
que actie por isometrias.

Sea (X,U) un espacio uniforme. Denotamos por U* a la uniformidad més chica que pre-
serva la continuidad uniforme de toda funcién f : X — R"™ acotada y uniformemente
continua. Le llamamos la réplica totalmente acotada de U. No es dificil ver que los
entornos de la diagonal de la forma

U(f.e) = {(wy) € X x X|||f(2) = 1) < <}

donde f: X — R™ es uniformemente continua y acotada, n es cualquier natural, y € > 0,
forman una base para U*. Esta nueva estructura uniforme nos da otra clasificaciéon del
fenémeno RDM inmediata.

Proposicién 2.4.4. Un G-espacio uniforme (X,U) tiene la propiedad RDM si y sélo si
para cualquier subconjunto finito F' C X y cualquier entorno V€ U*, existe una transfor-
macion g € G tal que gF sea V -chico. Es decir, tal que gF x gF C V.

Demostracion. Supongamos que X € RDM. Sea V € U* cualquier entorno y F C X
finito. Como los conjuntos de arriba son base de U*, existe un entorno de la forma U(f, ¢)
con f: X — R™ uniformemente continua y acotada y un € > 0 tal que U(f,e) C V. Por
hipétesis existe una transformacion g € G tal que Hf(:v) — f(y)” < ¢ para toda z,y € gF.
Pero por la definicién de los U(f, €), tenemos que gF x gF C U(f,e) C V, como queriamos.

Ahora supongamos que se cumple la propiedad del enunciado. Sean f : X — R™ unifor-
memente continua y acotada y F C X finito. Dado cualquier € > 0, formamos el entorno
de la diagonal U(f,e) € U*. Por hipétesis, existe g € G tal que gF x gF C U(f,¢). Pero
esto ocurre exactamente cuando osc ( flgF ) <e. O

Hay otra base para la réplica uniformemente acotada que nos servira para dar otra equi-
valencia del fenémeno RMD.
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Proposicién 2.4.5. Sea (X,U) un espacio uniforme. Una base de la réplica U* estd dada
por cubiertas de la forma \J ., V[A] x V[A], donde v es cualquier cubierta finita de X y
Vel

Demostracion. Lo primero es verificar que los conjuntos de la forma

U viA] x vi[4]
Aexy

pertenecen a U*. Sean, entonces, vy V dados como arriba. Elegimos una seudométrica uni-
formemente continua y acotada d sobre X tal que d(z,y) < 1 implique que (z,y) € V ([4,
Teorema 8.1.11] nos asegura su existencia). Para cada A € v denotemos por dg : X — R
a la distancia de un punto al conjunto A. Nétese que es una funcién uniformemente con-
tinua y acotada. Construimos una funcién f : X — Rl donde la A-ésima coordenada
estd dada por la funcion da. Al ser f uniformemente continua, vemos que el conjun-
to {(z,y) € X x X | Hf(x) —f(y)“ < 1} es un elemento de U* y estd contenido en
Uae, VIA] x V[A] (si usamos la norma del supremo se ve inmediatamente). Concluimos
que este ultimo conjunto es miembro de U™, asi que tiene sentido tratar de comprobar que
sirve de base.

Para demostrar que es base, sea W € U* arbitrario. Existe un entorno de la forma U(f, )
con f: X — R™ uniformemente continua y acotada tal que U(f,e) C W. Como f(X) C
R™ esta acotada, podemos dividirlo en una particién finita compuesta de segmentos con
didmetro menor o igual a /3. Sea « la coleccién de las preimdgenes bajo f de cada uno de
esos segmentos. Si V := U(f,¢/3) € U™ C U, entonces tenemos que |J ., V[A] x V[A] C
W. Para ver esto, si (x,y) € V[A] x V[A] para algin A € v, existen aj,a9 € A tales que
| f(x) = flar)|| < /3 y |[f(y) — f(az)|| < &/3. Por la definicién de la particién, tenemos
que Hf(ag) - f(al)H < ¢/3. Juntando las desigualdades obtenemos que (x,y) € U(f,e) C
W. Concluimos que en efecto es base. [

Un corolario inmediato nos da la siguiente equivalencia.

Proposicion 2.4.6. Un G-espacio uniforme X tiene la propiedad RDM si y sélo si para
cualquier subconjunto finito F C X, cualquier cubierta finita v de X, y cualquier entorno
V € U eziste una transformacion g € G tal que gF x gF C V[A] para algin A € .

El siguiente teorema nos provee un ejemplo de un espacio que tiene la propiedad RDM.
La demostracién de este ejemplo nos permitird, mutatis mutandis, demostrar que Iso(U)
también tiene la propiedad RDM.

Teorema 2.4.7. El U({3)-espacio S (la esfera unitaria en {2) tiene la propiedad de
RDM.

Demostracion. Demostraremos que el espacio cumple la propiedad de la proposicién an-
terior. Asi que sean F' C S°° finito, v una cubierta finita de S°°, y ¢ > 0. Denotaremos
n = |F|y m := |y|. Elegimos N € N suficientemente grande como para que

= N >n.
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» Si A C SV cumple que puyn(A) > 1/m, entonces se tiene que uy(A:) >1—1/n.
El segundo inciso se da por el Ejemplo pues (S™,dy, itn) es una familia de Lévy.

Entonces elegimos una N-esfera, SV C S tal que F C SV (se puede porque N > n =
|F|). Recordemos que el grupo de isometrias de SV es isomorfo al grupo unitario U(N).
Ademds, podemos encajar U(N) en el grupo unitario para todo el espacio, U(¢3), de la
siguiente forma: elegimos una base ortonormal {vy,vs,vs,...} de £ de tal forma que la
esfera SN que elegimos sea generada por los primeros N +1 elementos de la base. Entonces
el encaje natural es

U(N) < U(ls)
wes [g 1(31] .

Equipando a U(N) con la topologia compacto-abierta con respecto a su accién sobre SV,
obtenemos que U(N) es compacto y actiia continuamente por isometrias sobre SV,

Ahora, por el principio del palomar, existe un elemento A € ~ para el que puy(ANSY) >
1/m. Por la eleccién de N, tenemos que

. (AEDSN) 1ot

n

Para cada £ € F definimos su funcién evaluacién sobre U(N):

e UN) — SN
u—u-&.

Si v es la medida normalizada de Haar sobre U(N), obtenemos una medida probabilistica
de Borel sobre SV invariante bajo rotaciones al tomar el pushforward (cpg) , V- La unicidad

de la medida de Lebesgue normalizada nos dice que coinciden las dos medidas: ((pg)* v=
un- Por lo que

v (‘pgl (Aa)) = MN(AE) >1- %

Por consiguiente,

v (U(N) \ ;! (A5)> <1/n.
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v U UM\ e (4 | < 3w (0 op (42)

fEF 1332
17

Concluimos que

U U) \ et (Ao) # UN).

133

Por las leyes de De Morgan esto equivale a decir que

() wc' (Ac) #0.

EEF

Ademds, para cualquier transformacién u € (\ecp gagl (Ae) tenemos que uF C A.. Como
u € U(¢2) por el encaje, tenemos el resultado deseado. O

Repasando la demostracién anterior, vemos que queda demostrado un resultado mas ge-
neral.

Teorema 2.4.8. Sea G un grupo topoldgico que actia por isometrias sobre un espacio
métrico (X,d). Supongamos que existe una familia (G,) de subgrupos compactos de G
dirigidos por inclusion y un punto € € X tales que

a) La union de las drbitas G - € es densa en X.

b) Las drbitas G, - & forman una familia de Lévy con respecto a las restricciones de la
métrica d y las medidas de Haar en cada G .

Entonces el G-espacio X tiene la propiedad de RDM.

Al final del trabajo utilizaremos este teorema para demostrar que el espacio de Urysohn
tiene la propiedad de RDM (Teorema [5.2.9)).

2.5. Grupos Extremadamente Amenizables

Una de las propiedades més atractivas de los grupos de Lévy es la amenizabilidad extrema.
Aunque ya la mencionamos antes, la repetimos aqui por claridad.
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Definicién 2.5.1. Un grupo topoldgico G es extremadamente amenizable si toda ac-
cion continua de G sobre un espacio compacto tiene un punto fijo. Alternativamente,
decimos que G tiene la propiedad del punto fijo sobre compactos.

Los articulos por Giordano y Pestov, [8] y [9], y el de Kechris, Pestov y Todorcevic, [14],
recopilan varios ejemplos de grupos extremadamente amenizables.

Observacién 2.5.2. Un resultado de W. Veech ([24, Teorema 2.2.1]) nos dice que ningin
grupo extremadamente amenizable —en particular, ningun grupo de Lévy— puede ser local-
mente compacto.

Un resultado que estd fuera del enfoque de esta tesis (pero que estd rete bonito) relaciona
el fenémeno RDM y la amenizabilidad extrema ([19, Teorema 5.7]).

Teorema 2.5.3. Un grupo topolégico G es extremadamente amenizable si y solo si G con
su estructura uniforme izquierda tiene la propiedad de RDM.

El siguiente teorema fue originalmente descubierto por Gromov y Milman en [I0] y es uno
de los resultados principales del presente trabajo:

Teorema 2.5.4. Todo grupo de Lévy es extremadamente amenizable.

Demostracion. Sea X un G-espacio compacto arbitrario. Tenemos que encontrar un punto
p € X tal que g -p = p para todo g € G.

Sea (Ga, fta) la familia de Lévy de subgrupos compactos y sus medidas de Haar que
aproximan a G. Elegimos un punto arbitrario xy € X para definir la funciéon ¢ : G — X
dada por p(g) = g - zo. Recordando el Lema y el Lema vemos que la red
de medidas (V) = (¢s(pa)) se concentra. Ademas, al ser el pushforward de medidas de
probabilidad, las v, son medidas de probabilidad sobre X.

Ahora, si P(X) es el espacio de medidas de probabilidad sobre X y le damos la topologia
w™*, resulta ser un espacio compacto y por consiguiente (v,) C P(X) tiene un punto de
acumulacién, v € P(X). Nétese que v es invariante por la izquierda, ya que dado € > 0,
como v es punto de acumulacién existe un «g tal que |V(E) —vq,| < £/2 para todo conjunto
de Borel E C X. Por la invariancia izquierda de los v,, tenemos que para todo g € G,

Vao(9F) = Voo (E). La desigualdad del tridngulo nos da lo siguiente:

v(9E) = v(E)| < [V(9E) — vay (9B)| + [vay (E) — v(B)]

<§+£—5
2 2 7

Asi concluimos que v(gF) = v(F) para cualquier conjunto de Borel E C X y toda
transformacion g € G.

Ahora, sea A C X cualquier conjunto tal que v(A) > 0. Entonces cualquier vecindad U
de A tiene medida completa: v¥(U) = 1. Pues para cualquier 6 > 0 existe a; tal que

v(A) — g < Va(A4) =va(4n)
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para toda a > «ip, donde A, = X, N A, y X, es la G,-6rbita de xy. En particu-
lar, si tomamos § = v(A), obtenemos que v,(A4) > §/2 para toda o > «;. Por lo que
liminf,, 4 (A4s) > 0. Como (v,) se concentra, tenemos que lim, v, (U) = 1, y como v es
punto de acumulacién, v(U) = 1. La tnica medida que se comporta as{ es la de Dirac. Por
lo que el soporte de v es un tnico punto. Ademas, la invariancia izquierda de v nos dice
que ese punto es el punto fijo que buscdbamos. O
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Parte 11

El Espacio de Urysohn y sus
Isometrias
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Capitulo 3

El Espacio Universal de
Urysohn

En este capitulo daremos un breve recordatorio de la construccién del espacio universal
de Urysohn y demostraremos algunas propiedades que nos seran de utilidad més adelante.
Dado que nuestra prioridad es estudiar el grupo de isometrias de este espacio, obviaremos
algunos resultados de la construccién.

Definicién 3.0.1. El espacio métrico universal de Urysohn, U, es un espacio métri-
co polaco (esto es, completamente metrizable y separable) que satisface otras dos propie-
dades:

s Es ultrahomogéneo (u w-homogéneo); es decir, toda isometria entre cualesquiera
dos subespacios métricos finitos de U puede ser extendida a una isometria sobre todo

U.

= Fs universal entre los espacios métricos separables; en otras palabras, todo espacio
métrico separable se encaja isométricamente en U.

Podemos hablar de “el” espacio de Urysohn dado un resultado que establece su existen-
cia y unicidad (ver el Teorema . Diremos que un espacio es de Urysohn si es un
espacio métrico polaco que cumple ambas propiedades anteriores —no se confunda con la
propiedad de separacion en espacios topoldgicos. La segunda propiedad por si misma no es
tan extraordinaria: desde 1910, Fréchet demostré que el espacio £, era universal entre los
espacios métricos separables (ver [5]). Aunque Fréchet claramente no lo escribié en estos
términos (en el articulo estaba interesado en su concepto de dimensién), esto fue de los
primeros pasos en el estudio de espacios universales. Uno de los ejemplos més famosos es
el del teorema de Banach-Mazur, que establece la universalidad de C0,1], el espacio de
funciones reales continuas sobre el intervalo, entre los espacios de Banach. No obstante,
uno de los problemas del ejemplo de Fréchet —Hausdorff se quejé de esto en sus apuntes de
1924, aunque sin mencionar a Fréchet— es que £, en si no es separable. Urysohn y Pavel
Alexandroff le habian enviado una carta a Hausdorff el 3 de agosto de 1924 informandole

31
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que Urysohn habia logrado la construccién de un espacio completo y separable que era
universal entre todos los espacios separables. Hausdorfl intenté construir dicho espacio
por si solo, aunque nunca publicé su construccién. Ya desde entonces tanto Urysohn como
Hausdorff habfan notado y demostrado (aunque un poco incompletamente) la ultrahomo-
geneidad del espacio. También hay ejemplos de espacios ultrahomogéneos conocidos —R"”,
por ejemplo. Lo que vuelve al espacio de Urysohn verdaderamente interesante y tnico
(estricta y poéticamente hablando) es la combinacién de ambas propiedades. El 11 de
agosto de 1924 Hausdorff envié una carta a Urysohn y Alexandroff con un esquema de
su propia construccion y pidiendo detalles de la construccién de Urysohn. Nunca recibié
respuesta: Urysohn murié ahogado en la costa de Bretana, en Francia, seis dias después.
Maés de medio siglo después de la muerte de Urysohn, Katétov presenté una construccion
mas general del espacio en el Simposio Topolégico en Praga de 1968, usando lo que ahora
conocemos como funciones de Katétov. La construccién que utilizaremos en este trabajo
estd basada en ésa. Para aquellos interesados en las otras construcciones (en especial la de
Hausdorff) pueden consultar el trabajo de Husek [I3].

3.1. Funciones de Katétov

Antes de construir el espacio de Urysohn empezaremos por analizar las funciones de
Katétov —al fin y al cabo, no es sorprendente que unas funciones denominadas “de Katétov”
figuren prominentemente en la construccién del espacio de Urysohn que Katétov propuso.
Empezamos con su definicién.

Definicién 3.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién f : X — R es de Katétov
si satisface las siguientes desigualdades para cualquier par de puntos x,y € X:

|f(z) = f(y)| < d(z,y) < f(z) + f(y).

Ejemplo 3.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico y ¢ € X un punto fijo. Entonces la fun-
cién dy, : X — R dada por d,,(z) := d(z, o) es de Katétov.

Denotaremos por F(X) al conjunto de funciones de Katétov sobre X. La “E” viene de
“extension” por la siguiente razén: podemos identificar las funciones de Katétov con las
extensiones por un punto del espacio X. Esto es, f : X — R es de Katétov si y sélo si
el espacio métrico X U {z} con la distancia al punto z definida por d(z,z) = f(z) es una
extensién por un punto del espacio métrico X.

Como nota histérica, la identificacién geométrica anterior y las desigualdades en la defini-
cién ya eran conocidas antes del trabajo de Katétov (de hecho, la construccién de Urysohn
depende fuertemente del uso de dichas desigualdades). Lo innovador de Katétov fue de-
finir una distancia entre dichas funciones: para cualesquiera dos funciones de Katétov,
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f.g € E(X), definimos su distancia como

~

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)].

zeX

La primera observacién (que no demostraremos) es que
Observacién 3.1.2. El espacio métrico (E(X),a?) es completo.

Otra observacién es que F(X) contiene una copia isométrica del espacio original:

Proposicién 3.1.3. El encaje de Kuratowski, j : X — E(X) definido como j(x) = d,
es un encagje isométrico.

Como, a grandes rasgos, el espacio de Urysohn debe ser suficientemente grande como
para contener todos los espacios métricos (separables), este resultado suena prometedor:
podemos repetir el proceso una y otra vez, cada vez agrandando el espacio. Idealmente,
el proceso recursivo podria darnos algo suficientemente grande y ademaés seria comple-
to. La intuicién resultard casi correcta salvo por un detalle: si X es infinito, E(X) no
necesariamente resulta separable.

Ejemplo 3.1.2. Sia X = N le damos la métrica discreta, F(X) no es separable.

Otro contraejemplo mas famoso y general es el siguiente, cuya demostraciéon se puede
encontrar en [16].

Ejemplo 3.1.3. Si X es polaco y no tiene la propiedad de Heine-Borel, entonces E(X)
no es separable.

Para corregir esto nos fijaremos en un subespacio de E(X) que s{ mantendrd la separabi-
lidad. Primero necesitaremos un par de conceptos.

Definicién 3.1.4. Sea X un espacio métrico, S C X cualquier subconjunto, y f € E(S)
una funcién de Katétov definida sobre S. Entonces definimos a su extension de Katétov
f:X =R como

f(x) == f{f(s) +d(z,s)}.
seS
Observacién 3.1.5. Reteniendo las definiciones de arriba, resulta que la extension de
Katétov es otra funcion de Katétov pero sobre todo el espacio: f € E(X).

Definicién 3.1.6. Sea f € E(X) una funcion de Katétov, y S C X. Decimos que S es
soporte de f si para todo x € X tenemos que

F(@) = () + d(z5)}.
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Es decir, un subconjunto S C X es soporte de una funcién de Katétov f € E(X) si f es la

extensién de Katétov de su restriccién a S: f = f |g. Es claro que X siempre es soporte de
cualquier funcion de Katétov y que todo supraconjunto de un soporte sigue siendo soporte.
Ademéds, si f,g € E(X) tienen un soporte comin S C X (esto es, S es soporte de f y de
g), podemos calcular su distancia fijdindonos sélo en el soporte:

d(f.g) =sup|f(s) — g(s)|-

ses

Ya tenemos las herramientas para definir el subespacio de E(X) que nos serd ttil. Defini-
mos

E(X,w):={f € E(X) | f tiene soporte finito}.

Noétese que {xo} es soporte de d,, por lo que el encaje de Kuratowski nos permite encajar
a X isométricamente no sélo en E(X), sino en E(X,w).

Ademais, la extensién de Katétov como mapeo, f — f, sirve como encaje isométrico entre
espacios de funciones de Katétov:

Observacién 3.1.7. Sea Y C X. Entonces la extension de Katétov f +— f es un encaje
isométrico E(Y) — E(X). Mds ain, si S CY es soporte de f, sigue siendo soporte de la

extension f. Por lo que también es encaje isométrico entre las funciones de Katétov con
soporte finito, E(Y,w) — E(X,w).

Demostracion. Esto se sigue de la observacién que nota que la distancia entre dos funciones
de Katétov puede ser calculada tomando el supremo sobre un soporte comin. Primero
veamos que si S C Y es soporte de f € E(Y), entonces también es soporte de f € E(X).
Por definicién del soporte,

fly) = fmt{f(s) +dls,y)}

para toda y € Y. Por lo que para todo = € X,

fla) = f{f(y) +d(@,y)}

:;g}f/{;gé{f(@-l-d( Y} +d(z,y)}
> ;gg{;gg{f@) +d(s,x)}}
= Inf {f(s) + d(s,2)}.

Por otro lado,
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f{f(s) +d(s,2)} = mE{f(s) +d(s,2)}

~

< f(z).

La ultima desigualdad se da porque S C Y. Combinando ambas desigualdades concluimos
que S es soporte de f. En particular, si f,g € E(Y), Y es soporte tanto de f € E(X)
como de g, por lo que

4(£.3) = sup |(@) — (@)
reX

~

=sup | f(y) — g(v)|
yey

=sup |f(y) — g(v)|
yey

o~

=d(f,9)

Asi que f — f en efecto es un encaje isométrico.

O

La importancia de este subespacio y los encajes isométricos anteriores se vera mas clara-
mente con el siguiente resultado:

Proposicién 3.1.8. Sea X un espacio métrico separable. Entonces E(X,w) también es
separable.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que existe un subconjunto numerable y denso D C
X. Definimos
F:={ACD||A| <}

Entonces F es una familia numerable de subconjuntos. Para cada A € F tenemos que
E(A), al ser un subespacio de R4l con la norma del supremo, es separable. Elegimos un
subconjunto denso y numerable D4 C E(A) para cada A € F y definimos

"={feE(X,w)|feDu}

Finalmente, sea

D:= |J Di.
AeF

Al ser la unién numerable de conjuntos numerables, D en si es un subconjunto numerable
de F(X,w). Afirmamos que ademds es denso.

Sea f € F(X,w) cualquier funcién y € > 0. Sea B = {by,...,b,} el soporte finito de f.
Para cada i € {1,...,n} existe un a; € D tal que d(a;,b;) < £/3 por la densidad de D.
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Definimos A := {a; | 1 <1i < n} € F. Nétese que f |4a€ E(A), por lo que, como D4 es
denso en E(A), existe una funcién g € Dy4 tal que

(/i\(f |A,g) <€/3.

La extensién de Katétov de g a todo X, g, estd en D/, C D por definicién. Afirmamos que
d(f,g) < e. Con esto quedaria demostrada la proposicién.

Notemos que S := AU B es soporte comun (y finito) de f y g, por lo que

d(f.5) = méx |f(s) — §(s)-

Hay dos casos a considerar.

Caso 1: Si s € A, entonces f(s) = (f |a) (s) y g(s) = g(s), por lo que
() =G| =1 (f 1a) (s) = g(s)] <d(f |ag) <e/3<e.

Caso 2: Si s € B, tenemos que s = b; para algin ¢ < n. En ese caso,

|f(s) —g(s)| = [f(b:i) — g(bs)]
< |f(b:) — flai)| + [f(ai) — g(a:)| + |g(a:) —g(bs)|
< d(bi,a;) +d(f |a,g) +d(ai,bi)
<eE.

La pentltima desigualdad se da porque tanto f como g son de Katétov. En cualquier caso
obtenemos la desigualdad que buscabamos.

O

Con este resultado obtenemos, en resumen, que si empezamos con un espacio métrico
separable, X, podemos encajarlo en otro espacio métrico separable més grande, E(X,w).
Asi que podemos crecer nuestro espacio inicial sin perder la separabilidad, un paso en la
direccién correcta.

Observacién 3.1.9. El encaje de Kuratowski, X — E(X,w) es tal que toda isometria en
X se extiende de forma unica a una isometria de E(X,w).

Demostracion. Sea ¢ € Iso(X). Entonces el pushforward, ¢ : E(X,w) - E(X,w) dado
por ¢(f) := p«(f) es una isometria: sean f,g € F(X,w) y calculemos la distancia entre
sus imagenes bajo @,
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d(2(f), 3(9)) = sup |3(f) () — &(9)(2)]
= sup

x€eX
sup | f (w’l(aﬂ)) -9 (wl(x))’

= sup |f(z) — g(z)|
recX

=d(f,9).

La penitiltima igualdad se da por la biyectividad de ¢~ ! : X — X.

Falta verificar la unicidad de la extensidén. Sea @, cualquier otra extension de ¢. Al ver
a E(X) como las extensiones por un punto y por tanto a @z como isometria sobre este
espacio, tenemos que para toda f € F(X) y todo x € X,

d (62(]0)7&2(56)) = d(f7 l‘) .

Pero calculando las distancias eso implica que @ (f) ($2(z)) = f(z). Al ser @o(z) extensién
de ¢, tenemos que @a(x) = (), por lo que toda @a(x) tiene que cumplir la igualdad

2 () @) =1 (¢ @)

Eso es, vemos que @a(f) = @(f), confirmando la unicidad. O

3.2. Construcciéon del Espacio

Aunque el espacio de Urysohn se define por su universalidad y ultrahomogeneidad, hay
otra caracterizacién del espacio que utilizaremos en la construccién. Dicha caracterizacion
se basa en la siguiente propiedad.

Definicién 3.2.1. Decimos que un espaco métrico X es finitamente inyectivo si para
cualquier espacio métrico finito, B, cualquier subconjunto A C B, y cualquier encaje
isométrico p 1 A — X, existe un encaje isométrico ® : B — X que extiende a .

Resulta que cualesquiera dos espacios polacos finitamente inyectivos son isométricos. La
demostracion de este resultado utiliza el método de back-and-forth, una herramienta cru-
cial en el estudio del espacio de Urysohn, por lo que si daremos la demostracion.

Proposicion 3.2.2. Sean X y Y dos espacios polacos finitamente inyectivos. Entonces
son isométricos.

Demostracion. Sean {xg,x1,...}+ vy {yo,¥1,...} densos en X y Y, respectivamente. Re-
cursivamente construiremos una sucesién de subconjuntos finitos de X, (4;);en, y encajes
isométricos p; : A; — Y tales que
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a) A; C Ai

b) @it |a,= @i

¢) xzp € Agy para todo k (“forth”)

d) yr € por+1 (Aak41) para todo k (“back”) .

Como caso base, definimos Ay := {xo} v ¢o(zo) := yo. Supongamos, entonces, que ya
tenemos A; y ¢; para todos los i < n para algin n. Queremos definir A, y ¢, para lo
que hay dos posibles casos.

El primer caso es que n sea par: n = 2k para algin k € N. Entonces definimos

A, =A, 11U {l’k}

Asf se cumplen los incisos a) y ¢). Ahora, como ¢, _1 : A,_1 — Y es un encaje isométrico,
A, es finito, y A,y C A,, la inyectividad finita de Y nos da un encaje isométrico ¢, :
A, =Y que extiende a ¢,_1, lo que cumple el inciso b). El inciso d) no aplica porque n
es par, asi que terminamos este caso.

El segundo caso es que n sea impar: n = 2k + 1. Por hipétesis tenemos que ¢, 1 : 4,1 —
©n—1 (An—1) es una isometria. Por lo que su inversa nos da un encaje isométrico

907:11 fn-1 (An—1) = X,

Usamos la inyectividad finita de X para obtener un encaje isométrico

U Pn—1 (An—l) U {yk} —- X

que extienda a ¢, *,. Definimos entonces

An = An—l U {T/Jn(yk)}

Noétese que

Ap =P (Pn-1 (A1) U{uk}) -

Por lo que podemos definir

ont Ay =Y
z =Pt ().

Asi, vemos que para cualquier a € A,_; se cumple que
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Por lo que se cumple el inciso b). Los incisos a) y d) son evidentes.

Asi obtenemos la sucesién de conjuntos y encajes isométricos deseados. Para terminar,

definimos
A= U A;
ieN
y
Poo t A=Y
a— op(a)

donde la n es suficientemente grande para que a € A,. Como cada ¢, es un encaje
isométrico que extiende al encaje anterior, ¢, estd bien definido y es un encaje isométrico.
Ademds, como A contiene todos los x;, A es denso en X. El inciso d) nos dice que todos
los y; estdn contenidos en la imagen de ¢, por lo que ¢, (A) es denso en Y. Como YV
es polaco y en particular completo, existe un tinico encaje isométrico ® : X — Y que
extiende a po. Como X es completo, ® (X) también lo es. Esto significa que ® (X) C Y
es cerrado y como @ (4) C @ (X), la densidad del primer subconjunto combinado con
que el segundo es cerrado nos da que ® (X) =Y. Es decir, ® es una isometria entre X y
Y.

O
Necesitamos otras dos propiedades, una de las cuales resulta ser equivalente a la inyecti-
vidad finita.

Definicién 3.2.3. Sea X un espacio métrico. Diremos que X tiene la propiedad de
extension aprorimada si para cualquier subconjunto finito A C X, cualquier funcion
de Katétov f € E(A), y cualquier € > 0 existe un punto x € X tal que

[f(a) —d(z,a)| < e

para todo a € A.

Diremos que X tiene la propiedad de extension si podemos tomar e =0 en lo anterior.
O lo que es lo mismo, si existe un punto x € X tal que f(a) = d(x,a) para todo a € A.
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Identificando las funciones de Katétov con las extensiones por un punto se puede demostrar
el siguiente resultado:

Proposicion 3.2.4. Un espacio métrico es finitamente inyectivo si y sdlo si tiene la
propiedad de extension.

Usaremos esta equivalencia para demostrar lo siguiente.

Proposiciéon 3.2.5. Sea X un espacio métrico polaco. Entonces X es de Urysohn si y
solo si es finitamente inyectivo.

Demostracion. Supongamos que X es de Urysohn. Sea B finito, AC B,y f: A — X un
encaje isométrico. Debemos encontrar una extension de f a todo B que preserve distancias.

Como X es universal existe un encaje isométrico ¢ : B — X (que en principio no tiene
nada que ver con f). Esto nos da dos subespacios finitos de X, ¢(A) y f(4), que, al ser
ambos isométricos a A, son isométricos entre si. Por ser X ultrahomogéneo, existe una
isometria global ¢ : X — X que extiende a la isometria de p(A4) a f(A). Componiendo v
con ¢ obtenemos un encaje isométrico ¥ o ¢ : B — X que extiende a f.

Ahora supongamos que X es finitamente inyectivo. Primero demostraremos que X es
universal.

Sea Y un espacio métrico separable. Entonces existe un subconjunto denso {yo,y1,...} C
Y. Elegimos un punto arbitrario o € X. Definimos un encaje isométrico ¢g : {yo} — X
si declaramos que ¢g(yp) = . Por la inyectividad finita de X obtenemos un encaje
isométrico 1 : {yo,y1} — X que extiende a ¢q. Siguiéndonos recursivamente obtenemos
una sucesion de encajes isométricos

©n Yoy sUn} = X

tales que cada ¢, es extension de ¢, . Esto nos induce un encaje isométrico

Yoo : {Y0,s Y15} = X.

Por la completitud de X podemos extender ¢ a un encaje isométrico ® : ¥ — X. Asi
queda demostrada la universalidad.

Para la ultrahomogeneidad usaremos un argumento back-and-forth. Sean A, B C X dos
subespacios finitos y ¢ : A — B un encaje isométrico. Hay que encontrar una isometria
global que extienda este encaje.

Para empezar, sea {x1,x2,...} un subconjunto denso en X. Construiremos una sucesién
de conjuntos A; y encajes isométricos ¢; : A; — X tales que

a) Ag=Aypo=¢
b) Ai C Aipa

c) Yir1 |la,= @i

d) z € Agy para todo k
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e) xp € Yapt1 (A2xt1) para todo k.

Suponiendo que ya tenemos los A; y ¢; para todo ¢ < n, queda analizar dos casos, como
en el back-and-forth anterior.

Si m = 2k es par, la propiedad de extensién de X (Proposicién [3.2.4]) nos asegura la
existencia de un punto z € X tal que

d(z,a) = d (¢ (we),a) = d (@1, 90 (0))

para todo a € A,, (la primera igualdad se debe a que d¢;1 ) €8 de Katétov sobre A, v la

(zx
segunda a que ¢, preserva distancias). Definimos A, 1 := A, U{z} vy ¢nt1 (2) := Topnt1-
Un argumento andlogo funciona si n es impar.

Teniendo la sucesion deseada, definimos A := J;cy4i ¥ sea ¢oo : A — X el encaje
isométrico inducido por los ¢,. Por la completitud de X obtenemos una extensién tnica
de oo que resulta ser una isometria en X por contener a todos los xy en su imagen. [

El resultado anterior combinado con la unicidad de los espacios polacos finitamente inyec-
tivos (Proposicién [3.2.2)) nos da la unicidad del espacio de Urysohn.

Proposicién 3.2.6. El espacio universal de Urysohn —en caso de existir— es dnico (salvo
isometrias).

El siguiente lema es sencillo de demostrar.

Lema 3.2.7. Si X tiene la propiedad de extension aprorimada, entonces su complecion
también la tiene.

Tal vez resulte intuitivo que un espacio completo con la propiedad de extensién aproxi-
mada en realidad tiene la propiedad de extension. Formalizamos el resultado a continua-
cion.

Proposicion 3.2.8. Sea X un espacio métrico completo con la propiedad de extension
aprorimada. Entonces X tiene la propiedad de extension.

Demostracion. Sea A = {ay,...,a,} C X finito, y f € E(A) de Katétov. Construiremos
una sucesién (z,) € XV tal que

a) |f(a) —d(zn,a)| < 27" para todo a € A
b) d(zn, 2ng1) < 271

Para el caso base, como X tiene la propiedad de extension aproximada, existe un punto
zp € X tal que

|f(a) —d(a,z0)[ <1

para todo a € A.
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Supongamos que tenemos zo, ..., 2z, que cumplen con las propiedades a) y b). Definimos
la funcién dy : AU {z,} — R por

0y(a) = {ﬁ?z e

donde la distancia de f a z, se calcula en E({z1,...,2,}) y es menor a 2~" por definicién
de z,. Entonces dy es una funcién de Katétov sobre AU{z,} y como X tiene la propiedad
de extensién aproximada, existe un punto z,+1 € X tal que para todo z € AU {z,}
satisface que

|ds(z) = d(zp41,2)] < 27FD.

Cuando = € A obtenemos la desigualdad del inciso a). Cuando x = z,, la desigualdad del
tridngulo nos da que

d(zny1,20) < 27D L dg(z,)
< 9=(nFl) 4 9-n
< on— L

Por lo que cumplimos el paso recursivo.

La condicién b) nos dice que (z,) es una sucesién de Cauchy y por consiguiente converge a
algiin punto z € X, ya que X es completo. Pero entonces para cualquier a € A y cualquier
n € N se tiene que

[f(a) = d(z,a)] <|f(a) = d(a, zn)| + |d(a, zn) — d(z, z)]
< 27" +d(zp, 2).

Como el lado derecho converge a cero, concluimos que

fla) =d(z,a)

para todo a € A. Esto es justo lo que querfamos. O

Juntando todos estos resultados, podemos concluir lo siguiente:

Proposicién 3.2.9. Si un espacio métrico es finitamente inyectivo, entonces su comple-
cion también es finitamente inyectivo.

Demostracion. Sea X un espacio métrico finitamente inyectivo. Por la Proposicién [3.2.4]
eso implica que X tiene la propiedad de extensiéon. En particular, tiene la propiedad de
extensién aproximada. Por el Lema la complecién de X, denotada X, también tiene
la propiedad de extensién aproximada. Al ser X completo, la proposicién anterior nos
asegura que X tiene la propiedad de extensién. Pero el mismo Lema nos dice que X
es finitamente inyectivo. O
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Con esto en mente, construiremos el espacio de Urysohn a partir de una cadena recursiva
de espacios de funciones de Katétov. Empezaremos con cualquier espacio métrico separable
X, definiendo X := X como caso base. Recursivamente definimos

Xpg1 = E(X,,w).

Entonces, como los espacios de funciones de Katétov con soporte finito preservan la se-
parabilidad (Proposicién , tenemos que cada X; es separable. Ademsds, el encaje de
Kuratowski nos permite encajarlos isométricamente de manera recursiva: X; < X, ;. Por
lo que podemos definir

X = U X;.
ieN

Proposicion 3.2.10. X, tiene la propiedad de extension.

Demostracion. Sea A C X finito, f € E(A). Entonces existe un m € N tal que A C X,
por ser A finito. Entonces la extensién de Katétov de f también es un punto en X:

feB(Xmw) = Xmi1 C Xoo.

Asi que para todo a € A tenemos que

a(a,f) = fla)
por lo que ]?es el punto que realiza a f. O

Asf que, por el Lema [3.2:4] esto implica que X, es finitamente inyectivo. Ademds, al ser
la unién numerable de espacios separables, X, es separable.

Proposicion 3.2.11. Definimos a U := X,. Entonces U es el espacio universal de Ury-
sohn.

Demostracion. Por la observacién anterior y la definicién del espacio, U es completo y
separable. Ya que X, es finitamente inyectivo, la Proposicién [3.2.9| nos dice que su com-
plecién, U, también es finitamente inyectivo. Entonces U es un espacio métrico completo y
separable que también es finitamente inyectivo. La Proposicion [3.2.5 nos asegura que este
espacio es, en efecto, el espacio universal de Urysohn. O

Si combinamos la proposicién anterior con la unicidad del espacio de Urysohn, obtenemos
el resultado principal de esta seccién:

Teorema 3.2.12. El espacio universal de Urysohn existe y es dnico (salvo isometrias).
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V. Uspenskij utilizé uno de los criterios de Toruniczyk para demostrar que U es homeomorfo
a un espacio de Hilbert (ver [23]). Pero aunque la topologia de U se entiende bien, su
geometria sigue siendo elusiva; todavia no se encuentra una realizacion geométrica del
espacio.

Como curiosidad, hay una conexién entre U y curvas de Peano: por el teorema de Banach-
Mazur sabemos que es posible encajar U isométricamente en C[0, 1] y resulta que cualquier
encaje asi necesariamente involucra curvas de Peano. La lectora interesada puede consultar

2.

Para aquellos interesados en aplicaciones fisicas, existe un espacio (de hecho, un espacio-
tiempo) andlogo al de Urysohn que es ultrahomogéneo y universal entre k-espacio-tiempos.
Estos son espacio-tiempos donde la “métrica” es el tiempo propio entre dos eventos —el
maximo tiempo transcurrido entre los eventos desde cualquier marco de referencia. Por lo
que la desigualdad del tridngulo resulta invertida: 7(a,b) > 7(a,c)+7(c, b). Los resultados
se pueden encontrar en [I].

Terminaremos la seccidon con un resultado sencillo que nos facilitard algunas demostracio-
nes més adelante (en particular, nos permitird usar el Lema [5.2.3).

Observacion 3.2.13. U no tiene puntos aislados.

Demostracion. Si U tuviera algin punto aislado xg, tal que para algin ¢ > 0 tuviéramos
B.(x9) = {x0}, podriamos encajar el espacio métrico consistente de dos puntos a distancia
/2 entre si mandando uno de los puntos a z( y extendiendo ese encaje isométrico al otro
punto. Pero eso nos contradiria que z( fuera aislado. O

3.3. Compactos y Urysohn

Podemos extender la definicién de ultrahomogeneidad, u w-homogeneidad, a subconjuntos
compactos (no sélo finitos).

Definicion 3.3.1. Diremos que un espacio métrico, X, es compacto-homogéneo si toda
isometria ¢ : K1 — Ky entre dos subespacios compactos, K1, Ko C X, puede ser extendida
a una isometria global.

Siguiendo pasos muy similares a los de la construccién anterior del espacio de Urysohn y
aprovechando su ultrahomogeneidad se puede demostrar lo siguiente:

Proposicion 3.3.2. FEl espacio de Urysohn es compacto-homogéneo.
Como consecuencia, obtenemos la siguiente afirmacién:

Proposicion 3.3.3. Todo encaje isométrico de un espacio compacto en U es un g-encaje

(Definicion[1.4.9).
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3.4. Conjuntos de Unicidad

Una curiosidad geométrica del espacio de Urysohn es que toda isometria del espacio es
determinada completamente por su accién sobre cualquier esfera. A continuacién formali-
zaremos este fenémeno.

Definicién 3.4.1. Sea A C U. Diremos que es un conjunto de unicidad si para cua-
lesquiera dos puntos x,y € U, si

d(z,a) = d(y,a)

para todo punto a € A, entonces x = y.

Es claro que U es un conjunto de unicidad ya que d es métrica, y que cualquier supra-
conjunto de un conjunto de unicidad también es conjunto de unicidad. Menos claro es un
resultado originalmente descubierto por Mati Rubin:

Proposicién 3.4.2. (Rubin) Las esferas no vacias son conjuntos de unicidad.

Demostracion. Sea xg € U un punto arbitrario y r > 0 el radio de la esfera S(zg,r) con
centro en xy. Demostraremos que para cualquier par de puntos distintos, = # y, existe un
punto z € S(xg,r) tal que d(x,z) # d(y, z). Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que d(x,xz9) > d(y, zo)-

Dado € > 0 definimos la funcién g. : {zg,x,y} — R como

ge(xo) =71
ge(x) :==r +d(x, )
9:(y) == r+d(y,xo) — €.

Es fécil checar que si € es suficientemente chico —en particular, pidiendo que e < min {d(y, zo), d(x,y), 2r}
y, si d(z,z9) # d(y, o), que & < |d(x,x0) — d(y, zo)|—, entonces g. es de Katétov. Por lo
que si eligimos un € adecuado, existe un punto z € U tal que

d(z,z0) = ge(0) =7
d(Z, l‘) = ga(x) =r+ d(x,xo)
d(z7y) = ga(y) =r+ d(y,xo) —E.

La primera ecuacién nos dice que z € S(xg,7). En el caso en que d(z,z0) = d(y,zo)
tenemos que g.(z) # g-(y). Si d(x, x0) # d(y, x0), entonces, como ¢ < |d(z, zo) — d(y, zo)],
tenemos € # d(y, xo) —d(x, x0), y por lo tanto g.(x) # g-(y). En cualquier caso, se cumple
que d(z,x) # d(z,y), como se deseaba.

O
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Se siguen una serie de corolarios, el primero resulta evidente:
Corolario 3.4.3. Todo subconjunto de U con interior no vacio es un conjunto de unicidad.
Corolario 3.4.4. La unica isometria sobre U cuyo conjunto de puntos fijos tiene interior

no vacio es la identidad.

Demostracion. Sea f € Iso(U) una isometria cuyo conjunto de puntos fijos tiene interior
no vacio. Entonces dicho conjunto es conjunto de unicidad. Sea = € U cualquier punto.
Entonces para cualquier punto fijo z de f tenemos que

d(z,z) =d(f(z), f(2)) Ya que f es una isometria.
=d(f(x),2) Ya que z es un punto fijo.
Por lo que concluimos que = f(z). Como « es arbitrario, f es la identidad. O

Corolario 3.4.5. Si dos isometrias sobre U coinciden en un subconjunto con interior no
vacio, entonces son idénticas.

Demostracion. Sean f,g € Iso(U) tales que f(a) = g(a) para todo a € A, donde A C U
tiene interior no vacio. Sea € U un punto arbitrario. Entonces para todo a € A se tiene

Como int(A) # 0 y f es una isometria, entonces int(f(A4)) # (. Concluimos que, al ser
f(A) conjunto de unicidad, f(z) = g(z). Como z es arbitrario, f = g.

O



Capitulo 4

El Grupo de Isometrias de
Urysohn

Otro de los aspectos del espacio de Urysohn que lo vuelven atractivo como objeto de
estudio es su grupo de isometrias. Utilizando las herramientas de la construccién de
Katétov podemos demostrar que es un grupo topolégico universal entre los grupos segundo-
numerables. Esto es, que para cualquier grupo segundo-numerable G, existe un encaje
topolégico G — Iso(U) que también es un monomorfismo de grupos. Otro grupo universal
entre los grupos segundo-numerables es el grupo de homeomorfismos del cubo de Hilbert.
Mas adelante utilizaremos la amenizabilidad extrema de Iso(U) para demostrar que estos
dos espacios no son homeomorfos (Corolario . El hecho de que no exista un tni-
co grupo que sea universal entre los grupos segundo numerables ha motivado a algunos
matemdticos a llamarles grupos “versales” (por ejemplo, Melleray [16]). Seguiremos esta
convencion.

4.1. Construccién del Grupo

Como U es polaco, Iso(U) también lo es; en particular, Iso(U) es segundo-numerable.
Podemos utilizar la construccién de Katétov del espacio de Urysohn para demostrar la
“versalidad” de Iso(U) en la clase de grupos segundo-numerables. Recordemos que para
la construcciéon de U empezamos con cualquier espacio métrico separable, X, y construi-
mos una cadena de espacios construyendo las funciones de Katétov con soporte finito del
espacio anterior. En particular, podemos construir U empezando con cualquier grupo to-
poldgico segundo-numerable, G. Asi, si tenemos la sucesién de espacios en la construccion
de Urysohn:

47
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Xo=G
X1 = E(Xo,OJ)

Xnt1 = E(X,,w).
Entonces formamos una cadena de encajes isométricos:

Xo—= Xy | J X, = UL (4.1)
neN

Queremos construir una cadena similar:

G = X < Iso (X) = Tso (X1) < -+ = Iso | | J Xn | < Tso(U) (4.2)
neN

donde cada flecha representa un encaje topoldgico que también sea monomorfismo de
grupos. Asi, siguiendo la cadena, obtendriamos el encaje deseado de G en Iso(U).

Antes que nada, recordemos que todo grupo segundo-numerable admite una métrica com-
patible invariante por la izquierda (el famoso teorema de Birkhoff-Kakutani, cuya demos-
tracién se puede encontrar en [2, Teorema 3.3.12]). A menos que se especifique lo contrario,
ésta es la métrica que utilizaremos, denotada simplemente por d. Con esto, empecemos
por construir el primer paso en la cadena.

Proposicion 4.1.1. Si G es un grupo sequndo-numerable, existe un encaje ® : G —
Iso(G) que también es monomorfismo de grupos.

Demostracion. Para cada elemento g € G denotamos por L, a la traslacién izquierda por
g. Si definimos ®(g) := Ly, la invariancia izquierda de d nos da que L, es una isometria.
® es monomorfismo de grupos, pues si para todo g, h,z € G se cumple que

Lgn(z) = (gh)x = g(ha) = Ly (Lp(2)) .

Por lo que Lgp, = Lgo Ly. Ademads, si g € G es tal que Ly es la identidad en G, tendriamos
que g -z = x para todo € G. Por la unicidad de la identidad, g = e, confirmando que ¢
es monomorfismo de grupos.

Recordemos que el grupo de isometrias de un espacio separable es primero-numerable, por
lo que podemos usar sucesiones para checar que tanto ® como su inversa son continuas.
Si g, — g, para todo = € G tenemos que

Ly, () =gn-v—g-x=Ly(x)
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por la continuidad de la operacién de grupo. Es decir que ®(g,,) = L, converge puntual-
mente a ®(g) = Ly, por lo que ® es continua. Como d-1(g) = L, para toda g € G, el
mismo argumento demuestra que ®~! es continua. O

Recordando que las isometrias de X se extienden de manera tinica a isometrias de E(X,w)
(Observacién 3.1.9)), observamos que esa extension resulta ser continua:

Teorema 4.1.2. Sea X un espacio métrico separable. Entonces el morfismo de extension
Iso(X) — Iso (E(X,w)), dado por ¢ — @, es continuo.

Demostracion. Primero veremos que si S = {s1,$2,...,8,} es soporte de f € E(X,w),
entonces ¢(S) es soporte de @(f), lo que, de paso, establecerd que @ estd bien definida.
Por la definicién de soporte (3.1.6]), para todo punto z € X tenemos que

flz) = min {f(z:) +d(x, 2:)}-

Por lo que para todo x € X tenemos que

BN @) =1 (¢
= min {f(xi)+d(<p1(x),xi>}

1<i<n

= min {f(xl) +d (z, go(xz))} por ser ¢ isometria

= min {&(f) (¢(zi)) +d (xﬁp(ﬂm))} )

1<i<n

Concluimos que ¢(S) es soporte de @(f).

El morfismo de extensién en efecto es morfismo de grupos ya que para toda f € E(X,w)
y cualquier ¢, € Iso(X) tenemos que para todo z € X,

eoV(f)@) = £ ((pod) " x)

— (07 (v'@)

Esto es, @/19(]‘) =¢ (5(]”))7 por lo que m =Zod.

Ahora comprobemos que sea continuo. Tanto X como E(X,w) son separables, asi que
sus grupos de isometrias son primero-numerables y basta con demostrar continuidad se-
cuencial. Entonces sea ¢ € Iso(X) cualquier isometria y (¢,) € Iso(X)Y una sucesién que
converja a ¢ en Iso(X). Sea ¢ > 0 dado y sea f € E(X,w) cualquier funcién.
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Existe un soporte finito de f, S = {s1,82,...,8m} v la convergencia puntual de las iso-
metrias nos asegura la existencia de un natural N € N tal que

d (p(si),pn(si)) <e

para todo 1 <i <m y todo n > N. Ahora, por la observacién anterior, es claro que
An = pn (S)Up (9)

es soporte comin de @, (f) v @(f). Recordemos que si dos funciones de Katétov, f; y
f2, tienen un soporte comin, B, entonces su distancia (en F(X)) se puede calcular sélo
fijdndonos en el soporte:

d(fr, f2) = sup|f1(8) = f2(b)]

Con esto en mente, sea n > N y calculemos la distancia entre o, (f) y @(f). Sia € A, es
cualquier punto del soporte mutuo, hay dos casos que considerar.

El primer caso es si a € ¢, (S), que implicarfa que a = ¢, (x;) para algin i = 1,...,m.
Tenemos que

1Ba (£) (@) = 3(f) (a)] = \fm) —f (v (w(m)))]

<d (a:i, o1 (@n(xz))> Ya que f es de Katétov.
=d (90 (z:) 7<Pn(l'i)) Ya que ¢ es isometria.
< €.

El segundo caso, que a € ¢(5), se sigue andlogamente. De cualquier forma,
[Ga () (@) =3 () (@) <e

para cada a € A,,. Concluimos que, para todon > N,

d(en (). &(f)) = mix [, (f) (@) = & (f) (a)]

ac€A,
< e.

Por lo que por definicién @, (f) converge a @ (f). Como la f es arbitraria, tenemos que
P converge a @, como querfamos.

O

Con este tdltimo resultado y el siguiente lema tendremos la mayoria de la cadena en la
ecuacién [£.2]
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Lema 4.1.3. Sea Y un espacio métricoy X C 'Y un subconjunto separable tal que para toda
isometria ¢ € Iso(X) existe una isometria @ € Iso(Y) que la extiende. Si la asignacion
v : Iso(X) — Iso(Y) dada por v(¢) = $ es continua y un homomorfismo de grupos,
entonces resulta ser un encaje y un monomorfismo de grupos.

Demostracion. Primero veamos que es un monomorfismo. Sea ¢ € ker(y). Entonces su
extensién es la identidad en Y; eso es ¢ = 1y. En particular, para todo z € X, tenemos
que

o) =¢(r) =1y(z) ==
por lo que ¢ = 1x. Asi que v es monomorfismo.

Para ver que es encaje topolédgico, denotemos por H := (Iso(X )) a su imagen. Tenemos
que demostrar que la inversa es continua. Como Iso(X) es primero-numerable podemos
usar continuidad secuencial, asi que si ¢ € H es una sucesién de isometrias que convergen
a @ € H tenemos que demostrar que ¢,, — ¢. Esto es que para todo z € X, v, (z) = ¢(x).
Como son extensiones tenemos que, por hipotesis,

on(z) = Pn(z) = P(z) = P(2)
como queriamos. O

Como consecuencia podemos afirmar que cada uno de los eslabones en la cadena, salvo
los tdltimos dos, son encajes topoldgicos y monomorfismos de grupos. Empezaremos por
construir el dltimo eslaboén.

Recordemos que para toda isometria ¢ de un espacio métrico X existe una tinica isometria
@ sobre la complecién de X, denotada X, que extiende a . Resulta que esta asignacién
es continua y un monomorfismo de grupos.

Proposicién 4.1.4. La asignacion A : Iso(X) — Iso(X) dada por A(p) = @ es un

monomorfismo de grupos continuo.

Demostracion. Que A es inyectiva se sigue de la continuidad de las isometrias, por lo que
basta checar continuidad en conjuntos subbésicos. Asi, sea ¢ € Iso(X) y tomemos una
vecindad subbésica M (z,U) de A(p) = @. Es decir, z es un punto en la complecién X, y
U C X es un conjunto abierto tal que @(z) € U. Queremos encontrar una vecindad de ¢
en Iso(X) cuya imagen bajo A sea subconjunto de M (x,U).

Existe un € > 0 tal que B. ($(z)) C U. Elegimos un punto z € X tal que
d(z,z) <e/3.

Entonces, al ser ¢ extensién de ¢ obtenemos una vecindad de :
peM (z,BE/g (go(z))) C Iso(X).

Afirmamos que ésta serd la vecindad buscada.
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Sea 1p € M (z, B3 (cp(z))) Entonces,

4 (9(2),8(0)) < d (9(@), (2)) +d (4(2), 3(2)) +d (F(2), 8(@)
= d(@,2) + d (¥(2), p(2) + d(z,0)
<e/3+¢/3+¢/3.

Por lo que concluimos que A(¢) = Ve M(z,U) y que A en efecto es continua.

Por dltimo, como para todo x € X y todo par de isometrias o, € Iso(X) se cumple que

— ~

po(x) = po(x), la unicidad de la extensién nos permite concluir que p o) = $op,
por lo que A es un homomorfismo de grupos. O

Para demostrar el pentltimo eslabén —que es el tinico que nos falta— en la cadena
recordemos la definicién de los X,,, y denotemos a su unién por

X, = UXn

neN

Denotaremos a los encajes del Teorema por

Y 1180 (Xp—1) = Iso (X,,),

entonces esta familia de encajes nos induce una funcién

Yo 1 Iso (G) — Iso (X,,)

definida por
Yo (¢) (7) = pn(x)

donde n es suficientemente grande para que x € X,,, y ¢, es definida como

On = Yn O Yn-1°---01(p).

Como cada 7, es continua y homomorfismo de grupos, la asignacién ¢ +— ¢,, resulta ser
continua y homomorfismo de grupos, por lo que ., hereda la continuidad y es homomor-
fismo de grupos. El Lema[£.1.3] implica que 7, es un encaje y un monomorfismo de grupos,
lo cual completa la cadena [£.2] Finalmente podemos afirmar el teorema central de esta
seccidn:

Teorema 4.1.5. Iso(U) es un grupo versal en la clase de los grupos sequndo-numerables.
Concluiremos la seccién con un comentario sobre la topologia de Iso(U) y un lema técni-
co.

Utilizando un teorema de Toruniczyk y Dobrowolski, Melleray ([I7]) demostré el siguiente
resultado:
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Teorema 4.1.6. Iso(U) es homeomorfo a {.

Por lo que observamos que la topologia de Iso(U) estd bien entendida. De hecho, dado el
resultado de Uspenskij en [23], tenemos que U y Iso(U), al ambos ser homeomorfos a £o,
son homeomorfos entre si (lo que quizd no sea muy sorprendente dada la similitud entre
las construccién en ambos espacios). En particular podemos afirmar lo siguiente:

Corolario 4.1.7. Iso(U) no tiene puntos aislados.

Este tltimo resultado nos permitird utilizar el Lema [5.2.3] mds adelante. Concluimos la
seccién con el siguiente resultado técnico:

Lema 4.1.8. Toda accion fiel de un grupo numerable G que actia sobre U por isometrias
es libre sobre un subconjunto denso (y Gs) de puntos en U.

Demostracion. Sea G = {g1, g2, g3, - . - } una enumeracién del grupo, con g; = e. Para cada
n € N definimos F,, := {« € U| g, - * = z}, los puntos fijos de g,. Recordando que la
Unica isometria cuyos puntos fijos tienen interior no vacio es la identidad (Corolario ,
tenemos que int(F,) = @) para todo n > 2, pues la accién por isometrias es fiel. Ademds,
es claro que cada FE,, es cerrado.

Definimos el subconjunto

Entonces A es Gs. Nétese que cada ES es denso, pues como int(E,) = 0, entonces U\E,, =
int(E,)¢ = U. Como U es un espacio métrico completo, el Teorema de Baire nos dice que
A también es denso. Mds ain, G actua libremente sobre A ya que si g,a = a para algin
a€ Ay g, € G, tendriamos que a € E, N A. Por construccidn, la tinica posibilidad es que
n = 1; eso es, que g, = e. O
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Iso(U) como Grupo de Lévy
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Capitulo 5

Iso(U) es un Grupo de Lévy

Antes de demostrar que Iso(U) es un grupo de Lévy necesitamos una serie de lemas técni-
cos. La mayorfa de éstos fueron sacados de [20].

5.1. Lemario de Seudométricas en Grupos

Lema 5.1.1. Sea G un grupo con una seudométrica d invariante por la izquierda. Sea
V C G un subconjunto finito que genere a G y que contenga la identidad. Entonces existe
una seudométrica p que cumple lo siguiente:

a) Es mdzima entre todas las seudométricas invariantes por la izquierda en G cuya res-
triccion a V' estd superiormente acotada por d; es decir, si p es una seudométrica
invariante por la izquierda tal que p(u,v) < d(u,v) para todo u,v € V, entonces para
todo g,h € G tenemos que p(g,h) < p(g,h).

b) Coincide con d en V.

Si ademds la restriccion de d a V' es métrica, entonces

¢) p es una métrica sobre todo G.

d) Para todo € > 0 existe un nimero natural N tal que Oy (x) > N para cualquier elemento

x € G implica que p(e,x) > ¢.

Demostracién. Construimos la grafica de Cayley I' := (G, V=1V, que es la grifica cuyos
vértices son elementos de Gy cuyas aristas son parejas (x,y) € G' x G tales que v~ 1y €
V~1V. En otras palabras, dos vértices son adyacentes si existe un elemento de V'V
que al multiplicarlo por el elemento correspondiente a uno de los vértices nos da el otro.
Ademsds, a cada arista (x,y) le asignaremos un peso con valor

d(x_ly? e) = d(.ﬂ?, y)

o7
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Si p es la seudométrica de trayectorias en I', también funciona como seudométrica so-
bre G: simplemente ignoramos la estructura de gréafica en I'. Nétese que p es invarian-
te por la izquierda, ya que dados x,y,z € G podemos observar que hay una biyeccion
entre las trayectorias de = a y y las trayectorias de zx a zy: si hay una trayectoria
T = ap,a1,a9,...,an—1,a, = y de x a y (esto implica que ai_lazurl € V-V para ca-
dai=0,1,...,n—1), entonces zx = zag, za1, 2as, . .., 24,1, 24, = 2y €s una trayectoria
de zx a zy; por otro lado, si zx = by, b1, ..., b, = 2y es una trayectoria de zx a zy, enton-
ces £ = 2z by, 27 by,..., 27 ', =y es una trayectoria de x a y. Asi que toda trayectoria
de zx a zy se puede ver como la traslacién por z de una trayectoria de = a y, y como
consecuencia

|
—

n

p(zz, zy) < d(za;, za;+1) por definicién de p
i=0
n—1
= d(a;,a;+1) por la invariancia izquierda de d.
i=0

Tomando el infimo sobre toda las trayectorias de = a y obtenemos que
oz, 2) < pla,y).

Un argumento anédlogo nos da la otra desigualdad, por lo que concluimos que
p(zz, zy) = p(z,y)

y como z es arbitrario, obtenemos la invariancia izquierda de p.

Ahora, si restringimos p a V vemos que estd acotada superiormente por d, pues si u,v € V
son dos elementos en V, entonces u ‘v € V'V, por lo que estdn conectados por una
arista y por definicién de p tenemos la desigualdad

p(u,v) < d(u,v).
Sea n cualquier otra seudométrica invariante por la izquierda sobre G cuya restriccion a V'

esté acotada superiormente por d. Si a,b € G son dos vértices adyacentes, entonces existen
elementos u,v € V tales que a~'b = u~'v. Por lo que

1(a,b) = n(a”"b,e)
— j(wo,e)
= n(u,v)
< d(u,v)
=d(u'v,e)
=d(a""b,e)
= d(a,b).
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Consecuentemente, para cualquier trayectoria x = ag, aq,...,a, = y entre dos elementos
x,y € G tenemos que

1

3
|

n(z,y) < n(ai, ait1) por la desigualdad del tridngulo
i=0
n—1
< d(a;,ai11) por la observacién anterior.
=0

Si tomamos el {nfimo sobre todas las trayectorias podemos concluir que n(x,y) < p(z,y) y
que p es maxima entre todas la seudométricas invariantes por la izquierda cuya restriccién
a V estd acotada superiormente por d, lo que cumple el inciso a). En particular, p > d y
coinciden en V', asi que se cumple el inciso b).

Observemos que si ademads la restriccion de d a V' es métrica, entonces todos los pesos en
las aristas entre vértices distintos en I' son estrictamente positivos, lo que resultaria en p
siendo métrica y nos darfa el inciso c).

Para el dltimo inciso, sea € > 0 dado. Notando que

§ := min{d(u,v) |lu#v eV} >0

es el peso minimo de cualquier arista, tenemos que para cualquier z € G la definicién de
p nos permite concluir que

ol e)

by -1y (z)

>4

)
Por lo que si la V-longitud de = es suficientemente grande, obtenemos la desigualdad
deseada: p(z,e) > e. O

El siguiente lema es similar al que acabamos de demostrar sélo que no le pediremos nada
a V (no tendrd que ser conjunto generador) pero le pediremos a d que esté acotada por
1.

Lema 5.1.2. Sea G un grupo con una seudométrica d invariante por la izquierda y acotada
por 1, y sea V un subconjunto finito de G. Entonces existe una seudométrica p que cumple
lo siguiente:

a) Es mdzima entre todas las seudométricas invariantes por la izquierda en G acotadas
por 1 y cuya restriccion a 'V estd superiormente acotada por d.

b) Coincide con d sobre V.
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Si ademds la restriccion de d a V' es métrica, entonces

¢) p es métrica en todo G.

Demostracion. Sea ¥ el conjunto de seudométricas sobre G invariantes por la izquierda,
acotadas por 1, y cuyas restricciones a V son acotadas superiormente por d. Definimos
entonces a p como

p(x,y) = supn(x,y).
new

Queda claro que p € U es el elemento méximo y que su restricciéon a V' coincide con d, por
lo que se cumplen los incisos a) y b).

Si ahora suponemos que la restriccién de d a V' es métrica, definimos a 1 como la métrica
discreta en G que toma valores {0,¢}, donde ¢ := min{d(u,v) | u # v € V} > 0 es
definido como en el lema anterior (y es positivo por ser d |y métrica). Como claramente
7) es invariante por la izquierda, podemos aplicar el lema anterior (Lema tomando
como grupo a (V), subconjunto a VUV ~1 U {e}, y métrica a n para obtener una métrica
n1 sobre (V) de tal forma que las restricciones a VUV~ U {e} de n y ;1 coinciden.

Definimos otra seudométrica & sobre G como

(i) sieyev)
) {1 siz™ly ¢ (V).

Como, por la eleccién de 4, la restriccion de 7; a V' estd superiormente acotada por d,
tenemos que £ € ¥ y por tanto & < p. Esto implica que si z,y € G son dos elementos
para los que p(z,y) = 0, entonces &(x,y) = 0, por lo que x~ty € (V) y m1(z,y) = 0. Pero
esto s6lo pasa si & = y, pues 71 es métrica sobre (V). Concluimos que p en efecto es una
métrica, como deseabamos. O

Lema 5.1.3. Sea G un grupo, H un subgrupo normal, y p una seudométrica invariante
por la izquierda. Entonces la funcién p dada por

o(xH , yH) := {Inf
p(xH,yH) hhl,gEHp(xhhyhﬁ

= finf hyx, h
hl,lhrier( 12, hay)

= jnof p(hz,y)

es una seudométrica invariante por la izquierda sobre G/H. Ademds, es la seudométrica
mdzima tal que la proyeccion candnica G — G/H es 1-Lipschitz.

Demostracion. Lo primero es comprobar que las igualdades escritas realmente sean vali-
das. Como H es normal, tenemos que para cualquier elemento z € G, xHz~ ' = H y como
para cualquier by € H se da la igualdad xh; = (zhix~!)z, entonces obtenemos la igualdad



5.1. LEMARIO DE SEUDOMETRICAS EN GRUPOS 61

conjuntista *H = (xHz~ ')z = Hx, y por ende se da la primera igualdad. Ademés, por la
invariancia izquierda de p, tenemos que

p(hiz, hay) = p(hy " hiz,y)

y como H™'H = H como conjuntos, obtenemos la segunda igualdad.

Falta checar que sea seudométrica invariante por la izquierda. La invariancia izquierda
claramente la hereda de p, al igual que la simetria. Si xH = yH, claramente p(eH,yH) = 0
pues podemos tomar h = 'y en la tltima igualdad. Sélo falta demostrar que cumple la
desigualdad del tridngulo: para todo b’/ € H y todo z,y, 2 € G tenemos

p(zH,yH) = inf p(hz,y)

’ ! /

Juf (p(h, h'z) + p(h'z,y))
’ i /
Juf (p(ha, 1'2)) + p(h'z,y)

= fof (p ((h'>—1hx,z)) +p(h'z,y)

heH
= p(zH,zH) + p(h'z,y).

IN

Como la desigualdad se vale para cualquier A’ € H, obtenemos la desigualdad deseada al
tomar el infimo sobre h'.

Falta ver la maximalidad. Sea d cualquier seudométrca sobre G/H tal que la proyeccién
G — G/H sea 1-Lipschitz. Entonces para cualesquiera z,y € G y hy,hy € H tenemos

d(zH,yH) < p(zhy, yhs).

Si tomamos el infimo sobre hy y hs, obtenemos que
d(zH,yH) < p(zH,yH).
O

Lema 5.1.4. Sea G un grupo residualmente finito con una seudométrica d invariante por
la izquierda y acotada por 1. Sea V' C G un subconjunto finito tal que la restriccion de d a
V' sea métrica. Sea p la métrica mdzima asequrada por el Lema[5.1.4 Entonces existe un
subgrupo normal H < G con indice finito tal que la restriccion de la proyeccion G — G/H
a 'V es un encaje isomélrico con respecto a las métricas p y p (veremos que p en efecto
resulta ser métrica).

Demostracion. Como antes, sea d > 0 la distancia minima entre elementos distintos de V'
y sea N un entero par que satisfaga la desigualdad (N —2)d > 1. Si S C G es el conjunto
de elementos en G con V-longitud menor o igual a N, S resulta ser un subconjunto finito.
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Como G es residualmente finito, la Ultima caracterizacién en la Proposicién [1.3.2] nos
asegura la existencia de un subgrupo normal H < G de indice finito tal que SN H = {e}.

Veremos ahora que el infimo en la definicién de p para elementos de V se alcanza en la
identidad. Es decir, veremos que para cualquier par de elementos u,v € V se cumple que
p(uH,vH) = p(u,v).

Tomemos, entonces, cualquier elemento h € H distinto del neutro. Hay dos casos que
analizar. El primer caso es cuando v~ 'hu ¢ (V). Recordando la seudométrica & definida
en el Lema tenemos que &(hu,v) = 1. Como p > £ por la maximalidad de p, tenemos
que p(hu,v) = 1.

El segundo caso es cuando v~ 'hu € (V). En este caso, por la eleccién de H, se tiene que
ly(v=thu) > N — 2. Consecuentemente,

plhu,v) > 6 (N =2) > 1

por la elecciéon de N.

En cualquier caso, para todo u,v € V' y todo h € H\ {e}, tenemos que p(hu,v) = 1. Como
p < 1, eso implica que para todo u,v € V se cumple que

p(uH,vH) = p(u,v).

Dicho de otra forma, la restriccién a V' de la proyeccién 7 : G — G/H preserva distancias.
Notese que todavia no podemos asegurar que es encaje isométrico pues falta confirmar
que p es métrica.

Afirmamos que p es la mdxima seudométrica invariante por la izquierda en G/H, acotada
por 1,y tal que 7 |y V' — G/ H preserva distancias. Si n) fuera cualquier otra seudométrica
asi, entonces 1o 7 seria una seudométrica invariante por la izquierda sobre GG acotada por
1 y cuya restricciéon a V' coincide con d. La maximalidad de p entonces nos asegura que
nomw < p. Asi que para cualesquiera z,y € G y h1,hy € H tenemos que

n(xH,yH) = non(xhi,yhs)
< p(xhy,yhs).

De esta manera, si tomamos el infimo sobre h; y ho obtenemos n(zH,yH) < p(eH,yH),
lo que nos asegura la maximalidad de p.

Por ultimo, falta checar que p es métrica. Si aplicamos el Lema al grupo G/H con
la seudométrica p y subconjunto 7(V'), obtenemos la seudométrica maximal p entre todas
las seudométricas invariantes por la izquierda, acotadas por 1, y cuya restriccién a w (V)
coincide con p. Como 7 |y: V — G/H preserva distancias cuando equipamos a G/H con
p, y como d |y es métrica por hipdtesis, entonces p |y resulta ser métrica. El mismo
Lema nos asegura que entonces p es métrica. Pero la maximalidad de p implica que
p = p, por lo que p en efecto resulta ser métrica. O
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5.2. Iso(U) es un Grupo de Lévy

Para demostrar que Iso(U) es un grupo de Lévy necesitaremos el siguiente lema para
construir los subgrupos en la familia de Lévy que aproxima a Iso(U).

Lema 5.2.1. Sea X C U un subconjunto finito y G un grupo finito que actia libremente
por isometrias sobre X, y sean f € Iso(U) y € > 0 dados. Entonces existe un grupo finito

C?', un elemento f € G, y un espacio métrico finito Y tales que:
a) G contiene una copia isomorfa de G como subgrupo
b)) XCYCU

c) G actia libremente por isometrias sobre Y extendiendo la accion de G sobre X, tal que
para todo elemento x € X se cumple que

d(fz, fz) < e.

Demostracidn. Podemos asumir que f(X)NX = (), pues si no reemplazamos a f por otra
isometria f’ que si cumpla esto y tal que d(fz, f'x) < . Veremos que f coincidir en
X con f’, por lo que se mantendra la desigualdad deseada. También renormalizaremos la
distancia en U para que el didmetro de X U f(X) sea menor que 1.

Como X es finito, en particular es compacto. De la Proposicién [3.3.3]se sigue que la accién
de G sobre X puede extenderse a una accién sobre todo U.

Elegimos un punto £ € U que esté a distancia uno de todo z € X U f(X); es decir,
d(&,z) = 1. Dicho punto existe porque podemos construir el espacio X U f(X) con la
distancia heredada de U y le agregamos un punto & que esté a distancia uno de todos
los demés puntos. Al ser un espacio métrico finito, utilizando la propiedad de extensién
de U lo podemos se encajar isométricamente en U de tal forma que los puntos X U f(X)
coincidan con su posicién original.

Sea © := X/G el conjunto de G-6rbitas de X. Para cada 6rbita 8 € O elegimos un punto
representante xg € 6 y una isometria fy € Iso(U) tal que

Jo(§) = xp.

Sean = |O|y sea F), el grupo libre de n generadores. Para facilitar notacién, denotaremos a
cada uno de esos generadores como fy, con los indices recorriendo ©. También denotaremos
por f al generador del grupo Z y construimos el grupo

F=7ZxGxF,.

Al ser F un producto libre de grupos residualmente finitos, la Proposicién[I.3:3|nos asegura
que F' es residualmente finito. Definiendo la accién de los generadores de F' sobre U me-
diante la identificacién natural sugerida por la notacién —o sea, f-x := f(x), fo-x = fo(x),
y g -z = gz dada por la acciéon de G sobre U—, podemos extenderla a una accién de todo
F sobre U.
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Tomemos el siguiente subconjunto finito de F:

Vi={gofolgeG,0eOtU{fogofo|lgeG,HebO}

Definimos la siguiente seudométrica:
de(g,h) = min {1, d (4(€), h(€)) }.

Noétese que es invariante por la izquierda bajo la accién de F' (pues F' actiia por isometrias
sobre U) y estd acotada por 1.

Observacién 5.2.2. El conjunto V' equipado con la seudométrica de es un espacio métrico.

Para ver esto basta checar que si la distancia entre dos elementos de V' es 0 entonces deben
ser iguales. Tomemos el caso en el que ambos elementos fueran de la primera forma; eso
es, sean g o fg, ho fy € V tales que

de (gofg,hof¢) =0.

Por la definicién de d¢, esto implica que

d (g0 fa(€),ho f4(€)) =0
= go fo(§) =ho f3(§)
= g(zg) = h(zy)
—> xg = (97" o h)(xg).

Esto nos dice que zp esta en la G-6rbita de 4. Como sélo elegimos un representante por
érbita, esto sélo puede pasar si § = ¢, y por ende fo = fy. Entonces, regresando a la
ecuacién anterior, tenemos que

(gil o h)(l’g) = Ty.

Pero eso nos dice que x4 es punto fijo de g~' o h € G. Como G acttia libremente sobre X,

esto implica que g~! o h es la identidad, o que g = h. Concluimos que go fg = ho f,.

Si tenemos dos elementos de la forma fogo fo y foho f, cuya de-distancia es nula,
obtenemos

fogofol€) = fohofs(S).

Al multiplicar ambos lados por la inversa de f regresamos al caso anterior y podemos
volver a concluir la igualdad de ambos términos.

El dltimo caso serfa si obtuviéramos que
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de(fogo fo,hofy)=0
= fogo fo(&) = ho fs(§).

Pero nétese que el lado derecho es un elemento en la G-érbita de z4; en particular, es un
elemento en X. Sin embargo, el lado izquierdo es un elemento en f(X) y dado que estos
conjuntos son disjuntos por suposicién inicial, este caso no puede ocurrir.

Concluimos que en todos los casos si la d¢-distancia entre dos elementos de V' es 0 entonces
los elementos son iguales. Por consiguiente (V, d¢) es un espacio métrico.

Concluida la observacién, analicemos la evaluacién en &:

ev: F — XU f(X).

Veamos que restringida a V' es una isometria:

ev |y V = X U f(X).

Es facil checar que, précticamente por definicién de d¢ y el hecho de que el didmetro
de X U f(X) es menor que 1, la evaluacién preserva distancias. Ademds es una funcién
suprayectiva: para cualquier punto x € X, como las érbitas forman una particiéon de X,
existe una érbita 6 € © tal que = € 0. Esto significa que existe un elemento g € G tal que
x = gxg, por lo que ev(g o fy) = x. Para un punto en f(X) la misma légica nos da que

ev(fogo fo) = f(x).

Ahora, tomemos el conjunto

Vii={gofy|geG,0ec0},

si dejamos que G actie sobre Vi mediante composicién por la izquerda, entonces

ev |V1: Vi—X

es un isomorfismo de G-espacios. Durante el transcurso de esta demostracién ya se vio
que ev |y es inyectiva, asi que la restriccién a V; también lo es. También vimos que es
suprayectiva, por lo que sélo falta ver que conmute con la accién de G. Pero esto es sencillo,
pues para cualquier h € G, tenemos que

ev (h(g o fg)) =ev(hogo fy) =(hogo fy)(&)=h (ev(g o fg)) .

Como d¢ |y es una métrica, se cumplen las condiciones del Lema y por consiguiente
existe una métrica p sobre F' invariante por la izquierda, acotada por 1, y cuya restriccion
a V coincide con d¢. Dado que F' es el producto libre de tres grupos residualmente finitos,
F también es residualmente finito (Lema . Asi que se cumplen las condiciones del
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Lema y consecuentemente existe un subgrupo normal H < F' de indice finito y una
métrica p sobre F//H tal que la restriccién a V' de la proyeccién canénica

w|y:V - F/H

es un encaje isométrico. Ademds podemos elegir a H de tal forma que H N G = {e}, con
lo que 7 |¢ resulta ser un monomorfismo.

Definimos al grupo G := F/H y notamos que actia sobre s{ mismo bajo traslaciones
izquierdas. La invariancia izquierda de p nos permite ver a esta acciéon como una accién
libre por isometrias sobre el espacio métrico Y := (F/H, p).

La composicién
To (ev |V)_1 XUSfX)—=Y

es un encaje isométrico ya que ev |y: V — X U f(X) es una isometria, y por tanto su
inversa también. Al componerla con la funcién 7 |y, que también preserva distancias, nos
da un encaje isométrico.

Ahora, si definimos a fcomo la clase de f en F//H, es claro que f |x= f |x, identificando
cada z € X y f(z) con su imagen en Y = F/H bajo el encaje anterior.

Concluimos que 7 |g: G — G es un monomorfismo, con lo que G < G y ademas X se
encaja en Y como G-espacio. Como ademds X U f(X) se encaja en Y, y Y en turno se
encaja en U, el encaje X U f(X) — Y puede verse como un g-encaje. O

Armados con este resultado y la serie de lemas técnicos anteriores ya casi estamos listos
para demostrar nuestro resultado principal. Demostraremos un teorema de Vershik que,
ademas de ser 1til, contiene en su demostracién las técnicas y la estructura que utilizaremos
para demostrar que Iso(U) es un grupo de Lévy. Durante la demostracién recurriremos al
siguiente lema:

Lema 5.2.3. Sea X un espacio topoldgico Ty y sea D un subconjunto denso en X. En-
tonces X no tiene puntos aislados si y solo si para cualquier subconjunto finito F C D se
tiene que D\ F sigue siendo denso.

Teorema 5.2.4. Iso(U) contiene un subgrupo numerable localmente finito y denso.

Demostracion. Construiremos el subgrupo buscado recursivamente. Como Iso(U) es se-
gundo numerable, tomemos un subconjunto F = {f; | ¢ € N} denso y numerable en
Iso(U). Sea x; € U un punto arbitrario fijo.

Como paso inicial definimos a Gy como el grupo trivial, Xy := {21}, y dejamos que Gg
actie por isometrias sobre U de la manera evidente. Notemos que la restriccién de dicha
accién a la Gp-6rbita de X es libre.

Supongamos que para un n € N hemos elegido un grupo finito G,,, una accién por iso-
metrias o, de G,, sobre U, y una coleccién de puntos X,, = {1, x2,3,...,xan } tales que
la restriccion de la accién o, a la G,-6rbita de X, es trivialmente libre.
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Utilizamos el Lema para elegir un grupo finito G,41 que contiene a (una copia
isomorfa de) G, un elemento }’; € Gp+1, y una accién por isometrias 0,1 de Gy 41 sobre
U tal que

ont1(9)z; = on(g);

para todo g € G,,, y todo z; € X,,. Nétese que si definimos zani; 1= op41(fn)z; para
cadaj=1,2,3,..., 2", tenemos que dichos puntos son distintos de cualquier x; con i < 2"
(pues recordemos que f,, (X,,) N X,, = 0). Definimos X,, 41 := {x1,...,xon+1}. Entonces la
restriccién de 0,41 a la G, 41-6rbita de X, 11 es una accién libre y ademas

d (fula), Fala)) <27

Asi concluimos la recursién. Ahora veremos que el conjunto X := {xz; | i« € N} es denso
en U. Primero observemos que para cualquier n € N fijo, el conjunto {f;(z,) | ¢ > n} es
denso en U. Para esto, sea y € U cualquier punto y € > 0. Recordando que F' es denso en
Iso(U) con la topologia punto-abierta, por el Lema y el Corolario tenemos que
el conjunto {f; € F | i > n} también lo es, por lo que existe f € F con k > n tal que
fx € M (2, B-(y)); equivalentemente, fx(z,) € B:(y). Como el conjunto {filzn) | i>n}
estd a distancia menor que 27" de {f;(z,) | i > n}, tenemos que Uzozo{ﬁ(xn) |i>n}es
denso en U. Como X contiene a este iltimo conjunto, X es denso.

Por la Proposicién el grupo G := |J;—, Gy, resulta localmente finito. Ademds, por
la compatibilidad entre las acciones o, G actia sobre X de manera natural:

g Ti= Jn(g)mi

donde n es cualquier natural suficientemente grande (en particular, que 2" > i y que
g € G, para que la accién esté definida). Mds atn, cada g € G actiia como un encaje
isométrico X — U. En efecto, dados z;,z; € X, si n € N es tal que 2" > méax{i,j} y
g € G, tenemos que

d (gmi7ng) =d (on(g)xi, Un(g)%')
= d(xi,xj)

pues o,(g) es isometria. Asi, al ser X denso, existe una tnica isometria que extiende la
accién de g sobre X a todo U. Ademads, para cualesquiera dos elementos g, h € G tenemos
que
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para n suficientemente grande. Por lo que podemos concluir que G actia por isometrias
sobre U.

Por 1ltimo demostraremos que G es denso. Basta considerar vecindades de la forma

{f €Tso(U) | d (f(x:1),glas)) <ei=1,2,...,n} = (| M (mi,BE (g(xi)))
i=1

donde x; € X, g € Iso(U), n € N, y ¢ > 0.

Como cualquier cola de F' (o sea, F salvo los primeros n términos, para cualquier n € N)

es densa (Lema y Corolario |4.1.7)), existe f,,, € F' con m suficientemente grande para
que n < 2m~1ty 27™ < £/2 tal que

d (). 9(a)) < 5
para todo i = 1,2,...,n. Ademads, por la eleccién de m se cumple que
A (frn(@)s fn(w)) <277 < 2
para todo i = 1,2,...,n. Por la desigualdad del tridangulo concluimos que
A (Fulw)g(@) <=
para todo i =1,2,...,n. Recordando que }'Tn € G,, < G, obtenemos un elemento de G en

la vecindad bésica dada.

O

Antes de proseguir al resultado principal de este trabajo necesitamos un ultimo resultado
auxiliar. Tomemos un espacio métrico finito (X, d), y un conjunto finito, Z. Entonces al
espacio de funciones XZ le proporcionamos la medida de conteo normalizada y la métrica
de Hamming normalizada:

mmwﬂgzammw

z€Z

para todo f,g € X?. Sea n = |Z| y denotemos por a al didmetro de X. Entonces, con la
métrica dy de arriba, tenemos que cada factor de X en el espacio X" tiene didmetro a/n,
pues cualquier funcién punto en un factor de X representa una funciéon que es constante
en todas las coordenadas salvo una. Por lo que, para cualesquiera dos funciones, f y g, la
distancia d; entre ellas sélo depende de una coordenada (ya que en todas las demds f y ¢
valen lo mismo). Asi, si Xy := {@1} x {za} x -+ x {&wp_1} X X x {xp1} x -+ x {zy} es
el k-ésimo factor de X™, tenemos que
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didm (Xj) = fsul))( % Z d(f(i),9(1))
JEXE 1Y g

1
=— maé}){(d(x,y) pues f(i) = g(i) para todo i # k
@y

n
a
n

Sustituyendo este resultado en el Ejemplo obtenemos que la funcién de concentracion
para X" satisface la siguiente desigualdad:

axn (g) < 2e7ne /807, (5.1)

Ademsds, nétese que con esta métrica podemos encajar X en X" de forma isométrica
mandando cada punto a la funcién constante correspondiente. Si adema&s tenemos un
grupo finito G que actia sobre X por isometrias, la accién se extiende naturalmente a una
accién por isometrias de G™ sobre X™. Mds aun, si la accién de G es libre, también lo es
la de G™. Con esto en mente, el momento que todos hemos estado esperando:

Teorema 5.2.5. El grupo de isometrias de Urysohn es un grupo de Lévy. Mds aun, los
grupos en la familia de Lévy correspondiente pueden ser elegidos de tal forma que sean
finitos.

Demostracion. Como ya habiamos dicho la estructura de la demostracién serd similar a la
del teorema de Vershik Teorerna . Construiremos la familia de Lévy recursivamente.
Empezaremos por deﬁnlr Gy = {e} al grupo trivial y X; := {x1}, donde z; € U es un
punto arbitrario fijo.

Para n € N asumamos que tenemos un grupo finito G,,, una accién o,, de G,, sobre U por
isometrias, y un subconjunto finito X,, C U que es G,-invariante. Supongamos, ademas,
que la accién o, restringida a X,, es libre.

Para el paso recursivo, sea a, el didmetro de X,,. Entonces elegimos un ntimero m,, € N
tal que
My > 8ain.

Por la discusién anterior al teorema presente sabemos que si a X,, := X' le damos la
métrica de Hamming normalizada entonces existe un encaje isométrico X,, — X, el cual
podemos extender a un encaje isométrico X, — U gracias a la ultrahomogeneidad de U.

Ademds, el grupo Gn = G actia libremente sobre X, por isometrl'as. Recordando que
todo encaje de un compacto en U es un g-encaje (Proposwlon [[.4.2)), existe una accién
global o, de G, sobre U que extiende a la accién de G, sobre X

Construiremos G,+1 y 0,41 como en la demostracién anterior, sélo que empezando con G,
y Xn en lugar de Gy, y {z1,22,...,z2n }. Es decir, utilizamos el Lema para obtener
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un grupo finito G, 11 que contiene una copia isomorfa de G,,, un elemento f, € G,41, y
una accion por isometrias 0,41 de G,,+1 sobre U tales que:

a) on(9)z = ony1(g)z para todo g € G, y todo z € X,,
b) Ju (%) N X0 =0
¢) dy (fn(x),};(x)) < 27" para todo z € X,

d) La restriccién de 05,41 a Xp+1 := Gpy1 - X, es una accién libre.

Asi se cumple el paso recursivo, pues obtuvimos un grupo finito G,4+1 que actiia por
isometrias sobre U y actta libremente sobre un conjunto G, 1-invariante finito X, 1.

Como en el teorema anterior, definimos

Por el mismo argumento que en el Teorema tenemos que G es denso y localmente
finito. Falta demostrar que la sucesién (G,,) forma una familia de Lévy con respecto a la
estructura uniforme de Iso(U).

A cada grupo Gn = G le daremos la métrica de Hamming heredada de la métrica
discreta en G,. Asi, sea V; la e-vecindad de la identidad en G,,. Entonces para todo punto
g € Ve y todo x € X,, = X' se tiene que

di(g-z,z) <e-ay

donde a,, es el didmetro de X,,. Esto se ve claramente sie > 1. Si (k—1)/m,, < e < k/m,
para alguna k < m,,, esto implica que g difiere de la identidad en a lo mas k—1 coordenadas.
Por lo que = y ¢ - = difieren a lo méds en k — 1 coordenadas. Como en cada una de
esas coordenadas no pueden diferir mas que el didmetro de X, obtenemos la desigualdad
anterior. Por lo que si g € V,/,,, tendriamos que para todo r € X,

dy(g-z,) <e.

Tomamos una vecindad bésica de la identidad en Iso(U):

r

Ve, ..., e] = ﬂ M (z;, Be (2;)) .
i=1

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que los z; son puntos en UZO:1 X, ya que este
iltimo conjunto es denso en U. En particular, existe k& € N suficientemente grande como
para que 71, ...,7, € X, ya que los X}, forman una cadena por inclusién. Denotemos por
ln a la medida de Haar del grupo G,,. Entonces, para toda n > k, si A,, C G, ocupa al
menos la mitad del espacio (es decir, si p, (4,) > 1/2), obtenemos que
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Hn (‘/E/an ! A'IL) Z 1-— 267'"7’71.52/8(13"

al aplicar la ecuacién Como V4, - An C V]z1,...,2r5¢] - Ay, se da que

i <én NV]zy,...,zr;€] -An) > Un (Va/an ~An)
> 1 — 2¢~mne" /80,

2
>1—2e "¢
pues elegimos m,, > 8a2n. Consecuentemente,

lim ., (én NVizy,...,xp5€] - An) =1

n— 00

Concluimos que los (G,,) en efecto forman una familia de Lévy.

Aplicando el Teorema obtenemos el resultado central de este trabajo:
Teorema 5.2.6. FEl grupo de isometrias de Urysohn es un grupo de Lévy.

Aunque probablemente no sea la manera mas sencilla o directa de demostrarlo, el siguiente
corolario ahora se sigue facilmente de la Observacién [2.5.2] (aunque también del Teorema
11.0).

Corolario 5.2.7. Iso(U) no es localmente compacto.

Como ya habfamos mencionado, el que Iso(U) sea extremadamente amenizable implica
que no es isomorfo (como grupo topolégico) al grupo de homeomorfismos del cubo de
Hilbert, y esto a pesar de que ambos son grupos versales en la clase de grupos segundo
numerables.

Corolario 5.2.8. FEl grupo de isometrias de Urysohn no es isomorfo como grupo topolégico
al grupo de homeomorfismos del cubo de Hilbert.

Demostracion. Nétese que el grupo de homeomorfismos del cubo de Hilbert H(Q), actia
libremente sobre un espacio compacto: el cubo de Hilbert Q). Esto significa que H(Q) no
es extremadamente amenizable, a diferencia de Iso(U). O

Finalmente, podemos usar que Iso(U) es de Lévy para concluir que el espacio de Urysohn
tiene la propiedad RDM.

Teorema 5.2.9. El espacio universal de Urysohn, como Iso(U)-espacio, tiene la propiedad
de Ramsey-Dvoretzky-Milman.
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Demostracion. Veremos que U satisface las condiciones del Teorema 2.4.8] Tomamos a la
familia de los G, en la demostracién de que Iso(U) es grupo de Lévy (Teorema [5.2.5) y
cualquier punto arbitrario fijo £ € U. Entonces, como G = |J,-; G,, es denso en Iso(U),

la unién de las orbitas én - & es densa en U. Ademads, como la funciéon g — g - & es
uniformemente continua (Lema [I.2.17) y la concentracién de medida se preserva bajo
pushforwards (Lema [2.1.6)), tenemos que (CNY'n - €) forma una familia de Lévy. Asi que
se cumplen las condiciones del teorema y concluimos que el Iso(U)-espacio U tiene la
propiedad de RDM. O

Como prometido, Iso(U) junta varias propiedades sorprendentes usualmente presentes s6lo
en espacios infinito-dimensionales: es extremadamente amenizable, exhibe el fenémeno de
concentracion de medida en grupos de Lévy y el fenomeno de Ramsey-Dvoretzky-Milman.
Adems4s es versal entre los grupos segundo-numerables pero distinto de H(Q). Es un objeto
extraordinario y si nadie lo usa para nada mas que matematicas puras, Wilde y Hardy
sonreiran.
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