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Resumen

En este trabajo, se estudia la teoria semiclasica de la interaccion materia-luz y su des-
cripcion en términos de un sistema de osciladores armoénicos clasicos acoplados. Primero, se
abordan las transiciones de Landau-Zener y su analogia clasica. Después, se emplea un modelo
de un atomo de dos niveles para estudiar el fenomeno de las oscilaciones de Rabi desde el
enfoque semiclésico. Luego, se presenta una analogia clasica, en forma una modulacion de los
parametros del sistema clasico. Finalmente, se amplia la descripcion a un sistema de dos niveles
asimétrico. Asimismo, se extiende la analogia para este caso y se discute brevemente el efecto

de la violacion de la simetria en el sistema clasico.
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Capitulo 1

Introduccion

La analogia es un proceso muy importante para comprender algin fenémeno de la Natu-
raleza. Al analizar y comparar fenémenos distintos que se relacionan por algunas propiedades

comunes, podemos lograr un entendimiento més completo de algin tema de interés [1].

En el siglo XX, el surgimiento de la mecanica cuantica llevé a una revolucién cientifica y
tecnoldgica sin precedentes [2]. Conocidas las aplicaciones de la mecénica cudntica y el enorme
impacto cientifico y tecnolégico que ha tenido su desarrollo, es facil ver por qué es importante
tener el mejor entendimiento posible sobre esta area del conocimiento. Sin embargo, la mecénica
cuantica posee una gran cantidad de conceptos que son contraintuitivos y que contradicen la
experiencia cotidiana. Por ello, los estudiantes suelen tener problemas para asimilar los temas,

y los profesores suelen tener problemas para comunicar los conceptos de manera clara.

Por otro lado, la fisica clasica, que incluye a la mecanica clasica y la teoria electromagnéti-
ca, se encuentra presente en muchas dreas de la vida cotidiana [1]. De hecho, la fisica clasica
puede explicar una gran parte de los fenémenos que ocurren en la vida cotidiana. Por ello, re-
sulta natural buscar conexiones entre los fenémenos cuanticos y clasicos. Ademas, las analogias

pueden ayudar a comprender las diferencias entre la mecanica cldsica y la mecéanica cuantica.

En el pasado, se han encontrado analogias entre algunos conceptos clasicos y cuanticos.
Por ejemplo, se han encontrado analogias para la precesién del espin en un campo magnético
[3] v las interacciones espin-drbita de Rashba-Dresselhaus [4]. Esto es particularmente notable,
yva que el espin del electrén es uno de los fenémenos cudnticos que no tiene analogo clédsico
[1, 2]. Otro caso interesante es el del entrelazamiento cudntico, pues se considera que tampoco
posee ningin anélogo clasico. Sin embargo, se ha encontrado una analogia limitada para el

entrelazamiento entre distintas propiedades de una particula [5].

En mecanica cuantica, los sistemas de dos niveles son de gran interés, ya que existen una
gran cantidad de fenémenos que pueden tratarse como un problema de dos niveles. Algunos
ejemplos de esto son las oscilaciones de Rabi [6], las transiciones de Landau-Zener [7], entre
otros. En general, estos sistemas poseen el distintivo de que los niveles energia forman una

regién de anticruce caracteristica, cuando existe una perturbacién que acopla los niveles [8].

Las analogias de estos sistemas, al igual que en el caso cuantico, comparten muchos



conceptos en comtun. Se han encontrado analogias clasicas para algunos temas como la trans-

parencia autoinducida [9] y las transiciones diabdticas y adiabéticas [10, 11]

Anteriormente, se han descrito multiples sistemas en distintos contextos que exhiben el
comportamiento caracteristico de un sistema cuéntico de dos niveles. Por ejemplo, Spreeuw
et al. utilizaron un arreglo de resonadores épticos para reproducir las oscilaciones de Rabi
y transiciones de Landau-Zener [12]. Mdas tarde, se encontré que los sistemas optomecéanicos
también pueden simular un sistema cuantico de dos niveles. Un ejemplo interesante consiste en
una cavidad con dos modos, acoplada a una membrana dieléctrica que se desplaza [13]. Aqui,
el acoplamiento produce la caracteristica separacién de niveles. Ademas, es posible acoplar y
controlar los modos de oscilacion de una nanoparticula de silice que se encuentra bajo levitacion
Optica [14, 15].

En otro trabajo, se empled un sistema micrométrico compuesto de resonadores acoplados
a un par de detectores. Con este arreglo, se reproducen diferentes experimentos como el de
Rabi, el de Ramsey y el del eco de Hahn [16]. Mé&s tarde, este arreglo se utilizé para ampliar el

experimento y observar oscilaciones de Stiickelberg [17].

En este trabajo, se estudiara la teoria semiclasica de la interaccion entre un campo eléctri-
co clasico y un sistema cuantico de dos niveles. Ademads, estudiaremos la relacién entre este
sistema y su descripcién en términos de un sistema clasico de osciladores armdnicos acoplados.
Por ello, son de particular interés los trabajos de Frimmer y Novotny, ya que proveen una visioén
intuitiva de algunos fenémenos como las oscilaciones de Rabi y las franjas de Ramsey [18, 19].
Por tltimo, se utilizaran los conceptos revisados durante este trabajo para ampliar la analogia
al caso de un sistema cuantico de dos niveles sin simetria de inversiéon. Durante el desarrollo
del tema, se cuidara la claridad en todos los pasos, con el objetivo de que este trabajo pueda
ser de utilidad para un curso donde se introduzcan conceptos como las oscilaciones de Rabi, la

esfera de Bloch, operaciones coherentes, entre otros.



Capitulo 2

Osciladores armonicos clasicos acopla-

dos

2.1. Motivacion

El cruce o anticruce de niveles es uno de los temas mas interesantes en relacion a un
sistema cuantico de dos niveles. A grandes rasgos, el problema consiste en evaluar la interaccion
de un sistema fisico de dos niveles con una perturbacién. Dicha perturbaciéon provoca una
separacién entre los niveles de energia, formando hipérbolas cuyas asintotas son las lineas rectas
que describen las energfas no perturbadas [8]. Este problema puede ser entendido de manera

intuitiva desde un punto de vista cldsico, utilizando osciladores arménicos acoplados [18].

En este capitulo se utiliza un modelo de osciladores arménicos acoplados como analogia
del régimen cuantico de acoplamiento fuerte. Ademas, se deriva la separacion de frecuencias y
se encuentran las condiciones para que se produzcan transiciones diabaticas y adiabaticas. La
analogia entre osciladores armonicos clésicos y un sistema cudntico de dos niveles es particu-
larmente importante, ya que existen una gran variedad de fenémenos cuanticos que pueden ser
comprendidos en términos cldsicos, como la transparencia autoinducida [20], los procesos no
adiabéticos [10] o las oscilaciones de Rabi [6]. Entonces, el valor de las analogias radica en que

son una herramienta para comprender los conceptos cudnticos en términos mas sencillos.

2.2. Perspectiva clasica del anticruce de niveles

2.2.1. Ecuaciones de movimiento

A lo largo de este capitulo, consideraremos el sistema de osciladores armonicos débil-
mente acoplados por un resorte con constante x, como se muestra en la Figura 2.1. Ademss,
consideramos que el movimiento esta restringido a la linea que conecta a las dos masas, por lo

que sélo existen dos grados de libertad, denotados por las coordenadas x4 y g, medidas desde



la posicién de equilibrio. Para la masa A, la constante de resorte es k4 y para la masa B, la
constante es kg [18, 21].

XA(1) Xp(D)

Figura 2.1 Sistema de osciladores arménicos acoplados con masas y constantes de resorte distintas [18].

Si movemos la masa A, hasta una distancia x4 de la posicién de equilibrio, la fuerza sobre
ella es —kqrq — k(x4 — xp). Para la masa B, la fuerza serfa —kpxrp — Kk (rp — x4). Entonces

las ecuaciones de movimiento del sistema se escriben [18, 21]

mAjiA—l—kA:I:A—i—/i(xA—xB) =0, (2 1)
=0. '

mpip + kprp — k(x4 — )

Si dividimos cada ecuacién (2.1) entre la respectiva masa y definimos wy g = \/ (kap+K)/magp

tenemos, en forma matricial:

d? (x4 w? —r/ma\ (za) (O (2.2)
dt? \xp —k/mp Wk Tp 0) .
En la expresién anterior definimos
2
x w —Kk/m
x=(""]:Mm= A /ma : (2.3)
B —H/W’LB Wp

El movimiento de estos sistemas puede ser complicado, pero siempre es posible describirlo
en términos de modos normales. Estos modos oscilan de manera independiente con una
frecuencia unica y bien definida. Por cada oscilador arménico en el sistema, existe un modo
normal, por lo que se puede describir el movimiento como una superposicion de modos normales

[21]. Entonces, nuestro objetivo es encontrar los modos normales para resolver el problema.

En general, un acoplamiento débil se traduce en un movimiento en el que las coordenadas
x Ay xp tienen una forma sinusoidal, con una amplitud que cambia lentamente. Esta situacion
se ilustra en la Figura 2.2. En este caso, mientras una amplitud incrementa lentamente, la otra

disminuye, y viceversa. Entonces, la energia se transfiere de un oscilador a otro [21].

4
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Figura 2.2 Evoluciéon de las coordenadas en caso de un acoplamiento débil. En ambos casos, las masas tienen
una componente de alta frecuencia que oscila dentro de una envolvente lenta [21].

2.2.2. Cambio de base con eigenvalores y eigenvectores

Una manera eficiente de encontrar los modos normales de oscilacién es tratando el pro-
blema como un problema de eigenvalores. En forma vectorial la expresién (2.2) se escribe
x+Mx = 0. Entonces, realizamos un cambio de base a las coordenadas normales y = (z,,z_)7
por medio de la transformacién x = Sy, donde S es la matriz cuyas columnas son los eigen-
vectores §1,8, de M. Reemplazando en la ecuacién (2.2) resulta Sy + MSy = 0. Finalmente
multiplicamos por S~! por la izquierda para obtener y +S™'MSy = 0, pero ST'MS = A, donde
A es la matriz diagonal cuyos elementos son los eigenvalores A o de M. Entonces, obtenemos
la ecuacion y + Ay = 0 y habremos desacoplado el sistema de ecuaciones. Por otra parte,
sabemos que este sistema sélo tiene soluciones no triviales si det (M — AlI) = 0, donde I es la

matriz identidad. Esto nos da
det (M — ) = (i —w?) (Wi —w}) — &°/mamp = 0.

Definimos I' = (, /miA« /miB> //wawg y después de algo de élgebra obtenemos [18]

1
2 2 2 2 22
Aljg—wi—é wA+wB:I:\/(wA—wB) +4T%wawp | - (2.4)
Entonces, para cada eigenfrecuencia w., existe una ecuacion de eigenvalores. Utilizamos es-
te hecho para obtener los eigenvectores. Por ejemplo, para w,, tenemos que Ms; = wiél.

Escribiendo §; = (27, 23)" nos da

(Wi —w?) zh — (k/ma)x

— (k/mp)al + (wh —wi)

we W+

5



y + _ 7 (002 2\ .0 T + 2 2
De aqui, obtenemos que =}, = (k/mp) 2}/ (wh — w?) 2%. Escribiendo 2} = w} — w? y norma-

lizando obtenemos

5 = ! (WQB - wi) . (2.5)
@b @2+ (wfm? \ KMo

Aplicando la condicién de ortonormalidad s; - S = 0, obtenemos

§2:<xg): ! ( w/ms ) (2.6)
)+ Gefm? \~ (B =)

Ahora, definimos el angulo 3 por la expresion

W2 — 2 W2 — w2
tanf=-—L —F_—_"A4 "= (2.7)
K/mp K/ma

La segunda igualdad en la ecuacion anterior corresponde a los eigenvectores definidos en térmi-
nos del eigenvalor w_. La eleccién es indiferente. La definicion del angulo 3 es natural dado que

los eigenvectores se encuentran normalizados. Con esta notacion, la matriz de eigenvectores S

S (sinﬁ cos 3 ) ‘ (2.8)

cosff —sinf

se escribe

2.2.3. Modos normales

Ahora que hemos encontrado la matriz de eigenvectores, podemos hacer la transformacion

a la base de modos normales (x4, z_). Entonces, las coordenadas x4 5 toman la forma [18, 21]

zA(t) =2 (t)sin S+ x_(t)cos 3,

(2.9)
xp(t) =x(t)cos B —x_(t)sin .

Sustituyendo estas expresiones para 4 y rp en (2.2) y multiplicando por la izquierda por S~

obtenemos [18]

E(t) +wlag(t) = 2 ) (2.10)

() +w? z_(t)

Estas dos expresiones representan a dos osciladores armoénicos independientes. Cada coordenada
x4 posee una frecuencia de oscilacion tnica wy y el movimiento serd una superposicién de
la oscilaciones de estas coordenadas [21]. Més adelante, investigaremos el caso en que estas

frecuencias se convierten en una funcién del tiempo.



2.2.4. Modulacion de la constante de resorte

Para ilustrar el cruce de niveles de Landau-Zener [7], escribimos kq = ko, kg = ko + Ak y
m4 = mp = my. En la Figura 2.3a, se grafican las frecuencias de las dos masas sin acoplamiento.
La frecuencia de la masa A es constante, mientras que la frecuencia del oscilador B varia desde
cero a \/2ko/m. Ademas, las dos curvas se interceptan en la resonancia, cuando Ak = 0.
Sin embargo, cuando introducimos el acoplamiento, las curvas ya no se interceptan, como se
muestra en la Figura 2.3b. Cerca de la resonancia (Ak = 0), existe una regién de anticruce
caracteristica de los sistemas cuanticos de dos niveles. En nuestro sistema de osciladores la

separaciéon entre frecuencias es

k0+2/€ ko ko( 2/€> ko
Wy —w_ = ——— — === [1+ =) — /=
m m m ko m

1.4

1.2
[YVEOR

0.8

w/w,

0.6

0.4

wg/ m,

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Ak 7k, Ak /K,

Figura 2.3 a) Eigenfrecuencias de dos osciladores desacoplados (k = 0) con constantes de resorte k4 = ko y
kg = ko + Ak. b) Eigenfrecuencias de los osciladores con un acoplamiento x = 0,08kq. Se forma una
regién de anticruce que escala con la fuerza de acoplamiento [18].

En la seccion 2.2.1, habiamos considerado que el acoplamiento es débil, entonces k < k.

Realizamos una aproximacion por serie de Taylor en el primer radical y obtenemos [18]

K
wy —w.=—==r1T. (2.11)

V mko
Entonces, la separacién minima entre los niveles escala con la fuerza de acoplamiento de las
masas, de manera consistente con el caso cudntico [8, 18]. En este andlisis, hemos ignorado el
hecho de que, al modular el pardmetro Ak, se convierte en funcién del tiempo. En las proximas

secciones, se tomara en cuenta este punto y se considerard la velocidad en la variacion.



2.2.5. Transicion adiabatica

En esta seccién, se supondra que Ak varia muy lentamente en comparaciéon con la escala
de tiempo determinada por las frecuencias w4 p. Esto significa que, después de un tiempo At,
el sistema permanece esencialmente constante [18]. Entonces, después de cada intervalo tiempo
At, el movimiento de las dos masas es el de un sistema donde no existe una modulacién,
pero la frecuencia de oscilacién estd determinada por el valor instantaneo de k. Esto implica
que, si inicialmente el oscilador A esta activo y el oscilador B en reposo, la amplitud de las
oscilaciones de A se reducird lentamente, hasta llegar al estado de reposo. Mientras tanto, la
amplitud del movimiento del oscilador B aumentara gradualmente. En la Figura 2.4a, se ilustra

el comportamiento del sistema cuando Ak varia de —kgy a kg lentamente.

A tiempo t = 0, Ak = —ky. Si unicamente el oscilador A esta activo inicialmente, y
comenzamos en el modo de oscilacién con frecuencia w,. Entonces, en la ecuacién (2.7) vemos
que  ~ —m/2, ya que la separacion es demasiado grande, o sea w4 —w_ > I'. Entonces, vemos
que inicialmente sélo el modo z, esta activo. Si variamos Ak lentamente hasta kg, entonces
wa —w_ KL 'y B ~ 0. Esto significa que permanecemos en el modo =, que ahora tiene una
frecuencia w, ~ wg. Por lo tanto, concluimos que la energia se ha transferido completamente
al oscilador B (ver Figura 2.4a) [18]. Este fenémeno también se ha estudiado en un sistema de
péndulos débilmente acoplados. Mientras se mantenia fija la longitud de uno de los péndulos,

la longitud del otro varfa lentamente y la energia se transfiere de un péndulo al otro [10].

En el caso cudntico, esta transicién se conoce como transicion adiabdtica [7, 18]. El teore-
ma adiabatico establece que cuando un sistema atraviesa la region de cruce evitado de manera
lenta, entonces permanecera en ese estado. Por ejemplo, si el sistema posee los estados 11 y 15 €
inicialmente se encuentra en el estado 1y, después del cruce adiabatico, permanecera en el esta-
do 1 [7]. Sin embargo, es preciso mencionar que los valores del estado 1, estardan determinados

por el valor instantaneo del Hamiltoniano, que esta determinado por la perturbacion.

Como habiamos mencionado, Ak ahora es una funcién del tiempo, por lo que las frecuen-
cias wp y w+ también lo seran. Asumiendo que varian lentamente, proponemos una solucion
de la forma 24 (t) = 24 (to)e’®, donde t; es un tiempo inicial y f(t) debe variar lentamente,
ya que estamos suponiendo que el proceso de modulacién es adiabatico. Sustituimos en las

ecuaciones (2.10) y obtenemos

if(t) — () + w2 = 0.
Debido a que f(t) varfa lentamente, sus derivadas (razones de cambio) serdn muy pequenas,
por lo que [id2f/dt?| < |df/dt|*. Esto nos permite depreciar la segunda derivada para obtener

ft) = fti wx(t") dt’. Entonces, la evolucién adiabatica de los modos normales estd dada por
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[18] t
2 (8) :xi(to)Re{exp {z /t wi(t’)dt’]}. (2.12)

0
Observe que, en caso de que las frecuencias wi no dependan del tiempo, recuperamos los

resultados de la seccion 2.2.3.

b
o

3 —O >0
3 P
3 diab

0.8

0.6

0.4

-1 -0.5 0 0.5 1 1 -0.5 0 0.5 1
Ak /K, Ak /K,

Figura 2.4 Transiciones diabdticas y adiabaticas causadas por una modulacién Ak que varia en el tiempo.
a) En el caso adiabético, la evolucién del sistema no se ve afectada por la modulacién, y el sistema
evoluciona a lo largo de los eigenmodos w4 . b) En el caso diabdtico, la evolucién rapida de Ak da lugar
a un cruce de niveles, una transicién de un eigenmodo a otro [18].

2.2.6. Transicion diabatica

Ahora, consideraremos una evolucién mas rapida de la modulacién. Si sélo se encuen-
tra activo el oscilador A inicialmente, partimos de una frecuencia préxima a w,. Después de
atravesar la brecha, el oscilador A tendra su misma frecuencia, pero el modo de oscilacién
cambiara de wy a w_, como se muestra en la Figura 2.4b. Esto se conoce como cruce diabatico
[18]. Si tinicamente el oscilador A se encuentra activo inicialmente, tenemos que cg(—o0) = 0.

Utilizamos el ansatz

z4(t) = zoca(t)e™Al, (2.13)
xp(t) = xocB(t)eiwAt , .

2 2 . .
donde zy es una constante que asegura que |ca|” + |cp|” = 1. Nétese que en ambas expresiones
aparece la frecuencia wy, debido a las suposiciones que se hicieron. Sustituimos en la ecuacién

(2.1) para obtener

Ca+ 2iwaCy = iCB
A B (2.14)
Cp + 2iwacy + [w%(t) — wi] cgp = —=¢C4 .
mp



Recordando que el acoplamiento es débil, podemos suponer que las amplitudes ¢4 y ¢ varian
muy lentamente en comparacién con el término e“4! [18, 21]. Entonces | g| < |iwaca g, lo
cual nos permite despreciar las segundas derivadas. Por lo tanto, se puede reescribir el sistema

anterior como

QiWAéA = iCB,
A (2.15)
S 2 2 K
2iwacp + [wh(t) —wi] cp = —ca.
mp

En la primera ecuacién, podemos derivar y obtener ¢g. Ademas, se obtiene cp directamente al

despejar. Sustituyendo estos resultados en la ecuaciéon obtenemos [18]
2 2

. Jwi(t) —wi] . K/mampg

Cat+i|——=|¢ —————<ca=0. 2.16

A |: 2(,UA A 4w§1 A ( )

En la regién de interés, cerca de la brecha, tenemos que wg(t) = wy, lo cual implica que

2 t) — 2 1
WB(ZLA R oy (wa+wp) (wp —wa) Rwp —wa .

Por lo mismo, tenemos que I' & k% /mgmpw?. Por tiltimo, consideramos que la diferencia entre
las frecuencias de los osciladores escala de manera lineal con el tiempo, o sea wg — ws = at.
Aqui, o juega un papel similar a una aceleracion angular. Sustituimos esto en la ecuacion
anterior y obtenemos [18§]

éa—iatcy+T2cy/d=0. (2.17)

En esta ecuacidon, pese a que no existe una solucidén analitica, nos interesa el comportamiento
) )
para tiempos largos. Utilizando una integral de contorno en el plano complejo (ver Apéndice

A) encontramos que la solucién para t — oo es
ca(oo) = e ™ /e (2.18)
Por lo tanto, la probabilidad de un cruce diabatico es
Py = |ca(co)|? = e ™72 = 7T (2.19)

donde 7 = I'm/2a. Esta ecuacién es el andlogo cldsico de la férmula de Landau-Zener, que
establece la probabilidad de que un sistema salte de un estado a otro, sin sufrir un cambio de
naturaleza [7]. Clasicamente, la férmula define la probabilidad de que el oscilador A conserve su
energia al cruzar la regién de separacion de manera diabética, como se ilustra en la Figura 2.4b.

Esta transicién, ademas, equivale a un cambio en el modo de oscilacion del sistema de osciladores
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acoplados. En otras palabras, la férmula de Landau-Zener clasica indica la probabilidad de
atravesar la region de cruce evitado, cambiando de un modo de vibracién a otro. Por lo tanto,
la probabilidad de transicién adiabética es Pugiapy = 1 — Paiap [7, 18]. En la Figura 2.5 se

ejemplifica la analogia para dos velocidades distintas de separacién de las frecuencias.

1.2
b 4

—0.89

1.0

08¢

0.6¢

F)diab (t)

0.4r

027

— 0.06
0 200 400 600 800 1000 1200

wat

Figura 2.5 Probabilidad de transicién diabatica para dos distintos valores de «, usando x = 0,08ky. Cuando
a = 0,003w?, Piiap = 0,06. En cambio, cuando a = 0,075w%, Puiap = 0,89 [18].

En general, la probabilidad de transicion diabatica depende de la separacion w, —w_ ~ T’
y el tiempo 7 ~ I'/a que dura la transicién. Si « es suficientemente grande, entonces I't <
1 y la probabilidad de transicién diabatica es alta. En cambio, para tiempos donde I't >
1, la transicién adiab&tica es mucho mas probable. En resumen, es posible controlar en qué
eigenmodo termina el sistema de osciladores, al controlar la velocidad a la que modulamos el
parametro Ak [18].
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Capitulo 3

Interaccion materia-luz: sistema de dos

niveles

3.1. Tratamiento semiclasico

3.1.1. Atomo de dos niveles: Hamiltoniano

La interaccién entre la materia y la luz es uno de los temas més importantes en el desarrollo
de la mecanica cuantica. En particular, uno de los problemas mas importantes en la interaccién
materia-luz es el problema clasico de Rabi. Una forma comun de abordar el fenémeno proviene
de la aproximacién por un dtomo de dos niveles (ver Figura 3.1). En el modelo teérico que
emplearemos, la materia se representa con un sistema cuantico de dos niveles, mientras que la
luz tiene una naturaleza clasica. Este modelo es valido especialmente cuando la frecuencia w
de la luz se encuentra cercana a la frecuencia wy de una de las transiciones entre niveles en el
atomo, lo cual implica [22, 23]

lwo — w| <K wp (3.1)

Para abordar el problema de Rabi, utilizaremos un dtomo que posee un estado excitado |a) =
(1,0)", y un estado base |b) = (0,1)", con energias E, y Ey, y con E, > E,. Obsérvese que
estos estados forman una base. Con esto, podemos expresar el estado del atomo como una
combinacién lineal de los estados |a) y |b). En este modelo de interaccién, cuando se absorbe
o emite un cuanto de luz, con frecuencia wy, el atomo salta entre los niveles cuantizados de
energia, como se muestra en la Figura 3.1. La diferencia entre estos dos niveles de energia
es B, — B, = hwy. Es preciso notar que existen otros niveles de energia en un atomo, y las
transiciones Opticas entre éstos pueden ser posibles. Sin embargo, en esta aproximacién sélo

nos centraremos en la transiciéon con energia hwy e ignoraremos las deméds [22-24].

Los estados |a) y |b) son eigenestados del Hamiltoniano atémico sin interaccién Hy y
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Figura 3.1 Interaccién resonante en un atomo de dos niveles.

obedecen las ecuaciones de eigenvalores

Hyla) = E,|a) , (32)
Hoy|b) = E, |b) ,

Para encontrar la forma matricial del Hamiltoniano atémico, utilizamos la relacion de completez
la)a| + [b)Xb] = L. Ademds, usamos la relacién de ortonormalidad (i|j) = d;;, donde ¢;; es la

delta de Kronecker. Asi, encontramos

Ho = (Ja)al + [b)b]) Ho (Ja)al + b))

1 1 ) (3-3)
= Eula)al + Ey [b)b] = 5 (Ea + Ep) L+ 5 (Ew — By) 02,
donde 7, es la matriz de Pauli. Definimos Fy = % (E.+ Ep) v tenemos:
. hw
Hy = Ey1+ TO&Z . (3.4)

Por conveniencia, desplazaremos la escala de energia, de manera que el cero se encuentre a
la mitad de la separacion entre los dos niveles de energia, tal que E, = +hwo/2 y Ey = —hw/2

[24]. Para esto, hacemos la transformacién

[0/ (1)) = Up(t) [(t)) = " |u(t)) (3:5)

donde Z/A{E(t) es un operador unitario. Ahora, determinaremos cémo se transforma el Hamilto-
niano (3.4) bajo la accién de algiin operador unitario /. Asumimos que el estado transformado
|¢/(t)) obedece una ecuacién de Schrédinger de la forma ik [¢/(t)) = H' |4/ (t)). Sustituimos

(3.5) y después de reordenar términos, obtenemos
Jdu@)y -, (.. d
th +U(t) (zh&)] [ (t))
du(t)

(280 s ) oty = ) oy

i (U o)) =
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Multiplicando por la derecha por U~1(t) resulta:

5 dU(t) - s

H = z’h%ul(t) +UBHUT(T). (3.6)
Finalmente, sustituimos las expresiones para Hy y Up (t) que hemos definido anteriormente, por
lo que el Hamiltoniano transformado se escribe como:

. - hw
H! = ih (iEy1/h) + Hy = T‘)a (3.7)

En la aproximacion dipolar, la interaccion se describe por el llamado Hamiltoniano de
interaccién, dado por [23, 24]

Hip = —d-E(t), (3.8)
donde E(t) = Egcoswt es un campo eléctrico arménico cldsico con amplitud Ey. Ademés,
d = ef es el operador de momento dipolar. En la base {|a),[b)} . este operador se puede
escribir como una matriz 2 x 2, cuyos elementos de matriz estan dados por d;; = (i|d|j). En

esta base, tenemos

~ daa dab
d = dg, |a)a| + dap |a)b] + dpa [b)a| + dy, [b)Xb] = ) (3.9)
dpe  dpp
Sabemos que cualquier matriz 2 x 2 puede expresarse como una combinacion lineal de la matriz
identidad y las matrices de Pauli, como M = aol+a- &, donde ag = %TI“(M), a= %Tr(]\Zf&) =
L (Mg + M) %+ 4 (Mo — Moy) y+ 3 (My1 — M) 2y 6 = 6,X+ 6,y + 6.2 es el vector de las
matrices de Pauli. Entonces, el operador de momento dipolar se escribe:
1 1 1 1

d= 9 (dag + dpp) I+ BY (dap + dpa) 02 + 9 (dap — dba) 7 + 2 (daa — dup) 0 - (3.10)

Definiendo los operadores de subida y bajada, 64 = % (6, £1i6,)", tenemos

~ 1 1
d= 5 (daa + dbb) I+dg (5'+ +dp, 0 + 5 (daa - dbb) o (311)

Entonces, el Hamiltoniano de interaccién (3.8) se escribe

~ 1 1
Hint = —= (dao + dwp) - Egcoswt T — = (dyg — dip) - Eg coswit o,
2 2 (3.12)
— (dap - Eg 04 + dps - Eg6_) coswt .
Los operadores de subida y bajada satisfacen las ecuaciones 64 |a) = 0, 64 |b) = |a), 6_|a) = |b) y

G_[b)=0
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Ahora, hacemos una transformacién similar a aquélla realizada en (3.7), esta vez con
L?a(t) = exp [;—g (dyo + dip) - Eg ]Ifot cos wt’dt’} = exp [ﬁ (dyq + dpp) - Eg sinwt ]1}. Entonces, la
ecuacion (3.7) para H;nt queda

~ ) —7
Hjyy = ih {%

1
= —§E0 (dgg — dppy) coswt d, — Eq + (dgp 04 + dpg 0 ) coswt .

(daq + dip) - Eqw cos wt} 1+ Hypy
(3.13)

Utilizando las ecuaciones (3.7) y (3.13), podemos escribir el Hamiltoniano del sistema de
dos niveles con interacciéon como

' = i+ 1T, =

(3

[hu}() — EO : (daa — dbb)] &Z - EO : (dab (3'+ + dba &_) coswt . (314)

DN | —

3.2. Modelo clasico de Rabi

3.2.1. Consideraciones importantes y Hamiltoniano

En este capitulo, consideraremos que los estados |a) y |b) tienen una paridad definida,
por lo que el sistema tiene simetria de inversién espacial. Como d = er es un operador impar,
tenemos que d,, = dy, = 0. Ademas, suponemos que los elementos no diagonales del operador

de momento dipolar son reales, lo cual implica que dg, = dp, [22, 23].

Para simplificar la notacién, sustituimos H' — H y [¢/(t)) — [4(t)), recordando que
hemos desplazado la escala de energia con las transformaciones realizadas en las ecuaciones

(3.7) y (3.13). Entonces, el Hamiltoniano del sistema se escribe [25]
- Fuw
H(t) = TO&Z + B cos wt Gy (3.15)

donde Qr = —Eq-dg/h es la frecuencia de Rabi, que determina la fuerza de acoplamiento entre
los dos estados atémicos y el campo eléctrico incidente [22, 25]. M&s adelante, en el capitulo 5,

estudiaremos el caso con violacion de la simetria de inversion.

Para resolver el problema clasico de Rabi, existen dos maneras de proceder, utilizando
transformaciones unitarias, de la forma U(¢) ~ €. En ambos casos, es necesario transformar
la funcién de onda |1(t)) a un sistema de referencia rotatorio. Sin embargo, la manera de

abordar los siguientes pasos es distinta. En la primera, se realiza la aproximacién cuasi-resonante
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o aproximacién de onda rotatoria®? (RWA, por sus siglas en inglés) en la funcién de onda
transformada. Luego, el problema consiste en encontrar la ecuacién de Schrodinger que obedece
la funcién de onda transformada, [¢/(t)) y resolverla, como hacen Frimmer y Novotny [24].
La segunda opcién consiste en transformar el Hamiltoniano (3.15) a un marco de referencia
rotatorio y llevar a cabo la RWA. Luego, se obtiene el operador de evolucion y éste se aplica
sobre la funciéon de onda transformada a tiempo ¢ = 0. En ambos casos, se obtiene la funcion
de onda transformada, y basta con invertir la transformacién usando &~! para obtener [1)(t)).

En adelante, utilizaremos el segundo método, por ser mas directo.

3.2.2. Transformaciéon a un marco de referencia rotatorio y aproxi-

macion cuasi-resonante

Cualquier sistema de dos niveles es formalmente equivalente a un sistema con espin ficticio
%. Por ello, notamos que se puede ver el Hamiltoniano (3.15) como la interaccién de un sistema
con espin ficticio % con el campo magnético B(t) = hdg cos wt X+ E“TOZ, donde el primer término
representa la interacciéon con un campo magnético uniforme y dependiente del tiempo [23, 25].

Maés adelante aprovecharemos este hecho.

Buscamos una soluciéon a la ecuacion de Schrodinger en la forma de una superposicion
de los dos estados atémicos, es decir, |[1)(t)) = c,(t) |a) + cp(t) |b). Para simplificar el problema,
nos trasladamos a un marco de referencia rotatorio, efectuando una rotacién en sentido horario

por un angulo ¢ = wt con la transformacién unitaria

~

U (p) = e?7/% (3.16)

Aplicando esta transformacién a la funcién de onda, el estado [¢'(t)) = a(t) |a) + b(t) |b) =
U. () [1(t)) se escribe

a(t) = ca(t)e™!/?

| (3.17)
Cb(t)efzwt/Z )

S
—~

~
~—

I

Con la transformacién (3.16), podremos separar el Hamiltoniano (3.15) en dos partes:

una estatica y una dependiente del tiempo que oscila a una frecuencia mayor. El Hamiltoniano

2La aproximacién cuasi-resonante es més conocida como aproximacién de onda rotatoria, aunque en este
contexto es mas apropiado el primer nombre, ya que estudiamos el sistema en el dominio cercano a la resonancia
Wy ~ W.
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transformado, dado por la ecuacién (3.6) se escribe

R o hw . Aw
H'(t) = e'9:/2 (70@ + hQp coswt [7z> eTi00:/2 7(32 . (3.18)
Usando €915;e7% = 6,6;; + (1 — ;) (cos 20 6; —sin20 >, €;x01), donde €;;; es el tensor de

Levi-Civita (ver Apéndice B), resulta

N h
H'(t) = §(w0 — w)0, + hQ coswt (coswt 6, — sinwt 7,)
h Wk, (3.19)
= §(w0 —w)o, + T&x + 5 (cos 2wt &, — sin 2wt 6) .

En esta expresion, los primeros dos términos son estaticos, mientras que los dos ultimos oscilan
rapidamente. En la aproximacion cuasi-resonante, estos dos tultimos términos se despre-
cian debido a que sus efectos en tiempos largos se pierden y por lo tanto dan contribuciones
despreciables a los promedios [23, 26]. Entonces, el Hamiltoniano del sistema se escribe

. . h Q)
H'(1) ~ Hyy g = 5 (w0 — w)ds + TR&‘” . (3.20)

De manera alternativa, podemos notar que se puede reescribir la interaccién en (3.15) en

términos de los operadores de subida y bajada 64+ como

. hQ R . . . .

Hznt<t> — T (O'+ e wwt + & ezwt + 0_+ ezwt + 5 e zwt) )
En esta expresion, los primeros dos términos indican que el atomo se excita al absorber un
fotén y decae al nivel inferior al emitir un fotén, respectivamente. Como la condicién (3.1)
implica que w ~ wyp, estos términos son resonantes y son mucho més importantes que los
términos no resonantes [22, 25]. Por lo tanto, podemos conservar sélo los términos resonantes,
y luego de aplicar la transformacion U = e*0'%:/2 y después U = e~ ““0=%)%:/2 recuperamos el
Hamiltoniano (3.20).

3.2.3. Solucioén de la ecuacién de Schrodinger

Como habiamos mencionado en la seccién 3.2.2, se puede escribir el Hamiltoniano (3.20)

1

como el producto punto del operador de espin 3, S = he /2 con un campo vectorial Q =

Qg %+ (wo—w) z = Qn, donde 02 = |Q* = (wy—w)?+Q% es la frecuencia de Rabi generalizada,
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incluyendo un desajuste dado por § = wy — w [25, 26]. Entonces escribimos

S 0
H' ~ Hpyy = 5610 (3.21)

Ya que este Hamiltoniano no depende del tiempo, podemos obtener la funcién de onda al aplicar
el operador de evolucion en la funcion de onda a un tiempo t = 0. A partir de la expresion

anterior, identificamos que el operador de evolucién toma la forma [2]

5 Hipyyat Ot
e al(t) = exp (—i%) = exp (—z’76' : fl) : (3.22)

Preparamos el estado |¢/(t)) = a(t) |a) +b(t) |b) a un tiempo ¢ = 0, con las condiciones iniciales
arbitrarias a(0) = ag y b(0) = by. Entonces, el estado [¢/(t)) esta dado por

Q Q Q
1/ (£)) = exp (—zg& - n) 1/(0)) = [Cos (g) _isin <7t)0' - n} 1/(0))
(Qt) agp L. <Qt) 6/9 QR/Q ao
=cos | — —isin [ — :
2 ) \ by 2 ) \ap/0 —5/0) \ b
De la ecuacién anterior se desprende que [24]
0= Toos (2 =i g (Y] o 22 g (21,
a(t) = |cos | igsin{ 5 ) [ a0 —igsin{ = Jbo,
o Qg . Qt Ot 0. Qt
b(t) = —ig sin (7) ap + {cos (7> + i sin (7)] bo .

Finalmente, invertimos la transformacién (3.16) y obtenemos la funcién de onda [¢(t)) =
ala) + e |b) = U (9) [¢/(#)), dada por

: Qt 0 Qt Q Qt
et _Zwt/2 _— — 7 —q] J— — _R 1 R
co(t) = e {|:COS(2) 295111(2)]@0 zQsm(2>bO},
, Q Qt Qt ) Qt
— awt/2 ) R . ; 1 —
o(t) =e { ) Sm<2)a0—l—{008(2)+2981n(2)} bo}.

3.2.4. Oscilaciones de Rabi

(3.23)

Con las soluciones obtenidas en la ecuacién (3.24), podemos calcular la probabilidad
de transicién entre un estado y otro al tiempo t. Suponiendo que inicialmente, el atomo se

encuentra en el estado excitado |a), tenemos que ag = 1,by = 0. Entonces, a tiempo ¢, los
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coeficientes c,, ¢, del estado |1(t)) se escriben [26]
(3.25)

En esta ecuacion, las cantidades |c,(t)]> v |¢y(t)|° indican la probabilidad de que el dtomo se
encuentre en el estado excitado o en el estado base, a cualquier tiempo t, respectivamente.
También, indican la probabilidad de transicién de un estado a otro en la interaccién cerca de

la resonancia (w ~ wyp). Entonces,la probabilidad de transicién al estado base |b) estd dada por

(2, 22, 26]
QF . (U
Proalt) = 1OV = a0 = G sin? (). (3.26)
Esta expresién es conocida como férmula de Rabi y fue derivada originalmente en el contexto
de la resonancia magnética nuclear [6]. En el contexto de la interaccién materia-luz, la férmula

de Rabi indica la probabilidad de transicién al estado base [26].

- ~
~, "y ' Fa)
by AR oY
Y Y AR Y
i . 4 b} ' 1 3 .
. ¥ ! A . 1
4 r ' [ 2 1
\ , i ! v - \
p " / v '
\ .
\ N
!
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Opt

Figura 3.2 a) Oscilaciones de Rabi para distintos valores de A. El color claro indica una mayor probabilidad
[27]. b) Oscilaciones de Rabi para los valores de 6 = Qg y § = 2Qp [26].

La Figura 3.2a muestra la probabilidad de transicién como funcién del tiempo para dis-
tintos valores de d. Se puede notar que para cada valor de § existe un maximo en la amplitud
[27]. Ademas, en la Figura 3.2b, notamos que la probabilidad oscila a la frecuencia de Rabi
generalizada (), entre cero y un valor maximo, el cual estd determinado por el desajuste 0,
que por la condicion (3.1), debe ser pequeno [26]. En los otros dos casos, mostrados con lineas
punteadas, la frecuencia aumenta pero el maximo de la probabilidad disminuye. En todos los

casos, existe un maximo en la probabilidad cuando t = 7/, dado por [22, 26]

2
mar __ QR

a—b Q% +52 . (327)
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La probabilidad de transicién tiene una forma lorentziana y un ancho 2(1z a la mitad de la
altura (FWHM). El ancho de la lorentziana depende entonces de g, que a su vez depende de
la intensidad del campo eléctrico aplicado. Por lo tanto, el ancho de la resonancia aumenta con

la intensidad del campo eléctrico [2, 26].

La funcién de probabilidad posee una resonancia cuando w = wp, como se observa en la
figura 3.2b. Entonces, €2 tiene su valor minimo y la amplitud de la funcién de la probabilidad de
transicién tiene su maximo valor posible, igual a la unidad [2, 22-26]. Esto implica que podemos
tener una inversion completa de la poblacion, siempre que la duracion de la interaccién sea de
T = 7/, tiempo conocido como pulso-7. Luego, si la interaccién continta, la poblacién sigue

oscilando a la frecuencia de Rabi [26].

En la practica, las oscilaciones de Rabi se pueden observar experimentalmente. Por ejem-
plo, se pueden observar de manera indirecta al irradiar un laser de rubi en un cristal de rubi, co-
mo hicieron McCall y Hahn originalmente [20]. Para transiciones en el rango visible, comtinmen-
te se requieren haces intensos. En muchos casos, estos laseres que se emplean son pulsados, por
lo que la amplitud del campo eléctrico Eq varia en el tiempo. Por ello, la frecuencia de Rabi

Qg también varia en el tiempo, y por lo tanto se define el drea de pulso como [22]

o= % / Eo(t) dt|. (3.28)

El area del pulso es un parametro adimensional que estd determinado por la energia del pulso.

En la formula de Rabi, hace las veces del término 2t. Un area de 7 es un pulso-r.

En el experimento de McCall y Hahn, se observo lo que se conoce como transparencia
autoinducida. En teoria, cuando el area del pulso se aproxima a 27, los atomos del cristal
sufren una excitacién y terminan en su estado base al final del pulso. Esto implica que no
hay una absorcion neta de energia al final de la interaccién. Sin embargo, la energia del pulso
debe ser suficiente para producir una inversion de la poblacién completa, o al menos lo mas
cercana posible [20]. Por este motivo, es complicado observar las oscilaciones de Rabi de manera
experimental. Para potencias bajas, es posible que ocurran eventos de emision espontanea que
destruyan la coherencia de los estados, ya que el periodo de oscilaciéon es mayor que la vida
radiativa. Por lo tanto, se requieren potencias altas para acortar el periodo de las oscilaciones

de Rabi, lo cual puede ser dificil de lograr en la préctica [20, 22, 26].
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3.2.5. Momento dipolar inducido

Debido a la interaccién del sistema de dos niveles con el campo eléctrico, se produce un
momento dipolar entre ambos niveles. Este momento dipolar inducido esta dado por el valor
de expectacion del operador de momento dipolar. Al igual que en la seccién anterior, asumimos
que comenzamos en el estado excitado, por lo que el estado del atomo de dos niveles tendra la
forma (3.25), o sea [2§]

d(t) = ((0)ld[e(t)
| | | 3.29
L O R G e

donde hemos reordenado términos. Por lo tanto, vemos que el momento dipolar inducido oscila
y posee tres contribuciones: una a frecuencia w, y dos mas a frecuencias w =+ 2. En el caso de

resonancia (6 = 0), el momento dipolar toma la forma [28]
1
d(t) = §dab [cos (wot — Qgt) — cos (wot + Qgt)] = dgp sin wot sin Qpt . (3.30)

En este caso, tenemos unicamente dos contribuciones al momento dipolar, con frecuencias wg +
Q). Estos resultados son caracteristicos de la interaccién materia-luz con simetria de inversién

[26]. Més adelante, veremos qué ocurre en caso de rompimiento de la simetria de inversion.

3.3. Esfera de Bloch

3.3.1. Definicion de la esfera de Bloch

La equivalencia matematica entre un sistema de dos niveles y un sistema con espin ficticio

% es mas que una mera coincidencia. Podemos asociar los estados del sistema de dos niveles

con los del espin como |a) <> |[+) v |b) <> |—) [25].

Es posible aprovechar esta equivalencia mateméatica para representar geométricamente los
estados de un sistema de dos niveles. Una representacién de gran importancia es aquélla desa-
rrollada originalmente por Bloch en 1946 [29] como parte de sus investigaciones en resonancia
magnética nuclear. Mas tarde, en 1957, la representacién de Bloch fue adaptada a sistemas
de dos niveles por Feynman et al. [30]. El estado de un sistema de dos niveles se representa

vectorialmente en el espacio real tridimensional por el vector de Bloch [22, 31].

El vector de Bloch define una esfera unitaria y su posicién representa el estado de su-
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perposicion del sistema de dos niveles. Una manera de definir el vector de Bloch es a par-
tir del eigenestado [x™) = (cos(0/2),sin («9/2)ei¢)T del operador & - n, donde n es un vec-
tor unitario tridimensional en coordenadas esféricas y los angulos 6 y ¢ son los angulos po-
lar y azimutal, respectivamente [31]. Entonces, el vector de Bloch se puede escribir como
s= (o) = (xTlo|xT) = ' (t)|a]d'(t)). En coordenadas cartesianas, se escribe [22, 30]

Sy = ab” +a*b =2Re{ab"} =sinfcos¢,
sy =1 (ab” —a*b) = —2Im{ab"} =sinfhsin¢, (3.31)

s, = aa* — bb* = |a|* — |b]* = cos®,

donde a y b son los coeficientes (3.23). En la Figura 3.3, se ilustran algunos puntos de interés

en la esfera de Bloch.

Figura 3.3 Representacién de algunos puntos en la esfera de Bloch [19].

El vector de Bloch se encuentra en el polo Norte s = (0,0, 1) cuando a =1y b= 0. En
este estado, el atomo de dos niveles se encuentra en su estado excitado. En cambio, cuando el
atomo se encuentra en el estado base, tenemos que a = 0y b = 1, por lo que el vector de Bloch
se encuentra en el polo Sur. Por otro lado, todos los puntos que se encuentran en el ecuador
corresponden a una superposicién de poblaciones iguales |a(t)|* = |b(t)|> = 1/v/2. La posicién
exacta del vector de Bloch depende de la fase relativa ¢ entre los dos estados.

Para entender la evolucion temporal del vector de Bloch, hacemos uso de la ecuacion de

5y — L

Heisenberg 4 (6) = & ([o, H']), con H' dado por la expresién (3.20). Para la componente i

tenemos
d . Q. R
T (6i) = —iy ([0, 65n;]) = €ijxSn; (G%)

donde hemos hecho uso del convenio de la suma de Einstein y las relaciones de conmutacién de
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las matrices de Pauli. En forma vectorial, esta expresion queda

d

—(6)=ax(6). (3.32)

Esta expresion es la ecuacién clasica de precesion. Nos indica que el vector de Bloch precesa

alrededor del vector € con velocidad angular € en el marco de referencia rotatorio [31].

3.3.2. Oscilaciones de Rabi en la esfera de Bloch

En el modelo clasico de Rabi, los pulsos resonantes aplicados a un sistema de dos niveles se
consideran operaciones coherentes, ya que mantienen el estado de superposicion del sistema
de dos niveles [22]. Si escogemos un vector de rotacién €2 adecuado, en conjunto con una
duracién de pulso especifica, podemos alcanzar cualquier punto en la esfera de Bloch [22; 31].
Esto significa que un pulso actiia como operador de rotacion. Para ilustrar estas operaciones,
escribimos las amplitudes (3.23) de manera explicita. Asumiendo que el sistema se encuentra

originalmente en el estado excitado tenemos (con § = 0)

a(t) = cos (%) 7
b(t) = —isin (%) |

En la representacion de espines, cada operacion en la esfera de Bloch tiene una expresion

(3.33)

matricial. Por ejemplo, un pulso-m (¢ = 7/Qg) en resonancia produce una inversiéon de la
poblacién y el vector de Bloch se desplaza al polo Sur s = (0,0,1)?. Mientras tanto, en la
representacion de espines, equivale a la operacién 6, |+) = |—). Luego, un segundo pulso-m
regresard el sistema a su estado inicial. Entonces, para todo tiempo ¢, en las oscilaciones de
Rabi el vector de Bloch oscila entre los polos de la esfera unitaria, con una frecuencia v = Qg /2,
la frecuencia de Rabi [22]. Ademads, con ayuda de las ecuacién (3.32) y la definicién del vector
2 en la seccion 3.2.3, podemos notar que el vector de Bloch describe estas oscilaciones girando

alrededor del eje x, sobre el plano yz.

Entonces, se puede manipular el vector de Bloch a voluntad con una secuencia definida
de pulsos coherentes de amplitud y duracién determinadas [22]. La forma més fécil de alcanzar
la superposicién coherente es partir de alguno de los dos estados en el eje z y luego aplicar
un pulso resonante para alcanzar el plano xy. Estas operaciones tienen una aplicacion muy

importante en el campo emergente de la computacién cuantica [31].

Sin embargo, el control sobre el vector de Bloch ya no es completo si los pulsos no son
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resonantes. Fuera de la resonancia, las ecuaciones (3.23) tienen la forma (3.25) sin la fase e*t/2,

En este caso, el vector de Bloch nunca puede alcanzar el polo Sur, ya que |b(t)|2 = 1 para todo
tiempo ¢ [26].
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Capitulo 4

Ecuaciones clasicas de Bloch

4.1. Introduccion

En el capitulo 3, estudiamos un sistema cuéntico de dos niveles con simetria de inversion
y su interaccién con un campo eléctrico clasico. El desarrollo de esta teoria es el sustento de
diversos fenémenos interesantes como las oscilaciones de Rabi [6, 23] o la transparencia auto-
inducida [20]. Sin embargo, los conceptos involucrados en esta teorfa, al igual que en cualquier
teoria cuantica, suelen ser contraintuitivos. Por ello, se han investigado multiples analogias

entre la fisica clasica y la mecénica cuantica.

Mas alla de la equivalencia matemaética, las analogias conocidas entre ambas teorias pue-
den ayudar a entender de una manera mas clara y profunda los fendmenos cuanticos y clasicos
[1]. Con esta motivacién, Frimmer y Novotny [19] han presentado una interesante analogia entre
el sistema semiclasico descrito en el capitulo anterior y un sistema clasico compuesto por un par
de osciladores armonicos acoplados. En este capitulo se desarrollara dicha analogia y se discu-
tiran los puntos en comun y las diferencias con la teoria semiclasica presentada anteriormente.
A partir de la segunda ley de Newton, se pueden realizar algunas aproximaciones razonables
para obtener un par de ecuaciones diferenciales que son formalmente equivalentes a la ecuacion

de Schrodinger para el sistema de dos niveles discutido anteriormente.

4.2. Atomo mecanico

4.2.1. Ecuaciones de movimiento

Comenzaremos reemplazando el dtomo cuantico por un dtomo mecdnico, compuesto de
dos osciladores arménicos acoplados por un resorte con constante x y débilmente amortiguados,
con una tasa 7, como se muestra en la Figura 4.1. Supondremos que las masas son iguales y
que el acoplamiento es débil. Ademads, consideraremos que el movimiento esta restringido a la

linea que conecta a las dos masas, por lo que sélo existen dos grados de libertad, denotados por
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las coordenadas x4 y o, medidas desde la posicién de equilibrio [19, 21]. En este sistema, el
oscilador A puede estar sujeto una fuerza externa F'(t). Para la masa A, la constante de resorte
es ka = k — Ak(t), donde la modulacion Ak(t) es pequena. Para la masa B, la constante de
resorte es kg = k + Ak(t) [19].

Si se desplaza la masa A de su posicion de equilibrio por una cantidad x 4, la fuerza sobre
ella es — [ka — Ak(t)] x4 — yEa — Kk (x4 — xp) + F(t). Similarmente, la fuerza en la masa B es

— [k + Ak(t)] zp —vip — Kk (xp — x4). Entonces las ecuaciones de movimiento son [19, 21]

. . k+r  Ak(t) K F(t)
Ta+yra+ T xA_El'B:Ta
. , {k +kK Ak(t)] K (4.1)
ZL’B+’)/£UB+ + xB——iUA—O
m m
Xy(1)
—=
k+Ak(t)

Figura 4.1 Sistema de osciladores armdnicos acoplados con un resorte de constante x con masas m4 y mg y
constantes de resorte ky = k — Ak(t) y kg = k + Ak(t). El oscilador A puede estar sujeto a una fuerza
externa F'(t) [19].

Para simplificar la notacién, hacemos las definiciones siguientes: la frecuencia portadora,
Q2 = (k + k)/m, la frecuencia de la modulacién Q2 = Ak/m y la frecuencia de acoplamiento

02 = k/m. En forma matricial, la expresién anterior tiene la forma

oo () () ()-(0) e

donde definimos:
02 02
x= (") m= [ TR (4.3)
B —Qg Q?i
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Figura 4.2 Eigenfrecuencias ()1 de los osciladores acoplados como funcién de la modulacién Ak. La separa-
cién en resonancia es proporcional a la fuerza de acoplamiento x [19].

4.2.2. Eigenvalores y eigenvectores

Para encontrar los modos normales del sistema, nuevamente diagonalizaremos la matriz €2,
de manera analoga a la seccion 2.2.2. Para ello, hemos de considerar primero el caso de desajuste
constante (Ak = constante), y encontrar la matriz S cuyas columnas son los eigenvectores
S1, 89 de M. Para encontrar las eigenfrecuencias del sistema de osciladores acoplados, debemos
considerar también el término Q3. Es decir, debemos encontrar los eigenvalores de la matriz
A =M + Q21. Sin embargo, por simplicidad, basta con diagonalizar inicamente la matriz M.
Recordamos que la matriz A sélo tiene eigenvectores no nulos si det (A — Q4I) = 0, donde Q4

son los eigenvalores del sistema. Llevando a cabo la operacién obtenemos [19]

1/2
Qp = (ﬂ% F /G + Qé) 7 (4.4)

donde el término dentro del radical corresponde a los eigenvalores de M. Si las graficamos las
eigenfrecuencias Q4 como funcién de Ak(t), podremos observar el comportamiento del sistema.
En la figura 4.2 observamos que, cuando el acoplamiento es nulo, 2. = 0, los osciladores son
independientes y sus graficas forman rectas que intersectan en la resonancia, cuando Ak = 0.
Sin embargo, si existe un acoplamiento, las curvas no se intersectan y forman una separaciéon

caracteristica [8, 19].

Recordando que habiamos considerado un acoplamiento débil, podemos asumir que €2, <

Q. En el caso de resonancia la separacién entre las frecuencias es
~ "c

donde hemos realizado una aproximacién por serie de Taylor en las eigenfrecuencias (4.4).

Noétese que la separacién es proporcional a la fuerza de acoplamiento  [19].
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Para obtener los eigenvectores, consideramos las dos ecuaciones de eigenvalores; M s; =
1/2 1/2
— (4 + Q%) s, y Msy = + (Q4 + Q?) /%, Seas; = (811, 821)T, entonces tenemos el par de

ecuaciones

—QZSH — 92521 = —\/934—93811,

_Qzll+93521:_ Qg—i‘QéSgl.

Despejando s9; de la segunda ecuacion y luego de racionalizar y eligir s;; = 1, obtenemos s;.
Después de hacer un procedimiento similar para el otro eigenvalor, obtenemos la matriz de

eigenvectores

S = ) ! 1 ) ! ik (4.6)
- (Qd/Qc) + 1+ (Qd/Qc> - (Qd/Qc) - 1+ (Qd/Qc>

4.2.3. Modos normales

Ahora, podemos encontrar los modos de oscilacién simétrico y antisimétrico al diago-
nalizar y desacoplar el sistema de ecuaciones diferenciales. Por conveniencia, realizaremos la

transformacién

x=U1ly= (S_l)Ty, (4.7)

donde U es la matriz de transformacién y y = (ya,y5)? son los eigenmodos del sistema.

Entonces, tenemos
UMx = UMUty = s™™M7 (s1)"y,
pero STMT (S71)" = (ST'MS)" = AT = A, donde A es la matriz de eigenvalores de M.

Aplicando la transformacién (4.7) en la ecuacién (4.1) y multiplicando por la izquierda por U
resulta [19]

d? d o) [va —/ Qg + 0 ya\ ([
<@ +’Y& + QO) (yB> + ( 0 —Qé T Q‘é) <y3> = <f(t)> . (48)

Como podemos notar, hemos obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales para las coorde-
nadas y4 v yp en donde éstas son independientes. En particular, nos interesa la evoluciéon de los
eigenmodos 4 y z_ cerca del la resonancia (Ak = 0). En este caso la matriz de transformacion

U, se escribe [19]

—1

U(Ak —0) = (1 ! ) . (4.9)
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Si aplicamos esta transformacion, los eigenmodos toman la forma

Ty =ya(Ak = 0) =24+ x5, (4.10)
- =yp(Ak —0) =24 —z5. .

Por un lado, tenemos un modo de oscilacién simétrico, denotado por z, con frecuencia Q0 (Ak =
0) = \/k/m. En este modo de oscilacién, ambas masas se desplazan en la misma direccién en
cualquier instante dado; es decir, oscilan en fase. Ademas, se debe notar que en este modo, la
frecuencia de oscilaciéon es la frecuencia en ausencia de acoplamiento. Esto es debido a que el
resorte que acopla cada una de las masas individuales no posee ningun efecto. Por otro lado,
tenemos un modo antisimétrico, denotado por z_, con frecuencia Q_(Ak = 0) = /(k + 2K)/m.
En este modo, las masas se desplazan en direcciones contrarias (fuera de fase). La frecuencia
en este caso es mayor, debido a que el sistema se encuentra bajo la accion del acoplamiento
[19, 21].

Siguiendo el mismo procedimiento empleado para obtener (4.8), utilizamos (4.7), con
U~'(Ak = 0) para transformar el sistema de ecuaciones (4.1). Multiplicamos por U(Ak = 0)

por la izquierda y obtenemos

d? d Ty -2 02 Ty f(t)
(dt2 dt )\ -2 Q2 x_ f(t)
Comparando la expresién (4.11) con (4.2), puede observarse que los modos normales ahora se

encuentran acoplados por la modulacién. A partir de ahora, suponemos que f(¢) = 0 para

investigar la dindmica del sistema sin forzamiento [19].

4.2.4. Envolvente lenta

Tomando en cuenta que el acoplamiento débil se traduce en una transferencia de energia

entre los osciladores, podemos proponer soluciones de la forma [21]

z, = Re {c,(t) "'}

4.12
z_ = Re {cy(t) "'} 412)

para la evolucién de los eigenmodos. En esta expresion, los términos ¢, () y ¢(t) son amplitudes

complejas que varian lentamente, en comparacion a la alta frecuencia €2y con la que oscilan los
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eigenmodos (4.12) [19]. Sustituyendo (4.12) en (4.11) se obtiene

[éa + 2iQ0¢q — Qca + Véq + i1Q07Cq + Qica — Ve, — Qflcb} et —
[éb -+ 2%9061) — Qgcb + ’Yéb + iQO'ycb + Q(Q)Cb — Qﬁca + Q?Cb} eiQot =0.

Como se habia mencionado anteriormente, suponemos que las envolventes ¢, y ¢, varian
lentamente, por lo que no cambian notoriamente en un periodo 7" = 27/€)y. Entonces asumimos
que |é,] < |ea] v 6] < |cp]. Esta suposicién nos permite despreciar los términos que contienen
las segundas derivadas. Ademas, tomamos en cuenta el hecho de que el amortiguamiento es

débil, por lo que 2iQ + v = 2iQ [19]. Tomado en cuenta estas consideraciones obtenemos

. AQ
il “)=1 G I ) (4.13)
e 2 Wy —AQ — iy ch

donde hemos definido la frecuencia de modulacién re-escalada wy = Q2/€ y hemos utilizado

la ecuacion (4.5) para simplificar la notacién [19].

4.2.5. Modulacién paramétrica

Para entender cémo se comportaria el dtomo mecdnico, consideramos una modulacion
armoénica de la forma [19]
Ak(t) = —2QgmA cos (wpt) , (4.14)

donde A y w,, son la amplitud y la frecuencia de la modulacion, respectivamente. De esta

manera, tenemos que wy = —A (e“n! + e~mt)_ Sustituyendo esto en (4.13) se obtiene

| ¢, AQ — 1y —2A cos w,t Cq
i = , . (4.15)
G —2Acoswpyt —AQ — iy Cy

Nétese que esta ecuacion es formalmente equivalente a la ecuaciéon de Schrodinger para el
Hamiltoniano (3.15) cuando el amortiguamiento es nulo. Este resultado es importante, puesto
que establece la analogia entre un sistema cudntico y uno clésico. En este caso, la separacion
de energia entre niveles es RAQ y el acoplamiento fuw;/2. Con esta notacién, el Hamiltoniano
tendria la forma AAQG, /2 4 hwqd,. /2. De esta manera, el sistema de dos osciladores arménicos
clasicos puede considerarse como un atomo mecénico, cuyo estado base o excitado corresponde
a los eigenmodos simétrico o antisimétrico, respectivamente [19]. Ademds, el desajuste Ak,
establece el acoplamiento entre los eigenmodos y en particular, la amplitud A representa la

frecuencia de Rabi en el capitulo 3. De manera anéloga, el acoplamiento entre niveles se produce
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por la interaccién entre el sistema de dos niveles y el campo eléctrico [19, 24].

4.2.6. Solucién general

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (4.13), debemos trasladarnos a un
marco de referencia rotatorio, como se hace en la seccién 3.2.2. En esta ocasion, hacemos uso

de la transformacién [19, 24|

ca(t) = a(t) e mt/2

() =alt)e "
co(t) = b(t) e™mt/2

Esta transformacion es equivalente a la transformacién (3.16); esta vez con U, (t) = emt9=/2,

Con esto, nos trasladamos a un marco de referencia que oscila con la frecuencia de la modulacion.
Si sustituimos (4.16), junto con (4.14) en (4.13) se obtiene
i

R 1 . A Wi,
z(a—iwma) :§(AQ—w)a—§(eQ "+1)b,

. ; A . 1
i (b + %wmb) ==3 (1+e?m!)a— 5 (AQ+iv)b.

+2iwmt

Como se observa en las expresiones anteriores, tenemos términos de la forma e que oscilan

rapidamente. Aplicamos la aproximacion cuasi-resonante, y despreciamos estos términos, debido

a que sus efectos se pierden en tiempos suficientemente largos [23, 26]. Después de reordenar

fa)_1 0 — iy —A a
QAT 20

donde 6 = AQ — w,, es la diferencia entre la separacién de los niveles y la modulacién [19].

términos obtenemos [19]

Obsérvese la semejanza entre la matriz en esta expresién y el Hamiltoniano (3.20). Si utilizamos

las condiciones iniciales arbitrarias, a(0) = ag y b(0) = by, obtenemos la solucién general [19]

Q 0 A Q
at) = { leos (20) — 0% gin (220 ] 4 425 sim (228 ), L etz
2 e ¥ o : (4.18)
_ A (SRt Qpt\ .6 . (Qgt s -
b(t)—{’LQRsm( 5 )a0+[cos< 5 )+ZQRsm< 5 )} bo}e ,

donde Qi = v A% + 62 es la frecuencia de Rabi generalizada. En el Apéndice C se encuentra el
procedimiento detallado para obtener esta solucion. Excepto por el factor de amortiguamiento

e "/2 esta solucién es idéntica a la solucién (3.23).
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Después de revertir las transformaciones (4.16), (4.12) y (4.10) encontramos la solucién
general al problema de un sistema de osciladores arménicos acoplados con una constante de
resorte que varia de manera armonica. Sin embargo, esta solucién se sustenta en la aproximacion
cuasi-resonante, que impone la condicion de que la frecuencia de Rabi debe ser tal que Qp < w,,.
Esto es debido a que en la aproximacion cuasi-resonante despreciamos términos que oscilan con
frecuencias +2w,,. El hecho de que la frecuencia de Rabi debe ser pequena nos indica que
también debe ser suficientemente pequena, lo cual implica que A} ~ w,,. Por otra parte, la
amplitud de la modulaciéon también debe ser tal que asegure que la frecuencia de Rabi no sea

demasiado grande [19].

Por otro lado, la aproximaciéon realizada en la seccién 4.2.4 nos indica que la frecuencia
de modulacién debe cumplir que w,, < €y para que la envolvente tenga una variacion lenta.
Es decir, la frecuencia de oscilacion natural de las masas (en ausencia de acoplamiento) debe

ser mucho mayor que la de la modulacién [19, 21].

4.3. Esfera de Bloch Clasica

4.3.1. Definicion de la esfera de Bloch

En la seccién 3.3, se introdujo el vector de Bloch, definido como el valor esperado del
vector de las matrices de Pauli. Para el estudio de la analogia presentada en este capitulo,
es pertinente escribir un vector de Bloch clasico, partiendo de la definicién cuédntica. Con
esto, es posible estudiar cémo evoluciona nuestro sistema de osciladores armoénicos clasicos y
profundizar en la analogia con el sistema cuantico de dos niveles. El vector de Bloch clésico

tiene las componentes cartesianas [19, 30]

Sy = ab* +a*b =2Re{ab*} ,
sy =1 (ab" —a*b) = —2Im{ab*} , (4.19)

s, = aa* —bb* = |a> — |b]*.

Para que nuestro sistema pueda representarse en la esfera de Bloch, debe estar norma-
lizado, de forma que |a|?> + |[b|*> = 1, y en ausencia de amortiguamiento (7 = 0), entonces el

vector definido en las ecuaciones s = (s;, sy, $,)7 describe una esfera unitaria [19, 31].

Ahora, ilustraremos algunos puntos interesantes en la esfera de Bloch, mostrados en la
Figura 4.3. El polo Norte s = (0,0,1)T corresponde al estado (a,b) = (1,0). En este estado

unicamente el modo simétrico se encuentra activo. Por otra parte, en el estado (a,b) = (0, 1),
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el vector de Bloch se encuentra en el polo Sur y solamente el modo antisimétrico se encuentra
activo. Finalmente, todos los puntos en el ecuador corresponden a una superposicion igual de

los eigenmodos, pero con distinta fase. Por ejemplo, el punto s = (1,0, 0)7 corresponde al estado

(a,8) = (1,1)/v/2 [19].

Figura 4.3 Representacién de algunos puntos en la esfera de Bloch clasica, correspondientes a diferentes
estados de superposicién de los eigenmodos x4 [19].

Para investigar como evoluciona el vector de Bloch en el tiempo, calculamos su derivada.

Para la componente s,, tenemos

§, = ab* + ab* + a*b+ a*b

= —YS; — 08y,

donde hemos hecho uso de la ecuacién (4.17) y simplificado. Después de un procedimiento

similar para las demés componentes, obtenemos [19]

d Sa —y =6 0 Sa
s | = y —v A Sy | - (4.20)
Sy 0 —A - Sz

Podemos compactar el sistema de ecuaciones anterior escribiendo € = (—A4,0,5)7. Entonces,
resulta la expresiéon
s=0Xxs—1s. (4.21)

Cuando el amortiguamiento es nulo, la ecuacion s = €2 X s es la ecuaciéon clasica que describe
la precesién del vector de Bloch alrededor del vector €2, con frecuencia angular Qg [19, 23,
30]. Estos resultados definen las ecuaciones de Bloch cldsicas. En resumen, el estado de nuestro

sistema de osciladores arménicos acoplados estd determinado por las amplitudes complejas a(t)
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y b(t) y cada estado en particular tiene una representacién en la esfera de Bloch.

En principio, podemos escoger una amplitud A y un valor ¢ tal que logremos trasladar el
vector de Bloch de un punto cualquier a otro, en el tiempo adecuado, dado por las ecuaciones
(4.18). Esta es la idea central del concepto de control coherente [19, 22, 26]. Como se discutié
en la seccién 3.3.2, se puede lograr el control coherente al manipular el un sistema por medio
de una secuencia de pulsos resonantes, con una duracién bien definida [22]. En el caso cldsico
presentado en este capitulo, el control coherente depende completamente de la modulacion Ak

en los resortes [19].

4.3.2. Oscilaciones de Rabi clasicas

En esta seccion discutiremos como cambia el vector de Bloch cuando modulamos el
pardmetro Ak(t) en resonancia (AQ = w,,). En este caso la modulacién tiene la forma Ak o
A cos (AQt). Suponiendo que el vector de Bloch comience en el punto s = (0,0,1)?, entonces

precesard alrededor del eje 2 = —Ax. Las amplitudes complejas (4.18) tienen la forma [19]

a(t) = cos (%)ew/2 :

b(t) = ésin <§)ew/2_ (4.22)

Por ahora, se ignorara el amortiguamiento, por lo que v = 0. Después de un tiempo ¢t = /A,
tendremos que a(rw/A) = 0y b(w/A) = 1. Este es el llamado pulso-r [22]. Entonces, el vector de
Bloch habrd rotado al polo Sur. De manera similar, para un tiempo de modulacién de t = 27 /A,
el sistema habra vuelto a su estado original [19]. Entonces, la esfera de Bloch representa el estado

del sistema considerando la poblacién de los eigenmodos, dada por

A

la(t)| = cos® (g) e
A

b(t)] = sin? (g)

Entonces, cuando v = 0, los modos oscilan entre el simétrico y el antisimétrico y el vector de

(4.23)

Bloch lo hace entre el polo Norte y el polo Sur, como se observa en la Figura 4.4.

En este caso, la poblacién se invierte con un periodo de 7' = 27/A [19, 26]. Este es el
fenémeno que ocurre en las oscilaciones de Rabi en un sistema de dos niveles [22]. Sin embargo,
el amortiguamiento lleva a caida de las poblaciones de ambos eigenmodos con el tiempo y la

magnitud del vector de Bloch no se conserva [19]. Para una diferencia ¢ # 0, las amplitudes
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son

a(t) = [cos (%) - Z'Q%Sm (%)] e, (4.24)

Estas expresiones revelan que, en el caso de operaciones no resonantes, el vector de Bloch
precesa alrededor de un eje €2 que tiene una componente en el eje z, por lo que nunca alcanzara
el polo Sur. Esto también se puede entender a partir de que ]b(zf)|2 # 1 para cualquier tiempo
t, ya que Qr > A [19].

Figura 4.4 Oscilaciones de Rabi en la esfera de Bloch. El vector de Bloch rota aldedor del eje = —Ax [19].

4.3.3. Franjas de Ramsey clasicas

En la seccién anterior, vimos que las modulaciones resonantes producen oscilaciones de
Rabi en el sistema de osciladores acoplados. Ahora, veremos qué ocurre cuando escogemos un

desajuste d # 0 y despreciamos el amortiguamiento.

Una forma de visualizar el efecto del desajuste d es por medio del experimento de Ramsey.
Comenzamos preparando el sistema en el estado correspondiente al polo Norte en la esfera
de Bloch. Después de un pulso-m/2 resonante (§ = 0), el sistema se encontrard en el punto
s = (0,1,0)T, como se puede ver utilizando las ecuaciones (4.19). Ahora esperamos un tiempo

t, escogemos A = 0. Entonces, tenemos que 6 = AQ, y las condiciones iniciales son (ag, by) =
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(1,4)/+/2. Las ecuaciones (4.18) toman la forma

o= 75 o (5) -0 (5)]
0=l () o (3)] “25)

Entonces, podemos notar que el vector de Bloch se desplazara aunque no exista una modulacion
(A =0), ya que los eigenmodos adquieren una fase relativa, dada por la diferencia de frecuencia
AQ en los niveles [19]. Luego, esperamos un tiempo 7" y el vector de Bloch habra rotado un
angulo ® = 07 sobre el ecuador. Después, aplicamos un nuevo pulso-m/2. El experimento de
Ramsey consiste en medir la poblacion de cada estado para cada tiempo de espera T'. Si el
tiempo de espera fue T" = 7/, regresamos al polo Norte después del segundo pulso-7/2. En
la Figura 4.5a se puede observar la trayectoria del vector de Bloch para este caso. En general
podemos notar en la ecuacién (4.25) que cada tiempo t = n7/d, se produce una inversién en la
poblacién [19, 22]. Si medimos las poblaciones después del segundo pulso-7/2, encontraremos

las franjas caracteristicas del experimento de Ramsey mostradas en la Figura 4.5b.

(a) e. (b

—

poblacién

0O 10 20 30 40

S=(OIOI-1 )T

Figura 4.5 a) Trayectoria del vector de Bloch en el experimento de Ramsey para un tiempo 7' = 7/d. b)
Patrén de franjas de Ramsey, formado cuando se mide la poblacién de cada estado después de un tiempo
T de evolucién del vector de Bloch en el ecuador [19].

4.3.4. Experimento de Hahn clasico

Ya que hemos establecido el efecto de los pulsos resonantes y los tiempos de esfera, es
posible refinar el método anterior. Si comenzamos en el polo Sur s = (0,0,1)7, y aplicamos
un pulso de 7/2, alcanzamos el estado s = (0,1,0)7, al igual que en la seccién anterior. Sin
embargo, ahora esperamos un tiempo 7'/2 para que el vector de Bloch evolucione a lo largo del
ecuador. Luego, aplicamos un pulso resonante 7, por lo que el vector de Bloch rotara un angulo
7 alrededor del eje x, como se establece en la ecuacion (4.21). Después de un tiempo adicional

T/2, el vector de Bloch siempre alcanzard el punto s = (0,—1,0)7. Luego de un pulso-3/2
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adicional, el vector de Bloch regresa al punto s = (0,0, 1)T. La trayectoria del vector de Bloch
se muestra en la Figura 4.6a. Sin embargo, esto s6lo se cumple si no existe amortiguamiento

19].

(b) gl N W2 & 32
c S g Wl W
O ~
2 -

04 B
S |—laf g
o SRyt |b|2 —
06 i 3
vT

Figura 4.6 a) Trayectoria del vector de Bloch en el experimento de Hahn. b) Poblacién del eigenmodo x_
después del experimento de Hahn. Ademds, se encuentran esquematizados los pulsos [19].

Cuando existe amortiguamiento, las amplitudes decaen con un factor e~7*/2. Si medimos el
resultado del experimento de Hahn, encontraremos lo siguiente. La poblacion del modo simétrico
es cero, mientras que la poblacién del modo antisimétrico es |b(T)|> = e=T. En la Figura 4.6b
se muestra una grafica de la poblacién del eigenmodo z_. Entonces, si se modifica el tiempo
se espera 1"y se mide la energia el eigenmodo x_, se puede determinar el amortiguamiento.
En el experimento de Hahn cuédntico se puede eliminar la contribucion de la relajacion por

decaimiento de la poblacién y medir el amortiguamiento debido a la pérdida de coherencia [19].

4.4. Diferencias con el sistema de dos niveles

A lo largo de este capitulo, se ha establecido la analogia entre el sistema cudntico de
dos niveles y el sistema de osciladores armonicos clasicos acoplados. Sin embargo, existe una
importante diferencia. En el sistema clasico, el amortiguamiento causa la desaparicién de am-
bos modos. En cambio, un sistema cuantico de dos niveles siempre cae al estado base como
consecuencia del amortiguamiento [22]. En el modelo de Rabi, uno de los mecanismos de amor-
tiguamiento es la emisién espontanea. En este mecanismo, los dtomos tienden a caer al estado
base y emiten el exceso de energia. El nimero de atomos en el estado excitado decae expo-
nencialmente y el resultado final es que todos los atomos se encontraran en el estado base
[22].

El proceso de emision espontanea esta caracterizado por las constantes fenomenologicas
T, y T5, introducidas por Bloch en su modelo de resonancia magnética nuclear, donde se rela-

cionan a los procesos de relajacién del espin [29]. En el contexto de la interaccién materia-luz, la
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constante 77, llamada relajacion longitudinal, esta determinada por el decaimiento de la pobla-
cion. Por otra parte, la constante T3, llamada relajacion transversal, esta relacionada al proceso
de desfase. Cuando ocurren eventos que no alteran la poblacién del estado excitado, pero si
la fase de la funcion de onda, y entonces se pierde la coherencia y por lo tanto se pierden las
oscilaciones de Rabi [22; 26]. En ambos casos, se produce una caida en la poblacién, mientras
que en el sistema clasico se pierden los modos de oscilacion. Por esto, la emision espontanea es

un fenémeno cudntico que no puede ser modelado en términos clasicos [19, 22].
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Capitulo 5

Interaccion materia-luz: sistema de dos

niveles asimeétrico

5.1. Transformacién del Hamiltoniano a un marco de re-

ferencia rotatorio

En el capitulo 3, estudiamos la interaccién entre un sistema cuantico de dos niveles y
asumimos que existia simetria de inversiéon. Nuevamente, buscaremos una solucion a la ecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo que se escriba como una superposicion de los estados
{la),|b)}. Es decir, escribiremos la funcién de onda como [i(t)) = c4(t)|a) + c(t)|b). En
este capitulo, haremos una suposiciéon importante, que no existe la simetria de inversion. Esto
implica que los estados{|a) ,|b)} no tienen una paridad definida, por lo que podemos suponer
que d,,, dy, # 0. Esto significaria que hay momentos dipolares permanentes asociados al estado
base y al estado excitado [32]. En el capitulo 3, obtuvimos el Hamiltoniano para el sistema de
dos niveles en interaccion con un campo eléctrico clésico:

f[(t) = — [hwo — Eg - (daa — dpp) coswt]| 6, — Eq - (dgp 4 + dpg 6 ) coswt . (5.1)

DN | —

Nuevamente, haremos una rotacion alrededor del eje z,con una transformacién unitaria definida

CcOo1mo

« [t , N
U, (t) = exp{%/ 3 [T — Eq - (daq — dpp) cos wt'] dt’} — ilwot—rsinwh)o=/2 (5.2)
0

donde hemos definido el pardmetro de violacién de la simetria k = Eq - (dae — dpp) /Aw [32].
Siguiendo un procedimiento analogo a la seccién 3.2.2, escribimos la funcién de onda transfor-

mada como [¢'(t)) = a(t) |a) + b(t) |b). En términos de los coeficientes c,, ¢, tenemos

a(t) = cq(t) e,

en(t) o0 (5.3)

S
—~
~+
~—
I
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donde hemos definido 6(t) = wot — ksinwt. Ahora, evaluamos cémo se transforma el Hamilto-

niano del sistema (5.1) bajo la accién de U, (t). Utilizando la ecuacién 3.6, encontramos

h 9. A g
H'(t) = —= (wg — kwcoswt) &, + €27 H(t)e "2°¢
()=~ (oo ) 0 -

= — (EO ~dgp e10&+ + Eg - dy, e’”a&,) cos wt .
Definimos la intensidad de campo eléctrico renormalizada como

E(t) = E ik sinwt E Z J ant (55)

n=—0oo

donde J, (k) son las funciones de Bessel del primer tipo y orden entero. Con esto, reescribimos

el Hamiltoniano (5.4) como

H'(t) = — <E*( ) - dap € 6, + E(t) - dyg e W’t&_> cos wt

> . . . (5.6)
=-E;- Z In(K) (dab e Wl glols 4 d,, e e W0l ) coswt .

n=—oo

Observamos en el Hamiltoniano que existen nuevas resonancias,cuando nw = wy, con n =
1,2,3, ... Esto es un efecto del rompimiento de la simetria de inversion, ya que el campo eléctri-
co se ha transformado en un oscilador armoénico paramétrico [32]. Reescribimos la expresion

anterior en términos de las funciones Bessel como

1

H ( ) — —§E0 dab Z J fz n—1)wt +e z(n+1)wt) eiwot a_Jr
T (5.7)
1 i(n+1)w i(n—1)w —iwot 4
—§E0'dbaZ_Jn(H)(e(+)t+e( )t)e ot

5.2. Aproximacion cuasi-resonante

Ahora, asumiremos que la frecuencia w del campo eléctrico se encuentra cerca de la m-
ésima resonancia wy/m. Al estudiar el comportamiento con tiempos largos, la tinica contribucién

considerable vendra de los términos n = m £ 1. La aproximacién cuasi-resonante nos permite
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ignorar las contribuciones de armoénicos distintos [22, 25, 28, 32]. Entonces queda

H'(t) ~ —=Eq- (dap e 64 + dpae ™ 6) [is1 (6) + Jopor ()]
5.8)
1 | 4 2T, (
= ——E,- (dab etAt 64+ dpg oAt &7) {M} ’
2 K

donde se ha definido A = wy — mw y ademas se han utilizado las propiedades de las funciones
Bessel. Para que nuestra aproximacién tenga validez, se deben cumplir dos condiciones. La

primera es que

- 2 A (wo — mw)|. (5.9)

‘EO ~dgymdy, (k)

Esta condicion implica que el acoplamiento en la m-ésima resonancia debe ser lo bastante fuerte
como para que nos permita restringir el problema a un sistema de dos niveles. La segunda

condicién es

Eq-dgnd,
‘ 0 I:n (v) < |k (wo — nw)], (5.10)

donde n # m. Esta condicién nos permite despreciar las interacciones fuera de la m-ésima

resonancia, es decir, fuera de la aproximacién cuasi-resonante [32].

Ahora, asumimos que los elementos no diagonales del operador de momento dipolar son

reales, por lo que d,, = d,. Definimos la frecuencia de Rabi como

Or=E;-dy (%’Z(”)) (5.11)

en la vecindad de la m-ésima resonancia. Ahora, la frecuencia de Rabi ya no sélo es proporcional
a la intensidad del campo eléctrico. De hecho, puede anularse si la intensidad del campo eléctrico
es tal que k sea una de las raices de la funcién Bessel [32]. Con esto, podemos escribir una
aproximacién al Hamiltoniano con simetria de inversién rota como

M

H'(t) ~ (6, +e ). (5.12)

5.3. Solucién de la ecuacién de Schrodinger

Para resolver la ecuacién de Schrodinger de una manera mas sencilla, efectuamos una

nueva rotacién alrededor del eje z, de forma que el Hamiltoniano (5.12) sea estético. Utilizamos
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la transformacion unitaria

U (t) =e 2% (5.13)

Entonces, la funcién de onda [(t)) se escribe [40(t)) = a(t) |a)+b(t) |b) = U.(t) [/ (t)). Explici-

tamente, tenemos:

a(t) = e ¥ alt), -
b(t) = e b(t) . ’

Después de la transformacién, el Hamiltoniano (3.20) resulta

o hA - AL A ~ AL A
=26, + T () ¥
. 5.15
CRA L g, (5-15)
=5 0, 5 O .

Obsérvese que este Hamiltoniano es independiente del tiempo. Esto nos permite aplicar el ope-
rador de evolucién asociado para obtener la funcién de onda para H [2]. Luego, simplemente
invertimos la transformacién y obtenemos la funcién de onda |¢'(t)). De nueva cuenta, obser-
vamos que podemos interpretar el Hamiltoniano (5.15) como la interaccién de un sistema con
espin ficticio % con el campo vectorial Q = —Qpx + Az = Qn, donde Q = \/Q% + A? es la
frecuencia de Rabi modulada [25, 32]. Entonces, la ecuacién (5.15) toma la forma compacta
~ heY |
=—0

H' =61 (5.16)

Entonces, el operador de evolucién S(t) = e~ H't/I toma la forma simple 2]

N Ot o Ot Ot
S(t) = e"190R — cog (?>]I — 7sin <7)& - 1. (5.17)

Utilizando condiciones iniciales arbitrarias, escribimos el estado |i(t)) con la forma inicial

4)(0)) = (ag, by)T. Después de un tiempo ¢ tiene la forma

A Qt\ (ao _Z,Sin@ A/ —Qr/Q\ [ao
30 = S0 170) = eos () (b> (5) (_QR o A /Q> (b> -
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Invirtiendo la transformacion (5.14) resulta

(At Ot A Qr . [
a(t) =e"2 < |cos - ) —igsin{ 5 ao—l—zﬁsm > bo ¢,

i (5.18)
ac | Qp . (U Ot A
b(t) = o~ {zﬁR sin (7) ap + [cos (?> + i Sin (?ﬂ bo} :
Finalmente, invertimos la transformacién (5.2) y obtenemos [32]
ca(t) =e e cos | igsin| 5 | ao+igmsin{ == Jbo o,
(5.19)

(t)_ ZmT‘*’t _Z‘LSiSWt .QR . Ot n Qt +A . Ot b
o(t) =¢e"2 e iy sin | 5 Jao + |cos { 5 i sin{ 5 0 ¢ -

En conjunto, estas ecuaciones son la solucion aproximada a la ecuacion de Schrodinger para un
sistema de dos niveles sin simetria de inversién. La probabilidad de que el sistema se encuentre
en el estado base o en el estado excitado estd dada por |ey(t)]> y |cq(t)]?, respectivamente. Asu-
miendo que el sistema se encuentra inicialmente en el estado excitado, entonces la probabilidad

de transicion esta dada por

Pooalt) = |0 = 2 s (@) . (5.20)

En esta ecuacion, la amplitud de las oscilaciones de Rabi tiene un perfil lorentizano. Sin embar-
go, el ancho ahora también escala con el nimero m, ademés de la diferencia entre la frecuencia
del campo eléctrico y la frecuencia de la transicion entre niveles. De igual manera, la maxima
amplitud se encuentra en las distintas resonancias, cuando w = wg/m y entonces puede produ-
cirse una inversién completa de la poblacién [26]. Fisicamente, esto implica que existen nuevas

frecuencias proporcionales a la frecuencia de transicién del dtomo de dos niveles [32].

5.4. Momento dipolar inducido

Como se vio en la secciéon 3.2.5, la interaccién entre el campo eléctrico y el sistema de
dos niveles causa la formacién de un momento dipolar. Este estd definido como el valor de
expectacién del operador de momento dipolar [28, 32]. Para entender cémo el rompimiento
de la simetria de inversién afecta la dispersion de la luz, nuevamente realizaremos este cédlculo.
Suponiendo que a t = 0, el sistema se encuentra en el estado excitado, entonces ag = 1y by = 0.

Para ello, necesitamos escribir el estado del sistema a tiempo t, [¢(t)) = cq(t) |a) + c(t) |b),

43



donde

; Qt A (917 -
—imwt/2 . : ik sinwt/2
ca(t) =¢ [cos (—2 ) — iy sin (—2 )] e :

5 o (5.21)
Cb(t) — ieimwt/QﬁR sin (7> efmsinwt/2 .
Sustituyendo los coeficientes ¢,(t) y ¢(t), y luego de algo de élgebra, obtenemos [32]
] 1 Q%
d(t) = (@(0)ld[¢(1)) = daa — 5 (dea — din) 5 (1 — cos )
O & A1 A\ 1 AN o

o i B “einwt _ — [ = i(nw+Q)t (1= i(nw—Q)t .

dabQQn:Z_OOJm n(/@)[Qe 2( —|—Q)e +2( Q)e +c.c
(5.22)

para el momento dipolar inducido cerca de la m-ésima resonancia. Aqui, se hace notorio que
existe un momento dipolar permanente, independientemente de las resonancias. Ademés, ob-
servamos que la radiacion del dipolo para este sistema consiste en un espectro con un singlete a
frecuencia §2 y una serie de tripletes con frecuencias nw, nw 4 €2, como se muestra en la Figura

5.1 [32].

Luz incidente Sistema de dos niveles asimétrico

) ——

Luz dispersada

nom+Q
Tripletes V\~
= nw
i . (n=123.) D
(m=1,23..) nw—Q
Singlete VAVAVE 4
|b>  — Q

Figura 5.1 Esquema de la dispersién de la luz en un sistema de dos niveles asimétrico, en la vecindad de la
m-ésima resonancia [32].

Para ilustrar las oscilaciones del momento dipolar, nos centraremos en un caso particular
interesante. Cuando la violacién de la simetria de inversién es débil, tenemos que |x| < 1. En
tal caso, al efecto de la asimetria es mucho méas notorio en la primera resonancia m = 1, cuando
w ~ wo. En el caso de un campo eléctrico resonante, entonces A = 0, Q = Qp y el momento

dipolar se reduce a la expresion
1 1 -
d(t) = 5 (daa + dis) + 3 (dga — dpp) cos Qpt
1

(5.23)
+ —dg [cos (nwt + QRt> — COS (nwt - QRtﬂ )

2
44



En esta situacion, la frecuencia de Rabi toma la forma QOr = Eg-dy, /h. Usualmente, la frecuencia
de Rabi es mucho mas pequena que la del campo eléctrico aplicado (QR < wyp), por lo que
tenemos tres contribuciones que oscilan en el momento dipolar. La primera proviene de la
violacion de la simetria y oscila a la frecuencia de Rabi. Ademads, tenemos los términos que
oscilan a las frecuencias wg £+ Q R, los cuales se encuentran cuando existe simetria de inversion

[32].

Por su tamano, los puntos cudnticos son un sistema apto para observar el efecto de la
asimetria. En los puntos cudnticos el estado base |b) corresponde a la ausencia de portadores
de carga libres. Ademas, el estado excitado |a) representa el estado con electrones en la banda
de conduccion y huecos en la banda de valencia. En particular, los arreglos de puntos cuanticos
de nitruros del grupo III pueden ser ttiles para la emisién en el rango de los THz [32]. Un
ejemplo de la utilidad de estos arreglos se encuentra en los laseres de cascada cuantica [33]. Por
otro lado, el efecto de la violacion de la simetria podria observarse también en los nanotubos
de carbono quirales, ya que la quiralidad rompe la simetria de inversién cuando no existe un

centro de inversién [34].
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Capitulo 6

Sistema de dos niveles asimétrico: analo-

go clasico

6.1. Introducciéon

En el capitulo 4 discutimos la analogia entre un sistema cuéntico de dos niveles con
simetria de inversion y un sistema de osciladores armonicos clasicos acoplados. Luego, en el
capitulo 5 discutimos cémo el rompimiento de la simetria de inversion introducia nuevas re-
sonancias en la frecuencia de Rabi y la aparicion de una serie infinita de tripletes. En este
capitulo, extenderemos la analogia de Frimmer y Novotny [19] al caso del rompimiento de la
simetria de inversién. Para ello, se incluird un acoplamiento variable en las ecuaciones (4.1), tal
que se mantenga la validez de la aproximaciéon por una envolvente lenta. Luego, con base en
los procedimientos realizados en los capitulos anteriores, se encontrara una solucién general al

problema, andloga a las ecuaciones (5.18).

6.2. Atomo mecanico

6.2.1. Ecuaciones de movimiento

Comenzaremos proponiendo un modelo de un dtomo mecdnico, compuesto de dos osci-
ladores armonicos acoplados por un resorte y débilmente amortiguados, con una tasa 7 (ver
Figura 4.1). Supondremos que las masas son iguales y que el acoplamiento es débil. En este
sistema, el oscilador A puede ser dirigido por una fuerza externa F'(t). Para la masa A, la cons-
tante de resorte es ky = k — Ak(t), donde la modulacion Ak(t) es pequena. Para la masa B,
la constante de resorte es kg = k + Ak(t) [19]. Finalmente, proponemos un acoplamiento mo-

dulado de la forma k(t) = ko + 0k(t), donde k(t) < k. Entonces, las ecuaciones de movimiento
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toman la forma [19, 21]

gt [M} Tat {w} (xga—xp) = )
g yip+ {@} - {@} (IB_mA):Om (6.1)

Para simplificar la notacién, redefinimos la frecuencia portadora como Q2 = (k + kg) /m, la
frecuencia de modulacién de resorte Q2 = Ak(t)/m y la frecuencia del acoplamiento modulada

Q2 = (ko + 0k(t))/m. En forma matricial, las ecuaciones de movimiento toman la forma [19]
d2 d T A —QQ —QQ T A
— — Q2 d c 9
<dt2 MRETI °> (;,;B> * (-Qg Q% ) \ag)’ (6:2)

2 2
(5 03

donde definimos

»

Il
-~
8 8
SO
~__—
Il

6.2.2. Eigenmodos

Nuevamente, nos centraremos en encontrar soluciones en forma de una superposicién de
los modos normales de oscilacion. Para ello, consideramos el caso de modulaciones constantes

(0K, Ak = constante). Podemos encontrar los eigenmodos utilizando la transformacién
-1 _N\T
x=Uly=(5")"y, (6.4)

donde U es la matriz de transformacion definida por la matriz de eigenvectores (4.6). De nueva

cuenta, los eigenvalores tienen la forma [19]

1/2
0. = (3% fopenr) (65)

Asumiendo que €2, < )y, podemos hacer una aproximacién por serie de Taylor en los eigenva-

lores €24 y la separacién entre niveles toma la forma

N Q2 [ko+0k(t)] /m

A~ g = (k + r0)/m

(6.6)

En esta ocasion, notamos que la separacién de niveles depende explicitamente del tiempo.
Ahora, transformamos a la base de eigenmodos (z,z_), restringiendo el dominio a los valores

cercano a las dos resonancias Ak, dx — 0. Empleamos la matriz U definida en la seccién 4.2.3
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para el caso de resonancia. Repetimos el procedimiento y obtenemos

d? d x —02 -2\ [z 0
a “ QQ + c d + — ) .
(dt2 MFT “> (x_) - (—Qg 9% ) (x_ 0 6.7

En esta expresién, hemos asumido que F(t) = 0 debido a que nos interesa la dindmica del

sistema sin ningin forzamiento.

6.2.3. Envolvente lenta

Como se discutié anteriormente, un acoplamiento débil nos permite proponer soluciones

de la forma

x; = Re {c,(t)e"™'} |

. 6.8
z_ = Re {cy(t)e"™"'} (63)

donde ¢, y ¢, son las amplitudes complejas que varian lentamente [19, 21]. En contraste, los
eigenmodos . y x_ oscilan rapidamente a la frecuencia ). Sustituimos (6.8) en (6.7) y des-
preciamos los términos que contienen las segundas derivadas. Ademads, ya que consideramos un

amortiguamiento débil, suponemos que 2:§)y + v & 2i€). Entonces obtenemos

Ca) _ 1 AQ(t) — iy Wy Ca
(éb> 2 ( Wq —~AQ(t) _w> <cb> ) (6.9)

donde hemos definido la frecuencia de modulacién de resorte re-escalada wy = Q2/Q.

6.2.4. Modulaciéon paramétrica del acoplamiento

Ahora, estudiaremos como se comporta el &tomo mecanico cuando variamos la constante

de resorte y el acoplamiento. Proponemos las modulaciones arménicas

Ak(t) = —2mAQq cos wyt

(6.10)
dk(t) = —2mBQy coswpt ,
donde w,, es la frecuencia de la modulacién. De esta manera, tenemos que wy = —2A cosw,,t y
w, = —2B coswp,t. Sustituyendo las modulaciones en (6.9) obtenemos
Cq 1 {wo—2Bcosw,t —1 —2A cosw,t Ca
i) =2("° o ‘ , (6.11)
e 2 —2A coswyt —wo + 2B coswt —iv ] \ ¢
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donde wy = Ko/mf2y es la frecuencia de acoplamiento en resonancia re-escalada. Notamos que,
en ausencia de amortiguamiento, esta ecuacion se asemeja a la ecuacion de Schrodinger para
la interaccion materia-luz sin simetria de inversion. La matriz en esta expresion equivale al
Hamiltoniano (5.1) [32]. Ahora, tenemos una separaciéon de niveles de fw, y una interaccién
con el campo eléctrico dada por los términos que oscilan. Aqui, la modulacién de la constante de
resorte k es andloga al acoplamiento entre los dos niveles debida a la interaccién [19]. Ademaés,
la modulacién del acoplamiento de los osciladores armoénicos introduce el rompimiento de la

simetria de inversién.

6.2.5. Solucién general

Para resolver las ecuaciones (6.11), reescribimos las amplitudes ¢,(t) y ¢,(t) como [32]

ca(t) = a(t) e~ 3 (wol—r sinwmt)

a
' 6.12
Cb(t) = b(t)e%(wot—fw( sin wymt) 7 ( )

donde kg = 2B/w,, es el nuevo pardmetro de violacién de la simetria [32]. Esta transformacién
es equivalente a la transformacién de la funcién de onda (5.2). Sustituyendo ¢, () en la ecuacién

(6.11) y reordenando términos obtenemos

ia(t) = —ga(t) — A cos (wpyt) ot et sinemlp(p)
Luego, pasamos la funcién cosw,,t a su forma de exponenciales complejas y reescribimos la

expresion anterior en términos de las funciones Bessel del primer tipo, J, (k) para obtener

+o0

) A ) . )
ia(t) = —%a(t) — St (et et ST T (e (1)

(6.13)

i A o . .
_ _%a@) . Eezwot Z Jn(K/K) (efl(n+1)wmt + efl(nfl)wmt) b(t) )

n=—oo

Ahora, suponemos los términos que se encuentran en la suma oscilan rapidamente, excepto
cundo la frecuencia w,, de la modulacién se encuentra cerca de la m-ésima resonancia mw,, = wy.
Al estudiar el comportamiento con tiempos largos, la unica contribucién considerable vendra

de los términos n = m =+ 1. Utilizando la aproximacién cuasi-resonante, ignoramos los demas
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términos para obtener [22, 25, 28, 32]

. { A,
i6(t) = = a(t) = 5 [T (k) + T ()] b(E)
. 6.14)
i A [2mm() (
=3 a(t) 5 e [ - b(t),
donde A = wy — mw,,. Aqui, podemos definir la frecuencia de Rabi como
2mA
Qprom = w (6.15)
RK

Realizamos el mismo procedimiento para la otra ecuacion diferencial y obtenemos

: 1 s -0 m 1At
il ¢ ) =2 v Rym © “. (6.16)
b 2\ —Qppe it —iry b

Notese el parecido con el Hamiltoniano (5.12). Es importante hacer notar que la nueva frecuencia
de Rabi tiene distintos valores, dependiendo de la amplitud de la modulacién del acoplamiento
entre los resortes. Ademads, puede anularse si la amplitud B es tal que coincida con una de las
raices de la funcién Bessel [32]. Derivamos la primera ecuacién del sistema anterior respecto al
tiempo y obtenemos

(iAb + b> At
Despejamos b(t) de la primera ecuacién y b(t) de la segunda en (6.16). Sustituimos en la

expresion anterior y obtenemos

1
Q= (A=7)a+t; (%, +79° —2iAy)a=0 (6.17)

Para resolver esta ecuacién diferencial, utilizamos el ansatz a(t) = ae™!. Luego, utilizamos la
ecuacién (6.16) para obtener b(t). Finalmente, utilizamos las condiciones iniciales arbitrarias

a(0) = ag y b(0) = by y obtenemos la solucién general (ver Apéndice D para més detalles) [32]

At Qt A Ot ) Ot

a(t) = e { [cos <—2 ) - 25 sin (7>} ag +i gm sin < - )bo} efyt/ZJ
A [0 Q Qt A Qt

o0 =¥ {Fgmin (Yoo [eos (F) wigm (5) [ e

donde Q = Q% + A? es la frecuencia de Rabi generalizada. Despreciando el factor de amor-

(6.18)

tiguamiento, esta solucién es idéntica a la solucién (5.18) y es el principal resultado de este

trabajo.
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6.3. Discusiones

Después de revertir las transformaciones (6.12) y (6.8), las ecuaciones (6.18) conforman
la solucién general aproximada al sistema de osciladores arménicos acoplados con una modu-
lacién armonica en las constantes de acoplamiento y de resorte. Para ilustrar fisicamente el

comportamiento del sistema, consideraremos dos casos interesantes.

En particular, cuando no existe violacién de la simetria s6lo ocurre una resonancia, cuando
m =1y w, = wy. En este caso, tenemos que A = 0 y la frecuencia de Rabi generalizada es
Q = Qg [32]. En este caso, recuperamos el resultado de la seccién 4.2.6 y podemos observar

las oscilaciones de Rabi en el atomo mecéanico, y representar estos resultados en la esfera de
Bloch [19].

La solucién general (6.18) revela ademads, que hay nuevas resonancias w,, = wo/m en las
que el modo de oscilacion exhibe el comportamiento de las oscilaciones de Rabi. Ilustraremos

este hecho escribiendo las amplitudes de los eigenmodos como

(6.19)

donde hemos considerado que el sistema se encuentra inicialmente en el eigenmodo . Estas
expresiones implican que el atomo mecéanico oscila entre el modo simétrico y el antisimétrico,

transfiriendo energia completamente de un modo al otro.

Por otro lado, para un desajuste § # 0, si el sistema se encuentra inicialmente en el modo

a(t) = % {cos (%) = i%sin (%)} :

simétrico tenemos

2
b(t) = ie™"% Lim si o .
=1 g snl5 )
Entonces, la poblacion del eigenmodo x_ estd dada por
b = S i (2 (6.21)
=z 5 ) .

Esta expresién nos indica que no podemos tener un modo de oscilacién completamente anti-
simétrico, ya que |b(t)]> < 1 para todo tiempo ¢. De manera analoga al caso del un sistema

cuéntico de dos niveles asimétrico, podemos notar que el ancho de la lorentizana Q% /2 escala
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con el nimero m, ademas de la diferencia. Por otro lado, obtenemos un maximo en la amplitud
cuando w,, = wp/m y entonces podemos tener una transferencia completa de energfa entre los

modos de oscilacion.

Finalmente, concluimos que la analogia clésica de las oscilaciones de Rabi se puede ex-
tender al caso de un sistema de dos niveles asimétrico. En el sistema de osciladores acoplados,
el rompimiento de la simetria de inversion esta dado por una modulacién pequena de la cons-
tante de acoplamiento k. Sin embargo, es importante senalar que la solucién obtenida depende
completamente de la validez de la aproximacion en la que asumimos que la envolvente evolu-
ciona lentamente. Esto implica que la velocidad de cambio de las amplitudes ¢, y ¢, debe ser
suficientemente baja para que no sea apreciable en la escala de tiempo de la frecuencia € [19].

Esto impone un limite en la magnitud de la frecuencia de Rabi generalizada, o sea {2 < §2.
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Capitulo 7

Conclusiones

A lo largo de este trabajo, estudiamos un sistema de osciladores armoénicos acoplados y las
condiciones en que estos sistemas pueden considerarse como analogos de los conceptos cuanticos.
Comenzamos encontrando un analogo para la formula de Landau-Zener. Encontramos que el
sistema de osciladores puede atravesar la brecha de manera adiabatica, permaneciendo en el
mismo modo y transfiriendo energia de una masa a la otra. Ademads, encontramos que se puede
realizar un cruce diabatico de niveles, y el sistema cambia de modo de oscilacién, pero la masa

que oscila inicialmente conserva su energia.

Después, estudiamos la interacciéon materia-luz por medio de un sistema cuantico de dos
niveles simétrico. Utilizando operadores de rotacién, simplificamos el problema y encontramos
la féormula de Rabi. Ademas, se introdujo el concepto de la esfera de Bloch y se describieron

las oscilaciones de Rabi en ella.

Luego, encontramos un analogo clasico para el sistema de dos niveles simétrico. Al modu-
lar la constante de resorte k de los osciladores, se pueden reproducir fenémenos cudnticos como
las oscilaciones de Rabi, las franjas de Ramsey y el experimento de Hahn. Dichos fenémenos
se pueden representar en la esfera de Bloch clasica. Sin embargo, la analogia esta limitada, ya
que el amortiguamiento no puede reproducir el fenémeno cuantico del amortiguamiento debido

a la emisién espontanea.

Después, se extendié el estudio de la interaccion materia-luz al caso asimétrico. Se en-
contré que la violacién de la simetria introduce nuevas resonancias para las oscilaciones de

Rabi.

Finalmente, con todo el marco tedrico como base, extendimos la analogia para la inter-
accion materia-luz al caso de un sistema de dos niveles asimétrico. Al modular la constante de
acoplamiento x y la constante de resorte k, podemos reproducir el efecto de la asimetria, ya

que se introdujeron nuevas resonancias.

En los capitulos anteriores, estuvieron presentes muchos conceptos relacionados como
procesos diabaticos y adiabaticos, oscilaciones de Rabi, transparencia autoinducida, eco de
Hahn, entre otros. Estos conceptos comparten una curiosa conexién matematica con un sistema

de osciladores armonicos acoplados. Es posible aprovechar esta conexién para establecer una
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analogia que ayude a comprender estos conceptos y otros relacionados de manera intuitiva. Por
esto, se concluye que las analogias son una herramienta muy 1util para asimilar ciertos conceptos

en términos de otros mas sencillos, sin perder de vista las limitaciones de la analogia.
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Apéndice A

Obtencion de la formula de Landau-Zener

A.1. Procedimiento

Comenzamos con ecuacion diferencial ordinaria (2.17)

Ceq Iy
A 44 Al
CA 4t + CAt ’ ( )

donde hemos reordenado términos. En el lado izquierdo de esta expresion, notamos que ¢4 /ca =

dIncy/dt. Como nos interesa el comportamiento en tiempos largos, integramos y obtenemos

7 d 1 [1/T2 &y 1,
—1 dt = — - —+—=)dt=—. A2
at A w )t (4 i CA> o (A4.2)

—00 — 00

Para encontrar la solucién a esta ecuacién, consideremos la funcién compleja

f(z) = E (F—Q + C—A) (A.3)

z \ 4 CA

y supongamos que es analitica en todo el plano complejo, excepto en el polo z = 0. Integramos

la funcién a lo largo del contorno cerrado C mostrado en la Figura A.1.

Im{z}

4
Re{z}
> — A —

Figura A.1 Contorno de integracién.

29



Por el teorema del residuo, tenemos que 556 z)dz = 0, ya que el contorno no encierra al

polo en z = 0. En los limites cuando ¢ — 0 y R — o0, la integral a lo largo de C es

]{f(z)dz: lim /f dz—/f )dz + llm f dz—l—/f (A.4)
¢ Rajgo Rﬁoo
Por el lema de Jordan, cuando R — o0, la integral sobre Y se anula. Entonces, tenemos que
7, = hm /f )dz + /f = /f(z) dz. (A.5)
v

R%oo

Reemplazamos z por su representacion polar y obtenemos, para la integral a lo largo del con-

fron-] 2

Esta es la solucién de la ecuacién (A.2). Para obtener esto, hemos despreciado la contribucién del

torno ~y

1“2 - ) 1‘\2
( 1 + Z—j) icedh ~ —iﬂT : (A.6)

término que contiene la segunda derivada, ya que decae muy rapidamente y se puede despreciar
en tiempos muy largos. En la siguiente seccidn, se derivard una prueba intuitiva de la veracidad

de esta afirmacién. Retornando al a ecuacion (A.2), tenemos que

F2
/—ch = nfea(oo)] =~ (A7)

ya que c4(—00) = 1. Resolviendo para cy4, obtenemos la formula de Landau-Zener

02

ca(o0) =e 1o, (A.8)

A.2. Sustento de la solucion

Como se mencion6 anteriormente, la validez de esta solucién radica en la afirmacién de
que éa/ca decae rdpidamente. En la ecuacién (A.1), podemos despreciar la segunda derivada,
ya que su magnitud es despreciable, como se habia mencionado en la seccién 2.2.6. Entonces,
la ecuacién (A.1) se reduce a ,

a4 (A.9)
ca 4ot
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cuya solucion es
—il'2 /4c
ca(t) = [t/ (A.10)

Entonces, calculando la segunda derivada, obtenemos que

.. . 2 . 2
a & (ZF + 1) calt) 1 (A.11)

ca 4o \ da 12 2’

lo cual implica que ¢4/ca — 0 en tiempos largos, que son de interés para la transicién diabdtica.

61



Apéndice B

Identidad util para transformaciones uni-

tarias

En las transformaciones unitarias, suelen aparecer términos del tipo e?7 6je*"%i. Sit =7,
entonces €?i5;e7% = 6, por la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff. En cambio, si i # j,

podemos encontrar una identidad muy ttil. Para encontrarla, comenzamos usando e*?% =

cos 01 £ 7sin05;. Entonces tenemos

€507 = (cos 01+ isin06;) 65 (cos 1 — isin 6 ;) (B.1)
= cos 0 6, + isinf cos 0[6;, ;] + sin® 0 6,66, . '
Usando la relacién de conmutacion y la identidad 6;6; = d;;1 + i€;;,64 obtenemos
%iG,e7% = (1 — 2sin®0) 6; — sin 205, 65, (B.2)
cuando i@ # j. Generalizando a los dos casos para los indices 7, 7 obtenemos
e%i5,0710% = G385, + (1 — 04;) (cos 20 65 — sin 20ej5 61 - (B.3)

En los capitulos 3 y 5, estos términos aparecen cuando hacemos transformaciones unitarias,
como rotaciones alrededor del eje z. Para mostrar la utilidad de esta identidad, consideraremos

dos ejemplos. En primer lugar, si ¢ = 2z y j = x, entonces

%25 ,e7% = cos 206, —sin206, . (B.4)

Por otro lado, si i = 2z y 7 = y, entonces

5,67 = c0s20 6, +sin206, . (B.5)
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Apéndice C
Obtencion de la formula clasica de Rabi

El objetivo es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas (4.17)

a) 1 —10—v 1A a
G-l e

Esta ecuacion tiene la forma vectorial x = Mix — JIx, donde

1 —id iA e a(t)
M_2<¢A ia)’ _<b(t)>' (©2)

Si realizamos una transformacion a la base definida por los eigenvectores de M, podemos
desacoplar las ecuaciones. Escribimos x = Sy, donde S es la matriz cuyas columnas son los de
eigenvectores sy, sy de Ml. Reemplazando esto en (C.1), obtenemos Sy = MSs—~Sy /2. Después
de multiplicar por la izquierda por S7!, vemos que las coordenadas y = (y4,yn)? obedecen el
sistema de ecuaciones diferenciales y = (A — 71/2)y. Este sistema de ecuaciones es mucho més

facil de resolver.

El sistema sélo tiene soluciones no triviales si det (M — AI) = 0. Expandiendo el determi-
nante obtenemos los eigenvalores
Q
A= :I:z'TR : (C.3)
donde Qp = A? + 62 es la frecuencia de Rabi generalizada. Para el eigenvalor \; = +i{0p/2,
tenemos la ecuacién de eigenvalores Ms; = A1s;. Escribiendo 81 = (511, 321)T en la ecuacién de

eigenvalores obtenemos el primer eigenvector. Luego, realizamos un procedimiento igual para

A A
S = . (C.4)
Qp+6 —Qptd

el otro eigenvector y obtenemos
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Luego, realizamos la transformacion x = Sy y obtenemos el sistema de ecuaciones

Q7 (C.5)
Y2 = (—27 - 5) Y2
Las soluciones a este sistema de ecuaciones son y;o = clvgeimTRte_%t. Entonces la solucion
general de las ecuaciones (C.1) es
X =Sy = Ac 'eiQRt/Q + Acy e 12rL/2 | —y (©6)
(QR + 5) C1 elQRt/Q + (—QR + 5) Co eiZQRt/2

Luego de aplicar las condiciones iniciales arbitrarias a(0) = ag y b(0) = by y algo de &lgebra,

encontramos las constantes ¢; y co. Asi obtenemos la solucién general

a(t) = { [cos (%) - zQi sin (%)} ag + Zgi sin (%)bo} e1/2
"’ ; (.7

A [(Qpt Qpt 0 . [ Qpt _
b(t) = {ZQ—R sin <TR>QO + {cos (TR) —HQ—R sin (%)} bo } e M2,

64



Apéndice D

Solucion general del analogo clasico de

un sistema de dos niveles asimétrico

Tenemos que resolver la ecuacién diferencial

d—(iA—V)d—i—}l(Q%—I—vz—%Afy)a:O. (D.1)

Proponemos una solucién de la forma a(t) = ae’?. Insertando esto en (D.1) obtenemos

o1
'Z/__

0 + (iA —7) 1 (Q% + 7% —2iAy) =0, (D.2)

cuya solucion esta dada por la férmula general
1
&= [erAi (A2+Qg)ﬂ . (D.3)

Definimos la frecuencia de Rabi generalizada como Q% = Q% + A? y sustituimos en el ansatz

para obtener la soluciéon general

at) = [onelBFDU2 4 0,ei(A-2)1/2] g=11/2 (D.4)
De la ecuacién (6.16) tenemos que b(t) = —% (a+ Za) e7"A". Reemplazando a(t) obtenido
previamente resulta
1 A ,
b(t) - [(A + Q) ale—z(A—Q)t/Q + (A . Q) aQG—z(A+Q)t/2] e—'yt/Q ) (D5)

Qg

Aplicando las condiciones iniciales arbitrarias a(0) = ag y b(0) = by, podemos determinar las

constantes oy 5. Entonces, se obtiene, luego de algo de algebra

At Ot A Ot 0 Ot
a(t) = ¢ { leos [ = | —i=sin (= ) | ag + i—Lsin | — )by p e/,
2 Q 2 Q 2
’ (D.6)

o [ 6 Q Q A Q
b(t) = e i {zﬁR sin (7t>a0 + [cos <7t) + Zﬁ sin <7)} bo} o t/2
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