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DIRECTOR DE TESIS:
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7.1. 2-reyes en torneos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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Introducción

En 1736 la resolución del afamado problema de los puentes de Königs-
berg, que dio el matemático suizo Leonhard Euler, dio inicio al surgimiento
de la teoŕıa de las gráficas. Desde entonces dicha teoŕıa, parte del área de las
matemáticas discretas, se ha desarrollado tanto teóricamente como práctica-
mente.

El estudio de la teoŕıa de gráficas se ha dividido en dos grandes ramas, por
un lado tenemos las gráficas no dirigidas y en el otro a las gráficas dirigidas o
digráficas. A pesar de los numerosos libros que compilan resultados clásicos
y recientes de la teoŕıa de gráficas, hasta hace unos años no exist́ıa uno que
fuese exclusivo de resultados en digráficas. No fue sino hasta el año 2000 con
la publicación del libro Digraphs: Theory, Algorithms and Applications, de
los matemáticos Jørgen Bang-Jensen y Gregory Gutin, que tenemos un libro
dedicado a los resultados, los algoritmos y las aplicaciones en digráficas.

En el año 2009 se publicó la segunda edición del libro que recopilaba
nuevos resultados obtenidos, además de soluciones dadas a conjeturas que
aparećıan en la primera edición y nuevos métodos desarrollados. En esta
edición nos basamos para el desarrollo de esta tesis, que ofrece una versión
en español de la mayor parte del tercer caṕıtulo, dedicado a la distancia en
gráficas y digráficas, e incluimos resultados y pruebas adicionales.

Hemos estudiado la minimalización y maximalización de parámetros re-
lacionados con la distancia en gráficas y gráficas dirigidas. Se presentan algo-
ritmos para encontrar trayectorias mı́nimas desde un vértice hacia el resto de
los vértices en gráficas dirigidas y gráficas dirigidas con pesos en las flechas,
algoritmos como la búsqueda por anchura (BFS), el algoritmo de Dijkstra y
el algoritmo de Bellman-Ford-Moore junto con algunos resultados derivados
de estos.

Adicionalmente, mostramos cotas inferiores y superiores para el diámetro
de digráficas fuertes y gráficas orientadas y describimos resultados sobre el
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diámetro mı́nimo de orientaciones de multigráficas y gráficas dirigidas. Tam-
bién, analizamos resultados para torneos, torneos multipartitos, digráficas
extendidas y productos cartesianos de gráficas aśı como de gráficas cordales.

Concluiremos con resultados sobre k-reyes, núcleos y cuasi-núcleos en
digráficas.



Caṕıtulo 1

Primeros conceptos

Definición 1.1 Una gráfica dirigida o digráfica D es una pareja orde-
nada D = (V (D), F (D)) que está formada por un conjunto no vaćıo V (D),
cuyos elementos son llamados vértices y un conjunto finito F (D) de pares
ordenados de vértices distintos llamados flechas. Cada elemento (u, v) en
F (D) lo representamos con una flecha u → v, donde u es la cola, v es la
cabeza de la flecha y decimos que v es dominado por u. La cabeza y la
cola de una flecha son llamados extremos. Llamaremos orden al número de
vértices en D. Por ejemplo en la figura 1.1 tenemos una digráfica de orden 6
con V (D) = u, v, w, x, y, z y A(D) = (u, v), (u,w), (w, u), (z, u), (x, z), (y, z).

x

y

z u

v

w

Figura 1.1: Una digráfica D de orden 6

Definimos una pseudográfica dirigida como una 4-tupla D = (V (D),
F (D), i, f), que consiste de dos conjuntos, V (D) cuyos elementos serán
llamados vértices y F (D) con elementos llamados flechas, además de dos
funciones i,f que llamaremos función inicial y final respectivamente, con
i : F (D)→ V (D), f : F (D)→ V (D). Para toda flecha e, diremos que i(e) es
el vértice inicial y f(e) el vértice final (véase figura 1.2).
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10 Caṕıtulo 1. Primeros conceptos

Diremos que D es una multigráfica dirigida si D es una pseudográfica
dirigida sin lazos (flechas cuyo vértice inicial y final son el mismo). A las
flechas que tengan como extremos a los mismos vértices (es decir, el vértice
inicial y el final coinciden respectivamente) les llamaremos paralelas y el
śımbolo µD(x, y) cuenta el número de flechas paralelas entre los vértices x y
y, por ejemplo en la figura 1.2 en la multigráfica dirigida H ′ hay tres flechas
paralelas entre u y w.

Por simplicidad, en lo que sigue tomaremos las pseudográficas dirigidas
como parejas ordenadas (V (D), F (D)).

Para X, Y conjuntos de vértices de una digráfica D, definimos

(X, Y )D = {(x, y) ∈ F (D) : x ∈ X, y ∈ Y };

es decir, (X, Y )D es el conjunto de flechas con vértice inicial en X y vértice
final en Y .

u

v

w

z

H

u

v

w

z

H ′

Figura 1.2: Una pseudográfica dirigida H y una multigráfica dirigida H ′.
En H podemos ver un lazo en el vértice z y en H ′ vemos que de u a w hay
tres flechas paralelas, es decir, µD(x, y) = 3.

Definición 1.2 Sean D = (V (D), F (D)) una digráfica y v ∈ V (D), si
(v, u) ∈ F (D) decimos que u ∈ V (D) es ex vecino de v y v es in vecino de
u. Ahora definimos:

La ex vecindad de v es el conjunto N+
D (v) = {u ∈ V (D) : (v, u) ∈

F (D)}. La cardinalidad de N+
D (u) es el ex grado de v, que se denota

por d+
D(v).

La in vecindad de v es el conjunto N−D (v) = {u ∈ V (D) : (u, v) ∈
F (D)}. El cardinal de N−D (u) es el in grado de v denotado como
d−D(v).
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El grado de u se define como dD(u) = d+
D(u) + d−D(u).

u

v w

z

D

Figura 1.3: En la digráfica D tenemos que N+
D (w) = {v, z} y N−D (w) =

{z, u}, entonces el grado de w es dD(w) = 2 + 2 = 4

Sea D = (V (D), F (D)) una digráfica. Para cada conjunto W ⊆ V y para
cada entero positivo p, se define la p-ésima ex vecindad abierta de W
como:

N+p
D (W ) = N+

D (N
+(p−1)
D (W )) \

p−1⋃
i=0

N+i
D (W ),

con N0
D(W ) = W y N+

D (W ) =
⋃
w∈W N+(w) \W .

De manera similar se define la p-ésima in vecindad abierta de W ,
N−pD , para cada entero positivo p. Ahora definimos la p-ésima ex vecindad
cerrada de la siguiente manera:

N+p
D [W ] =

p⋃
i=0

N+i
D (W ),

análogamente se define la p-ésima in vecindad cerrada de W . En lo que
sigue omitiremos el sub́ındice D si es obvio a que digráfica pertenecen las ex
vecindades (in vecindades).

En la digráfica D que aparece en la figura 1.4, calculemos N+2
D (W ) con

W = {v, x} = N0
D(W ), para eso primero calculamos

N+1
D (W ) = N+

D (N0
D(W )) \

⋃0
i=0 N

+i
D (W )

= N+
D (N0

D(W )) \N0
D(W )

= {x,w, y} \ {v, x}
= {w, y},
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u

v w

x y

z

Figura 1.4: Una digráfica D con ejemplo de p-ésima ex vecindad

entonces
N+2
D (W ) = N+

D (N1
D(W )) \

⋃1
i=0N

+i
D (W )

= N+
D{w, y} \N0

D(W )
⋃
N+1
D (W )

= {z} \ {v, x, w, y}
= {z},

aśı la 2-ésima ex vecindad de (W ) es {y}, mientras que la 2-ésima ex vecindad
cerrada de (W ) es el conjunto {v, w, x, y, z}.

El ex grado mı́nimo (resp. in grado mı́nimo) de D es δ+(D) =
mı́n{d+

D(x) : x ∈ V (D)} (resp. δ−(D) = mı́n{d−D(x) : x ∈ V (D)}. El semi
grado mı́nimo de D es δ0(D) = mı́n{δ+(D), δ−(D)} (véase figura 1.5).

Similarmente, podemos definir el ex grado máximo (resp. in grado
máximo) ∆+(D) (resp. ∆−(D)) de D. El semi grado máximo de D,
∆0(D) = máx{∆+(D), ∆−(D)} (véase figura 1.5).

Decimos que D es una digráfica r-regular si δ0(D) = ∆0(D) = r.

u1

u2

u3

u4

Figura 1.5: En la digráficaH tenemos que d+
D(u1) = 2, d+

D(u2) = 1, d+
D(u3) =

0, d+
D(u4) = 2, por tanto δ+(H) = 1 y ∆+(D) = 2. Además d−D(u1) = 0,

d−D(u2) = 2, d−D(u3) = 3 y d−D(u4) = 0, entonces δ−(H) = 0 y ∆−(H) = 3, aśı
δ0 = 0 y ∆0 = 3.
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Sean D = (V (D), F (D)) una digráfica y u, v ∈ V (D), un camino entre
u y v es una sucesión de vértices de D, C = x0x1 · · · xk, tal que:

u = x0,

v = xk y

(xi, xi+1) ∈ F (D) para todo i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

Llamaremos a C un (u, v)-camino y si existe tal camino diremos que v
es alcanzable desde u. Notemos que un camino puede repetir vértices y
flechas; es decir, pasar varias veces por una misma flecha o un mismo vértice.
En caso de que un (u, v)-camino no repita flechas lo llamaremos paseo y si
el (u, v)-camino no repite vértices decimos que es una (u, v)-trayectoria. Si
un camino inicia y termina en el mismo vértice decimos que es un camino
cerrado, en caso contrario diremos que es un camino abierto. Si C es
un camino cerrado que no repite vértices (exceptuando el vértice de inicio
y el final que son el mismo) diremos que es un ciclo. En la digráfica de la
figura 1.6 se ejemplifican estos conceptos.

La longitud de un camino C = x0x1 · · · xk es igual al número de elemen-
tos en la sucesión menos uno, se denota `(C).

Sea C = v0v1 · · · vk lo llamaremos semicamino de v0 a vk si vi → vi+1 o
vi+1 → vi para todo i ∈ {0, 1, . . . , k−1} (véase figura 1.6). De manera similar
a como se hizo con caminos se define semicamino cerrado como un semi-
camino que inicia y termina en el mismo vértice y en caso contrario diremos
que es un semicamino abierto, semiciclo un semicamino cerrado que no
repite vértices y semitrayectoria un semicamino que no repite vértices.

Definición 1.3 Definimos una pseudográfica dirigida con pesos co-
mo la 3-tupla D = (V (D), F (D), c) una digráfica con una función de peso
c : F (D) → R (véase figura 1.7). Si a ∈ F (D), c(a) es llamado el peso
(costo) de a. Para B ⊆ F (D) definimos el peso de B como:

c(B) =
∑
b∈B

c(b).

Notemos que una pseudográfica dirigida (sin peso) puede ser vista co-
mo una pseudográfica dirigida con pesos, suponiendo que el peso de cada
flecha es igual a uno, por tanto los conceptos siguientes aplican a las dos
por igual. También cabe aclarar que se puede definir de manera similar una
pseudográfica con pesos por vértices (véase figura 1.7).
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u1

u2 u3

u4

u5

u6 u7 u8

Figura 1.6: En la digráfica D, u1u2u3u7u6u2u3u4u8 es un (u1, u8)-
camino, u1u2u3u7u6u3u4u8 es un (u1, u8)-paseo, u1u2u3u4u8 es una (u1, u8)-
trayectoria, u2u3u7u6u2 es un ciclo de longitud cuatro y u3u5u8 es un (u3, u8)-
semicamino

x

y

z

5
3.5

0.5

1

H

x(2)

y(2.5)

z(0) u(3)

H ′

Figura 1.7: Una pseudográfica dirigida con peso (en flechas) H y una pseu-
dográfica dirigida H ′ con peso en vértices, los cuales están señalados en los
paréntesis

Sea D una digráfica y C un ciclo en D, denotaremos como F (C) al con-
junto de las flechas en C. Sea W un ciclo de D si c(F (W )) es negativo decimos
que W es un ciclo negativo en D (véase figura 1.8).

Supongamos que D no tiene ciclos negativos, si x e y son vértices en D
entonces la distancia de x a y , dist(x, y), es la longitud mı́nima de los (x, y)-
caminos, si es que y es alcanzable desde x , en caso contrario dist(x, y) =∞.

dist(x, y) = mı́n{`(T ) : T es un (x, y)-camino}.

Observaciones 1

Para cada x ∈ V , dist(x, x) = 0, pues el camino T = (x) con `(T ) =
1− 1 = 0 es mı́nimo, porque D no tiene ciclos de peso negativo.
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u1

u2 u3

u4

u5u6

u7

5

1

7

1 -1

1

4

-8

7

3

1

2

Figura 1.8: En esta figura tenemos una digráfica con peso D que contie-
ne flechas de peso negativo, además C = u7u5u4u3u7 es un ciclo con peso
negativo

La distancia satisface la desigualdad del triángulo; esto es, para x, u, v ∈
V (D):

dist(u, v) ≤ dist(u, x) + dist(x, v),

es fácil ver que esto se cumple tomando T1 = u1u2 · · ·uk, con u1 = u
y uk = x, y T2 = v1v2 · · · vj, con v1 = x y vj = v, los respectivos
(u, x) y (x, v)-caminos que cumplen tener longitud mı́nima, hacemos
T = T1

⋃
T2 = u1u2 · · ·uk−1xv2 · · · v y entonces tenemos un (u, v)-

camino, ahora por ser la distancia la mı́nima longitud de los (u, v)-
caminos se sigue que la desigualdad se cumple.

La distancia de un conjunto X a un conjunto Y de vértices en la
digráfica D es:

dist(X, Y ) = máx{dist(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

El diámetro de D es diám(D) = dist(V (D), V (D)).
En la figura 1.9 tenemos dist(u4, u5) = 1 y dist(u5, u4) = 2, hagamos

X = {u2} y Y = {u1, u3, u4, u5, u6}; dist(u2, u1) = 1, dist(u2, u3) = 4,
dist(u2, u4) = 2, dist(u2, u5) = 3 y dist(u2, u6) = 5, por lo tanto dist(X, Y ) =
5 = diám(D)

El ex radio y el in radio de D se definen como sigue:

rad+(D) = mı́n{dist(x, V (D)) : x ∈ V (D)}
y

rad−(D) = mı́n{dist(V (D), x) : x ∈ V (D)}.
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u1

u2

u3

u4 u5

u6

Figura 1.9: Digráfica D con ejemplo de diámetro

El radio de D es rad(D) = mı́n{(dist(x, V (D)) + dist(V (D), x))/2: x ∈
V (D)}.

a b

c

de

f
g

Figura 1.10: Una digráfica D con ejemplo de radio

Consideremos la digráficaD de la figura 1.10. Se tiene que dist(a, V (D)) =
dist(b, V (D)) = dist(c, V (D)) = dist(d, V (D)) = dist(f, V (D)) = dist(g,
V (D)) = 3. Más aún, tenemos dist(V (D), c) = dist(V (D), f) = 4, dist(V (D),
a) = dist(V (D), b) = dist(V (D), d) = 3 y dist(V (D), e) = dist(V (D), g) = 2.
Ahora veamos que rad+(D) = 3, rad−(D) = 2, rad(D) = 2,5 y diám(D) = 4.

Definición 1.4 SiD es una digráfica tal que para cualquier par de vértices
distintos x, y en D existen un (x, y)-camino y un (y, x)-camino, diremos que
D es una digráfica fuertemente conexa o simplemente decimos que es una
digráfica fuerte. Llamamos digráfica débilmente conexa a una digráfica
en la cual existen semicaminos desde cualesquiera dos vértices. La figura 1.11
muestra un ejemplo de una digráfica fuerte y una digráfica débilmente conexa.

Una digráfica H es una subdigráfica de una digráfica D si V (H) ⊆
V (D), A(D) ⊆ F (D). Si cada flecha en F (D) con ambos vértices finales en
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D1 D2

Figura 1.11: D1 es una digráfica fuerte mientras que D2 es una digráfica
débilmente conexa

V (H) también están en F (H) entonces decimos que H es inducida por X =
V (H), escribimos H = D〈X〉 y llamamos a H una subdigráfica inducida
de D. Si H es una subdigráfica de D tal que V (D) = V (H), decimos que H
es una subdigráfica generadora de D (véase figura 1.12).

D D1 D2

Figura 1.12: Una digráfica D con subdigráficas D1 y D2; D1 es generadora
pero no inducida, D2 es inducida pero no generadora

Un conjunto S que satisface una propiedad P es un conjunto máximo
(respectivamente maximal) con la propiedad P si no existe S∗ que satisface
la propiedad P y |S∗| > |S| (respectivamente S ⊂ S∗).

Una componente fuerte de una digráficaD es una subdigráfica inducida
maximal de D que tiene la propiedad de ser fuerte. Si D1, D2, . . . , Dt son
las componentes fuertes de D, entonces V (D) = V (D1) ∪ V (D2) ∪ · · · ∪
V (Dt), más aún, V (Di) ∩ V (Dj) = ∅ para todo i 6= j, pues si no fuese aśı
entonces para todo x, y distintos en V (Di) ∪ V (Dj) existiŕıan los (x, y)- y
(y, x)-caminos contradiciendo aśı la propiedad de ser maximales. Llamamos
a V (D) = V (D1) ∪ V (D2) ∪ · · · ∪ V (Dt) la descomposición fuerte de D
(véase figura 1.13).

Sea G una subdigráfica de una multigráfica dirigida D. La contracción
de G en D es una multigráfica dirigida D/G con V (D/G) = {g} ∪ (V (D) \
V (G)) donde g es un vértice nuevo que no está en D, µD/G(x, y) = µD(x, y)
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u1

u2

u3

u4 u5

u6 u7

u8

Figura 1.13: La digráfica D tiene componentes fuertes {u1, u2, u3}, {u4, u5}
y {u6, u7, u8}

y para todos los vértices distintos x, y ∈ V (D) \ V (G) tenemos que

µD/G(x, g) =
∑

v∈V (G)

µD(x, v)

µD/G(g, y) =
∑

v∈V (G)

µD(v, y).

x

y

z

u

H

x

l

u

T = H \ L, L = H〈{y, z}〉

Figura 1.14: La contracción T de la digráfica L en H

La digráfica de condensación SC(D) de D se obtiene de contraer
componentes fuertes de D y eliminando cualquier flecha paralela obtenida en
el proceso, es decir, si D1, . . . , Dt son las componentes fuertes de D, entonces
V (SC(D)) = {vi : i ∈ [t]} y F (SC(D)) = {(ui, vj) : (V (Di), V (Dj))D 6= ∅}.
La subdigráfica inducida por los vértices de un ciclo en D es fuerte, pues al
estar en el ciclo es claro que todos los vértices son alcanzables desde cualquier
otro en el, entonces todo ciclo en D está contenido en una componente fuerte



19

deD, aśı en SC(D) no hay ciclos (decimos que es aćıclica), pues si los hubiese
entonces en D habŕıa un ciclo que no estaba en la misma componente fuerte.
Sea D una digráfica y sea x1, x2, . . . , xn un ordenamiento de los vértices,
decimos que es un ordenamiento aćıclico si para cada flecha (xi, xj) ∈ D
se tiene que i < j. En la figura 1.15 podemos observar que la digráfica SC(D)
es aćıclica.

a b

c

d

e

f

g

h

i

j

k

l

m

n

D

s1

s2

s3

s4

s5

SC(D)

Figura 1.15: Una digráfica D y su digráfica de condensación SC(D). Los
vértices s1, s2, s3, s4, s5 son obtenidos al contraer los conjuntos {a, b},
{c, d, e}, {f, g, h, i}, {j, k} y {l,m, n} los cuales corresponden a las compo-
nentes fuertes de D. La digráfica D tiene dos componentes iniciales fuertes
D1, D2 con V (D1) = {a, b} y V (D2) = {c, d, e}. Tiene una componente ter-
minal D5 con vértices V (D5) = {l,m, n} y dos componentes intermedios D3,
D4 con vértices V (D3) = {f, g, h, i} y V (D4) = {j, k}.

Sea D una digráfica decimos que u es una fuente si d−(u) = 0 y decimos
que es un pozo si d+(u) = 0. En la figura 1.15 en la digráfica SC(D) los
vértices s1 y s2 son una fuente y el vértice s5 es un pozo.

Proposición 1.0.1. Toda digráfica aćıclica tiene una fuente y un pozo.

Demostración. Sea D una digráfica supongamos que todos los vértices en D
tienen ex grado positivo, tomemos u1 ∈ V (D) como su ex grado es positivo
entonces existe u2 tal que u1 → u2, como d+

D(u2) > 0 entonces u2 domina
a algún u3. Continuando de esta manera, obtenemos un camino de la forma
u1, u2, . . . , uk y como V (D) es un conjunto finito entonces existe k > 2 tal
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que uk = ui para algún i < k, si tomamos ui, ui+1, . . . , uk obtendremos un
ciclo lo cual contradice que D sea aćıclica. Aśı, existe al menos un vértice con
ex grado cero y de manera similar llegaremos a que D tiene un vértice de in
grado cero; es decir, toda digráfica aćıclica tiene un pozo y una fuente.

Proposición 1.0.2. Sea D una digráfica aćıclica con exactamente una fuente
x y un pozo y en D. Entonces para todo vértice v ∈ V (D) existe una (x, v)-
trayectoria y una (v, y)-trayectoria en D.

Demostración. Primero observemos que toda subdigráfica de una digráfica
aćıclica es aćıclica. Esto ocurre pues si existiera un ciclo en la subdigráfica
entonces este estaŕıa contenido en la digráfica contradiciendo que sea aćıclica.
Ahora veamos que D es debilmente conexa, supongamos que no, entonces
cada componente debilmente conexa es una subdigráfica aćıclica y por el
teorema anterior, cada una de estas componentes tiene un pozo y una fuente
lo que contradice que D tenga exactamente una fuente y un pozo. Aśı D es
debilmente conexa, tomemos v ∈ V (D) cualquiera y una trayectoria maximal
que inicie en v, T = x1 · · · xk, con x0 = v, tenemos que xk es un pozo pues
de lo contrario existe u tal que xk → u y aśı tenemos la trayectoria Tu que
contradice que T sea maximal, por lo tanto xk es un pozo y como x es único,
entonces xk = x.

Sea T ′ una trayectoria maximal T ′ = y0y1 · · · yk, con yk = v, que va de y0

a v, de manera similar podemos ver que y0 es una fuente (en caso contrario
T ′ no seŕıa maximal), y como la fuente es única concluimos que y0 = y

Proposición 1.0.3. Toda digráfica aćıclica tiene un ordenamiento aćıclico
de sus vértices.

Demostración. Se dará una demostración constructiva describiendo el proce-
dimiento que genera un ordenamiento aćıclico de los vértices de una digráfica
aćıclica. Como primer paso tomamos un vértice v con in grado cero, estos
existen por la proposición 1.0.1.

Fijemos x1 = v y eliminemos x1 de D. En el i-ésimo paso encontramos
un vértice w de la digráfica aćıclica que queda con in grado cero, w = xi y
eliminamos xi. El procedimiento tiene |V (D)| pasos.

Ahora por contradicción supongamos que (xi, xj) ∈ F (D) pero i > j,
como xi fue elegido antes, entonces xj no era de in grado cero en el j-ésimo
paso del procedimiento que es una contradicción, por tanto se cumple la
proposición.
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Entonces se tiene que toda digráfica de condensación tiene un orden aćıcli-
co y un vértice de in grado (ex grado) cero. La componente fuerte de D
correspondiente al vértice de SC(D) de in grado (ex grado) cero es la com-
ponente inicial (terminal) fuerte de D.

Definición 1.5 Una digráfica D es un bosque si no tiene semiciclos.
Un bosque que es débilmente conexo es un árbol. Una digráfica T es un
ex árbol (in árbol) si T es un árbol con solo un vértice s de in grado (ex
grado) cero. El vértice s es llamado la ráız de T . Si un ex árbol (in árbol)
T es una subdigráfica generadora de D, T es llamada una ex ramificación
(in ramificación) y utilizaremos B+

s (B−s ) para denotar una ex ramificación
(in ramificación) con ráız en s. En la figura 1.16 las flechas obscuras en D
muestran un ex árbol, mientras que las de H nos muestran un in árbol.

r

D

s

H L

Figura 1.16: La digráfica D tiene una ex ramificación con ráız r; H contiene
una in ramificación con ráız en s; L posee una ex ramificación o una in
ramificación

Observaciones 2

Si D es una digráfica entonces rad+(D) <∞ si y solo si D es fuerte.

Si D es una digráfica tal que para todo u ∈ V (D) se cumple que
d+(u) > 0 entonces D tiene un ciclo. Si todo vértice tiene ex grado
mayor que cero entonces podemos formar un camino, como los vértices
de la digráfica son un número finito en algún momento se repetirá
alguno formando aśı un ciclo.

Si para D una digráfica conexa existe un único v ∈ V (D) tal que
d−(v) = 0 entonces cualquier otro vértice en D es alcanzable desde
v. Veamos que la afirmación es verdadera, sea r el único vértice de in
grado cero, tomemos S = {u : u ∈ V (D) y u es alcanzable desde r}, si
S = V (D) se cumple lo dicho, si no entonces para todo u ∈ V (D)\S se
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tiene que todos tienen ex grado positivo y por la observación anterior
existiŕıa un ciclo, lo que nos lleva a una contradicción.

Proposición 1.0.4. Dada una digráfica conexa D, esta contiene una ex
ramificación (in ramificación) si y solo si tiene una única componente inicial
(terminal) fuerte.

Demostración. Supongamos por contradicción que D contiene al menos dos
componentes iniciales fuertes y una ex ramificación T , observemos que la
ráız r de T esta en alguna componente inicial fuerte de D. Sea x algún otro
vértice en otra componente inicial fuerte de D. Como r es una ráız de T
existe un (r, x)-camino en T por tanto existe en D, que contradice que x y r
estaban en componentes iniciales fuertes distintas.

Ahora supongamos que D contiene solo una componente inicial fuerte D1

y r es un vértice arbitrario en D1, veamos que D tiene una ex ramificación con
ráız en r. En SC(D) el vértice x que corresponde a D1 es el único vértice de in
grado cero y para cualquier otro vértice y en SC(D) existe un (x, y)-camino,
aśı cada vértice es alcanzable desde x. Por tanto todo vértice es alcanzable
desde r. Ahora construiremos un árbol T como sigue, el primer paso consiste
de r. En el paso i ≥ 2, para cada vértice y que añadimos a T en el paso
anterior, agregamos a T un vértice z, tal que y → z y z ∈ V (T ), junto con la
flecha (y, z). Pararemos cuando no haya vértices que puedan ser agregados a
T . Como cada vértice de D es alcanzable desde r, T es generador y r es el
único vértice de in grado cero en T , por tanto T es una ex ramificación.

Proposición 1.0.5. Una digráfica con peso D tiene un ex radio finito si y
solo si D tiene una única componente inicial fuerte.

Demostración. Si tenemos una digráfica con dos o más componentes iniciales
fuertes entonces no existen caminos entre dichas componentes por lo tanto
el ex radio es infinito por definición, si D tiene solo una componente inicial
fuerte, por la proposición anterior entonces D contiene una ex ramificación
y aśı rad+(D) <∞.

Aśı tenemos que toda digráfica con peso D tiene ex radio finito si y solo
si D tiene una única componente terminal fuerte.



Caṕıtulo 2

Estructura de las trayectorias
mı́nimas

Para esta sección asumiremos que D = (V (D), F (D), c) es una digráfica
con peso con ciclos no negativos. Una (x, y)-trayectoria mı́nima es una
(x, y)-trayectoria cuya longitud es la más pequeña. Si x, y ∈ V (D) entonces
xQy es un camino tal que Q es un camino con la propiedad de que el primer
vértice en Q es dominado por x y el último vértice en Q domina a y.

En la figura 2.1 tenemos las siguientes trayectorias de v2 a v1: v2v1,
v2v3v4v1 y v2v3v5v6v4v1, la de menor longitud es la primera, entonces esa
es la trayectoria mı́nima de v2 a v1. Si tenemos la trayectoria Q = v3v5v6,
entonces v2Qv4 = v2v3v5v6v4.

Proposición 2.0.1. Sean D una digráfica y x, y un par de vértices distin-
tos en D. Si D tiene un (x, y)-camino W , entonces D contiene una (x, y)-
trayectoria P tal que F (P ) ⊆ F (W ). Si D tiene un (x, x)-camino cerrado,

v1

v4

v2

v3 v5

v6

Figura 2.1: D
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entonces D contiene un ciclo C que pasa por x tal que F (C) ⊆ F (W ).

Demostración. Consideremos un camino P de x a y de longitud mı́nima entre
todos los (x, y)-caminos cuyas flechas pertenecen a F (W ). Demostraremos
que P es una trayectoria. Sea P = x1x2 · · · xk, donde x1 = x y xk = y. Si
xi = xj para algún 1 ≤ i < j ≤ k, entonces el camino P [x1, xi]P [xj+1, xk] es
más pequeño que P , que es una contradicción. Aśı todos los vértices de P
son distintos, por tanto P es una trayectoria con F (P ) ⊆ F (W ).

Sea W = z1z2 · · · zk un camino de x = z1 a śı mismo (x = zk). Como
D no contiene lazos zk−1 6= zk. Sea y1y2 · · · yt un camino mı́nimo de y1 = z1

a yt = zk−1. Antes demostramos que y1y2 · · · yt es una trayectoria, entonces
y1y2 · · · yty1 es un ciclo que contiene a x = y1.

Proposición 2.0.2. Si P = x1x2 · · · xk es una (x1, xk)-trayectoria mı́nima
en D, entonces P [xi, xj] es una (xi, xj)-trayectoria mı́nima para todo 1 ≤
i ≤ j ≤ k.

Demostración. Supongamos que xiQxj es una (xi, xj)-trayectoria cuya lon-
gitud es menor que la de P [xi, xj]. Entonces el peso del camino W = P [x1, xi]
QP [xj, xk] es menor que la longitud de P . Pero por la proposición anterior
y como D no tiene ciclos de negativos, W contiene una (xi, xj)-trayectoria R
cuya longitud es al menos la de W y aśı es menos que la de P , que es una
contradicción.

Sea s un vértice fijo en D tal que dist(s, V ) <∞. Consideramos las sub-
digráficas generadoras de D, cada una de las cuales contiene una trayectoria
mı́nima de s a cada otro vértice en D. El siguiente teorema mostrará que
dada cualquier subdigráfica D′ de D, podemos construir una ex ramificación
de D con ráız en s, la cual contiene una (s, u)-trayectoria mı́nima para cada
u ∈ V (D) \ {s}.

Teorema 2.0.3. Sean D′ y s como se describió previamente. Existe una ex
ramificación B+

s tal que, para cada u ∈ V (D), la única (s, u)-trayectoria en
B+
s es una (s, u)-trayectoria mı́nima en D.

Demostración. Se dará una demostración mostrando como construir B+
s de

cualquier colección de trayectorias mı́nimas de s al resto de los vértices,
{Pv : v ∈ V (D)− s}.

Tomemos un vértice arbitrario en D distinto de s, u ∈ V (D) \ {s}. Sea
inicialmente B+

s := Pu, por la proposición 2.0.2 para cada x ∈ V (B+
s ), la
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única (s, x)-trayectoria en B+
s es mı́nima en D. Si V (B+

s ) = V (D) entonces
el teorema se cumple y terminamos, entonces supongamos que existe w /∈
V (B+

s ). Sea z el último vértice en Pw el cual pertenece a B+
s . Definimos H

como sigue:

V (H) := V (B+
s ) ∪ V (Pw[z, w]), F (H) := F (B+

s ) ∪ F (Pw[z, w]).

Afirmamos que para cada vértice x en Pw[z, w], la única (s, x)-trayectoria
en H es una (s, x)-trayectoria mı́nima en D. Por la proposición anterior
Pw[s, z] es una (s, z)-trayectoria mı́nima en D. Como z ∈ V (B+

s ), la única
(s, z)-trayectoria Q en H tiene la misma longitud que Pw[s, z]. Más aún la
longitud de la trayectoria QPw[z, x] es igual a la longitud de la trayectoria
Pw[s, x]. Ahora observemos que QP [z, x] es la única (s, x)-trayectoria en H.
Hacemos B+

s := H y de manera análoga incluimos todos los vértices de D y
aśı preservamos la propiedad que queŕıamos de B+

s .



26 Caṕıtulo 2. Estructura de las trayectorias ḿınimas



Caṕıtulo 3

Algoritmos para encontrar
distancias en digráficas

En esta sección se describirán algoritmos para encontrar distancias en
digráficas y digráficas con peso. La mayoŕıa de los algoritmos que se presentan
son para encontrar distancias desde un vértice fijo de una digráfica al resto
de los vértices.

3.1. Búsqueda por anchura (BFS)

Este algoritmo nos permite encontrar de manera rápida1 las distancias de
un vértice a los demás en una digráfica D = (V (D), F (D)), basándose en la
siguiente idea. Comenzando en un vértice s, se visita cada uno de los vértices
dominados por este, fijamos dist′(s, x) = 1 y s = pred(x), s el predecesor
de x. Ahora visitamos todos los vértices y que aún no han sido visitados y
que son dominados por vértices x que están a distancia uno de s. Hacemos
dist′(s, y) = 2 y x = pred(y). Continuamos de esta manera hasta que hayamos
cubierto todos los vértices que son alcanzables desde s. Para el resto de los
vértices z que no son alcanzables desde s, decimos que dist′(s, z) = ∞. Al
final del algoritmo, pred(u) = nulo significa que u = s o u no es alcanzable
desde s. La validez del algoritmo se debe a que dist′(s, x) = dist(s, x) para
todo x ∈ V (D).

1Para los lectores interesados, el algoritmo BFS permite encontrar el radio, ex radio,
in radio y diámetro de una digráfica en tiempo O(n2 + nm).

27
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BFS

Entrada: Una digráfica D = (V (D), F (D)) y un vértice x ∈ V (D).
Salida: dist′(s, v) y pred(v) para todo v ∈ V (D).

1. Para cada vértice x ∈ V (D) hacemos dist′(s, v) ← ∞ y pred(v) ←
nulo.

2. Hacemos dist′(s, s) = 0. Creamos una cola Q que consista únicamente
de s.

3. Mientras que Q sea no vaćıo hacemos lo siguiente. Eliminamos de Q el
vértice u que es la cabeza de la cola y consideramos los vértices que
pertenecen a la ex vecindad de u en D uno por uno. Si para un ex vecino
v de u, dist′(s, v) = ∞, entonces hacemos dist′(s, v) ← dist′(s, u) + 1,
pred(v) = u, y ponemos a v al final de Q.

Para probar la validez de BFS, es suficiente probar que dist(s, x) =
dist′(s, x) para todo vértice x ∈ V (D). Por el paso 2 y 3 del algoritmo,
dist(s, x) ≤ dist′(s, x). Sea v1v2 · · · vk una (s, x)-trayectoria donde v1 = s,
vk = x y vi = pred(vi+1) para todo i ∈ [k − 1], probaremos por induc-
ción que la igualdad se cumple. Si dist(s, x) = 0, entonces x = s y el re-
sultado se sigue. Supongamos que dist(s, x) = k > 0 y consideramos una
(s, x)-trayectoria mı́nima P . Sea y el predecesor de x, por hipótesis de in-
ducción, dist′(s, y) = dist(s, y) = k − 1. Como y domina a x, por el algo-
ritmo dist′(s, x) ≤ dist(s, y) + 1 = k. Combinando dist′(s, x) ≤ dist(s, y) y
dist(s, x) ≤ dist′(s, y), tenemos la igualdad que queŕıamos.

Proposición 3.1.1. Sean D = (V (D), F (D)) una digráfica y U el conjunto
de vértices alcanzables desde s. Entonces (U,B), donde B = {(pred(u), u) : u ∈
U \ {s}} es una ex ramificación en D(U) con ráız en s.

Demostración. Para ver que B es una ex ramificación en D(U) debemos ver
que sea un árbol generador con un único vértice con in grado cero. Por como
esta descrito el algoritmo podemos asegurar que no hay ciclos en D(U) y B
contiene a todos los vértices de D(U) por tanto es un árbol generador. En el
conjunto B todos los vértices tienen predecesores a excepción del vértice s,
por tanto todos tienen in grado distinto de cero menos s, que es el único con
in grado cero.

Llamaremos a la ex ramificación descrita un árbol BFS de D(U) con
ráız s o simplemente árbol BFS desde s.
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Figura 3.1: Ejecución del algoritmo BFS. En la figura (a) fijamos
dist′(s, s) = 0 y la distancia de s a los demás vértices como ∞, de la fi-
gura (b) a la (f) se cambia este valor por el que se asigna con el algoritmo;
es decir, los números que se ven en los vértices son las respectivas distancias
desde s.
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Proposición 3.1.2. Sea dist(s, V ) < ∞. Para todo entero no negativo p ≤
dist(s, V ), tenemos que N+p(s) = {u ∈ V (D) : dist(s, v) = p}.

Demostración. Por inducción sobre p. Si p = 0, por definición N0
D(s) = {s} =

{u ∈ V (D) : dist(s, v) = 0}, supongamos para todo 0 < k ≤ dist(s, V ) menor
que p, para p tenemos que N+p(s) = N+(N+p−1(s)) \

⋃p−1
i=0 N

+i(s) para los
vértices que pertenecen aN+p−1(s), por hipótesis de inducción son los vértices
que están a distancia p − 1 de s y están a distancia uno de la ex vecindad
p-ésima de s, y estamos quitando todos los vértices que están a distancia
menor que p, por tanto N+p(s) = {u ∈ V (D) : dist(s, v) = p}.

Dada una multigráfica dirigida D = (V (D), F (D)) y un vértice s llama-
mos a los conjuntos

N0(s), N+(s), N+2(s), N+3(s), . . . ,

las clases de distancia desde s (véase figura 3.2). Por la proposición an-
terior N+i(s) consiste de aquellos vértices que están a distancia i de s.

s

w

u

x

v

z

y

Figura 3.2: Una digráfica D con un árbol BFS indicado con las flechas
obscuras. Las clases de distancia desde s son N0(s) = {s}, N+(s) = {u,w},
N+2(s) = {v, x, y} y N+3(s) = {z}.

Como resultado de todo lo anterior podemos concluir el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. Cuando aplicamos el algoritmo BFS a una multigráfica
dirigida D y un vértice s en D determinamos un árbol BFS desde s, T , más
aún las clases de distancia desde s en D son las mismas clases desde s en
T .

Como vimos en la proposición 3.1.1 el algoritmo nos ayuda a encontrar un
árbol BFS desde un vértice s, en una multigráfica dirigida no habŕıa diferencia
en el algoritmo, pues cuando eliminamos un vértice en el algoritmo quitamos
las flechas repetidas que tenemos, lo cual no afectaŕıa al proceso de este.
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3.2. Algoritmo de Dijkstra

Sea D = (V (D), F (D), c) una digráfica con peso y tal que las flechas en
D tienen pesos no negativos, el algoritmo de Dijkstra 2 [11], nos ayuda a
encontrar las distancias de un vértice fijo s al resto de los vértices en D.
Durante el algoritmo los vértices de D son divididos en dos conjuntos P y Q.
Además δv es asignado a cada vértice. Inicialmente todos los vértices están
en Q, en el proceso del algoritmo, los vértices que son alcanzables desde s
se mueven de Q a P . Mientras un vértice v esta en Q el correspondiente
parámetro δv es una cota superior para dist(s, v), cuando v es movido a P
tenemos que dist(s, v) = δv. La descripción formal se da a continuación.

Algoritmo de Dijkstra

Entrada: Una digráfica D = (V (D), F (D), c), tal que c(a) ≥ 0 para todo
a ∈ F (D), y un vértice s ∈ V (D).
Salida: El parámetro δv para cada v ∈ V (D) tal que δv = dist(s, v).

1. Hacemos P = ∅, Q = V (D) y δv ←∞ para cada v ∈ V (D) \ {s}
2. Mientras que Q sea no vaćıo hacemos lo siguiente.

Encuentra un vértice v ∈ Q tal que δv = mı́n{δu : u ∈ Q}
Asignamos Q← Q \ {v}, P ← P ∪ {v}
δu = mı́n{δu, δu + c(v, u)} para cada u ∈ Q ∩N+(v)

Para ver que el algoritmo de Dijkstra es correcto es suficiente demostrar que
la siguiente proposición es cierta, pues en cada paso del algoritmo generamos
P una subdigráfica de D.

Proposición 3.2.1. En cualquier momento de la ejecución del algoritmo, se
tiene que

(a) Para cada v ∈ P , δv = dist(s, v).

(b) Para cada u ∈ Q, δu es la distancia desde s a u en la subdigráfica
de D inducida por P ∪ {u}.

Demostración. La proposición se demostrará por inducción sobre el tamaño
del conjunto P . Cuando P = ∅, δs = dist(s, s) = 0 y las estimaciones δu =∞.
u ∈ V (D) \ {s} también son correctas.

2La complejidad del algoritmo de Dijkstra es O(n2). El algoritmo de Dijkstra determina
las distancias de s al resto de los vértices en un tiempo O(nlogn + m).
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Supongamos que P = P0 y Q = Q0 son tales que las condiciones (a) y
(b) se cumplen. Si Q0 = ∅, terminamos. En caso contrario, sea v el siguiente
vértice escogido en el algoritmo. Como la parte (b) se sigue de la parte (a)
y de la manera en que se actualiza δu en el algoritmo, es suficiente probar
solo la parte (a). Supongamos que (a) no se cumple para P = P0 ∪{v}. Esto
significa que δv > dist(s, v). Sea W una (s, v)-trayectoria mı́nima en D. Como
δv > dist(s, v),W debe de contener al menos un vértice deQ = Q0\{v}. Sea u
el primer vértice en W que no esta en P0 con respecto al orden inducido por el
algoritmo de Dijkstra al construir P . Claramente u 6= v. Por la proposición
2.0.2 y el hecho de que u ∈ W , tenemos que dist(s, u) ≤ dist(s, v). Más
aún, como la proposición se cumple para P0 y Q0 entonces por la parte (b),
en la subdigráfica inducida por P0 ∪ {u} δu = dist(s, u). Esto implica que
δu = dist(s, u) ≤ dist(s, v) < δv. En particular δu < δv lo cual contradice la
elección de v en el algoritmo.

3.3. El algoritmo de Bellman-Ford-Moore

Este algoritmo se origina de los documentos [5] de Bellman, [14] de Ford y
[46] de Moore. Sea D = (V (D), F (D), c) una digráfica con peso, posiblemente
con flechas de peso negativo, pero sin ciclos negativos. El siguiente algoritmo
3 puede ser utilizado para encontrar las distancias de un vértice fijo s ∈ V (D)
al resto de los vértices en D.

En lo que sigue entenderemos por peso de una trayectoria, a la suma
de cada uno los pesos de las flechas que conforman dicha trayectoria. Sea
δ(v,m) el peso de una (s, v)-trayectoria mı́nima que tiene a lo más m flechas.
Claramente δ(s, 0) = 0 y δ(v, 0) = ∞ para todo v ∈ V (D) \ {s}. Sea v ∈
V (D), probaremos que para todo m ≥ 0,

δ(v,m+ 1) = mı́n{δ(v,m),mı́n{δ(u,m) + c(u, v) : u ∈ N−1(v)}}. (3.1)

Probaremos (3.1) por inducción sobre m. Para m = 0, es claro que la igual-
dad se cumple. Para m ≥ 1, supongamos que existe una (s, v)-trayectoria
mı́nima P con no más de m + 1 flechas. Si P tiene a lo más m flechas, su
longitud es δ(v,m), si no es aśı, entonces P contiene m + 1 flechas, por la

3Cuando el algoritmo de Bellman-Ford-Moore es aplicado a una digráfica D con peso
sin ciclos negativos y un vértice fijo s ∈ V (D), este calcula las distancias desde s a los
demás vértices en tiempo O(nm).
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Figura 3.3: Ejecución del algoritmo de Dijkstra. Los vértices blancos están
en Q; los vértices negros están en P . El número encima de cada vértice es
el valor actualizado del parámetro δ. (a) La situación después de ejecutar
el primer paso del algoritmo. (b)-(g) La situación después de cada iteración
sucesiva. Las flechas negras indican la correspondiente trayectoria mı́nima
encontrada por el algoritmo.
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proposición 2.0.2, P contiene una (s, u)-trayectoria mı́nima con m flechas
y tal que (u, v) ∈ F (D) para algún u ∈ N−1(v), por tanto la igualdad se
cumple en estos casos. Si toda (s, v)-trayectoria mı́nima tiene más de m+ 1
flechas, entonces no existen ex vecinos u de v tal que δ(u,m) <∞. Más aún
(3.1) implica correctamente que δ(v,m+ 1) =∞.

Como no existen trayectorias con más de n − 1 flechas, δ(v, n − 1) =
dist(s, v) para cada u ∈ V (D)\{v}. Aśı usando (3.1) para m = 0, 1, 2, . . . , n−
2, obtenemos las distancias desde s a los vértices de D. Esto da como resul-
tado el siguiente algoritmo.

El algoritmo de Bellman-Ford-Moore

Entrada: Una digráfica con peso D = (V (D), F (D), c) sin ciclos negativos,
y un vértice fijo s ∈ V (D).
Salida: El parámetro δv para cada v ∈ V (D) tal que δv = dist(s, v) para
todo v ∈ V (D).

1. Hacemos δs = 0 y δv =∞ para todo v ∈ V (D) \ {s}.
2. Para i = 1 hasta n − 1: para cada (v, u) ∈ F (D) actualizamos el

parámetro δu haciendo δu ← mı́n{δu, δu + c(v, u)}.
Confirmar si D tiene o no un ciclo negativo puede ser logrado como sigue.

Asumamos que D es fuerte (en caso contrario consideraremos las componen-
tes fuertes de D una por una). Agregaremos el siguiente paso adicional al
algoritmo anterior:

4. Para cada flecha (v, u) ∈ F (D) hacer: si δu > δv + c(v, u) entonces
regresar el mensaje “la digráfica contiene un ciclo negativo”.

Teorema 3.3.1. Una digráfica fuerte con peso D tiene un ciclo negativo si
y solo si el paso 3 regresa su mensaje.

Demostración. Supongamos que D no tienen ciclos negativos. Por la des-
cripción del paso 2 y la proposición 2.0.2, δu ≤ δv + c(v, u) para cada flecha
(n, u) ∈ F (D). Por tanto el mensaje no será regresado.

Supongamos que D tiene un ciclo negativo Z = v1v2 · · · vkv1. Supongamos
para llegar a una contradicción que el paso 3 del algoritmo de Bellman-Ford-
Moore no regresa el mensaje. Entonces, en particular, δvi ≤ δvi−1

+ c(vi−1, vi)
para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, donde v0 = vk. Por tanto,

k∑
i=1

δvi ≤
k∑
i=1

δvi−1
+

k∑
i=1

c(vi−1, vi).
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Figura 3.4: Ejecución del algoritmo de Bellman-Ford-Moore. Las etiquetas
de los vértices y los pesos de las flechas son dados en la primer digráfica.
Los valores del parámetro δ son dados junto a los vértices de las digráficas
de (a)-(f). En el bucle interno del segundo paso del algoritmo las flechas son
consideradas en el orden lexicográfico: ab, ac, ba, bc, cb, da, dc, ec, ed, sd, se.
(a) La situación después del primer paso del algoritmo. (b)-(f) La situación
después de cada una de las cinco ejecuciones sucesivas del bucle interno en
el segundo paso del algoritmo.
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Como las primeras dos sumas en la última desigualdad son iguales, obtenemos
que 0 ≤

∑k
i=1 c(vi−1, vi) = c(Z), una contradicción.



Caṕıtulo 4

Desigualdades con respecto al
diámetro

Para una red representando un cierto sistema del mundo real, es deseable
tener un diámetro pequeño ya que aumenta la confiabilidad del sistema. Sin
embargo, las redes que representan sistemas del mundo real normalmente no
tienen muchas flechas para evitar muchos costos de producción. Los objetivos
de minimizar el diámetro y el tamaño de una digráfica se contradicen. Por
lo tanto, es importante para un diseñador saber que clase de compensación
puede ser lograda. Las desigualdades en esta sección dan una visión dentro
de este problema.

Proposición 4.0.1. Para una digráfica fuerte D = (V (D), F (D)) tenemos
rad(D) ≤ diám(D) ≤ 2 rad(D).

Demostración. Por las definiciones de radio y diámetro tenemos que rad(D) =
mı́n{(dist(x, V )+dist(V, x))/2: x ∈ V (D)} y diám(D) = dist(V, V ), por tan-
to

rad(D) ≤ dist(x, v) + dist(V, x)

2
≤ dist((V, V ) + dist(V, V )

2
= diám(D).

Sean x ∈ V (D) tal que (dist(x, V (D) + dist(V (D), x))/2 = rad(D), y
y, z vértices de D tal que dist(y, z) = diám(D). Tenemos que dist(y, z) ≤
dist(y, x) + dist(x, z) ≤ 2 rad(D), por tanto diám(D) ≤ 2 rad(D).

La siguiente cota sobre el orden de una digráfica fuerte es importante en
ciertas aplicaciones. Es conocida como la cota de Moore. Si una digráfica
cumple la igualdad en la cota es llamada digráfica de Moore.

37
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Proposición 4.0.2. Sean n,∆ y d el orden, el máximo ex grado y el diámetro
de una digráfica fuerte D, respectivamente. Entonces n ≤ 1+∆+∆2+· · ·+∆d.

Demostración. Sean v ∈ V (D) y ni el número de vértices a distancia i del
vértice v, veamos por inducción sobre i, que para todo 0 ≤ i ≤ k se tiene que
ni ≤ di, para i = 0 es claro que los vértices que están a distancia cero de v
son cero y ∆0 = 1, supongamos que para i = k la desigualdad es verdadera,
demostremos la desigualdad para i = k + 1, para los vértices que están a
distancia k de v tenemos que nk ≤ ∆k por tanto nk+1 ≤ ∆k∆ = ∆k+1.
Entonces n =

∑d
i=0 ni ≤

∑d
i=0 ∆i.

Sabiendo que ∆d+1−1 = (∆−1)(∆d+∆d−1 + · · ·+∆2 +∆+1) podemos

reescribir la cota de Moore como n ≤ ∆d+1−1
∆−1

.

Proposición 4.0.3. Sean n,∆ y d el orden, el ex grado máximo y el diámetro
de una digráfica fuerte D, respectivamente. Si ∆ > 1 y d > 1 entonces
d ≥ blog∆(n(∆− 1) + 1)c.

Esta proposición se obtiene despejando d de la desigualdad,

n ≤ ∆d+1 − 1

∆− 1

n(∆− 1) ≤ ∆d+1 − 1

n(δ − 1) + 1 ≤ ∆d+1

log∆(n(∆− 1) + 1) ≤ log∆ ∆d+1 = d+ 1

por lo tanto, blog∆(n(∆− 1) + 1)c ≤ d.

Los casos para d = 2, 3 han recibido consideraciones especiales Para ∆ =
2, Miller y Fris [44] demostraron que no existe una digráfica 2-regular de
diámetro d ≥ 3 y orden n = ∆ + ∆2 + · · ·+ ∆d, ∆ = 3 ha sido estudiado por
Baskoro, Miller, Plesmı́k y Znám [4].

Los siguientes dos teoremas resuelven los problemas de establecer cotas
superiores e inferiores para el diámetro de digráficas fuertes. El teorema 4.0.4
fue demostrado por Goldberg [20] y el teorema 4.0.5 fue dado por Ghouila-
Houri [18].

Teorema 4.0.4. Sean D una digráfica fuerte de orden n y tamaño m, m ≥
n + 1, y g(n,m) = d 2n−2

(m−n+1
e. Entonces diám(D) ≥ g(n,m). Esta cota es

justa.
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Teorema 4.0.5. Sea D una digráfica fuerte de orden n y tamaño m. Enton-
ces diám(D) ≤ n−1, si n ≤ m ≤ (n2 +n−2)/2 y en caso contrario tenemos
que

diám(D) ≤

⌊
n+

1

2
−
√

2m− n2 − n+
17

4

⌋
.

Definición 4.1 Una digráfica D es euleriana si contiene un paseo cerra-
do (un camino cerrado que no repite flechas) que contiene todas las flechas
de D. Este paseo cerrado se conoce como paseo euleriano. Una digráfica D
es conexa si su gráfica subyacente, UG(D) es conexa (como la definición de
gráfica subyacente requiere varios conceptos previos, pedimos al lector que
lea esta en el caṕıtulo 5).

En la figura 4.1 vemos una digráfica euleriana, con un paseo euleriano:
v1v3v5v2v4v1v2v3v4v5v1.

v1

v2

v3v4

v5

Figura 4.1: Ejemplo de digráfica eulerina

Teorema 4.0.6 (Teorema de Euler). Una digráfica D es euleriana si y solo
si D es conexa y d+(x) = d−(x) para todo vértice x ∈ V (D).

Demostración. Supongamos que D es una digráfica conexa y el in grado y
ex grado de todos los vértices en D es igual, se dará una demostración por
construcción. Sea T inicialmente vaćıo y asumiremos que D tiene al menos
dos vértices. Escogemos un vértice x arbitrario en D. Como D es conexa,
existe un vértice y ∈ N+(x). Agregamos x a T al igual que la flecha de x a
y. Como d+(y) = d−(y), existe una flecha (y, z) en D con cola y. Añadimos
y y (y, z) a T . Procedemos similarmente: después de que una flecha (u, v) es
incluida en T , agregamos v a T junto a la una flecha a que no este en T cuya
cola sea v. Debido a la condición de que d+(w) = d−(w) para todo vértice w,
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el anterior proceso puede terminar solamente si la última flecha agregada a T
es una flecha cuya cabeza es el vértice x y las flechas de D con cola x ya están
en T . Si todas las flechas de D ya están en T , terminamos. Supongamos que
no, como D es conexa, esto significa que T contiene un vértice p que es cola
de una flecha (p, q) que no está en T . Cambiamos ćıclicamente los vértices y
flechas en T tal que T empiece y termine en p. Agregamos la flecha (p, q) a T y
aplicamos el proceso anterior. Esto termina cuando lo último que agregamos
es la flecha cuya cola es p y todas las flechas que inician con p ya están en
T . Nuevamente o terminamos (todas las flechas ya están en T ) o podemos
encontrar un nuevo vértice para reiniciar el proceso. Como V (D) es finito,
después de varios pasos todas las flechas de D estarán incluidas en T .

Corolario 4.0.7. Sean D una multigráfica dirigida euleriana y ∅ 6= W ⊂
V (D). Entonces d+(W ) = d−(W ).

Demostración. Observamos que∑
w∈W

d+(w) = |(W,W )|+ d+(W ),
∑
w∈W

d−(w) = |(W,W )|+ d−(W ).

Por el teorema 4.0.5,
∑

w∈W d+(w) =
∑

w∈W d−(w). Con las igualdades an-
teriores podemos concluir el corolario.

Ahora consideremos una cota superior más refinada en el diámetro de
una digráfica euleriana obtenida por Soares [58].

Teorema 4.0.8. Sean D = (V (D), F (D)) una digráfica euleriana de orden
n, diámetro d y mı́nimo in grado r, y

f(n, r, t) = máx{2, t+ 3(
n− t
r + 1

− 1)},

donde t = d mód 3. Entonces d ≤ f(n, r, t).

Demostración. Supongamos que d ≥ 3. Sean u, w ∈ V (D) tales que dist(u,
w) = d y Vi = N+i(v) para i = 0, 1, . . . , d. Claramente V0, V1, . . . , Vd es una
partición de V . Consideremos tres conjuntos consecutivos Vj−1, Vj, Vj+1 de
la partición. Recordemos que (X, Y ) denota el conjunto de flechas con cola
en X y cabeza en Y . Por la definición de partición tenemos que

(Vj, V ) = (Vj, Vj) ∪ (Vj, Vj+1) ∪ (Vj,W ). (4.1)
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donde [W ] = V0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vj−1. Por el corolario 4.0.7, |(Vj,W )| ≤ |(V \
W,W )| = |(W,V \W )|. Por definición de la partición (W,V \W ) = (Vj−1, Vj).
Como el mı́nimo ex grado de D es r, tenemos |(V, V ) ≥ r|Vj|. También
tenemos que

|(Vj, Vj)| ≤ |Vj|(|Vj| − 1),|(Vj, Vj+1)| ≤ |Vj||Vj+1|,|(Vj−1, Vj)| ≤ |Vj−1||Vj|.

Por tanto, se sigue de (4.1) que

r|Vj| ≤ |Vj|(|Vj| − 1) + |Vj||Vj+1|+ |Vj−1||Vj|.

Aśı,

|Vj−1|+ |Vj|+ |Vj+1| ≥ r + 1. (4.2)

Como d+(v) ≥ r y d−(w) ≥ r, tenemos |V0|+|V1| ≥ r+1 y |Vd−1|+|Vd| = r+1.
Uniendo estas dos ecuaciones a la desigualdad (4.2) para j = 3, 6, . . . , 3b(d−
3)/3c y a la desigualdad |Vj| ≥ 1 para los t = dmod3 conjuntos Vj restantes,
aśı obtenemos

n =
d∑
j=0

|Vj| ≥ (r + 1)(
d− t

3
+ 1) + t,

lo cual implica la desigualdad deseada.

Soares [58] demostró que la cota del teorema 4.0.8 es justa, construyendo
una digráfica fuerte r-regular D de orden n con diámetro bf(n, r, t)c para
todos los enteros n y r tal que n− 1 > r ≥ 2.

Para una digráfica orientada fuerte D, una cota superior obvia para el
diámetro es diám(D) ≤ lp(UG(D)), donde lp(G) denotan la longitud de una
trayectoria máxima en una gráfica G. Esta cota es justa debido a resultados
de Gutin [22]. Una demostración más corta fue dada por Bondy [7].

Teorema 4.0.9. Sea G una gráfica conexa sin puentes. Entonces

máx{diám(D) : D ∈ S(G)} = lp(G),

donde S(G) es el conjunto de orientaciones fuertes de G.

Demostración. Para toda orientación fuerte G0 de G obviamente tenemos
diám(G0) ≤ lp(G). Por tanto, para demostrar este teorema es suficiente
construir alguna orientación G1 de G con la propiedad diám(G1) = lp(G).
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Sea P = x1x2 · · · xk una trayectoria máxima de G, y asociamos cada vérti-
ce xi con una etiqueta r(xi) = i. Como G no tiene puentes, la arista xk−1xk no
es un puente. En consecuencia, existe ({x1, x2, . . . , xk−1}, xk)-trayectoria1 R1

la cual es diferente de la trayectoria (xk−1, xk). Sea xi el vértice inicial de R1.
Definimos r(v) = i para todos los vértices v ∈ V (R1) \ {xk}. Como xi−1xi
no es un puente existe una ({x1, x2, . . . , xi−1}, {xi, xi+1, . . . , xk} ∪ V (R1))-
trayectoria, la cual es diferente de la (xi−1, xi)-trayectoria. Si xj es el vértice
inicial de R2 (observemos que j ≤ i), entonces definimos r(v) = j para todos
los vértices v ∈ R2 excepto por el terminal. Análogamente podemos construir
trayectorias R3, R4, . . . y definir la etiqueta r(·) de los vértices de R3, R4, . . .
hasta obtener una trayectoria Rs con vértice inicial x1 y conjunto r(v) = 1
para todos los vértices en Rs excepto el final.

Ahora podemos orientar la trayectoria P desde x1 hasta xk (obtuvimos la
trayectoria dirigida Q), y cada una de las trayectorias Ri (para i = 1, 2, . . . , s)
desde su vértice final teniendo una etiqueta mayor a la de sus otros vértices
finales (hemos derivado la trayectoria Qi). Es fácil ver que la gráfica orientada
inducida por las flechas de las trayectorias ∪si=1Qi ∪ V (Q) es fuerte.

Definimos X = V (G) \ (∪si=1V (Ri) ∪ V (P ) y supongamos que X 6= ∅
(si X = ∅ entonces esta orientación es la que buscamos). Como G no tiene
puentes existe algún vértice v ∈ X y un par de trayectorias desde v a vérti-
ces en V (G) \ X sin vértices comunes a parte de v. Combinamos estas dos
trayectorias en una (trayectoria S1). Ahora orientamos la última trayectoria
desde su vértice final teniendo la etiqueta más grande al vértice que tiene
la etiqueta más pequeña. Si las etiquetas de los vértices finales coinciden
entonces la orientación es arbitraria. Todas las demás etiquetas de los otros
vértices de la trayectoria son los mismos que la del vértice terminal de esa
trayectoria.

Si X \ V (S1) 6= ∅ continuamos la construcción de trayectorias S2, S3, . . .
pasando sobre el resto de los vértices de X hasta que ∪ti=1V (Si) = X, donde
las orientaciones y etiquetas son escogidos de la misma manera. Finalmente
orientamos cada vértice no orientado de uv, de u a v si r(u) ≥ r(v) y de v a
u en el otro caso.

Sea D la gráfica orientada obtenida. La digráfica D es fuerte por como
fue construida y ya que todas las flechas (u,w) de D, excepto las que están
en P fueron orientadas tal que r(u) ≥ r(w) entonces ninguna trayectoria de
x1 a xk tiene longitud menor a k − 1. Por lo tanto diám(D) = k − 1.

1Una trayectoria que va de algún vértice en {x1, x2, . . . , xk−1} a xk.
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Terminaremos esta sección con la siguiente conjetura de Shen [57].

Conjetura 4.0.10. Sea D una digráfica fuerte de orden n, cuello g (la longi-
tud de un ciclo mı́nimo en D) y un mı́nimo ex grado de al menos r. Entonces
diám(D) ≤ n− (r − 1)(g − 1)− 1.

Shen [57] demostró que la cota de la conjetura 4.0.10 no puede reducirse.
La conjetura es trivial para r = 1 o g = 2. Shen [57] probó la conjetura para
r = 2.
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Caṕıtulo 5

Diámetro mı́nimo en
orientaciones de multigráficas

Definición 5.1 Una gráfica no dirigida (o una gráfica) G = (V (G),
A(G)) consiste de un conjunto finito no vaćıo V (G) de elementos llamados
vértices y un conjunto finito A(G) de pares no ordenados de vértices dis-
tintos llamados aristas, los llamaremos conjunto de vértices y conjunto
de aristas respectivamente. En otras palabras la arista {x, y} es un subcon-
junto de dos elementos de V (G), en lo que sigue denotaremos la arista {x, y}
como xy. Si xy ∈ A(G) decimos que x e y son adyacentes. Notemos que
en la definición de gráfica no aceptamos lazos (una arista que consiste del
mismo vértice) o aristas paralelas (múltiples aristas con los mismos vértices
finales). El complemento G de una gráfica G, es la gráfica con conjunto de
vértices V(G) en la cual dos vértices son adyacentes si y solo si estos no son
adyacentes en G (véase figura 5.1).

G G

Figura 5.1: Una gráfica G y su complemento G

45
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Cuando permitimos aristas paralelas y lazo, decimos que es una pseu-
dográfica; una pseudográfica sin lazos es una multigráfica (véase figu-
ra 5.2). Para un par de vértices u, v en una pseudográfica G, µG(u, v) denota
el número de aristas entre u y v. En particular, µG(u, u) es el número de
lazos de u.

Una multigráfica G es completa si cada par de vértices distintos en G
son adyacentes. Denotamos la gráfica completa de n vértices como Kn, su
complemento Kn no tiene aristas.

G H K7

Figura 5.2: En la figura tenemos una gráfica G que es una gráfica completa
con cuatro vértices K4, una pseudográfica H y una multigráfica completa K7

Las nociones de caminos, trayectorias, paseos y ciclos en pseudográficas
no dirigidas son análogas a las de pseudográficas dirigidas. Una xy-trayectoria
en una pseudográfica no dirigida es una trayectoria cuyos vértices finales son
x e y. Una pseudográfica no dirigida G es conexa si para cada dos vértices en
V (G) existe una trayectoria que los une. Sea H una pseudográfica, decimos
que una arista e es un puente si al quitarla de la H, esta se vuelve no conexa
(véase figura 5.3).

x y

G

Figura 5.3: La gráfica G es una gráfica conexa y la arista xy es un puente

Una multigráfica H es p-partita si existe una partición V1, V2, . . . , Vp
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de V (H) en p conjuntos de la partición o partes (es decir, V (H) =
V1 ∪ · · · ∪ Vp, Vi ∩ Vj = ∅ para todo i 6= j) tal que cada arista de H tiene sus
vértices finales en diferentes partes. El caso especial de una gráfica p-partita
es cuando p = 2 entonces es llamada gráfica bipartita (véase figura 5.4).
Una multigráfica H es completa p-partita si para cada par de vértices
x ∈ Vi, y ∈ Vj (con i 6= j), una arista xy esta en H. Una gráfica completa
con n vértices es claramente una gráfica n-partita para la cual cada parte
es un conjunto unitario. Denotamos la gráfica completa p-partita con partes
de cardinalidades n1, n2, . . . , np por Kn1,n2,...,np . Gráficas completas p-partitas
para p ≥ 2 son también llamadas gráficas completas multipartitas, en la
figura 5.4 se muestra una gráfica 3-partita.

v6

v7v8

v9

v1

v2

v3 v4

v5

G H

Figura 5.4: G es una gráfica 3-partita completa K3,3,3 con partes V1 =
{v1, v4, v7}, V2 = {v2, v5, v8} y V3 = {v3, v6, v9}. Por otro lado, H es una
gráfica bipartita, una de las partes está conformada por los vértices negros y
la otra con los blancos.

Para una pseudográfica G, una pseudográfica dirigida D es llamada una
biorientación de G si D se obtiene al reemplazar cada arista {x, y} de G
por (x, y) o (y, x) o por el par (x, y) y (y, x) (excepto por el lazo xx el cual
es reemplazado por un lazo (dirigido) en x). Notemos que diferentes copias
de la arista xy en G pueden ser reemplazadas por diferentes flechas en D.
Aśı si µG(x, y) = 3, entonces podemos reemplazar una arista xy por la flecha
(x, y), otra por la flecha (y, x) y la tercera por el par de flechas (x, y) y (y, x).
La biorientación completa de una gráfica no orientada G = (V (G), A(G))

es una biorientación D (denotada
←→
G ) de G tal que (x, y) ∈ F (D) implica
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que (y, x) ∈ F (D). La biorientación completa de una gráfica completa es una

digráfica completa (denotada por
←→
Kn). Una orientación de una gráfica

G es una biorientación de G la cual es una gráfica orientada; es decir, una
digráfica sin 2-ciclos y sin lazos.

La gráfica subyacente UG(D) de una digráfica D es la única gráfica G
tal que D es una biorientación de G. La multigráfica subyacente UMG(D)
de una multigráfica dirigida D es una multigráfica obtenida de D al reempla-
zar cada flecha (x, y) con una arista {x, y}. Por ejemplo si una digráfica H
con vértices u, v tiene flechas (u, v), (v, u) entonces UG(H) tiene una arista
y UMG(H) tiene dos aristas paralelas.

Para una multigráfica sin puentes G, diámmı́n(G) denota el mı́nimo diáme-
tro de una orientación de G. Definimos un torneo bipartito BTs, con con-
juntos de partición U , W , cada uno con cardinalidad s, como sigue. Sean
U = {u1, u2, . . . , us} y W = {w1, w2, . . . , ws}. El vértice ui domina sola-
mente vértices wi, wi+1, . . . , wibs/2c−1 (los sub́ındices están tomados módulo
s) para todo i ∈ [s], las flechas restantes van del conjunto W a U (véase
figura 5.5).

u4

u3

u2

u1

w4

w3

w2

w1

Figura 5.5: Torneo bipartito BTs con conjuntos de partición U =
{u1, u2, u3, u4} y W = {w1, w2, w3, w4}, las flechas restantes van del conjunto
W a U

Lema 5.0.1. Sea s ≥ 2. El diámetro diám(BTs) es igual a tres. En particu-
lar, dist(U,U) = dist(W,W ) = 2.

Demostración. Claramente, basta con probar que dist(U,U) = dist(W,W ) =
2. Esto se sigue del hecho de que para cada i 6= j, tenemos N+(ui)−N+(uj) 6=
∅ y por lo tanto existe un vértice w ∈ W tal que ui → w → uj.
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Para el siguiente teorema tomaremos un nuevo parámetro definido por
Chvátal y Thomassen [10], el cual llamaremos radio fuerte de una digráfica
fuertemente conexa D = (V (D), F (D)), srad(D), es igual a

mı́n{máx{dist(v, V ), dist(V, v)} : v ∈ V (D)}.

Teorema 5.0.2. [10] Toda multigráfica conexa sin puentes G = (V (G), A(G))
admite una orientación de radio fuerte a lo más (rad(G))2 + rad(G).

Demostración. Mostraremos un resultado ligeramente más general. Sean u ∈
V (G) arbitrario y distG(u, V ) = r, entonces hay una orientación L de G en
la cual distL(u, V ) ≤ r2 + r y distL(V, u) ≤ r2 + r.

Como G no tiene puentes, cada arista uv está contenida en algún ciclo no
dirigido, hagamos que k(v) denote la longitud de un ciclo mı́nimo que pase por
uv. Para cada v ∈ N(u), k(v) ≤ 2r+1. Tomemos las clases de distancia de u y
v, N0(u), N+(u), . . . , N+p(u) y N0(v), N+(v), . . . , N+q(v), para p y q tenemos
que p ≤ dist(u, V ) por definición, q ≤ dist(u, V ) pues v está en alguna clase
de distancia de u, tomemos un (u, v)-camino T que no pase por uv, entonces
l(T ) ≤ p+ q ≤ dist(u, V ) + dist(u, V ) = 2 dist(u, V ), ahora tomamos el ciclo
C que se forma al unir T y la arista uv, aśı l(C) ≤ 2 dist(u, V ) + 1. Por lo
tanto la afirmación k(v) ≤ 2r + 1 es verdadera.

Afirmamos que existe una subdigráfica H de G y una orientación D de
H con las siguientes propiedades:

(a) NG(u) ⊆ V (H).

(b) Para cada v ∈ N(u), D tiene un ciclo Cv de longitud k(v) que contiene
a (u, v) o a (v, u).

(c) D es la unión de los ciclos Cv.

Observemos que por esta afirmación y k(v) ≤ 2r + 1:

máx{distD(u, V (D)), distD(V (D), u)} ≤ 2r. (5.1)

Demostraremos lo anterior construyendo H y D paso por paso. Sean uv
una arista en G y Zv un ciclo no dirigido de longitud k(v) que pase por
uv. Orientamos Zv arbitrariamente como un ciclo dirigido y que Cv denote
el ciclo obtenido de esta manera. Sea H := Zv, D := Cv. Esto completa
el primer paso. Para el paso i (con i ≥ 2), escogemos una arista uw de
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la cual w 6∈ V (H) y un ciclo no dirigido Z = w1w2 · · ·wkw1 en G tal que
w1 = u,w2 = w y k = k(w). Si ningún vértice de Zw \ {u} pertenece a H,
entonces adjuntamos el ciclo dirigido Cw = w1w2 · · ·wkw1 a D y el ciclo Z a
H. Ir al siguiente paso. En caso contrario, existe un vértice wi (con 2 ≤ i ≤ k)
tal que wi ∈ V (H) y por lo tanto wi ∈ V (D). Supongamos que wi tiene el
último sub́ındice con esta propiedad. Como wi ∈ V (D), hay algún vecino v
de u tal que wi ∈ Cv. Sea Cv = v1v2 · · · vtv1 (recordemos que Cv es un ciclo
dirigido), donde u = v1, v ∈ {v2, vt} y wi = vj para algún j. Considerando lo
contrario de D, si fuese necesario, debemos asumir, sin ninguna pérdida de
generalidad, que v = v2. Ahora podemos considerar dos casos.

Caso 1: wk 6= v. En este caso, definamos el ciclo dirigido Cw = uw2w3 · · ·
wi[vj+1, u] y observemos que Cw tiene longitud k(w). En efecto, si Cw tiene
más de k(w) flechas, la trayectoria Cw[wi, u] seŕıa más larga que la trayectoria
P2 = wiwi+1 · · ·wku. En este caso, el camino Zv[u, vj]P2[wi+1, u] que contiene
a uv será de longitud menor que k(v); lo que es una contradicción. Sea Zw :=
UG(Cw). Agreguemos Cw a D y Zw a H. Ir al siguiente paso.

Caso 2: wk = v. En este caso, definimos el ciclo Cw como sigue: Cw =
Cv[u, vj]wi−1wi−2 · · ·w2u y observemos que Cw tiene longitud k(w) (la demos-
tración de este hecho es similar a la dada en el caso 1). Sea Zw := UG(Cw).
Agregamos Cw a D y Zw a H. Ir al siguiente paso.

Como V (G) es un conjunto finito y al menos añadimos un nuevo vértice
a H en cada paso, este proceso terminará con la subgráfica deseada H y su
orientación D. Aśı, la afirmación está demostrada.

Consideremos la multigráfica dirigida D. En G, contraemos todos los
vértices de D en un nuevo vértice u∗ (la operación de contracción de mul-
tigráficas no dirigidas es similar a la de multigráficas dirigidas) y llamamos
la multigráfica resultante G∗. Notemos que G∗ no tiene puentes y que por la
propiedad (a) de la afirmación anterior, obtenemos distG∗(u

∗, V (G∗)) ≤ r−1.
Por la hipótesis de inducción, existe una orientación L∗ de G∗ tal que

distL∗(u
∗, V (L∗)) ≤ r2 − r y distL∗(V (L∗), u) ≤ r2 − r. (5.2)

Consideremos una orientación L de G obtenida al combinar L∗ con D
y orientando el resto de las aristas en G arbitrariamente. Por (5.1) y (5.2),
tenemos:

distL(u, V (L)) ≤ r2 + r y distL(V (L), u) ≤ r2 + r.
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Figura 5.6: Construyendo la orientación D de H en la demostración del
teorema 5.0.2. Los enteros en las flechas indican el número del paso en el
proceso de obtener D.

En [10] se demuestra que la cota del teorema 5.0.2 es justa. El teorema
5.0.2 implica lo siguiente.

Corolario 5.0.3. Para toda multigráfica conexa sin puentes G de radio r,
diámmı́n(G) ≤ 2r2 + 2r.

Plesńık [50] generalizo el teorema 5.0.2 y el corolario 5.0.3 a orientaciones
de multigraficas con peso.

Teorema 5.0.4. Sea G una multigráfica conexa sin puentes en la cual toda
arista tiene peso entre 1 y W . Si el radio de G es r, entonces G admite
una orientación de radio fuerte a lo más r2 + rW y un diámetro a lo más
2r2 + 2rW .

Plesńık [50] demostró que la cota del teorema anterior respecto a radio
fuerte es justa.
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Caṕıtulo 6

Orientaciones de diámetros
mı́nimos de algunas gráficas y
digráficas

Recordemos que una orientación de una digráfica D es una gráfica orien-
tada H obtenida de D al eliminar una flecha cada 2-ciclos de D. Para una
digráfica fuerte D sin puentes, UG(D), dejaremos que diámmı́n(D) denote
el diámetro mı́nimo de una orientación de D. Con el siguiente resultado, la
suposición de que UG(D) no tiene puentes implica que diámmı́n(D) ≤ ∞, si
UG(D) tiene un puente, ninguna orientación de D es fuerte.

Una gráfica mixta M = (V (M), F (M), A(M)) contiene flechas (pares
ordenados de vértices en F (M)) y aristas (pares no ordenados de vértices
en A(M) (véase figura 6.1). No aceptamos lazos y flechas paralelas, pero M
puede contener aristas y arcos con el mismo vértice final. Por simplicidad
tanto flechas como aristas serán llamadas aristas. Aśı una flecha es vista
como una arista orientada.

Teorema 6.0.1. Sea e una arista no orientada en una gráfica mixta fuerte
M . La arista e puede ser reemplazada por una flecha (con los mismos vértices
finales) tal que la gráfica mixta resultante M ′ es fuerte si y solo si e no es
un puente.

Demostración. Si e es un puente, entonces claramente no existe orientación
de e que haga la gráfica mixta fuerte. Supongamos que e no es un puente.
Sea M ′ = M−e. Si M ′ es fuerte, entonces cualquier orientación de e conduce
a una gráfica mixta fuerte, entonces supongamos que M ′ no es fuerte. Como
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v w

x

y

u

Figura 6.1: Gráfica mixta

e no es puente, M ′ es conexa. Sean L1, L2, . . . , Lk las componentes fuertes de
M ′. Como M es fuerte, existe una única componente inicial fuerte, digamos
L1, y una única componente terminal, digamos Lk. Sea u (v) el vértice extre-
mo de e que pertenece a L1 (Lk). Por la conexidad fuerte de L1, L2, . . . , Lk
y la proposición 1.0.2 (aplicada a la digráfica de la componente fuerte

←→
M ′),

M ′ + (v, u) es fuerte.

Corolario 6.0.2. Una digráfica fuerte D tiene una orientación fuerte si y
solo si UG(D) no tiene puentes

Demostración. Como podemos transformar una digráfica en una gráfica mix-
ta al reemplazar cada 2-ciclos con una arista no dirigida, este corolario es solo
una reformulación del teorema 6.0.1.

Varios autores consideran el parámetro ρ(D) := diámmı́n(D)− diám(D).
Resulta que, para muchas gráficas dirigidas y no dirigidas, ρ(G) = 0, 1 o 2.
En esta sección discutiremos resultados en orientación de diámetro mı́nimo
de algunas familias especiales de gráficas dirigidas y no dirigidas G para las
cuales ρ(G) es (muy) pequeño.

6.1. Generalizaciones de torneos

Definición 6.1



6.1. Generalizaciones de torneos 55

Recordemos que la biorientación completa de una gráfica completa es
una digráfica completa. Una digráfica es una digráfica semicomple-
ta si es una biorientación de una gráfica completa y un torneo es una
orientación de una gráfica completa. La notación de las digráficas semi-
completas y sus subclases especiales, los torneos, pueden ser extendido
de varias maneras. Una biorientación de una gráfica p-partita completa
(multipartita) es una digráfica p-partita semicompleta. Un torneo
multipartito es una orientación de una gráfica multipartita comple-
ta. Una digráfica 2-partita semicompleta es también llamada digráfica
bipartita semicompleta. Un torneo bipartito es una digráfica bi-
partita semicompleta sin 2-ciclos.

Una digráfica D es transitiva si, para cada par de flechas (x, y) y (y, z)
en D con x 6= z, la flecha (x, z) también esta en D. Una digráfica D es
cuasitransitiva si, para cada tripleta de vértices distintos x, y, z tal
que (x, y) y (y, z) son flechas de D, existe al menos una de las flechas
entre x y z.

Una (x1, xn)-trayectoria, P = (x1, x2, . . . , xn) es minimal si para cada
(x1, xn)-trayectoria Q, V (P ) = V (Q) o Q tiene un vértice que no está
en V (P ).

Figura 6.2: K4 y una digráfica semicompleta de orden cuatro

Figura 6.3: Una gráfica 3-partita G y una biorientación de G
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Figura 6.4: La gráfica completa 3-partita K2,1,2 y una digráfica semicom-
pleta 3-partita D

T Q

Figura 6.5: Una digráfica transitiva T y una digráfica cuasitransitiva Q

Observemos que, por el corolario 6.0.2, una digráfica fuerte k-partita semi-
completa D, k ≥ 2, tiene una orientación fuerte si D es una digráfica bipartita
semicompleta con un conjunto de partición que consiste de un solo vértice.
Esto justifica la consideración de las siguientes dos clases de digráficas. Sea
D0 el conjunto de digráficas fuertes cuasitransitivas de orden n ≥ 3. Sea D1

el conjunto de digráficas bipartitas semicompletas con al menos dos vértices
en cada conjunto de la partición. Para digráficas de las clases D0 ∪ D1 la
siguiente cota en el diámetro mı́nimo de una orientación fue dado por Gutin
y Yeo [27].

Proposición 6.1.1. Sea D una digráfica cuasi-transitiva. Supongamos que
P = x1x2 · · · xk es una (x1, xk)-trayectoria minimal. Entonces la subdigráfica
inducida por V (P ) es una digráfica semicompleta y xj → xi para todo 2 ≤
i+ 1 < j ≤ k, excepto cuando k = 4, en cuyo caso la flecha entre x1 y xk no
existe.

Demostración. Los casos para k = 2, 3, 4, 5 son fáciles de verificar. Como
ejemplo, consideremos el caso k = 5 (véase igura 6.6). Si xi y xj son adya-
centes y 2 ≤ i+ 1 < j ≤ 5, entonces xj → xi pues P es minimal. Como D es
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cuasi-transitiva, xi y xi+2 son adyacentes para i = 1, 2, 3. Esto y la minima-
lidad de P implican que x3 → x1, x4 → x2 y x5 → x3. De estas flechas y la
minimalidad de P concluimos x5 → x1. Ahora las flechas (x4, x5) y (x5, x1)
implican que x4 → x1. Similarmente x5 → x1 → x2 implican x5 → x2. En el
caso k = 4 como x1 → x2, x2 → x3 y P es minimal entonces x3 → x1, de
manera similar x2 → x3 → x4 implica que x4 → x2 y como podemos observar
en la figura 6.6 no existe la flecha de x4 a x1.

x1

x2 x3

x4

D′

x1

x2

x3

x4

x5

D

Figura 6.6: La digráfica D′ para el caso k = 4 y la digráfica D muestra el
caso para k = 5

La demostración del caso k ≥ 6 es por inducción sobre k con el caso k = 5
como la base. Por inducción, D〈{x1, x2, . . . , xk−1}〉 y D〈{x2, x3, . . . , xk}〉 son
digráficas semicompletas y xj → xi para todo 1 < j − i ≤ k − 2. Por lo
tanto x3 domina a x1 y xk domina a x3 y la minimalidad de P implica que
xk domina a x1.

Teorema 6.1.2. Si D ∈ Di para i ∈ {0, 1}, entonces

diámmı́n(D) ≤ máx{3 + 2i, diám(D)}.

Demostración. Recordemos que D0 es el conjunto de digráficas fuertes cua-
sitransitivas de orden n ≥ 3 y D1 el conjunto de digráficas bipartitas semi-
completas con al menos dos vértices en cada conjunto de la partición.

Supongamos que este teorema es falso y que D es un contraejemplo al
teorema con los menos 2-ciclos posibles. Sean D ∈ Di para i ∈ {0, 1} y
γ = 3+2i. Sea xyx un 2-ciclo en D. Claramente, el diámetro de D incremen-
ta al menos uno cuando eliminamos una de las flechas (x, y) o (y, x) de D. Por
lo tanto existen vértices sxy, txy, syx, tyx en D, tal que distD−(x,y)(sxy, txy) >
máx{γ, diám(D)} y distD−(y,x)(syx, tyx) > máx{γ, diám(D)}. Sea P = p0p1 · · · pl
una (sxy, txy)-trayectoria enD de longitud mı́nima (notemos que l ≤ diám(D))
y sea Q = q0q1 · · · qm una (syx, tyx)-trayectoria de longitud mı́nima en D (no-
temos que m ≤ diám(D)). Sea ρ y η definidos tal que (x, y) = (pρ, pρ+1) y
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(y, x) = (qη, qη+1). Ahora consideramos los siguientes casos, los cuales agotan
todas las posibilidades:

Caso 1: ρ + 1 < l, η + 1 < m y D ∈ D0 ∪ D1. Primero mostraremos
que pρ+2 y qη+2 son adyacentes. Esto es claramente cierto si D es bipartita
semicompleta pues estos dos vértices pertenecen a diferentes conjuntos de la
partición de D. Si D es cuasitransitiva, entonces pρ y pρ+2 son adyacentes. Por
lo tanto, pρ+2 → pρ por la minimalidad de l. Sin embargo, esto implica que
pρ+2 y qη+2 son adyacentes, como pρ+2 → (pρ = qη+1)→ qη+2. Si pρ+2 → qη+2,
ya que qη = pρ+1 entonces q0q1 · · · qηpρ+2qη+2 · · · qm es una (q0, qm)-trayectoria
de longitud m ≤ diám(D) en D − (y, x), una contradicción. El caso donde
qη+2 → pρ+2 puede ser considerado análogo.

pρ−1

qη+2

x y

pρ+2

qη−1

Figura 6.7: Caso 1

Caso 2: ρ > 0, η > 0 y D ∈ D0 ∪ D1. Este caso puede ser transformado
en el caso 1 al considerar el inverso de D.

Caso 3: ρ = 0, η+1 = m y D ∈ D0. Primero mostraremos que l+m ≥ 3.
Supongamos que l = m = 1; es decir, x = p0 = q1, y = p1 = q0. Sea z0z1 · · · zk
una (x, y)-trayectoria mı́nima en D− (y, x). Por la elección de x, y, tenemos
k ≥ 4. Por la proposición 6.1.1, zk → z1 y z2 → z0. Por lo tanto, zkz1z2z0 es
una (x, y)-trayectoria en D − (x, y) de longitud tres, una contradicción con
la elección de x. Aśı, asumiremos, sin pérdida de generalidad, que l ≥ 2.

Sea R = r0r1 · · · rt una trayectoria mı́nima de q0 a pl en D. La trayectoria
R puede ser elegida tal que esta no contiene a (y, x). En efecto, si y = rj, x =
rj+1 para algún j, entonces r0r1 · · · rjp2p3 · · · pl no es más larga que R (pues
p1p2 · · · pl es una (p1, pl)-trayectoria mı́nima en D). Entonces, asumiremos
que R no contiene a (y, x). Asumiremos que R tampoco contiene a (x, y).

Por la proposición 6.1.1, obtenemos inmediatamente que pl → p0 si l 6= 3 y
pl → p1 si l = 3. Si l = 3, entonces tenemos p3 → p1 y p0 → p1. Entonces, por
la minimalidad de l, p3 → p0. Por lo tanto, hemos demostrado que pl → p0

para todo l ≥ 2.
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Tenemos t > 2, en caso contrario r0r1 · · · rtp0 podŕıa ser una trayectoria
de q0 a qm de longitud t+1 ≤ 3 en D−(y, x). Como pl → p0 y rt−1 → rt = pl,
concluimos que rt−1 y p0 son adyacentes. Si rt−1 → p0, entonces r0r1 · · · rt−1p0

es una trayectoria de q0 a qm de longitud t ≤ diám(D) en D − (y, x), una
contradicción. Si p0 → rt−1, entonces p0rt−1pl es una trayectoria de longitud
2 desde p0 a pl en D − (y, x), una contradicción.

Caso 4: η = 0, ρ + 1 = l y D ∈ D0. Este caso puede ser transformado
en el caso 3 al considerar el inverso de D.

Caso 5: ρ = 0, η + 1 = m y D ∈ D1. Supongamos que l = m = 1. Sea
z0z1 · · · zk una (y, x)-trayectoria mı́nima en D − (y, x). Por la elección de x,
y k ≥ 6. Por la minimalidad de k,z3 → z0 (z0 y z3 pertenecen a diferentes
partes de D) y zk → z2 (zk y z2 pertenecen a diferentes conjuntos de la
partición de D). Por lo tanto, zkz2z3z0 es una (x, y)-trayectoria en D− (x, y),
una contradicción. Aśı, podemos asumir, sin ninguna pérdida de generalidad,
que m ≥ 2.

Sea R = r0r1 · · · rt una trayectoria mı́nima de q0 a pl en D. Al igual que en
el caso 3, asumiremos que R contiene a (x, y) o contiene a (y, x). Supongamos
que t = 0, implicando que q0 = p1 y l, m ≥ 2. Supongamos que l ≥ 3. Si
p0 y pl pertenecen a diferentes conjuntos de la partición de D entonces por
la minimalidad de l y la suposición de que D es bipartita semicompleta,
pl → p0, lo cual es imposible pues plp0 es una (q0, qm)-trayectoria de longitud
uno enD− (y, x), una contradicción. Si p0 y p1 pertenecen al mismo conjunto
de la partición de D, entonces pl → p1 (por la minimalidad de l) y plp1p2p3p0

es una (q0, qm)-trayectoria de longitud cuatro en D−(y, x), una contradicción.
Aśı, l = 2. Análogamente, podemos probar que m = 2. Como D−(x, y) tiene
una (p0, p2)-trayectoria y p2 = q0 → q1 = p1, existe una (p0, p1)-trayectoria
S = s0s1 · · · sa en D − (x, y). Supongamos que S tiene longitud mı́nima y
observemos que a ≥ 5, pues s0s1 · · · sapl es una (p0, pl)-trayectoria en D −
(x, y). Además, s3 → s0 pues s3 y s0 están en diferentes conjuntos de la
partición de D y S es de longitud mı́nima. Observemos que si p2 → s3,
entonces p2s3s0 es una (q0, qm)-trayectoria en D − (y, x) de longitud dos, y
si s3 → p2, entonces s0s1s2s3p2 es una (p0, pl)-trayectoria en D − (x, y) de
longitud cuatro. En ambos casos obtenemos una contradicción. Por lo tanto,
t > 0.

Supongamos que l ≤ t ≤ 2. Claramente r0 y rl están en diferentes con-
juntos de la partición, entonces podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que r0 y p0 son adyacentes (el caso donde r1 y p0 son adyacentes puede ser
considerado análogamente). Claramente p0 domina a r0 por la minimalidad
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de m. Sin embargo, p0r0 · · · rt es una (p0, pl)-trayectoria en D − (x, y) de
longitud t+ 1 ≤ 3, una contradicción. Por lo tanto, t ≥ 3.

Claramente r1 y r2 pertenecen a conjuntos diferentes de la partición, asi
podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que r1 y p0 son adyacentes (el
caso cuando r2 y p0 son adyacentes es considerado análogamente). Clara-
mente p0 domina a r1 por la minimalidad de m. Sin embargo, la trayectoria
p0r1 · · · rt en D − (x, y) es de longitud t ≤ diám(D).

Caso 6: η = 0, ρ + 1 = l y D ∈ D1. Este caso puede ser transformado
en el caso 5 al considerar el inverso de D.

La cota superior de este teorema es justa como uno puede ver con los
siguientes ejemplos. Sea Tk, k ≥ 3, un torneo (transitivo) con vértices x1,
x2, . . . , xk y flechas (xi, xj) para cada 1 ≤ i < j ≤ k. Sea y un vértice
que no este en Tk, el cual domina a todos los vértices en Tk excepto xk y es
dominado por todos los vértices de Tk excepto x1. La digráfica semicompleta
resultante Dk+1 tiene diámetro dos. Sin embargo, la eliminación de cualquier
flecha de Dk+1 entre y y el conjunto {x2, x3, . . . , xk−1} deja una digráfica con
diámetro tres. En efecto, si eliminamos (y, xi), 2 ≤ i ≤ k − 1, entonces una
(xk, xi)-trayectoria mı́nima se convierte en una de longitud tres.

Sea H una digráfica bipartita semicompleta fuerte (véase figura 6.8) con
los siguientes conjuntos de partición, V1 y V2 y conjunto de flechas A: V1 =
{x1, x2, x3}, V2 = {y1, y2, y3} y

A = {(x1, y1), (y1, x1), (x1, y2), (y3, x1), (x2, y2),

(y2, x2), (y3, x2), (y1, x3), (x3, y3), (x3, y2)}.

Sea H ′ = H − (x1, y1) y H ′′ = H − (y1, x1). Es fácil verificar que
diám(H) = 4, en particular dist(y2, y3) = 4, diám(H ′) = diám(H ′′) = 5
y una (x1, y3)-trayectoria mı́nima en H ′ es una (y2, x1)-trayectoria mı́nima
en H ′′ de longitud 5.

La digráfica H puede ser usada para generar una infinidad de digráficas
bipartitas semicompletas con la propiedad de arriba: reemplazar, digamos,
x3 por un conjunto de vértices independientes (es decir, no hay flechas entre
ellos).

El teorema anterior inspiró la siguiente conjetura por Gutin, Koh, Tay y
Yeo [24].

Conjetura 6.1.3. Existe una constante absoluta c tal que para toda digráfica
multipartita completa fuerte D, tenemos diámmı́n(D) ≤ diám(D) + c.
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x1 x2 x3

y1 y2 y3

Figura 6.8: Digráfica H

Una digráfica D es localmente semicompleta si tanto D〈N+(x)〉 como
D〈N−(x)〉 son digráficas semicompletas para cada vértice x ∈ V (D) (véase
figura 6.9). El siguiente teorema es un análogo del teorema 6.1.2 y fue también
demostrado por Gutin y Yeo [27].

Teorema 6.1.4. Si D es una digráfica localmente semicompleta fuerte de
orden n ≥ 3, entonces

diámmı́n(D) ≤ máx{5, diám(D) + 1}.

Figura 6.9: Una digráfica localmente semicompleta

6.2. Digráficas extendidas

Sea si un conjunto de vértices independiente (es decir, sin flechas entre
ellos) con i ∈ {1, 2, . . . , n}, definimos la (s1, s2, . . . , sn)-extensión (o solo
extensión) D(s1, s2, . . . , sn) de una digráfica D con vértices etiquetados,
digamos, 1, 2, . . . , n se obtiene de D al reemplazar cada vértice i por un
conjunto si; formalmente,

V (D(s1, s2, . . . , sn)) = {(pi, i) : 1 ≤ pi ≤ si, i ∈ [n]}



62 Caṕıtulo 6. Orientaciones de diámetro ḿınimo

y (p, i) → (q, j) con p 6= q en D(s1, s2, . . . , sn) si y solo si i → j en D, en la
ffigura 6.10 podemos observar la extensión de una gráfica G.

1 2

D

(1, 1)

(2, 1)

(1, 2)

(2, 2)

(3, 2)

D(s1, s2)

Figura 6.10: Una digráfica G y su extensión con conjuntos s1 = {1, 2} y
s2 = {1, 2, 3}

Observemos que la digráfica p-partita es una extensión de Kp. El primer
resultado en este tema de esta subsección es de Šoltés [59].

Teorema 6.2.1. Si n1 ≥ n2 ≥ 2, entonces ρ(Kn1,n2) = 1 para n1 ≤
(

n2

bn2/2c

)
y ρ(Kn1,n2) = 2, en otro caso.

Los valores exactos de ρ(Kn1,n2,...,nk
) son desconocidos, pero el siguiente

resultado obtenido independientemente por Plesńık [50] y Gutin [23] da una
cota superior justa para f(n1, . . . , nk) = diámmı́n(Kn1,n2,...,nk

).

Teorema 6.2.2. Para cada k ≥ 3 y todos los enteros positivos n1, . . . , nk,
tenemos 2 ≤ f(n1, . . . , nk) ≤ 3.

Demostración. Obviamente f(n1, . . . , nk) ≥ 2.
Si k es impar, sea R(n1, n2, . . . , nk) representa un torneo multipartito

con partes V1, . . . , Vk de cardinalidades n1, . . . , nk respectivamente tales que
Vi → Vj si y solo si j − i ≡ 1, 2, . . . , bk/2c(modk). Si k es par, entonces
R(n1, n2, . . . , nk−1), es determinado como sigue: R(n1, n2, . . . , nk) − Vk ∼=
R(n1, n2, . . . , nk−1), Vk → Vi (i = 1, 3, 5, . . . , k − 1), Vj → Vk (con j =
2, 4, 6, . . . , k − 2). Probaremos que diám(R(n1, n2, . . . , nk)) ≤ 3 para todo
k ≥ 3.

Caso 1: k es impar, k ≥ 3. Es suficiente demostrar que dist(V1, Vi) ≤ 3
para todo i ∈ [k]. Si 1 ≤ j ≤ bk/2c + 1, entonces V1 → Vj por la defini-
ción. Si bk

2
c + 1 < j ≤ k, entonces Vbk/2c+1 → Vbk/2c+2 → V1, tenemos que

dist(V1, V1) ≤ 3.
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Caso 2: k es par, k ≥ 4. Ya que R(n1, n2, . . . , nk)− Vk ∼= R(n1, n2, . . . ,
nk−1), tenemos dist(Vi, Vj) ≤ 3 para todo 1 ≤ i, j ≤ k − 1. Más aún, Vk →
Vi → Vi+1 para i = 1, 3, 4, . . . , k−3 y Vk → Vk−1. Por lo tanto dist(Vk, Vt) ≤ 2
para t ∈ [k − 1]. Análogamente, Vi → Vi+1 → Vk para i = 1, 3, 5, . . . , k − 3
y Vk−1 → V1 → V2 → Vk. Por lo tanto, dist(Vt, Vk) ≤ 3 para t ∈ [k − 1].
Finalmente, Vk → V1 → V2 → Vk. Por lo tanto, dist(Vk, Vk) ≤ 3.

El siguiente resultado, el principal de esta subsección fue obtenido por
Gutin, Koh, Tay y Yeo [24].

Teorema 6.2.3. Sena H una digráfica fuerte de orden n ≥ 3 y D =
H(s1, s2, . . . , sn) con si ≥ 2, 1 ≤ i ≤ n. Entonces diám(H) ≤ diámmı́n(D) ≤
diám(H) + 2.

Notemos que el teorema anterior es una generalización de un resultado
análogo para extensión de gráficas obtenido por Koh y Tay [38, 60].

La condición n ≥ 3 es importante pues como podemos observar del teo-
rema 6.2.1 diám(K2) = 1 pero para s ≥ 3 diámmı́n(Ks,2) = 4. Claramente,
diám(H) ≤ diám(D′) para cada orientación D′ de D. Para demostrar la parte
más dif́ıcil de la desigualdad en el teorema 6.2.3, usaremos el siguiente lema.

Lema 6.2.4. Sea ti, si enteros tales que 2 ≤ ti ≤ si para 1 ≤ i ≤ n y
sea H una digráfica fuerte con conjunto de vértices [n], con n ≥ 3. Si la
digráfica D′ = H(t1, t2, . . . , tn) admite una orientación F ′ en la que cada
vértice V = (p, i), donde i pertenece a un ciclo de longitud dos en H, está en
un ciclo Cv de longitud no mayor a m, entonces D = H(s1, s2, . . . , sn) tiene
una orientación F con diámetro a lo más máx{m, diám(F ′)}.

Demostración. Dada una orientación F ′ de D′, definimos una orientación F
de D como sigue. Tenemos (p, i)→ (q, j) en F si y solo si una de las siguientes
condiciones se cumple:

1. p < ti, q < tj y (p, i)→ (q, j) en F ′.

2. p < ti, q ≥ tj y (p, i)→ (tj, j) en F ′.

3. p ≥ ti, q < tj y (ti, i)→ (q, j) en F ′.

4. p ≥ ti, q ≥ tj y ti, i)→ (tj, j) en F ′.
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Sean u = (p, i) y u = (q, j) un par de vértices distintos en F . Si i 6= j,
entonces es claro que distF (u, v) ≤ diám(F ′) (podemos usar modificaciones
obvias de las correspondientes trayectorias en F ′). Tenemos el mismo resul-
tado si i = j pero p < ti o q < tj. Supongamos que i = j, p ≥ ti y q ≥ tj.
Si i pertenece a un ciclo en H de longitud dos, entonces usando el ciclo Cu
concluimos que distF (u, v) ≤ m. Si i no pertenece a un ciclo de longitud dos
en H, entonces u, v dominan y son dominados por los mismos vértices y como
distF ((1, i), (2, i)) ≤ diám(F ), tenemos dist((p, i), (q, i)) ≤ diám(F ).

Demostración del teorema 6.2.3. Probaremos que existe una orientación D′

de D tal que diám(D′) ≤ diám(H) + 2. Si diám(H) = 1 entonces D es un
torneo multipartito y aśı por el teorema 6.2.2 se sigue que diám(H) = 1 <
2 ≤ diámmı́n(D) ≤ diám(H) + 2 = 3 . Por consiguiente asumiremos que
diám(H) ≥ 2.

Definimos una orientación F ′ de H(t1, t2, . . . , tn), donde cada ti = 2, como
sigue:

(1, i)→ (1, j)→ (2, i)→ (2, j)→ (1, i) si y solo si i < j. (6.1)

Sean u = (p, i) y v = (q, j) un par de vértices distintos en F ′. Mostra-
remos que distF ′(u, v) ≤ diám(H) + 2. Supongamos que ik1k2 · · · ksj es una
trayectoria de longitud s + 1 = distH(i, j) en H. Entonces la trayectoria
Q = (p, i)(k∗1, k1)(k∗2, k2) · · · (k∗s , ks)(j∗, j), donde x∗ = 1 o 2, es de longitud
distH(i, j) en F ′. Si j∗ = q, entonces la última desigualdad se sigue. En
caso contrario; es decir, j∗ 6= q, la trayectoria Q(3 − k∗s , ks)(q, j) es de lon-
gitud distH(i, j) + 2 en F ′. Aśı, distF ′(u, v) ≤ diám(H) + 2. Por lo tanto,
diám(F ′) ≤ diám(H). Por 6.1, cada vértice (p, i) de F ′, tal que i se encuen-
tra en un ciclo en H de longitud dos, perteneciendo a un ciclo de longitud
cuatro. Ahora este teorema se sigue del lema 6.2.4.

Terminamos esta subsección con la siguiente conjetura [24]. Es desco-
nocido si la conjetura es válida incluso para gráficas no dirigidas [38]. La

conjetura es correcta para H =
←→
T donde T es un árbol, y algunas otras

clases de digráficas.

Conjetura 6.2.5. Sean H una digráfica fuerte de orden n ≥ 3 y D =
H(s1, s2, . . . , sn) con si ≥ 2, i ∈ [n] de diámetro al menos tres. Entonces
diámmı́n(D) ≤ diám(H) + 1.
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6.3. Producto cartesiano de gráficas

El producto cartesiano de una familia de gráficas no dirigidas G1, G2,
. . . , Gn, denotado por G = G1×G2× · · ·×Gn o

∏n
i=1Gi, donde n ≥ 2, es la

gráfica G con V (G) = V (G1)×V (G2)×· · ·×V (Gn) = {(w1, w2, . . . , wn) : wi ∈
V (Gi), i ∈ [n]} y un par de vértices (u1, u2, . . . , un) y (w1, w2, . . . , wn) de G
son adyacentes si y solo si existe un r ∈ [n] tal que (ur, vr) ∈ F (Gr) y ui = vi
para toda i ∈ [n] \ {r} (véase figura 6.11). Sean Pn (Cn,Kn) la trayectoria
(ciclo, gráfica completa, no dirigida) de orden n y Tn nombrado árbol de
orden n. Roberts y Xu [53, 54, 55, 56], Koh y Tan [30] evaluaron la cantidad
ρ(Pk, Ps). (Hay que señalar que Robert y Xu [53, 54, 55, 56] consideraron
funciones objetivas además de ρ para orientaciones de productos Cartesianos
de trayectorias no dirigidas). Koh y Tan [35] probaron que la mayoŕıa de
estos resultados pueden ser extendidos como sigue.

u2

u1

G1

v1 v2

G2
(u1, v1)

(u1, v2)

(u2, v1)

(u2, v2)

G1 ×G2

Figura 6.11: El producto cartesiano de dos gráficas

Teorema 6.3.1. Para n ≥ 2, k1 ≥ 3, k2 ≥ 6 y (K1, k2) 6= (3, 6), tenemos
que ρ(Pk1 × Pk2 × · · · × Pkn) = 0.

Esto, en particular, generaliza el resultado principal de McCanna [43] en
n-cubos; es decir, las gráficas

∏n
i=1 P2. Koh y Tay [34] obtuvieron valores de

q(r, k) = ρ(C2r × Pk) para r, k ≥ 2: q(r, k) = 0 si K ≥ 4, q(r, k) = 2 si k = 2
y r es par q(r, k) = 1 en los casos restantes.

Ellos también evaluaron ρ(Km × Pk), ρ(Km × C2r+1 y ρ(Km ×Kn) [36],
ρ(Km × C2r) [37] y ρ(Tm × Tn) [39]. König, Krumme y Lazard estudiaron el
producto Cartesiano de ciclos. Ellos demostraron el siguiente resultado.

Teorema 6.3.2. Sean p, q enteros con p, q ≥ 6. Si al menos uno de esos
dos enteros es par, entonces ρ(Cp × Cq) = 0. Si ambos p y q son impares,
entonces ρ(Cp × Cq) = 1.
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König, Krumme y Lazard [40] evaluaron ρ(Cp × Cq) en la mayoŕıa de
los casos cuando el mı́nimo de p y q es más pequeño que 6. Ellos también
extendieron la parte de ρ(Cp × Cq) = 0 del teorema 6.3.2 a el producto
Cartesiano de tres o más ciclos. Algunos de los resultados anteriores fueron
entendidos por Koh y Tay [35], donde el siguiente teorema fue demostrado.

Teorema 6.3.3. Para m ≥ 2, r ≥ 0, k1 ≥ 3,k2 ≥ 6 y (k1, k2) 6= (3, 6),
tenemos que ρ(

∏m
i=1 Pki ×

∏r
i=1Cni

) = 0.

6.4. Gráficas con cuerdas

Una gráfica no dirigida G es una gráfica con cuerdas si cada uno de los
ciclos C de G de longitud al menos 4 tienen una cuerda; es decir, una arista
que conecta dos vértices de C que no son vecinos en C. Fomin, Matamala y
Rapaport [13] demostraron lo siguiente.

Teorema 6.4.1. Toda gráfica con cuerdas G sin puentes tiene una orienta-
ción de diámetro a lo más 2 diám(G) + 1.

Podemos obtener mejores cotas de diámmı́n(G) para familias particulares
de gráficas con cuerdas. Una gráfica G con V (G) = {vi : i ∈ [n]} es llamada
una gráfica de intervalos si existe un conjunto {Ji : i ∈ [n]} de intervalos
en la recta real tal que (vi, vj) es una arista si y solo si Ji ∩ Jj 6= ∅. Si el
conjunto correspondientes de intervalos {Ji : i ∈ [n]} puede elegirse tal que
ningún intervalo está contenido en otro, entonces G se llama gráfica de
intervalos propia. La clase de gráficas de intervalos es de gran importancia
para la teoŕıa de gráficas y sus aplicaciones. Es sencillo ver que cada gráfica
de intervalos es una gráfica con cuerdas, en la figura 6.12 podemos ver a G
una gráfica con cuerdas y H una gráfica de intervalos.

Mejorando los resultados de Fomin, Matamala, Prisner y Papaport [12],
Huang y Ye [28] probaron lo siguiente:

Teorema 6.4.2. Para toda gráfica conexa con intervalos y sin puentes G, se
tiene que diámmı́n(G) ≤ d3

2
diám(G)e + 1. Si G es una gráfica de intervalos

propia 2-conexa, entonces diámmı́n(G) ≤ d5
4

diám(G)e + k, donde k = 0 si
diám(G) ≤ 3 y k = 1, en otro caso.
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G

a

b

c

d

e

b
a

c

d
e

H

Figura 6.12: Una gráfica con cuerdas G y una gráfica de intervalos H
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Caṕıtulo 7

Reyes en digráficas

Sea D una digráfica y r, un entero positivo. Un vértice w ∈ V (D) es
llamado un r-rey si dist(w, x) ≤ r para cada vértice x en V (D). Especial-
mente, un 2-rey en D es llamado un rey en D. Mientras que un vértice es
un 2-siervo si dist(V (D), x) ≤ 2 (véase figura 7.1).

u1
u4

u2
u3

D

Figura 7.1: Una digráfica D con tres reyes {u2, u3, u4} y un siervo u1, no-
temos que u2 y u4 pueden ser considerados siervos o reyes

Denotaremos como Kr(D) el conjunto de todos los r-reyes en D. Por
definición todo r-rey en D es también un (r+1)-rey en D; es decir, Kr(D) ⊆
Kr+1(D).

En esta sección, estudiaremos r-reyes en torneos,en digráficas semicom-
pletas multipartitas y en otras generalizaciones de torneos. Haremos énfasis
en digráficas semicompletas multipartitas con 4-reyes. La noción de un 2-rey
y algunos resultados en 2-reyes en torneos serán generalizados en la siguiente
sección.
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7.1. 2-reyes en torneos

Estudiando el dominio en ciertas sociedades animales, el sociólogo ma-
temático Landau observó que todo torneo teńıa un 2-rey. De hecho, en todo
torneo T , cada vértice x de máximo ex grado es un 2-rey. En efecto, para
un vértice y ∈ T , y 6= x, x → y o existe un ex vecino de x el cual es un in
vecino de y. En ambos casos, dist(x, y) ≤ 2. Observemos que si un torneo
T tiene un vértice de in grado cero, este vértice es el único r-rey en T para
todo entero positivo r. Moon [45] demostró lo siguiente.

Teorema 7.1.1. Todo torneo sin vértices de in grado cero tiene al menos
tres 2-reyes.

Demostración. Primero veamos que todo torneo tiene un 2-rey. Sea T un
torneo y u ∈ V (T ) con ex grado máximo, supongamos que T no tiene 2-reyes,
como u no es un 2-rey entonces existe un v ∈ V (T ) tal que dist(u, v) ≥ 3,
aśı todos los ex vecinos de u son ex vecinos de v, pues en caso contrario la
distancia de u a v seŕıa uno. Entonces d+(v) ≥ d+(u) + 1, que contradice la
elección de u, por lo tanto T tiene al menos un 2-rey.

Supongamos que T tiene exactamente un 2-rey, u, tomemos w ∈ N−(u)
con ex grado máximo en N−(u). Existe v ∈ V (T ) tal que está a distancia
mayor a dos de w. Todos los ex vecinos de w son ex vecinos de v, entonces
v → u y v → w por lo tanto d+(v) ≥ d+(w) + 1, contradicción a la elección
de w. Por lo tanto T tiene al menos dos 2-reyes.

Por último supongamos que T tiene solamente dos 2-reyes, u y w, tome-
mos y ∈ N−(w) con ex grado máximo, existe v ∈ V (T ) tal que dist(y, v) ≥ 3
todos los ex vecinos de y son ex vecinos de v, v → u si no v estaŕıa a dis-
tancia dos de y, además v → y por tanto d+(v) ≥ d+(y) + 2, que contradice
la elección de y. Por lo tanto podemos concluir que todo torneo T tiene al
menos tres 2-reyes.

Los siguientes ejemplos muestran que la cota de Moon en el número de
2-reyes es justa. Sea Tn un torneo con conjunto de vértices {x1, x2, . . . , xn}
y conjunto de flechas A = X ∪ Y ∪ {(xn−2, xn)}, donde X = {(xi, xi+1) : i ∈
[n− 1]} y Y = {(xj, xi) : 1 ≤ i < j − 1 ≤ n− 1, (j, i) 6= (n, n− 2)}. Es fácil
verificar que, para n ≥ 5, xn−3, xn−2 y xn−1 son los únicos 2-reyes en Tn.
Véase la figura 7.2

Como el inverso de un torneo es un torneo, los dos resultados anteriores
pueden ser reformulados para 2-siervos. Los conceptos de 2-reyes y 2-siervos
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Figura 7.2: Un ejemplo de un torneo con exactamente tres 2-reyes. Las
flechas que no son mostradas están orientadas de derecha a izquierda.

en torneos fueron extremadamente investigados por matemáticos y cient́ıficos
poĺıticos (los últimos han estudiado las llamadas preferencias mayoritarias).

7.2. Reyes en digráficas semicompletas mul-

tipartitas

No resulta dif́ıcil ver que la proposición 1.0.5 implica que un torneo multi-
partito T tiene un ex radio finito si y solo si T contiene a lo más un vértice de
in grado cero. Más aún, la siguiente afirmación se cumple. Si un torneo tiene
ex radio finito, el ex radio es a lo más cuatro; es decir, todo torneo multipartito
con a lo más un vértice de in grado cero contiene un 4-rey. Este resultado fue
demostrado independientemente por Gutin [21] y por Petrović y Thomassen
[49]. Esta cota es justa y existe una infinidad de torneos p-partitos sin 3-reyes

para toda p ≥ 2 [21]. En efecto, torneos bipartitos
−→
C 4[Kq, Kq, Kq, Kq] para

q ≥ 2 no tienen 3-reyes (dist(u, v) = 4 para vértices distintos u, v de la
misma Kq). Es claro que todo torneo multipartito, cuyo componente inicial

fuerte es algún
−→
C 4[Kq, Kq, Kq, Kq] (q ≥ 2), tampoco tiene 3-reyes.

Aśı, los 4-reyes son de particular interés en torneos multipartitos. En una
serie de articulos (por ejemplo, Gutin [23], Koh y Tan [31, 32, 33], Petrović
[48] y la investigación de Reid [51]) se estudia el número mı́nimo de 4-reyes en
torneos multipartitos que no contienen vértices de in grado cero. (Si un torneo
multipartito contiene exactamente un vértice de in grado cero entonces este
contiene exactamente un 4-rey, aśı este caso es trivial).

Teorema 7.2.1. Sea T un torneo k-partito sin vértices de in grado cero. Si
k = 2, T contiene al menos cuatro 4-reyes; contiene exactamente cuatro 4-
reyes si su componente inicial fuerte consiste de un ciclo de longitud cuatro.
Si k ≥ 3, T contiene al menos tres 4-reyes; tiene exactamente tres 4-reyes si
su componente inicial fuerte consiste de un ciclo de longitud tres.

Demostración. Sea T un torneo sin vértices de in grado cero con partes U
y W , sea u ∈ V (T ) con ex grado máximo, supongamos que está en U y
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dividamos W en los conjuntos N+(u) y N−(u). Tenemos que N+3(u) ⊆
N−(u), si fuesen el mismo conjunto entonces todo W estaŕıa a distancia
menor a cuatro de u. Veamos en U el conjunto U \N+2[u], si existe un x en
este conjunto que no esté a distancia menor que o igual a cuatro, entonces
x domina a todos los ex vecinos de u y además domina a los w ∈ N+3(u),
por tanto d+(x) ≥ d+(u), lo que contradice la elección de u, ahora si en
N−(u) hay algún vértice y que está a distancia mayor a cuatro entonces y
domina a N+2(u), como ningún vértice tiene in grado cero entonces existe
algún v ∈ U \N+2[u] que domina a y, v domina a la ex vecindad de u, si no
y estaŕıa a distancia tres de u, por tanto, d+(v) ≥ d+(u) + 1, contradicción.
Por lo tanto todos los vértices están a distancia menor o igual a cuatro de u;
es decir u es un 4-rey. Si aplicamos el mismo procedimiento a v ∈ W con ex
grado máximo y aśı u y v son 4-reyes.

Tomemos a u y a sus ex vecindades N+(u), N+2(u), N+3(u) y N+4(u). Sea
x ∈ N+3 con ex grado máximo, sabemos que x está en W entonces x→ u, si
no entonces x seŕıa ex vecino de u, aśı los vértices que pertenecen a N+(u),
N+2(u), N+3(u) están a distancia menor a cuatro de x, supongamos que x
no es un 4-rey, entonces existe un y ∈ N+4(u) no está a distancia cuatro de
x, entonces y → x, además y domina a todos los vértices en N+(u), si no
entonces y estaŕıa en N+2(u), aśı d+(u) ≤ d+(y)+1, que es una contradicción
a la elección de u, aśı x es un 4-rey. Si hacemos un procedimiento análogo con
las ex vecindades de v tendremos otro 4-rey. Por lo tanto T tiene al menos
cuatro 4-reyes.

Este teorema puede ser considerado como una caracterización de torneos
bipartitos (p-partitos, p ≥ 3) con exactamente k 4-reyes para k ∈ {1, 2, 3, 4}
(con k ∈ {1, 2, 3}). El siguiente teorema de Gutin y Yeo [26] va más allá con
respecto a ambos números exactos de 4-reyes y la clases de digráficas bajo
consideración.

Teorema 7.2.2. Sea D = (V (D), F (D)) una digráfica semicompleta multi-
partita y sea k el número de 4-reyes en D. Entonces

k = 1 si y solo si D tiene exactamente un vértice de in grado cero.

k = 2, 3 o 4 si y solo si la componente inicial fuerte de D tiene k
vértices.

k = 5 si y solo si la componente inicial fuerte Q de D tiene cinco
vértices o Q contiene a lo más seis vértices y posee una trayectoria
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P = p0p1p2p3p4 tal que dist(p0, p4) = 4 y (V \V (P ), {p1, p2, p3, p4}) = ∅.

Para la demostración de este teorema primero veremos los siguientes le-
mas y el siguiente teorema.

Lema 7.2.3. Sea {x}, W0,W1, . . . ,Ws conjuntos ajenos de vértices en una
digráfica D. Sean dist(x,W0) = t y Wi+1 ⊆ N+(Wi) para todo i = 0, 1, . . . , s−
1. Entonces dist(x,Ws) ≤ t+ s.

Demostración. Es suficiente demostrar que dist(x,w) ≤ t+ s para todo w ∈
Ws. Claramente, existe ws−1 ∈ Ws−1 tal que ws−1 → ws. Análogamente, exis-
ten w0, w1, . . . , ws−2 tal que w0 → w1 → · · · → ws−1 → ws. Por lo tanto, exis-
te una (w0, ws)-trayectoria de longitud a lo más s. Entonces, dist(w0, ws) ≤ s.
Por lo tanto, dist(x,ws) ≤ dist(x,w0) + dist(w0, ws) ≤ t+ s.

Lema 7.2.4. Si P = p0p1 · · · pl es una trayectoria mı́nima desde p0 a pl
en una digráfica semicompleta multipartita D, y l ≥ 3, entonces existe una
(pl, p0)-trayectoria de longitud a lo más 4 en D〈V (P )〉.

Demostración. Como l ≥ 3 y P es una trayectoria mı́nima tenemos ({p0,
p1}, pt) = ∅. Si pl → p0, hemos terminado, aśı que asumimos que pl y
p0 pertenecen a el mismo conjunto de la partición de D. Esto implica que
pl → p1. Análogamente, (p0, {p2, p3}) = ∅, lo cual implica que plp1p2p3p0 o
plp1p2p0 es una (pl, p0)-trayectoria de longitud a lo más 4 en D〈V (P )〉.

Teorema 7.2.5. Si D = (V (D), F (D)) es una digráfica fuerte semicompleta,
con al menos seis vértices, entonces hay al menos cinco 4-reyes en D. Más
aún, si contiene exactamente cinco 4-reyes en D, entonces existe un trayecto-
ria P = p0p1p2p3p4, tal que dist(p0, p4) = 4, y (V \V (P ), {p1, p2, p3, p4}) = ∅.

Demostración. Sean X el conjunto de los 4-reyes en D y Y = V (D) \ X.
Claramente nuestro teorema es cierto si Y = ∅, entonces supongamos que Y
es no vaćıo; sea w ∈ Y arbitrario. Ahora definimos Wi como sigue: Wi = {v ∈
V (D) : dist(w, v) = i}, para todo i = 0, 1, . . . ,m, donde m = dist(w, V (D)).
Como w ∈ Y , m ≥ 5. Por la definición de los conjuntos Wi podemos observar
que para todo 2 ≤ i ≤ m

(W0 ∪ w1 ∪ · · · ∪Wi−2,Wi) = ∅. (7.1)

Demostraremos las siguientes afirmaciones:
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Afirmación A: Para todo z ∈ Wi, con i ≥ 3, tenemos dist(z,W0 ∪W1 ∪
· · · ∪Wi) ≤ 4.

Como una trayectoria mı́nima desde w a z es de longitud al menos tres,
por el lema 7.2.4, dist(z, w) ≤ 4. Sean q ∈ W1∪· · ·∪Wi\{z} y r0r1 · · · rj
una (rw, q)-trayectoria mı́nima en D. Si 1 ≤ j ≤ 3, entonces, por 7.1 y
el hecho de que r0 o r1 es adyacente a z (pues D es multipartita semi-
completa), concluimos que z domina a al menos alguno de los vértices
r0, r1. Entonces, zr0r1 · · · rj o zr1 · · · rj es una (z, q)-trayectoria en D de
longitud al menos cuatro. Si j ≥ 4 entonces, como z domina al menos
a alguno de los vértices rj−3, rj−2 (por 7.1), zrj−2rj−1rj o zrj−2rj−1rj
es una (z, q)-trayectoria en D de longitud a lo más cuatro.

Afirmación B: Si y ∈ Y ∩ Wi, 0 ≤ i ≤ m − 1, entonces (i) o (ii) se
cumple:

i Para todo z ∈ Wi+1 existe una (w, z)-trayectoria en D \ {y}.

ii dist(y,Wi+1) ≤ 3.

Supongamos que no se cumplen (i) ni (ii). Esto implica que existen
vértices z1 y z2 en Wi+1 tales que no existe una (w, z1)-trayectoria
en D \ {y} y no hay una (y, z2)-trayectoria de longitud a lo más tres
en D. Sean P = p0p1 · · · pi+1 una trayectoria mı́nima de w a z1 en
D y R = (r0, r1, . . . , ri+1) una trayectoria mı́nima de w a z2 en D.
Claramente (y = pi) → z1 y y → z2, lo cual implica que z1 6= z2. Si
z1 y z2 pertenecen a la misma parte, entonces ri es adyacente a z1. Si
ri → z1, entonces r0r1 · · · riz es una (w, z1)-trayectoria en D \ {y}, una
contradicción. Si z1 → ri entonces yz1riz2 es una (y, z2)-trayectoria de
longitud tres en D, una contradicción. Por lo tanto z1 y z2 pertenecen a
distintas partes. Si z1 → z2, entonces yz1z2 es una (y, z2)-trayectoria de
longitud dos en D y si z2 → z1, entonces r0r1 · · · ri+1z1 es una (w, z1)-
trayectoria en D \ {y}, una contradicción.

Ahora demostraremos el teorema por inducción. Si |V (D)| = 6 entonces
todos los vértices de D son cuatro reyes o existe una trayectoria p0p1p2p3p4p5

en D, tal que dist(p0, p5) = 5. En ambos casos el teorema se cumple. En
efecto, en el segundo caso, observemos que p0 ∈ Y y, aśı, {p3, p4, p5} ⊆ X,
por la afirmación A. Claramente {p1, p2} ⊆ X pues p0 ∈ N+({p2, p3}).
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Supongamos que |V (D)| ≥ 7 y que el teorema se cumple para todas las
digráficas fuertes semicompletas multipartitas (con al menos seis vértices).
Ahora consideramos los siguientes dos casos.

Caso 1. Existe un vértice y ∈ Y ∩Wi, 0 ≤ i ≤ m − 1, tal que (i) de la
afirmación B se cumple.

Primero mostremos que, para todo q ∈ V (D) \ {y}, existe una (w, q)-
trayectoria en V (D) \ {y}. Sean q ∈ Wj arbitrario y P = p0p1 · · · pj una
trayectoria mı́nima de w a q en D. Si j ≤ i entonces claramente y /∈ V (P ),
aśı terminamos. Si j ≥ i + 1 entonces (como (i) se cumple) existe una
(w, pi+1)-trayectoria en V (D) \ {y}, que junto con pi+2 · · · pj forman una
(w, pj)-trayectoria en V (D) \ {y}.

Sean u ∈ Wm arbitrario y R = r0r1 · · · rl una trayectoria mı́nima desde w
a u en V (D)\{y}. Claramente l ≥ m ≥ 5. Aśı, por el lema 7.2.4, concluimos
que D〈V (R)〉 es fuerte.

Sea Q1, Q2, . . . , Qs (con s ≥ 1) un ordenamiento aćıclico de componentes
fuertes de V (D) \ {y}. Como distV (D)\{y}(w, V (D) \ {y}) < ∞, el vértice w
pertenece a la componente inicial de V (D) \ {y}. Ya que D〈V (R)〉 es fuerte,
esta componente tiene más de un vértice. Como V (D) \ {y} es semicompleta
multipartita, podemos concluir que Q1 es la única componente inicial fuerte
de V (D) \ {y}. Ya que V (R) ⊆ V (Q1), Q1 tiene al menos seis vérices.

Sean q un 4-rey en Q1, y r ∈ V (D) \ {q} arbitrario. Si r ∈ Q1 entonces
claramente existe una (q, r)-trayectoria de longitud a lo más 4 enD. Si r ∈ Qt,
t ≥ 2, entonces q → r o existe algún vértice u ∈ Q1 tal que q → u → r.
Esto implica que existe la (q, r)-trayectoria de longitud a lo más dos en
D. Supongamos que r = y y dist(q, y) > 4. Se sigue de los argumentos
anteriores que dist(q, V (D) \ {y}) ≤ 4. Por lo tanto, dist(q, y) = 5. Sea

W
(q)
i = {v ∈ V (D) : dist(q, v) = i}, i = 0, 1, . . . , 5. Como W

(q)
5 = y, por la

afirmación A, y es un 4-rey, una contradicción. Por lo tanto todo 4-rey en
D〈Q1〉 es también un 4-rey en D.

Usando la hipótesis de inducción para D〈Q1〉, obtenemos que hay al me-
nos cinco 4-reyes en D. Si en D hay exactamente cinco 4-reyes, entonces exis-
ten precisamente con 4-reyes en D〈Q1〉 y, por lo tanto, existe una trayectoria
P = p0p1p2p3p4 en D〈Q1〉, la cual es una posible trayectoria mı́nima de P0 a
p4 en D〈Q1〉 y (V (Q1\V (P ), {p1, p2, p3, p4}) = ∅ y aśı terminamos, por tanto
asumimos que hay una flecha (y, pk), donde 1 ≤ k ≤ 4. Mostraremos que y
es otro 4-rey en D y, por lo tanto, obtenemos una contradicción a nuestra su-
posición de la existencia de la flecha (y, pk). Si V (D)\{y} no es fuerte, como
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dist(pk, V (d) \ (V (Q1) ∪ {y})) ≤ 2 tenemos que dist(y, V (D) \ V (Q1)) ≤ 3.
Sea x ∈ V (Q1) \ V (P ). Si k < 4, entonces pk → x o pk+1 → x (o ambos).
Por lo tanto, dist(y, x) ≤ 3. Sea k = 4. Si x y p4 son adyacentes, entonces
y → p4 → x. Si x y p4 no son adyacentes, entonces y → p4 → p1 → x o
y → p4 → p2 → x (o ambos). Por lo tanto dist(y, x) ≤ 3.

Para demostrar que y es un 4-rey, es suficiente demostrar que dist(y, pj) ≤
4 para todo ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Para j > k, dist(y, pj) ≤ 4. Para 0 ≤ j < k < 4,
pj es dominado por pk o pk+1; aśı, dist(y, pj) ≤ 3. Sea k = 4. Si p4 → p0,
entonces dist(y, {p0, p1, p2, p4}) ≤ 4. Como p4 domina a p1 o p2 (o ambos),
dist(y, {p1, p2, p3, p4}) ≤ 4. Ya que Q1 es fuerte y |V (q1)| ≥ 6, existe una
flecha (v, p0) en D, donde v ∈ V (Q1)\V (P ). Como p4 y p0 no son adyacentes,
p4 → v. Aśı, dist(y, p0) ≤ 2.

Caso 2. Para todo i = 0, 1, . . . ,m−1 y todo y ∈ Y ∩Wi, (ii) de afirmación
B se cumple.

Por la afirmación A, tenemos que Wm ⊆ X. Con la afirmación A y (ii) de
la afirmación B, obtenemos que Wm−1 ⊆ X. Por la afirmación A, dist(Wm−2,
W0∪W1∪· · ·∪Wm−2) ≤ 4. De (ii) en la afirmación B, dist(Wm−2, Wm−1) ≤ 3.
Ya que Wm ⊆ N+(Wm−1), por el lema 7.2.3, dist(〈Wm−2, Wm) ≤ 4. Aśı,
Wm−2 ⊆ X.

Si |X| ≥ 6, terminamos. Por lo tanto, supongamos que |X| ≤ 5. Sin
embargo, esto implica que al menos uno de los conjuntos Wm−2, Wm−1, Wm

es un conjunto unitario.
Sea P = p0p1 · · · pm una trayectoria de w a un vértice pm ∈ Wn. Claramen-

te pm−3 tiene una trayectoria de longitud tres a todo vértice en Wm, ya que
|Wm−2| = 1 o |Wm| = 1. Como en lo anterior concluimos por (ii) de la afirma-
ción B y el lema 7.2.3, que pm−3 tiene una trayectoria de longitud a lo más tres
a todo vértice de Wm−2 y una trayectoria de longitud a lo más cuatro a todo
vértice de Wm−1. Por la afirmación A, dist(pm−3,W0∪W1∪ · · ·∪Wm−3) ≤ 4,
por lo tanto, pm−3 ∈ X.

Por lo tanto, al menos dos de los conjuntos Wm−1, Wm−1 y Wm son
unitarios. Al igual que antes observamos que pm−4 tiene una trayectoria de
longitud tres a cada vértice de Wm−1 y una trayectoria de longitud cuatro a
todo vértice de Wm. Más aún tiene una trayectoria de longitud a lo más tres
a todo vértice de Wm−3 y una trayectoria de longitud a lo más cuatro a cada
vértice de Wm−2 (por (ii) en la afirmación B y el lema 7.2.3). Debido a la
afirmación A, dist(pm−4,W0 ∪W1 ∪ · · · ∪Wm−4) ≤ 4. Por lo tanto pm−4 ∈ X.

Por consiguiente X = {pm−4, pm−3, pm−2, pm−1, pm} (como supusimos que
|X| ≤ 5), y Wm = {pm}, Wm−1 = {pm−1} y Wm−2 = {pm−2}. Ahora es
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suficiente probar que V \ X, {pm−3, pm−2, pm−1, pm} = ∅. Supongamos que
esto no es verdad. Entonces, existe un vértice q ∈ V (D) \X el cual domina
a un vértice en el conjunto {pm−3, pm−2, pm−1, pm}. Claramente existen solo
las siguientes tres posibilidades: (a) q ∈ Wm−3 \ {pm−3} y q → pm−2; (b) q ∈
Wm−3\{pm−3} y q → pm−3; (c) q ∈ Wm−4\{pm−4} y q → pm−3. En todos estos
casos, W0 ∪W1 ∪ · · · ∪Wm−3 ⊆ N+({pm−1, pm}), y dist(q, {pm−1, pm}) ≤ 3.
Aśı por el lema 7.2.3, dist(q,W0 ∪W1 ∪ · · · ∪Wm−3) ≤ 4. Observemos que
dist(q, pm−2) ≤ 2. Entonces, q es un 4-rey, una contradicción.

Demostración del teorema 7.2.2. Este teorema es una implicación del teore-
ma anterior. Supongamos que |V (D)| ≥ 2 (el caso de |V (D)| = 1 es trivial).
Observemos que si la componente inicial fuerte Q de D tiene a lo más cinco
vértices, entonces todo vértice en Q es un 4-rey y, claramente, no hay otro
vértice en D que sea un 4-rey. Si |V (D)| ≥ 6, entonces los 4-reyes de Q son
4-reyes en D y no hay ningún otro vértice en D que sea un 4-rey.

Hemos visto que un vértice de máximo ex grado en un torneo es un 2-
rey. Es un poco más dif́ıcil demostrar que un vértice de máximo ex grado
en un torneo bipartito es un 4-rey. Con 4-reyes en torneos k-partitos para
k ≥ 3, la situación es más complicada como veremos en el siguiente teorema
de Goddard, Kubicki, Oellermann y Tian [19].

Teorema 7.2.6. Sea T un torneo fuerte 3-partito de orden n ≥ 8. Si v es
un vértice de máximo ex grado en T , entonces dist(v, V (T )) ≤ dn/2e y esta
cota es justa.

Demostración. Supongamos que u es un vértice cuya distancia desde v es un
máximo. Sea P = v0v1 · · · vl con v0 = v y vl = u, una trayectoria mı́nima de
v a u en T . Mostraremos que l ≤ dn/2e. Observemos que vi no es adyacente
a vj, donde j > i + 1 para 0 ≤ i < l − 1; en caso contrario, T contiene
una (v, u)-trayectoria mı́nima menor a P . Supongamos que X, Y y Z son
las partes de T , y supongamos que v0 ∈ X. Sea Y ′ y Z ′ los conjuntos de
vértices de Y y Z, respectivamente, que son adyacentes desde v0 pero que no
contienen a v1 (véase la figura 7.3). Entonces d+(v) = d+(v0) = |Y ′|+|Z ′|+1.
Más aún, para i ≥ 3 vi ∈ Z y vi es adyacente a todos los vértices de Y ′,
o vi ∈ Z y vi es adyacente a todos los vértices de Z ′ o vi ∈ X y vi es
adyacente a todos los vértices de Y ′ ∪ Z ′. Si l ≤ 4, entonces el teorema se
sigue. Supongamos entonces que l ≥ 5. Entonces vi /∈ X para i ≥ 3. Para
ver esto, supongamos que vi ∈ X, donde i ≥ 3 con i tan pequeño como
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sea posible. Si i < l, entonces vi es adyacente a vi+1, v1 y a cada vértice en
Y ′∪Z ′. Aśı, en cualquier caso d+(vi) > d+(v), lo cual no es posible. Entonces
vi ∈ Y o vi ∈ Z para i ≥ 3. Por lo tanto, vl ∈ Y o vl ∈ Z, dicho lo anterior.
Por tanto vl−1 ∈ Z. Observemos que todo vértice de Y ′ ∪ Z ′ y cada vértice
de P excepto vl−2 y vl−1 es adyacente de al menos algún vértice entre vl−1 o
vl. Más aún, v = v0 es adyacente a ambos vl−1 y vl. Por tanto,

d+(vl−1) + d+(vl) ≥ l + |Y ′|+ |Z ′|.

Pero

2(|Y ′|+ |Z ′|+ 1) = 2d+(v) ≥ d+(vl−1) + d+(vl),

aśı que |Y ′|+ |Z ′|+2 ≥ l. Como n ≥ |Y ′|+ |Z ′|+ l+1 se sigue que n+1 ≥ 2l
o equivalentemente l ≤ dn/2e.

v0 v1 v2 v3 v4 vl−1 vl
. . .

Y ′ Z ′

Figura 7.3

Mostraremos que para cada entero p ≥ 8, existe un torneo fuertemente
conexo 3-partito T que contiene un vértice de ex grado máximo y cuya distan-
cia al resto de los vértices en T es dn/2e. Sea l = dn/2e y suponemos que V es
un conjunto de n vértices que contiene los vértices v0, v1, v2, . . . , vl. Partimos
los vértices de V \{v0, v1, . . . , vl} en dos conjuntos no vaćıos Y ′ y Z ′ tales que
|Y ′| = bn/4c. Definimos X = {v0}, Y = Y ′ ∪ {vi : i es impar y 1 ≤ i ≤ l} y
Z = Z ′∪{vi : i es par y 1 ≤ i ≤ l}. Sea T el torneo 3-partito que tiene partes
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X, Y y Z, con conjunto de flechas:

{(v0, u) : u ∈ Y ′ ∪ Z ′ ∪ {v1}}
∪ {(vi, v0) : 2 ≤ i ≤ l}
∪ {(vi, vi+1) : 1 ≤ i ≤ l − 1}
∪ {(y′, v2) : y′ ∈ Y ′}
∪ {(z′, v1) : z′ ∈ Z ′}
∪ {(y′, z′) : y′ ∈ Y ′, z′ ∈ Z ′}
∪ {(vi, z′) : i es impar y 3 ≤ i ≤ l y z′ ∈ Z ′}
∪ {(vi, y′) : i es par, 4 ≤ i ≤ l e y′ ∈ Y ′ }
∪ {(vi, vj) : i es impar, 3 ≤ i ≤ l y j es par, j ≤ i− 3}
∪ {(vi, vj) : i es par, 4 ≤ i ≤ l y j es impar, j ≤ i− 3},

véase la figura 7.3. Entonces T es fuertemente conexa y v0 es un vértice de
ex grado máximo en T , que está a distancia dn/2e de los demás vértices de
D.

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

Figura 7.4: Un torneo fuerte 3-partito T de orden n = 8, con v0 un vértice
de ex grado máximo tal que dist(v0, V (T )) = dist(v0, v4) = 4 = dn/2e

En el resto de esta sección demostraremos el siguiente teorema usando un
argumento adaptado de [26].
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Teorema 7.2.7. Toda digráfica semicompleta multipartita con a lo más un
vértice de in grado cero tiene un 4-rey.

Para la demostración necesitamos los siguientes lemas:

Lema 7.2.8. Sea D una digráfica semicompleta multipartita y sea Q un
componente inicial fuerte de D. Si Q contiene al menos dos vértices, entonces
D tiene solamente un componente inicial fuerte. Todo vértice en Q, el cual
sea 4-reyes en Q, es un 4-rey en D.

Demostración. Supongamos que |V (Q)| ≥ 2, pero D tiene otro componente
inicial fuerte Q′. Como Q contiene vértices adyacentes, existe una flecha entre
Q y Q′, una contradicción.

Sean x un 4-rey en Q y y ∈ V (D)\V (Q) arbitrario. Si x e y son adyacen-
tes, entonces claramente x → y. Supongamos que x e y no son adyacentes.
Como Q es fuerte, este contiene un vértice z dominado por x. Claramente,
x→ z → y. Por lo tanto dist(x, y) ≤ 2 y x es un 4-rey en D.

Lema 7.2.9. Sean D una digráfica fuerte semicompleta multipartita y w un
vértice en D. Para i ≥ 3, si N+i(w) 6= ∅, entonces dist(N+i(w), N+i[w]) ≤ 4.

Demostración. Sea z ∈ N+i(w) arbitrario. Como una trayectoria de w a z es
de longitud i ≥ 3, por el lema 7.2.4, dist(z, w) ≤ 4. Sean q ∈ N+i[w]\{w, z} y
r0r1 · · · rj una (w, q)-trayectoria mı́nima en D. Si 1 ≤ j ≤ 3, como z domina
al menos uno de los vértices r0, r1, entonces zr0r1 · · · rj o zr1 · · · rj es una
(z, q)-trayectoria en D de longitud a lo más cuatro. Si j ≥ 4, como z domina
a lo más uno de los vértices rj−3, rj−2, entonces zrj−3rj−2rj−1rj o zrj−2rj−1rj
es una (z, q)-trayectoria en D de longitud a lo más cuatro.

Demostración del teorema 7.2.7. Sea D una digráfica semicompleta multi-
partita con a lo más un vértice de in grado cero. Si D tiene un vértice x de in
grado cero, entonces claramente x es un 2-rey1 en D. Aśı, suponemos que D
no tiene vértices de in grado cero. Entonces, toda componente inicial Q de D
tiene al menos dos vértices. Por el lema 7.2.8, Q es único y todo 4-rey en Q es
un 4-rey en D. Solo queda demostrar que Q tiene un 4-rey. Si cada vértice en
Q es un 4-rey, entonces ya terminamos. En caso contrario, sea w un vértice
en Q el cual no es un 4-rey de Q. Entonces, r = dist(w, V (Q)) ≥ 5. Por el

1Es claro que x domina a todos los vértices que estan en una parte distinta, además
para todo u en la misma parte que x existe un z en una parte distinta que lo domina, aśı
x→ z → u, por tanto x es un 2-rey.
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lema 7.2.9, distQ(N+i
Q (w), N+i

Q [w]) ≤ 4; es decir, todo vértice en N+r
Q (w) es

un 4-rey en Q (pues N+r
Q [w] = V (Q)).

7.3. Reyes en generalización de los torneos

Bang-Jensen y Huang [3] consideraron reyes en digráficas cuasitransitivas.
El teorema 7.3.3 muestra el resultado principal de [3], en este usaremos una
modificación de nuestra definición de extensiones como sigue: Sea D una
digráfica con n vértices y sean S1, S2, . . . , Sn distintas digráficas. La digráfica
D[S1, S2, . . . , Sn] es la digráfica obtenida de D al reemplazar el i-ésimo vértice
de D por la digráfica Si de tal manera que para toda flecha i → j en D,
D[S1, . . . , Sn] contiene todas las posibles flechas desde V (Si) a V (Sj).

Teorema 7.3.1. Sea D una digráfica. Entonces D es una digráfica cuasi-
transitiva si y solo si lo siguiente se cumple:

1 Si D no es fuerte, entonces existe un número natural q ≥ 2, una digráfi-
ca transitiva Q con q vértices y digráficas cuasitransitivas W1, W2, . . . ,
Wq tales que D = Q[W1,W2, . . . ,Wq].

2 Si D es fuerte, entonces existe un número natural q ≥ 2, una digráfi-
ca fuerte semicompleta Q con q vértices y digráficas cuasitransitivas
W1,W2, . . . ,Wq, donde cada Wi es unitario o una digráfica no fuerte
cuasitransitiva, tal que D = Q[W1,W2, . . . ,Wq]. Más aún, si Q tiene
un ciclo de longitud dos inducido por vértices vi y vj, entonces la co-
rrespondientes digráficas Wi y Wj son triviales, es decir, cada una de
ellas tiene solo un vértice.

Lema 7.3.2. Sea D = Q[W1,W2, . . . ,Wq] una digráfica fuerte cuasitran-
sitiva. Para todo i = 1, 2, . . . , q, dist(x, y) ≤ 3 para cada par de vértices
x, y ∈ Wi. Más aún, si Wi es no trivial, entonces existe x, y ∈ Wi tal que
dist(x, y) = 3.

Teorema 7.3.3. Sea D una digráfica cuasi-transitiva. Entonces tenemos

(1) D tiene un 3-rey si y solo si este tiene ex radio finito.

(2) Si D tiene un 3-rey, entonces lo siguiente se cumple:

(a) Todo vértice en D de máximo ex grado es un 3-rey.
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(b) Si D no tiene vértices de in grado cero, entonces D tiene al menos
dos 3-reyes.

(c) Si el único componente inicial fuerte de D contiene al menos tres
vértices, entonces D tiene al menos tres 3-reyes.

Demostración. Primero demostremos (1). Supongamos que D tiene un ex
radio finito, entonces por teorema 1.0.5 tenemos que D tiene una única com-
ponente inicial fuerte D1, tomemos x ∈ D1 con ex radio máximo y supon-
gamos que no es un 3-rey, por tanto existe y ∈ V (D) tal que dist(x, y) ≥ 4,
tomemos una xy-trayectoria mı́nima v0v1 · · · vp, con v0 = x y vp = y, y con-
sideremos los siguientes casos. Si y no está en la componente inicial, sea vi el
primer vértice de la trayectoria que no está en la componente inicial, entonces
vi−1 → vi → vi + i y aśı vi+1 → vi−1, en caso contrario habŕıa una trayec-
toria de longitud menor, por tanto vi+1 pertenece a la componente inicial,
lo cual es una contradicción. Si y pertenece a la componente inicial. Por el
teorema 6.1.1 sabemos que y → x y ya que D es una digráfica cuasitransitiva
entonces y domina a la ex vecindad de x, de lo contrario existiŕıa una trayec-
toria de menor longitud, por lo tanto d+(y) ≥ d+(x) + 1 lo cual contradice
la elección de x. Aśı concluimos que x es un 3-rey.

Una condición necesaria para la existencia de un k-rey, en una digráfica D
es que D tenga un vértice el cual pueda alcanzar a todos los demás vértices
por una trayectoria. Esto es equivalente a decir que D debe de tener una
ex ramificación. Recordemos que por el teorema 1.0.4 tenemos que si una
digráfica contiene una ex ramificación entonces esta tiene una única compo-
nente fuerte. Por tanto supongamos que D tiene un 3-rey x, entonces x está
en una única componente inicial y por el teorema 1.0.5 D tiene un ex radio
finito. Por tanto (1) se cumple.

Para demostrar el inciso (a) de (2), tomemos x en D de ex grado máximo
por el teorema 7.3.1 x debe pertenecer a la componente inicial fuerte de
D y aśı asumimos que D es fuerte. Por el teorema 7.3.1 y el lema 7.3.2
dist(x, y) = 3 para todo no vecino de x. Supongamos ahora que algún in
vecino y de x no puede ser alcanzado desde x por una trayectoria de longitud
dos. Entonces y domina a toda la ex vecindad de x y a x, contradiciendo la
elección de x. Por lo tanto x es un 3-rey.

Por último veamos la demostración de los incisos (b) y (c). Supongamos
primero que D es fuerte. Entonces por el teorema 7.3.1, Q no tiene vértices
de in grado cero y aśı tiene al menos dos 2-reyes y si Q no es solo un 2-ciclo,
entonces este tiene al menos tres 2-reyes. La afirmación se sigue del lema 7.3.2
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Si D no es fuerte, entonces la componente inicial (la cual debe de ser única
ya que D tiene un 3-rey) es no trivial (pues D no tiene vértices de in grado
cero), aśı por el resultado anterior podemos encontrar los deseados reyes.

En las siguientes familias de digráficas cuasitransitivas, toda digráfica

tiene un 3-rey pero no un 2-rey:
−→
C 3[Kk1 , Kk2 , Kk3 ] para todo k1, k2, k3 ≥ 2.

En [49], Petrović y Thomassen obtuvieron lo siguiente.

Teorema 7.3.4. Sea G una gráfica no dirigida cuyo complemento es la unión
ajena de gráficas completas, trayectorias y ciclos. Entonces toda orientación
de G con a lo más un vértice de in grado cero tiene un 6-rey.

Demostración. Sean G una gráfica como se describe en el teorema y V1, V2,
. . . , Vk los conjuntos de vértices de las gráficas completas, trayectorias y
ciclos que están en el complemento de G. Sea D una orientación de G con a
lo más un vértice de in grado cero y vi ∈ Vi un vértice de ex grado máximo
entre los vértices que están en Vi. La subdigráfica generada por v1, v2, . . . , vk
es un torneo en D y por lo tanto tiene un 2-rey, digamos v1. Afirmamos que
v1 es un 6-rey en D.

Sea u cualquier vértice en D, digamos u ∈ Vi. Describiremos una trayec-
toria dirigida desde v1 a u de longitud a lo más seis.

Primero D tiene una trayectoria dirigida P de longitud a lo más dos de
v1 a vi. Si D tiene también una trayectoria de longitud a lo más dos desde
vi a u, si es que u es ex vecino de vi o si hay una trayectoria de longitud
dos de vi a u, entonces terminamos. De otra manera u y vi son dominados
y dominan a los mismos vértices (porque el ex grado de u no es mayor al de
vi). Si i ≥ 2, entonces el predecesor x de vi en P domina a u. Reemplazando
la flecha (x, vi) de P por (x, u) resulta en una trayectoria de longitud a lo
más dos desde v1 a u.

Aśı, supongamos que i = 1 y que D no tiene una trayectoria dirigida de
longitud de a lo más dos desde v1 a u. Si v1 y u no tienen in grado cero,
entonces existe un vértice z que domina a u (y a v1 pues si no u estaŕıa a
distancia dos de v1), digamos que z ∈ Vj, j ≥ 2. Si D tiene una trayectoria
de longitud a lo más seis desde v1 a u terminamos; de lo contrario por el
caso anterior (donde i ≥ 2) concluimos que T tiene una trayectoria mı́nima
Q de longitud a lo más cuatro desde v1 a z. Si Q tiene longitud a lo más
tres, entonces agregamos la flecha (z, u) a Q. Si Q tiene longitud 4, entonces
la minimalidad de Q implica que un predecesor y de z en Q domina a v1.
Pero entonces y también domina a u (porque v1 y u son dominados por los
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mismos vértices), reemplazando la flecha (y, z) de Q por (y, u) resulta en una
trayectoria de longitud cuatro desde v1 a u. Si alguno entre v1 y u tienen in
grado cero, notemos que no puede ser u pues su ex grado no es mayor al de
v1 y solo aceptamos un vértice de in grado cero. Aśı v1 tiene in grado cero,
por tanto existe z que domina a u si z ∈ V1, entonces como este no tiene in
grado cero entonces es dominado por otro vértice digamos y ∈ V j y similar
a lo anterior podemos encontrar una trayectoria de longitud a lo más cuatro
de y a u y aśı una de longitud a lo más cinco desde v1 a u.



Caṕıtulo 8

(k, l)-núcleos

El concepto de (k, l)-núcleos en digráficas fue introducido por Kwaśnik en
[41, 42]. Este concepto generaliza varias nociones de conjuntos independientes
de vértices tales como un núcleo y un cuasi-núcleo. En esta sección, discuti-
remos sobre (k, l)-núcleos y sus casos especiales, núcleos y cuasinúcleos. La
noción de un (k, l)-núcleo ha tenido varias aplicaciones, especialmente los
(2, 1)-núcleos.

Sean k y l enteros con k ≥ 2, l ≥ 1, y D = (V (D), F (D)) una digráfica.
Un conjunto J ⊆ V es un (k,l)-núcleo de D si

(a) para todo par x, y de vértices distintos en J tenemos que dist(x, y) ≥ k,

(b) para cada z ∈ V (D) \ J , entonces existe x ∈ J tal que dist(z, x) ≤ l.

Un núcleo es un (2, 1)-núcleo y un cuasinúcleo es un (2, 2)-núcleo (véase
figura 8.1). Galeana Sánchez y Li [16] demostraron algunos resultados que
relacionan (k, l)-núcleos en una digráfica D con aquellos de su digráfica de
ĺıneas, algunos de estos resultados los mostraremos más adelante.

Para una pseudográfica dirigida D = (V (D), F (D)), la digráfica de
ĺıneas Q = L(D) tiene conjunto de vértices V (Q) = F (D) y conjunto de
flechas

F (W ) = {(a, b) : a, b ∈ V (Q), la cabeza de a coincide con la cola de b }.

Una pseudográfica dirigida H es una digráfica de ĺıneas si existe una
pseudográfica D tal que H = L(D) (véase figura 8.2).

Un seminúcleo S de D es un conjunto independiente de vértices tal
que, para todo z ∈ (V (D) \ S) para el cual existe una flecha (S, z), entonces

85
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(3, 2)-núcleo (2, 1)-núcleo (2,2)-núcleo

Figura 8.1: Los correspondientes (k, l)-núcleos están formados por los vérti-
ces negros

también existe una flecha (z, S). El concepto de seminúcleos es similar al
de núcleos y es muy útil para encontrar núcleos en digráficas, donde toda
subdigráfica inducida de una digráfica D tiene un seminúcleo distinto del
vaćıo entonces D también contiene un núcleo.

1 2

3

4

5

H

(1, 2)

(2, 3) (3, 4)

(4, 5)

(5, 4)(2, 5)

Q

Figura 8.2: Una digráfica H y su digráfica de ĺıneas Q = L(H)

Sea D = (V (D), F (D)) una digráfica. Denotamos por P(X) al conjunto
de todos los subconjuntos del conjunto X y f : P(V (D)) → P(F (D)) de-
nota la función que se define como sigue: para cada Z ⊆ V (D), f(Z) =
{(u, x) ∈ F (D) : x ∈ Z}. También usaremos f : P(F (D)) → P(V (D)) pa-
ra denotar la función que se define como sigue: para cada A ⊆ F (D);
f(A) = {x ∈ V (D) : (u, x) ∈ A}.

Teorema 8.0.1. Si D es una digráfica tal que todo vértice tiene in grado
al menos uno, entonces D tiene un seminúcleo si y solo si L(D) tiene un
seminúcleo.
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Demostración. Si D tiene un seminúcleo S, entonces f(S)L es un seminúcleo
de L(D). Primero veamos que f(S)L es independiente, supongamos que no,
entonces existen a, b ∈ f(S)L tal que a→ b, como a ∈ f(S)L entonces existe
u ∈ V (D) tal que (u, a) ∈ F (D) y además (a, b) ∈ F (D), entonces a, b ∈ S
lo cual contradice que S sea un conjunto independiente. Tomemos ahora
b ∈ (V (L(D) \ f(S)L) tal que existe a f(S)L y ((u, a), (a, b)) ∈ (L(D)) con
u ∈ V (D), entonces existe z tal que (b, z) ∈ F (D) con z ∈ S, por tanto en
f(S)L existe un c ∈ S tal que (b, c) ∈ F (L(D)) y aśı concluimos que f(S)L
es un seminucleo de L(D).

El inverso, si L(D) tiene un seminúcleo A, entonces probaremos que f(A)
es un seminúcleo de D.Primero demostraremos que f(A) es independiente
en D. Por contradicción, si f(A) no es independiente, entonces existen dos
vértices x, y ∈ f(A) tal que (x, y) ∈ F (D). Como x ∈ f(A), entonces exis-
te un vértice u ∈ V (D) tal que (u, x) ∈ F (D). Como ((u, x), (x, y)) es una
A(x, y)-flecha en L(D) y A es un seminúcleo de L(D), entonces debe de exis-
tir una flecha (y, v) ∈ F (D) tal que (y, v) ∈ A y ((x, y), (y, v)) ∈ A(L(D)).
Ya que y ∈ f(A), existe t ∈ V (D) tal que (t, y) ∈ A. Entonces tenemos
{(t, y), (y, v)} ⊆ A con ((t, y), (y, v)) ∈ F (L(D)), lo cual contradice la inde-
pendencia de A. Concluimos que f(A) es independiente.

Ahora, sea y ∈ V (D) tal que existe una f(A)y flecha; existe x ∈ f(A)
con (x, y) ∈ F (D). Ya que x ∈ f(A), entonces hay una flecha (z, x) ∈
A. Aśı ((z, x), (x, y)) es una flecha que va de A a (x, y) en L(D). Como
A es un seminúcleo de L(D), entonces existe una flecha (x, y)A en L(D).
Hagamos que esa flecha sea ((x, y), (y, u)) aśı (y, u) ∈ A y entonces u ∈ f(A).
Hemos demostrado que hay una flecha yf(A) en D. Por lo tanto f(A) es un
seminúcleo de D.

Teorema 8.0.2. Sea una digráfica con δ−(D) ≥ 1. Entonces el número de
(k, l)-núcleos en L(D) es menor o igual al número de (k, l)-núcleos en D.

Demostración. Primero demostraremos que si K es un (k, 1)-núcleo de L(D),
entonces f(k) es un (k,1)-núcleo de D. Sea K un (k, 1)-núcleo de L(D). (a)
Si x 6= x′, {x, x′} ⊆ f(K), entonces distD(x, x′) ≥ k. Por contradicción,
supongamos que distD(x, x′) = n < k. Tomemos α = (x = x0, x1, . . . xn =
x′), una trayectoria mı́nima de x a x′ contenida en D. Como x ∈ f(K),
entonces existe u ∈ V (D) tal que (u, x) ∈ K. Denotemos por ai = (xi−1, xi) ∈
F (D), 1 ≤ i ≤ n, y consideremos las siguientes dos posibilidades:

Si an = (xn−1, xn) ∈ K, consideremos que ((u, x), a1, a2, . . . , an) es una
trayectoria dirigida desde (u, x) hasta an contenida en L(D) de longitud
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n < k con {(u, x), an} ⊆ K; esto contradice la parte (a) de la definición de
un (k,l)-núcleo, pues K es un (k,1)-núcleo en L(D).

Si an = (xn−1, xn) /∈ K, entonces se sigue de la parte (b) de la definición
de (k,l)-núcleo, que existe (xn, z) ∈ K tal que ((xn−1, xn), (xn, z)) ∈ F (L(D))
(ya que K es un (k,1)-núcleo de L(D)). Por otro lado, x′ = xn ∈ f(K), aśı
existe v ∈ V (D) con (v, xn) ∈ K y entonces ((v, xn), (xn, z)) ∈ A(L(D))
con {(v, xn), (xn, z)} ⊆ K, contradiciendo la parte (a) de la definición de
(k,l)-núcleo, pues K es un (k,1)-núcleo de L(D), k ≥ 2.

(b) Si y ∈ V (D) \ f(K), entonces existe x ∈ f(K) tal que (y, x) ∈ F (D).
Como y ∈ V (D), se sigue de la hipótesis del teorema 8.0.1 que existe u ∈
V (D) con (u, y) ∈ F (D). Ahora y ∈ V (D) \ f(K) implica que (u, y) ∈
V (L(D)) \ K; se sigue de la parte (b) de la definición de (k,l)-núcleo que
existe (y, x) ∈ K tal que ((u, y), (y, x)) ∈ F (L(D)) (pues K es un (k,1)-
núcleo de L(D)). Como (y, x) ∈ K tenemos que x ∈ f(K) y aśı (b) está
demostrado.

Sea K1 el conjunto de todos los (k, 1)-núcleos de L(D) K el conjunto de

todos los (k,1)-núcleos de D. Probaremos que f
′
: K1 → K; donde f

′
es la

restricción a K1 es una función inyectiva.

(c) Si K1, K2 ∈ K1, K1 6= K2, entonces f
′
(K1) 6= f

′
(K2). Supongamos

sin pérdida de generalidad que K1 \ K2 6= ∅ y tomemos (u, v) ∈ K1 \ K2.

Por como se definió la función claramente v ∈ f
′
(K1) y mostraremos que

v /∈ f
′
(K2). Por contradicción, supongamos v ∈ f

′
(K2); por tanto existe

(z, v) ∈ K2. Ya que (u, v) /∈ K2 se sigue de la parte (b) de la definición de
(k, l)-núcleos que existe (v, y) ∈ K2. Por lo tanto ((z, v), (v, y)) ∈ F (L(D))
con {(z, v), (v, y)} ∈ K2 contradiciendo la parte (b) de la definición de (k,l)-

núcleos, pues K2 es un (k, 1)-núcleo de L(D). Concluimos que v /∈ f ′(K2), y

aśı f
′
(K1) 6= f

′
(K2) y f

′
es inyectiva.

La hipótesis de que cada vértice tiene in grado al menos uno no puede ser
omitida en el teorema 8.0.2 para k ≥ 3. Observemos la figura 8.3, tenemos la
digráfica D con V (D) = {u1, u2, u3, u4, u5, u6} y F (D) = {(u1, u2), (u2, u3),
(u4, u5), (u5, u6)}. Aqúı D no tiene (k,1)-núcleo pero L(D) tiene un (k,1)-
núcleo para cualquier k ≥ 3, con J = {(u2, u3), (u5, u6)}; además dist((u2, u3),
(u5, u6)) = dist((u5, u6), (u2, u3)) = ∞ y para (u1, u2), (u4, u5) tenemos
dist((u1, u2), (u2, u3)) = dist((u4, u5),(u5, u6)) = 1.
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u1

u2 u3

u4

u5u6

D

(u1, u2)

(u2, u3)

(u5, u6)

(u4, u5)

L(D)

Figura 8.3: Una digráfica D y su digráfica de ĺıneas Q = L(D)

8.1. Núcleos

Comenzamos con una definición equivalente a un núcleo. Un conjunto K
de vértices en una digráfica D = (V (D), F (D)) es un núcleo si K es in-
dependiente y la primer in vecindad cerrada de K, N−[K], es equivalente a
V (D). Esta noción fue introducida por von Neumann en [47]; se han encon-
trado varias aplicaciones para los núcleos, por ejemplo en teoŕıa de juegos
(un núcleo representa un conjunto de posiciones ganadoras), en lógica y al
enlistar coloración de aristas en gráficas. Varias condiciones suficientes para
la existencia de un núcleo han sido demostradas. Muchas de estas condiciones
pueden ser trivialmente extendidas a digráficas núcleo perfectas; es decir,
digráficas para las cuales toda subdigráfica inducida tiene un núcleo (véase
figura 8.4). La noción de digráficas núcleo perfectas permite simplificar cier-
tas demostraciones (debido a la posibilidad de usar inducción) y es bastante
útil para aplicaciones.

Figura 8.4: Una digráfica núcleo perfecta
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Claramente, toda digráfica simétrica; es decir, digráficas en la cual todas
sus flechas pertenecen a 2-ciclos, es núcleo perfecta (cada conjunto maxi-
mal independiente es un núcleo). Fue demostrado por von Neumann y Mor-
genstern [47] que cada digráfica aćıclica es núcleo perfecta. Richardson [52]
generalizó este resultado como sigue:

Teorema 8.1.1. Toda digráfica sin ciclos impares es núcleo perfecta.

La demostración del teorema 8.1.1, que se presenta aqúı, es una adapta-
ción de la dada por Berge y Duchet [6]. Una digráfica la cual no es núcleo
perfecta es llamada núcleo imperfecta. Decimos que una digráfica D es
núcleo perfecta critica si D es núcleo-imperfecta, pero toda subdigráfica
inducida propia de D es núcleo perfecta.

Teorema 8.1.2. Una digráfica fuertemente conexa es bipartita si y solo si
no tiene ciclos de longitud impar.

Demostración. Si D es bipartita, entonces es fácil ver que D no puede te-
ner ciclos de longitud impar. Para demostrarlo es suficiente suponer que D
no tiene ciclos impares. Fijemos un vértice arbitrario x ∈ D. Afirmamos
que para todo y ∈ V (D) \ {x} y toda elección de una (x, y)-trayectoria P
y una (y, x)-trayectoria Q, la longitud de P y Q son iguales módulo dos.
Supongamos que este no es el caso para alguna elección de y, P y Q. En-
tonces elegimos y, P y Q tales que la paridad de la longitud de P y Q
difieren y |V (P )| + |V (Q)| es mı́nimo entre todas estas parejas de (x, y)- y
(y, x)-trayectorias cuya longitud difiere en paridad. Si V (P )∩V (Q) = {x, y},
entonces PQ es un ciclo impar, contradiciendo la suposición que hicimos en
un principio. Por lo tanto existe un vértice z /∈ {x, y} en V (P )∩V (Q). Sea z
el primer vértice de este tipo que encontramos cuando atravesamos Q desde
y a x. Entonces P [z, y]Q[y+

Q, z] es un ciclo y es de longitud par por nuestra
suposición. Pero ahora es fácil ver que la paridad de las trayectorias P [x, z]
y Q[z, x] son diferentes y tenemos una contradicción a la elección de y, P y
Q. Esto demuestra la afirmación, en particular, se sigue que para todo y ∈
V (D) \ {x}, las longitudes de todas las trayectorias de x a y tienen la misma
paridad. Ahora sea U = {y : la longitud de toda (x, y)-trayectoria es par} y
U ′ = {y : la longitud de toda (x, y)-trayectoria es impar}. Esta es una bipar-
tición de V (D) además U y U ′ no contienen dos vértices que estén unidos
por una flecha, ya que esto implicaŕıa que algún vértice tiene trayectorias de
dos diferentes paridades desde x.
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Lema 8.1.3. Toda digráfica núcleo perfecta cŕıtica es fuerte.

Demostración. Supongamos lo contrario y seaD = (V (D), F (D)) una digráfi-
ca no fuerte núcleo-imperfecta. Sea T una componente terminal fuerte de
D y sea S1 un núcleo de T . Como D no tiene núcleo, el conjunto M =
V (D) \ N−[S1] es no vaćıo. Por lo tanto el hecho de que D es núcleo im-
perfecta critic implica que D〈M〉 tiene un núcleo S2. El conjunto S1 ∪ S2

es independiente ya que ninguna flecha va de S1 a S2 (por la definición de
componente terminal fuerte) y ningúna flecha va de S2 a S1 (por la definición
de M). Claramente, N−[S1 ∪ S2] = V (D). Por lo tanto, S1 ∪ S2 es un núcleo
de D, una contradicción.

Demostración del teorema 8.1.1. Por contradicción supongamos que D es
una digráfica núcleo imperfecta sin ciclos impares y sea D′ una subdigráfica
núcleo imperfecta critica de D. Por el lema 8.1.3, D′ es fuerte. Como D′ es
fuerte y no tiene ciclos impares, por el teorema 8.1.2, D′ es bipartita. Sea K
un conjunto de partición en D′. Como D′ es fuerte, K es un núcleo de D′,
una contradicción.

Este teorema ha sido fortalecido en diversos documentos. Las condiciones
(a) y (b) del siguiente teorema se deben a Duchet (veáse [6] de Berge y [17]
de Galeana-Sánchez y Neumann-Lara, respectivamente). Galeana-Sánchez
demostró que para cada k ≥ 2, existen digráficas no núcleo perfectas para
cada ciclo impar con al menos k cuerdas [15].

Teorema 8.1.4. Una digráfica D es núcleo perfecta si al menos una de las
siguientes condiciones se cumple:

(a) Todo ciclo impar tiene flechas que pertenecen a 2-ciclos;

(b) Todo ciclo impar tiene dos cuerdas cuyas cabezas son vértices consecu-
tivos del ciclo.

Hubo varios intentos de reforzar el teorema 8.1.1 de Richardson. En parti-
cular, Duchet [8] conjeturo que toda digráfica D, la cual no es un ciclo impar
y no tiene un núcleo, contiene una flecha e tal que D − e tampoco contiene
un núcleo. Apartsin, Ferapontova y Gurvich [1] encontraron un contraejem-
plo a esta conjetura. Ellos demostraron que la digráfica circulante C43(1, 7, 8)
no tiene núcleo, pero después de eliminar cualquier flecha en esta digráfica
un núcleo aparecerá. Aclaremos que para un entero n ≥ 2 y un conjunto
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1 2

3

45
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Figura 8.5: Digráfica circulante C6(2, 3)

S ⊆ {1, 2, . . . , n−1}, la digráfica circulante Cn(S) es definida como sigue:
V (Cn(S)) = {1, 2, . . . , n} y

F (Cn(S)) = {(i, i+ j(modn)) : 1 ≤ i ≤ n, j ∈ S}.

En la figura 8.5 podemos observar una digráfica circulante con n = 6
Observemos que por la simetŕıa de C43(1, 7, 8) solo se necesita demostrar

que C43(1, 7, 8)-(1, 8) y C43(1, 7, 8)-(1, 8) y C43(1, 7, 8)-(1, 9) tienen núcleos.
Notemos que C43(1, 7, 8) es el único contraejemplo a la conjetura de Duchet,
Gurvich (comunicación privada, diciembre 1999) sospechó que existe una
familia infinita de tales digráficas circulantes. También fue demostrado en
[1] que Cn(1, 7, 8) tiene un núcleo si y solo si n ≡ 0(mod29). El siguiente
problema parece bastante natural:

Problema 8.1.5. Caracterizar digráficas circulantes las cuales tienen núcleos.

8.2. Cuasinúcleos

Comenzamos con una definición equivalente a un cuasinúcleo. Un conjun-
to Q de vértices en una digráfica D = (V (D), F (D)) es un cuasinúcleo si Q
es independiente y la segunda in vecindad cerrada de Q, N−2[Q], es igual a
V (D). Los dos resultados en 2-reyes (más precisamente, 2-siervos) en torneos
mencionados al inicio de la sección 7, han sido extendidos a cuasi-núcleos en
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digráficas arbitrarias como sigue. El primer teorema es de Chvátal y Lovász
[9]. La demostración corta expuesta aqúı fue dada por S. Thomassé [7].

Teorema 8.2.1. Toda digráfica D tiene un cuasinúcleo.

Demostración. Sea V = V (D). Consideramos un ordenamiento x1, . . . , xn
de V y dos subdigráficas generadoras de D, D1 = (V, F1(D1)) y D2 =
(V, F2(D2)), donde F1(D1) = {xixj : xixj ∈ F (D), i < j} y F2(D2) =
{xixj : (xi, xj) ∈ F (D), j < i}. Por el teorema 8.1.1, D1 tiene un núcleo
K ′ y D2[K ′] tiene un núcleo K ′′. Observemos que K ′′ es un cuasinúcleo de
D.

El segundo teorema es de Jacob y Meyniel [29].

Teorema 8.2.2. Si una digráfica D = (V (D), F (D)) no tiene núcleo, en-
tonces D contiene al menos tres cuasinúcleos distintos.

Demostración. Por el teorema 8.2.1, D tiene un cuasinúcleo Q1. Como D no
tiene núcleo, tenemos V (D) 6= N−[Q1]. Sea Q2 un cuasinúcleo de D\N−[Q1].
Demostraremos que Q′2 = Q2 ∪ (Q1 \ N−(Q2)) es un cuasinúcleo de D. Es
directo ver que Q′2 es independiente y

V = (V \N−[Q1]) ∪N−[Q1 ∩N−(Q2)] ∪N−[Q1 \N−(Q2)].

Por la definición de Q2, todo vértice de V \N−[Q1] es el vértice inicial de
una trayectoria de longitud a lo más dos, que termina en Q2. Como N−[Q1∩
N−(Q2)] ⊆ N−2[Q2], todo vértice de N−[Q1 ∩ N−(Q2)] es el vértice inicial
de una trayectoria de longitud a lo más dos que termina en Q2. Ya que
N−[Q1 \ N−(Q2)] ⊆ N−[Q1], un vértice de N [Q1 \ N−(Q2)] pertenece a Q1

o es la cola de una flecha cuya cabeza esta en Q1 \N−(Q2). Por lo tanto, Q2

es un cuasinúcleo de D.
Observemos que Q1 ∩Q2 = ∅ y Q2 6= ∅. Aśı, Q′2 6= Q1.
Como Q′2 no es un núcleo de D, tenemos V 6= N−[Q′2]. Sea Q3 un cua-

sinúcleo de D\N−[Q′2] y sea Q′3 = Q3∪(Q′2 \N−(Q3)). Como antes podemos
demostrar que Q′3 es un cuasinúcleo de D y Q′3 6= Q1. Observemos que
Q3 ⊆ V \N−[Q′2] y Q1 ⊆ N−[Q′2]. Por tanto, Q1 ∩Q3 = ∅. Por este hecho y
ya que Q3 no es vaćıo, concluimos que Q′3 6= Q1.

Gutin, Koh, Tan y Yeo [25] caracterizaron digráficas con exactamente uno
y dos cuasinúcleos, y aśı proporcionaron condiciones necesarias y suficientes
para que una digráfica tenga al menos tres cuasinúcleos. En particular, ellos
probaron lo siguiente:
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Teorema 8.2.3. Para toda digráfica fuerte de orden al menos tres, si no es
un 4-ciclo, entonces tiene al menos tres cuasinúcleos distintos.
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98 Caṕıtulo 8. Bibliograf́ıa

[37] Koh, K. M.; Tay, E. G. On optimal orientations of Cartesian products
o graphs (II): complete graphs and even cycles. Discrete Math., 211)
(2000), 75–102.

[38] Koh, K. M.; Tay, E. G. On optimal orientations of G vertex-
multiplications. Discrete Math., 219 (2000), 153–171.

[39] Koh, K. M.; Tay, E. G. On optimal orientations of Cartesian products
of trees. Graphs Combin., 17 (2001), 78–97.
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