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3.3. Algoritmo de Nash en variedades tóricas . . . . . . . . . . . . . 58
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Introducción

En geometŕıa algebraica elemental se estudian los conjuntos formados por
los ceros de polinomios, a los que llamamos variedades algebraicas. En algunas
de estas variedades podemos encontrar puntos donde crece la dimensión del
espacio tangente, definido como el núcleo de la matriz jacobiana de los poli-
nomios que definen a la variedad. A estos puntos los conocemos como puntos
singulares. Cabe mencionar que el conjunto de puntos singulares de una varie-
dad es una subvariedad “pequeña” (su complemento es denso en la variedad).
Surge entonces el problema de la resolución de singularidades. El problema, en
palabras de J. Kollár [KLR], consiste esencialmente en encontrar, para cada
variedad algebraica X con puntos singulares, una variedad algebraica Y que
parametrice a X y que no tenga puntos singulares.

Muchos matemáticos reconocidos (entre ellos Zariski: [ZR1], [ZR2]) trata-
ron de resolver este problema hasta que, en 1964, el matemático japonés Heisu-
ke Hironaka dio una complicada demostración, para campos algebraicamente
cerrados de caracteŕıstica cero, en su famoso art́ıculo [HI1]. Sin embargo, las
técnicas propuestas para resolver singularidades siguen siendo aún gran moti-
vo de estudio. En particular, el ganador del Premio Nobel de Economı́a, John
Forbes Nash Jr. propuso una técnica para atacarlo: la modificación de Nash.

Para cada variedad algebraica singular X, la modificación de Nash constru-
ye una variedad X1 y un morfismo v1 : X1 −→ X de forma que la pre-imagen
de cada punto singular de X es el conjunto de los ĺımites de espacios tangentes
de puntos no singulares en X que convergen a dicho punto. Esta construc-
ción no nos asegura una resolución, pues la variedad X1 podŕıa tener puntos
singulares. Sin embargo, podemos iterar este proceso y obtener

Xk
vk // · · · v2 // X1

v1 // X .

La pregunta que surge es: ¿existe alguna k para la cual Xk sea no singular? Se
han dado respuestas afirmativas a la pregunta de Nash para algunos casos y a
algunas variantes de la misma en los art́ıculos de Nobile, Rebassoo, Gonzalez-
Sprinberg, Hironaka y Spivakovsky ([NBL, RBS, GS1, GS2, HI2, SPK]). En

vii
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esta tesis respondemos a esta pregunta para el caso particular de curvas tóricas
afines.

Las variedades tóricas afines son variedades algebraicas muy particulares,
pues éstas tienen una caracterización combinatoria que traduce muchas propie-
dades geométricas de la variedad a propiedades combinatorias. En espećıfico,
toda variedad tórica se puede describir como la variedad más pequeña que
contiene a un conjunto de la forma {(tγ1 , . . . , tγn) ∈ Cn | t ∈ (C\{0})d}, donde
γ1, . . . , γn ∈ Zd y tγk :=

∏d
i=1 t

γk,i
i . Un claro ejemplo de la utilidad de esta

caracterización es que la dimensión de la variedad coincide con el rango de la
ret́ıcula generada por {γ1, . . . , γn}.

En el caso de variedades tóricas, la pregunta de Nash ha sido recientemente
estudiada en [ATN, GT, GM, DRT]. Los avances logrados en estos art́ıculos
están basados en el hecho de que la modificación de Nash de variedades tóri-
cas afines corresponde a un algoritmo combinatorio que depende sólo de los
elementos del conjunto {γ1, . . . , γn} asociado a la variedad ([GT, GM]). En
esta tesis nosotros estudiamos dicho algoritmo en el caso de curvas tóricas. En
este caso tenemos que γ1, . . . , γn son enteros positivos y el algoritmo recién
mencionado es bastante similar al algoritmo de Euclides (de hecho si n = 2
entonces es exactamente el algoritmo de Euclides).

Usando esto, demostramos que la modificación de Nash śı resuelve singu-
laridades en curvas tóricas. Este resultado también es conocido (de hecho en
general para curvas no necesariamente tóricas, [NBL]), sin embargo nuestra
prueba es combinatoria y además estimamos el número de iteraciones para
obtener una curva no singular de dos maneras. Vemos que, al igual que el al-
goritmo de Euclides, podemos contar las iteraciones separando en “algoritmos
de la división” y damos cotas para esta forma de contar que depende de los
dos elementos mı́nimos del conjunto {γ1, . . . , γn}.

En el primer caṕıtulo damos un repaso de conceptos básicos de geometŕıa
algebraica. También introducimos conceptos más espećıficos como espacios tan-
gentes (junto con dimensión y puntos singulares), la variedad asociada a la
Grassmanniana y el producto de variedades cuasi-proyectivas.

En el segundo caṕıtulo damos una introducción a las variedades tóricas
afines. Demostramos que hay distintas caracterizaciones para éstas: una en
términos de puntos en una ret́ıcula; otra definida por cierta clase de ideales, a
los que llamaremos ideales tóricos; y la última asociada a un semigrupo af́ın.
Damos también una caracterización de los puntos de una variedad tórica y
definimos los morfismos entre variedades tóricas.

En el tercer caṕıtulo definimos formalmente la modificación de Nash. Es-
tudiamos la modificación de Nash aplicada a variedades tóricas afines y damos
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expĺıcitamente el algoritmo que determina. Damos también un criterio de sin-
gularidad en términos del conjunto {γ1, . . . , γn}.

Finalmente, en el cuarto caṕıtulo damos una demostración combinatoria de
la resolución de singularidades para curvas tóricas y nos centramos en contar
el número de iteraciones necesarias para llegar a la resolución. Vemos que el
número de iteraciones del algoritmo de Nash puede contarse de forma muy
especial separándolo en algoritmos de la división y damos una cota efectiva
para el número de algoritmos de la división necesarios.

El trabajo hecho en esta tesis fue inspiración para el art́ıculo “Nash Modi-
fication on Toric Curves” (ver [DG]) escrito por Daniel Duarte (asesor de esta
tesis) y Daniel Green Tripp (autor de esta tesis), en el cual se presentan los
resultados originales contenidos en el cuarto caṕıtulo y algunas propiedades
que cumplen las curvas tóricas que no son ciertas en general para variedades
tóricas de dimensión mayor a 1.



Caṕıtulo 1

Conceptos de Geometŕıa
Algebraica

Este caṕıtulo tiene como finalidad dar los conceptos de geometŕıa algebraica
que serán utilizados en los siguientes caṕıtulos. En la primera sección daremos
un repaso de los conceptos más básicos, mientras que en las otras secciones
veremos con detalle conceptos más espećıficos, como son: espacio tangente,
dimensión, morfismo de Plücker, morfismo de Segre y una topoloǵıa para el
producto de variedades cuasi-proyectivas.

1.1. Preliminares

En esta tesis daremos por hecho que el lector está familiarizado con los
conceptos más básicos de geometŕıa algebraica, por lo que esta sección será
solo un breve repaso con la finalidad de dar a conocer la notación que usaremos
en el resto de la tesis. Las demostraciones a los resultados se pueden consultar
en [HLK, caps. 1, 2].

1.1.1. Variedades algebraicas afines y proyectivas

Sea K un campo y K[x1, . . . , xn] el anillo de polinomios en n variables con
coeficientes en K.

Definición 1.1.1. Una variedad algebraica af́ın es un subconjunto de Kn

de la forma

V(T ) := {p ∈ Kn | f(p) = 0 para toda f ∈ T},

1



2 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS DE GEOMETRÍA ALGEBRAICA

donde T ⊆ K[x1, . . . , xn]. Si T = {f1, . . . , fr} entonces denotaremos
V(f1, . . . , fr) := V(T ).

Observación 1.1.2. Notemos que V(T ) = V(〈T 〉), donde 〈T 〉 denota al ideal
generado por el conjunto T . Además, gracias al teorema de la base de Hilbert
(ver [LNG, cap. IV, sec. 4, pág. 186, Theorem 4.1.]), tenemos que todo ideal
de K[x1, . . . , xn] es finitamente generado, por lo que toda variedad algebraica
es de la forma V(f1, . . . , fr), donde f1, . . . , fr ∈ K[x1, . . . , xn].

Aunque más adelante definiremos variedades algebraicas que no son afines,
la mayor parte de nuestro estudio será sobre variedades algebraicas afines. Por
esta razón y por comodidad las llamaremos simplemente variedades algebraicas
o simplemente variedades.

Ejemplo 1.1.3. Un conjunto con sólo un punto (a1, . . . , an) ∈ Kn es una
variedad algebraica, pues {(a1, . . . , an)} = V(x1 − a1, . . . , xn − an).

Ejemplo 1.1.4. La parábola es una variedad algebraica, dada por V(y− x2).

Proposición 1.1.5. Las variedades algebraicas son los cerrados de una topo-
loǵıa para Kn, a la cual llamaremos topoloǵıa de Zariski.

A menos que se especifique lo contrario, cuando hablemos de conjuntos
abiertos y cerrados, aśı como de cerradura, nos referiremos a estos con la to-
poloǵıa de Zariski (o a la inducida por ésta en el caso de subconjuntos).

A cada ideal de K[x1, . . . , xn] le hemos asociado un objeto geométrico: una
variedad algebraica. Inversamente tenemos la siguiente definición.

Definición 1.1.6. Para cada subconjunto X ⊆ Kn definimos el ideal

I(X) := {f ∈ K[x1, . . . , xn] | f(p) = 0 para todo p ∈ X}.

No todos los ideales de K[x1, . . . , xn] son de la forma I(X). Definimos en-
tonces el radical de un ideal I como

√
I := {f ∈ K[x1, . . . , xn] | fk ∈ I para alguna k ≥ 1}

y le llamaremos radical al un ideal I que cumpla I =
√
I.

Teorema 1.1.7 (Nullstellensatz). Si K es algebraicamente cerrado e I es un
ideal de K[x1, . . . , xn] entonces I(V(I)) =

√
I.
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El Nullstellensatz nos dice que V e I definen una biyección entre ideales
radicales de K[x1, . . . , xn] y variedades algebraicas en Kn.

Definición 1.1.8. Sea X un espacio topológico y Y ⊆ X.

i) Se dice que X es irreducible si no existen subconjuntos cerrados propios
X1, X2 $ X tales que X = X1 ∪X2.

ii) Se dice que Y es irreducible si es irreducible como espacio topológico con
la topoloǵıa inducida de X.

Proposición 1.1.9. Sea V una variedad algebraica. Entonces V es irreducible
si y sólo si I(V ) es un ideal primo.

Dejando de lado un poco las variedades afines, estudiemos las variedades
proyectivas. Tomemos la relación de equivalencia en Kn+1 \ {(0, . . . , 0)} dada
por (a0, . . . , an) ∼ (b0 . . . , bn) si y sólo si existe λ ∈ K\{0} tal que (a0, . . . , an) =
(λb0 . . . , λbn).

Definición 1.1.10. Definimos el espacio proyectivo como

Pn := (Kn+1 \ {(0, . . . , 0)})/ ∼ .

A los elementos de Pn los denotaremos por [x0 : · · · : xn].

De la definición tenemos que Pn =
⋃n
i=0{[x0 : · · · : xn] | xi 6= 0}.

Definición 1.1.11. Para cada i ∈ {0, . . . , n} definimos la carta af́ın

An
i := {[x0 : · · · : xn] | xi 6= 0}.

Observación 1.1.12. Se tienen las biyecciones

An
i −→ Kn

[x0 : · · · : xn] 7−→
(
x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)
y

Kn −→ An
i

(x1, . . . , xn) 7−→ [x1 : · · · : xi : 1 : xi+1 : · · · : xn].
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Definición 1.1.13. Un polinomio f ∈ K[x0, . . . , xn] se dice que es homogéneo
de grado d (d ≥ 1) si para todo λ ∈ K y todo (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 se tiene

f(λa0, . . . , λan) = λdf(a0, . . . , an).

Diremos que un polinomio es homogéneo de grado 0 si es constante.

Definición 1.1.14. Una variedad algebraica proyectiva es un conjunto

V(f1, . . . , fr) := {[a0 : · · · : an] ∈ Pn | f1(a0, . . . , an) = · · · = fr(a0, . . . , an) = 0}

para algunos polinomios homogéneos f1, . . . , fr ∈ K[x0, . . . , xn].

Es importante notar que V(f1, . . . , fr) está bien definido como subconjunto
del espacio proyectivo gracias a que f1, . . . , fr son homogéneos.

Definición 1.1.15. Sea V ⊆ Pn una variedad proyectiva. Definimos para cada
i ∈ {0, . . . , n} la carta af́ın de V como V ∩ An

i .

Proposición 1.1.16. Las variedades proyectivas son los cerrados de una to-
poloǵıa para Pn, a la cual llamaremos topoloǵıa de Zariski en Pn.

1.1.2. Morfismos

Sea V ⊆ Kn una variedad algebraica.

Definición 1.1.17. Una función polinomial en V es una función f : V −→
K tal que existe F ∈ K[x1, . . . , xn] con F (p) = f(p) para todo p ∈ V .

Nótese si f : V −→ K es una función polinomial puede existir más de un
polinomio F tal que F (p) = f(p) para todo p ∈ V . De hecho

F |V = G|V ⇐⇒ (F −G)|V = 0⇐⇒ F −G ∈ I(V ).

Esto nos da una idea para la siguiente definición.

Definición 1.1.18. Definimos el anillo de coordenadas de V como

K[V ] := K[x1, . . . , xn]/I(V ).

Por la observación hecha antes podemos identificar el anillo de coordenadas
como K[V ] = {f : V −→ K | f es función polinomial}.

Podemos notar que K[V ] es finitamente generada como K-álgebra (por las
clases de las xi’s, a las que llamaremos funciones coordenadas) y no tiene
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elementos nilpotentes no nulos. De hecho, estas propiedades caracterizan por
completo a los anillos de coordenadas.

Definamos ahora los morfismos entre variedades algebraicas. Sean V ⊆ Kn

y W ⊆ Ks variedades y sean IdV e IdW las funciones identidades.

Definición 1.1.19. Una función f : V −→ W es un morfismo polinomial
si f = (f1, . . . , fs) para algunas f1, . . . , fs ∈ K[V ]. Es un isomorfismo si
además existe un morfismo polinomial g : W −→ V tal que g ◦ f = IdV y
f ◦ g = IdW .

Ejemplo 1.1.20. La función f : V(y − x2) −→ K dada por f(x, y) = x es
un morfismo polinomial, pues x ∈ K[V(y − x2)] es una función coordenada.
Además es isomorfismo pues g : K −→ V(y − x2) dada por g(x) = (x, x2)
cumple con g ◦ f = IdV(y−x2) y f ◦ g = IdK.

Definición 1.1.21. Sea f : V −→ W un morfismo polinomial. Definimos el
morfismo de K-álgebras f ∗ : K[W ] −→ K[V ] como f ∗(g) := g ◦ f .

Teorema 1.1.22. Un morfismo polinomial f : V −→ W es un isomorfismo
si y sólo si f ∗ : K[W ] −→ K[V ] es un isomorfismo de K-álgebras.

Los morfismos polinomiales no son suficientes para estudiar las relaciones
entre las variedades algebraicas, por lo que definiremos además otro tipo de
morfismos.

Definición 1.1.23. Sean V ⊆ Kn y W ⊆ Km variedades irreducibles.

Definimos el campo de funciones de V , denotado por K(V ), como el
campo de fracciones de K[V ]. A los elementos de K(V ) les llamaremos
funciones racionales .

Un morfismo racional f : V 99K W es una m-tupla f = (f1, . . . , fm)
tal que f1, . . . , fm ∈ K(V ) y f(p) ∈ W para toda p ∈ dom(f), donde
dom(f) denota al dominio de definición de f .

Diremos que un morfismo racional f : V 99K W es dominante si
f(dom(f)) es denso en W .

Análogo al caso de morfismos polinomiales, por cada morfismo racional
dominante f : V 99K W tenemos un morfismo de K álgebras f ∗ : K(W ) −→
K(V ) dado por f ∗(g) := g ◦ f para cada g ∈ K(W ).
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Definición 1.1.24. Sean U1 ⊆ V abierto en V y U2 ⊆ W abierto en W .

Un morfismo f : U1 −→ U2 es un morfismo racional f : V 99K W tal
que U1 ⊆ dom(f) y f(U1) ⊆ U2.

Un morfismo f : U1 −→ U2 es un isomorfismo si existe un morfismo
g : U2 −→ U1 tal que g ◦ f = IdU1 y f ◦ g = IdU2 .

Proposición 1.1.25. Sea f : V 99K W un morfismo racional. Son equivalen-
tes:

1. f es dominante y f ∗ : K(W ) −→ K(V ) es un isomorfismo de K-álgebras.

2. Existen U1 abierto en V y U2 abierto en W tales que f : U1 −→ U2 es
un isomorfismo.

Definición 1.1.26. Un morfismo racional f : V 99K W se dice que es un
morfismo biracional si cumple alguna de las condiciones de la proposición
1.1.25.

1.2. Espacios tangente

En esta sección se definirán los conceptos de espacio tangente, dimensión y
punto singular. Para esto, nos basaremos en [HLK, cap. 3]. Muchos resultados
de esta sección son ciertos para campos arbitrarios, pero a partir de aqúı sólo
nos concentraremos en el caso K = C (hágase notar que C es un campo
algebraicamente cerrado y de caracteŕıstica cero).

1.2.1. Dimensión y puntos singulares

Sea V ⊆ Cs una variedad af́ın irreducible con I(V ) = 〈f1, . . . , fr〉. Defina-
mos para cada p ∈ V

Jacp(f1, . . . , fr) :=

(
∂fi
∂xj

(p)

)
ij

con 1 ≤ i ≤ r y 1 ≤ j ≤ s. Notemos que Jacp(f1, . . . , fr) induce una transfor-
mación lineal de Cs en Cr.

Definición 1.2.1. Definimos el espacio tangente a V en el punto p (tras-
ladado al origen) como

TpV := Ker(Jacp(f1, . . . , fr)).

Por definición TpV es un C-subespacio vectorial de Cs.
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Observación 1.2.2. Definamos para cada i = 1, . . . , r y cada p ∈ V

dp(fi) :=
s∑
j=1

∂fi
∂xj

(p)xj ∈ C[x1, . . . , xs].

Notamos que TpV es también una variedad af́ın pues

TpV =
r⋂
i=1

V (dp(fi)).

Además, como dp(fi) son lineales entonces el cociente

C[x1, . . . , xs]/〈dp(f1), . . . , dp(fr)〉

es isomorfo a algún C[xi1 , . . . , xik ] para alguna k ≤ s, eliminando una variable
por cada ecuación lineal independiente de las demás. En consecuencia de lo
anterior I(TpV ) = 〈dp(f1), . . . , dp(fr)〉 y TpV es irreducible.

Definición 1.2.3. Definimos la dimensión de V como

dim(V ) := mı́n{dimC(TpV ) | p ∈ V }.

Por definición dim(V ) ≤ dimC(TpV ) para toda p ∈ V . De hecho, la siguiente
proposición nos dice que los puntos en los cuales se da la igualdad son casi
todos.

Proposición 1.2.4. Para toda n ∈ N se tiene que el conjunto

Sn(V ) := {p ∈ V | dimC TpV ≥ n}

es cerrado en la topoloǵıa de Zariski.

Demostración. Como TpV ⊆ Cs entonces dimC(TpV ) ≤ s para toda p ∈ V , de
donde Sn(V ) = ∅ si n > s. Supongamos entonces que n ≤ s.

Recordemos que TpV = Ker(Jacp(f1, . . . , fr)) ⊆ Cs, por lo que

dimC TpV = s− rango

((
∂fi
∂xj

(p)

)
ij

)
.

Se sigue que

dimC TpV ≥ n⇔ rango

((
∂fi
∂xj

(p)

)
ij

)
≤ s− n,

es decir, p ∈ Sn(V ) si y sólo si todos los menores de (s− n+ 1)× (s− n+ 1)
se anulan. Dado que estos menores son polinomios tenemos que Sn(V ) es un
cerrado.
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Corolario 1.2.5. El conjunto de puntos p tales que dimC(TpV ) = dim(V ) es
un abierto denso en V .

Demostración. Dado que V es irreducible, es suficiente probar que

U := {p ∈ V | dimC(TpV ) = dim(V )}

es abierto no vaćıo.

Sea n = dim(V ). Entonces U = V \Sn+1(V ) y por lo tanto U es un abierto.
Luego, como por definición dim(V ) = mı́n{dimC(TpV ) | p ∈ V }, entonces
existe p ∈ V tal que dimC(TpV ) = dim(V ), por lo que p ∈ U y aśı U 6= ∅.

Definición 1.2.6. Sea V una variedad af́ın irreducible.

i) Decimos que un punto p ∈ V es singular si dimC(TpV ) > dim(V ) y
diremos que es no singular si dimC(TpV ) = dim(V ). Al conjunto de
puntos singulares lo denotamos Sing(V ). Este conjunto es cerrado pues
Sing(V ) = Sn+1(V ), siguiendo con la notación de la proposición 1.2.4 y
siendo n = dim(V ).

ii) Diremos que V es una variedad singular si Sing(V ) 6= ∅. En caso con-
trario, diremos que V es una variedad no singular.

Ejemplo 1.2.7. Tomemos la variedad af́ın irreducible C = V(x3−y2), llamada
cúspide , y sea p = (a, b) ∈ C. Entonces

Jac(a,b)(x
3 − y2) =

(
∂(x3 − y2)

∂x
(a, b)

∂(x3 − y2)

∂y
(a, b)

)
= ( (3x2)(a, b) (−2y)(a, b) ) = ( 3a2 − 2b ).

Dado que a = 0 si y sólo si b = 0, entonces tenemos dos casos:

i) Si a = b = 0 entonces Jac(a,b)(x
3 − y2) = ( 3(0)2 − 2(0) ) = ( 0 0 ) y

entonces TpC = Ker( 0 0 ) = C2 por lo que dimC(TpC) = 2.

ii) Si a 6= 0 6= b entonces Jac(a,b)(x
3 − y2) = ( 3a2 − 2b ) nos genera una

recta. En espećıfico TpC = Span((2b, 3a2)), por lo que dimC(TpC) = 1.

Por lo tanto dim(C) = mı́n{1, 2} = 1 y el único punto singular es (0, 0) ∈ C.
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Figura 1.1: Cúspide, punto singular y punto no singular

1.2.2. Equivalencias de espacio tangente

En la sección anterior definimos al espacio tangente en función del ideal de
la variedad y del espacio af́ın en que está contenida. En esta sección veremos
una definición intŕınseca de espacio tangente.

Sea V una variedad af́ın irreducible y sean

Mp := {f ∈ C[x1, . . . , xs] | f(p) = 0}

el ideal maximal correspondiente al punto p ∈ V en C[x1, . . . , xs] y

M̄p := Mp/I(V ) ⊆ C[V ]

el ideal maximal correspondiente al punto p ∈ V en C[V ]. Sea

mp := {h ∈ C(V ) | ∃f, g ∈ C[V ] tal que h =
f

g
, f(p) = 0 y g(p) 6= 0}

el ideal maximal del anillo local

OV,p := {h ∈ C(V ) | ∃f, g ∈ C[V ] tal que h =
f

g
y g(p) 6= 0}.

Teorema 1.2.8. Se tienen isomorfismos de espacios vectoriales

TpV ∼= (M̄p/M̄
2
p )∨ ∼= (mp/m2

p)
∨.
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Demostraremos este teorema en dos partes.

Lema 1.2.9. Se tiene el siguiente isomorfismo de espacios vectoriales:

TpV ∼= (M̄p/M̄
2
p )∨.

Demostración. Salvo traslaciones, podemos suponer que p es el origen, de for-
ma que Mp = 〈x1, . . . , xs〉. Sea (Cs)∨ el espacio dual del espacio vectorial Cs.
Recordemos que las funciones coordenadas xi : Cs −→ C forman una base
para (Cs)∨.

Tenemos la transformación lineal

dp : Mp −→ (Cs)∨

f 7−→
s∑
j=1

∂f

∂xj
(p)xj,

la cual es suprayectiva pues dp(xi) = xi y {x1, . . . , xs} es una base para (Cs)∨.
Esta transformación lineal seguida de la restricción (Cs)∨ −→ (TpV )∨, que es
también suprayectiva, nos define una transformación lineal suprayectiva

D : Mp −→ (TpV )∨.

Afirmamos que Ker(D) = M2
p + I(V ). Para esto, sea I(V ) = 〈f1, . . . , fr〉, por

lo que I(TpV ) = 〈dp(f1), . . . , dp(fr)〉 (por la observación 1.2.2), y sea f ∈ Mp.
Entonces

dp(f)|TpV = D(f) = 0⇐⇒ dp(f) ∈ I(TpV )

⇐⇒

dp(f) =
r∑
i=1

gidp(fi) para algunas gi ∈ C[x1, . . . , xs],

pero como dp(f) es de grado 1, los monomios de las gidp(fi)
′s de grado mayor

a 1 se eliminan con otros. Podemos suponer entonces gi ∈ C para todas las i.
Por lo tanto

f ∈ Ker(D)⇐⇒ dp(f) =
r∑
i=1

aidp(fi) para algunas ai ∈ C.

Como dp es lineal, tenemos que f ∈ Ker(D) si y sólo si dp(f −
∑r

i=1 aifi) = 0,
es decir, f ∈ Ker(D) si y sólo si f −

∑r
i=1 aifi ∈ Ker(dp) para algunas ai ∈ C.



1.2. ESPACIOS TANGENTE 11

Veamos que Ker(dp) = M2
p . Recordemos que p = (0, . . . , 0) y tomemos g ∈Mp.

Observamos que

g ∈ Ker(dp)⇐⇒
s∑
j=1

∂g

∂xj
(p)xj =

s∑
j=1

∂g

∂xj
(0, . . . , 0)xj = 0

⇐⇒
∂g

∂xj
(0, . . . , 0) = 0 para cada j = 1, . . . , s

y esto pasa si y sólo si cada monomio de g tiene grado al menos 2, es decir,
g ∈M2

p . Por lo tanto

f ∈ Ker(D)⇐⇒ f −
r∑
i=1

aifi ∈M2
p para algunas ai ∈ C.

Sólo falta demostrar que f −
∑r

i=1 aifi ∈M2
p si y sólo si f ∈M2

p + I(V ).
La primera implicación se sigue directamente de que f1, . . . , fr ∈ I(V ).

Para probar la segunda implicación tomemos f ∈M2
p + I(V ), es decir,

f = g +
r∑
i=1

gifi para algunas gi ∈ C[x1, . . . , xs] y g ∈M2
p .

Para cada i = 1, . . . , r definimos ai := gi(0, . . . , 0); en otras palabras, ai es el
término constante de gi. Definimos también hi := gi − ai. Entonces

f = g +
r∑
i=1

gifi = g +
r∑
i=1

hifi +
r∑
i=1

aifi.

Nótese que como 〈f1, . . . , fr〉 = I(V ) ⊆Mp = 〈x1, . . . , xs〉, entonces las f ′is tie-
nen término constante igual a 0, al igual que las h′is. En consecuencia,

∑r
i=1 hifi

no tiene término constante y cada monomio tiene grado al menos 2, por lo que∑r
i=1 hifi ∈ M2

p . Aśı, tomando h := g +
∑r

i=1 hifi ∈ M2
p tenemos que f es de

la forma

f = h+
r∑
i=1

aifi para algunas ai ∈ C, h ∈M2
p .

Esta última igualdad nos da la implicación que queŕıamos. Hemos demostrado
que f ∈ Ker(D) si y sólo si f ∈ M2

p + I(V ), es decir, Ker(D) = M2
p + I(V ).

Ahora, usando el tercer y el primer teorema de isomorfismo, respectivamente,
tenemos que

M̄p/M̄
2
p
∼= Mp/(M

2
p + I(V )) ∼= (TpV )∨.
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Lema 1.2.10. Se tiene el siguiente isomorfismo de espacios vectoriales:

M̄p/M̄
2
p
∼= mp/m2

p.

Demostración. De nuevo, supongamos que p es el origen. Podemos pensar a
C[V ] dentro de C(V ) como

C[V ] = {f ∈ C(V ) | ∃g ∈ C[x1, . . . , xs] tal que g(x) = f(x) ∀x ∈ V }.

De esta manera, M̄p = mp ∩ C[V ]. Para cada f ∈ mp denotemos como f̃ a la
clase de f en mp/m2

p. Tenemos entonces la transformación lineal

L : M̄p −→ mp/m2
p

f 7−→ f̃ .

Veamos que L es suprayectiva. Sea f/g ∈ mp, de forma que g(p) 6= 0 y f(p) = 0.
Sea c = g(p). Entonces

(1/c)f − f/g = [(g − c)/cg]f ∈ m2
p

ya que (g−c)(p) = g(p)−c = 0 y (cg)(p) = g(p)2 6= 0. Por lo tanto L((1/c)f) =

f̃/g.
Por último, veamos que Ker(L) = M̄2

p . De hecho, podemos notar que

Ker(L) = {f ∈ M̄p | f ∈ m2
p} = M̄p ∩m2

p = mp ∩ C[V ] ∩m2
p = m2

p ∩ C[V ].

Debemos entonces demostrar que M̄2
p = m2

p∩C[V ], pero como M̄p = mp∩C[V ]
la contención M̄2

p ⊆ m2
p ∩ C[V ] es inmediata. Sólo falta demostrar la segunda

contención. Para esto, tomemos

k∑
i=1

higi/h
′
ig
′
i = F ∈ m2

p ∩ C[V ],

con hi/h
′
i, gi/g

′
i ∈ mp. En particular, F ∈ M̄p pues para cada i = 1, . . . , k

tenemos hi(p) = gi(p) = 0 y h′i(p) 6= 0 6= g′i(p). Definimos

Q :=
k∏
i=1

h′ig
′
i y para cada i = 1, . . . , k Qi := Q/h′ig

′
i,

de forma que

QF =
k∑
i=1

Qihigi ∈ M̄2
p .
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Definamos c := Q(p) =
∏k

i=1 h
′
i(p)g

′
i(p) 6= 0. Entonces Q − c ∈ M̄p por lo que

(Q− c)F ∈ M̄2
p y aśı

cF = QF − (Q− c)F ∈ M̄2
p .

En consecuencia F ∈ M̄2
p .

Hemos demostrado que Ker(L) = M̄2
p , y usando el primer teorema de

isomorfismo concluimos
M̄p/M̄

2
p
∼= mp/m2

p.

Este teorema nos dio una caracterización del espacio tangente a una va-
riedad en un punto en términos algebraicos. Gracias a esta caracterización, la
siguiente proposición nos puede asegurar que el espacio tangente se preserva
bajo equivalencias birracionales, es decir, depende tan sólo de una vecindad
del punto. Esto implica también que el espacio tangente se preserva bajo iso-
morfismos.

Proposición 1.2.11. Sean V y W dos variedades afines irreducibles y p ∈ V .
Supongamos que existe un morfismo birracional f : V 99K W regular en p y
sea q := f(p). Entonces

TpV ∼= TqW.

Demostración. Dado que f : V 99K W es birracional, tenemos que

f ∗ : C(W ) −→ C(V )

es un isomorfismo de C-álgebras.
Notemos que gracias al teorema 1.2.8 basta con demostrar que

f ∗ : mq −→ mp

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Como ésta es restricción de un iso-
morfismo entonces es inyectiva. Sólo falta ver que está bien definida y que es
suprayectiva, es decir, que f ∗(mq) = mp.

Sea entonces f ∗(g/h) ∈ f ∗(mq). Sean g1/g2 = f ∗(g) = g ◦ f y h1/h2 =
f ∗(h) = h ◦ f , que son regulares en p al ser g y h polinomiales. Entonces
g2(p) 6= 0 6= h2(p). Además, como g/h ∈ mq entonces g(q) = g(f(p)) = 0 y
h(q) = h(f(p)) 6= 0, por lo que g1(p) = 0 y h1(p) 6= 0. Por lo tanto

f ∗(g/h) = (g1h2)/(g2h1) ∈ mp.



14 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS DE GEOMETRÍA ALGEBRAICA

Aśı, f ∗(mq) ⊆ mp.
Ahora sea F ∈ mp. Como f ∗ : C(W ) −→ C(V ) es, en particular, su-

prayectiva entonces existe g/h ∈ C(W ) tal que f ∗(g/h) = F . Veamos que
g/h ∈ mq. Sean g1/g2 = f ∗(g) = g ◦ f y h1/h2 = f ∗(h) = h ◦ f , que son
regulares en p al ser g y h polinomiales. Entonces g2(p) 6= 0 6= h2(p). Además,
como (g1h2)/(g2h1) = f ∗(g/h) = F ∈ mq entonces (g2h1)(p) = g2(p)h1(p) 6= 0
y (g1h2)(p) = g1(p)h2(p) = 0. Dado que g2(p) 6= 0 6= h2(p) tenemos que
h1(p) 6= 0 y g1(p) = 0, de donde

g(q) = g(f(p)) = g1(p)/g2(p) = 0 y h(q) = h(f(p)) = h1(p)/h2(p) 6= 0.

Por lo tanto g/h ∈ mq, demostrando aśı que f ∗(mq) = mp y que

f ∗ : mq −→ mp

es en efecto un isomorfismo, el cual induce el isomorfismo

f ∗ : mq/m2
q −→ mp/m2

p,

el cual a su vez induce el isomorfismo

f ∗
∨

: (mp/m2
p)
∨ −→ (mq/m2

q)
∨.

Corolario 1.2.12. Sean V y W son dos variedades afines irreducibles birra-
cionalmente equivalentes. Entonces dim(V ) = dim(W ).

Demostración. Sea f : V 99K W birracional. Entonces existen A ⊆ V y B ⊆
W abiertos de Zariski en V y en W , respectivamente, tales que f : A −→ B
es isomorfismo. Como Sing(V ) y Sing(W ) son cerrados y f manda abiertos de
A en abiertos de B (y por lo tanto abiertos en W ) entonces

A ∩ (V \ Sing(V )) 6= ∅

y

f(A ∩ (V \ Sing(V ))) ∩ (W \ Sing(W )) 6= ∅,
por lo que existe p ∈ V \Sing(V ) tal que f(p) ∈ W \Sing(W ). Entonces, como
TpV ∼= Tf(p)W por la proposición anterior, tenemos que

dim(V ) = dimC(TpV ) = dimC(Tf(p)W ) = dim(W ).
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La proposición 1.2.11 nos puede dar incluso una base del espacio tangente
en ciertos casos, como veremos a continuación.

Proposición 1.2.13. Si f : Cd 99K V ⊆ Cn es un morfismo birracional, con
f = (f1, . . . , fn) y f(p) = q, entonces

TqV = Span

((
∂f1

∂x1

(p), . . . ,
∂fn
∂x1

(p)

)
, . . . ,

(
∂f1

∂xd
(p), . . . ,

∂fn
∂xd

(p)

))
.

Demostración. Sean i : V ↪→ Cn la inclusión y F = i◦f : Cd 99K Cn. Tenemos
el diagrama conmutativo

Cd F //

f !!

Cn

V
?�
i

OO

el cual, gracias a la proposición 1.2.11, induce el diagrama conmutativo

(mp/m2
p)
∨ F ∗

∨
//

f∗
∨

∼=

&&

(mq/m2
q)
∨

(ηq/η
2
q )
∨

?�
i∗
∨

OO

donde mp, mq y ηq son los ideales maximales asociados a p ∈ Cd, q ∈ Cn y
q ∈ V en las localizaciones respectivas, es decir,

mp = {g/h ∈ C(x1, . . . , xd) | g(p) = 0, h(p) 6= 0},

mq = {g/h ∈ C(y1, . . . , yn) | g(q) = 0, h(q) 6= 0} y

ηq = {g/h ∈ C(V ) | g(q) = 0, h(q) 6= 0}.

Como {(x1 − p1) + m2
p, . . . , (xd − pd) + m2

p} es base de mp/m2
p y {(y1 −

q1) + m2
q, . . . , (yn − qn) + m2

q} es base de mq/m2
q, siendo p = (p1, . . . , pd) y

q = (q1, . . . , qn), entonces{
∂

∂(x1 − p1)

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂(xd − pd)

∣∣∣∣
p

}

=

{
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xd

∣∣∣∣
p

}
=: β
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y{
∂

∂(y1 − q1)

∣∣∣∣
q

, . . . ,
∂

∂(yn − qn)

∣∣∣∣
q

}

=

{
∂

∂y1

∣∣∣∣
q

, . . . ,
∂

∂yn

∣∣∣∣
q

}
=: γ

son bases de (mp/m2
p)
∨ y (mq/m2

q)
∨, respectivamente. Luego, como

F ∗
∨
(

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

◦ F ∗ =
n∑
i=1

[
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

◦ F ∗
(
(yi − qi) + m2

q

)] ∂

∂yi

∣∣∣∣
q

entonces la matriz
[
F ∗
∨
]γ
β

asociada a F ∗
∨

en las bases β y γ está dada por

[
F ∗
∨
]γ
β

=

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

◦ F ∗
(
(yi − qi) + m2

q

))
1≤i≤n
1≤j≤d

=

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

◦
(
(fi − qi) + m2

p

))
1≤i≤n
1≤j≤d

=

(
∂fi
∂xj

(p)

)
i,j

.

Finalmente, como (mp/m2
p)
∨ ∼= TpCd = Cd, (mq/m2

q)
∨ ∼= TqCn = Cn y

(ηq/η
2
q )
∨ ∼= TqV tenemos el diagrama conmutativo

Cd //

∼= !!

Cn

TqV
?�

OO

donde TqV ↪→ Cn es la inclusión y Cd −→ Cn está dado por
(
∂fi
∂xj

(p)
)
i,j

, por

lo que

TqV = Im

(
∂fi
∂xj

(p)

)
i,j

= Span

((
∂f1

∂x1

(p), . . . ,
∂fn
∂x1

(p)

)
, . . . ,

(
∂f1

∂xd
(p), . . . ,

∂fn
∂xd

(p)

))
como queŕıamos demostrar.
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1.3. Grassmanniana como variedad proyectiva

Esta sección tiene como finalidad ver al conjunto de subespacios vecto-
riales de dimensión d en Cn (llamado Grassmanniana) dentro de un espacio
proyectivo de forma que éste sea una variedad proyectiva. Esto nos servirá más
adelante para ver a los espacios tangente a una variedad af́ın como puntos en
un espacio proyectivo. Para esta sección nos basaremos en el art́ıculo [KLS].

Definición 1.3.1. Sean d, n ∈ N con d ≤ n. Llamaremos Grassmanniana
de d-subespacios en Cn al conjunto de subespacios vectoriales d-dimensionales
de Cn y lo denotaremos como G(d, n). Es decir,

G(d, n) := {W ≤ Cn | dimC(W ) = d}.

El objetivo de esta sección es dar una función biyectiva de G(d, n) a una
variedad proyectiva. Enseguida definiremos esa variedad proyectiva.

1.3.1. Una variedad proyectiva particular

Sea

N :=

(
n
d

)
− 1.

Denotemos por [n]d al conjunto {1, . . . , n}d y j1 · · · jd := (j1, . . . , jd) a sus ele-
mentos. Con esta notación escribimos las coordenadas de los puntos de PN
como x = [· · · : xj1···jd : · · · ] con 1 ≤ j1 < · · · < jd ≤ n ordenadas con el orden
lexicográfico.

Dado x ∈ PN , definimos la función

px : [n]d −→ C

como sigue:

1) px(j1 · · · jd) = 0 si jα = jβ para algunas α, β ∈ [n], α 6= β.

2) px(j1 · · · jd) = xj1···jd si 1 ≤ j1 < · · · < jd ≤ n.

3) Definimos el valor de px en una sucesión no necesariamente ordenada utili-
zando la siguiente regla: px(j1 · · · jd) = −px(j1 · · · jβ−1jβ+1jβjβ+2 · · · jd) para
toda β ∈ {1, . . . , d− 1}; es decir, cambiar dos elementos consecutivos de la
sucesión equivale a cambiar de signo.
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Entonces los valores que puede tomar px son cero o ± el valor en alguna
coordenada de x. Aśı, cada x ∈ PN es de la forma

x = [· · · : px(j1 · · · jd) : · · · ]

con 1 ≤ j1 < · · · < jd ≤ n.
Ahora, para cada par de sucesiones j1 · · · jd−1 ∈ [n]d−1 y k1 · · · kd+1 ∈ [n]d+1,

definimos la ecuación homogénea (de grado 2)

d+1∑
λ=1

(−1)λpx(j1 · · · jd−1kλ)px(k1 · · · ǩλ · · · kd+1) = 0, (1.1)

donde ǩλ significa que eliminamos ese elemento de la sucesión. Sea G ⊆ PN la
variedad proyectiva definida por estas ecuaciones.

Ejemplo 1.3.2. Para d = 2, n = 4, j1 = (1) y k1k2k3 = (2, 3, 4) y siendo
x12 = a, x13 = b, x14 = c, x23 = d, x24 = e y x34 = f las coordenadas de P5,
la ecuación (1.1) es

−af + be− cd = 0.

El punto x = [0 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1] ∈ P5 cumple con esta ecuación.

Ya dijimos que las coordenadas de x ∈ PN están dadas por los valores que
toma la función px en las sucesiones 1 ≤ j1 < · · · < jd ≤ n. Más adelante
necesitaremos la siguiente propiedad de los puntos de G.

Lema 1.3.3. Para cada x ∈ G existe una sucesión 1 ≤ k1 < · · · < kd ≤ n tal
que px depende de las sucesiones con un término distinto a ésta.

Demostración. Sea x = [· · · : px(j1 · · · jd) : · · · ] ∈ G. En particular x ∈ PN ,
por lo que existe 1 ≤ k1 < · · · < kd ≤ n tal que px(k1 · · · kd) 6= 0. Dado
que estamos en un espacio proyectivo podemos suponer que px(k1 · · · kd) = 1.
Demostraremos que la función px está determinada por los valores que toma
en las sucesiones de la forma k1 · · · ǩλ · · · kdjα, es decir, que tienen un término
distinto a la sucesión k1 · · · kd.

Empecemos considerando una sucesión j1 · · · jd con exactamente m ≥ 1
términos distintos a k1 · · · kd y sea jβ uno de esos m términos distintos. De
la ecuación (1.1) correspondiente a las sucesiones j1 · · · ǰβ · · · jd y k1 · · · kdjβ
separamos el último sumando para obtener:

d∑
λ=1

(−1)λpx(j1 · · · ǰβ · · · jdkλ)px(k1 · · · ǩλ · · · kdjβ)
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= (−1)dpx(j1 · · · ǰβ · · · jdjβ)px(k1 · · · kd) = (−1)dpx(j1 · · · ǰβ · · · jdjβ).

Analicemos la suma de la izquierda de la igualdad. Si kλ ∈ {j1, . . . , jd} tenemos
que px(j1 · · · ǰβ · · · jdkλ) = 0. Si kλ /∈ {j1, . . . , jd} tenemos que j1 · · · ǰβ · · · jdkλ
es una sucesión con exactamente m− 1 términos distintos a k1 · · · kd. Además
k1 · · · ǩλ · · · kdjβ es una sucesión con exactamente un término distinto a k1 · · · kd.
De esta forma, acabamos de escribir a px(j1 · · · ǰβ · · · jdjβ) a partir de sucesio-
nes con exactamente m − 1 términos distintos a k1 · · · kd y de sucesiones con
exactamente un término distinto a k1 · · · kd.

Podemos hacer algo similar con cada sucesión con m−1 términos distintos
a k1 · · · kd y escribirlos a partir de valores de sucesiones con exactamente m−
2 términos distintos a k1 · · · kd y de sucesiones con exactamente un término
distinto a k1 · · · kd.

Iterando este procedimiento y haciendo las sustituciones correspondientes
concluimos que px está totalmente determinado por los valores que toma en
las sucesiones con exactamente un término distinto a k1 · · · kd.

1.3.2. Morfismo de Plücker

Sea W ∈ G(d, n) y p1, . . . , pd ∈ Cn una base para W . Llamemos pi(j) a la
j-ésima entrada de pi y para cada j1 · · · jd ∈ [n]d definamos p(j1 · · · jd) como
el determinante de la matriz (pi(jβ))i,β∈[d]. Dado que p1, . . . , pd ∈ Cn es base
de W , entonces existe un menor d × d de la matriz (pi(j))i,j que no es cero,
es decir, existe una sucesión 1 ≤ j1 < · · · < jd ≤ n tal que p(j1 · · · jd) 6= 0.
Tenemos entonces un punto en PN dado por

xW := [· · · : p(j1 · · · jd) : · · · ]

con 1 ≤ j1 < · · · < jd ≤ n.

Definición 1.3.4. A las coordenadas del punto xW le llamaremos coordena-
das de Plücker y a la función

F : G(d, n) −→ PN

W 7−→ xW

le llamaremos el morfismo de Plücker .

Notamos que xW no depende de la base elegida (es decir, F está bien
definido), pues si q1, . . . , qd ∈ Cn es otra base para W entonces q(j1 · · · jd) =
det(Q)p(j1 · · · jd) para cada sucesión 1 ≤ j1 < · · · < jd ≤ n, donde Q ∈
Md×d(C) es la matriz de cambio de base.
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Ejemplo 1.3.5. Sea W = Span((1, 2, 3, 4), (i+1, i+2, i+3, i+4)) ∈ G(2, 4).
Entonces:

p(1, 2) = det

(
1 2

i+ 1 i+ 2

)
= −i

p(1, 3) = det

(
1 3

i+ 1 i+ 3

)
= −2i

p(1, 4) = det

(
1 4

i+ 1 i+ 4

)
= −3i

p(2, 3) = det

(
2 3

i+ 2 i+ 3

)
= −i

p(2, 4) = det

(
2 4

i+ 2 i+ 4

)
= −2i

p(3, 4) = det

(
3 4

i+ 3 i+ 4

)
= −i,

por lo que
xW = [−i : −2i : −3i : −i : −2i : −i] ∈ P5.

Observación 1.3.6. Es importante notar que si W ∈ G(d, n) y p1, . . . , pd
es una base para W entonces p(j1 · · · jd) cumple 1), 2) y 3) de la definición
de pxW , por lo que pxW (j1 · · · jd) = p(j1 · · · jd) para cada j1 · · · jd ∈ [n]d. Esto
justifica además la similitud de las notaciones px y p.

Veamos ahora que el morfismo de Plücker nos da una biyección entre
G(d, n) y G. Probaremos esto por partes.

Lema 1.3.7. F (G(d, n)) ⊆ G.

Demostración. Sea W ∈ G(d, n). Demostremos que xW ∈ G, es decir, que
xW cumple con las ecuaciones (1.1). Sean j1 · · · jd−1 y k1 · · · kd+1 sucesiones.
Usando la observación 1.3.6, tenemos que

d+1∑
λ=1

(−1)λpxW (j1 · · · jd−1kλ)pxW (k1 · · · ǩλ · · · kd+1)

=
d+1∑
λ=1

(−1)λ

∣∣∣∣∣∣∣
...

...
...

pi(j1) · · · pi(jd−1) pi(kλ)
...

...
...

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
· · · p̌1(kλ) · · ·

...
· · · p̌d(kλ) · · ·

∣∣∣∣∣∣∣
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y expandiendo el primer determinante a partir de la última columna obtenemos

=
d+1∑
λ=1

(−1)λ

 d∑
i=1

(−1)d+i

∣∣∣∣∣∣∣
...

...
p̌i(j1) · · · p̌i(jd−1)

...
...

∣∣∣∣∣∣∣ pi(kλ)

∣∣∣∣∣∣∣
· · · p̌1(kλ) · · ·

...
· · · p̌d(kλ) · · ·

∣∣∣∣∣∣∣
.

Reacomodando los términos y regresando al determinante de una matriz

=
d∑
i=1

(−1)d+i

∣∣∣∣∣∣∣
...

...
p̌i(j1) · · · p̌i(jd−1)

...
...

∣∣∣∣∣∣∣
d+1∑
λ=1

(−1)λpi(kλ)

∣∣∣∣∣∣∣
· · · p̌1(kλ) · · ·

...
· · · p̌d(kλ) · · ·

∣∣∣∣∣∣∣


=
d∑
i=1

(−1)d+i

∣∣∣∣∣∣∣
...

...
p̌i(j1) · · · p̌i(jd−1)

...
...

∣∣∣∣∣∣∣ (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · pi(kλ) · · ·
· · · p1(kλ) · · ·

...
· · · pd(kλ) · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y como esta última matriz tiene un renglón repetido, finalmente tenemos

=
d∑
i=1

(−1)d+i

∣∣∣∣∣∣∣
...

...
p̌i(j1) · · · p̌i(jd−1)

...
...

∣∣∣∣∣∣∣ (0) = 0.

Entonces xW ∈ G, por lo que F (G(d, n)) ⊆ G.

Lema 1.3.8. F (G(d, n)) = G.

Demostración. Sea x = [· · · : px(j1 · · · jd) : · · · ] ∈ G y sea k1 · · · kd ∈ [n]d

la sucesión dada en el lema 1.3.3 y de nuevo, sin pérdida de generalidad,
px(k1 · · · kd) = 1. Daremos un subespacio vectorial d-dimensional cuyas coor-
denadas de Plücker sean las coordenadas de x. Para esto, definamos para cada
i = 1, . . . , d y cada j = 1, . . . , n

pi(j) := px(k1 · · · ki−1jki+1 · · · kd).

Por ejemplo, para k1k2k3 = (1, 2, 3) ∈ [5]3 tenemos

p1(1) = px(1, 2, 3) = x123, p1(2) = px(2, 2, 3) = 0, p1(3) = px(3, 2, 3) = 0,

p1(4) = px(4, 2, 3) = −px(2, 4, 3) = −(−px(2, 3, 4)) = px(2, 3, 4) = x234 y
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p1(5) = px(5, 2, 3) = −px(2, 5, 3) = −(−px(2, 3, 5)) = px(2, 3, 5) = x235.

Los d vectores pi := (pi(1), . . . , pi(n)) (en el ejemplo anterior se tiene
que p1 = (x123, 0, 0, x234, x235)) son linealmente independientes puesto que
la matriz (pi(kβ))i,β es la matriz identidad (si i 6= β entonces pi(kβ) = 0
pues kβ aparece dos veces en la sucesión k1 · · · ki−1kβki+1 · · · kd, mientras que
pβ(kβ) = px(k1 · · · kd) = 1). Definamos W := Span(p1, . . . , pd) ∈ G(d, n).

Fijemos λ ∈ [d]. Sea j1 · · · jd una sucesión tal que jβ = kβ si β 6= λ. Dado
que la matriz (pi(kβ))i,β es la matriz identidad, entonces la matriz (pi(jβ))i,β
coincide con la matriz identidad en todas las columnas excepto, posiblemente,
en la λ-ésima, cuya entrada en el i-ésimo renglón es pi(jλ). Entonces

p(j1 · · · jd) = det((pi(jβ))i,β) = pλ(jλ)

= px(k1 · · · kλ−1jλkλ+1 · · · kd) = px(j1 · · · jd).

Además, como xW también satisface las ecuaciones (1.1) (por el lema 1.3.7),
entonces el lema 1.3.3 nos dice que pxW = p está totalmente determinado por
los valores que toma en las sucesiones con exactamente un término distinto a
k1 · · · kd (nótese que p(k1 · · · kd) = det((pi(kβ))i,β) = 1, ya que (pi(kβ))i,β es la
matriz identidad). Como p y px son iguales en las sucesiones con exactamente
un término distinto a k1 · · · kd entonces p = px, por lo que

xW = [· · · : p(j1 · · · jd) : · · · ] = [· · · : px(j1 · · · jd) : · · · ] = x

y por lo tanto F (G(d, n)) = G.

Por último:

Lema 1.3.9. El morfismo de Plücker es inyectivo.

Demostración. Sea x ∈ G y sea W ∈ G(d, n) como lo tomamos en el lema
anterior.

Si W ′ ∈ G(d, n) es tal que xW ′ = x = xW , entonces podemos tomar
q1, . . . , qd ∈ W ′ una base para W ′ tal que (qi(kβ))i,β sea la matriz identidad
(q(k1 · · · kd) 6= 0 pues xW ′ = xW , por lo que la matriz (qi(kβ))i,β es invertible) y
entonces xW ′ = xW implica que q(j1 · · · jd) = p(j1 · · · jd) para cada sucesión 1 ≤
j1 < · · · < jd ≤ n. Esto último también implica que q(j1 · · · jd) = p(j1 · · · jd)
para todo elemento de [n]d, en particular para las sucesiones j1 · · · jd tales que
jβ = kβ si β 6= λ y jλ = j, con λ = 1, . . . , d y j = 1, . . . , n; además, las matrices
(qi(jβ))i,β y (pi(jβ))i,β coinciden con la matriz identidad en todas las columnas
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excepto en la λ-ésima, cuya entrada en el i-ésimo renglón es qi(jλ) = qi(j) y
pi(jλ) = pi(j), respectivamente. Por lo tanto

qλ(j) = det((qi(jβ))i,β) = q(j1 · · · jd)

= p(j1 · · · jd) = det((pi(jβ))i,β) = pλ(j).

Por consecuente, pi = (pi(1), . . . , pi(n)) = (qi(1), . . . , qi(n)) = qi para cada
i = 1, . . . , d, de donde W = W ′.

Hemos demostrado entonces el siguiente teorema:

Teorema 1.3.10. El morfismo de Plücker es una función biyectiva entre
G(d, n) y la variedad proyectiva G.

Ahora podremos decir que G(d, n) es una variedad proyectiva, tomando la
biyección dada por el morfismo de Plücker.

1.4. Producto de variedades cuasi-proyectivas

Más adelante trabajaremos con el producto cartesiano de variedades afines
y proyectivas, por lo que tendremos que generalizar el concepto de variedad de
forma que abarque las variedades afines y las variedades proyectivas. Además
tendremos que ver al producto de estas variedades como otra variedad. Eso es
lo que estudiaremos en esta sección, basándonos en [SHF, caps. 4 y 5].

Definición 1.4.1. Una variedad cuasi-proyectiva es un abierto de Zariski
de una variedad proyectiva.

Por definición toda variedad proyectiva es una variedad cuasi-proyectiva.
Para ver que una variedad af́ın es una variedad cuasi-proyectiva sólo es nece-
sario recordar que si V ⊆ Cn es una variedad af́ın y V̂ ⊆ Pn es su cerradura
proyectiva entonces

V = V̂ ∩ An
0 .

Como An
0 es abierto en Pn entonces V es abierto en V̂ , por lo que V es una

variedad cuasi-proyectiva. Además, cada abierto Cn \ V en Cn también es

abierto en Pn ya que Pn \ V̂ y An
0 son abiertos en Pn y Cn \V = (Pn \ V̂ )∩An

0 .
En general, a toda variedad cuasi-proyectiva la podemos escribir como X \

Y , donde X y Y son variedades proyectivas. Una subvariedad cuasi-proyectiva
Y de una variedad cuasi-proyectiva X es un subconjunto que es en śı una
variedad cuasi-proyectiva, o equivalentemente, Y = Z \ Z ′ donde Z,Z ′ ⊆ X
son subconjuntos cerrados de X.
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Definición 1.4.2. Sean X y Y dos variedades cuasi-proyectivas con cerraduras
de Zariski X y Y , respectivamente.

i) Un morfismo entre variedades cuasi-proyectivas f : X −→ Y es una
función racional f : X 99K Y tal que X ⊆ dom(f) y f(dom(f)) ⊆ Y .

ii) Un morfismo entre variedades cuasi-proyectivas f : X −→ Y es un iso-
morfismo si existe un morfismo g : Y −→ X con fg = IdY y gf = IdX .

Ejemplo 1.4.3. El conjunto (C \ {0})n = Cn \V(x1 · · ·xn) es un abierto en
Cn y V(x1y1− 1, . . . , xnyn− 1) es una variedad af́ın en C2n, por lo que ambos
son variedades cuasi-proyectivas. Además, tenemos los morfismos

π : V(x1y1 − 1, . . . , xnyn − 1) −→ (C \ {0})n

(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) 7−→ (a1, . . . , an)

y

π−1 : (C \ {0})n −→ V(x1y1 − 1, . . . , xnyn − 1)

(a1, . . . , an) 7−→ (a1, . . . , an, 1/a1, . . . , 1/an)

que son inversos el uno del otro. Entonces (C\{0})n y V(x1y1−1, . . . , xnyn−1)
son variedades cuasi-proyectivas isomorfas.

Ahora seguiremos con el estudio del producto de variedades cuasi-proyectivas.
Sabemos que el producto de dos variedades afines es una variedad af́ın. Que-
remos que esta propiedad se preserve si vemos a las variedades afines como
variedades cuasi-proyectivas. Lo que haremos entonces es dar una función in-
yectiva ϕ : Pn× Pm ↪→ PN , donde N = (n+ 1)(m+ 1)− 1 y su imagen es una
variedad proyectiva. Para definir esta función, diremos que las coordenadas
homogéneas de PN son wij con i = 0, . . . , n y j = 0, . . . ,m y las ordenamos
con el orden lexicográfico de manera creciente.

Definición 1.4.4. A la función ϕ : Pn × Pm −→ PN definida como

ϕ([u0 : · · · : un], [v0 : · · · : vm]) := [u0v0 : · · · : uivj : · · · : unvm]

le llamaremos el morfismo de Segre .

Esta función está bien definida pues si uk, vl 6= 0 entonces ukvl 6= 0 y si
α, β ∈ C entonces

ϕ([αu0 : · · · : αun], [βv0 : · · · : βvm]) = [(αβ)u0v0 : · · · : (αβ)uivj : · · · : (αβ)unvm]

= [u0v0 : · · · : uivj : · · · : unvm] = ϕ([u0 : · · · : un], [v0 : · · · : vm]).
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Proposición 1.4.5. ϕ es inyectiva y su imagen es una variedad proyectiva.

Demostración. Probaremos primero que ϕ(Pn × Pm) es una variedad proyec-
tiva. Sea entonces W ⊆ PN la variedad proyectiva definida por las ecuaciones
homogéneas (de grado 2)

wijwkl − wilwkj = 0 con 0 ≤ i, k ≤ n y 0 ≤ j, l ≤ m.

Sean [u0 : · · · : un] ∈ Pn y [v0 : · · · : vm] ∈ Pm. Entonces

(uivj)(ukvl) = uivjukvl = (uivl)(ukvj),

por lo que
(uivj)(ukvl)− (uivl)(ukvj) = 0

y aśı ϕ([u0 : · · · : un], [v0 : · · · : vm]) ∈ W . Por lo tanto ϕ(Pn × Pm) ⊆ W .
Ahora sea [w00 : · · · : wij : · · · : wnm] ∈ W . En particular [w00 : · · · :

wij : · · · : wnm] ∈ PN por lo que existen 0 ≤ k ≤ n y 0 ≤ l ≤ m tales que
wkl 6= 0. Sin pérdida de generalidad wkl = 1. Definimos para cada 0 ≤ i ≤ n y
0 ≤ j ≤ m

ui := wil y vj := wkj.

Nótese que [u0 : · · · : un] ∈ Pn y [v0 : · · · : vm] ∈ Pm puesto que uk = vl =
wkl = 1 6= 0. Además, como [w00 : · · · : wij : · · · : wnm] ∈ W entonces para
cada 0 ≤ i ≤ n y 0 ≤ j ≤ m se tiene que

wij = wijwkl = wilwkj = uivj,

de donde

ϕ([u0 : · · · : un], [v0 : · · · : vm]) = [w00 : · · · : wij : · · · : wnm].

Esto termina de demostrar que ϕ(Pn × Pm) = W .
Ahora mostramos que ϕ es inyectiva. Para esto, tomemos ui y vj definidos

como arriba. Si [u′0 : · · · : u′n] ∈ Pn y [v′0 : · · · : v′m] ∈ Pm son tales que

ϕ([u′0 : · · · : u′n], [v′0 : · · · : v′m]) = [w00 : · · · : wij : · · · : wnm]

entonces u′kv
′
l = wkl 6= 0 por lo que u′k, v

′
l 6= 0. Sin pérdida de generalidad

u′k = v′l = 1. Entonces para cada 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m se tiene que

u′i = u′iv
′
l = wil = ui y v′j = u′kv

′
j = wkj = vj

por lo que [u′0 : · · · : u′n] = [u0 : · · · : un] y [v′0 : · · · : v′m] = [v0 : · · · : vm]. Por lo
tanto ϕ es inyectiva.
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Ejemplo 1.4.6. Tomemos el morfismo de Segre

ϕ : P1 × P1 −→ P3

([x : y], [u : v]) 7−→ [xu : xv : yu : yv].

Siendo w00 = a, w01 = b, w10 = c y w11 = d las coordenadas de P3, las
ecuaciones que definen a W son

aa− aa = 0, ab− ba = 0, ac− ac = 0, ad− bc = 0, ba− ab = 0, bb− bb = 0,

bc− ad = 0, bd− bd = 0, ca− ca = 0, cb− da = 0, cc− cc = 0, cd− dc = 0,

da− cb = 0, db− db = 0, dc− cd = 0 y dd− dd = 0.

Por lo tanto

P1 × P1 ∼ W = {[a : b : c : d] ∈ P3 | ad− bc = 0}.

Con el morfismo de Segre podemos ahora mostrar que el producto de varie-
dades cuasi-proyectivas es una variedad cuasi-proyectiva. Para eso necesitamos
el siguiente lema.

Lema 1.4.7. Sea X un espacio topológico y {Uα}α∈Λ una cubierta abierta de
X. Entonces Y ⊆ X es cerrado en X si y sólo si Y ∩Uα es cerrado en Uα para
cada α ∈ Λ.

Demostración. Una implicación se sigue de la definición de topoloǵıa relativa
en Uα. Para la segunda implicación sean Tα ⊆ X cerrados tales que Y ∩ Uα =
Tα ∩ Uα, que existen pues Y ∩ Uα es cerrado en Uα. Además, como Uα son
abiertos en X entonces Zα := X \ Uα son cerrados en X. Para ver que Y es
cerrado en X demostraremos que

Y =
⋂
α∈Λ

(Zα ∪ Tα).

Sea entonces y ∈ Y . Si y ∈ Uα entonces y ∈ Y ∩Uα = Tα ∩Uα ⊆ Tα. Si y /∈ Uα
entonces y ∈ X \Uα = Zα. Por lo tanto y ∈ Zα∪Tα para toda α ∈ Λ y tenemos
aśı la primera contención.

Luego, sea y ∈
⋂
α∈Λ(Zα∪Tα). Como {Uα}α∈Λ es una cubierta abierta de X

entonces y ∈ Uβ para alguna β ∈ Λ, es decir, y /∈ Zβ. Por otro lado, y ∈ Zβ∪Tβ,
lo que implica que y ∈ Tβ. Concluimos que y ∈ Tβ ∩ Uβ = Y ∩ Uβ ⊆ Y .

Proposición 1.4.8. La imagen del morfismo de Segre del producto de varie-
dades cuasi-proyectivas es una variedad cuasi-proyectiva.
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Demostración. Primero notemos que es suficiente demostrar que el morfismo
de Segre manda productos de variedades proyectivas en variedades proyectivas.
En efecto, si X1\X2 y Y1\Y2 son variedades cuasi-proyectivas, con X1, X2 ⊆ Pn
y Y1, Y2 ⊆ Pm variedades proyectivas, entonces

(X1 \X2)× (Y1 \ Y2) = X1 × Y1 \ ((X1 × Y2) ∪ (X2 × Y1))

y aśı

ϕ((X1 \X2)× (Y1 \ Y2)) = ϕ(X1 × Y1 \ ((X1 × Y2) ∪ (X2 × Y1)))

= ϕ(X1 × Y1) \ (ϕ(X1 × Y2) ∪ ϕ(X2 × Y1)).

De esta forma, si ϕ(X1×Y1), ϕ(X1×Y2) y ϕ(X2×Y1) son variedades proyectivas
entonces ϕ((X1 \X2)× (Y1 \ Y2)) es una variedad cuasi-proyectiva.

Antes de demostrar que la imagen de productos de variedades proyectivas
son variedades proyectivas, notemos que ϕ(An

0 × Am
0 ) = W ∩ AN

00, donde W
es de nuevo la imagen del morfismo de Segre. Esto pues u0, v0 6= 0 si y sólo si
u0v0 6= 0, es decir, u = [u0 : · · · : un] ∈ An

0 y v = [v0 : · · · : vm] ∈ Am
0 si y sólo si

ϕ(u, v) = [u0v0 : · · · : uivj : · · · : unvm] ∈ AN
00.

Luego, tenemos el isomorfismo de variedades cuasi-proyectivas (W ∩ AN
00 es

abierto en la variedad proyectiva W )

π : W ∩ AN
00 −→ Cn+m

ϕ(u, v) 7−→ (u1, . . . , un, v1, . . . , vm)

con inversa
π−1 : Cn+m −→ W ∩ AN

00

(u1, . . . , un, v1, . . . , vm) 7−→ [u0v0 : · · · : uivj : · · · : unvm]

definiendo u0 = v0 = 1. Para demostrar que ϕ(An
k × Am

l ) = W ∩ AN
kl
∼= Cn+m

para 0 ≤ k ≤ n y 0 ≤ l ≤ m se procede de manera análoga. De esta forma
tenemos que, salvo isomorfismo,

ϕ : Cn × Cm −→ Cn+m

((u1, . . . , un), (v1, . . . , vm)) 7−→ (u1, . . . , un, v1, . . . , vm);

es decir, el producto de variedades afines como variedades cuasi-proyectivas
según el morfismo de Segre coincide (salvo isomorfismo) con el producto car-
tesiano de variedades afines, el cual sabemos que es variedad af́ın.
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Por último, si X ⊆ Pn y Y ⊆ Pm son variedades proyectivas entonces
X ∩ An

i y Y ∩ Am
j son variedades afines. Por lo tanto para cada 0 ≤ i ≤ n y

0 ≤ j ≤ m tenemos que

ϕ(X × Y ) ∩ (W ∩ AN
ij ) = ϕ(X × Y ) ∩ ϕ(An

i × Am
j )

= ϕ((X × Y ) ∩ (An
i × Am

j )) = ϕ((X ∩ An
i )× (Y ∩ Am

j ))

es una variedad af́ın y gracias al lema 1.4.7 podemos concluir que

ϕ(X × Y ) =
⋃
i,j

(
ϕ(X × Y ) ∩ (W ∩ AN

ij )
)

es una variedad proyectiva, como queŕıamos demostrar.



Caṕıtulo 2

Introducción a las Variedades
Tóricas Afines

Este caṕıtulo tiene como finalidad introducirnos en el mundo de las varie-
dades tóricas afines, basándonos en [CLS, secs. 1.1, 1.3].

2.1. Toros algebraicos

En esta sección se verán algunas definiciones y proposiciones básicas acerca
de toros algebraicos, pero como el propósito de esta tesis no es adentrarnos en el
tema de grupos algebraicos, se dejarán las referencias hacia las demostraciones
de los resultados dados en esta sección.

Definición 2.1.1. Para cada n ∈ Z+ definimos (C∗)n := (C \ {0})n. Éste
tiene estructura de grupo dada por el producto por entradas y es isomorfo (ver
ejemplo 1.4.3) a la variedad af́ın

n⋂
i=1

V(xiyi − 1) ⊆ C2n.

Definición 2.1.2. Un toro T es una variedad af́ın isomorfa a (C∗)n para
alguna n, tal que hereda la estructura de grupo bajo el isomorfismo.

Definición 2.1.3. Dado un toro T , definimos un caracter de T como un
morfismo χ : T −→ C∗ que es también un homomorfismo de grupos.

Proposición 2.1.4. El conjunto M de todos los caracteres de (C∗)n es un
grupo isomorfo a Zn, definiendo para cada m = (a1, . . . , an) ∈ Zn el carac-
ter χm(t1, . . . , tn) = ta11 · · · tann y la operación dada por χm1 · χm2 := χm1+m2.

29
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En particular, una base para M es {χe1 , . . . , χen}, a la cual llamaremos base
canónica, donde e1, . . . , en denota la base canónica de Zn.

Demostración. Ver [HMP, sec. 16.2., Lemma A y Lemma B].

En general, si K es un campo, dados α = (a1, . . . , an) ∈ Zn y t = (t1, . . . , tn)
∈ Kn definiremos tα := ta11 · · · tann . De igual forma, en K[x1, . . . , xn], dado
α = (a1, . . . , an) ∈ Nn definiremos el monomio xα := xa11 · · ·xann . Entonces,
refiriéndonos la proposición 2.1.4, el caracter χm : (C∗)n −→ C∗ se denota
como χm(t) = tm.

Fijemos un isomorfismo ϕ : (C∗)n −→ T dado por la definición 2.1.2 y sean
χ un caracter de T y χ′ un caracter de (C∗)n. Entonces χϕ es un caracter de
(C∗)n y χ′ϕ−1 es un caracter de T . Dado que estas asociaciones abren el pro-
ducto de caracteres, tenemos un isomorfismo entre el conjunto de caracteres
de (C∗)n y el de T . De esta forma, gracias a la proposición 2.1.4, veremos a los
caracteres de T como χm con m ∈ Zn, y hablaremos del grupo de caracteres
de T , M = {χm | m ∈ Zn}.

Proposición 2.1.5.

(a) Sean T1 y T2 toros y sea Φ : T1 −→ T2 un morfismo que es un homomor-
fismo de grupos. Entonces Φ(T1) es un toro y es cerrado en T2.

(b) Sea T un toro y H ⊆ T una subvariedad irreducible de T que es un sub-
grupo. Entonces H es un toro.

Demostración. Ver [HMP, cap. 16.].

Proposición 2.1.6. Supongamos que un toro T ∼= (C∗)n actúa linealmente en
W , siendo W un C-espacio vectorial de dimensión finita. Definimos para cada
m ∈ Zn el subespacio Wm = {w ∈ W | t · w = χm(t)w ∀t ∈ T}. Entonces

W =
⊕
m∈Zn

Wm.

Demostración. Ver [SPG, Theorem 3.2.3.].
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2.2. Variedades tóricas afines

En esta sección nos familiarizaremos con los objetos de estudio de esta tesis:
las variedades tóricas afines. Veremos las distintas formas en que podemos
definirlas, dándonos aśı herramientas para trabajar sobre ellas. En particular,
tendremos una una forma combinatoria de estudiarlas, la cual nos interesará
mas adelante.

Definición 2.2.1. Una variedad tórica af́ın es una variedad af́ın irreducible
V que contiene un toro T ∼= (C∗)n como abierto de Zariski tal que la acción
de T sobre śı mismo se extiende a una acción algebraica de T en V (acción
algebraica se refiere a una acción T × V −→ V dada por un morfismo).

Ejemplo 2.2.2. (C∗)n es una variedad af́ın irreducible que se tiene a śı mismo
como abierto de Zariski, y la acción sobre śı mismo no necesita extenderse.

Ejemplo 2.2.3. Cn es una variedad af́ın irreducible que tiene a (C∗)n = Cn \
V(x1 · · ·xn) como abierto de Zariski, donde la acción de (C∗)n sobre śı mismo
es el producto por entradas y se extiende trivialmente a Cn como

(C∗)n × Cn −→ Cn

(t1, . . . , tn) · (x1, . . . , xn) 7−→ (t1x1, . . . , tnxn).

Ejemplo 2.2.4. La cúspide C = V(x3− y2) ⊆ C2 es irreducible puesto que el
polinomio x3−y2 ∈ C[x, y] es irreducible. Tomemos el abierto T := C \{(0, 0)}
y el morfismo

C∗ −→ T

t 7−→ (t2, t3).

Este morfismo está bien definido pues (t2)3 − (t3)2 = t6 − t6 = 0 y t 6= 0, por
lo que (t2, t3) ∈ T . Además, este morfismo y el morfismo

T −→ C∗

(a, b) 7−→ b/a

son inversos uno del otro. De esta forma tenemos un isomorfismo C∗ ∼= T de
donde T obtiene una estructura de grupo definida por

T × T −→ C∗ × C∗ −→ C∗ −→ T

(a, b) · (c, d) 7−→ (b/a) · (d/c) 7−→ (bd)/(ac) 7−→ ((bd)2/(ac)2, (bd)3/(ac)3)
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= ((ac)3/(ac)2, (bd)3/(bd)2) = (ac, bd),

que es exactamente el producto por entradas (después veremos que ésta es
siempre la operación del toro de una variedad tórica af́ın). La acción se extiende
a todo C como el producto por entradas.

Ejemplo 2.2.5. La variedad af́ın C ′ = V(xy − z) ⊆ C3 es irreducible pues el
polinomio xy−z ∈ C[x, y, z] es irreducible. Tomemos el abierto T ′ := C ′∩(C∗)3

y el morfismo
(C∗)2 −→ T ′

(t1, t2) 7−→ (t1, t2, t1t2).

Este morfismo está bien definido pues (t1)(t2) − t1t2 = 0 y t1, t2 6= 0, por lo
que (t1, t2, t1t2) ∈ T ′. Además, este morfismo y el morfismo

T ′ −→ (C∗)2

(a, b, c) 7−→ (a, b)

son inversos uno del otro. De esta forma tenemos un isomorfismo (C∗)2 ∼= T ′

de donde T ′ obtiene una estructura de grupo definida por

T ′ × T ′ −→ C∗ × C∗ −→ C∗ −→ T ′

(a, b, ab) · (d, e, de) 7−→ (a, b) · (d, e) 7−→ (ad, be) 7−→ (ad, be, (ab)(de)),

que es exactamente el producto por entradas. La acción se extiende a todo C ′

como el producto por entradas.

Como en este trabajo hablaremos sólo de variedades tóricas afines, de ahora
en adelante las llamaremos simplemente variedades tóricas.

2.2.1. Puntos en una ret́ıcula

Antes dijimos que nos interesará tener una caracterización de las variedades
tóricas en términos combinatorios. Esta caracterización empezará en esta sub-
sección, viendo que a un número finito de puntos en Zn se le puede asociar una
variedad tórica (más adelante demostraremos que todas las variedades tóricas
pueden definirse de esta manera). Para esto, recordaremos algunas definiciones
de grupos que usaremos de ahora en adelante.

Definición 2.2.6. Sea (G, ∗) un grupo abeliano y A ⊆ G no vaćıo. Denotando
a N como el conjunto de enteros no negativos:
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(a) Se define el subgrupo generado por A como

ZA := {an1
1 ∗ an2

2 ∗ · · · ∗ a
nk
k | k ∈ Z+, ai ∈ A, ni ∈ Z}.

(b) Se define el semigrupo generado por A como

NA := {an1
1 ∗ an2

2 ∗ · · · ∗ a
nk
k | k ∈ Z+, ai ∈ A, ni ∈ N}.

En el caso en que A = {a}, se denotaran Za := ZA y Na := NA.

Definición 2.2.7. Una ret́ıcula es un grupo abeliano libre de rango finito.
Por ejemplo, un toro T tiene asociada una ret́ıcula de caracteres M .

Dado (C∗)n con ret́ıcula de caracteres M , consideramos un subconjunto
finito A = {χm1 , . . . , χms} ⊆M . Definimos el morfismo monomial:

ΦA : (C∗)n −→ Cs (2.1)

dado por

ΦA (t) = (χm1(t), . . . , χms(t)).

Definición 2.2.8. Se define la variedad af́ın YA como la cerradura de Zariski
de ΦA ((C∗)n).

Ahora tenemos las definiciones suficientes para ver el resultado del que
hablamos al inicio de la subsección, el cual será la base para las otras caracte-
rizaciones de las variedades tóricas.

Proposición 2.2.9. YA es una variedad tórica cuyo toro tiene ret́ıcula de
caracteres isomorfa a ZA .

Demostración. Como χm(t) 6= 0 para toda t ∈ (C∗)n, entonces podemos ver el
morfismo ΦA como

ΦA : (C∗)n −→ (C∗)s.

Se tiene que ΦA es homomorfismo de grupos al ser monomial, por lo que el
inciso (a) de la proposición 2.1.5 nos dice que T := ΦA ((C∗)n) es un toro y
es cerrado en (C∗)s. Entonces existe B ⊆ Cs cerrado tal que T = (C∗)s ∩ B
y dado que T ⊆ B y YA es la cerradura de T se tiene que YA ⊆ B. Aśı,
(C∗)s ∩ YA ⊆ (C∗)s ∩B = T , pero T ⊆ (C∗)s y T ⊆ YA , de lo que concluimos
que T = (C∗)s∩YA . De esta forma, como (C∗)s es abierto, T es abierto en YA .
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Además, como T es un toro, entonces T es irreducible (por ser isomorfo
a (C∗)m para alguna m ∈ Z+); pero YA es su cerradura, por lo que YA es
irreducible.

Luego, como T ⊆ (C∗)s, un elemento t ∈ T actúa en Cs multiplicando por
entradas. Afirmamos que esa acción lleva variedades en variedades.

En efecto, si V = V(f1, . . . , fr), sean f̂i =
∑

(ai,αt
−α)xα, donde fi =∑

ai,αx
α. Entonces t · V = V(f̂1, . . . , f̂r), y se sigue que la acción de T en

Cs lleva variedades en variedades.
Puesto que T = t · T ⊆ t · YA , tenemos que t · YA es una variedad que

contiene a T y de ah́ı que YA ⊆ t ·YA , pues YA es la cerradura de T . Haciendo
el mismo procedimiento con t−1 ∈ T tenemos que YA ⊆ t−1 · YA , de donde
t · YA ⊆ YA y aśı t · YA = YA . Por lo tanto, la acción de T en śı mismo induce
una acción en YA .

Hemos demostrado entonces que YA es una variedad tórica, cuyo toro es
T . Falta demostrar que su ret́ıcula de caracteres es isomorfa a ZA .

Para esto, sean M ′ y M0 las ret́ıculas de caracteres de T y de (C∗)s, respec-
tivamente. Llamemos Φ al morfismo suprayectivo ΦA : (C∗)n −→ T . Entonces
tenemos el diagrama conmutativo

(C∗)n ΦA //

Φ $$ $$

(C∗)s

T
?�
i

OO

,

que nos induce el diagrama conmutativo

M M0
Φ̂Aoo

î����
M ′
0 PΦ̂

aa

donde, dados χ, χ′ ∈M0 y χ′′ ∈M ′, se definen

Φ̂A (χ) = χ ◦ ΦA , î(χ′) = χ′ ◦ i, Φ̂(χ′′) = χ′′ ◦ Φ.

Veamos que, en efecto, Φ̂ es inyectiva e î es suprayectiva.
Sean χ1, χ2 ∈M ′ tales que Φ̂(χ1) = Φ̂(χ2), es decir, χ1 ◦Φ = χ2 ◦Φ. Como

Φ es suprayectivo se sigue que χ1 = χ2, y aśı Φ̂ es inyectiva.
Ahora, sea χ ∈ M ′. Como C∗ es un Z-módulo divisible entonces C∗ es

inyectivo (ver [LNG, cap. XX, sec. 4, pág. 784, Lemma 4.2.]), y se tiene el
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siguiente diagrama conmutativo:

C∗

0 // T

χ

OO

i // (C∗)s

∃χ′
bb

.

De ah́ı que î(χ′) = χ, demostrando la suprayectividad de î.
Volviendo a la demostración de que la ret́ıcula de caracteres de YA es

isomorfa a ZA , como î es suprayectiva tenemos que Φ̂(M ′) = Φ̂A (M0). Re-
cordemos que M0

∼= Zs. Sea {χe1 , . . . , χes} la base canónica. Se sigue que

Φ̂A (χei) = χei ◦ ΦA = χmi (la última igualdad se da pues χei(t1, . . . , ts) = ti)

por lo que Φ̂A (M0) = ZA , de donde Φ̂(M ′) = ZA . Por último, ya que Φ̂ es
inyectiva, tenemos que M ′ ∼= ZA .

Ejemplo 2.2.10. Sea M = {χm | m ∈ Z} la ret́ıcula de caracteres de C∗.
Tomemos A = {χ2, χ3} ⊆M . Entonces ΦA : C∗ −→ C2 está dada por

ΦA (t) = (t2, t3).

Recordando el ejemplo 2.2.4 notamos que la imagen de ΦA es T = C \{(0, 0)},
donde C = V(x3 − y2), de donde YA = C. Además, su toro es YA ∩ (C∗)2 =
C ∩ (C∗)2 = C \ {(0, 0)} = T ∼= C∗, como se vio en la demostración de la
proposición 2.2.9, y su ret́ıcula de caracteres es isomorfa a ZA = Z{χ2, χ3} ∼=
Z{2, 3} = Z ∼= {χm | m ∈ Z}.

De esta forma, tenemos que la cúspide es la variedad tórica asociada a los
puntos {2, 3} ⊆ Z.

2.2.2. Ideales tóricos

En la subsección anterior dimos una caracterización de algunas variedades
tóricas en términos de un número finito de puntos en una ret́ıcula. En esta sub-
sección veremos una caracterización en términos de un tipo de ideales llamados
tóricos. Veremos además que estas dos caracterizaciones son equivalentes.

Definición 2.2.11. Sea L ⊆ Zs una subret́ıcula.

(a) A un ideal de la forma IL = 〈xα − xβ | α, β ∈ Ns, α− β ∈ L〉 se le llama
ideal de ret́ıcula .

(b) A un ideal de ret́ıcula que es primo se le llama ideal tórico.
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Vimos que dado A = {χm1 , . . . , χms} ⊆ M tenemos el morfismo ΦA :
(C∗)n −→ Cs definido en (2.1) y, tomando los isomorfismos Zs ∼= M0 y Zn ∼= M
de la proposición 2.1.4, tenemos el morfismo

Φ̂A : Zs −→ Zn

ei 7−→ mi

Sea L = Ker(Φ̂A ), es decir, los elementos l = (l1, . . . , ls) ∈ Zs tales que∑s
i=1 limi = 0, y aśı χ

∑s
i=1 limi(t) = t

∑s
i=1 limi = 1 para todo t ∈ (C∗)n. Para

l = (l1, . . . , ls) ∈ L definimos:

l+ :=
∑
li>0

liei y l− := −
∑
li<0

liei

Notemos que l+, l− ∈ Ns y que l+ − l− = l.

Proposición 2.2.12. Dados A ⊆M y L ⊆ Zs como arriba, se tiene

I(YA ) = 〈xl+ − xl− | l ∈ L〉 = 〈xα − xβ | α, β ∈ Ns, α− β ∈ L〉.

Demostración. Llamemos IL = 〈xl+ − xl− | l ∈ L〉. Primero probemos la
segunda igualdad.

La primera contención está dada por l+, l− ∈ Ns y l+ − l− = l ∈ L.
Para la otra contención tomemos α, β ∈ Ns tal que α − β ∈ L, por lo que
x(α−β)+ − x(α−β)− ∈ IL, y aśı

xα − xβ =

( ∏
αi>βi

xβii

)( ∏
αi≤βi

xαii

)(
x(α−β)+ − x(α−β)−

)
∈ IL.

Se tiene entonces la igualdad IL = 〈xα − xβ | α, β ∈ Ns, α− β ∈ L〉.
Ahora, para la igualdad I(YA ) = IL, demostremos primero IL ⊆ I(YA ). Sea

entonces p ∈ ΦA ((C∗)n), por lo que existe t ∈ (C∗)n tal que p = (tm1 , . . . , tms).
Ahora bien, dada l ∈ L notemos que

pl = t
∑s
i=1 limi = t0 = 1 para toda l ∈ L.

Entonces pl+−l− = 1, de donde pl+ − pl− = 0 y tenemos que p anula a todo
polinomio en IL, es decir, p ∈ V(IL). Aśı, ΦA ((C∗)n) ⊆ V(IL) y entonces YA ⊆
V(IL), por ser YA la cerradura de ΦA ((C∗)n). Entonces IL ⊆ I(V(IL)) ⊆ I(YA )
y se tiene la contención deseada.



2.2. VARIEDADES TÓRICAS AFINES 37

Para completar la igualdad, tomemos el orden lexicográfico para los mono-
mios en C[x1, . . . , xs] y supongamos que IL ( I(YA ). Podemos elegir entonces
una f ∈ I(YA ) \ IL con término ĺıder mı́nimo xα =

∏s
i=1 x

αi
i .

Como f(tm1 , . . . , tms) = 0 para todo t ∈ (C∗)n, en particular el monomio xα

debe anularse, por lo que f debe tener un monomio xβ =
∏s

i=1 x
βi
i < xα tal

que para todo t ∈ (C∗)n (y de ah́ı que también para todo t ∈ Cn):

s∏
i=1

(tmi)αi =
s∏
i=1

t(miαi) =
s∏
i=1

t(miβi) =
s∏
i=1

(tmi)βi .

Entonces:
s∑
i=1

αimi =
s∑
i=1

βimi y
s∑
i=1

(αi − βi)mi = 0.

De ah́ı que α− β ∈ L y xα − xβ ∈ 〈xα − xβ | α, β ∈ Ns, α− β ∈ L〉 = IL, por
lo que f − xα + xβ ∈ I(YA ) \ IL, pero éste tiene término ĺıder menor que f lo
cual es una contradicción a la minimalidad del término ĺıder de f . Concluimos
que I(YA ) = IL.

Observación 2.2.13. Para cualquier subconjunto finito A ⊆ M , las propo-
siciones 2.2.9 y 2.2.12 nos dicen que I(YA ) es un ideal tórico.

Proposición 2.2.14. Un ideal I ⊆ C[x1, . . . , xs] es tórico si y sólo si es primo
y generado por binomios de la forma xα − xβ.

Demostración. La primera implicación es por definición de ideal tórico.
Para la segunda implicación supongamos que I es un ideal primo generado

por binomios de la forma xα − xβ.
Primero mostraremos que V(I) ∩ (C∗)s es un subgrupo de (C∗)s. Notemos
que (1, . . . , 1) ∈ V(I) ∩ (C∗)s por lo que V(I) ∩ (C∗)s 6= ∅. Ahora, dados
t = (t1, . . . , ts), t

′ = (t′1, . . . , t
′
s) ∈ V(I) ∩ (C∗)s se tiene que:

i) ti, t
′
i 6= 0 para todo i ∈ {1, . . . , s}, de donde ti(t

′
i)
−1 6= 0 para todo

i ∈ {1, . . . , s}, es decir, t(t′−1) ∈ (C∗)s,

ii) tα − tβ = (t′)α − (t′)β = 0 para todo xα − xβ ∈ I, y como ti, t
′
i 6= 0

para todo i ∈ {1, . . . , s}, se tiene que tα−β = (t′)α−β = 1, por lo que
1 = tα−β(t′)β−α = (t(t′−1))α−β, y aśı, (t(t′−1))α − (t(t′−1))β = 0, es decir,
(t(t′−1)) ∈ V(I).

Por lo tanto (t(t′−1)) ∈ V(I)∩(C∗)s y entonces tenemos que V(I)∩(C∗)s es
subgrupo de (C∗)s. Luego, como V(I) ⊆ Cs es irreducible, se sigue que V(I)∩
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(C∗)s es irreducible en (C∗)s y entonces, por la proposición 2.1.5, tenemos que
V(I) ∩ (C∗)s es un toro.

Como las proyecciones πi : (V(I) ∩ (C∗)s) −→ C∗ son morfismos que
tambien son homomorfismos de grupos, se tiene por definición que éstas son
carácteres de V(I) ∩ (C∗)s, y entonces existe A = {χm1 , . . . , χms} tal que
πi = χmi para toda i ∈ {1, . . . , s}. Notamos que ΦA (t) = t para todo
t ∈ V(I) ∩ (C∗)s, y de ah́ı que YA = ΦA (V(I) ∩ (C∗)s) = V(I) ∩ (C∗)s,
pero como V(I) ∩ (C∗)s es abierto no vaćıo en V(I) y V(I) es irreducible
(por ser I primo), entonces V(I) ∩ (C∗)s es denso en V(I), y concluimos que
YA = V(I) ∩ (C∗)s = V(I). Por último, como I es primo, tenemos por el
Nullstellensatz que I = I(V(I)) = I(YA ). Aśı, por la observación 2.2.13, se
tiene que I es ideal tórico.

Observación 2.2.15. La demostración de la proposición 2.2.14 nos dio una
equivalencia más importante: un ideal es tórico si y sólo si es de la forma
I(YA ) para algún subconjunto finito A ⊆M , con M la ret́ıcula de caracteres
de (C∗)n.

Ejemplo 2.2.16. Sea Z(3,−2) ⊆ Z2 la subret́ıcula generada por (3,−2) y
tomemos I = 〈xα1yα2 − xβ1yβ2 | (α1, α2), (β1, β2) ∈ N2, (α1 − β1, α2 − β2) ∈
Z(3,−2)〉. Veamos que I = 〈x3 − y2〉.

Una contención esta dada pues x3 − y2 = x3y0 − x0y2 y (3, 0), (0, 2) ∈
N2, (3, 0)− (0, 2) = (3,−2) ∈ Z(3,−2).

Para ver que I ⊆ 〈x3 − y2〉, tomemos (t1, t2) ∈ V(〈x3 − y2〉) = V(x3 − y2)
y demostremos que (t1, t2) ∈ V(I), es decir, si (α1, α2), (β1, β2) ∈ N2, (α1 −
β1, α2 − β2) ∈ Z(3,−2) entonces

tα1
1 t

α2
2 − t

β1
1 t

β2
2 = 0.

Sea k ∈ Z tal que (α1−β1, α2−β2) = (3k,−2k). Si (t1, t2) = (0, 0) entonces
se satisface trivialmente la ecuación de arriba. En caso de que (t1, t2) 6= (0, 0)
tenemos que t31 − t22 = 0, pues (t1, t2) ∈ V(x3 − y2), de donde

1 = 1k = t3k1 /t
2k
2 = t3k1 t

−2k
2 = tα1−β1

1 tα2−β2
2 = tα1

1 t
α2
2 t
−β1
1 t−β22 = tα1

1 t
α2
2 /t

β1
1 t

β2
2

y la ecuación se satisface. Entonces V(x3 − y2) ⊆ V(I) y dado que 〈x3 − y2〉
es primo, tenemos por Nullstellensatz que

I ⊆ I(V(I)) ⊆ I(V(x3 − y2)) =
√
〈x3 − y2〉 = 〈x3 − y2〉.

Por lo tanto, I es tórico y su variedad tórica asociada es V(x3 − y2), es decir,
la cúspide.
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2.2.3. Semigrupos afines

Ahora daremos la última caracterización que veremos: variedades tóricas
a partir de semigrupos afines. Esta caracterización terminará de darnos las
herramientas combinatorias que necesitamos. Veremos la relación que tienen
los semigrupos afines con el anillo de coordenadas de una variedad tórica y a
partir de esta relación es como asociaremos esta estructura algebraica con la
variedad.

Definición 2.2.17. Un semigrupo af́ın es un semigrupo conmutativo S de
la forma NA para algún subconjunto finito A ⊆ M , donde M es la ret́ıcula
de caracteres de algún toro (C∗)n.

Definición 2.2.18. Dado un semigrupo af́ın S ⊆ M , el álgebra de semi-
grupo C[S] es el C-espacio vectorial

C[S] = {
∑
χm∈S

cmχ
m | cm ∈ C y cm = 0 para casi todo χm ∈ S}

con base S y con un producto inducido por la operación de S que lo convierte
en una C-álgebra.

Para demostrar la proposición que nos interesa acerca de los semigrupos
afines usaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.19. Sea V ⊆ Cn una variedad af́ın y f1, f2, · · · , fs ∈ C[V ]. Se
tienen los morfismos (entre variedades y entre anillos de coordenadas, respec-
tivamente)

Φ : V −→ Cs y Φ∗ : C[x1, . . . , xs] −→ C[V ],

dados por Φ(p) = (f1(p), . . . , fs(p)) y Φ∗(xi) = fi. Si llamamos Y a la cerra-
dura de Zariski de Φ(V ), entonces se tiene que I(Y ) = Ker(Φ∗).

Demostración. Sea f ∈ I(Φ(V )) y sea p ∈ V . Entonces Φ∗(f)(p) = f ◦Φ(p) =
f(Φ(p)) = 0, pues Φ(p) ∈ Φ(V ) y f ∈ I(Φ(V )). Aśı, f ∈ Ker(Φ∗), de donde
I(Φ(V )) ⊆ Ker(Φ∗).

Luego, si f ∈ Ker(Φ∗) y (a1, . . . , as) ∈ Φ(V ), entonces existe p ∈ V tal que
(a1, . . . , as) = Φ(p) y f(a1, . . . , as) = f(Φ(p)) = f ◦ Φ(p) = Φ∗(f)(p) = 0. Aśı,
f ∈ I(Φ(V )), de donde Ker(Φ∗) = I(Φ(V )).

Por último, V(I(Φ(V ))) = Φ(V ) = Y , por lo que I(Φ(V )) = I(V(I(Φ(V )))) =
I(Y ).
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Definición 2.2.20. Dada una C-álgebra reducida finitamente generada B,
denotamos como Specm(B) a la variedad af́ın correspondiente.

Proposición 2.2.21. Sea S = NA ⊆M un semigrupo af́ın. Entonces:

(a) C[S] es un dominio entero y es finitamente generado como C-álgebra.

(b) Specm(C[S]) es una variedad tórica cuyo toro tiene ret́ıcula de caracteres
isomorfa a ZS. Más aún, Specm(C[S]) ∼= YA .

Demostración. Para ver que es finitamente generado notemos que si A =
{χm1 , . . . , χms} ⊆ M entonces χm ∈ S si y sólo si χm = χ

∑s
i=1 nimi para

algunas ni ∈ N, con lo que tenemos que C[S] = C[χm1 , . . . , χms ] siendo el
segundo finitamente generado como C-álgebra.

Además, si tomamos A ′ = {χe1 , . . . , χen , χ−e1 , . . . , χ−en} ⊆ M , siendo
{χe1 , . . . , χen} la base canónica de M , tenemos que NA ′ = M . Aśı, M es
un semigrupo af́ın y, haciendo χei = ti, obtenemos

C[M ] = {
∑

m∈Zn cmχ
m | cm ∈ C, cm = 0 para casi todo m ∈ Zn}

= C[t1
±1, . . . , tn

±1].

Entonces C[M ] es un dominio entero y, ya que C[S] ⊆ C[M ], se tiene que C[S]
es también un dominio entero.

Podemos observar que

C[(C∗)n] ∼= C[V(xiyi − 1 | i = 1, . . . , n)]

∼= C[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]/〈xiyi − 1 | i = 1, . . . , n〉 ∼= C[x±1
1 , . . . , x±1

n ] ∼= C[M ].

Para demostrar el inciso (b), si tomamos π : C[x1, . . . , xs] −→ C[M ] (∼=
C[(C∗)n]) dado por π(xi) = χmi y extendiendo como morfismo de C-álgebras,
podemos notar que π = (ΦA )∗ (ver (2.1) para recordar la definición de ΦA ),
y por el lema 2.2.19 tenemos que Ker(π) = I(YA ). Aśı,

C[YA ] = C[x1, . . . , xs]/I(YA ) = C[x1, . . . , xs]/Ker(π)

∼= π(C[x1, . . . , xs]) = C[χm1 , . . . , χms ] = C[S]

de donde Specm(C[S]) ∼= YA .

Observación 2.2.22. La parte (b) de la proposición anterior nos dice que una
variedad af́ın es de la forma Specm(C[S]) para algún semigrupo af́ın S si y sólo
si es de la forma YA para algún subconjunto finito A ⊆M . Uniéndolo con la
observación 2.2.15, tenemos que una variedad af́ın es de la forma Specm(C[S])
para algún semigrupo af́ın S si y sólo si su ideal es tórico.
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Ejemplo 2.2.23. Sea M la ret́ıcula de caracteres de C∗. Sea S = N{χ2, χ3} ⊆
M , de forma que C[S] = C[χ2, χ3].

Por la proposición 2.2.21 tenemos que

Specm(C[S]) ∼= Y{χ2,χ3} = V(x3 − y2).

2.2.4. Equivalencia de definiciones

En las subsecciones anteriores dimos tres distintas caracterizaciones pa-
ra algunas variedades tóricas, y vimos que éstas eran equivalentes. En esta
subsección veremos que las caracterizaciones anteriores no son exclusivas para
algunas variedades tóricas, sino para todas.

Recordemos que cada χm es una función χm : T −→ C, por lo que a
cada f ∈ C[M ] = {

∑
m∈Zn cmχ

m | cm ∈ C, cm = 0 para casi todo m ∈ Zn}
podemos verlo como una función f : T −→ C. Definimos entonces una acción
de T en C[M ] dada por t · f(p) = f(t · p) para todo p ∈ T .

El siguiente lema lo usaremos en la demostración del teorema más impor-
tante de la sección (teorema 2.2.25).

Lema 2.2.24. Sea A ⊆ C[M ] un subespacio vectorial estable bajo la acción de
T . Entonces:

A =
⊕
χm∈A

C · χm.

Demostración. Sea A′ =
⊕

χm∈AC · χm. Nótese que A′ ⊆ A por ser A un
subespacio vectorial. Solo falta demostrar la otra contención.

Sea entonces f ∈ A, f 6= 0. En particular, f ∈ C[M ], por lo que

f =
∑
m∈B

cmχ
m

donde B ⊆ Zn es finito y cm 6= 0 para todo m ∈ B. Sea B = Span(χm | m ∈
B), teniendo aśı que f ∈ A ∩ B. Además, A ∩ B es de dimensión finita pues
B lo es.

Como t · χm(p) = χm(t · p) = χm(t)χm(p) para toda p ∈ T , se tiene que
t · χm = χm(t)χm ∈ B para toda m ∈ B, con lo que concluimos que B es
estable bajo la acción de T (y por lo tanto también A∩B puesto que A lo es).
La proposición 2.1.6 nos dice entonces que

A ∩B =
⊕
m∈Zn

Wm
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donde Wm = {g ∈ A ∩B | t · g = χm(t)g para toda t ∈ T}.
Veamos que podemos reescribir a A ∩ B como la suma directa de los Wm

donde χm ∈ A ∩B.
Sea m0 ∈ Zn tal que Wm0 6= 0, y sea g ∈ Wm0 , g 6= 0. En particular,

g ∈ C[M ], de donde existe β ⊆ Zn finito y am ∈ C∗, m ∈ β, tales que
g =

∑
m∈β amχ

m. Por un lado, tenemos que:

t · g = t · (
∑
m∈β

amχ
m) =

∑
m∈β

am(t ·χm) =
∑
m∈β

am(χm(t)χm) =
∑
m∈β

(amχ
m(t))χm.

Por otro lado, como g ∈ Wm0 :

t · g = χm0(t)g = χm0(t)(
∑
m∈β

amχ
m) =

∑
m∈β

(amχ
m0(t))χm,

pero los χm son linealmente independientes (por ser base de C[M ]), por lo
que amχ

m0(t) = amχ
m(t) para toda t ∈ T y toda m ∈ β, es decir, χm0 = χm

para toda m ∈ β. De esta forma, β = {m0} y entonces g ∈ Span(χm0), de
donde χm0 ∈ Span(g) ⊆ Wm0 . Entonces χm0 ∈ Wm0 , y tenemos la igualdad
Wm0 = Span(χm0) = C · χm0 . En consecuencia, podemos reescribir

A ∩B =
⊕

χm∈A∩B

C · χm,

pero teńıamos a f escrito de forma única como combinación lineal de elementos
de M , por lo que B ⊆ A ∩B ⊆ A, demostrando aśı que f ∈ A′.

Teorema 2.2.25. Sea V una variedad af́ın. Las siguientes son equivalentes:

(a) V es una variedad tórica.

(b) V = YA para algún A ⊆ Zn finito, para algún n ∈ N \ {0}.

(c) V = V(I) para algún ideal tórico I.

(d) V = Specm(C[S]) para algún semigrupo af́ın S.

Demostración. Las equivalencias (b) ⇔ (c) y (c) ⇔ (d) son lo que nos dicen
las observaciones 2.2.15 y 2.2.22, respectivamente. La implicación (d) ⇒ (a)
nos lo da la proposición 2.2.21 inciso (b).

Solo falta demostrar la implicación (a) ⇒ (d). Sea V una variedad tórica
con toro T ∼= (C∗)n cuya ret́ıcula de caracteres es M ∼= Zn.
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Como ya vimos, el anillo de coordenadas de T es C[M ], y entonces la
inclusión i : T ↪→ V nos induce un morfismo entre anillos de coordenadas
(la restricción) i∗ : C[V ] −→ C[M ], que es inyectivo pues T es denso en V .
Podemos pensar entonces a C[V ] como una subálgebra de C[M ].

Recordemos que la acción de T sobre V está dada por un morfismo, de
forma que la asignación p 7−→ f(t · p) es también un morfismo. Se sigue que
C[V ] ⊆ C[M ] es un subespacio estable bajo la acción de T . Por el lema 2.2.24
tenemos que

C[V ] =
⊕

χm∈C[V ]

C · χm.

Entonces, definiendo S = C[V ] ∩M , vemos que C[V ] = C[S].
S es en efecto un semigrupo af́ın pues S ⊆M y existen f1, . . . , fk ∈ C[V ] tales
que C[V ] = C[f1, . . . , fk], pues C[V ] es finitamente generado. Escribiendo a las
fi como combinacion lineal de las χm ∈ C[V ], se puede encontrar un número
finito de ellos que generan a S.

2.3. Puntos de una variedad tórica

Recordemos que el Nullstellensatz nos da una biyección entre puntos en
una variedad af́ın y los ideales maximales de su anillo de coordenadas. En el
caso de variedades tóricas tenemos un caso especial, ya que le hemos asigna-
do otra estructura algebraica: un semigrupo af́ın. Veremos que esto nos dará
información acerca de la variedad tórica; en espećıfico, nos dará información
acerca de los puntos fijos de la acción del toro.

Proposición 2.3.1. Sea V = Specm(C[S]) la variedad tórica del semigrupo
af́ın S. Entonces hay una correspondencia biyectiva entre los siguientes:

(a) Puntos p ∈ V ,

(b) Ideales maximales M ⊂ C[S] y

(c) Homomorfismos de semigrupos S −→ C, considerando a C como semigru-
po con el producto.

Demostración. La correspondencia entre (a) y (b) es un resultado básico de
geometŕıa algebraica. Para la correspondencia entre (a) y (c), consideremos las
funciones

F : V −→ {Homomorfismos de semigrupos S −→ C}
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G : {Homomorfismos de semigrupos S −→ C} −→ V

dadas por F (p) : S −→ C, F (p)(χm) = χm(p) y G(γ) = (γ(χm1), . . . , γ(χms)),
siendo A = {m1, . . . ,ms} tal que S = NMA .

Es fácil ver que F (p) es en efecto un homomorfismo de semigrupos. Para ver
que G(γ) ∈ V , basta ver (por la proposición 2.2.12) que anula a los polinomios
de la forma xα − xβ con α = (a1, . . . , as) y β = (b1, . . . , bs) tales que

s∑
i=1

aimi =
s∑
i=1

bimi.

Vemos entonces que, como γ es homomorfismo de semigrupos,

G(γ)α =
s∏
i=1

(γ(χmi))ai = γ(χ
∑s
i=1 aimi) = γ(χ

∑s
i=1 bimi) =

s∏
i=1

(γ(χmi))bi = G(γ)β.

Aśı, ambas funciones están bien definidas. Veamos que son inversas una de la
otra. Sean entonces γ : S −→ C un homomorfismo de semigrupos y p ∈ V .

GF (p) = G(F (p)) = (F (p)(χm1), . . . , F (p)(χms)) = (χm1(p), . . . , χms(p)) = p

donde la última igualdad se da gracias a que C[V ] = C[χm1 , . . . , χms ], es decir,
las χmi son las funciones coordenadas.

Luego, si χm ∈ S entonces existen ci ∈ N tales que χm = χ
∑s
i=1 cimi .

Entonces

FG(γ)(χm) = F (γ(χm1), . . . , γ(χms))(χm) = χm(γ(χm1), . . . , γ(χms))

= χ
∑s
i=1 cimi(γ(χm1), . . . , γ(χms)) =

s∏
i=1

[χmi(γ(χm1), . . . , γ(χms))]ci

=
s∏
i=1

γ(χmi)ci = γ(χ
∑s
i=1 cimi) = γ(χm)

de donde FG(γ) = γ. Por lo tanto, F y G nos dan la correspondencia buscada.

Definición 2.3.2. Un semigrupo af́ın S es puntuado si S ∩ (S−1) = {χ0}.

Proposición 2.3.3. Sea V = Specm(C[S]) = YA una variedad tórica. En-
tonces:
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(a) La acción del toro tiene un punto fijo si y sólo si S es puntuado. En este
caso, el único punto fijo está dado por el homomorfismo de semigrupo
S −→ C definido como

χm 7−→
{

1 m = 0
0 m 6= 0

.

(b) Si A ⊆ S \ {0}, la acción del toro tiene un punto fijo si y sólo si 0 ∈ YA .
En este caso, el único punto fijo es 0.

Demostración. Sea p ∈ V y F (p) : S −→ C su homomorfismo de semigrupos
asociado por la proposición 2.3.1. Tenemos que p es punto fijo si y sólo si
p = t · p para todo t ∈ T , si y sólo si F (p) = F (t · p) para todo t ∈ T , es decir,
F (p)(χm) = F (t · p)(χm) = χm(t · p) = χm(t) · χm(p) = χm(t)F (p)(χm) para
todo χm ∈ S y para todo t ∈ T .

Notamos que la ecuación F (p)(χm) = χm(t)F (p)(χm) tiene solución cuando
m = 0, ya que F (p)(χ0) = 1 por ser F (p) homomorfismo de semigrupos. En el
caso en que m 6= 0, debe tenerse F (p)(χm) = 0, pues de lo contrario, podemos
encontrar t ∈ T tal que χm(t) 6= 1 y de esta forma la ecuación no tendŕıa
solución.

Tenemos entonces que p es punto fijo si y sólo si su homomorfismo de
semigrupos está dado por

χm 7−→
{

1 m = 0
0 m 6= 0

.

Esto nos da la unicidad del punto fijo, si hay alguno. Para la existencia veamos
que F (p) definido como arriba es un homomorfismo de semigrupos si y sólo si
S es puntuado.

Esto es fácil de ver, pues si S no fuera puntuado, existe χm ∈ (S∩S−1)\{χ0},
de donde 1 = F (p)(χ0) = F (p)(χm ·χ−m) = F (p)(χm) ·F (p)(χ−m) = 0 · 0 = 0.
Por otra parte, si S es puntuado, tenemos que F (p)(χm) · F (p)(χm

′
) = 1 si y

sólo si m y m′ son ambos cero, y como no hay inversos, m y m′ son cero si y
sólo si m+m′ = 0, que es equivalente a decir que F (p)(χm ·χm′) = 1, es decir,
F (p) es un homomorfismo de semigrupos.
Para probar el inciso (b), primero supongamos que p ∈ V es fijo, de donde
F (p) es el morfismo que vimos arriba. Por la demostración de la proposición
2.3.1 tenemos que p = GF (p) = (F (p)(χm1), . . . , F (p)(χms)) = 0, puesto que
χmi ∈MA ⊆ S \ {0} y F (p)(χm) = 0 si m 6= 0. Aśı, 0 ∈ YA , y es éste el punto
fijo.
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Por último, 0 ∈ Cs es fijo por la acción de (C∗)s, por lo que también es fijo por la
acción de YA ∩(C∗)s (que es el toro de YA , como vimos en la proposición 2.2.9)
en YA , ya que la acción es la misma pero restringida (como vimos también en
la proposición 2.2.9).

2.4. Morfismos entre variedades tóricas

Dadas dos variedades tóricas nos interesa estudiar los morfismos entre ellas
que nos preserven de cierta forma las caracteŕısticas que nos interesan acerca
de las variedades tóricas. En particular, queremos que la imagen del primer
toro esté contenida en el segundo toro de forma que la estructura de grupo y
la acción se preserven.

Definición 2.4.1. Sean S1 y S2 semigrupos afines con variedades tóricas V1 =
Specm(C[S1]) y V2 = Specm(C[S2]). Un morfismo φ : V1 −→ V2 es tórico si
el homomorfismo de anillos de coordenadas φ∗ : C[S2] −→ C[S1] es inducido

por un homomorfismo de semigrupos φ̂ : S2 −→ S1.

Enseguida queremos describir los morfismos tóricos en términos únicamente
de los toros y no de los semigrupos afines asociados a las variedades tóricas,
de forma que los requisitos que pedimos al inicio de la sección se cumplirán.

Para esto, necesitamos el siguiente resultado sobre extensiones de homo-
morfismos de semigrupos. Para una versión más general se puede consultar
[WNR, cap. IV, sec. 20, Theorem 20.4.].

Lema 2.4.2. Sean S1 y S2 dos semigrupos afines, con M1 = ZS1 y M2 = ZS2.
Si γ : S2 −→ S1 es un homomorfismo de semigrupos, éste se extiende de forma
única a un homomorfismo de grupos δ : M2 −→M1.

Demostración. Como M2 = ZS2 = N(S2 ∪ S−1
2 ), todo elemento χm ∈ M2

se ve de la forma χm = χm1 · χ−m2 con χm1 , χm2 ∈ S2. Definimos entonces
δ : M2 −→M1 como δ(χm1 · χ−m2) = γ(χm1) · (γ(χm2))−1.

Para ver que está bien definida, sea χm ∈M2 y sean χm1 , χm2 , χn1 , χn2 ∈ S2

tales que χm = χm1 · χ−m2 = χn1 · χ−n2 . Entonces, por ser M2 grupo abeliano,
se tiene que χm1 · χn2 = χn1 · χm2 , por lo que

γ(χm1) · γ(χn2) = γ(χm1 · χn2) = γ(χn1 · χm2) = γ(χn1) · γ(χm2) ∈M1,

y aśı,

δ(χm1 · χ−m2) = γ(χm1) · (γ(χm2))−1 = γ(χn1) · (γ(χn2))−1 = δ(χn1 · χ−n2).
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Además, es homomorfismo de grupos pues

δ((χm1 ·χ−m2)·(χn1 ·χ−n2)) = δ(χm1+n1 ·χ−(m2+n2)) = γ(χm1+n1)·(γ(χm2+n2))−1

= (γ(χm1) · (γ(χm2))−1) · (γ(χn1) · (γ(χn2))−1) = δ(χm1 · χ−m2) · δ(χn1 · χ−n2).

Por último, este homomorfismo de grupos es el único que extiende a γ, pues si
δ′ : M2 −→M1 es una extensión de γ, tenemos que

δ′(χm1 · χ−m2) = δ′(χm1) · (δ′(χm2))−1 = γ(χm1) · (γ(χm2))−1 = δ(χm1 · χ−m2)

para toda χm1 · χ−m2 ∈M2, es decir, δ′ = δ.

Proposición 2.4.3. Sean T1 y T2 los toros de las variedades tóricas V1 y V2,
respectivamente. Entonces:

(a) Un morfismo φ : V1 −→ V2 es tórico si y sólo si φ(T1) ⊆ T2 y φ|T1 : T1 −→
T2 es un homomorfismo de grupos.

(b) Un morfismo tórico φ : V1 −→ V2 es equivariante, es decir,

φ(t · p) = φ(t) · φ(p) para todo t ∈ T1 y p ∈ V1.

Demostración. Sean Si los semigrupos de Vi respectivamente, y Mi = ZSi sus
ret́ıculas de caracteres, i = 1, 2, según la proposición 2.2.21.
Si φ∗ es inducido por un homomorfismo de semigrupos φ̂ : S2 −→ S1, por el
lema 2.4.2, éste se extiende a un homomorfismo de grupos φ̂ : M2 −→ M1, de
donde tenemos el diagrama conmutativo

S2_�

��

φ̂ // S1_�

��
M2

φ̂ //M1 ,

que extendiéndolo a un diagrama de C-álgebras, nos da

C[S2]
_�

��

φ∗ // C[S1]
_�

��
C[M2]

φ∗ // C[M1]
.

Sean A1 = {χm1 , . . . , χms} ⊆ M1 y A2 = {χn1 , . . . , χnr} ⊆ M2 tales que Si =
NAi y Vi = YAi . Entonces C[S1] = C[χm1 , . . . , χms ], C[S2] = C[χn1 , . . . , χnr ],
C[M1] = C[χ±m1 , . . . , χ±ms ] y C[M2] = C[χ±n1 , . . . , χ±nr ].
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Sea T ′1 ⊆ C2s la variedad asociada a C[M1]. Consideremos el isomor-
fismo C[x1, . . . , xs, y1, . . . , ys]/I(T ′1) ∼= C[M1] dado por xi 7−→ χmi , yi 7−→
χ−mi . En particular, xiyi − 1 ∈ I(T ′1), por lo que cada punto de T ′1 es de
la forma (t1, . . . , ts, t

−1
1 , . . . , t−1

s ). Notemos que la imagen de la proyección
(t1, . . . , ts, t

−1
1 , . . . , t−1

s ) 7−→ (t1, . . . , ts) es T1. Aśı, la inclusión C[S1] ↪→ C[M1]
induce un morfismo T1 ↪→ V1. Análogamente, la inclusión C[S2] ↪→ C[M2]
induce el morfismo T2 ↪→ V2.

Por lo anterior, el diagrama de arriba nos induce el diagrama

V1
φ // V2

T1

?�

OO

φ|T1 // T2

?�

OO

,

el cual nos da la contención φ(T1) ⊆ T2.
Para ver que φ|T1 es, en efecto, un homomorfismo de grupos, podemos ver

que φ̂ : S2 −→ S1 está dada por φ̂(χni) = χ
∑s
j=1 ai,jmj ∈ S1 para algunas

ai,j ∈ N. Sean ai = (ai,1, . . . , ai,s), i = 1, . . . , r. Entonces φ (y en particular
φ|T1) está dada por

φ(x1, . . . , xs) = (φ̂(χn1)(x1, . . . , xs), . . . , φ̂(χnr)(x1, . . . , xs))

= (χ
∑s
j=1 a1,jmj(x1, . . . , xs), . . . , χ

∑s
j=1 ar,jmj(x1, . . . , xs)) = (xa1 , . . . , xar).

Como está determinada por monomios, se tiene que φ|T1 es un homomor-
fismo de grupos.

Inversamente, si φ cumple las condiciones, entonces se tiene de nuevo un
diagrama

V1
φ // V2

T1

?�

OO

φ|T1 // T2

?�

OO

que nos induce el diagrama de C-álgebras

C[S2]
_�

i2
��

φ∗ // C[S1]
_�

i1
��

C[M2]
(φ|T1 )∗

// C[M1]
,

donde (φ|T1)∗(χni) = χni ◦ φ|T1 para cada ni ∈ A2, pero tanto χni como
φ|T1 son morfismos que son también homomorfismos de grupos, por lo que
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la composición tambien lo es; es decir (φ|T1)∗(χni) : T1 −→ C∗ ∈ M1. Di-
gamos (φ|T1)∗(χni) = χki ∈ M1. Como el diagrama de arriba conmuta, y
tenemos que χni ∈ S2 para cada ni ∈ A2, tenemos que χki = (φ|T1)∗(χni) =
(φ|T1)∗ ◦ i2(χni) = i1 ◦ φ∗(χni), de donde i1(φ∗(χni)) = χki nos implica que
χki ∈ C[S1], pero al ser un caracter, tenemos que χki ∈ S1.

Aśı, φ̂ := φ∗|S2 : S2 −→ S1 está bien definida, y es homomorfismo de

grupos pues φ̂(χn · χm)(t) = φ̂(χn+m)(t) = χn+m ◦ φ|T1(t) = χn+m(φ|T1(t)) =

χn(φ|T1(t)) · χm(φ|T1(t)) = χn ◦ φ|T1(t) · χm ◦ φ|T1(t) = φ̂(χn)(t) · φ̂(χm)(t), de

modo que φ̂(χn · χm) = φ̂(χn) · φ̂(χm).
Para el inciso (b), supongamos que φ : V1 −→ V2 es tórico. Entonces, usando

el inciso (a), sabemos que φ|T1 : T1 −→ T2 es un homomorfismo de grupos, de
donde se tiene el diagrama conmutativo de grupos

T1 × T1

φ|T1×φ|T1
��

// T1

φ|T1
��

T2 × T2
// T2

donde las flechas horizontales son la acción del toro en śı mismo.
Llamemos Ix = I(V1) ⊆ C[x1, . . . , xs] y sea Iy ⊆ C[y1, . . . , ys] el ideal

generado por los mismos polinomios que Ix pero en las variables y1, . . . , ys, de
forma que V(Ix, Iy) = V1 × V1 ⊆ C2s. Como T1 = V1, tenemos que I(T1) =
I(V1) = Ix. Entonces I(T1 × T1) = 〈Ix, Iy〉 = I(V1 × V1), de donde concluimos
que T1 × T1 = V1 × V1 y que T1 × T1 es denso en T1 × V1.

Por lo tanto, φ|T1 × φ|T1 : T1 × T1 −→ T2 × V2 determina de forma uńıvoca
a φ|T1×φ : T1×V1 −→ T2×V2, de forma que se tiene el diagrama conmutativo

T1 × V1

φ|T1×φ
��

// V1

φ
��

T2 × V2
// V2 ,

donde las flechas horizontales son la acción del toro en la variedad, es decir,
φ(t · p) = φ(t) · φ(p) para toda t ∈ T1 y toda p ∈ V1.
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Caṕıtulo 3

Modificación de Nash de
Variedades Tóricas

En este caṕıtulo definiremos la modificación de Nash. Para esto utilizaremos
los conceptos que vimos a detalle en el caṕıtulo 1.

Enseguida aplicaremos la modificación de Nash a las variedades tóricas afi-
nes y veremos que en este caso la iteración de la modificación de Nash se vuelve
un algoritmo combinatorio que depende de los generadores del semigrupo aso-
ciado a la variedad.

3.1. Definición de modificación de Nash

Sea X ⊆ Cn una variedad af́ın irreducible de dimensión d. Recordemos que
X \ Sing(X) = {p ∈ X | dimC TpX = dimX = d}. Viendo a los espacios
tangente como puntos de la Grassmanniana G(d, n) podemos entonces definir
la función

G : X \ Sing(X) −→ G(d, n)

p 7−→ TpX.

A esta función le llamaremos función de Gauss. Sea gr(G) la gráfica de G.
Tenemos entonces que

gr(G) ⊆ X ×G(d, n).

Denotamos como X∗ a la cerradura de Zariski de gr(G) en X ×G(d, n) (como
variedad cuasi-proyectiva según los teoremas 1.3.10 y 1.4.8) y sea

v : X∗ −→ X

la restricción a X∗ de la proyección π : X ×G(d, n) −→ X.

51
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Definición 3.1.1. A la pareja (X∗, v) la llamaremos la modificación de
Nash de la variedad X.

Ejemplo 3.1.2. Tomemos nuestro ejemplo base: la cúspide X = V(x3 − y2).
En el ejemplo 1.2.7 vimos que para un punto (x, y) ∈ X \ {(0, 0)} su espacio
tangente es T(x,y)X = Span((2y, 3x2)) que corresponde al punto del espacio
proyectivo [2y : 3x2] = [2yx : 3x3] = [2yx : 3y2] = [2x : 3y] ∈ P1. Enseguida
calculamos la modificación de Nash de X y damos ecuaciones expĺıcitas en
cartas afines. Sean U0 := X ×A1

0 y U1 := X ×A1
1 las cartas afines de X × P1.

Usando que X∗ = {((x, y), [2x : 3y]) | x3 − y2 = 0, x 6= 0 6= y} y que U0 es
abierto, tenemos que

X∗ ∩ U0 = {((x, y), [2x : 3y]) | x3 − y2 = 0, x 6= 0 6= y} ∩ U0

= {(x, y, (3/2)(y/x)) | x3 − y2 = 0, x 6= 0 6= y}.
Haciendo un cambio de coordenadas tenemos que

X∗ ∩ U0
∼= {(x, y, y/x) | x3 − y2 = 0, x 6= 0 6= y}

= {(x, y, u) | x3 − y2 = 0, ux = y, x 6= 0 6= y}
∼= {(x, u) | x3 − (ux)2 = 0, x 6= 0}

= {(x, u) | x− u2 = 0, x 6= 0}
= V(x− u2) \ {(0, 0)}

= V(x− u2).

Un cálculo análogo muestra que

X∗ ∩ U1
∼= V(u3y − 1).

Ejemplo 3.1.3. Sea X = V(x3 +x2−y2) ⊆ C2 (llamada curva nodal). Esta
variedad tiene un punto singular: el (0, 0). En este ejemplo vamos a calcular
expĺıcitamente algunos elementos de la preimagen de (0, 0) bajo v.

En el caso en que (a, b) 6= (0, 0) podemos ver que T(a,b)X = Ker(3a2 +
2a,−2b) = V((3a2 + 2a)x− 2by) es una recta, por lo que la función de Gauss
está dada por G(a, b) = Span((2b, 3a2 + 2a)) ∼ [2b : 3a2 + 2a] ∈ P1.

La modificación de Nash es entonces

X∗ = {((x, y), [2y : 3x2 + 2x]) | x3 + x2 = y2, (x, y) 6= (0, 0)} ⊆ X × P1

junto con el morfismo
v : X∗ −→ X
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((x, y), [z : w]) 7−→ (x, y).

Al tomar la cerradura, en particular estamos agregando ĺımites de sucesiones
(pn, TpnX) donde {pn} ⊆ X\{(0, 0)} es cualquier sucesión que converge a (0, 0).
Enseguida calculamos algunos de estos ĺımites de manera expĺıcita. Tomemos
para cada n ∈ Z+ el punto pn := (1/n,

√
1/n2 + 1/n3) ∈ X \ {(0, 0)}. Esta

sucesión converge a (0, 0), y la sucesión de espacios tangente es

TpnX =

[
2

√
1

n2
+

1

n3
:

3

n2
+

2

n

]
=

[
n

(
2

√
1

n2
+

1

n3

)
: n

(
3

n2
+

2

n

)]

=

[
2

√
1 +

1

n
:

3

n
+ 2

]
−→ [2 : 2] = [1 : 1].

Si tomamos ahora la sucesión {pn = (1/n,−
√

1/n2 + 1/n3)} ⊆ X \ {(0, 0)}
vemos que TpnX −→ [−1 : 1].

Figura 3.1: Curva nodal y ĺımites de espacios tangentes

Observación 3.1.4. Los ĺımites que calculamos en el ejemplo anterior son de
hecho todos los ĺımites posibles. Esto es consecuencia de un resultado general:
el conjunto de ĺımites de espacios tangentes a una curva en un punto coincide
con su cono tangente en dicho punto (ver [FSH, sec. 8.2.] y [CLO, sec. 9.7.,
Theorem 6]). En este ejemplo el cono tangente a X en (0, 0) está dado por
V(x2 − y2).
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Por otro lado, la cerradura de Zariski de gr(G) coincide con la cerradura en
la topoloǵıa usual en el espacio proyectivo (ver [MFD, Theorem 2.33]). Por lo
tanto, en el ejemplo anterior v−1(0, 0) contiene exactamente los dos ĺımites que
calculamos en el ejemplo.

Los ejemplos anteriores ilustran las siguientes propiedades:

1. La modificación de Nash separa puntos singulares en función de los ĺımi-
tes de espacios tangentes (ver el ejemplo 3.1.3).

2. Si X es una variedad af́ın con singularidades, podŕıa pasar que X∗ no
tenga singularidades (ver el ejemplo 3.1.2).

En caso de que X∗ también tuviera singularidades, podŕıamos aplicar nueva-
mente la modificación de Nash a cada carta af́ın y aśı sucesivamente. Esto
daŕıa lugar a un árbol donde cada vértice corresponde a una carta af́ın de la
modificación de Nash:

Surgen entonces las siguientes preguntas (ver [NBL], [SMP]):

1. Dada una variedad af́ın irreducible singular, ¿la iteración finita de este
proceso llega al punto de tener todas las cartas afines no singulares?

2. Si ese es el caso, ¿cuántas iteraciones habrá que hacer?

En la introducción dimos un recuento de los resultados conocidos respecto estas
preguntas. En el último caṕıtulo de esta tesis exploraremos estas preguntas en
el caso de curvas tóricas. Para eso, en la siguiente sección estudiaremos el caso
general de la modificación de Nash de variedades tóricas.
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3.2. Modificación de Nash de variedades tóri-

cas

En esta sección estudiaremos la modificación de Nash de variedades tóricas
y mostraremos que dicha construcción puede describirse en términos de los
generadores del semigrupo asociado a la variedad.

Sea A = {γ1, . . . , γn} ⊆ Zd un conjunto finito y consideremos el morfismo
monomial asociado (ver (2.1))

ΦA : (C∗)d −→ Cn

t 7−→ (tγ1 , . . . , tγn)

(notar que estamos identificando la ret́ıcula de caracteres con Zd). Como vi-
mos en el caṕıtulo anterior, el toro de la variedad tórica asociada al conjunto
A tiene ret́ıcula de caracteres isomorfa a ZA (ver la proposición 2.2.9). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que ZA = Zd.

Lema 3.2.1. Sea A = {γ1, . . . , γn} ⊆ Zd tal que ZA = Zd. Entonces
dimYA = d.

Demostración. Sea T ⊆ YA el toro de la variedad tórica YA . Como T tiene
ret́ıcula de caracteres isomorfa a ZA = Zd, entonces T ∼= (C∗)d. Además, las
inclusiones T ↪→ YA y (C∗)d ↪→ Cd son birracionales, por lo que (ver corolario
1.2.12)

dimYA = dimT = dim(C∗)d = dimCd = d.

En el ejemplo 3.1.2 calculamos la modificación de Nash de la cúspide (que
es una variedad tórica). En ese ejemplo podemos observar dos cosas:

Las entradas de TpX para p 6= (0, 0) son monomios.

X∗ ∩ U0 y X∗ ∩ U1 son ambas variedades tóricas (pues están definidas
por ideales tóricos).

Veremos que esto es cierto en general en el caso tórico.
Primero notemos que (C∗)d es no singular, por lo que T ⊆ YA \ Sing(YA )

y como T es denso en YA entonces T es denso en YA \ Sing(YA ). Esto último,
junto con el hecho de que la función de Gauss es una función continua, nos da
como resultado que

X∗ = gr(G) = gr(G|T ),
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es decir, basta con tomar la función de Gauss restringida al toro para poder
calcular la modificación de Nash. Esto nos ayuda mucho con los cálculos, pues
sabemos que

T = ΦA ((C∗)d) = {(tγ1 , . . . , tγn) | t ∈ (C∗)d}.

Luego, como ΦA (t) = (tγ1 , . . . , tγn), entonces (ver proposición 1.2.13)

TΦA (t)YA = Span

((
∂tγ1

∂t1
, . . . ,

∂tγn

∂t1

)
, . . . ,

(
∂tγ1

∂td
, . . . ,

∂tγn

∂td

))

= Span

((
γ1,1

tγ1

t1
, . . . , γn,1

tγn

t1

)
, . . . ,

(
γ1,d

tγ1

td
, . . . , γn,d

tγn

td

))
.

Para cada 1 ≤ i ≤ d y 1 ≤ j ≤ n denotemos pi(j) := γj,i
tγj

ti
, de forma que si

pi := (pi(1), . . . , pi(n)) entonces TΦA (t)YA = Span(p1, . . . , pd). Por lo tanto, el
punto correspondiente a TΦA (t)YA bajo el morfismo de Plücker es

[· · · : wJ : · · · ] ∈ PN ,

donde J = j1 · · · jd con 1 ≤ j1 < · · · < jd ≤ n y wJ = det(pi(jβ))i,β.

Lema 3.2.2. Sea γJ la matriz con entradas γj,i para 1 ≤ i ≤ d y j ∈ J .
Entonces

wJ = det(γJ)
t
∑
j∈J γj

t1 · · · td
.

Demostración. Lo demostraremos por inducción sobre d. Para d = 1 el resul-
tado es claro. Supongamos entonces que el resultado se cumple para d y sean
A = {γ1, . . . , γn} ⊆ Zd+1 y t ∈ (C∗)d+1, donde ZA = Zd+1. Sin pérdida de
generalidad, sea J = 1 · · · (d+ 1). Queremos demostrar que

det

(
γβ,i

tγβ

ti

)
i,β

= det(γJ)
t
∑d+1
β=1 γβ

t1 · · · td+1

.

Para esto, vamos a expandir el determinante de la izquierda a partir de la
última columna, de manera que lo que nos queda es

det

(
γβ,i

tγβ

ti

)
i,β

=
d+1∑
j=1

(−1)d+1+jγd+1,j
tγd+1

tj
det

(
γβ,i

tγβ

ti

)
i 6=j,1≤β≤d

.

Para cada 1 ≤ j ≤ d+ 1 y cada 1 ≤ β ≤ n definamos

jt := (t1, . . . , ťj, . . . , td+1) y
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jγβ := (γβ,1, . . . , γ̌β,j, . . . , γβ,d+1).

De esta forma

det

(
γβ,i

tγβ

ti

)
i 6=j,1≤β≤d

= det

(
jγβ,it

γβ,j
j

jt
γβ

ti

)
i 6=j,1≤β≤d

= t
γ1,j
j · · · tγd,jj det

(
jγβ,i

jt
γβ

ti

)
i 6=j,1≤β≤d

= t
∑d
β=1 γβ,j

j det

(
jγβ,i

jt
γβ

ti

)
i 6=j,1≤β≤d

.

Luego, usando la hipótesis de inducción tenemos que

t
∑d
β=1 γβ,j

j det

(
jγβ,i

jt
γβ

ti

)
i 6=j,1≤β≤d

= t
∑d
β=1 γβ,j

j det(jγ1···d)
jt

∑d
β=1 jγβ

t1 · · · ťj · · · td+1

= t
∑d
β=1 γβ,j

j det(jγ1···d)
jt

∑d
β=1 jγβ · tj

t1 · · · td+1

= det(jγ1···d)
t
∑d
β=1 γβ · tj

t1 · · · td+1

.

Finalmente, sustituyendo obtenemos que

det

(
γβ,i

tγβ

ti

)
i,β

=
d+1∑
j=1

(−1)d+1+jγd+1,j
tγd+1

tj

[
det(jγ1···d)

t
∑d
β=1 γβ · tj

t1 · · · td+1

]

=
d+1∑
j=1

[
(−1)d+1+j det(jγ1···d)γd+1,j

t
∑d+1
β=1 γβ

t1 · · · td+1

]

=

[
d+1∑
j=1

(−1)d+1+j det(jγ1···d)γd+1,j

]
t
∑d+1
β=1 γβ

t1 · · · td+1

= det(γJ)
t
∑d+1
β=1 γβ

t1 · · · td+1

,

como queŕıamos demostrar.

Proposición 3.2.3. Las cartas afines de la modificación de Nash de YA son
también variedades tóricas.

Demostración. Por el lema anterior tenemos que la modificación de Nash de
YA es

Y ∗A = gr(G|T ) = {(ΦA (t), TΦA (t)YA ) | t ∈ (C∗)d}

= {((tγ1 , . . . , tγn), [· · · : det(γJ)
t
∑
j∈J γj

t1 · · · td
: · · · ]) | t ∈ (C∗)d}.
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Notemos que t
∑
j∈J γj/t1 · · · td no es cero, por lo que wJ = 0 si y sólo si det(γJ) =

0. Sea entonces J0 tal que det(γJ0) 6= 0 y llamemos UJ0 := YA ×AJ0 , donde AJ0

es la carta af́ın de PN donde la entrada wJ0 es distinta de cero. Aśı tenemos la
carta af́ın

Y ∗A ∩ UJ0 = {((tγ1 , . . . , tγn), [· · · : det(γJ)
t
∑
j∈J γj

t1 · · · td
: · · · ]) | t ∈ (C∗)d} ∩ UJ0

= {((tγ1 , . . . , tγn), · · · , det(γJ)

det(γJ0)

t
∑
j∈J γj

t
∑
i∈J0

γi
, · · · ) | t ∈ (C∗)d}

= {(tγ1 , . . . , tγn , . . . , det(γJ)

det(γJ0)
t
∑
j∈J γj−

∑
i∈J0

γi , . . .) | t ∈ (C∗)d}

y entonces, bajo un cambio de coordenadas, eliminando las coordenadas donde
det(γJ) = 0 y llamando ∆J0

J :=
∑

j∈J γj −
∑

i∈J0 γi, tenemos que

Y ∗A ∩ UJ0 ∼= {(tγ1 , . . . , tγn , . . . , t∆
J0
J , . . .) | t ∈ (C∗)d, det(γJ) 6= 0, J 6= J0}.

Definiendo A ′
J0

:= A ∪ {∆J0
J | det(γJ) 6= 0, J 6= J0} ⊆ Zd tenemos por

definición
Y ∗A ∩ UJ0 ∼= YA ′J0

,

es decir, las cartas afines de Y ∗A son también variedades tóricas afines.

3.3. Algoritmo de Nash en variedades tóricas

En la sección anterior vimos que cada carta af́ın de la modificación de
Nash de una variedad tórica es también una variedad tórica, pero aún más,
encontramos los puntos en la ret́ıcula que le corresponden. En esta sección
encontraremos un conjunto de puntos más eficaz que nos genere la carta af́ın
y veremos en qué se traduce el hecho que la carta af́ın sea no singular.

Teńıamos que Y ∗A ∩ UJ0 = YA ′J0
. Recordemos que el semigrupo asociado

a YA ′J0
es NA ′

J0
. Nuestra meta ahora es encontrar un conjunto finito AJ0 ⊆

Zd pequeño tal que NA ′
J0

= NAJ0 y de esta forma YA ′J0
∼= YAJ0

. Para esto

definimos

AJ0 := {γi}i∈J0 ∪ {∆J0
J | #(J \ J0) = 1, det(γJ) 6= 0}. (3.1)

Lema 3.3.1. Sea A ∈ Mn(K), siendo K un campo. Si det(A) 6= 0 entonces
existe una biyección f : {1, . . . , n} −→ {1, . . . , n} tal que Ai,f(i) 6= 0 para cada
i = 1, . . . , n.
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Demostración. Recordemos que llamando Sn := {f : {1, . . . , n} −→ {1, . . . , n} |
f es biyectiva} entonces

det(A) =
∑
f∈Sn

sgn(f)
n∏
i=1

Ai,f(i),

donde sgn(f) es el signo de f visto como permutación. Aśı, como det(A) 6= 0
entonces existe algún f ∈ Sn tal que sgn(f)

∏n
i=1 Ai,f(i) 6= 0, de donde Ai,f(i) 6=

0 para cada i = 1, . . . , n.

Ahora podemos demostrar el siguiente resultado.

Proposición 3.3.2. Siendo A ′
J0

y AJ0 como antes se tiene que

NAJ0 = NA ′
J0
.

Demostración. La primera contención se tiene pues AJ0 ⊆ A ′
J0

. Para la segun-

da contención, sea J tal que det(γJ) 6= 0. Demostraremos que ∆J0
J ∈ NAJ0 .

Como det(γJ) 6= 0 6= det(γJ0) entonces {γj}j∈J y {γi}i∈J0 son base para
Qd como Q-espacio vectorial. Sea A la transpuesta de la matriz de cambio de
base, de forma que para cada j ∈ J

γj =
∑
i∈J0

Aj,iγi.

Dado que la matriz de cambio de base es invertible tenemos que det(A) 6= 0
y por el lema 3.3.1 tenemos que existe una función biyectiva f : J −→ J0 tal
que Aj,f(j) 6= 0 para cada j ∈ J . Esto quiere decir que para cada j ∈ J se tiene
que γj /∈ Span(γi | i ∈ J0, i 6= f(j)), por lo que {γi | i ∈ J0, i 6= f(j)}∪{γj} es
un conjunto linealmente independiente y en consecuencia, si para cada j ∈ J
llamamos Jj := {j} ∪ J0 \ {f(j)}, tenemos que det(γJj) 6= 0 y #(Jj \ J0) = 1.
Además, como f es biyectiva,

∆J0
J =

∑
j∈J

γj −
∑
i∈J0

γi =
∑
j∈J

(γj − γf(j)) =
∑
j∈J

∑
k∈Jj

γk −
∑
i∈J0

γi


=
∑
j∈J

∆J0
Jj
∈ NAJ0 .
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Esto demuestra que {∆J0
J | det(γJ) 6= 0} ⊆ NAJ0 . Sólo falta demostrar que

A ⊆ NAJ0 . Si i ∈ J0 entonces γi ∈ AJ0 . Sea entonces γj ∈ A tal que j /∈ J0.
Como {γi}i∈J0 es base para Qd entonces existe {ai}i∈J0 ⊆ Q tal que

γj =
∑
i∈J0

aiγi.

Dado que γj 6= (0, . . . , 0) (si (0, . . . , 0) ∈ A tomamos A ′ = A \ {(0, . . . , 0)}
pues NA = NA ′) entonces existe i ∈ J0 tal que ai 6= 0 y aśı, definiendo
Jj := {j} ∪ J0 \ {i}, tenemos que ∆J0

Jj
, γi ∈ AJ0 por lo que

γj = γj − γi + γi = ∆J0
Jj

+ γi ∈ NAJ0 .

Gracias a la proposición anterior tenemos que para cada J0 con det(γJ0) 6= 0

Y ∗A ∩ UJ0 ∼= YAJ0
.

Ejemplo 3.3.3. Recordemos que en el ejemplo 2.2.10 vimos que si A =
{2, 3} ⊆ Z entonces YA es la cúspide. Notemos que Z{2, 3} = Z. Como en
este caso d = 1, sólo tenemos dos sucesiones: J1 = (2) y J2 = (3). Tenemos
entonces los conjuntos

A2 = {2} ∪ {3− 2} = {2, 1}

y

A3 = {3} ∪ {2− 3} = {3,−1}

los cuales inducen los morfismos

ΦA2 : C∗ −→ (C∗)2

t −→ (t2, t)

y

ΦA3 : C∗ −→ (C∗)2

t −→ (t3, t−1)

respectivamente. Es fácil ver que YA2 = ΦA2(C∗) = {(t2, t) | t ∈ C} = V(x−y2)
y YA3 = ΦA3(C∗) = ΦA3(C∗) = {(t3, t−1) | t ∈ C∗} = V(y3x − 1). Un cálculo
directo muestra que estas cartas afines no tienen singularidades.
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En el ejemplo anterior vimos que YA2 y YA3 son no singulares a través de
las ecuaciones que las definen. Quisieramos tener una manera de saber si una
variedad tórica es singular o no a partir del conjunto A .

Proposición 3.3.4. Sea A ⊆ Zd finito tal que ZA = Zd. Si existen d ele-
mentos en A que generan a NA entonces YA es no singular.

Demostración. Sean γ1, . . . , γd ∈ A los d elementos que generan a NA , de
forma que N{γ1, . . . , γd} = NA . Como ZA = Zd entonces Z{γ1, . . . , γd} = Zd.
En particular, el morfismo

Φ̂{γ1,...,γd} : Zd −→ Zd

ei 7−→ γi

es un isomorfismo, de donde L = Ker(Φ̂{γ1,...,γd}) = {0}. Por lo tanto (ver la
proposición 2.2.12)

I(Y{γ1,...,γd}) = 〈xα − xβ | α, β ∈ Ns, α− β ∈ L〉

= 〈xα − xβ | α, β ∈ Ns, α− β = 0〉
= 〈xα − xα | α ∈ Ns〉 = {0},

y entonces Y{γ1,...,γd} = Cd, y como N{γ1, . . . , γd} = NA tenemos que YA
∼= Cd.

Aśı, YA es no singular.

Definición 3.3.5. Sea A ⊆ Zd finito. Definimos Conv(A ) como el conjunto
convexo más pequeño en Rn que contiene a A . De hecho,

Conv(A ) =

{∑
γ∈A

aγγ

∣∣∣∣∣ 0 ≤ aγ ≤ 1 para toda γ ∈ A y
∑
γ∈A

aγ = 1

}
.

Observación 3.3.6. Si a la proposición 3.3.4 le agregamos la hipótesis ge-
neral 0 /∈ Conv(A ) entonces el regreso también es verdadero: si YA es no
singular entonces existen d elementos en A que generan a NA . Para ver una
demostración de este resultado véase [GM, Remark 2.16.].

La proposición 3.3.4, junto con la última observación, nos da un criterio de
singularidad para algunas cartas afines en función de los generadores del semi-
grupo asociado. El siguiente resultado nos dice que de hecho la modificación
de Nash está cubierta exactamente por esas cartas afines. La demostración de
este resultado requiere herramientas más sofisticadas respecto a las que hemos
visto hasta ahora, por lo que solo dejamos la referencia al art́ıculo que contiene
la demostración.
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Proposición 3.3.7. Sea A ⊆ Zd finito tal que ZA = Zd y 0 /∈ Conv(A ).
Entonces

Y ∗A =
⋃

det(γJ )6=0
0/∈Conv(AJ )

UJ ∩ Y ∗A .

Demostración. Ver [GM, Claim 4.6.].

Observación 3.3.8. La propiedad 0 /∈ Conv(AJ) no depende de los ge-
neradores del semigrupo NAJ que elijamos, pues si NA = NA ′ entonces
R>0A = R>0A ′, donde

R>0A :=

{∑
γ∈Γ

rγγ

∣∣∣∣∣Γ ⊆ A ,Γ 6= ∅ y rγ ∈ R>0 para toda γ ∈ Γ

}
.

De ah́ı es fácil probar que

0 /∈ Conv(A )⇐⇒ 0 /∈ R>0A ⇐⇒ 0 /∈ R>0A
′ ⇐⇒ 0 /∈ Conv(A ′).

La utilidad de la proposición 3.3.7 se hará mucho más clara en el próximo
caṕıtulo.

Ejemplo 3.3.9. En el ejemplo 3.3.3 vimos que las cartas afines de la modi-
ficación de Nash de la cúspide están dadas por lo conjuntos A2 = {2, 1} y
A3 = {3,−1}. La proposición 3.3.7 nos dice que nos basta con tomar la carta
respectiva a A2 = {2, 1}, pues 0 /∈ Conv(A2) = [1, 2] ⊆ R y 0 ∈ Conv(A3) =
[−1, 3] ⊆ R. Luego, la proposición 3.3.4 nos dice que YA2 es no singular pues
{1} ⊆ A2 genera a NA2 = N.

Con todo lo anterior la pregunta de Nash se convierte en el caso tórico en
el siguiente algoritmo combinatorio:

1. Tomemos la variedad tórica YA con A ⊆ Zd tal que 0 /∈ Conv(A ) y
ZA = Zd.

2. A partir de esos generadores tomemos las sucesiones J ∈ [n]d (donde
n = #(A )) tales que det(γJ) 6= 0 y formamos AJ como se definió en
(3.1).

3. De las sucesiones que hab́ıamos tomado consideremos las sucesiones J ∈
[n]d tales que 0 /∈ Conv(AJ). Si para cada una de estas J existen d
elementos que generen a NAJ entonces el algoritmo termina: cada carta
es no singular. Si existe J tal que no suceda esto regresamos al paso 1
con YAJ .
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Ejemplo 3.3.10. Tomemos la superficie V = V(xz−y2) ⊆ C3. Como xz−y2

es irreducible entonces V es irreducible y tiene el abierto denso

V(xz − y2) \ (V(x) ∪V(z)) = {(t, ts, ts2) ∈ C3 | t, s ∈ C∗} = ΦA ((C∗)2),

donde
ΦA : (C∗)2 −→ C3

está determinado por A = {(1, 0), (1, 1), (1, 2)} ⊆ Z2. Entonces V = YA con
ZA = Z2 y (0, 0) /∈ Conv(A ).

Los elementos de J ∈ [3]2 tales que det(γJ) 6= 0 son (1, 2), (1, 3) y (2, 3),
pues

det(γ(1,2)) = det

(
1 1
0 1

)
= 1 6= 0,

det(γ(1,3)) = det

(
1 1
0 2

)
= 2 6= 0,

det(γ(2,3)) = det

(
1 1
1 2

)
= 1 6= 0.

Calculemos A(1,2), A(1,3) y A(2,3):

A(1,2) = {(1, 0), (1, 1)} ∪ {(0, 2), (0, 1)},

A(1,3) = {(1, 0), (1, 2)} ∪ {(0, 1), (0,−1)},

A(2,3) = {(1, 1), (1, 2)} ∪ {(0,−1), (0,−2)}.

Notemos que 0 /∈ Conv(A(1,2)), 0 /∈ Conv(A(2,3)) y 0 ∈ Conv(A(1,3)). Además,
(1, 0), (0, 1) ∈ A(1,2) son tales que generan a NA(1,2) = N2 por lo que YA(1,2)

es
no singular. Similarmente con (1, 2), (0,−1) ∈ A(2,3) tenemos que YA(2,3)

es no
singular. Por lo tanto el algoritmo en este caso tomó sólo un paso.
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Caṕıtulo 4

Algoritmo en Curvas Tóricas

En este último caṕıtulo demostraremos que el algoritmo mencionado en el
caṕıtulo anterior en el caso de curvas tóricas (variedades tóricas de dimensión 1)
da lugar a una curva tórica no singular. Este resultado se sabe que es cierto en
general: la iteración de la modificación de Nash de una curva singular da lugar
a una curva no singular ([NBL, Corollary 1]). Sin embargo, la demostración
que daremos es una demostración combinatoria para el caso tórico.

Además, analizaremos el número de pasos necesarios en el algoritmo para
obtener esta curva no singular de dos maneras: primero estimando la cantidad
exacta de iteraciones del algoritmo y luego contando por “paquetes”(esto se
explicará más adelante).

4.1. Curvas tóricas singulares

En el caṕıtulo anterior empezamos a pedir la condición 0 /∈ Conv(A ) para
tener nuestro criterio de singularidad. Veamos que, en el caso de curvas, esta
condición no restringe el conjunto de curvas sobre las que estamos trabajando;
es decir, toda curva tórica singular YA nos cumplirá que 0 /∈ Conv(A ). Primero
demostremos algunos lemas.

Para los primeros dos lemas A = {a1, . . . , an} ⊆ Zd es tal que ZA = Zd,
es decir, estos lemas se cumplen para variedades tóricas en general, no sólo
para curvas.

Lema 4.1.1. Si p ∈ Sing(YA ) entonces t ·p ∈ Sing(YA ) para toda t ∈ T , donde
T es el toro de YA .

Demostración. Sea t ∈ T . En la demostración de la proposición 2.2.9 vimos

65



66 CAPÍTULO 4. ALGORITMO EN CURVAS TÓRICAS

que

t : YA −→ YA

x 7−→ t · x

es un isomorfismo. Luego, por el corolario 1.2.12, dimC(TpYA ) = dimC(Tt·pYA )
y aśı p ∈ Sing(YA ) implica que t · p ∈ Sing(YA ) para toda t ∈ T .

Lema 4.1.2. Si 0 ∈ Conv(A ) entonces (0, . . . , 0) /∈ YA .

Demostración. Dado que 0 ∈ Conv(A ), existen α1, . . . , αn ∈ [0, 1] tales que∑n
i=1 αiai = 0. De hecho, como A ⊆ Zd entonces, sin pérdida de generalidad,

α1, . . . , αn ∈ [0, 1] ∩ Q y, multiplicando por un factor común, tenemos que
existen λ1, . . . , λn ∈ N tales que

∑n
i=1 λiai = 0. De ah́ı que λ := (λ1, . . . , λn) ∈

Ker(Φ̂A ) (Φ̂A se definió en la subsección 2.2.2). Entonces (ver proposición
2.2.12)

xλ − 1 = xλ − x(0,...,0) ∈ 〈xα − xβ | α, β ∈ Nn, α− β ∈ Ker(Φ̂A )〉 = I(YA );

pero (0, . . . , 0) no cumple la ecuación xλ − 1 = 0, por lo que (0, . . . , 0) /∈
V(I(YA )) = YA .

Ahora, sea A = {a1, . . . , an} ⊆ Z tal que ZA = Z, es decir, YA es una
curva tórica.

Lema 4.1.3. Si YA es singular entonces Sing(YA ) = {(0, . . . , 0)}.

Demostración. Supongamos que p = (p1, . . . , pn) ∈ Sing(YA ) \ {(0, . . . , 0)}.
Sea pi 6= 0, por lo que {taii pi | ti ∈ C∗} = C∗, y aśı {t · p | t ∈ T} es un
conjunto infinito. Luego, el lema 4.1.1 nos dice que {t · p | t ∈ T} ⊆ Sing(YA )
y en consecuencia Sing(YA ) también es un conjunto infinito, lo cual es una
contradicción pues toda subvariedad propia de una curva irreducible es una
unión finita de puntos. Tenemos entonces que Sing(YA ) = {(0, . . . , 0)}.

Proposición 4.1.4. Si 0 ∈ Conv(A ) entonces YA es no singular.

Demostración. Si 0 ∈ Conv(A ) el lema 4.1.2 nos dice que (0, . . . , 0) /∈ YA , pero
como Sing(YA ) ⊆ YA , tenemos en particular que Sing(YA ) 6= {(0, . . . , 0)}. El
lema 4.1.3 nos dice entonces que YA es no singular.

Como nuestro objeto de estudio son las curvas tóricas singulares, esta pro-
posición nos permite usar la condición 0 /∈ Conv(A ).
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4.2. Algoritmo de Nash

Recordemos que, gracias al lema 3.2.1, toda curva tórica puede ser ex-
presada como YA con A ⊆ Z tal que ZA = Z. Notemos que, denotando por
mcd(A ) al máximo común divisor de los elementos de A , la condición ZA = Z
es equivalente a pedir que mcd(A ) = 1. Además la condición 0 /∈ Conv(A ) es
equivalente a pedir que, sin pérdida de generalidad, A ⊆ N \ {0} (pueden ser
todos negativos o todos positivos, pero si A ⊆ Z \ N entonces YA

∼= Y(−A )).
Para ver expĺıcitamente el algoritmo de la modificación de Nash en curvas

tóricas primero hagamos las siguientes observaciones:

Observación 4.2.1. Sea A = {a1, . . . , an} ⊆ Z tal que mcd(A ) = 1, A ⊆
N \ {0} y a1 < · · · < an. Entonces las cartas afines de Y ∗A son las YAi donde
Ai = {ai} ∪ {aj − ai | j 6= i} (ver sección 3.3) para cada i ∈ {1, . . . , n}. Por lo
tanto 0 /∈ Conv(Ai) si y sólo si Ai ⊆ N\{0} si y sólo si i = 1. En consecuencia,
la proposición 3.3.7 nos dice que

Y ∗A = Y ∗A ∩ U1
∼= YA1 .

Observación 4.2.2. Si ai = qa1 para alguna q ∈ N e i 6= 1 entonces NA =
N(A \ {ai}), por lo que YA

∼= Y(A \{ai}).

A partir de aqúı A = {a1, . . . , an} ⊆ Z denotará un conjunto tal que:

0 < a1 < . . . < an, mcd(A ) = 1, aj /∈ Na1 si j 6= 1. (∗)

Observación 4.2.3. Supongamos que mcd(A ) = 1. La proposición 3.3.4 (pa-
ra el caso de curvas) nos dice que YA es no singular si y sólo si existe un
elemento que genere a NA , pero esto pasa si y sólo si este elemento es 1; es
decir, YA es no singular si y sólo si 1 ∈ A .

Las observaciones 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3 nos dan el siguiente algoritmo:

1. Tomemos A = {a1, . . . , an} ⊆ N \ {0} tal que satisfaga (∗).

2. Consideremos A1 = {a1} ∪ {ai − a1 | 2 ≤ i ≤ n} y definamos A ′ :=
{mı́n(A1)}∪(A1\Nmı́n(A1)) (dicho de otra forma, eliminamos los múlti-
plos del elemento mı́nimo). Si 1 ∈ A ′ entonces hemos terminado. Si
1 /∈ A ′ regresamos al paso uno con A ′.

Definición 4.2.4. Para cada A = {a1, . . . , an} ⊆ N tal que mcd(A ) = 1
definimos

V(A ) := mı́n{ai | mcd(a1, . . . , ai) = 1}.
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Proposición 4.2.5. Sea A = {a1, . . . , an} que satisface (∗). Si 1 /∈ A enton-
ces 0 < V(A ′) ≤ V(A )− 2.

Demostración. Como 1 /∈ A entonces #(A ) ≥ 2. Si a2 = a1 + 1 entonces
mcd(a1, a2) = 1 y 1 = a2− a1 ∈ A ′, por lo que V(A ) = a2 = a1 + 1 ≥ 2 + 1 =
2 + a2 − a1 = 2 + V(A ′) y aśı V(A ′) ≤ V(A )− 2.

Supongamos que a2 ≥ a1 + 2. Sea A ′ = {b1, . . . , bm} con b1 < . . . < bm y
sea ak = V(A ).

Caso 1: Si a1 < ak − a1, sea bl = máx{bi | bi ≤ ak − a1}. Notemos que
{b1, . . . , bl} = ({a1, a2 − a1, . . . , ak − a1} \ Nb1) ∪ {b1}, por lo que

mcd(b1, . . . , bl) = mcd(a1, a2 − a1, . . . , ak − a1) = mcd(a1, . . . , ak) = 1.

En consecuencia V(A ′) ≤ bl ≤ ak − a1 ≤ ak − 2 = V(A )− 2.

Caso 2: Si a1 > ak − a1, sea bl = máx{bi | bi ≤ a1}. Notemos ahora que
({a1, a2 − a1, . . . , ak − a1} \ Nb1) ∪ {b1} ⊆ {b1, . . . bl}, por lo que

1 ≤ mcd(b1, . . . , bl) ≤ mcd(a1, a2−a1, . . . , ak−a1) = mcd(a1, . . . , ak) = 1,

por lo que mcd(b1, . . . , bl) = 1. En consecuencia V(A ′) ≤ bl ≤ a1 ≤
a2 − 2 ≤ ak − 2 = V(A )− 2.

Además, como a1 < ai para toda i ∈ {2, . . . n}, entonces A ′ ⊆ N \ {0}, por lo
que 0 < V(A ′).

Con este resultado podemos demostrar que la iteración de la modificación
de Nash elimina las singularidades. Para esto, denotemos A 1 := A ′ y para
cada k > 1 denotemos A k := (A k−1)′.

Corolario 4.2.6. La iteración finita de la modificación de Nash en una curva
tórica singular da lugar a una curva no singular.

Demostración. Consideremos una curva tórica singular YA , donde A ⊆ Z
satisface (∗) y 1 /∈ A (por ser YA singular). Por el resultado 4.2.5 tenemos que
V(A ) ≥ V(A ′) + 2 > 0.

Al iterar el algoritmo de Nash obtenemos una sucesión V(A ) ≥ V(A ′)+2 ≥
. . . ≥ V(A k)+2k ≥ . . . > 0. Esta sucesión no puede seguir infinitamente, pues

de lo contrario se tendŕıa V(A ) ≥ V(A bV(A )
2
c+1) + 2(bV(A )

2
c+ 1) > V(A ).

Por consiguiente, existe k ∈ N para el cual V(A k) ≥ V(A k+1) + 2 no se
cumple y, usando de nuevo la proposición 4.2.5, tenemos que 1 ∈ A k, por lo
que YA (k) es no singular.
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Observación 4.2.7. La demostración anterior nos dio también una cota para
el número de veces que debemos iterar la modificación de Nash en una curva
tórica singular para llegar a una curva no singular: a lo más hay que iterar

bV(A )

2
c

veces. La mala noticia es que esta cota no siempre es buena, como veremos en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.8. Sea A = {1010, 2 · 1010 + 1}. Entonces A ′ = {1010, 1010 + 1}
y A ′′ = {1}. En este caso se necesitaron dos pasos para llegar de YA a una

curva no singular, pero bV(A )
2
c = 1010, lo cual es mucho más grande.

En general, contar el numero de iteraciones de la modificación de Nash
es complicado. Tomemos el caso más sencillo: n = 2. Sea A = {a, b} con
1 < a < b y mcd(a, b) = 1.

Como a < b y mcd(a, b) = 1 entonces existen q1, r1 > 0 con r1 < a y
b = aq1 + r1. Entonces para cualquier k < q1 tenemos que a < b − ak y
A k = {a, b − ak}. Aśı, A q1 = {a, b − aq1} = {r1, a}, y tenemos que r1 < a.
En este momento hacemos el mismo proceso que antes: existen q2, r2 > 0 con
r2 < r1 y a = r1q2 + r2, con lo que A q1+q2 = {r2, r1}. Este proceso se hace
hasta que se llegue a A q1+q2+···+qα = {1}. Podemos notar que este algoritmo
es exactamente el algoritmo de Euclides:

b = aq1 + r1

a = r1q2 + r2

r1 = r2q3 + r3

...

rα−2 = rα−1qα + 1

En este caso el numero de iteraciones es q1 + q2 + · · · + qα. Acotar este
número en función de a y b no es tan sencillo y se vuelve muy complicado
en el caso general (si n > 2 el algoritmo también es parecido al algoritmo de
Euclides) pues no hay control sobre los cocientes (las qi’s). Acotar α (el número
de algoritmos de la división en el algoritmo de Euclides), en cambio, es una
tarea más sencilla. Esto lo haremos en la siguiente sección.
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4.3. Algoritmos de la división

Sigamos analizando el caso n = 2 para luego pasar al caso general. En la
sección anterior dijimos que en este caso el algoritmo de Nash (dividido en
algoritmos de la división) es el algoritmo de Euclides, en el cual se conoce una
cota para el número de algoritmos de la división que toma (como se verá en la
proposición 4.3.2). Es natural que al hablar del algoritmo de Euclides aparezca
la siguiente definición.

Definición 4.3.1. Definimos la sucesión de Fibonacci como

F1 := 1, F2 := 2 y Fm+2 := Fm+1 + Fm para cada m ≥ 1.

El siguiente resultado es bastante conocido. Aunque existen muchas de-
mostraciones, aqúı lo demostraremos por inducción.

Proposición 4.3.2. Sean a, b ∈ N con 1 < a < b. Si el algoritmo de Euclides
para a y b toma m algoritmos de la división entonces a ≥ Fm+1 y b ≥ Fm+2.

Demostración. Por inducción sobre m. El caso m = 1 es claro, pues por hipóte-
sis tenemos que a ≥ 2 = F1+1 y b ≥ a+ 1 ≥ 2 + 1 = 3 = F1+2.

Supongamos que el enunciado es cierto para m y que el algoritmo de Eu-
clides con a y b toma m + 1 algoritmos de la división. Tomemos el primer
algoritmo de la división:

b = aq + r.

Como r, a ∈ N cumplen con que r < a y el algoritmo de Euclides con r y a
toma m algoritmos de la división entonces r ≥ Fm+1 y a ≥ Fm+2. Luego, como
q ≥ 1 entonces b = aq + r ≥ a + r ≥ Fm+2 + Fm+1 = Fm+3. Por lo tanto
a ≥ Fm+2 y b ≥ Fm+3, como queŕıamos demostrar.

Corolario 4.3.3. Sean a, b ∈ N con 1 < a < b. Si a < Fm+1 o b < Fm+2

entonces el algoritmo de Euclides para a y b toma menos de m algoritmos de
la división.

Esto se traduce a que si YA es una curva tórica con A = {a, b} ⊆ Z tal que
1 < a < b, mcd(a, b) = 1 y a < Fm+1 o b < Fm+2 entonces se necesita hacer el
algoritmo de la división menos de m veces para llegar a una curva no singular.
Lo impresionante de este resultado es que vale no sólo para cuando #(A ) = 2,
sino en general para A = {a1, . . . , an} ⊆ Z que cumpla (∗) y 1 < a1, como
veremos más adelante.

Sea A = {a1, . . . , an} que satisfaga (∗) y 1 < a1. Haciendo algoritmo de
la división con a1 y a2 obtenemos q, r > 0 tales que r < a1 y a2 = a1q + r.
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Podemos notar que entonces mı́n(A k) = a1 si k < q y mı́n(A q) = r. Además
A q = ({a1, a3−a1q, . . . , an−a1q}\Nr)∪{r} y A k = {a1, a2−a1k, . . . , an−a1k}.
Aśı, podemos apreciar un cambio significativo en A k hasta que k = q. Luego
pasará lo mismo con r y el mı́nimo de A q\{r}. Vemos entonces que el algoritmo
de la modificación de Nash en curvas tóricas puede separarse en “algoritmos
de la división”.

Ejemplo 4.3.4. Sea A = {20, 165, 172}. El primer algoritmo de la división
es 165 = 20 · 8 + 5. Entonces A 8 = {20, 165− 20 · 8, 172− 20 · 8} = {5, 12, 20}.

El segundo algoritmo de la división es 12 = 5·2+2, por lo que A 10 = {2, 5}
(nótese que en este caso se eliminó el elemento 20− 5 · 2 = 10 pues es múltiplo
de 2 = mı́n{2, 5, 10}).

El tercer y último algoritmo de la división es 5 = 2 · 2 + 1, por lo que
A 12 = {1}.

En este caso tomó 12 iteraciones de la modificación de Nash, pero solo 3
algoritmos de la división.

Definición 4.3.5. Para cada A = {a1, . . . , an} ⊆ Z que satisface (∗) y 1 < a1,
definamos δ(A ) como el número de algoritmos de la división en el proceso de la
iteración de la modificación de Nash de YA para llegar a una curva no singular.

Observación 4.3.6. δ(A ) es finito, pues es menor o igual al número de ite-
raciones del algoritmo de Nash. En otras palabras,

δ(A ) ≤ bV(A )

2
c.

Hab́ıamos dicho que el corolario 4.3.3 pod́ıa extenderse al caso general. Es
el momento de demostrar esto. Nótese la similitud de la siguiente demostración
con la demostración de la proposición 4.3.2.

Teorema 4.3.7. Sea A = {a1, . . . , an} ⊆ Z que cumpla (∗) y 1 < a1. Entonces
a1 ≥ Fδ(A )+1 y a2 ≥ Fδ(A )+2.

Demostración. Por inducción sobre δ(A ). El caso δ(A ) = 1 es claro, pues por
hipótesis tenemos que a1 ≥ 2 = F1+1 y a2 ≥ a1 + 1 ≥ 2 + 1 = 3 = F1+2.

Supongamos que el enunciado es cierto para m y que δ(A ) = m + 1.
Hacemos el algoritmo de la división con a1 y a2 para obtener a2 = a1q+ r, con
0 < r < a1. Entonces δ(A q) = m y mı́n(A q) = r. Por hipótesis de inducción
r ≥ Fm+1. Veamos que a1 ≥ Fm+2.

Caso 1: Si a1 /∈ A q quiere decir que a1 ∈ Nr\{r}. Como a1 > 0 entonces
a1 ≥ 2r ≥ 2Fm+1 > Fm+2.
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Caso 2: Si a1 ∈ A q, como a1 > r entonces a1 ≥ mı́n(A q \ {r}). Luego,
por hipótesis de inducción tenemos que mı́n(A q \ {r}) ≥ Fm+2 y en
consecuencia a1 ≥ Fm+2.

Aśı, r ≥ Fm+1 y a1 ≥ Fm+2. Por último, como q ≥ 1 entonces a2 = a1q +
r ≥ a1 + r ≥ Fm+2 + Fm+1 = Fm+3. Por lo tanto a1 ≥ Fm+2 = Fδ(A )+1 y
a2 ≥ Fm+3 = Fδ(A )+2, como queŕıamos demostrar.

Similarmente que con el corolario 4.3.3 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.8. Sea A = {a1, . . . , an} ⊆ Z que cumpla (∗) y 1 < a1. Si
a1 < Fm+1 o a2 < Fm+2 entonces δ(A ) < m.

Hemos encontrado una buena cota para el número de algoritmos de la
división necesarios para llevar YA a una curva no singular. Sin embargo, para
números grandes la tarea de encontrar el mı́nimo m tal que a1 < Fm+1 o
a2 < Fm+2 se puede volver un poco complicada. Ahora encontraremos otra
cota más sencilla de encontrar: en términos del número de d́ıgitos de a1 y de
a2. Para esto necesitaremos el siguiente lema ([GRS]).

Lema 4.3.9. Sea k ≥ 1. Si m ≥ 5k entonces Fm+1 tiene al menos k + 1
d́ıgitos.

Demostración. Primero veamos el caso k = 1. Tenemos m ≥ 5, por lo que
Fm+1 ≥ F6 = 13 y de ah́ı que Fm+1 tiene al menos 2 d́ıgitos.

Sea i > 1. Notemos que Fi+5 = Fi+4+Fi+3 = 2Fi+3+Fi+2 = 3Fi+2+2Fi+1 =
5Fi+1 + 3Fi = 8Fi + 5Fi−1 > 8Fi + 4Fi−1 > 8Fi + 2Fi = 10Fi. De esta forma,
si k > 1 entonces F5k > 10F5(k−1) > · · · > 10k−1 · F5 = 8 · 10k−1.

Por último, como m ≥ 5k entonces Fm+1 ≥ F5k+1 = F5k + F5k−1 > F5k +
1
2
F5k > 8 · 10k−1 + 4 · 10k−1 = 12 · 10k−1 > 10k, por lo que Fm+1 tiene al menos
k + 1 d́ıgitos.

Ahora sea A = {a1, . . . , an} ⊆ Z que cumpla (∗) y 1 < a1

Corolario 4.3.10. Si a1 y a2 tienen k1 y k2 d́ıgitos, respectivamente, entonces
δ(A ) < mı́n{5k1, 5k2 − 1}.

Demostración. Sea m := δ(A ) y supongamos que m ≥ 5k1. Por la proposición
4.3.7 tenemos que a1 ≥ Fm+1 y por el lema 4.3.9 tenemos que Fm+1 tiene al
menos k1 + 1 d́ıgitos. Por consecuente a1 tiene al menos k1 + 1 d́ıgitos. Esto
demuestra que si a1 tiene k1 d́ıgitos entonces δ(A ) < 5k1.

Luego, si suponemos que m ≥ 5k2 − 1 entonces m + 1 ≥ 5k2. La proposi-
ción 4.3.7 y el lema 4.3.9 implican que a2 tiene al menos k2 + 1 d́ıgitos. Esto
demuestra que si a2 tiene k2 d́ıgitos entonces δ(A ) < 5k2 − 1.
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Esta cota es muy eficiente ya que es fácil encontrar el número de d́ıgitos de
un número y la función (a 7−→ número de d́ıgitos de a) crece muy despacio
(de forma logaŕıtmica con base 10). Además, esta cota depende sólo de a1 y
a2. De hecho, en particular, la cota puede depender sólo de a1 (si a1 tiene k
d́ıgitos entonces δ(A ) < 5k).
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