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Introduccion

En geometria algebraica elemental se estudian los conjuntos formados por
los ceros de polinomios, a los que llamamos variedades algebraicas. En algunas
de estas variedades podemos encontrar puntos donde crece la dimension del
espacio tangente, definido como el nicleo de la matriz jacobiana de los poli-
nomios que definen a la variedad. A estos puntos los conocemos como puntos
singulares. Cabe mencionar que el conjunto de puntos singulares de una varie-
dad es una subvariedad “pequena” (su complemento es denso en la variedad).
Surge entonces el problema de la resolucion de singularidades. El problema, en
palabras de J. Kollar [KLR], consiste esencialmente en encontrar, para cada
variedad algebraica X con puntos singulares, una variedad algebraica Y que
parametrice a X y que no tenga puntos singulares.

Muchos mateméticos reconocidos (entre ellos Zariski: [ZR1], [ZR2]) trata-
ron de resolver este problema hasta que, en 1964, el matematico japonés Heisu-
ke Hironaka dio una complicada demostracién, para campos algebraicamente
cerrados de caracteristica cero, en su famoso articulo [HI1]. Sin embargo, las
técnicas propuestas para resolver singularidades siguen siendo aun gran moti-
vo de estudio. En particular, el ganador del Premio Nobel de Economia, John
Forbes Nash Jr. propuso una técnica para atacarlo: la modificacién de Nash.

Para cada variedad algebraica singular X, la modificacién de Nash constru-
ye una variedad X; y un morfismo v; : X; — X de forma que la pre-imagen
de cada punto singular de X es el conjunto de los limites de espacios tangentes
de puntos no singulares en X que convergen a dicho punto. Esta construc-
cién no nos asegura una resolucion, pues la variedad X; podria tener puntos
singulares. Sin embargo, podemos iterar este proceso y obtener

Uk U2

X X, 2~ X,

La pregunta que surge es: ;existe alguna k para la cual X}, sea no singular? Se
han dado respuestas afirmativas a la pregunta de Nash para algunos casos y a

algunas variantes de la misma en los articulos de Nobile, Rebassoo, Gonzalez-
Sprinberg, Hironaka y Spivakovsky ([NBL, RBS, GS1, GS2, HI2, SPK]). En

VII



VIII INDICE GENERAL

esta tesis respondemos a esta pregunta para el caso particular de curvas téricas
afines.

Las variedades toricas afines son variedades algebraicas muy particulares,
pues éstas tienen una caracterizaciéon combinatoria que traduce muchas propie-
dades geométricas de la variedad a propiedades combinatorias. En especifico,
toda variedad térica se puede describir como la variedad mas pequena que
contiene a un conjunto de la forma {(¢,...,¢t™) € C* | t € (C\ {0})¢}, donde
Yooy Vn € L8y ¢k = Hle t/**. Un claro ejemplo de la utilidad de esta
caracterizacion es que la dimensién de la variedad coincide con el rango de la
reticula generada por {v1,..., v}

En el caso de variedades toéricas, la pregunta de Nash ha sido recientemente
estudiada en [ATN, GT, GM, DRT]. Los avances logrados en estos articulos
estan basados en el hecho de que la modificacién de Nash de variedades tori-
cas afines corresponde a un algoritmo combinatorio que depende sélo de los
elementos del conjunto {v;,...,v,} asociado a la variedad ([GT, GM]). En
esta tesis nosotros estudiamos dicho algoritmo en el caso de curvas téricas. En
este caso tenemos que 7i,...,7, son enteros positivos y el algoritmo recién
mencionado es bastante similar al algoritmo de Euclides (de hecho si n = 2
entonces es exactamente el algoritmo de Euclides).

Usando esto, demostramos que la modificaciéon de Nash si resuelve singu-
laridades en curvas toricas. Este resultado también es conocido (de hecho en
general para curvas no necesariamente toricas, [NBL]), sin embargo nuestra
prueba es combinatoria y ademas estimamos el nimero de iteraciones para
obtener una curva no singular de dos maneras. Vemos que, al igual que el al-
goritmo de Euclides, podemos contar las iteraciones separando en “algoritmos
de la divisién” y damos cotas para esta forma de contar que depende de los
dos elementos minimos del conjunto {71,..., 7.}

En el primer capitulo damos un repaso de conceptos basicos de geometria
algebraica. También introducimos conceptos mas especificos como espacios tan-
gentes (junto con dimensién y puntos singulares), la variedad asociada a la
Grassmanniana y el producto de variedades cuasi-proyectivas.

En el segundo capitulo damos una introduccién a las variedades toricas
afines. Demostramos que hay distintas caracterizaciones para éstas: una en
términos de puntos en una reticula; otra definida por cierta clase de ideales, a
los que llamaremos ideales toricos; y la 1iltima asociada a un semigrupo afin.
Damos también una caracterizaciéon de los puntos de una variedad torica y
definimos los morfismos entre variedades toricas.

En el tercer capitulo definimos formalmente la modificacién de Nash. Es-
tudiamos la modificaciéon de Nash aplicada a variedades téricas afines y damos
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explicitamente el algoritmo que determina. Damos también un criterio de sin-
gularidad en términos del conjunto {71,..., 7.}

Finalmente, en el cuarto capitulo damos una demostracién combinatoria de
la resolucién de singularidades para curvas toricas y nos centramos en contar
el nimero de iteraciones necesarias para llegar a la resolucién. Vemos que el
numero de iteraciones del algoritmo de Nash puede contarse de forma muy
especial separandolo en algoritmos de la divisién y damos una cota efectiva
para el nimero de algoritmos de la division necesarios.

El trabajo hecho en esta tesis fue inspiracién para el articulo “Nash Modi-
fication on Toric Curves” (ver [DG]) escrito por Daniel Duarte (asesor de esta
tesis) y Daniel Green Tripp (autor de esta tesis), en el cual se presentan los
resultados originales contenidos en el cuarto capitulo y algunas propiedades
que cumplen las curvas toricas que no son ciertas en general para variedades
toricas de dimensién mayor a 1.



Capitulo 1

Conceptos de (Geometria
Algebraica

Este capitulo tiene como finalidad dar los conceptos de geometria algebraica
que seran utilizados en los siguientes capitulos. En la primera seccién daremos
un repaso de los conceptos mas basicos, mientras que en las otras secciones
veremos con detalle conceptos mas especificos, como son: espacio tangente,
dimensién, morfismo de Pliicker, morfismo de Segre y una topologia para el
producto de variedades cuasi-proyectivas.

1.1. Preliminares

En esta tesis daremos por hecho que el lector estd familiarizado con los
conceptos mas bésicos de geometria algebraica, por lo que esta seccion sera
solo un breve repaso con la finalidad de dar a conocer la notacién que usaremos
en el resto de la tesis. Las demostraciones a los resultados se pueden consultar
en [HLK, caps. 1, 2].

1.1.1. Variedades algebraicas afines y proyectivas

Sea K un campo y K[zy, ..., x,] el anillo de polinomios en n variables con
coeficientes en K.

Definicién 1.1.1. Una variedad algebraica afin es un subconjunto de K"
de la forma

V(T):={peK"| f(p) =0 para toda f € T},

1



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS DE GEOMETRIA ALGEBRAICA

donde T' C Klzy,...,x,]. SiT = {f1,..., f-} entonces denotaremos
V(fl) R f?") = V(T>

Observacion 1.1.2. Notemos que V(T') = V((T')), donde (T') denota al ideal
generado por el conjunto T'. Ademas, gracias al teorema de la base de Hilbert
(ver [LNG, cap. IV, sec. 4, pag. 186, Theorem 4.1.]), tenemos que todo ideal

de Klzy,...,z,] es finitamente generado, por lo que toda variedad algebraica
es de la forma V(fi,..., f.), donde fi,..., fr € Klxy,..., z,].

Aunque mas adelante definiremos variedades algebraicas que no son afines,
la mayor parte de nuestro estudio serd sobre variedades algebraicas afines. Por
esta razén y por comodidad las llamaremos simplemente variedades algebraicas
o simplemente variedades.

Ejemplo 1.1.3. Un conjunto con sélo un punto (ay,...,a,) € K" es una
variedad algebraica, pues {(aq,...,a,)} = V(1 —ay,..., T, — ay).

Ejemplo 1.1.4. La pardbola es una variedad algebraica, dada por V(y — z?).

Proposicion 1.1.5. Las variedades algebraicas son los cerrados de una topo-
logia para K™, a la cual llamaremos topologia de Zarisks.

A menos que se especifique lo contrario, cuando hablemos de conjuntos
abiertos y cerrados, asi como de cerradura, nos referiremos a estos con la to-
pologia de Zariski (o a la inducida por ésta en el caso de subconjuntos).

A cada ideal de K[z, ..., x,] le hemos asociado un objeto geométrico: una
variedad algebraica. Inversamente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.1.6. Para cada subconjunto X C K" definimos el ideal
I(X):={f eKlzy,...,z,] | f(p) =0 para todo p € X}.

No todos los ideales de K]z, ..., z,] son de la forma I(X). Definimos en-
tonces el radical de un ideal I como

VI:={feKzy,...,2,]| f* €I para alguna k > 1}
y le llamaremos radical al un ideal I que cumpla I = /1.

Teorema 1.1.7 (Nullstellensatz). Si K es algebraicamente cerrado e I es un

ideal de K[zy,. .., x,) entonces I(V(I)) = /1.
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El Nullstellensatz nos dice que V e I definen una biyeccién entre ideales
radicales de K[z, ..., x,] y variedades algebraicas en K",

Definicién 1.1.8. Sea X un espacio topoldgico y Y C X.

1) Se dice que X es irreducible si no existen subconjuntos cerrados propios
X1, Xy G X tales que X = X; U X,

11) Se dice que Y es irreducible si es irreducible como espacio topoldgico con
la topologia inducida de X.

Proposicién 1.1.9. Sea V' una variedad algebraica. Entonces V' es irreducible
si y solo si I(V') es un ideal primo.

Dejando de lado un poco las variedades afines, estudiemos las variedades
proyectivas. Tomemos la relacién de equivalencia en K"\ {(0,...,0)} dada
por (ag,...,a,) ~ (bo...,b,)siysélosiexiste A € K\{0} tal que (ao,...,a,) =
(Abg ..., Aby).

Definicién 1.1.10. Definimos el espacio proyectivo como

P = (K™ {(0,...,0)})/ ~ .

A los elementos de P" los denotaremos por [zg : -+ : Zy).
De la definicién tenemos que P* = (JI_{[zo : -+ : @] | 25 # 0}.
Definicién 1.1.11. Para cada i € {0,...,n} definimos la carta afin
AY = {[xg: x| ;i # 0}

Observacion 1.1.12. Se tienen las biyecciones

Al — K"
Zo Ti—1 Ti+1 Tn
xo:--':xn}r—>(—,..., , e, —
y
K" — A?

(X1, ey Tp) > [y coe vy Loy ey
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Definicién 1.1.13. Un polinomio f € K|xy, ..., z,] se dice que es homogéneo
de grado d (d > 1) si para todo A € K y todo (aqg,...,a,) € K" se tiene

f(Xag, ..., Aay) = Xf(ag, ..., an).
Diremos que un polinomio es homogéneo de grado 0 si es constante.

Definicién 1.1.14. Una variedad algebraica proyectiva es un conjunto

V(fi, .-, fr) ={lao: - :a,] € P filag,...,an) == frlag,...,a,) =0}
para algunos polinomios homogéneos f1,..., f, € K[zo, ..., x,].

Es importante notar que V(fi, ..., f.) estd bien definido como subconjunto
del espacio proyectivo gracias a que fi, ..., f, son homogéneos.

Definicién 1.1.15. Sea V' C P" una variedad proyectiva. Definimos para cada
i €{0,...,n} la carta afin de V como V N AZ.

Proposicién 1.1.16. Las variedades proyectivas son los cerrados de una to-
pologia para P", a la cual llamaremos topologia de Zariski en P".

1.1.2. Morfismos
Sea V' C K" una variedad algebraica.

Definicién 1.1.17. Una funcién polinomzial en V es una funcién f : V —
K tal que existe F' € K|xy,...,z,]| con F(p) = f(p) para todo p € V.

Notese si f : V — K es una funcién polinomial puede existir mas de un
polinomio F' tal que F(p) = f(p) para todo p € V. De hecho

Fly=Glyv <= (F-GQ)ly =0 F-GeI(V).
Esto nos da una idea para la siguiente definicién.
Definicién 1.1.18. Definimos el anillo de coordenadas de V como
K[V] := K[z, ..., z,]/I(V).

Por la observacion hecha antes podemos identificar el anillo de coordenadas
como K[V] ={f:V — K| f es funcién polinomial}.

Podemos notar que K[V] es finitamente generada como K-élgebra (por las
clases de las z;’s, a las que llamaremos funciones coordenadas) y no tiene
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elementos nilpotentes no nulos. De hecho, estas propiedades caracterizan por
completo a los anillos de coordenadas.

Definamos ahora los morfismos entre variedades algebraicas. Sean V' C K"
y W C K* variedades y sean Idy e Idy, las funciones identidades.

Definicién 1.1.19. Una funcién f: V — W es un morfismo polinomsial
si f = (f1,...,[fs) para algunas fi,..., fs € K[V]. Es un isomorfismo si
ademads existe un morfismo polinomial g : W — V tal que go f = Idy y

Ejemplo 1.1.20. La funcién f : V(y — 2?) — K dada por f(z,y) = z es
un morfismo polinomial, pues z € K[V (y — 2?)] es una funcién coordenada.
Ademds es isomorfismo pues g : K — V(y — 2?) dada por g(z) = (z,2?)
cumple con go f = Idy (2 y fog = Idk.

Definicién 1.1.21. Sea f : V — W un morfismo polinomial. Definimos el
morfismo de K-dlgebras f* : K[W] — K[V] como f*(g) :=go f.

Teorema 1.1.22. Un morfismo polinomial f : V — W es un isomorfismo
si y solo si f*: K[W]| — K[V] es un isomorfismo de K-dlgebras.

Los morfismos polinomiales no son suficientes para estudiar las relaciones
entre las variedades algebraicas, por lo que definiremos ademaés otro tipo de
morfismos.

Definicién 1.1.23. Sean V C K" y W C K™ variedades irreducibles.

» Definimos el campo de funciones de V', denotado por K(V'), como el
campo de fracciones de K[V]. A los elementos de K(V) les llamaremos
funciones racionales.

» Un morfismo racional f:V --» W es una m-tupla f = (f1,..., fm)
tal que f1,...,fm € K(V) y f(p) € W para toda p € dom(f), donde

dom( f) denota al dominio de definicién de f.

» Diremos que un morfismo racional f : V --» W es dominante si
f(dom(f)) es denso en W.

Anélogo al caso de morfismos polinomiales, por cada morfismo racional
dominante f : V --» W tenemos un morfismo de K algebras f* : K(W) —
K(V') dado por f*(g) := go f para cada g € K(W).
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Definicién 1.1.24. Sean U; C V abierto en V' 'y Uy C W abierto en W.

» Un morfismo f : U; — U es un morfismo racional f : V --» W tal
que U; C dom(f)y f(Uy) C Us.

= Un morfismo f : Uy — U, es un isomorfismo si existe un morfismo
g:Uy— U talque go f=1dy, y fog=Idy,.

Proposicién 1.1.25. Sea f:V --» W un morfismo racional. Son equivalen-
tes:

1. f es dominante y f* : K(W) — K(V') es un isomorfismo de K-dlgebras.

2. Existen Uy abierto en V y Uy abierto en W tales que f : Uy — U, es
un 1somorfismo.

Definicién 1.1.26. Un morfismo racional f : V' --» W se dice que es un
morfismo biracional si cumple alguna de las condiciones de la proposicién
1.1.25.

1.2. Espacios tangente

En esta seccion se definiran los conceptos de espacio tangente, dimension y
punto singular. Para esto, nos basaremos en [HLK, cap. 3]. Muchos resultados
de esta seccién son ciertos para campos arbitrarios, pero a partir de aqui solo
nos concentraremos en el caso K = C (hdgase notar que C es un campo
algebraicamente cerrado y de caracteristica cero).

1.2.1. Dimensién y puntos singulares

Sea V' C C® una variedad afin irreducible con I(V) = (fi,..., f.). Defina-
mos para cada p € V

sacy( i) = (520))
J ij

conl<i<ryl<j<s. Notemos que Jac,(fi,..., f.) induce una transfor-
macién lineal de C® en C'.

Definicién 1.2.1. Definimos el espacio tangente a V en el punto p (tras-
ladado al origen) como

T,V = Ker(Jac,(f1, ..., fr))

Por definicién 7,V es un C-subespacio vectorial de C*.
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Observacion 1.2.2. Definamos para cadai=1,...,rycadapeV

—~ 0f;

= 6xj

dy(f;) = (p)z; € Clzy, ..., x5

Notamos que 7,V es también una variedad afin pues

1,V = m V(dy(f))-

=1

Ademds, como d,(f;) son lineales entonces el cociente

(C[ajlﬂ s axS]/<dp<f1)7 cee 7dp<fr)>

es isomorfo a algin Clxz;,, ..., z;, ] para alguna k < s, eliminando una variable
por cada ecuacién lineal independiente de las demés. En consecuencia de lo
anterior I(T,V) = (d,(f1),...,d,(f.)) y T,V es irreducible.

Definicién 1.2.3. Definimos la dimension de V' como
dim(V) := min{dim¢(7,V) | p € V'}.

Por definicién dim(V') < dim¢(7,V') para toda p € V. De hecho, la siguiente
proposicion nos dice que los puntos en los cuales se da la igualdad son casi
todos.

Proposicion 1.2.4. Para toda n € N se tiene que el conjunto
Sp(V) :={p eV |dimcT,V > n}
es cerrado en la topologia de Zariski.

Demostracion. Como T,V C C*® entonces dime(7,V) < s para toda p € V, de
donde S, (V) = () si n > s. Supongamos entonces que n < s.
Recordemos que T,V = Ker(Jac,(f1,..., f.)) € C?, por lo que

: Ofi
dim¢ T,V = s — rango ((8@ (p))w> .

dime T,V > n < rango ((8]‘} (p)) ) <s-—mn,
Ox; ij

Se sigue que

es decir, p € S, (V) si y sélo si todos los menores de (s —n+1) x (s —n+ 1)
se anulan. Dado que estos menores son polinomios tenemos que S, (V) es un
cerrado. 0
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Corolario 1.2.5. El conjunto de puntos p tales que dimc(7,V) = dim(V') es
un abierto denso en V.

Demostracion. Dado que V' es irreducible, es suficiente probar que
U:={peV|dimc(7,V)=dim(V)}

es abierto no vacio.

Sea n = dim(V'). Entonces U = V'\ S,,41(V) y por lo tanto U es un abierto.
Luego, como por definicién dim(V) = min{dimc(7,V) | p € V}, entonces
existe p € V tal que dime(7,V) = dim(V), por loque p e U y asi U # . [

Definicién 1.2.6. Sea V una variedad afin irreducible.

1) Decimos que un punto p € V es singular si dime(7,V) > dim(V) y
diremos que es no singular si dime(7,V) = dim(V). Al conjunto de
puntos singulares lo denotamos Sing(V'). Este conjunto es cerrado pues
Sing(V') = S,,4+1(V), siguiendo con la notacién de la proposicién 1.2.4 y
siendo n = dim(V').

11) Diremos que V' es una variedad singular si Sing(V') # (). En caso con-
trario, diremos que V' es una variedad no singular.

Ejemplo 1.2.7. Tomemos la variedad afin irreducible C' = V (z*—3?), llamada
cuspide, y sea p = (a,b) € C. Entonces

a(‘rS — y2) (a’ b) a(xS — y2> (a’ b) )

J u 3,2 —
ac( ,b)(ll? 3/) ( o

= ((32)(a,0) (-2y)(a,b))=(3a" —2b).

Dado que a = 0 si y sélo si b = 0, entonces tenemos dos casos:

1) Sia=b=0 entonces Jac(p(z® —y*) = (3(0)> —2(0))=(0 0)y
entonces T,C' = Ker( 0 0 ) = C? por lo que dime(7,C) = 2.

11) Sia# 0 # bentonces Jac(p(z® —y*) = ( 3a> — 2b ) nos genera una
recta. En especifico T,C' = Span((2b, 3a*)), por lo que dim¢(7,C) = 1.

Por lo tanto dim(C') = min{1,2} = 1 y el unico punto singular es (0,0) € C.
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Figura 1.1: Cuspide, punto singular y punto no singular

1.2.2. Equivalencias de espacio tangente

En la seccion anterior definimos al espacio tangente en funcién del ideal de
la variedad y del espacio afin en que esta contenida. En esta secciéon veremos
una definicién intrinseca de espacio tangente.

Sea V' una variedad afin irreducible y sean

M, = {f € Clan,...,z] | f(p) =0}

el ideal maximal correspondiente al punto p € V en Clxy, ..., x4 y
M, == M,/I(V) C C[V]
el ideal maximal correspondiente al punto p € V' en C[V]. Sea
f
my, = {h € C(V) | 3f,g € C[V] tal que h = E,f(p) =0y g(p) # 0}
el ideal maximal del anillo local

Ovy = {h € C(V) | 3f,g € CIV] tal que h = § ¥ 9(p) # 0},

Teorema 1.2.8. Se tienen isomorfismos de espacios vectoriales

T,V = (My/My)" = (my/mp)".
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Demostraremos este teorema en dos partes.

Lema 1.2.9. Se tiene el siguiente isomorfismo de espacios vectoriales:
T,V = (M,/M,)".

Demostracion. Salvo traslaciones, podemos suponer que p es el origen, de for-

ma que M, = (z1,...,x,). Sea (C*)¥ el espacio dual del espacio vectorial C*.
Recordemos que las funciones coordenadas z; : C° — C forman una base
para (C®)V.

Tenemos la transformacién lineal

d, : M, — ((Cs)v

S af
f—> 8—(19)1']',
— UL
7=1
la cual es suprayectiva pues d,(z;) = z; y {z1,...,2s} es una base para (C*)".

Esta transformacion lineal seguida de la restriccién (C*)Y — (7,V)Y, que es
también suprayectiva, nos define una transformacién lineal suprayectiva

D: M, — (T,V)".

Afirmamos que Ker(D) = M} +I(V). Para esto, sea I(V) = (f1,..., f), por
lo que I(T,V') = (dp(f1),--.,dp(fr)) (por la observacién 1.2.2), y sea f € M,,.
Entonces

dp(f)|TpV = D(f) =0+ dp(f) S I(Tpv>
<—

dy(f) = Zgidp(fi) para algunas ¢; € Clzy, ...,z

i=1
pero como d,(f) es de grado 1, los monomios de las g;d,(f;)'s de grado mayor

a 1 se eliminan con otros. Podemos suponer entonces g; € C para todas las i.
Por lo tanto

feKer(D) < d,(f) = Zaidp(fi) para algunas a; € C.
i=1

Como d,, es lineal, tenemos que f € Ker(D) siy sélo si d,(f —> ;_, aif;) =0,
es decir, f € Ker(D) siysélosi f—> ., a;fi € Ker(d,) para algunas a; € C.
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Veamos que Ker(d,) = Mg. Recordemos que p = (0, ...,0) y tomemos g € M,,.
Observamos que

g € Ker(d, <:>Zaxj Z(‘)x] 0)z; =0

j=1

<~
9y
—(0,...,0) =0paracadaj=1,...,s
5 xj( )=0p j
y esto pasa si y sélo si cada monomio de g tiene grado al menos 2, es decir,
g € M}. Por lo tanto

feKer(D) < f— Zaif,- € sz para algunas a; € C.
i=1
Sélo falta demostrar que f — 3", a;f; € Mg siy solosi f e M2+ I(V).
La primera implicacién se sigue directamente de que fi,..., f. € I(V).
Para probar la segunda implicaciéon tomemos f € ]\4]32 + I(V), es decir,

=g+ Zngz‘ para algunas g; € Clzy,..., x5l y g € M;.
i=1
Para cada i = 1,...,r definimos a; := ¢;(0,...,0); en otras palabras, a; es el
término constante de g;. Definimos también h; := g; — a;. Entonces

f:g+zgifi :g+zhifi+zaifi-
i=1 i=1 i=1

Nétese que como (fi, ..., f;) =L(V) C M, = (z1,...,x,), entonces las f/s tie-
nen término constante igual a 0, al igual que las h}s. En consecuencia, > ., h; f;
no tiene término constante y cada monomio tiene grado al menos 2, por lo que
Soiihifi € M2 Asi, tomando h:= g+ 3.7 hifi € M} tenemos que f es de

la forma

f=h+ Zaifi para algunas a; € C, h € Mp2.
i=1
Esta ultima igualdad nos da la implicacién que queriamos. Hemos demostrado
que f € Ker(D) siy sélo si f € M2 +1I(V), es decir, Ker(D) = M} + I(V).
Ahora, usando el tercer y el primer teorema de isomorfismo, respectivamente,
tenemos que

M,/ My = M,/ (M; +1(V)) = (T,V)".
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Lema 1.2.10. Se tiene el siguiente isomorfismo de espacios vectoriales:
M,/ M? = m,/m;.

Demostracion. De nuevo, supongamos que p es el origen. Podemos pensar a
C[V] dentro de C(V') como

ClV]={feC(V)|3g € Clxy,...,x4 tal que g(z) = f(x) Vo € V}.

De esta manera, M, = m, N C[V]. Para cada f € m, denotemos como f a la
clase de f en m,/ mf). Tenemos entonces la transformacion lineal

L: M, — m,/m

Veamos que L es suprayectiva. Sea f/g € my,, de forma que g(p) # 0y f(p) = 0.
Sea ¢ = g(p). Entonces

(/e)f = f/g =g —)/cglf € my

ya que (g—c)(p) = g(p)—c = 0y (cg)(p) = g(p)* # 0. Por lo tanto L((1/c) f) =
fl9-

Por 1ltimo, veamos que Ker(L) = ]\7[5. De hecho, podemos notar que

Ker(L) ={feM,| fem}=Mnm =mNnCV]Nnm =m NC[V].

Debemos entonces demostrar que M? = m2NC[V], pero como M, = m,NC[V]
la contencion MZ? - m% N C[V] es inmediata. Sélo falta demostrar la segunda
contencién. Para esto, tomemos

k
> higi/lig; = F € my N C[V],
i=1

con h;/h; gi/g; € m,. En particular, F € M, pues para cada i = 1,...,k

2

tenemos h;(p) = g;(p) = 0y hi(p) # 0 # g;(p). Definimos
k
Q= Hh;gg yparacadai=1,....k Q; :=Q/hlg,,
i=1

de forma que

k
QF = ZQihiQi € Mﬁ-
i=1
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Definamos ¢ := Q(p) = 15, hi(p)gi(p) # 0. Entonces Q — ¢ € M, por lo que
(Q—c)F € M} y as

cF:QF—(Q—c)FEM;

En consecuencia F' € M2. )
Hemos demostrado que Ker(L) = Mj, y usando el primer teorema de
isomorfismo concluimos
T2 2
M,/ M, = my,/m;.

]

Este teorema nos dio una caracterizacion del espacio tangente a una va-
riedad en un punto en términos algebraicos. Gracias a esta caracterizacién, la
siguiente proposicién nos puede asegurar que el espacio tangente se preserva
bajo equivalencias birracionales, es decir, depende tan sélo de una vecindad
del punto. Esto implica también que el espacio tangente se preserva bajo iso-
morfismos.

Proposicién 1.2.11. Sean V y W dos variedades afines irreducibles y p € V.
Supongamos que existe un morfismo birracional f :'V --» W reqular en p y
sea q := f(p). Entonces

TV =T,W.

Demostracion. Dado que f : V --» W es birracional, tenemos que
. C(W) — C(V)

es un isomorfismo de C-algebras.
Notemos que gracias al teorema 1.2.8 basta con demostrar que

ffimg — my,

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Como ésta es restriccion de un iso-
morfismo entonces es inyectiva. Sélo falta ver que estd bien definida y que es
suprayectiva, es decir, que f*(m,) = m,,.

Sea entonces f*(g/h) € f*(m,). Sean ¢1/g2 = f*(9) = go fy hi/hy =
f*(h) = ho f, que son regulares en p al ser g y h polinomiales. Entonces
92(p) # 0 # ho(p). Ademds, como g/h € my entonces g(q) = g(f(p)) =0y
h(q) = h(f(p)) # 0, por lo que g1(p) = 0y hi(p) # 0. Por lo tanto

[ (g/h) = (g1h2)/(g2h1) € my.
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Asi, f*(m,) C m,.
Ahora sea F' € m,. Como f* : C(W) — C(V) es, en particular, su-
prayectiva entonces existe g/h € C(W) tal que f*(g/h) = F. Veamos que

g/h € my. Sean gi/g = [*(g) = go f y hi/hs = f*(h) = ho [, que son
regulares en p al ser g y h polinomiales. Entonces go(p) # 0 # ha(p). Ademas,

como (g1h2)/(gah1) = f*(g/h) = F € m, entonces (92h1)(P) = g2(p)hu(p) # 0
y (g1h2)(p) = g1(p)ha(p) = 0. Dado que go(p) # 0 # ha(p ) tenemos que
hi(p) # 0y g1(p) = 0, de donde

9(0) = 9(F(P) = 51 (1) /9a(p) = 0 ¥ hlq) = h(f(p)) = i (p) /ha(p) # 0.
Por lo tanto g/h € m,, demostrando asi que f*(m,) = m, y que
f*cmy s m,
es en efecto un isomorfismo, el cual induce el isomorfismo
*mg/mi — my/m
el cual a su vez induce el isomorfismo
T (my /) —> (mg/m2)".

O

Corolario 1.2.12. Sean V y W son dos variedades afines irreducibles birra-
cionalmente equivalentes. Entonces dim(V') = dim(WV).

Demostracion. Sea f :V --» W birracional. Entonces existen A CV y B C
W abiertos de Zariski en V' y en W, respectivamente, tales que f: A — B
es isomorfismo. Como Sing(V') y Sing(W) son cerrados y f manda abiertos de
A en abiertos de B (y por lo tanto abiertos en W) entonces

AN (V\ Sing(V)) # 0

y
FAO (VA Sing(V))) 0 (W \ Sing(W)) # 0,

por lo que existe p € V'\ Sing(V') tal que f(p) € W\ Sing(W). Entonces, como
T,V = Ty, W por la proposiciéon anterior, tenemos que

dim(V) = dime(7,V) = dime (T W) = dim(W).
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La proposiciéon 1.2.11 nos puede dar incluso una base del espacio tangente
en ciertos casos, como veremos a continuacion.

Proposicién 1.2.13. Si f : C? -—» V C C" es un morfismo birracional, con

f=f1,-- fa) y f(p) = q, entonces

T,V = span<(g£(p),...,g—£z(p>> (g—ﬁl(p),...,g—f;@))).

Demostracién. Sean i:V < C" la inclusién y F' = io f : C¢ -—» C". Tenemos
el diagrama conmutativo

Cd—E>(Cn
N

el cual, gracias a la proposicién 1.2.11, induce el diagrama conmutativo

(mp/m i mq/m

I

(ng/m2)"

donde m,, m, y n, son los ideales maximales asociados a p € C%, ¢ € C" y
q € V en las localizaciones respectivas, es decir,

={g/h € C(a1,...,2q) | g(p) = 0, h(p) # 0},

mg ={9/h € C(y1,...,ya) | 9(q) = 0,h(q) # 0} y
ng =19/h € C(V) | g(q) = 0, h(q) # 0}.

Como {(x1 — p1) + m2, ..., (xa — pa) + m2} es base de m,/m2 vy {(y1 —
@) + m, ..., (Yn — @) + mi} es base de my/m?, siendo p = (p1,...,pa) ¥
qg=(q1,--.,qn), entonces

p}

__9
I(z1 — p1) p

_ ]9
N aJle’

9
7 a(l’d - pd)

-

9
’ 8xd
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y

_92 _ 9
Oy —a) |, O —an)l,

]9 911
aqu,...,aynq Dy

son bases de (m,/ m]%)v y (my/ mg)v, respectivamente. Luego, como

(2] _ o
8.1'jp _al'j

—\]Y —
entonces la matriz [F *V] 5 asociada a F*' en las bases B v 7 esta dada por

- (5%

n
o F* =

p =1

0
0y;

0

8xj

o F* ((?Jz —q;) + m3>
p

q

o F* ((yi — q;) + m§)>

1<i<n

P .
1<5<d

0
ox; P .
( T 15524

_ (g;‘ (p))m.

Finalmente, como (m,/m?)" = T,C* = C¢, (my/m)" = T,C" = C" y

(1g/n7)" = T,V tenemos el diagrama conmutativo

(Cd . (Cjn
T,V

donde T,V — C" es la inclusién y C¢ — C" estd dado por (%(p)) , por

1< m (20)
Y]

lo que

85Ej

= Span ((g—ﬁm S g—g‘i’z(p)) (g—g(p% e g—g(@))

como queriamos demostrar. O
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1.3. Grassmanniana como variedad proyectiva

Esta seccion tiene como finalidad ver al conjunto de subespacios vecto-
riales de dimensién d en C" (llamado Grassmanniana) dentro de un espacio
proyectivo de forma que éste sea una variedad proyectiva. Esto nos servird mas
adelante para ver a los espacios tangente a una variedad afin como puntos en
un espacio proyectivo. Para esta seccién nos basaremos en el articulo [KLS].

Definicién 1.3.1. Sean d,n € N con d < n. Llamaremos Grassmanniana
de d-subespacios en C" al conjunto de subespacios vectoriales d-dimensionales
de C™ y lo denotaremos como G(d,n). Es decir,

G(d,n) :={W < C" | dimc(W) = d}.
El objetivo de esta seccién es dar una funcién biyectiva de G(d,n) a una

variedad proyectiva. Enseguida definiremos esa variedad proyectiva.

1.3.1. Una variedad proyectiva particular

N;:(g)_l.

Denotemos por [n]¢ al conjunto {1,...,n}?y ji -+ ja:= (j1,...,jq) a sus ele-
mentos. Con esta notacién escribimos las coordenadas de los puntos de PV
como & = [-++: xj.5, -] conl<j <---<jg<n ordenadas con el orden
lexicografico.

Sea

Dado = € PV, definimos la funcién

pe: [n]? — C

como sigue:
1) pe(ji++-Jja) = 0si jo = jp para algunas «, § € [n], a # 5.
2) pa(dr---Ja) = gy SIL < Ji <00 <jag <.

3) Definimos el valor de p, en una sucesién no necesariamente ordenada utili-
zando la siguiente regla: p,(ji -+ ja) = —pa(j1 - Js-1Jp+1J8Jp+2 " - - Ja) Para
toda 8 € {1,...,d — 1}; es decir, cambiar dos elementos consecutivos de la
sucesion equivale a cambiar de signo.
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Entonces los valores que puede tomar p, son cero o + el valor en alguna
coordenada de . Asi, cada z € PV es de la forma

=iy da) o]

conl < <---<jgg<n.
Ahora, para cada par de sucesiones ji - -+ jg_1 € [n|¢ Ly ky - kayy € [n]4H
definimos la ecuacién homogénea (de grado 2)

d+1

ST el acaka)pe(ky - kag) = 0, (1.1)
A=1

donde ky, significa que eliminamos ese elemento de la sucesién. Sea G C PV la
variedad proyectiva definida por estas ecuaciones.

Ejemplo 1.3.2. Parad = 2, n = 4, j; = (1) y kikoks = (2,3,4) y siendo
Tio=a, T13=0>0, T14a = ¢, Tog =d, Tos = €y T34 = f las coordenadas de P°,
la ecuacién (1.1) es

—af +be—cd=0.

El puntoz =[0:1:1:1:1:1] € P’ cumple con esta ecuacion.

Ya dijimos que las coordenadas de x € PV estdn dadas por los valores que
toma la funcién p, en las sucesiones 1 < j; < --- < jg < n. Mas adelante
necesitaremos la siguiente propiedad de los puntos de G.

Lema 1.3.3. Para cada v € G existe una sucesion 1 < ky < --- < kg <n tal
que p, depende de las sucesiones con un término distinto a ésta.

Demostracion. Sea x = [+ : py(j1-+-ja) : ---] € G. En particular x € PV,
por lo que existe 1 < ky < -+ < kg < n tal que py(k1---kq) # 0. Dado
que estamos en un espacio proyectivo podemos suponer que p, (ki ---kq) = 1.
Demostraremos que la funcion p, esta determinada por los valores que toma
en las sucesiones de la forma ki - - - ky - - - kqja, €s decir, que tienen un término
distinto a la sucesion ky - - - kq.

Empecemos considerando una sucesion ji - - - jg con exactamente m > 1
términos distintos a kj---kq y sea jg uno de esos m términos distintos. De
la ecuacién (1.1) correspondiente a las sucesiones ji---jg---ja v ki -+ - kajs
separamos el tltimo sumando para obtener:

Z(—l)Apx(ﬁ s gg e Jaka)pe(ky - Ky c Kajs)

d
A=1
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= (=1)"pojr 35 Jaje)pa(k -+ ka) = (=1)"pa(ja -+~ g5 -+~ Jajs)-

Analicemos la suma de la izquierda de la igualdad. Si k) € {j1,...,ja} tenemos
que py(jr---Jp---Jaka) = 0. Si kx & {j1,. ., ja} tenemos que ji---jz - - jaky
es una sucesion con exactamente m — 1 términos distintos a &y - - - k4. Ademas
ky--- kj,\ -+~ k47 es una sucesion con exactamente un término distinto a k; - - - kq.
De esta forma, acabamos de escribir a p,(j; - - jvﬁ -+ jajs) & partir de sucesio-
nes con exactamente m — 1 términos distintos a ky --- kg y de sucesiones con
exactamente un término distinto a ky - - - kg.

Podemos hacer algo similar con cada sucesion con m — 1 términos distintos
a ki --- kg y escribirlos a partir de valores de sucesiones con exactamente m —
2 términos distintos a ki --- kg y de sucesiones con exactamente un término
distinto a kq - - - kq.

Iterando este procedimiento y haciendo las sustituciones correspondientes
concluimos que p, esta totalmente determinado por los valores que toma en

las sucesiones con exactamente un término distinto a kq - - - ky4. O

1.3.2. Morfismo de Plucker

Sea W € G(d,n) y p1,...,ps € C" una base para W. Llamemos p;(j) a la
j-ésima entrada de p; y para cada j; ---j4 € [n]? definamos p(j; - - - j4) como
el determinante de la matriz (p;(js))iseiq. Dado que py,...,ps € C* es base
de W, entonces existe un menor d x d de la matriz (p;(j));; que no es cero,
es decir, existe una sucesiéon 1 < j; < --- < jg < n tal que p(jy---ja) # 0.
Tenemos entonces un punto en PV dado por

xW::[”':p(jl”'jd):”'}
conl <jp << jgg<n.

Definicién 1.3.4. A las coordenadas del punto xy le llamaremos coordena-
das de Pliicker y a la funcién

F:G(d,n) — PV
W — Tw
le llamaremos el morfismo de Pliicker.

Notamos que xy no depende de la base elegida (es decir, F' estd bien
definido), pues si ¢1,...,qs € C" es otra base para W entonces q(j; -+ jq) =
det(Q)p(j1- - - ja) para cada sucesién 1 < j; < -+ < jg < n, donde Q €
M54(C) es la matriz de cambio de base.



20 CAPITULO 1. CONCEPTOS DE GEOMETRIA ALGEBRAICA

Ejemplo 1.3.5. Sea W = Span((1,2,3,4), (i +1,i+2,i+3,i+4)) € G(2,4).

Entonces:
(1,2)=det [ 12
PLE =041 it 2 !
1 3 4
p(1,3) = det (z’—l—l i+3) = —2i
1 4 .
p(1,4) = det (i+1 z+4> = -3
2 3
p<2’3)_det(z‘+2 iv3) ="
2 4 .
p(2,4)—det(l+2 "y = —2i
3 4 .
p(3’4>_det(z’+3 i+a) ="
por lo que
Ty = [—i:—2i:—=3i:—i:—2i:—i] € P

Observacién 1.3.6. Es importante notar que si W € G(d,n) y p1,...,Pd
es una base para W entonces p(j; - - - jg) cumple 1), 2) y 3) de la definicién

de puy,, por lo que puy, (j1 -+ - ja) = p(j1 -+ - ja) para cada j; - -~ jg € [n]?. Esto
justifica ademas la similitud de las notaciones p, y p.

Veamos ahora que el morfismo de Pliicker nos da una biyecciéon entre
G(d,n) y G. Probaremos esto por partes.

Lema 1.3.7. F(G(d,n)) C G.

Demostracion. Sea W € G(d,n). Demostremos que zy € G, es decir, que
xw cumple con las ecuaciones (1.1). Sean ji---jg_1 ¥ ki -+ kqr1 sucesiones.
Usando la observacién 1.3.6, tenemos que

d+1
D (1) pay (Gt - Jarkin)Payy (kr - Kix - - kair)

di1 : : Sl pika)
=Y (=D MpiG) - pilGar) pilka) :
: : : pa(ky)
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y expandiendo el primer determinante a partir de la tltima columna obtenemos

d+1 d I : o iRy
_ Z:(_l)A Z(—l)dﬂ pi(j1) - Dilda—r)|pi(ky) :
=1 i=1 : : pa(kx)

Reacomodando los términos y regresando al determinante de una matriz

d | : : d+1 o pu(ky)
_ Z(_l)d—m pi(j1) - pildar) Z(—l))‘pi(]@\) :
im1 : : A=1 oo pa(ka)
; : : Pz’(ll?)
=Gy - aGen| o]
= : : pa(ky)

y como esta 1ltima matriz tiene un renglon repetido, finalmente tenemos

d : :
=S DM EG) - piGae)] (0) =0
i=1 : ,
Entonces zy € G, por lo que F(G(d,n)) C G. ]

Lema 1.3.8. F(G(d,n)) = G.

Demostracion. Sea x = [--+ : py(j1-++ja) : ---] € G y sea ky-+- kg € [n]?
la sucesiéon dada en el lema 1.3.3 y de nuevo, sin pérdida de generalidad,
pz(k1 -+ - kq) = 1. Daremos un subespacio vectorial d-dimensional cuyas coor-
denadas de Pliicker sean las coordenadas de x. Para esto, definamos para cada
1=1,...,dycadaj=1,...,n

pi(4) = paky -+ ki1 ki - - ka).
Por ejemplo, para kikoks = (1,2,3) € [5]° tenemos
(1) = pu(1,2,3) = 2193, p1(2) = pa(2,2,3) =0, p1(3) = pu(3,2,3) =0,

p1(4) = px(4a 27 3) = _pl‘(2747 3) = _(_px(2a 374)) = p:l:(27 3a 4) = T234 Y



292 CAPITULO 1. CONCEPTOS DE GEOMETRIA ALGEBRAICA

p1<5) = pw(57 27 3) = _px(za 57 3) - _<_px(27 37 5)) = pm<27 37 5) = T235.

Los d vectores p; = (pi(1),...,pi(n)) (en el ejemplo anterior se tiene
que p1 = (2123,0,0, 2934, T235)) son linealmente independientes puesto que
la matriz (p;(ks))is es la matriz identidad (si ¢ # [ entonces p;(kg) = 0
pues kg aparece dos veces en la sucesion ki - - - kj_1kgkij1 - - - kg, mientras que
pp(ks) = pu(k1-- - kq) = 1). Definamos W := Span(py, ..., pq) € G(d,n).

Fijemos A € [d]. Sea j; - - - jq una sucesién tal que jg = kg si 8 # A. Dado
que la matriz (p;(kg))i s es la matriz identidad, entonces la matriz (p;(js))is
coincide con la matriz identidad en todas las columnas excepto, posiblemente,
en la A\-ésima, cuya entrada en el i-ésimo renglén es p;(j,). Entonces

p(r -+ ja) = det((pi(js))is) = Pa(in)

= po(k1 - kacifnkasr - ka) = pa(J1 -+ Ja)-

Ademads, como zy también satisface las ecuaciones (1.1) (por el lema 1.3.7),
entonces el lema 1.3.3 nos dice que p,,, = p estd totalmente determinado por
los valores que toma en las sucesiones con exactamente un término distinto a
ki« - kq (notese que p(ky - - kq) = det((pi(ks))is) = 1, ya que (pi(ks))is es la
matriz identidad). Como p y p, son iguales en las sucesiones con exactamente
un término distinto a ky - - - k4 entonces p = p,, por lo que

aw =[-pQr--ja) 1=l ipeli-da) o] =2
y por lo tanto F(G(d,n)) = G. O
Por dltimo:
Lema 1.3.9. El morfismo de Plicker es inyectivo.

Demostracion. Sea v € G y sea W € G(d,n) como lo tomamos en el lema
anterior.

Si W' e G(d,n) es tal que zy» = = = zy, entonces podemos tomar
qi,--.,q4 € W una base para W’ tal que (¢;(kg)); 3 sea la matriz identidad
(q(ky - - - kq) # 0 pues xy» = zw, por lo que la matriz (¢;(kg)) g es invertible) y
entonces zy = ry implica que q(j1 - - - ja) = p(J1 - - - ja) para cada sucesién 1 <
J1 < -+ < ja < n. Esto ultimo también implica que ¢(j1---Ja) = p(j1- - Ja)
para todo elemento de [n]¢, en particular para las sucesiones j; - - - j4 tales que
Jp=kgsiB#Ayjrn=j,conA=1,...,dyj=1,...,n; ademds, las matrices
(4i(78))ip ¥ (pi(js))ip coinciden con la matriz identidad en todas las columnas
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excepto en la A-ésima, cuya entrada en el i-ésimo renglén es ¢;(j0) = ¢;(J) v
pi(jx) = pi(j), respectivamente. Por lo tanto

ax(j) = det((qi(js))is) = q(dr -+ - Ja)

= p(j1---Ja) = det((pi(4s))iz) = pr(j).

Por consecuente, p; = (p;(1),...,pi(n)) = (¢:(1),...,¢(n)) = ¢ para cada
i=1,...,d,de donde W = W', m

Hemos demostrado entonces el siguiente teorema:

Teorema 1.3.10. El morfismo de Plicker es una funcion biyectiva entre
G(d,n) y la variedad proyectiva G.

Ahora podremos decir que G(d,n) es una variedad proyectiva, tomando la
biyeccién dada por el morfismo de Pliicker.

1.4. Producto de variedades cuasi-proyectivas

Miés adelante trabajaremos con el producto cartesiano de variedades afines
y proyectivas, por lo que tendremos que generalizar el concepto de variedad de
forma que abarque las variedades afines y las variedades proyectivas. Ademas
tendremos que ver al producto de estas variedades como otra variedad. Eso es
lo que estudiaremos en esta seccién, basdandonos en [SHF, caps. 4 y 5].

Definicién 1.4.1. Una variedad cuasi-proyectiva es un abierto de Zariski
de una variedad proyectiva.

Por definicién toda variedad proyectiva es una variedad cuasi-proyectiva.
Para ver que una variedad afin es una variedad cuasi-proyectiva sélo es nece-
sario recordar que si V' C C" es una variedad afin y V' C P" es su cerradura
proyectiva entonces

V=VnA:L

Como Af es abierto en P" entonces V' es abierto en ‘7, por lo que V es una
variedad cuasi-proyectiva. Ademads, cada abierto C" \ V en C" también es
abierto en P" ya que P"\ V 'y Al son abiertos en P y C"\ V = (P"\ V)N A?.

En general, a toda variedad cuasi-proyectiva la podemos escribir como X \
Y, donde X y Y son variedades proyectivas. Una subvariedad cuasi-proyectiva
Y de una variedad cuasi-proyectiva X es un subconjunto que es en si una
variedad cuasi-proyectiva, o equivalentemente, Y = Z \ Z’' donde Z,7' C X
son subconjuntos cerrados de X.
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Definicién 1.4.2. Sean X y Y dos variedades cuasi-proyectivas con cerraduras
de Zariski X y Y, respectivamente.

1) Un morfismo entre variedades cuasi-proyectivas f X — Y es una
funcién racional f: X --» Y tal que X C dom(f) y f(dom(f)) CY.

11) Un morfismo entre variedades cuasi-proyectivas f : X — Y es un iso-
morfismo si existe un morfismo g : Y — X con fg=1Idy y gf = Idx.

Ejemplo 1.4.3. El conjunto (C\ {0})" = C"*\ V(x;---z,) es un abierto en
C"y V(zyy1 — 1,..., 2,9, — 1) es una variedad afin en C**, por lo que ambos
son variedades cuasi-proyectivas. Ademads, tenemos los morfismos

7 V(zy — 1, x0y, — 1) — (C\ {0}

(@1, .oy, by, .. by) — (ag, ..., ay)
y
7 (C\{0})" — V(zwyr — 1, 2y, — 1)
(a1, ...,a,) — (a1,...,an,1/ay,...,1/ay,)

que son inversos el uno del otro. Entonces (C\{0})" vy V(z1y1—1,..., 2,9, —1)
son variedades cuasi-proyectivas isomorfas.

Ahora seguiremos con el estudio del producto de variedades cuasi-proyectivas.
Sabemos que el producto de dos variedades afines es una variedad afin. Que-
remos que esta propiedad se preserve si vemos a las variedades afines como
variedades cuasi-proyectivas. Lo que haremos entonces es dar una funcion in-
yectiva ¢ : P? x P™ — PN donde N = (n+1)(m +1) — 1 y su imagen es una
variedad proyectiva. Para definir esta funcién, diremos que las coordenadas
homogéneas de PV son w;; con i = 0,...,ny j =0,...,m y las ordenamos
con el orden lexicografico de manera creciente.

Definicién 1.4.4. A la funcién ¢ : P* x P™ — PV definida como
O([ug = -+t upl, [vo t -+t um]) = [wevo - WY, e U Uy
le llamaremos el morfismo de Segre.

Esta funcién esta bien definida pues si ug,v; # 0 entonces ugv; # 0 y si
a, B € C entonces

o([aug = -+ auy), [Buo = - -+ 1 Pog]) = [(aB)ugvg = -+ 1 (aB)uv; -+ 2 (Qf) Uy U]

= [upvp -+t Wv; e U U] = ([t e Uy, (v e o))
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Proposicion 1.4.5. ¢ es inyectiva y su imagen es una variedad proyectiva.

Demostracion. Probaremos primero que ¢(P" x P™) es una variedad proyec-
tiva. Sea entonces W C PV la variedad proyectiva definida por las ecuaciones
homogéneas (de grado 2)

WijWe — Wywy; = 0con 0 < i,k <ny0<j,0<m.
Sean [ug : -+ :u,| € Py [vg: - :vy| € P Entonces

(uivy) (upvr) = wvjupvr = (uzvr) (ugvy),

por lo que
(wiv;) (ugvr) — (usor) (ugvy) = 0
y asi o([ug -+ uyl, [vo s -+ 1 uy]) € WL Por lo tanto (P x P™) C W.
Ahora sea [wgg @ +-+ @ Wi 1 oc 1 Wypy| € W. En particular [wgg @ -
Wij @ v Wy € PY por lo que existen 0 < k < ny 0 <[ < m tales que

wy # 0. Sin pérdida de generalidad wy; = 1. Definimos para cada 0 <7 <ny
0<j<m
U i= W4 Y Vj = Wy -

Noétese que [ug : -+ : uy) € Py [vg 1 -+- & vy)] € P™ puesto que up = v =
wi = 1 # 0. Ademds, como [wgp : =++ : W;ij -+ Wy € W entonces para
cada 0 <71 <ny0<j<mse tiene que

Wij = Wi W = WijWg; = UiUy,
de donde
O([ug =+ rupl, [vo: -+t up]) = [weg -+ T wij e W

Esto termina de demostrar que (P" x P) = V.
Ahora mostramos que ¢ es inyectiva. Para esto, tomemos w; y v; definidos
como arriba. Si [ug :---:ul] € PPy [vf : -+ :v),] € P™ son tales que

/ /
Pl e+ ) = o+ ]
entonces uv; = wy # 0 por lo que wuj,v; # 0. Sin pérdida de generalidad
uj, = v; = 1. Entonces para cada 1 <i <ny 1< j<m se tiene que
W = Uy = Wi = U Y Uf = UV = Wiy = U,

por lo que [ug -+ :ul] =[ug: - :uy] y[vg:--- v, =ve:-: vy Porlo

tanto ¢ es inyectiva. O
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Ejemplo 1.4.6. Tomemos el morfismo de Segre
o :P'x P! — P?
([x:y], [u:v]) — [zu: 2o yu : yol.

Siendo wyy = a, wo1 = b, wiy = ¢y wy; = d las coordenadas de P3, las
ecuaciones que definen a W son

aa—aa =0, ab—ba =0, ac—ac=0, ad —bc=0, ba—ab=10, bb—bb =0,

bc —ad =10, bd—bd =0, ca—ca=0, cb—da=0, cc—cc=0, cd—dc=0,
da—cb=0, db—db=0, dc—cd=0y dd—dd = 0.

Por lo tanto
P! xP' ~W={la:b:c:d €P*|ad— bc=0}.

Con el morfismo de Segre podemos ahora mostrar que el producto de varie-
dades cuasi-proyectivas es una variedad cuasi-proyectiva. Para eso necesitamos
el siguiente lema.

Lema 1.4.7. Sea X un espacio topoldgico y {Us}aen una cubierta abierta de
X. Entonces Y C X es cerrado en X sty solo si Y NU, es cerrado en U, para
cada o € A.

Demostracion. Una implicaciéon se sigue de la definicién de topologia relativa
en U,. Para la segunda implicacion sean T, C X cerrados tales que Y NU, =
T, N U,, que existen pues Y N U, es cerrado en U,. Ademé&s, como U, son
abiertos en X entonces Z, := X \ U, son cerrados en X. Para ver que Y es
cerrado en X demostraremos que

Y =()(ZaUT.).

a€EA

Sea entonces y € Y. Siy € U, entoncesy € YNU, =T,NU, CT,.Siy ¢ U,
entonces y € X \U, = Z,. Por lo tanto y € Z,UT, para toda a € A y tenemos
asi la primera contencion.

Luego, sea y € [),en(ZaUTh). Como {U,}aea es una cubierta abierta de X
entonces y € Ug para alguna € A, es decir, y ¢ Zz. Por otro lado, y € ZzUTp,
lo que implica que y € T. Concluimos que y € TsNUz =Y NUz C Y. O

Proposicién 1.4.8. La imagen del morfismo de Segre del producto de varie-
dades cuasi-proyectivas es una variedad cuasi-proyectiva.
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Demostracion. Primero notemos que es suficiente demostrar que el morfismo
de Segre manda productos de variedades proyectivas en variedades proyectivas.
En efecto, si X7\ Xz y Y7\ Y, son variedades cuasi-proyectivas, con X, Xo C P"
y Y1, Y, C P™ variedades proyectivas, entonces

(X1 \ X2) x (Y1 \Y2) = X1 x Y1\ (X1 x Yo) U (Xg x V7))
y asi
P((X1\ X2) x (Y1\ Y2)) = (X1 x Y1\ ((X1 x Y2) U (X x V1))

)
= (X1 x Y1)\ (p(X1 x Y2) Up(Xs x Y7)).
(

De esta forma, si (X7 xY7), (X1 xY3) y (X2 xY)) son variedades proyectivas
entonces ¢((X; \ Xa) x (Y1 \ Ys)) es una variedad cuasi-proyectiva.

Antes de demostrar que la imagen de productos de variedades proyectivas
son variedades proyectivas, notemos que p(A?Z x A7) = W N A}, donde W
es de nuevo la imagen del morfismo de Segre. Esto pues wug, vy # 0 si y s6lo si
upvy # 0, es decir, u = [ug : -+ 1 up] €A yv=|vg: -+ : vy €A] siy sélo si

(u,v) = [ugvo : -+ 1 U; 1 -t U] € AL

Luego, tenemos el isomorfismo de variedades cuasi-proyectivas (W N A es
abierto en la variedad proyectiva 1)

7 WNAY — v

(U, v) —> (U1, .oy Up,y V1o e ey Upy)
con inversa
. Cvm — WﬂAé\()
(Uly vy Uny U1y, Upy) > [UQUp T+ + 2 W5 5 -+ 2 U Uy

definiendo uy = vy = 1. Para demostrar que p(A? x A") = W N AN ~ Crtm
para 0 < k < ny 0 <[ < m se procede de manera analoga. De esta forma
tenemos que, salvo isomorfismo,

p: C" x C™ — Cm

(g, .oy tn), (U1, U)) > (U, e ey Uy V1, e V)5

es decir, el producto de variedades afines como variedades cuasi-proyectivas
segtin el morfismo de Segre coincide (salvo isomorfismo) con el producto car-
tesiano de variedades afines, el cual sabemos que es variedad afin.
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Por dltimo, si X C P* y Y C P son variedades proyectivas entonces
X NA? y Y N AT son variedades afines. Por lo tanto para cada 0 <i <ny
0 <5 < m tenemos que

N n m
= G((X X ¥) N (AT x AT)) = o((X NAT) x (¥ N A7)
es una variedad afin y gracias al lema 1.4.7 podemos concluir que

Pp(X xY) =] (e(X xY)n (W NAY))

/L'7j

es una variedad proyectiva, como queriamos demostrar. O



Capitulo 2

Introduccion a las Variedades
Toricas Afines

Este capitulo tiene como finalidad introducirnos en el mundo de las varie-
dades toricas afines, basandonos en [CLS, secs. 1.1, 1.3].

2.1. Toros algebraicos

En esta seccién se veran algunas definiciones y proposiciones basicas acerca
de toros algebraicos, pero como el propoésito de esta tesis no es adentrarnos en el
tema de grupos algebraicos, se dejardn las referencias hacia las demostraciones
de los resultados dados en esta seccion.

Definicién 2.1.1. Para cada n € Z* definimos (C*)" := (C\ {0})". Este
tiene estructura de grupo dada por el producto por entradas y es isomorfo (ver
ejemplo 1.4.3) a la variedad afin

n

mv(fﬂz‘yi —1) cc*™.

=1

Definicién 2.1.2. Un toro T es una variedad afin isomorfa a (C*)" para
alguna n, tal que hereda la estructura de grupo bajo el isomorfismo.

Definicién 2.1.3. Dado un toro T, definimos un caracter de T' como un
morfismo x : T — C* que es también un homomorfismo de grupos.

Proposicién 2.1.4. El conjunto M de todos los caracteres de (C*)" es un
grupo isomorfo a Z", definiendo para cada m = (ai,...,a,) € Z" el carac-
ter X™(ty,. .., ty) = t1* - t% y la operacion dada por x™ - XM = y™t"m2,

29
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En particular, una base para M es {x°*,...,x"}, a la cual llamaremos base

canonica, donde eq,...,e, denota la base canonica de Z".

Demostracion. Ver [HMP, sec. 16.2., Lemma A y Lemma B]. O
En general, si K es un campo, dados o = (ay,...,a,) € Z"yt = (t1,...,t,)

€ K" definiremos t* := ¢]*---t%. De igual forma, en K[zy,...,x,], dado

a = (ay,...,a,) € N definiremos el monomio z% := zi*---z%. Entonces,

refiriéndonos la proposicién 2.1.4, el caracter x™ : (C*)" — C* se denota
como x"(t) = t".

Fijemos un isomorfismo ¢ : (C*)" — T dado por la definicién 2.1.2 y sean
x un caracter de T'y x’ un caracter de (C*)™. Entonces xp es un caracter de
(C)™ vy X' ! es un caracter de T. Dado que estas asociaciones abren el pro-
ducto de caracteres, tenemos un isomorfismo entre el conjunto de caracteres
de (C*)" y el de T De esta forma, gracias a la proposicién 2.1.4, veremos a los
caracteres de T' como Y con m € Z", y hablaremos del grupo de caracteres
de T', M = {x™ | m € Z"}.

Proposicion 2.1.5.

(a) Sean Ty y Ty toros y sea ® : Ty — Ty un morfismo que es un homomor-
fismo de grupos. Entonces ®(Ty) es un toro y es cerrado en T;.

(b) Sea T un toro y H C T una subvariedad irreducible de T' que es un sub-
grupo. Entonces H es un toro.

Demostracion. Ver [HMP, cap. 16.]. O

Proposicién 2.1.6. Supongamos que un toro T = (C*)™ actia linealmente en
W, siendo W un C-espacio vectorial de dimension finita. Definimos para cada
m € Z" el subespacio W,, = {w e W | t-w = x"(t)w Vt e T}. Entonces

W = @Wm.

mezZn

Demostracion. Ver [SPG, Theorem 3.2.3.]. O
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2.2. Variedades toricas afines

En esta seccion nos familiarizaremos con los objetos de estudio de esta tesis:
las variedades toricas afines. Veremos las distintas formas en que podemos
definirlas, ddndonos asi herramientas para trabajar sobre ellas. En particular,
tendremos una una forma combinatoria de estudiarlas, la cual nos interesard
mas adelante.

Definicién 2.2.1. Una variedad torica afin es una variedad afin irreducible
V' que contiene un toro 7" = (C*)™ como abierto de Zariski tal que la accién
de T sobre si mismo se extiende a una accién algebraica de T' en V' (accién
algebraica se refiere a una accién T'x V' — V dada por un morfismo).

Ejemplo 2.2.2. (C*)" es una variedad afin irreducible que se tiene a si mismo
como abierto de Zariski, y la accién sobre si mismo no necesita extenderse.

Ejemplo 2.2.3. C" es una variedad afin irreducible que tiene a (C*)* = C" \
V(zy---x,) como abierto de Zariski, donde la accién de (C*)" sobre si mismo
es el producto por entradas y se extiende trivialmente a C" como

(CH"xCct—C"
(t1, . tn) (1, @) — (B, - o EpTy).

Ejemplo 2.2.4. La cispide C = V(23 —4?) C C? es irreducible puesto que el
polinomio z3 —y? € C[z, y] es irreducible. Tomemos el abierto T := C'\ {(0,0)}
y el morfismo

C"—T

t— (12, 1%).
Este morfismo estd bien definido pues (t2)% — (t3)2 =5 —t* =0y ¢t # 0, por
lo que (t%,¢%) € T. Ademés, este morfismo y el morfismo

T —C*

(a,b) —> b/a

son inversos uno del otro. De esta forma tenemos un isomorfismo C* = T de
donde T' obtiene una estructura de grupo definida por

TxT —-CxCt —Cr—T

(a,b) - (¢;d) — (b/a) - (d/c) — (bd)/(ac) — ((bd)*/(ac)?, (bd)*/(ac)?)
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= ((ac)*/(ac)*, (bd)*/(bd)*) = (ac, bd),
que es exactamente el producto por entradas (después veremos que ésta es

siempre la operacién del toro de una variedad térica afin). La accién se extiende
a todo C' como el producto por entradas.

Ejemplo 2.2.5. La variedad afin ' = V(zy — z) C C? es irreducible pues el
polinomio zy—z € C|z,y, 2] es irreducible. Tomemos el abierto 7" := C'N(C*)3

y el morfismo
(C*)? — T

(t1,t2) > (t1, 1o, t1t2).
Este morfismo estd bien definido pues (t1)(t2) — tits = 0y 1,1 # 0, por lo
que (t1,ts,t1ty) € T'. Ademads, este morfismo y el morfismo
T — (C*)?
(a,b,c) — (a,b)

son inversos uno del otro. De esta forma tenemos un isomorfismo (C*)? = T’
de donde T obtiene una estructura de grupo definida por

T'xT —C'xC —C —1T
(a,b,ab) - (d,e,de) — (a,b) - (d, e) — (ad, be) — (ad, be, (ab)(de)),

que es exactamente el producto por entradas. La accién se extiende a todo C”
como el producto por entradas.

Como en este trabajo hablaremos sélo de variedades téricas afines, de ahora
en adelante las llamaremos simplemente variedades toricas.

2.2.1. Puntos en una reticula

Antes dijimos que nos interesara tener una caracterizacion de las variedades
toricas en términos combinatorios. Esta caracterizacién empezara en esta sub-
seccion, viendo que a un numero finito de puntos en Z" se le puede asociar una
variedad térica (més adelante demostraremos que todas las variedades téricas
pueden definirse de esta manera). Para esto, recordaremos algunas definiciones
de grupos que usaremos de ahora en adelante.

Definicién 2.2.6. Sea (G, *) un grupo abeliano y A C G no vacio. Denotando
a N como el conjunto de enteros no negativos:
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(a) Se define el subgrupo generado por A como

T7A = {a?l*QSQ*---*aqgk|k’€Z+,(IZ‘€A,TLZ‘EZ}.

(b) Se define el semigrupo generado por A como

NA:={al' xay* x---xa,* | k€ Z",a; € A,n; € N}

En el caso en que A = {a}, se denotaran Za := ZA y Na := NA.

Definicién 2.2.7. Una reticula es un grupo abeliano libre de rango finito.
Por ejemplo, un toro T tiene asociada una reticula de caracteres M.

Dado (C*)™ con reticula de caracteres M, consideramos un subconjunto
finito & = {x™,...,x™} C M. Definimos el morfismo monomial:

o, (CH" — C° (2.1)

dado por
D (t) = (X™ (), ., X" (1))

Definicion 2.2.8. Se define la variedad afin Y, como la cerradura de Zariski
de @, ((C*)™).

Ahora tenemos las definiciones suficientes para ver el resultado del que
hablamos al inicio de la subseccién, el cual sera la base para las otras caracte-
rizaciones de las variedades téricas.

Proposicion 2.2.9. Y., es una variedad torica cuyo toro tiene reticula de
caracteres isomorfa a 2.9 .

Demostracion. Como x™(t) # 0 para toda t € (C*)", entonces podemos ver el
morfismo ®, como

O, (CH" — (C).

Se tiene que ¢, es homomorfismo de grupos al ser monomial, por lo que el
inciso (a) de la proposicién 2.1.5 nos dice que 7' := &, ((C*)") es un toro y
es cerrado en (C*)°. Entonces existe B C C* cerrado tal que 7' = (C*)* N B
y dado que T" C B y Y, es la cerradura de T se tiene que Y, C B. Asi,
(CHYNYy, C(C)*NB=T,peroT C (C*)*yT CY,, delo que concluimos
que T'= (C*)*NY,,. De esta forma, como (C*)® es abierto, T" es abierto en Y., .
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Ademads, como T es un toro, entonces T' es irreducible (por ser isomorfo
a (C*)™ para alguna m € Z%); pero Y,, es su cerradura, por lo que Y., es
irreducible.

Luego, como T' C (C*)®, un elemento ¢t € T" actia en C* multiplicando por
entradas. Afirmamos que esa accion lleva variedades en variedades.

En efecto, si V.= V(fi,...,[f.), sean f; = > (a;ot"%)z*, donde f; =
> a;.x®. Entonces t -V = V(ﬁ, . .,ﬁ), y se sigue que la accién de T' en
C? lleva variedades en variedades.

Puesto que T'" =t -T C t-Y,, tenemos que t - Y, es una variedad que
contiene a 1"y de ahi que Y, C t-Y,,, pues Y, es la cerradura de T'. Haciendo
el mismo procedimiento con t~! € T tenemos que Y, C t~!-Y,,, de donde
t-Yy CYy,vasit-Y, =Y,. Porlo tanto, la acciéon de T en si mismo induce
una accién en Y.

Hemos demostrado entonces que Y,, es una variedad térica, cuyo toro es
T. Falta demostrar que su reticula de caracteres es isomorfa a Z.of .

Para esto, sean M’y M las reticulas de caracteres de T'y de (C*)*, respec-
tivamente. Llamemos ® al morfismo suprayectivo @, : (C*)* — T'. Entonces
tenemos el diagrama conmutativo

(€)= ()"

RN

T

)

que nos induce el diagrama conmutativo

M <22 M,

PV

M/

donde, dados x, X' € My y x” € M’, se definen

~

D, () =x0by, iX)=x0i, BK')=x"0.

Veamos que, en efecto, D es inyectiva e 7 es suprayectiva.

Sean 1, X2 € M’ tales que ZI\D(XI) = </IS(X2), es decir, y; 0P = yg 0 P. Como
® es suprayectivo se sigue que x; = Y2, v asi d es inyectiva.

Ahora, sea x € M’. Como C* es un Z-médulo divisible entonces C* es
inyectivo (ver [LNG, cap. XX, sec. 4, pag. 784, Lemma 4.2.]), y se tiene el
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siguiente diagrama conmutativo:

De ahi que /z'\()(’ ) = X, demostrando la suprayectividad de i

Volviendo a la demostracion de que la reticula de caracteres de Y, es
isomorfa a Zg/, como i es suprayectiva tenemos que ®(M’) = O, (Mp). Re-
cordemos que My = Z°. Sea {x°',...,x“} la base candnica. Se sigue que
@W(X‘"i) = x% o ®, = x™ (la ultima igualdad se da pues x®(t1,...,ts) = t;)
por lo que %(MO) = Z<f, de donde ®(M’) = Z<7. Por tltimo, ya que D es
inyectiva, tenemos que M’ = Z.o7 . H

Ejemplo 2.2.10. Sea M = {x™ | m € Z} la reticula de caracteres de C*.
Tomemos .« = {x?, x*} € M. Entonces @, : C* — C? est4 dada por

D, (t) = (1*,1°).

Recordando el ejemplo 2.2.4 notamos que la imagen de ¢, es T'= C'\ {(0,0)},
donde C' = V(23 — 4?), de donde Y,, = C. Ademds, su toro es Y,, N (C*)? =
CN(C*? =C\{(0,0} =T = C*, como se vio en la demostracién de la
proposicién 2.2.9, y su reticula de caracteres es isomorfa a ZoZ = Z{x?, 3} =
7{2,3} =Z =2 {x™ | m € Z}.

De esta forma, tenemos que la ctspide es la variedad torica asociada a los
puntos {2,3} C Z.

2.2.2. Ideales toricos

En la subseccion anterior dimos una caracterizacion de algunas variedades
téricas en términos de un nuimero finito de puntos en una reticula. En esta sub-
seccién veremos una caracterizacion en términos de un tipo de ideales llamados
toricos. Veremos ademas que estas dos caracterizaciones son equivalentes.

Definicién 2.2.11. Sea L C Z* una subreticula.

(a) A un ideal de la forma I, = (z* —2° | a, B3 € N*, a— 3 € L) se le llama
tdeal de reticula.

(b) A un ideal de reticula que es primo se le llama ideal torico.
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Vimos que dado & = {x™,...,x"™} C M tenemos el morfismo ¢, :
(C*)" — C? definido en (2.1) y, tomando los isomorfismos Z* = M,y Z" = M
de la proposicion 2.1.4, tenemos el morfismo

b, 75— I

e; ——> my;

Sea L = Ker@ﬂ), es decir, los elementos | = (ly,...,l;) € Z® tales que
Yoo lim; =0,y asi xZi=limi(t) = 2= imi = 1 para todo t € (C*)". Para
l=(l,...,l5) € L definimos:

l+ = leel N I_ = — leel

;>0 ;<0

Notemos que I, [ e Ny quel, — [_ =1.

Proposicion 2.2.12. Dados &7 C M y L C Z° como arriba, se tiene

I(Yy,)= (" -2 |leLl)y=(2"—2"|a, BEN’, a—B€L).

Demostracién. Llamemos I, = (z%+ — z'= | I € L). Primero probemos la
segunda igualdad.
La primera contencién esta dada por [, |- € N°y [, — [ =1 € L.

Para la otra contencién tomemos «, 3 € N° tal que a — § € L, por lo que
aj(afﬁ)-ﬁ- — m(afﬁ)— c IL; y asi

a;>p; a;<B;

Se tiene entonces la igualdad Iy, = (z® —2” | a, B €N, a— B € L).

Ahora, para la igualdad I(Y,,) = I, demostremos primero I, C I(Y,,). Sea
entonces p € ¢, ((C*)™), por lo que existe t € (C*)" tal que p = (™, ..., ™).
Ahora bien, dada [ € L notemos que

pl = tXi=timi =40 — 1 para toda [ € L.

Entonces p'+~'~ = 1, de donde p'+ — p!~ = 0 y tenemos que p anula a todo
polinomio en I, es decir, p € V(Ip). Asi, @, ((C*)™) C V(1) y entonces Y, C
V(Ip), por ser Yy, la cerradura de @, ((C*)"). Entonces I, C I(V (1)) C I(Yy)
y se tiene la contencion deseada.
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Para completar la igualdad, tomemos el orden lexicografico para los mono-

mios en Clzy, ..., x;s] y supongamos que I, C I(Y.,). Podemos elegir entonces
una f € I(Y,,) \ I con término lider minimo z* = [];_, .
Como f(t™,...,t™) = 0 para todo t € (C*)", en particular el monomio z*

debe anularse, por lo que f debe tener un monomio z” = I, xf C< x® tal

que para todo ¢t € (C*)™ (y de ahi que también para todo t € C"):

S S

H(tmi)ai — ﬁt(miai) — f[t(mzﬂi) — H(tmz)ﬁz
=1 =1

i=1 =1

Entonces: ) . )
Y ami=> Bmi y Y (o~ Bi)ym; = 0.
i=1 i=1 i=1

Deahiquea—f€Lya®—a2’€ (¥ —2°|a,BEN, a—pB€ L) =1, por
lo que f — 2%+ 2% € I(Y,,) \ I, pero éste tiene término lider menor que f lo
cual es una contradiccion a la minimalidad del término lider de f. Concluimos

que I(Yy,) = I. O

Observacién 2.2.13. Para cualquier subconjunto finito &/ C M, las propo-
siciones 2.2.9 y 2.2.12 nos dicen que I(Y,,) es un ideal térico.

Proposicién 2.2.14. Unideal I C Clxy, ..., x| es tdrico si y sdlo si es primo
y generado por binomios de la forma x® — xP.

Demostracion. La primera implicacién es por definicion de ideal torico.

Para la segunda implicacién supongamos que I es un ideal primo generado
por binomios de la forma z® — 2°.
Primero mostraremos que V() N (C*)* es un subgrupo de (C*)°. Notemos
que (1,...,1) € V(I) N (C*)* por lo que V(I) N (C*)* # 0. Ahora, dados
t=(t1,...,ts),t' = (t},...,t,) € V(I) N (C*)*® se tiene que:

1) t;,t; # 0 para todo i € {1,...,s}, de donde ¢;(t;)™" # 0 para todo
i€ {l,...,s}, es decir, t(t'"!) € (C*)*,

m) t* — % = () — (¢)? = 0 para todo 2* — 2% € I, y como t;,t; # 0
para todo i € {1,...,s}, se tiene que t*? = (#)*# = 1, por lo que
1=t B = (t(t'1)* P, yasi, (t(t'H)) — (t{#1))” =0, es decir,
(t(t=1)) e v(I).

Por lo tanto (¢(#'~1)) € V(I)N(C*)* y entonces tenemos que V(I)N(C*)* es
subgrupo de (C*)*. Luego, como V(1) C C? es irreducible, se sigue que V()N
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(C*)® es irreducible en (C*)® y entonces, por la proposicién 2.1.5, tenemos que
V(I) N (C*)* es un toro.

Como las proyecciones m; : (V(I) N (C*)*) — C* son morfismos que
tambien son homomorfismos de grupos, se tiene por definicién que éstas son
cardcteres de V(I) N (C*)*, y entonces existe o&# = {x™,...,x"} tal que
m; = x™ para toda i € {1,...,s}. Notamos que ®,(t) = ¢ para todo
t € V(I) N (C*)*, y de ahi que Yy, = ®,(V({)N(C*)*) = V()N (C*)s,
pero como V(I) N (C*)® es abierto no vacio en V(I) y V(I) es irreducible
(por ser I primo), entonces V(I) N (C*)® es denso en V(I), y concluimos que
Y, = V(I)Nn(C*)* = V(I). Por ultimo, como I es primo, tenemos por el
Nullstellensatz que I = I(V(I)) = I(Y.). Asi, por la observacién 2.2.13, se
tiene que I es ideal térico. O

Observacién 2.2.15. La demostracion de la proposicién 2.2.14 nos dio una
equivalencia més importante: un ideal es térico si y sélo si es de la forma
I(Y,,) para algin subconjunto finito .« C M, con M la reticula de caracteres
de (C*)™.

Ejemplo 2.2.16. Sea Z(3,—2) C Z? la subreticula generada por (3,—2) y
tomemos [ = (zMy*2 — 21972 | (g, ), (B1, B2) € N2, (o — B1, a0 — 2) €
Z(3,—2)). Veamos que I = (z3 — y?).

Una contencién esta dada pues z° — y* = 23y — 2%? y (3,0),(0,2) €
N2, (3,0) — (0,2) = (3, -2) € Z(3, -2).

Para ver que I C (23 — ¢?), tomemos (t1,t3) € V({23 — y?)) = V(23 — ¢?)
y demostremos que (t1,t) € V(I), es decir, si (a1, ), (B1,02) € N? (ay —
P, a0 — B2) € Z(3, —2) entonces

150152 — 1ty = 0.

Sea k € Z tal que (ay — 81, as — fB2) = (3k, —2k). Si (t1,t2) = (0, 0) entonces
se satisface trivialmente la ecuacién de arriba. En caso de que (t1,ts) # (0,0)
tenemos que 3 — t3 = 0, pues (t1,t2) € V(2® — y?), de donde

Do 1= g = g = O e = e

y la ecuacién se satisface. Entonces V(2% — y?) C V(I) y dado que (2 — 3?)
es primo, tenemos por Nullstellensatz que

ISV CIVE — ) = VT~ = o — )

Por lo tanto, I es térico y su variedad térica asociada es V(23 — y?), es decir,
la cuspide.
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2.2.3. Semigrupos afines

Ahora daremos la tltima caracterizacién que veremos: variedades téricas
a partir de semigrupos afines. Esta caracterizacién terminara de darnos las
herramientas combinatorias que necesitamos. Veremos la relacién que tienen
los semigrupos afines con el anillo de coordenadas de una variedad térica y a
partir de esta relacién es como asociaremos esta estructura algebraica con la
variedad.

Definicién 2.2.17. Un semigrupo afin es un semigrupo conmutativo S de
la forma N7 para algin subconjunto finito &/ C M, donde M es la reticula
de caracteres de algin toro (C*)™.

Definicién 2.2.18. Dado un semigrupo afin S C M, el dlgebra de semi-
grupo C[S] es el C-espacio vectorial

S]:{Z cmX™ | ¢m € Cy ¢, = 0 para casi todo x™ € S}
xmeSs
con base S y con un producto inducido por la operaciéon de S que lo convierte

en una C-algebra.

Para demostrar la proposicién que nos interesa acerca de los semigrupos
afines usaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.19. Sea V' C C" wuna variedad afin y fi, fo, - -, fs € C[V]. Se
tienen los morfismos (entre variedades y entre anillos de coordenadas, respec-
tivamente)

oV —C y & :Clry,...,xs] — C[V],

dados por ®(p) = (fi(p), ..., fs(p)) y ®*(z;) = fi. Si llamamos Y a la cerra-
dura de Zariski de ®(V'), entonces se tiene que I(Y') = Ker(d*).

Demostracion. Sea f € I(®(V)) y sea p € V. Entonces ®*(f)(p) = foP(p) =
f(®(p)) =0, pues ®(p) € (V) y f € I(®(V)). Asi, f € Ker(P*), de donde
I(®(V)) C Ker(®*).

Luego, si f € Ker(®*) y (ay,...,as) € ®(V), entonces existe p € V tal que
(a,....a5) = (p)y flar,...,a5) = f(P(p)) = f o @(p) = 2*(f)(p) = 0. Asf,
feI(®(V)), de donde Ker(CD*) I(®(V)).

Por ultimo, V(I(®(V))) = &(V) = Y, porloque I(®(V)) = I(V(I(®(V))))
I(Y). 0



40CAPITULO 2. INTRODUCCION A LAS VARIEDADES TORICAS AFINES

Definicién 2.2.20. Dada una C-édlgebra reducida finitamente generada B,
denotamos como Specm(B) a la variedad afin correspondiente.

Proposicion 2.2.21. Sea S = N C M un semigrupo afin. Entonces:

(a) CI[S] es un dominio entero y es finitamente generado como C-dlgebra.

(b) Specm(C[S]) es una variedad tdrica cuyo toro tiene reticula de caracteres
isomorfa a ZS. Mds ain, Specm(C[S]) =2 Y,,.

Demostracion. Para ver que es finitamente generado notemos que si &/ =
(™, ...,x™} C M entonces Y € S si y sélo si y™ = xXi=1"" para
algunas n; € N, con lo que tenemos que C[S] = C[x™,...,x™] siendo el
segundo finitamente generado como C-algebra.

Ademas, si tomamos &’ = {x°,...,x“,x “,...,x "} € M, siendo
{x,...,x"} la base candénica de M, tenemos que N&Z’ = M. Asi, M es
un semigrupo afin y, haciendo x¢ = t;, obtenemos

CIM| = {3, com cmX™ | cm € C, ¢, = 0 para casi todo m € Z"}
=C[t,*, ...t

Entonces C[M] es un dominio entero y, ya que C[S] C C[M], se tiene que C[S]
es también un dominio entero.
Podemos observar que

>~ Clzy, .o, Ty Y1y Ynl (s — 1 i =1,...,n) £ Clz, ... 25" = C[M].

Para demostrar el inciso (b), si tomamos 7 : Clzy,..., 2] — C[M] (=
C[(C*)™]) dado por 7(z;) = x™ y extendiendo como morfismo de C-élgebras,
podemos notar que m = (®,,)* (ver (2.1) para recordar la definicién de @),
y por el lema 2.2.19 tenemos que Ker(m) = I(Yy). Asi,

ClYy] =Clxy, ..., 25 /I(Yy) = Clzy, ...,z /Ker(n)
=~ 1(Clxy, ..., xs]) = C[x™,...,x™] = C[S]

de donde Specm(CJ[S]) = Y,,. O

Observacion 2.2.22. La parte (b) de la proposicién anterior nos dice que una
variedad afin es de la forma Specm(C[S]) para algiin semigrupo afin S si y s6lo
si es de la forma Y, para algin subconjunto finito .2/ C M. Uniéndolo con la
observacién 2.2.15, tenemos que una variedad afin es de la forma Specm(CIS])
para algtin semigrupo afin S si y sélo si su ideal es térico.
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Ejemplo 2.2.23. Sea M la reticula de caracteres de C*. Sea S = N{x?, \*} C
M, de forma que C[S] = C[x?, x°].
Por la proposicion 2.2.21 tenemos que

Specm(C[S]) = Y 2,5, = V(2® — ¢?).

2.2.4. Equivalencia de definiciones

En las subsecciones anteriores dimos tres distintas caracterizaciones pa-
ra algunas variedades toricas, y vimos que éstas eran equivalentes. En esta
subseccién veremos que las caracterizaciones anteriores no son exclusivas para
algunas variedades toricas, sino para todas.

Recordemos que cada x™ es una funcion x™ : T — C, por lo que a
cada f € C[M] = {>_,,czn cmX™ | ¢m € C, ¢ = 0 para casi todo m € Z"}
podemos verlo como una funcién f : 17" — C. Definimos entonces una accién
de T en C[M] dada por t- f(p) = f(t-p) para todo p € T.

El siguiente lema lo usaremos en la demostracion del teorema mas impor-
tante de la seccién (teorema 2.2.25).

Lema 2.2.24. Sea A C C[M] un subespacio vectorial estable bajo la accion de

T. Entonces:
A= @ C-x™.
X

Demostracion. Sea A’ = @XWGA(C - x™. Nétese que A C A por ser A un
subespacio vectorial. Solo falta demostrar la otra contencion.
Sea entonces f € A, f # 0. En particular, f € C[M], por lo que

f: Z Cme

meRB

donde Z C 7" es finito y ¢,, # 0 para todo m € %B. Sea B = Span(x™ | m €
A), teniendo asi que f € AN B. Ademés, AN B es de dimension finita pues
B lo es.

Como t - x™(p) = x™(t-p) = x™(t)x"(p) para toda p € T, se tiene que
t-x™ = x"(t)x™ € B para toda m € A, con lo que concluimos que B es
estable bajo la accién de T' (y por lo tanto también AN B puesto que A lo es).
La proposiciéon 2.1.6 nos dice entonces que

ANB = @Wm

meZ"
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donde W,,, ={g € ANB |t -g=x"(t)g para toda t € T}.

Veamos que podemos reescribir a A N B como la suma directa de los W,
donde Y™ € AN B.

Sea mg € Z" tal que W,,,, # 0, y sea g € W,,,, g # 0. En particular,
g € C[M], de donde existe § C Z" finito y a,, € C*, m € [, tales que
g = Zmeﬁ anX™. Por un lado, tenemos que:

tg=t- 0 amX™) =Y ant-xX") =D an(X"MX™) =D (amx™t)x"
mef mef mef mef
Por otro lado, como g € W,,,:
tog=x"(t)g =x"" ) amx™) =D _(amx™ (1)X™,
mepf mepf

pero los x™ son linealmente independientes (por ser base de C[M]), por lo
que a,, X" (t) = a,x™(t) para toda t € Ty toda m € f3, es decir, Y™ = x™
para toda m € f3. De esta forma, § = {mg} y entonces g € Span(x™), de
donde x™ € Span(g) C W,,,. Entonces xy™ € W,,,, v tenemos la igualdad
Wi, = Span(x™) = C - x™. En consecuencia, podemos reescribir

AnB= P C-x",

XMEANB

pero tenfamos a f escrito de forma tinica como combinacién lineal de elementos
de M, por lo que Z C AN B C A, demostrando asi que f € A’ 0

Teorema 2.2.25. Sea V' una variedad afin. Las siguientes son equivalentes:
(a) V es una variedad torica.

(b) V =Yy, para algin o/ C Z™ finito, para algin n € N\ {0}.

(c¢) V=V (I) para algin ideal térico I.

(d) V = Specm(C[S]) para algin semigrupo afin S.

Demostracion. Las equivalencias (b) < (¢) y (¢) < (d) son lo que nos dicen
las observaciones 2.2.15 y 2.2.22, respectivamente. La implicacién (d) = (a)
nos lo da la proposicién 2.2.21 inciso (b).

Solo falta demostrar la implicacién (a) = (d). Sea V una variedad torica
con toro T' = (C*)™ cuya reticula de caracteres es M = Z".
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Como ya vimos, el anillo de coordenadas de T' es C[M], y entonces la
inclusiéon 7 : T < V nos induce un morfismo entre anillos de coordenadas
(la restriccién) i* : C[V] — C[M], que es inyectivo pues T es denso en V.
Podemos pensar entonces a C[V'] como una subdlgebra de C[M].

Recordemos que la accién de T sobre V' estd dada por un morfismo, de
forma que la asignaciéon p — f(¢ - p) es también un morfismo. Se sigue que
C[V] C C[M] es un subespacio estable bajo la accién de T'. Por el lema 2.2.24
tenemos que

Cvl= @ C-x™

x™eC[V]
Entonces, definiendo S = C[V] N M, vemos que C[V]| = C[S].
S es en efecto un semigrupo afin pues S C M y existen fi, ..., fi € C[V] tales

que C[V] = C[fy, ..., fx], pues C[V] es finitamente generado. Escribiendo a las
fi como combinacion lineal de las x™ € C[V], se puede encontrar un nimero
finito de ellos que generan a S. n

2.3. Puntos de una variedad torica

Recordemos que el Nullstellensatz nos da una biyeccion entre puntos en
una variedad afin y los ideales maximales de su anillo de coordenadas. En el
caso de variedades toricas tenemos un caso especial, ya que le hemos asigna-
do otra estructura algebraica: un semigrupo afin. Veremos que esto nos dara
informacion acerca de la variedad torica; en especifico, nos dara informacién
acerca de los puntos fijos de la accién del toro.

Proposicién 2.3.1. Sea V = Specm(CI[S]) la variedad tdrica del semigrupo
afin S. Entonces hay una correspondencia biyectiva entre los siguientes:

(a) Puntosp eV,
(b) Ideales mazimales M C C[S] y

(¢) Homomorfismos de semigrupos S — C, considerando a C como semigru-
po con el producto.

Demostracion. La correspondencia entre (a) y (b) es un resultado basico de
geometria algebraica. Para la correspondencia entre (a) y (c¢), consideremos las
funciones

F :V — {Homomorfismos de semigrupos S — C}
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G : {Homomorfismos de semigrupos S — C} — V/

dadas por F'(p) : S — C, F(p)(x™) = x"(p) y G(v) = (y(Xx™), ..., v(X™)),
siendo &/ = {my,..., m,} tal que S = NM,,.

Es facil ver que F'(p) es en efecto un homomorfismo de semigrupos. Para ver
que G(v) € V, basta ver (por la proposicién 2.2.12) que anula a los polinomios
de la forma 2® — 2% con a = (ay,...,as) y 8= (b1,...,bs) tales que

s s
i=1 =1

Vemos entonces que, como v es homomorfismo de semigrupos,

S S

G =[x = v(xX=ram) = y(x==tm) = [ [ (m)" = G()”.

i=1 =1

Asi, ambas funciones estdn bien definidas. Veamos que son inversas una de la
otra. Sean entonces v : S — C un homomorfismo de semigrupos y p € V.

GF(p) = G(F(p)) = (F(p)(X™),-- . F(p)(X™)) = X™(p), ..., x™ () =p

donde la ultima igualdad se da gracias a que C[V] = C[x™, ..., x™], es decir,
las x™ son las funciones coordenadas.

Luego, si ™ € S entonces existen ¢; € N tales que Y™ = yXi=1 %",
Entonces

FG()(X™) = F(y(X™), -7 (X™))X™) = X" (v (X™), - v (X™))

s

= X (™M), (X)) = H[Xmi (YOX™)s -y (X))

=TT = v0E=em) = 4(x™)
i=1

de donde FG(v) = . Por lo tanto, F' y G nos dan la correspondencia buscada.
O

Definicién 2.3.2. Un semigrupo afin S es puntuado si SN (S7!) = {x°}.

Proposicién 2.3.3. Sea V' = Specm(C[S]) = Y., una variedad tdrica. En-
tonces:
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(a) La accion del toro tiene un punto fijo si y sélo si S es puntuado. En este
caso, el unico punto fijo estd dado por el homomorfismo de semigrupo
S — C definido como

(b) Si o7 CS\A{0}, la accion del toro tiene un punto fijo si y sélo si 0 € Y.
En este caso, el unico punto fijo es 0.

Demostracion. Seap € V'y F(p) : S — C su homomorfismo de semigrupos
asociado por la proposicion 2.3.1. Tenemos que p es punto fijo si y sélo si
p=t-pparatodot €T, siysblosi F(p)=F(t-p) paratodot € T, es decir,
Fp)(X™) = F(t-p)(x™) = x"(t-p) = x"() - x"(p) = X" () F(p)(x™) para
todo Y™ € S y paratodot € T.

Notamos que la ecuacion F(p)(x™) = x"(t)F(p)(x™) tiene solucién cuando
m = 0, ya que F(p)(x°) = 1 por ser F(p) homomorfismo de semigrupos. En el
caso en que m # 0, debe tenerse F'(p)(x™) = 0, pues de lo contrario, podemos
encontrar ¢t € T tal que x"(t) # 1 y de esta forma la ecuacién no tendria
solucion.

Tenemos entonces que p es punto fijo si y sélo si su homomorfismo de
semigrupos esta dado por

m,_ 1 m=0
X 0 m#0

Esto nos da la unicidad del punto fijo, si hay alguno. Para la existencia veamos
que F(p) definido como arriba es un homomorfismo de semigrupos si y sélo si
S es puntuado.

Esto es facil de ver, pues si S no fuera puntuado, existe Y™ € (SNS™H)\{x"},

de donde 1 = F(p)(x°) = F(p)(x™-x™™) = F(p)(x™) - F(p)(x ™) =0-0=0.
Por otra parte, si S es puntuado, tenemos que F(p)(x™) - F(p)(x™) = 1siy
s6lo si m y m’ son ambos cero, y como no hay inversos, m y m’ son cero si y
s6lo si m +m’ = 0, que es equivalente a decir que F(p)(x™ - x™ ) = 1, es decir,
F(p) es un homomorfismo de semigrupos.
Para probar el inciso (b), primero supongamos que p € V es fijo, de donde
F(p) es el morfismo que vimos arriba. Por la demostracion de la proposicién
2.3.1 tenemos que p = GF(p) = (F(p)(x™),..., F(p)(x™)) = 0, puesto que
XM € My, CS\{0}y F(p)(x™) =0sim#0. Asi, 0 € Yo, y es éste el punto
fijo.
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Por tltimo, 0 € C* es fijo por la accién de (C*)®, por lo que también es fijo por la
accion de Y, N(C*)* (que es el toro de Y., como vimos en la proposicién 2.2.9)
en Y., ya que la accién es la misma pero restringida (como vimos también en
la proposicién 2.2.9). ]

2.4. Morfismos entre variedades toricas

Dadas dos variedades téricas nos interesa estudiar los morfismos entre ellas
que nos preserven de cierta forma las caracteristicas que nos interesan acerca
de las variedades toricas. En particular, queremos que la imagen del primer
toro esté contenida en el segundo toro de forma que la estructura de grupo y
la accién se preserven.

Definicién 2.4.1. Sean S; y S, semigrupos afines con variedades toéricas V; =
Specm(C[S;]) y V2 = Specm(C[S,]). Un morfismo ¢ : V; — V3 es tdrico si
el homomorfismo de anillos de coordenadas ¢* : C[Sy] — C[S;] es inducido
por un homomorfismo de semigrupos gg : S, — Sy

Enseguida queremos describir los morfismos téricos en términos iinicamente
de los toros y no de los semigrupos afines asociados a las variedades téricas,
de forma que los requisitos que pedimos al inicio de la seccién se cumpliran.

Para esto, necesitamos el siguiente resultado sobre extensiones de homo-

morfismos de semigrupos. Para una version mas general se puede consultar
[WNR, cap. IV, sec. 20, Theorem 20.4.].

Lema 2.4.2. Sean Sy y Sy dos semigrupos afines, con My = ZS1 y My = 7ZS,.
Sty : Sy —> Sy es un homomorfismo de semigrupos, éste se extiende de forma
unica a un homomorfismo de grupos 6 : My — M;.

Demostracion. Como My = ZS; = N(S; U S;'), todo elemento x™ € M,
se ve de la forma x™ = x™ - x7™2 con x™,x™ € S,. Definimos entonces
§ 1 My — My como §(x™ - x™™2) = y(x™) - (v(x™2)) .

Para ver que esta bien definida, sea x™ € My y sean x™', x™2, x™, x"? € Sy
tales que ™ = x™' - x7"2 = x" - x~"2. Entonces, por ser My grupo abeliano,
se tiene que Y™ - x"? = x"™ - X2, por lo que

YX™) (™) = (™M - x™) = (M X)) = (M) v (X™?) € My,
y asi,

SOX™ - xTT) = (™) - (YX) T = (M) - (r(X) T =0 xT™).
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Ademas, es homomorfismo de grupos pues
S(O™ X T™)- (M X)) = ST Ry =y () (y ("))

= (yO™) - (™)) - (M) - (YT = T xR (M xT™).
Por tltimo, este homomorfismo de grupos es el tinico que extiende a v, pues si
0" : My — M es una extension de 7, tenemos que

F(™ X)) =AM (™) T = (M) - () T = 0™ xT™)
para toda x™ - x~ "2 € Ms, es decir, 0’ = 0. H

Proposicién 2.4.3. Sean T} y I3 los toros de las variedades toricas Vi y Vs,
respectivamente. Entonces:

(a) Un morfismo ¢ : Vi — Vi es torico si y sdlo si ¢(Th) C Ty y dlpy, : Ty —
Ty es un homomorfismo de grupos.

(b) Un morfismo torico ¢ : Vi — Vi, es equivariante, es decir,

o(t-p) = o(t) - ¢(p) para todot € Ty y p € V.

Demostracion. Sean S; los semigrupos de V; respectivamente, y M; = ZS; sus
reticulas de caracteres, i = 1,2, segin la proposicion 2.2.21.

Si ¢ es inducido por un homomorfismo de semigrupos ¢ : Sy — Sy, por el
lema 2.4.2, éste se extiende a un homomorfismo de grupos ¢ : My — M, de
donde tenemos el diagrama conmutativo

S, -8,

|,

M2—>M1

que extendiéndolo a un diagrama de C-algebras, nos da

C[S,] £~ C[S1]

C[My] > C[M,]

Sean @ = {xX"™,...,x™} C My y o ={x™,...,x""} C M, tales que S; =
Nz y Vi = Y. Entonces C[S;] = C[x™,...,x"], C[Ss] = C[x™,...,x"],
C[M,] = ClxF™, ..., xT™] y C[My] = C[x*™, ..., x"].
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Sea T] C C* la variedad asociada a C[M;]. Consideremos el isomor-
fismo Clzy,...,zs,y1,...,ys)/I(T]) = C[M,;] dado por z; — x™, y; —>
X . En particular, x;y; — 1 € I(T7), por lo que cada punto de 77 es de
la forma (t1,...,t,,t;",...,t;1). Notemos que la imagen de la proyeccién
(t1, ..t t] ot > (t1, ..., ts) es Th. Asi, la inclusién C[S;] < C[M,]
induce un morfismo 7} < Vj. Andlogamente, la inclusién C[S;] < C[M,]
induce el morfismo T, «— V5.

Por lo anterior, el diagrama de arriba nos induce el diagrama

ViV,

| o)

T1 —>T2

el cual nos da la contencién ¢(Ty) C Ts.

Para ver que ¢|7, es, en efecto, un homomorfismo de grupos, podemos ver
que & : Sy — S, estd dada por gb( i) = x2Zi=1%i™ e S para algunas
a;; € N. Sean a; = (a;1,...,a;5), © = 1,...,r. Entonces ¢ (y en particular
o|1,) estd dada por

-~

B, x5) = (GO (@1, 2s), o, O (1, )
= (Xzf':lalvjmj(:cl, ey X))y 2= VOnaMi (g, xg)) = (2. 2.

Como esté determinada por monomios, se tiene que ¢|r, es un homomor-
fismo de grupos.

Inversamente, si ¢ cumple las condiciones, entonces se tiene de nuevo un
diagrama

"=,
-
que nos induce el diagrama de C-algebras
¢*
C[S;] ——CI[S4]

CMy] b

donde (¢|r,)*(x™) = x™ o ¢|p, para cada n; € o, pero tanto x™ como
¢|7, son morfismos que son también homomorfismos de grupos, por lo que
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la composicién tambien lo es; es decir (¢|7,)*(x™) : Ty — C* € M;. Di-
gamos (o], )*(x™) = x* € M,;. Como el diagrama de arriba conmuta, y
tenemos que XY™ € S, para cada n; € %, tenemos que x* = (¢|r,)* (X)) =
(¢]T1)* 0 ir(x™) = iy o ¢*(x™), de donde ii(¢*(x™)) = x* nos implica que
YFi € C[S ] pero al ser un caracter, tenemos que x* € S;.

Asi, gb*\sQ Sy — S; esta bien deﬁnida y es homomorfismo de

grupos pues G(x" - x™)(£) = G(X"T")(t) = X" 0 Gl (£) = X" (@lr, (1)) =
X"(B17, (8)) - X" (0], (1) = X" 0 Dl (1) - X™ 0 bl (£) = H(x™)(t) - H(x™)(8), de
modo que ¢(X X™) = o(X") - d(X™).-
Para el inciso (b), supongamos que ¢ : V; — V5 es térico. Entonces, usando
el inciso (a), sabemos que ¢|7, : Ty — T es un homomorfismo de grupos, de

donde se tiene el diagrama conmutativo de grupos

T1 X T1 —_— T1
¢T1><¢|T1j l(b'Tl
T2 X T2 — T2

donde las flechas horizontales son la accién del toro en si mismo.

Llamemos I, = I(V4) C Clzy,...,x5 y sea I, C Clyy,...,ys| el ideal
generado por los mismos polinomios que I, pero en las variables vy, ..., ys, de
forma que V (I, 1,) = Vi x V3 C C*. Como T, = V4, tenemos que I(T}) =
I(V1) = I,. Entonces I(T} x T1) = (I, I,) = I(V4 x V}), de donde concluimos
que Ty xT7 =V; x Vi y que T7 X T7 es denso en T x V.

Por lo tanto, ¢|7, X ¢|r, : Ty x Ty — Ty X V5 determina de forma univoca
a oy, X ¢ Ty x Vi — Ty x Vy, de forma que se tiene el diagrama conmutativo

Ty xVi—=V;

Bl ><¢l l¢

T x Vo —=V,

donde las flechas horizontales son la accién del toro en la variedad, es decir,
o(t-p) = o(t) - ¢(p) para toda t € 11 y toda p € V. O
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Capitulo 3

Modificacion de Nash de
Variedades Toricas

En este capitulo definiremos la modificacién de Nash. Para esto utilizaremos
los conceptos que vimos a detalle en el capitulo 1.

Enseguida aplicaremos la modificacion de Nash a las variedades toricas afi-
nes y veremos que en este caso la iteracion de la modificacion de Nash se vuelve
un algoritmo combinatorio que depende de los generadores del semigrupo aso-
ciado a la variedad.

3.1. Definicion de modificacion de Nash

Sea X C C" una variedad afin irreducible de dimensién d. Recordemos que
X\ Sing(X) = {p € X | dimc7,X = dim X = d}. Viendo a los espacios
tangente como puntos de la Grassmanniana G(d,n) podemos entonces definir
la funcién

G : X \ Sing(X) — G(d,n)
pr— T,X.

A esta funcién le llamaremos funcion de Gauss. Sea gr(G) la grafica de G.
Tenemos entonces que

gr(G) € X x G(d,n).

Denotamos como X* a la cerradura de Zariski de gr(G) en X x G(d,n) (como
variedad cuasi-proyectiva segin los teoremas 1.3.10 y 1.4.8) y sea

v: X" — X

la restriccién a X* de la proyeccion 7 : X x G(d,n) — X.

51
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Definicién 3.1.1. A la pareja (X*,v) la llamaremos la modificacion de
Nash de la variedad X.

Ejemplo 3.1.2. Tomemos nuestro ejemplo base: la cispide X = V(2% — ¢?).
En el ejemplo 1.2.7 vimos que para un punto (z,y) € X \ {(0,0)} su espacio
tangente es T(,,)X = Span((2y,3z?)) que corresponde al punto del espacio
proyectivo [2y : 3z% = [2yz : 32%] = [2yz : 3y?*] = [2x : 3y| € P'. Enseguida
calculamos la modificaciéon de Nash de X y damos ecuaciones explicitas en
cartas afines. Sean Uy := X x Al y U; := X x A{ las cartas afines de X x P'.

Usando que X* = {((x,y),[2x : 3y]) |23 —y2 = 0,2 # 0 # y} y que Uy es

abierto, tenemos que
X*N U = {((@y), Bz :3y)) [#° =2 = 0,2 Z0Z g} 1 U

={(z,y,3/2)(y/x)) | #* —y* = 0,2 # 0 # y}.
Haciendo un cambio de coordenadas tenemos que

X nUo=A{(z,y,y/x) | 2* —y* = 0,2 # 0 £y}

={(z,yu) [ 2® -y =0,ur =y, x #0#y}
~{(z,u) [ — (uz)? = 0,2 £ 0}
={(z,u) |z —u?=0,2 # 0}

= V(z —u?)\{(0,0)}
= V(r —u?).

Un calculo analogo muestra que

X*NU 2 V(uly —1).

Ejemplo 3.1.3. Sea X = V(22 +2?—y?) C C? (llamada curva nodal). Esta
variedad tiene un punto singular: el (0,0). En este ejemplo vamos a calcular
explicitamente algunos elementos de la preimagen de (0,0) bajo v.

En el caso en que (a,b) # (0,0) podemos ver que T(,,X = Ker(3a® +
2a, —2b) = V((3a® + 2a)x — 2by) es una recta, por lo que la funcién de Gauss
estd dada por G(a,b) = Span((2b,3a® + 2a)) ~ [2b : 3a® + 2a] € PL.

La modificaciéon de Nash es entonces

X* = {((x,y), 2y : 3% + 22]) | 2° + 22 = 2, (z,y) # (0,0)} C X x P!

junto con el morfismo
v: X" — X
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((z,9), [z : wl) — (2,9).

Al tomar la cerradura, en particular estamos agregando limites de sucesiones
(pn, Tp, X) donde {p,,} € X\{(0,0)} es cualquier sucesién que converge a (0, 0).
Enseguida calculamos algunos de estos limites de manera explicita. Tomemos

para cada n € Z* el punto p, := (1/n,y/1/n*+1/n%) € X \ {(0,0)}. Esta

sucesion converge a (0,0), y la sucesién de espacios tangente es
5 /1 n 1 3 n 2
=|n —+—=|:n|l=+-
n?  n3 n> n

—[2:2]=[1:1].

2
T, X = [2 —+—:=4Z

Si tomamos ahora la sucesién {p, = (1/n,—+/1/n?>+1/n3)} C X \ {(0,0)}

vemos que 1, X — [—1:1].

Figura 3.1: Curva nodal y limites de espacios tangentes

Observacion 3.1.4. Los limites que calculamos en el ejemplo anterior son de
hecho todos los limites posibles. Esto es consecuencia de un resultado general:
el conjunto de limites de espacios tangentes a una curva en un punto coincide
con su cono tangente en dicho punto (ver [FSH, sec. 8.2.] y [CLO, sec. 9.7.,
Theorem 6]). En este ejemplo el cono tangente a X en (0,0) estd dado por
V(z? — y?).
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Por otro lado, la cerradura de Zariski de gr(G) coincide con la cerradura en
la topologia usual en el espacio proyectivo (ver [MFD, Theorem 2.33]). Por lo
tanto, en el ejemplo anterior v=*(0,0) contiene exactamente los dos limites que
calculamos en el ejemplo.

Los ejemplos anteriores ilustran las siguientes propiedades:

1. La modificacion de Nash separa puntos singulares en funcién de los limi-
tes de espacios tangentes (ver el ejemplo 3.1.3).

2. Si X es una variedad afin con singularidades, podria pasar que X* no
tenga singularidades (ver el ejemplo 3.1.2).

En caso de que X* también tuviera singularidades, podriamos aplicar nueva-
mente la modificacion de Nash a cada carta afin y asi sucesivamente. Esto
darfa lugar a un arbol donde cada vértice corresponde a una carta afin de la
modificacién de Nash:

X*

X,*)* (X, *)* o X"

Surgen entonces las siguientes preguntas (ver [NBL], [SMP]):

1. Dada una variedad afin irreducible singular, ;la iteracion finita de este
proceso llega al punto de tener todas las cartas afines no singulares?

2. Si ese es el caso, jcuantas iteraciones habra que hacer?

En la introduccion dimos un recuento de los resultados conocidos respecto estas
preguntas. En el ultimo capitulo de esta tesis exploraremos estas preguntas en
el caso de curvas toricas. Para eso, en la siguiente seccién estudiaremos el caso
general de la modificacién de Nash de variedades toricas.
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3.2. Modificacion de Nash de variedades tori-
cas

En esta seccién estudiaremos la modificacion de Nash de variedades toricas
y mostraremos que dicha construcciéon puede describirse en términos de los
generadores del semigrupo asociado a la variedad.

Sea & = {v1,...,V} C Z* un conjunto finito y consideremos el morfismo
monomial asociado (ver (2.1))

$,, : (C) — Cn
t—s (7, ..., ")

(notar que estamos identificando la reticula de caracteres con Z¢). Como vi-
mos en el capitulo anterior, el toro de la variedad torica asociada al conjunto
o/ tiene reticula de caracteres isomorfa a Z.o7/ (ver la proposicién 2.2.9). Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que Z«/ = Z.

Lema 3.2.1. Sea & = {v,...,7m} C Z% tal que Z&/ = 7% FEntonces
dimY, =d.

Demostracion. Sea T C Y, el toro de la variedad torica Y,,. Como T tiene
reticula de caracteres isomorfa a Z&/ = Z¢, entonces T = (C*)?. Ademés, las
inclusiones T < Y,, v (C*)¢ — C% son birracionales, por lo que (ver corolario
1.2.12)

dimY,, = dim T = dim(C*)* = dim C* = d.

O

En el ejemplo 3.1.2 calculamos la modificacién de Nash de la cuspide (que
es una variedad toérica). En ese ejemplo podemos observar dos cosas:

» Las entradas de 7, X para p # (0,0) son monomios.

» X*NUyy X*NU; son ambas variedades téricas (pues estan definidas
por ideales téricos).

Veremos que esto es cierto en general en el caso torico.

Primero notemos que (C*)¢ es no singular, por lo que T' C Y., \ Sing(Y.,)
y como T" es denso en Y,, entonces T es denso en Y., \ Sing(Y.,). Esto tltimo,
junto con el hecho de que la funcién de Gauss es una funcién continua, nos da
como resultado que

X" =gr(G) = gr(Glr),
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es decir, basta con tomar la funciéon de Gauss restringida al toro para poder
calcular la modificacion de Nash. Esto nos ayuda mucho con los calculos, pues
sabemos que

T = @,((CHY) = {(t",....0) | t € (C)}.

Luego, como @, (t) = (t",...,t™), entonces (ver proposicién 1.2.13)

ot ot ot ot
T Yy, = —_— s — |yl —, ., —
Dy (t) L o Span (( (%1 ) ) atl ) ) ’ (atd ) ) atd ))

S thm tm tn tm
= an — Yl |y — ey Ynd— .
|y ((71,1 o y Tn,1 t1) <’71,d t Tn,d t ))

Para cada 1 <i < dy 1< j <mn denotemos p;(j) := 'yjﬁitz—:, de forma que si
pi == (pi(1),...,pi(n)) entonces Ty _, 1Yy = Span(ps, . ..,pq). Por lo tanto, el
punto correspondiente a T _,(;)Y., bajo el morfismo de Pliicker es

["‘:U)J:"']EIEDN,
donde J =j;---jgcon1<j; <--- <jg<nyw;=det(pi(js))is-

Lema 3.2.2. Sea v; la matriz con entradas v;; para 1 < i < dyj € J.

Entonces
thEJ Vi

ti-- -ty

wy = det(w)

Demostracion. Lo demostraremos por induccién sobre d. Para d = 1 el resul-
tado es claro. Supongamos entonces que el resultado se cumple para d y sean
A =A{v,..., Y}t C 2yt € (C*)! donde Z&/ = Z¥* . Sin pérdida de
generalidad, sea J = 1---(d+ 1). Queremos demostrar que

d+1
t25:1 V8

t;

18
det VB = det(m])t ; .
08 1 ta

)

Para esto, vamos a expandir el determinante de la izquierda a partir de la
ultima columna, de manera que lo que nos queda es

d+1
8 ] Fra+1 8
det | v — = E (—1)d+1+]7d+1,j det ( vg:— )
ti )5 t ti )isjie
1 ? .]7 _BSd

i ;, =1 i

Paracada 1l < j<d+1ycadal<f <n definamos

jt = (tl,...,tj,...,td+1) y
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ivg = (V8,15 - s VB,jo - ) VB.d41)-
De esta forma

18
det | vp,i—

) 478
i/ igjr<p<d t

= det (j’}/g’it;-yﬁ’j J—)
i#£5,1<p<d

— %5 det [ .jt’m
=1 e j e ]fyﬁ,l_

) 478
ti ) izji<p<d

d .
e tjz:ﬁ:l 8.3 det (]VB,ZJ_) .
i Jizj1<p<d

Luego, usando la hipdtesis de induccion tenemos que

d X At')’ﬁ
tsz:1 18 det <j’7ﬂ,i]_

) thfﬁ:l B
b ) izja<p<d

ZdB:I REN
=t det(;v1..q _
J (7 )t1"'tj"'td+1

d d
S 42p=1378 . ¢ 125=176 .t
=1; p=1 .3 det(j71..0)———2L = det(jy1..) ———2.
e tgen -t
Finalmente, sustituyendo obtenemos que
d+1 d
18 ) Fra+1 125=178 L ¢
et (%’i_> - Z<_1)d+1+]7d+17j det(j71.d) ———
ti /g = t; ty--ta
d+1 A1t tzgii VB
= 1 d+1
d+1 A1t tZZill V8
= (—1) det(j71..d)Var1. PR
o 1 d+1
tZZiﬁ VB
= det Y )
( )t1 oty
como queriamos demostrar. O

Proposicion 3.2.3. Las cartas afines de la modificacion de Nash de Y, son
también variedades toricas.

Demostracion. Por el lema anterior tenemos que la modificaciéon de Nash de
Y, es

Yy =gr(Glr) = {(@us(t), Te,)Yor) | T € (C*)7}

tzjeJ'Yj
ty ety

={((tn,...;tm), [+ : det(y) ceee]) [t e (C)dl
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Notemos que t2-i€7 % /t; - - - t4 10 es cero, por lo que w; = 0siy sélo si det(v,) =
0. Sea entonces Jy tal que det(v,,) # 0y llamemos Uy, := Y X A, donde A,
es la carta afin de PV donde la entrada wy, es distinta de cero. Asf tenemos la
carta afin

tzjeJ'Vj
ty -ty

Y5 OUs = {((t7, ..., tm), [ : det(yy) o)) [t e (T N T,

det(vy) $2-jer Vi
) det(fYJo) tziejo ¥’

:{((t'ﬂ,”"t'}’n)’.. ...)|t6(((j*)d}

= {(tn, .. tm det(rs) 15%ses - Fies M) |t e (C)d)
det(’YJo)
y entonces, bajo un cambio de coordenadas, eliminando las coordenadas donde
det(7;) = 0 y llamando A7 := dics Vi = Duiey, Yir tenemos que

YUy, 2 {(tn, .. 0, A0 ) [t € (C det(vy) £ 0, J % Jo}.

Definiendo «7; = &/ U {A% ] det(yy) # 0, J # Jo} € Z% tenemos por
definicién
Y;/ﬂUJO gYWJ/O’

es decir, las cartas afines de Y, son también variedades téricas afines. O

3.3. Algoritmo de Nash en variedades toéricas

En la seccién anterior vimos que cada carta afin de la modificaciéon de
Nash de una variedad toérica es también una variedad toérica, pero aun mas,
encontramos los puntos en la reticula que le corresponden. En esta seccién
encontraremos un conjunto de puntos mas eficaz que nos genere la carta afin
y veremos en qué se traduce el hecho que la carta afin sea no singular.

Tenfamos que Y, N Uy = YMJ/O. Recordemos que el semigrupo asociado
a YW}O es NioZj . Nuestra meta ahora es encontrar un conjunto finito @75, C
74 pequeno tal que N7 7, = N7, v de esta forma Yd}o = Yy, . Para esto
definimos

gy = {Vitics, ULAP | #(J\ Jo) = 1, det(y,) # 0}. (3.1)

Lema 3.3.1. Sea A € M,(K), siendo K un campo. Si det(A) # 0 entonces
existe una biyeccion f: {1,...,n} — {1,...,n} tal que A; ;i) # 0 para cada
1=1,....,n.
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Demostracion. Recordemos que llamando S, :=={f : {1,...,n} — {1,...,n}|
f es biyectiva} entonces

n

det(4) = > sen(f) [] Ai s,

fesy i=1

donde sgn(f) es el signo de f visto como permutacién. Asi, como det(A) # 0
entonces existe algin f € S, tal que sgn(f) [[;_; Airu) # 0, de donde A; f¢;) #
0 paracadaz=1,...,n.

[

Ahora podemos demostrar el siguiente resultado.
Proposicién 3.3.2. Siendo <7 y /), como antes se tiene que
Ny, = Nt .

Demostracion. La primera contencién se tiene pues <75, C o7; . Para la segun-
da contencién, sea J tal que det(7y;) # 0. Demostraremos que Af) € Na7j,.

Como det(yy) # 0 # det(yy,) entonces {v;};es ¥y {7i}ics, son base para
Q¢ como Q-espacio vectorial. Sea A la transpuesta de la matriz de cambio de

base, de forma que para cada j € J

Vi = Z Ajivi-

i€Jp

Dado que la matriz de cambio de base es invertible tenemos que det(A) # 0
y por el lema 3.3.1 tenemos que existe una funcién biyectiva f : J — Jy tal
que Aj f(;) # 0 para cada j € J. Esto quiere decir que para cada j € J se tiene

que v; & Span(y; | i € Jo,i # f(j)), por lo que {; | i € Jo,i # f(j)}U{7;} es
un conjunto linealmente independiente y en consecuencia, si para cada j € J

llamamos J; := {j} U Jo \ {f(j)}, tenemos que det(v,,) # 0y #(J; \ Jo) = 1.
Ademas, como f es biyectiva,

AP =>"7=> %= (=) =2 [ Ddow—D_m

jed icJo jeJ jeJ \keJ, icJo

=Y AP eNg,

jed
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Esto demuestra que {A% | det(y;) # 0} € NaZj,. Sélo falta demostrar que
o/ C N7, Sii € Jy entonces v; € 7;,. Sea entonces v; € &7 tal que j & Jj.
Como {¥; }ies, €s base para Q¢ entonces existe {a;}ics, € Q tal que

V= Zai%-
i€Jp
Dado que v; # (0,...,0) (si (0,...,0) € & tomamos &' = &/ \ {(0,...,0)}
pues N = N&Z’) entonces existe i € Jy tal que a; # 0 y asi, definiendo
Jj ={j}UJo\ {i}, tenemos que Aﬁ?,% € o, por lo que
V=Tt = Aﬁ) + 7 € Nj,.
[

Gracias a la proposicién anterior tenemos que para cada Jy con det(vy,,) # 0
YynUy =Yy,

Ejemplo 3.3.3. Recordemos que en el ejemplo 2.2.10 vimos que si &/ =
{2,3} C Z entonces Y, es la cuspide. Notemos que Z{2,3} = Z. Como en
este caso d = 1, sélo tenemos dos sucesiones: J; = (2) y Jo = (3). Tenemos
entonces los conjuntos

h ={2tU{3 -2} ={2,1}
y
o= (3} U{2-3) = {3,-1)
los cuales inducen los morfismos
(I)J@ Cr— (C*)z
t— (1%,1)
y
(I)Wg) CF— ((C*)2
t— (3,71

respectivamente. Es facil ver que Y., = @, (C*) = {(t3,t) | t € C} = V(z—3?)

VY =@, (C*) = &, (C*) = {3t 1) |t € C*} = V(y*xr — 1). Un célculo
directo muestra que estas cartas afines no tienen singularidades.
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En el ejemplo anterior vimos que Yy, v Yo, son no singulares a través de
las ecuaciones que las definen. Quisieramos tener una manera de saber si una
variedad torica es singular o no a partir del conjunto <.

Proposicién 3.3.4. Sea o7 C Z% finito tal que Zo/ = Z°. Si existen d ele-
mentos en & que generan a NoZ entonces Y., es no singular.

Demostracion. Sean vi,...,75 € </ los d elementos que generan a N7, de
forma que N{v1,...,74} = N&. Como Z&/ = Z% entonces Z{1, .. .,va} = Z°.
En particular, el morfismo

Dpyyay P LT — 2

€ ==Y

es un isomorfismo, de donde L = Ker(a{%mﬁd}) = {0}. Por lo tanto (ver la
proposicién 2.2.12)

I(Vir,na) = (2 =27 [ o, BN, a—feL)
= (z*—2° |, BEN’, a— B =0)
— (27— 2% |a € W) = {0},
y entonces Yy, 41 = C% y como N{v1,...,74} = NoZ tenemos que Y, = C%.

.....

Asi, Y., es no singular. O

Definicién 3.3.5. Sea ./ C Z finito. Definimos Conv() como el conjunto
convexo mas pequeno en R™ que contiene a .«7. De hecho,

Conv (/) = { Z a7y

yed

0<a,<1lparatodaye oy Zavzl}.

yeA

Observacién 3.3.6. Si a la proposicién 3.3.4 le agregamos la hipdtesis ge-
neral 0 ¢ Conv(</) entonces el regreso también es verdadero: si Y, es no
singular entonces existen d elementos en .o/ que generan a No7. Para ver una
demostracién de este resultado véase [GM, Remark 2.16.].

La proposicién 3.3.4, junto con la ultima observacion, nos da un criterio de
singularidad para algunas cartas afines en funcién de los generadores del semi-
grupo asociado. El siguiente resultado nos dice que de hecho la modificacién
de Nash esta cubierta exactamente por esas cartas afines. La demostracion de
este resultado requiere herramientas mas sofisticadas respecto a las que hemos
visto hasta ahora, por lo que solo dejamos la referencia al articulo que contiene
la demostracion.



62CAPITULO 3. MODIFICACION DE NASH DE VARIEDADES TORICAS

Proposicién 3.3.7. Sea o/ C Z¢ finito tal que Zo/ = 7¢ y 0 ¢ Conv ().

Entonces

v, = U wunys
det(y,s)#0
0¢ Conv ()
Demostracion. Ver [GM, Claim 4.6.]. O

Observacién 3.3.8. La propiedad 0 ¢ Conv(47;) no depende de los ge-

neradores del semigrupo N.Z; que elijamos, pues si N7 = N’ entonces
R.oe/ = R.oa?’, donde

Rooo = {erfy

vel’

ng,f‘#@yrﬂ,€R>0paratoda”yef}.

De ahi es facil probar que
0¢ Conv(e) <= 0¢ R0/ <= 0 ¢ R.go/' <= 0 ¢ Conv(").

La utilidad de la proposicién 3.3.7 se harda mucho mas clara en el préximo
capitulo.

Ejemplo 3.3.9. En el ejemplo 3.3.3 vimos que las cartas afines de la modi-
ficacion de Nash de la cispide estan dadas por lo conjuntos o = {2,1} y
o3 = {3, —1}. La proposicién 3.3.7 nos dice que nos basta con tomar la carta
respectiva a @ = {2,1}, pues 0 ¢ Conv(ah) = [1,2] CR y 0 € Conv(efs) =
[—1,3] € R. Luego, la proposicién 3.3.4 nos dice que Y., es no singular pues
{1} C % genera a Nty = N.

Con todo lo anterior la pregunta de Nash se convierte en el caso térico en
el siguiente algoritmo combinatorio:

1. Tomemos la variedad térica Y,, con &/ C Z% tal que 0 ¢ Conv(&) y
7o =79,

2. A partir de esos generadores tomemos las sucesiones J € [n]¢ (donde
n = #(&)) tales que det(y;) # 0 y formamos &7 como se defini6 en
(3.1).

3. De las sucesiones que habiamos tomado consideremos las sucesiones J €
[n]? tales que 0 ¢ Conv(gZ;). Si para cada una de estas J existen d
elementos que generen a N.Z; entonces el algoritmo termina: cada carta
es no singular. Si existe J tal que no suceda esto regresamos al paso 1
con Yy, .
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Ejemplo 3.3.10. Tomemos la superficie V = V(zz —y?) C C3. Como zz — y?

es irreducible entonces V' es irreducible y tiene el abierto denso
V(e = )\ (V(2) UV(2)) = {(t,1s,15%) € C* | 1,5 € C'} = B, ((C)2),

donde
D, (C*)Q — CS
estd determinado por &« = {(1,0),(1,1),(1,2)} C Z* Entonces V =Y, con
Zo =7%y (0,0) ¢ Conv().
Los elementos de J € [3]? tales que det(y;) # 0 son (1,2), (1,3) y (2,3),

pues

1 1
det(yq,2)) = det (0 1) =1#0,

11
det(’y(lﬁ)) = det (0 2) =2 7é 0,

11
det(7y(z,3)) = det (1 2) =1+#0.

Calculemos <71 2), “(1,3) Y (2,3):
$Z{(172) = {(17 0)7 (17 1)} U {(07 2)7 (0, 1>}a

JZ{(l,?)) = {(1’ 0)7 (17 2)} U {(07 1)7 (07 _1)}7
JZ{(2,3) = {(1’ 1)’ (1? 2)} U {<0’ _1)7 (07 _2)}'

Notemos que 0 ¢ Conv(#1,2)), 0 ¢ Conv(a23)) y 0 € Conv(13)). Ademas,
(1,0),(0,1) € 41,9y son tales que generan a N.o/(; o) = N? por lo que Yify o €8
no singular. Similarmente con (1,2), (0, —1) € /23 tenemos que Y., , es no
singular. Por lo tanto el algoritmo en este caso tomo sélo un paso.
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Capitulo 4

Algoritmo en Curvas Tdricas

En este tltimo capitulo demostraremos que el algoritmo mencionado en el
capitulo anterior en el caso de curvas téricas (variedades toéricas de dimension 1)
da lugar a una curva toérica no singular. Este resultado se sabe que es cierto en
general: la iteracién de la modificacién de Nash de una curva singular da lugar
a una curva no singular ([NBL, Corollary 1]). Sin embargo, la demostracion
que daremos es una demostraciéon combinatoria para el caso torico.

Ademas, analizaremos el nimero de pasos necesarios en el algoritmo para
obtener esta curva no singular de dos maneras: primero estimando la cantidad
exacta de iteraciones del algoritmo y luego contando por “paquetes” (esto se
explicard mas adelante).

4.1. Curvas todricas singulares

En el capitulo anterior empezamos a pedir la condicién 0 ¢ Conv(«/) para
tener nuestro criterio de singularidad. Veamos que, en el caso de curvas, esta
condicién no restringe el conjunto de curvas sobre las que estamos trabajando;
es decir, toda curva térica singular Y., nos cumplird que 0 ¢ Conv(</). Primero
demostremos algunos lemas.

Para los primeros dos lemas & = {ay,...,a,} C Z% es tal que Z&/ = Z,
es decir, estos lemas se cumplen para variedades toricas en general, no sélo
para curvas.

Lema 4.1.1. Sip € Sing(Y.,) entoncest-p € Sing(Y.,) para todat € T, donde
T es el toro de Yy .

Demostracion. Sea t € T. En la demostracién de la proposicion 2.2.9 vimos

65
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que
t: Y:Qy — YJZ/

r—t-x

es un isomorfismo. Luego, por el corolario 1.2.12, dim¢(7,Y.) = dime(73.,Yr)
y asi p € Sing(Y.,) implica que t - p € Sing(Y,,) para toda t € T ]

Lema 4.1.2. Si 0 € Conv(&/) entonces (0,...,0) ¢ Y.

Demostracion. Dado que 0 € Conv(&7), existen aq,...,a, € [0,1] tales que
> aza; = 0. De hecho, como &7 C Z¢ entonces, sin pérdida de generalidad,
ag,...,ap, € [0,1] N Q y, multiplicando por un factor comin, tenemos que
existen Ar,..., A\, € N tales que Y, \;a; = 0. De ahf que X := (A\y,...,\,) €
Ker(®,,) (¥, se definié en la subseccién 2.2.2). Entonces (ver proposicién
2.2.12)

pero (0,...,0) no cumple la ecuacién z* — 1 = 0, por lo que (0,...,0) ¢
VI(Yy)) = Yy. O

Ahora, sea &7 = {ay,...,a,} C Z tal que Zo/ = 7, es decir, Y., es una
curva torica.

Lema 4.1.3. Si Y, es singular entonces Sing(Y.,) = {(0,...,0)}.

Demostracion. Supongamos que p = (p1,...,p,) € Sing(Yy) \ {(0,...,0)}.
Sea p; # 0, por lo que {t{'p; | t; € C*} = C*, yasi{t-p |t € T} es un
conjunto infinito. Luego, el lema 4.1.1 nos dice que {t-p |t € T} C Sing(Y,,)
y en consecuencia Sing(Y,,) también es un conjunto infinito, lo cual es una
contradiccion pues toda subvariedad propia de una curva irreducible es una
unién finita de puntos. Tenemos entonces que Sing(Y.,) = {(0,...,0)}. O

Proposicién 4.1.4. Si 0 € Conv (/) entonces Yo es no singular.

Demostracion. Si0 € Conv(</) el lema 4.1.2 nos dice que (0,...,0) ¢ Y., pero
como Sing(Y,,) C Y./, tenemos en particular que Sing(Y,,) # {(0,...,0)}. El
lema 4.1.3 nos dice entonces que Y, es no singular. O

Como nuestro objeto de estudio son las curvas toéricas singulares, esta pro-
posicién nos permite usar la condicién 0 ¢ Conv(</).
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4.2. Algoritmo de Nash

Recordemos que, gracias al lema 3.2.1, toda curva toérica puede ser ex-
presada como Y, con o/ C Z tal que Z&/ = Z. Notemos que, denotando por
med(«7) al maximo comtn divisor de los elementos de <7, la condicién Z.of = 7
es equivalente a pedir que med(«/) = 1. Ademads la condicién 0 ¢ Conv(.e/) es
equivalente a pedir que, sin pérdida de generalidad, &/ C N\ {0} (pueden ser
todos negativos o todos positivos, pero si &/ C Z \ N entonces Y, = Y(_)).

Para ver explicitamente el algoritmo de la modificacion de Nash en curvas
toricas primero hagamos las siguientes observaciones:

Observacién 4.2.1. Sea & = {ay,...,a,} C Z tal que med(&/) = 1, & C
N\ {0} y a1 < --- < a,. Entonces las cartas afines de Y, son las Y, donde
oty = {a;} U{a; —a; | j # i} (ver seccién 3.3) para cada i € {1,...,n}. Por lo
tanto 0 ¢ Conv(.7) siy sélo si &% C N\ {0} siy sélosi ¢ = 1. En consecuencia,
la proposicién 3.3.7 nos dice que

Yy =Y;NUi =Yy.
Observacion 4.2.2. Si a; = ga; para alguna ¢ € N e i # 1 entonces NoZ =
N( \ {a;}), por lo que Yy = Y(o\(a;})-

A partir de aqui & = {ay,...,a,} C Z denotard un conjunto tal que:
0<a; <...<ap med()=1, a; ¢ Nay si j # 1. (%)

Observacion 4.2.3. Supongamos que med(&7) = 1. La proposicién 3.3.4 (pa-
ra el caso de curvas) nos dice que Y, es no singular si y sélo si existe un
elemento que genere a N.oZ, pero esto pasa si y sélo si este elemento es 1; es
decir, Y,, es no singular si y sélo si 1 € 7.

Las observaciones 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3 nos dan el siguiente algoritmo:
1. Tomemos &/ = {ay,...,a,} C N\ {0} tal que satisfaga (x).

2. Consideremos 2] = {a;} U{a; —ay | 2 < i < n} y definamos &7’ :=
{min(#)}U(2 \Nmin(e)) (dicho de otra forma, eliminamos los multi-
plos del elemento minimo). Si 1 € &/’ entonces hemos terminado. Si
1 ¢ 7' regresamos al paso uno con 7’.

Definicién 4.2.4. Para cada &/ = {ay,...,a,} C N tal que med(&/) = 1
definimos

V(&) := min{a; | med(ay, ..., q;) = 1}.
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Proposicién 4.2.5. Sea o = {ay,...,a,} que satisface (x). Si 1 ¢ o enton-
ces 0 < V(') < V() — 2.

Demostracion. Como 1 ¢ o7 entonces #(&7) > 2. Si as = a; + 1 entonces
med(aj,a3) =1lyl=ay—a; € &' porloque V(&) =ay=a;+1>2+1=
24ay—a; =24+ V(') yasi V(') <V(F) — 2.

Supongamos que as > aj + 2. Sea &' = {by,...,byp} con by < ... <b,y
sea ap = V().

» Caso 1: Si a; < ay — ay, sea by = max{b; | b; < a — a1 }. Notemos que
{bb . ,bz} - ({al,% — Qi ..., 0 — al} \ Nbl) U {51}7 por lo que

med(by, ..., 0) = med(ay, as — ay,...,a; —a;) = med(aq, ..., a;) = 1.
En consecuencia V(") < b < ap —a; < ay —2=V() — 2.

» Caso 2: Si a; > a; — ay, sea by = méax{b; | b; < a;}. Notemos ahora que
({ar, a2 — a1, ..., ap —ar} \Nb ) U {bs} C {b1,... b}, por lo que

1 <mcd(by,...,0) <mcd(ay,as—ay,...,ag—a;) = med(ay, ..., ar) =1,

por lo que med(by,...,b) = 1. En consecuencia V(&/') < b < a; <
as—2<ap,—2=V(d)—2.

Ademads, como a; < a; para toda i € {2,...n}, entonces &7’ C N\ {0}, por lo
que 0 < V(o). O

Con este resultado podemos demostrar que la iteracién de la modificaciéon
de Nash elimina las singularidades. Para esto, denotemos @' := &' y para
cada k > 1 denotemos &/* := (&/*~1Y.

Corolario 4.2.6. La iteracion finita de la modificacion de Nash en una curva
torica singular da lugar a una curva no singular.

Demostracion. Consideremos una curva térica singular Y., donde &/ C 7Z
satisface (x) y 1 ¢ 7 (por ser Y., singular). Por el resultado 4.2.5 tenemos que
V(e) > V(') +2>0.

Al iterar el algoritmo de Nash obtenemos una sucesiéon V(&) > V(&/')+2 >
2> V(AR 42k > ... > 0. Esta sucesién no puede seguir infinitamente, pues
de lo contrario se tendria V(&) > V(:Q/L#Hl) + 2(L@J +1) > V(o).

Por consiguiente, existe k¥ € N para el cual V(&%) > V(&**1) + 2 no se
cumple y, usando de nuevo la proposicién 4.2.5, tenemos que 1 € &%, por lo
que Y es no singular. O
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Observacion 4.2.7. La demostracion anterior nos dio también una cota para
el nimero de veces que debemos iterar la modificaciéon de Nash en una curva
torica singular para llegar a una curva no singular: a lo mas hay que iterar

Ry

veces. La mala noticia es que esta cota no siempre es buena, como veremos en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.8. Sea & = {10'°,2-10'° + 1}. Entonces &’ = {10'°,10'° + 1}
y @/” = {1}. En este caso se necesitaron dos pasos para llegar de Y, a una

V) | = 10, 1o cual es mucho més grande.

curva no singular, pero | =3

En general, contar el numero de iteraciones de la modificacién de Nash
es complicado. Tomemos el caso mas sencillo: n = 2. Sea &/ = {a,b} con
1 <a<bymed(a,b) =1

Como a < by mcd(a,b) = 1 entonces existen ¢;,71 > 0 con r; < a'y
b = aq, + r;. Entonces para cualquier £ < ¢; tenemos que a < b —ak y
A% = {a,b—ak}. Asf, 1 = {a,b— aq.} = {r1,a}, y tenemos que r < a.
En este momento hacemos el mismo proceso que antes: existen ¢y, 79 > 0 con
rg < r1y a=rigs + re, con lo que /112 = {ry r1}. Este proceso se hace
hasta que se llegue a /@t T = {1} Podemos notar que este algoritmo
es exactamente el algoritmo de Euclides:

b=aq +7r

Cl:T1QQ+7"2

T =T2q3 + 73

Ta—2 =Ta-1Ga + 1

En este caso el numero de iteraciones es ¢; + ¢ + -+ + qo. Acotar este
nimero en funcién de a y b no es tan sencillo y se vuelve muy complicado
en el caso general (si n > 2 el algoritmo también es parecido al algoritmo de
Euclides) pues no hay control sobre los cocientes (las ¢;’s). Acotar a (el niimero
de algoritmos de la division en el algoritmo de Euclides), en cambio, es una
tarea mas sencilla. Esto lo haremos en la siguiente seccion.
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4.3. Algoritmos de la divisién

Sigamos analizando el caso n = 2 para luego pasar al caso general. En la
seccién anterior dijimos que en este caso el algoritmo de Nash (dividido en
algoritmos de la divisién) es el algoritmo de Euclides, en el cual se conoce una
cota para el nimero de algoritmos de la divisién que toma (como se verd en la
proposicién 4.3.2). Es natural que al hablar del algoritmo de Euclides aparezca
la siguiente definicion.

Definicién 4.3.1. Definimos la sucesion de Fibonacci como
=1 F,:=2y F,.9:= F,.1 + F, para cadam > 1.

El siguiente resultado es bastante conocido. Aunque existen muchas de-
mostraciones, aqui lo demostraremos por induccion.

Proposicién 4.3.2. Sean a,b € N con 1 < a < b. Si el algoritmo de Fuclides
para a y b toma m algoritmos de la division entonces a > Fp,iq y b > Fpio.

Demostracion. Por induccion sobre m. El caso m = 1 es claro, pues por hipote-
sis tenemos que ¢ >2=Fi 1 yb>a+1>24+1=3=F 5.

Supongamos que el enunciado es cierto para m y que el algoritmo de Eu-
clides con a y b toma m + 1 algoritmos de la division. Tomemos el primer
algoritmo de la division:

b=aq+r.

Como r,a € N cumplen con que r < a y el algoritmo de Euclides con r y a
toma m algoritmos de la divisiéon entonces r > F,,, 11 v a > F,, 2. Luego, como
q > lentonces b =aq+r > a+1r > F,uio+ Fni1 = Fnis. Por lo tanto
a> F,.0yb>F,,3 como queriamos demostrar. O]

Corolario 4.3.3. Sean a,b € N con1 < a <b. Sia < Fphi1 o0b < Foio
entonces el algoritmo de Euclides para a y b toma menos de m algoritmos de
la division.

Esto se traduce a que si Y., es una curva térica con o = {a,b} C Z tal que
1 <a<b med(a,b)=1ya< F,11 0b< F, o entonces se necesita hacer el

algoritmo de la division menos de m veces para llegar a una curva no singular.
Lo impresionante de este resultado es que vale no sélo para cuando # (&) = 2,

sino en general para & = {ay,...,a,} C Z que cumpla (x) y 1 < a;, como
veremos mas adelante.
Sea o = {ay,...,a,} que satisfaga (%) y 1 < a;. Haciendo algoritmo de

la division con a; y as obtenemos ¢,r > 0 tales que » < a1 y as = a1q + 7.
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Podemos notar que entonces min(&/*) = a; si k < ¢ y min(«/%) = r. Ademas
A= ({ay,a3—arq, . ..,an—a1q}\Nr)U{r} y &% = {a1, as—aik, . .. ,a,—ak}.
Asi, podemos apreciar un cambio significativo en 7% hasta que k = ¢. Luego
pasard lo mismo con r y el minimo de .2#?\{r}. Vemos entonces que el algoritmo
de la modificacion de Nash en curvas téricas puede separarse en “algoritmos
de la division”.

Ejemplo 4.3.4. Sea o/ = {20,165,172}. El primer algoritmo de la division
es 165 = 20 -8 + 5. Entonces &% = {20,165 —20- 8,172 — 20 -8} = {5,12,20}.

El segundo algoritmo de la divisién es 12 = 5-2+2, por lo que &% = {2,5}
(ndtese que en este caso se eliminé el elemento 20 —5-2 = 10 pues es miltiplo
de 2 = min{2,5,10}).

El tercer y ultimo algoritmo de la division es 5 = 2 -2 + 1, por lo que
' = {1}.

En este caso tomé 12 iteraciones de la modificaciéon de Nash, pero solo 3
algoritmos de la division.

Definicién 4.3.5. Para cada & = {ay,...,a,} C Z que satisface (x) y 1 < aq,
definamos 6(.¢7) como el nimero de algoritmos de la divisién en el proceso de la
iteracién de la modificacién de Nash de Y, para llegar a una curva no singular.

Observacion 4.3.6. §(.«7) es finito, pues es menor o igual al nimero de ite-
raciones del algoritmo de Nash. En otras palabras,
V()
0(e) < [——].
Habiamos dicho que el corolario 4.3.3 podia extenderse al caso general. Es
el momento de demostrar esto. Nétese la similitud de la siguiente demostracién
con la demostracion de la proposicion 4.3.2.

Teorema 4.3.7. Sea o7 = {ay,...,a,} C7Z que cumpla (x) y1 < ay. Entonces
ar 2 Fsry11 Yy az = Fy(ary42-

Demostracion. Por induccién sobre §(«7). El caso §(«/) = 1 es claro, pues por
hipotesis tenemos que a; > 2 =Fj 1 yas > a;+1>2+1=3= Fs.

Supongamos que el enunciado es cierto para m y que §(</) = m + 1.
Hacemos el algoritmo de la division con a; y as para obtener ay = ayq+r, con
0 < r < a;. Entonces §(«7/7) = m y min(2/?) = r. Por hipdtesis de induccion
r > F,1. Veamos que a; > Fj, 0.

» Caso 1: Sia; ¢ /7 quiere decir que a; € Nr\{r}. Como a; > 0 entonces
a, > 2r > 2Fm+1 > Fm+2-
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» Caso 2: Sia; € /% como a; > r entonces a; > min(«/?\ {r}). Luego,
por hipétesis de induccién tenemos que min(e/? \ {r}) > F,.2 y en
consecuencia a; > Fj, 0.

Asi, r > Fi1y ay > Fpio. Por tltimo, como ¢ > 1 entonces as = ai1q +
r>a+1 2 Fppo+ Fpp = Fhgs. Por lo tanto a; > Fpo = Fyy41 y
ay > Fyq3 = Fj5()42, como querfamos demostrar. O

Similarmente que con el corolario 4.3.3 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.8. Sea &/ = {a1,...,a,} C Z que cumpla (x) y 1 < ay. Si
a1 < Fyup1 0 ag < Fyio entonces §(o7) < m.

Hemos encontrado una buena cota para el nimero de algoritmos de la
divisién necesarios para llevar Y, a una curva no singular. Sin embargo, para
numeros grandes la tarea de encontrar el minimo m tal que a; < F,,11 0
as < F,,1o se puede volver un poco complicada. Ahora encontraremos otra
cota mas sencilla de encontrar: en términos del nimero de digitos de a; y de
as. Para esto necesitaremos el siguiente lema ([GRS]).

Lema 4.3.9. Sea k > 1. Si m > 5k entonces F,, .1 tiene al menos k + 1
digitos.

Demostracion. Primero veamos el caso k = 1. Tenemos m > 5, por lo que
Foi1 > Fg =13 y de ahi que F},,;; tiene al menos 2 digitos.

Seai > 1. Notemos que Fj 5 = Fjiy+F;i3 =2F; 3+ F; 10 = 3F; 1 o4+2F; 1 =
S5Fi1+ 3F;, = 8F, + 5F,_1 > 8F;, + 4F,_1 > 8F; + 2F; = 10F;. De esta forma,
si k> 1 entonces Fy, > 10F5p_1) > -+ > 1081 . Fy = 8- 1071,

Por ultimo, como m > bk entonces Fi, 11 > Fsryi1 = Fsi + Fsi_1 > Fyp +
%F% > 8-10F 1 +4.10%1 =12 105! > 10*, por lo que F, 1, tiene al menos
k + 1 digitos. O

Ahora sea & = {ay,...,a,} CZ que cumpla (%) y 1 < a4

Corolario 4.3.10. St a; y as tienen ky y ko digitos, respectivamente, entonces

5(5%) < min{5k1,5k2 — 1}

Demostracion. Seam := 6(&7) y supongamos que m > 5k;. Por la proposicién
4.3.7 tenemos que a; > F,, 11 v por el lema 4.3.9 tenemos que F),; tiene al
menos ki + 1 digitos. Por consecuente a; tiene al menos k; + 1 digitos. Esto
demuestra que si a; tiene k; digitos entonces 6(<) < 5k;.

Luego, si suponemos que m > bky — 1 entonces m + 1 > 5ksy. La proposi-
cién 4.3.7 y el lema 4.3.9 implican que a, tiene al menos ky + 1 digitos. Esto
demuestra que si ay tiene ky digitos entonces (/) < 5ky — 1. O
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Esta cota es muy eficiente ya que es facil encontrar el nimero de digitos de
un numero y la funcién (a — ndmero de digitos de a) crece muy despacio
(de forma logaritmica con base 10). Ademas, esta cota depende sélo de a; y
as. De hecho, en particular, la cota puede depender sélo de ay (si a; tiene k
digitos entonces 0(&/) < 5k).
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