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Resumen

En este trabajo se presenta un mecanismo alternativo, el cual permite la for-
macién de bandas de corte en fluidos complejos. Dicho mecanismo, conocido como
patrones de Turing, propone que la inestabilidad causante de la formacién de bandas
de corte es resultado de la difusiéon, tanto del esfuerzo como de una variable estruc-
tural del fluido, a diferencia de la inestabilidad mecénica ya conocida (la meseta del
esfuerzo).En este andlisis se mantiene una relacién mondtona creciente entre el es-
fuerzo cortante y la rapidez de deformacion. Se discute la formacién de patrones de
Turing tanto en fluidos engrosantes como adelgazantes con contribuciones difusivas.
También se presenta la ecuacion de amplitud para dicho sistema y se deducen las
condiciones para el desarrollo de inestabilidades secundarias, haciendo evidente la

riqueza dinamica de las inestabilidades difusivas.
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Capitulo 1

Introduccion

El comportamiento reolégico de un fluido se debe las escalas espaciales y tempo-
rales que los rigen, longitud y tiempo caracteristicos del fluido. Cuando estas escalas
son muy pequenas, comparadas con las correspondientes escalas del proceso de flujo,
el fluido se comporta de manera muy simple, mostrando un campo de flujo uniforme
y una relacion lineal entre el esfuerzo cortante (o12) y la rapidez de deformacion (%).
Este fluido reolégicamente simple se conoce como “fluido newtoniano”. Por otro lado,
cuando las escalas caracteristicas del fluido son de orden semejante a las escalas del
proceso, la estructura del fluido interactia con el flujo, generando campos de flujo
no uniforme, asi como relaciones no lineales entre 015 y 7. A este tipo de fluidos se
les denomina “fluidos complejos” [1-11].

En las ultimas décadas se ha generado un gran interés por el estudio de los fluidos
complejos, en particular, el estudio de las inestabilidades que tales fluidos presentan

[3,9,12-17]. Dicho interés continua creciendo debido a los avances experimentales
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en visualizacién de flujo [5,6,14-16,18,19], las cuales, junto con la implementacién
de nuevas técnicas numéricas [5,6,14-16, 18,19], han permitido entender, modelar e
interpretar los fenémenos reolégicos de una mejor manera.

Las técnicas de visualizacion de flujo, como velocimetria por resonancia magnética
nuclear y velocimetria por dispersion de luz, han permitido observar fenémenos como
la formacién de bandas de corte [5,6,14-16,18,19], es decir, zonas donde el fluido
presenta diferentes propiedades reoldgicas para un valor determinado del esfuerzo
cortante [4,5,9,16,18-23,26].

En un principio, se propusieron modelos reoldgicos que permiten la formacion
de dos bandas estables, tanto en tiempo como en espacio. En dichos modelos se
considera que la formacién de bandas de corte se debe a una inestabilidad mecanica,
la cual es provocada por una relacién no mondétona entre el esfuerzo cortante y la

rapidez de deformacién (ver Fig. 1.1) [4,9,20-23].
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Figura 1.1: Tipos de bandas de corte: a) bandas paralelas a la vorticidad, b) bandas
perpendiculares a la vorticidad. Modificada de [26].

Las ecuaciones constitutivas que describen dicha inestabilidad mecénica, como
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la ecuacién de Johnson-Segalman [4,20,21] y el modelo cibico de Bautista-Manero-
Puig [9-11], presentan una zona donde o015 decrece al aumentar 4; alrededor de esta
zona se define la meseta del esfuerzo (Fig. 1.1a). Para valores de 4 dentro de la meseta,
el flujo se vuelve mecdnicamente inestable y el fluido se separa en dos fases paralelas
a la direcciéon de la velocidad. Las propiedades de las fases quedan determinadas por
los valores extremos de la meseta del esfuerzo. Las mismas ecuaciones constitutivas
se pueden modificar para obtener bandas paralelas a la vorticidad; en este caso se
define una meseta a un valor de la rapidez de deformacion (Fig. 1.1b) [9,26].

Estos modelos describen adecuadamente la formacién de bandas de corte en el
equilibrio; la meseta del esfuerzo se determina minimizando el potencial de la ecua-
cion constitutiva y, por analogia con la ecuacion de Van der Waals, se utiliza la regla
de la palanca para determinar la distribucién de las fases [4,11,20,21]. Dicho proce-
dimiento, aunque familiar en la termodinamica clasica, presenta complicaciones en
los sistemas reoldgicos; debido a que dichos sistemas se encuentran en flujo, no es po-
sible definir una energia libre que permita describir transiciones entre fases, ademas
de que dicha transicién entre fases presenta una discontinuidad tanto en el esfuerzo
como en la viscosidad [11,29-33].

Las inestabilidades mecanicas tampoco pueden explicar algunos resultados ex-
perimentales, como la formacion de multiples bandas de corte y el comportamiento
dindmico de éstas [3,5,13-15, 18,19, 21,24, 25]. Como ejemplo, en la Figura 1.2 se
muestra el comportamiento espacio-temporal de una muestra de bromuro de cetiltri-
metilamonio a diferentes rapideces de deformacién. En esta figura se puede observar

que las bandas presentan diferentes comportamientos a lo largo de la meseta de es-
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fuerzos. Para rapideces de deformacion cercanas al limite inferior de la meseta de
esfuerzos, se observa que las bandas oscilan en la direccién vertical. Por otro lado,
para rapideces de deformacion intermedias, la interfase entre las bandas es estable
en tiempo y espacio. Finalmente, para rapideces de deformacion cercanas al limite
superior de la meseta de esfuerzos, las bandas se comportan de manera mas compleja,

presentandose nucleacion y colapso de las bandas en el tiempo.

z(mm) 0 20 pm
[
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Figura 1.2: Distintos tipos de patrones para la interfase a distintas rapideces de
deformacién. Modificada de [19].

En un esfuerzo por conciliar la descripcion mecanica del fenémeno con los resulta-
dos experimentales, se han incluido pequenas contribuciones difusivas en las ecuacio-

nes constitutivas [4,20-22]. De esta manera se obtiene modelos no locales, en los que
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la difusién no afecta significativamente a la meseta del esfuerzo ni a la distribucién
de fases, pero permite la formaciéon de multiples bandas y hace que las ecuaciones
constitutivas sean continuas y diferenciables en todos los puntos [4,16,20-22,24-26].
Otra propuesta importante plantea describir el comportamiento reoldgico del flui-
do mediante ecuaciones cinéticas estructurales [1,3,8]. De esta manera, se obtienen
relaciones que expresan cambios estructurales en el fluido debidos a las interacciones
entre las variables de flujo y el fluido en si. En este escenario, las bandas de corte se
deben a la coexistencia de dos estructuras del fluido para un solo valor del esfuerzo
cortante; la primer estructura se caracteriza por altas interacciones entre las particu-
las del fluido, mientras que la segunda estructura presenta pocas interacciones [1,3,8].
Sin embargo, debido a la complejidad de las ecuaciones cinéticas en el régimen no
lineal, dichos modelos resultan inadecuados para la descripcién de la dindmica de las
bandas. Por esta razon, se proponen ecuaciones en las que la estructura del fluido se
expresa a través de una propiedad mecanica de éste, por ejemplo, la viscosidad [7].
Por otro lado, distintos experimentos de visualizacién de flujo han mostrado que
la formacién de bandas es muy dindmica [5,18,19], como se muestra en la Figura
1.3. Del lado izquierdo se presentan las velocidades locales obtenidas, donde se puede
apreciar un cambio marcado en la pendiente en el perfil de velocidades, en especial en
los recuadros (c) y (e). Dicho cambio en la pendiente ha sido asociado con la formacién
de bandas de corte y la formacién de una meseta del esfuerzo [4,20,21]. Sin embargo,
en el lado derecho, donde se muestran las imagenes de velocimetria del fluido, se
puede observar que el fluido no presenta dos bandas estables, como lo predicen los

modelos cubicos; en las imagenes b, d y f, se puede observar la formacion de dos
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Figura 1.3: Comportamiento de una solucién de CTAB al 20% a 4 = 186s~. Mo-

dificado de [6].

bandas con una interfase oscilatoria e irregular, mostrando que el comportamiento

local del fluido es mas complejo que lo predicho por la inestabilidad mecanica. Dichas

inestabilidades secundarias son caracteristicas de sistemas de reaccién-difusién [17,

27,28,30,34-36], donde reciben el nombre de patrones de Turing [27,35,36]; éstas se

presentan cuando la difusién provoca la separacion de fases en sistemas que, de otra

manera, son completamente uniformes y

sido observado por otros grupos [42].

estables. Este comportamiento también ha
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Los patrones de Turing han sido estudiados en una gran variedad de disciplinas,
desde la biologia [37] hasta la demografia [38]. En la quimica, en particular en la
termodindmica, dichos patrones son conocidos como estructuras disipativas y son

asociados con dindmicas complejas y cadticas fuera del equilibrio [28,39].

1.1. El mecanismo de Turing

En 1952, Alan Turing presenté un mecanismo con el que un sistema de ecuaciones
de reaccién, con estados de equilibrio linealmente estables, presenta inestabilidades
espaciales al incluir efectos difusivos [27,35,36]. De manera mas clara, dado el sistema

de reaccién en R?:
O = f(u,v),
(1.1)
o = g(u,v),
con valores de equilibrio linealmente estables, ug y vg; es decir, éstos satisfacen

[35,36]:

flug,vg) =0, g(ug,vg) =0, (1.2)

y los valores propios de la matriz:

Ouf Ouf
0.9 0yg
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evaluados en ug y vg, son siempre negativos; pero el sistema de reaccién—difusion:

Opu = f(u,v) + Oppu, (1.3)

O = g(u,v) + DOy,v,

tiene al menos un valor propio positivo [35,36]. Los valores propios de los sistemas de
reaccién-difusion representan los tiempos caracteristicos de la reaccion cerca del pun-
to de equilibrio [31,35,36]. Asi, si se tiene un sistema con valores propios negativos,
las perturbaciones locales desaparece con una rapidez proporcional al valor propio y
la solucién de equilibrio se restablece al paso del tiempo. Por otro lado, los valores
propios positivos provocan que las perturbaciones crezcan, por lo que la solucion de
equilibrio se pierde con el tiempo [17,27,28, 34-36].

Para calcular los valores propios del sistema (1.3), se sustituyen los términos
difusivos por la ecuacién de valores propios del operador laplaciano (Vw = —w,w)

[34-36], para obtener la siguiente matriz:

auf — Ws avf
aug avg - Dws

En esta matriz se hace evidente que los valores propios del sistema (1.3) dependen
de los valores propios del operador laplaciano w,. Como se puede observar en la
definiciéon de wy, éste representa la distancia caracteristica asociada con el proceso
difusivo, por lo que la difusién tiene un claro comportamiento espacial oscilatorio.
El hecho de que los valores propios del sistema (1.3) dependan de w,, muestra que

el tiempo caracteristico de la dindmica estd relacionado con las escalas espaciales
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caracteristicas de la difusién [34-36].
De las condiciones de estabilidad lineal se obtienen las siguientes relaciones para

el sistema (1.1):

Ouf + 0ug <0, (1.4)
aufavg - avfaug > 0, (15)

y para el sistema (1.3):
Dw? — (DO, f + 0yg)ws + OufOsg — Oy fOug < 0, (1.6)

debido a que w, y D son siempre positivos y, por la desigualdad (1.5), la tinica manera

en que se cumple la desigualdad (1.6) es [34-36]:

DO f + Bug > 0. (1.7)

Finalmente, se puede observar que la desigualdad (1.6) se puede representar como

una parabola que depende de wy, es decir [36,40]:

h(ws) = Dw? = (DO f + 8ug)ws + 00 fOug — 0, fOug, (1.8)

para que esta ecuacién tenga valores negativos, el minimo de h(w;) debe ser negativo,

de aqui se sigue la relacion:

(DO, f — 0,9)* +4D0,fO,9 > 0, (1.9)
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Si la desigualdad (1.9) se cumple, entonces hay dos valores wsy para los cuales la

funcién (1.8) se anula, éstos son [36,40]:

s+ = .
2D

(1.10)

La condicién final para que el sistema (1.3) presente patrones de Turing, es que
exista un valor propio del operador laplaciano (ws) entre los dos valores de w;, es
decir [36]:

Ws_ < W < Wsy, (1.11)

Las relaciones (1.4) a (1.11) deben ser evaluadas en ug y vg; éstas representan
las condiciones necesarias para la formacién de patrones de Turing en un modelo en

R?; la extensién a R™ es analoga.

1.2. El modelo BMP generalizado

La version del modelo BMP que se utiliza en este trabajo surge de la termodinami-
ca irreversible extendida aplicada a fluidos complejos. En este marco, se considera que
la fluidez (), la corriente difusiva (J) y el esfuerzo (g) son las variables dominantes

en el proceso de flujo [10,11]. Las ecuaciones resultantes son:

d_80:900—<P
dt T

+ k(oo =)z D+V - J, (1.12)

dJ
I+ =8 (£Ve+V-g) (1.13)
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D+ (VJ)?, (1.14)

donde (VJ)® representa a la parte simétrica de V.J, § es una matriz de coeficientes
fenomenoldgicos, la cual relacionan al flux masico con las variables reoldgicas, y la
derivada convectiva contravariante del vector del tensor de esfuerzos o se definen
como:

o=—=—(L-a+a-L7). (1.15)

IS

En estas ecuaciones % representa la derivada material, D es la parte simétrica
del gradiente de velocidad L, ¢ es la fluidez (™), Yo ¥ peo Tepresentan, respecti-
vamente, la fluidez del material a bajas y altas rapideces de deformacion, G es el
modulo elastico de relajacion, T' se puede interpretar como un tiempo de formacién
estructural, mientras que k se puede entender como un parametro cinético de des-
truccion estructural, 7 es el tiempo de relajacién del flux maésico, y Sy, 5f, B2 ¥y
B4 son parametros fenomenoldgicos. En corte simple, donde x es la direccion de la
velocidad, y es la direccién del gradiente de velocidades y z es la direccion de la

vorticidad, y suponiendo simetria traslacional del flujo y coeficientes constantes, las

ecuaciones (1.12)-(1.14) se reducen a [11]:

do @ — o w0y

b S — —7 1.1

o 7 T k(e = 9)ou T+ By o (1.16)
004y

— 1.1

Ja: 52 ay 5 ( 7)
Op do

= +5)— % 1.1

Jy Bo 3y + B2 By (1.18)
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Ouy + G%O <agzy - ﬁ‘yayy) = % + 622 %‘; , (1.19)
Oow + G%O (ag';x - 27%) =0, (1.20)

Oyy + G%p% = By (a—f) , (1.21)
Glgo a;;z —0. (1.22)

Al sustituir las ecuaciones (1.17) y (1.18) en las ecuaciones (1.15), (1.19) y (1.21)

se obtiene:

dp wo— 0% foales
o= OT + k(oo — @) ouyy + ﬁoﬁo + B2 oy —, (1.23)
1 (0o . _ 9 B3P PPoyy
Oy + Go ( It VUyy) T + 2 oy’ (1.24)
1 8ayy 0%y,
= . 1.2
G 8t /BQBO 52/8 ayQ ( 5)

Por convencion reolégica, resulta méas conveniente usar las diferencias de esfuerzos

normales [7,9-11,17], éstas se definen:
N1 = Oggx — Oyy, N2 = Oyy — Ozz- (126)

Asi, a partir de las ecuaciones (1.20)-(1.22), se obtiene la siguiente relaciéon para

los esfuerzos normales:

1 [O(N; + Ns) ) B
(Nl + NQ) + G_QD (T — 2’}/0'zy) = O. (1.27)
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De esta manera, la ecuacién (1.27) se desacopla del sistema formado por las ecua-
ciones (1.23) y (1.24). La estabilidad de dicho sistema se puede analizar sin mayor
complicacion; para ello es necesario extender los conceptos presentados en la seccién
anterior a tres dimensiones; sin embargo, se puede reducir el sistema a dos dimensio-
nes, si se considera estado estacionario en la ecuacion (1.25) y se desprecia el efecto

de la segunda derivada del esfuerzo o,, en las ecuaciones (1.23) y (1.25). Asi, se

obtiene:
p” . Do(W
8gty = —Gpouy +9G £ Gwo—()vzgp + Dl(W)VZny’ (1.28)
0 — .
a—f QOOT L + k(Yoo — ©)0zyy + DO(W)Vng, (1.29)

donde se definen el coeficiente de difusion estructural Dy, el coeficiente de difusién

del esfuerzo Dy y el nimero de Weissenberg W como:

B30 gl
w=_1_
2’ G¥oo

Do(W) = BB = 48550, D\(W) =G (1.30)

El andlisis de estabilidad considera pequenas variaciones en el niimero de Weis-
senberg critico (IW,) para la formacién de bandas, por lo que se puede considerar que
los coeficientes de difusién (Do(W) y D1(W)) se mantienen constantes alrededor de

W..

1.3. Hipodtesis y Objetivos

La hipétesis fundamental de este trabajo es que los términos difusivos en las

ecuaciones constitutivas permiten a los fluidos presentar inestabilidades espaciales
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y temporales. El mecanismo principal para tales inestabilidades es conocido como
patrones de Turing, la descripcién de tales patrones permitira definir las curvas de
estabilidad para el fluido en cuestién.

Siguiendo dicha hipdtesis, en este trabajo se utiliza el modelo BMP difusivo para
describir ciertas inestabilidades de los fluidos complejos, a saber, las bandas de corte
y los comportamientos oscilatorios del esfuerzo; también se daran las condiciones
bajo las cuales los fluidos presentaran dichas inestabilidades y, en ciertos casos, se

comprobaran estas condiciones por medio de simulaciones numéricas.



Capitulo 2

Patrones de Turing en el modelo

BMP

En este capitulo se define el espacio de Turing para el modelo BMP sin considerar
esfuerzos normales. Primero se presentan las condiciones de estabilidad lineal para
el modelo sin difusién, para después analizar los efectos de ésta en dos casos: El
primero con difusién positiva y el segundo con difusién negativa. En la parte final de
este capitulo se presentan las curvas de estabilidad y la simulaciones de los patrones
obtenidos a partir del modelo BMP difusivo.

Para el tratamiento subsecuente es conveniente usar variables adimensionales, es

decir:
Pd
90 = —7 22

15
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Oay = ~cr (2.3)
D
v = GS; \% (2.4)

Las variables con dimensiones se escriben con un subindice d. En la ecuacién
(2.1), el tiempo caracteristico se define como el inverso del tiempo viscoeldstico a
altas rapideces de deformacién (Gps ), v se utiliza a la fluidez a altaz rapideces de
corte (o) como fluidez caracteristica en la ecuacién (2.2). Para adimensionalizar al
esfuerzo cortante, en la e cuacién (2.3) se utiliza al médulo eldstico de relajacion (G),
y en la ecuacién (2.4) se define la longitud caracteristica como la longitud asociada
a la difusion del esfuerzo cortante.

Con dichos escalamientos se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

004y

0
= =Tlpo —¢) + K(1 - 9)Woy, + DV, (2.6)

Los grupos adimensionales que surgen son: Un tiempo de formacién estructural

(T = un esfuerzo de destruccién estructural (K = Gkg), un coeficiente de

1
GpocTy ) ’
difusién adimensional (D = g—?) y el nimero de Weissenberg (W = Gq%); éste dltimo

es usado como parametro para el sistema.
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2.1. Espacio de Turing para el modelo BMP

Para seguir la idea de Turing, primero se debe notar que el lado derecho de las
ecuaciones (2.5) y (2.6) se pueden separar en dos contribuciones: Una que surge de
los términos de reaccion, f(o,p) = —po+W y g(o,¢) =T (w0 — )+ K(1 —p)Wa,
respectivamente, y otra que contiene a los términos difusivos. Ahora, se definen las

soluciones de equilibrio de tal manera que se anulen los términos de reaccién, es decir,

flog,vr) =0y g(or, vr) = 0; de aqui se obtiene:

OfF =

[_’ 2.7
PE ( )

2 2
oy — Tpo ;TKW N \/(Tcpo ;TKI/V?) N KZN’ (2.8)
donde el subindice E indica que se trata de valores de equilibrio. Es importante
notar que estas soluciones son continuas y crecen monétonamente con W, por lo que
no presentan inestabilidades mecénicas (curvas de flujo no monétonas) como en los
modelos cubicos.

La estabilidad del sistema de reaccién requiere que las ecuaciones (2.5) y (2.6)

sin difusion tengan valores propios negativos, esto genera las siguientes condiciones:

Top+ KWaog > 0. (2.10)

Ambas condiciones se cumplen de manera trivial, puesto que requieren que los
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tiempos caracteristicos de construccion y destruccién estructural sean positivos. Por
esta razon, el modelo BMP produce soluciones estables y un campo de flujo uniforme
para todos los valores de W.

Para tomar en cuenta los efectos de la difusién en el sistema, se incluyen perturba-
ciones espaciales a las soluciones de equilibrio, es decir, 0 = op+0y ¢ = g+ ¢. Al
insertar estas expresiones en las ecuaciones (2.5) y (2.6), y manteniendo unicamente
los términos lineales, se obtienen las siguientes ecuaciones:

do

5 —po —opp + DV?¢ + V35, (2.11)

o
a_f = T+ KW — g6 — KWogp + DV3@. (2.12)

Se debe notar que los términos de orden cero se cancelan debido a la definicién de
or y ¢g. Estas ecuaciones representan la evolucion espacial de las perturbaciones a
las soluciones de equilibrio. Si las perturbaciones desaparecen, entonces se recuperan
las soluciones de equilibrio y el fluido se estabiliza a un sistema uniforme con una
sola fase. Por otro lado, si las perturbaciones desestabilizan la solucion uniforme, el
sistema pierde su simetria espacial y el fluido forma patrones espaciales estables. Los
patrones formados dependen tanto de la geometria de la celda de fluido como de las
condiciones de frontera del sistema. Para el tratamiento subsecuente, es conveniente

expresar a las ecuaciones (2.11) and (2.12) en forma vectorial; de esta manera se
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define al vector de perturbaciones u y al operador lineal [ como:

Q>

(2.13)

1S
I
©

—pop+ V2 —op + DV?
= : . (2.14)

KW(l —¢g) =T — KWog+ DV?

Por consecuencia, la ecuacion para las perturbaciones es %g = [-u. Los patrones
formados pueden ser bandas de diferentes propiedades, las cuales asemejan a las
bandas de corte. Estos patrones son estructuras unidimensionales con variaciones a

lo largo de su direccién normal y; por lo tanto, se pueden proponer soluciones con

forma de ondas planas, es decir:
u = uye' e’ (2.15)

Aqui, w es el valor propio (la frecuencia) asociado al nimero de onda q y uy es el
vector propio. Se debe senalar que el signo de w determina el comportamiento de las
perturbaciones, por lo que hay tres situaciones posibles; si w < 0, las perturbaciones
decrecen con el tiempo y desaparecen cuando t — o0, en este caso el sistema es
estable. La situacion contraria ocurre cuando w > 0, aqui las perturbaciones crecen
con el tiempo y el sistema se vuelve inestable. Finalmente, si w = 0, las perturbaciones
permanecen constantes en el tiempo, esta condicién describe las curvas marginales

para el sistema.
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2.1.1. Interaccién cooperativa positiva

Para poder describir de manera completa el espacio de Turing, es necesario definir
la naturaleza de la interaccién cooperativa en la ecuacién (2.11). En un primer caso,
se propone un proceso difusivo natural con signo positivo.

A partir del anélisis de estabilidad lineal del operador (2.14) se obtiene la siguiente

condicién para la inestabilidad:

D¢* + (Dpp +T + KWop + DKW (1 — ¢g))¢* + Typr + KWog < 0. (2.16)

Se puede notar que el lado izquierdo de esta desigualdad representa una parabola
céncava en ¢, es decir hy (¢%). La condicién (1.7) implica que el término 1 — ¢g debe
ser negativo; debido a que la fluidez se normaliza usando la fluidez a altas rapideces
de deformacién (ver la ecuacién (2.2)), la desigualdad (2.16) sélo puede cumplirse
para fluidos engrosantes. Ademas, también se necesita que la magnitud del término
DKW (1 — ¢g) sea grande; dicho término es pequeno tanto para valores bajos como
para valores altos de W. Asi, la inestabilidad ocurre sélo para valores intermedios de
W, lo cual concuerda con la descripcién experimental de las bandas de corte [4-6].

También, de acuerdo con la ecuacién (2.16), existen valores de W para los cuales
el minimo de h (¢?) es ya sea positivo, cero o negativo. El valor positivo del minimo
de hy(¢*) no forma patrones mientras que el valor negativo cumple con las condi-
ciones para que se presente una inestabilidad espacial. El valor cero para el minimo
representa la transicién entre un régimen de flujo uniforme y un sistema con bandas

espaciales, esto es, el punto de bifurcacion; éste define el nimero de Weissenberg
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critico W, para la formacién de patrones.
Finalmente, cuando se cumple con la condicién (2.16), existen dos valores de ¢*

para los que hy(¢?) es cero (¢2 y ¢F, respectivamente), éstos se definen como:

_D(pE—i-T—i-KWUE—l—DKW(l — ¢F)

+
2D

q; =

(2.17)

\/(D¢E+T+KW0E+DKW(1 —@E))Q B Top+ KWog
2D D )

Se debe notar que ¢ y qi son ambos positivos. Estos valores definen las fronteras
del espacio de Turing con difusion positiva. Las longitudes posibles para los patrones
estan acotadas por estos valores. El limite de W pequeno revela la naturaleza y el

mecanismo responsable por la longitud de las bandas; estos limites son:

Q

S|~

¢ = o, 7 (2.18)

Estas relaciones indican que la longitud caracteristica de las bandas es menor que la
longitud asociada a la estructura a bajas rapideces de deformacién, ¢, ', pero mayor

a la longitud difusiva asociada al tiempo de reconstruccién estructural, 71,

2.1.2. Interaccién cooperativa negativa

En esta seccién se considera que la difusion de la fluidez en la ecuacion (2.11) es

negativa. A partir del andlisis de estabilidad lineal del operador (2.14), se obtiene la
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siguiente condicién para la inestabilidad:

D¢* + (Dpg + T+ KWog — DEW(1 — pp))¢* + Top + KWog <0.  (2.19)

Esta condicién representa una pardbola en ¢?, es decir, h_(q*). Este comporta-
miento es cualitativamente equivalente al presentado en la seccion anterior. Como
se mencionoé antes, las inestabilidades surgen cuando ciertas condiciones se cumplen,
estas condiciones limitan al sistema; por ejemplo, en la seccién anterior cuando la
desigualdad (2.16) se cumplia sélo para fluidos engrosantes. Por otro lado, cuando
se considera que la difusién de la fluidez es negativa, la condicién (1.7) requiere que
1 — pp sea positivo, es decir, que el fluido sea adelgazante. De manera andloga al
fluido engrosante, la condicién (2.19) sélo se cumple para valores intermedios de W;

en este intervalo la funcién h_(¢?) tiene dos soluciones, ¢7 y ¢*, éstas son:

Do+ T+ KWog — DKW (1 — ¢g)
2D

¢ = +

(2.20)

\/(DsoE+T+KWaE—DKW(1 —@E))Q _ Typ+ KWog
2D D ’

El espacio de Turing est4 acotado por estos valores. A partir del minimo de h_(¢?)
se puede definir un Weissenberg critico, W,. Las relaciones (2.18), que representan
a los mecanismos responsables por la longitud de las bandas, también se aplican a

fluidos adelgazantes.
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2.1.3. Valores propios del operador laplaciano

La existencia del espacio de Turing es una condicion necesaria, pero no suficiente,
para la formacion de patrones de Turing. Para obtener una condiciéon suficiente,
es necesario analizar el operador de difusién. Los valores propios del operador de

difusién son las soluciones a la siguiente ecuacion:

Viu = —wu, (2.21)

aqui w es el valor propio relacionado con la longitud caracteristica del proceso de
difusién. Para obtener una solucién a la ecuacién (2.21) que permita la formacion de
patrones difusivos, se requieren, en este caso, condiciones de frontera periédicas. Una
manera natural de generar condiciones periddicas es considerar una celda de fluido

de longitud L, en dicha celda las condiciones de frontera son:

u(t,0) = u(t, L). (2.22)

Es sabido que las soluciones a la ecuacién (2.21) son una combinacién de funciones
seno y coseno, es decir, u = Asen(y/wy) + Beos(y/wy). Dicha solucién, junto con las

condiciones de frontera (2.22), genera los siguientes valores propios:

nA 2
— (2 —) 2.23

w=(2r7)", (2.23)

donde n = 1,2,3,... representa el nimero de bandas presentes en una celda de

longitud L. Asi, la dltima condicién para la formacion de patrones de Turing es que



CAPITULO 2. PATRONES DE TURING EN EL MODELO BMP 24

exista al menos un valor propio w dentro del espacio de Turing; ademas, se puede
probar que w = ¢2. Esta relacién muestra la conexién entre la condiciones de frontera,

la geometria de la celda de fluido y las longitudes posibles para los patrones formados.

2.2. Discusion

En las secciones anteriores se presentaron las condiciones para la formacion de
patrones en el modelo BMP, en esta seccion se presentan las curvas y simulaciones
resultantes de tales condiciones. Los parametros usados son representativos de sis-
temas micelares. El procedimiento numérico usado es un método diferencias finitas
implicito, donde las condiciones iniciales corresponden a los valores de equilibrio,
calculados con las ecuaciones (2.7) y (2.8), con una perturbacién espacial aleatoria

en la direccién del valor propio de la difusién [31,34].

2.2.1. Sobre la difusion del esfuerzo

El signo correspondiente a la contribucién de la interaccién cooperativa es un
punto importante en el planteamiento previo, por lo que en esta seccion se discuten
mas a fondo sus implicaciones. En el modelo presente, la estructura del fluido se
considera a través de la fluidez [7-11]. Asi, una baja fluidez implica la existencia de
una fase con poca movilidad, donde las estructuras presentes en el fluido interactiian
fuertemente. Por otro lado, cuando las estructuras presentes en el fluido tienen pocas
interacciones entre ellas, el fluido presenta una fase con alta movilidad y, por lo

tanto, una alta fluidez [7,8]. Puesto que la difusién es un proceso que depende de
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la estructura del fluido (ver ecuacién (1.30)) [10,11], una estructura entrecruzada
transporta esfuerzo de manera difusiva con mayor eficiencia que una estructura libre
y sin interacciones.

En los fluidos engrosantes, la fluidez decrece al incrementarse el esfuerzo cortante
[7], por lo que la fase con poca movilidad y una estructura entrelazada posee una
alta concentracion de esfuerzo (un fluido muy estructurado); éste se difunde hacia la
fase con poca concentracién de esfuerzo (un fluido poco estructurado). En este caso,
la difusién estructural presenta una direccién natural, por lo que la contribucién de
la difusion del esfuerzo es positiva. Este resultado es consistente con la condicion
(2.16).

Por otro lado, en un fluido adelgazante, el flujo promueve la ruptura de la estruc-
tura existente a bajos esfuerzos de corte [7]. En este caso, al aumentar el esfuerzo,
la fase con poca movilidad evoluciona hacia una fase con alta movilidad. Puesto que
la difusiéon estructural ocurre de zonas con baja fluidez hacia zonas de alta fluidez,
la interaccién cooperativa tiene un sentido contrario al natural. Por esta razén, la
contribucion negativa de la difusion de la fluidez se asocia con fluidos adelgazantes.

Este resultado se refleja en la ecuacién (2.19).

2.2.2. Fluido engrosante

Como se discutié en la seccién anterior, los patrones de Turing sélo pueden existir
en fluidos engrosantes si la interaccién cooperativa es positiva. Las soluciones estacio-
narias y uniformes, tanto para el esfuerzo cortante como para la fluidez, se presentan

en las Figuras 2.1 y 2.2, respectivamente. Los parametros usados en esta seccion son:
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Figura 2.1: Esfuerzo adimensional en funcién del nimero de Weissenberg para un
fluido engrosante.
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Figura 2.2: Fluidez adimensional en funcién del nimero de Weissenberg para un
fluido engrosante.

En la Figura 2.1 se muestra la dependencia del valor estacionario del esfuerzo
cortante, og, con el nimero de Weissenberg, WW; en esta figura se puede observar que
o crece de manera mondétona al aumentar W, lo cual concuerda con la ecuacion

(2.7). La Figura 2.2 muestra las predicicones de la ecuacién (2.8) para la fluidez, ¢,
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en funciéon de W; en este caso, se puede observar una disminucién mondétona de ¢
al aumentar W. Estas figuras son un ejemplo de un campo de flujo uniforme con
una sola fase. Mas aun, estas soluciones son estables ante cualquier perturbacion
temporal, esto debido a que las condiciones (2.9) y (2.10) se cumplen de manera
trivial.

Al incorporar los efectos de la difusion, la condicién para las inestabilidades se
presenta en la desigualdad (2.16); en dicha condicién se define la funcién k. (g*)
[36,40]; en la Figura 2.3 se muestran seis curvas correspondientes a esta funcién para
diferentes valores de W. Cuando W = 1.07 en a) y W = 5.3 en b), la funcién h, (¢?)
es siempre positiva y, de acuerdo con la condicién (2.16), el régimen de flujo uniforme
es estable, incluso contra perturbaciones espaciales. Este comportamiento se puede
verificar debido a que, para valores positivos de h(¢?), w en la solucién propuesta
es negativa (ver la ecuacién (2.15)), de manera que el comportamiento espacial de
dicha solucion desaparece en el tiempo.

Las curvas correspondientes a W, = 1.0778 en a) y W = 5.2833 en b) en la
Figura 2.3 representa los puntos criticos, cuando el minimo de la curva es cero. En
este caso, la solucién uniforme es estable, pero ciertas perturbaciones alrededor de W,
pueden causar flujos inestables. También hay que senalar que W,; representa el inicio
del espacio de Turing, mientras que W, representa el final del espacio de Turing; por
lo que la formacién de patrones de Turing sélo es posible para valores W, < W <

Wy, en concordancia con la discusién anterior sobre el término DKW (1 — ¢p).
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Figura 2.3: Funcién h. contra ¢? para diferentes valores de W. Las curvas superiores,
correspondientes W = 1.07 en a) y W = 5.3 en b), no tiene raices para h,, por lo
que no existe el espacio de Turing para estos valores de W. Los minimos de la curvas
correspondientes a W = 1.0778 en a) y W = 5.2833 en b) son cero, es decir, los
puntos criticos. Las curvas inferiores, correspondientes a W = 1.08 en a) y W = 5.25
en b), tienen dos raices que determinan el espacio de Turing. El punto sélido en estas
curvas representa el valor propio del operador laplaciano (ecuacién (2.23)).

Las curvas correspondiente a W = 1.08 en a) y W = 5.25 en b) en la Figura
2.3, presentan dos raices, ¢ y ¢7; éstas determinan el intervalo donde la funcién
h.(g*) es negativa. En este intervalo se cumple la condicién (2.16) y es conocido
como espacio de Turing [35,36]. En este caso, la frecuencia de la solucién es positiva,

por lo que la solucién uniforme es inestable y las perturbaciones espaciales crecen en
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el tiempo (ver la ecuacién (2.15)). Para valores de W dentro del espacio de Turing,
el fluido presenta diferentes fases que forman patrones espaciales, es decir, patrones
de Turing [35-37].

Finalmente, para que se puedan formar patrones espaciales, debe existir por lo
menos un valor propio del operador laplaciano dentro del espacio de Turing [35, 36].
En la Figura 2.3 se muestra este valor con un punto sélido. En este caso, el cociente
7 de la ecuacién (2.23) tiene un valor de }1, de aqui que la longitud caracteristica
de las bandas es 4 veces la longitud asociada con la difusion del esfuerzo. Por esta
razén, en una celda con una extensién igual o menor a dicha longitud, el fluido no
tiene espacio suficiente para formar multiples bandas y el flujo es uniforme. Por otro
lado, en celdas con una extension de 4n con n = 2, 3,4, ..., el fluido tiene suficiente
espacio para formar n bandas [36].

Hay que remarcar que el nimero de onda caracteristico del sistema (q) estd re-
lacionado con el valor propio de la difusién (ver la ecuacién (2.23)); por lo tanto, ¢
también estd relacionado con las condiciones de frontera del sistema. Por otro lado,
en la ecuacién (2.17) y en la Figura 2.3 se puede observar que el espacio de Turing
y el nimero de onda critico (g.) estdn determinados por los pardmetros fisicos del
fluido y son, como consecuencia, funciones de W.

La Figura 2.4 se muestra el niumero de onda critico (linea continua) en funcién
de W y la relacién que tiene con el nimero de onda del sistema ¢, independiente de
W (linea punteada constante). Aqui se puede observar que, al variar W, la relacién
entre q y q. cambia, dando lugar a distintos comportamientos a lo largo del espacio

de Turing (inestabilidades secundarias). En la Figura 2.4 también se muestran los
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Figura 2.4: Espacio de Turing y nimero de onda critico en funciéon del niimero de
Weissenberg. La curva continua representa a ¢* y las curvas discontinuas indican los
valores que delimitan al espacio de Turing, qi y ¢*. La linea constante representa un
valor de referencia para el nimero de onda del sistema gq.

ntimeros de onda ¢% y ¢ (lineas discontinuas). Estos representan las fronteras del es-
pacio espacio de Turing para cada valor de WW. Es necesario recordar que, aiin cuando
el espacio de Turing exista, el sistema no presentara bandas si el nimero de onda ¢
no se encuentra entre ¢y y ¢_. También, la Figura 2.4 muestra de manera explicita
la relacion entre la longitud del sistema de flujo, ¢, las longitudes caracteristicas del
fluido, ¢% y ¢*, y la interaccién entre éstas para permitir la formacién de patrones
en el fluido. De esta manera, se puede interpretar a la Figura 2.4 como el equivalente

a la meseta de esfuerzos de los modelos cubicos.
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Figura 2.5: Patrones formados en el modelo BMP difusivo para fluidos engrosantes
en la fluidez (izquierda) y en el esfuerzo (derecha). (a)- Las condiciones iniciales se
obtienen con los correspondientes valores al equilibrio (linea punteada) més una per-
turbacién aleatoria. (b)- La evolucién del sistema a patrones después de un tiempo
viscoeldstico (t = 1). (¢)- Patrones espaciales resultantes después de cinco tiempos
viscoeldsticos (t = 5). La linea punteada indica los correspondientes estados de equi-

librio.

La Figura 2.5 muestra los resultados de las simulaciones numéricas del modelo
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BMP difusivo. Las condiciones iniciales se presentan en la Figura 2.5a; éstas se
obtiene sumando las soluciones al equilibrio calculadas con las ecuaciones (2.7) y
(2.8) (linea punteada) con una perturbacién espacial aleatoria en la direccién del
valor propio del operador laplaciano (linea continua). Las evolucién de los patrones
se presenta en las Figuras 2.5b y 2.5¢ después de uno y cinco tiempos viscoleasticos,
respectivamente, donde se muestra que los patrones resultantes estan formados por
un conjunto de bandas de diferentes propiedades mecanicas; estas bandas se asemejan
a las bandas de corte.

En fluidos engrosantes, la posicién de los maximos y minimos en la Figura 2.5¢
muestra que la fase con mayor concentracién de esfuerzo tiene baja fluidez, lo que
concuerda con la discusién previa sobre la interaccién cooperativa.

Se debe senalar que, en los patrones finales, la amplitud de las variaciones es
menor que la amplitud de las perturbaciones originales. Atn asi, el fluido conserva
los patrones espaciales con la amplitud mostrada en la Figura 2.5¢ para tiempos de
simulacién de t = 50 (este resultado no se muestra aqui), lo que indica que el régimen

de flujo bandeado es estable.

2.2.3. Fluido adelgazante

En la seccién anterior se muestra que los patrones de Turing pueden existir en
fluidos engrosantes, las condiciones para la formacion de los patrones requieren una
contribucion positiva para la interaccion cooperativa. En esta seccién se presentan los
resultados para fluidos adelgazantes; los parametros usados son ¢y = 0.01, K = 15,

T =1.8y D = 100.
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Figura 2.6: Esfuerzo cortante adimensional en funciéon del ntimero de Weissenberg
para un fluido adelgazante.
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Figura 2.7: Fluidez adimensional en funcién del nimero de Weissenberg para un
fluido adelgazante.

Las soluciones de equilibrio para el esfuerzo y la fluidez se presentan en las Figu-
ras 2.6 y 2.7, respectivamente. En la Figura 2.6 se muestra que el esfuerzo cortante
estacionario, obtenido con la ecuacién (2.7), crece de manera mondtona con W. El
valor de equilibrio para la fluidez se obtiene con la ecuacién (2.8), y se muestra en la

Figura 2.7. Se puede observar que la fluidez también crece de manera mondétona con
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W. En este caso no es posible la formaciéon de bandas de corte por inestabilidades
mecanicas o descomposicién espinodal; ademas, las soluciones de equilibrio son esta-
bles contra cualquier perturbacién temporal, de acuerdo con las condiciones (2.9) y
(2.10).

Para que existan patrones de Turing en fluidos adelgazantes, es necesario que la
interaccién cooperativa sea negativa, lo que genera la condicién (2.19) y se define
a la funcién h_. En la Figura 2.8 se muestran seis curvas correspondientes a h_
para diferentes valores de W. Se puede observar que h_ es siempre positiva para
W =0.006 en a) y W = 0.79 en b), por lo que no se cumple la condicién (2.19) y el
sistema no forma patrones; en este caso, de acuerdo con (2.15), la frecuencia de la
solucion es negativa y las perturbaciones desaparecen en el tiempo.

Los puntos criticos estan definidos en la Figura 2.8 por las curvas correspondientes
a We = 0.0065 en a) y W = 0.7777 en b); el minimo de estas curvas es cero,
esto indica que la solucion uniforme es estable, pero puede ser desestabilizada por
ciertas perturbaciones en W. También, los valores W, v W., marcan el inicio y el
final del espacio de Turing, respectivamente; por esta razon, sélo es posible formar
patrones para valores W, < W < Wy, lo que concuerda con el analisis del término

DEW (1 — ¢p).
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Figura 2.8: Funcién h_ contra ¢? para diferentes valores de W. Las curvas superiores,
correspondientes W = 0.006 en a) y W = 0.79 en b), no tiene raices para h_, por
lo que no existe el espacio de Turing para estos valores de W. Los minimos de la
curvas correspondientes a W = 0.0065 en a) y W = 0.7777 en b) son cero, es decir,
los puntos criticos. Las curvas inferiores, correspondientes a W = 0.075 en a) y
W = 0.77 en b), tienen dos raices que determinan el espacio de Turing. El punto
solido en estas curvas representa el valor propio del operador laplaciano.

Por otro lado, en la Figura 2.8, las curvas correspondientes a W = 0.075 en a) y
W = 0.77 en b) presentan dos raices, ¢2 y ¢3; éstas determinan el intervalo donde la

funcién h_(g*) es negativa y se cumple la condicién (2.16); es decir, existe el espacio
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de Turing [35,36]. Para valores de W dentro del espacio de Turing, el fluido puede
formar patrones espaciales [35-37].

La formacién de patrones de Turing requiere que exista al menos un valor propio
del operador laplaciano dentro del espacio de Turing; dicho valor se presenta con un
punto sélido en la Figura 2.8. En este caso, el cociente  en la ecuacion (2.23) tiene un
valor de %, por lo que la longitud caracteristica de las bandas es 30 veces la longitud
de difusion del esfuerzo. La celda de fluido considerada debe tener una extensién de
al menos 60 veces la longitud de difusion del esfuerzo para que se presenten bandas
en el fluido.

Es importante senalar que, en la Figura 2.8a), el valor propio del operador lapla-
ciano se encuentra dentro del espacio de Turing, por lo que el sistema puede formar
patrones con la longitud determinada por ¢; pero en la Figura 2.8b), el espacio de
Turing ha variado drasticamente, y el valor propio del operador laplaciano ya no se
encuentra dentro de éste; en este caso, aunque exista el espacio de Turing, la lon-
gitud de los patrones, determinada por ¢, no se encuentra dentro de las longitudes
permitidas por el fluido,por lo que no se formaran patrones de Turing.

De manera andloga a lo ocurrido con el fluido engrosante, el nimero de onda
caracteristico del sistema (q) esté relacionado con las condiciones de frontera del
sistema; mientras que el espacio de Turing y el nimero de onda critico (q.) estan
determinados por los parametros fisicos del fluido, por lo que son funciones de W. La
Figura 2.9 se muestra dicha dependencia del niimero de onda critico (linea continua)
con W y la relacion que éste tiene con el nimero de onda del sistema ¢, el cual es

independiente de W (linea punteada constante). Cuando se varia W, la relacién entre
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Figura 2.9: Espacio de Turing y nimero de onda critico en funcién del nimero de
Weissenberg. La curva continua representa a ¢* y las curvas discontinuas indican los
valores que delimitan al espacio de Turing, qi y ¢*. La linea constante representa un
valor de referencia para el nimero de onda del sistema gq.

qy q. cambia, lo que puede generar distintos comportamientos a lo largo del espacio
de Turing (inestabilidades secundarias). En la Figura 2.9 también se muestran los
numeros de onda qi v ¢* (lineas discontinuas). Estos representan las fronteras del
espacio espacio de Turing para cada valor de W. Es necesario recordar que el sistema
no presentara bandas si el nimero de onda ¢ no se encuentra entre ¢, y q_.

De nuevo, la Figura 2.9 muestra de manera explicita la relacion entre la longitud
del sistema de flujo, ¢, y las longitudes caracteristicas del fluido, ¢% y ¢*; por lo que
se puede interpretar a la Figura 2.9 como el equivalente a la meseta de esfuerzos de

los modelos cubicos.
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Figura 2.10: Patrones formados en el modelo BMP difusivo para fluidos adelgazantes
en la fluidez (izquierda) y en el esfuerzo (derecha). (a) Las condiciones iniciales se
obtienen con los correspondientes valores al equilibrio (linea punteada) més una
perturbacién aleatoria. (b) La evolucién del sistema a patrones después de un tiempo
viscoelastico (t = 1). (¢) Patrones espaciales resultantes después de cinco tiempos
viscoeldsticos (t = 5). Se debe notar la disminucién en la amplitud de las bandas.

Los resultados de las simulaciones numéricas de muestran en la Figura 2.10; la
fluidez a la izquierda y el esfuerzo a la derecha. De manera andloga al fluido en-

grosante, las condiciones iniciales se presentan en la Figura 2.10a, las soluciones de
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equilibrio se calcularon con las ecuaciones (2.7) y (2.8) para W = 0.0075 (linea pun-
teada), méds una perturbacién aleatoria en la direccién del valor propio del operador
laplaciano (linea continua). En la Figura 2.10b se presenta la evolucién de los pa-
trones después de un tiempo viscoeldstico (¢ = 1); la fluidez (izquierda) muestra
el patrén esperado, presentando una banda cada 30 unidades de longitud, pero el
esfuerzo muestra una situacion mas dindmica donde las bandas no estan bien defini-
das. Finalmente, después de cinco tiempos viscoeldsticos (t = 5), las bandas se han
definido; éstas representan multiples fases con propiedades mecéanicas diferentes.
Para fluidos adelgazantes, la posicion de los méaximos y minimos en la Figura 2.5¢
muestra que la fase con mayor concentracién de esfuerzo tiene alta fluidez, lo que

corrobora la discusién previa sobre la interaccién cooperativa.

2.3. Efecto de los esfuerzos normales

En las secciones anteriores la contribucion de los esfuerzos normales, en particular,
la segunda diferencia de esfuerzos normales, no fue tomada en cuenta a favor de
lograr un tratamiento analitico mas completo. Como consecuencia, el fluido presenta
un comportamiento viscoelastico muy débil. Aqui se trata al fluido engrosante de
la seccién anterior y se incluye la contribucién de la segunda diferencia de esfuerzos
normales; la primera diferencia de esfuerzos normales no es incluida debido a que la
ecuacion para ésta no esta acoplada con el resto de la dindmica.

La version del modelo BMP que incluye esfuerzos normales es:

ON,

W = —pNy + W2¢2 + V2]\72 + DVQ% (2-24)
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% = —po + W + V30 + DV?p, (2.25)
dp _ 2
— =T(po— )+ K(1 —p)Wao+ DV-p. (2.26)

ot

Estas ecuaciones se presentan de manera adimensional. Las soluciones de equilibrio

del modelo BMP son:

W2
Nop = %, (2.27)

YE

1+ N)W

op = LT NIW (2.28)

PE

KW KW? KwH

Y+ <T - 800> ¥+ T(W%/@ —Dep — T e =0, (2:29)

el subindice E significa que son valores al equilibro; éstos son, en general, funcién
de W. Es importante mencionar que la ecuacién (2.29) puede presentar una o tres
soluciones reales, de la cuales s6lo una tiene sentido fisico y es estable. Debido a la
complejidad de la ecuacién (2.29), no es posible determinar a priori el sentido fisico
de cada soluciéon mas que en casos limite. Cuando W — 0, existe sélo una solucién
a la ecuacién (2.29) dada por g = @g; de igual manera, cuando W — oo, la tnica
solucién a la ecuacién (2.29) estd dada por pp = 1.

La estabilidad de la soluciones se determina evaluando los valores propios del
sistema linealizando alrededor de las soluciones de equilibrio; los valores propios son

las soluciones de la ecuacion:

N N+ TIN+ 11T =0, (2.30)
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COon:
I =2pp+T+ KWog, (2.31)
II =%+ 2Tpp + KW (1 + ¢p)og, (2.32)
Il =Tye%+ KWegog + KW?(1 — pg)Nog. (2.33)

De nuevo, sélo es posible determinar a priori los valores propios en casos limite.
Cuando W — 0, los valores propios son A\; = —=1"y A3 = —¢p; asi, la solucién
de equilibrio dada por g = ¢ es estable. De manera analoga, cuando W — oo,
los valores propios son Ay = =1T'— KWog y A3 = —1; nuevamente, la solucién
de equilibrio ¢ = 1 es estable. Es conveniente recordar que los valores propios
estan asociados con los tiempos de la dinamica; asi, cuando W — 0, el tiempo
caracteristico de construccién estructural 7" domina la dindmica, mientras que el
tiempo caracteristico asociado a la disipacion KWopg es dominante cuando W — oc.

El sistema (2.24) a (2.26) puede presentar bifurcaciones estacionarias, cambio en
la estabilidad o cambio en el niimero de soluciones de equilibrio, cuando A\; = 0,
esta condicién requiere que 171 = 0 [31,36]. En el caso de fluidos adelgazantes
(pp < 1), la condicién de bifurcacién se cumple cuando Ny < 0. Por otro lado, los
fluidos engrosantes (pg > 1) requieren que Nop > 0 para presentar bifurcaciones
estacionarias. Es importante mencionar que el término correspondiente a Nog en la
ecuacion (2.33) es siempre pequeno, comparado con el término que contiene a og,
por lo que la existencia de bifurcaciones estacionarias es muy poco probable.

Para obtener el efecto de la difusién, se plantean perturbaciones a las soluciones
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de equilibrio:

Ny = Ny + No, (2.34)
o=o0g+0, (2.35)
¢ =¢Ep+¢ (2.36)

Se definen el vector de perturbaciones y el operador lineal de la siguiente manera:

Ny
u=1| 4 |, (2.37)

¢

—pp + V? 0 —Nsg + DV?
:l: |14 —@Yg + \Y%& —op + DV? . (238)
0 KW(l —yg) —T—KWog+ DV?
Con estas relaciones, el sistema perturbado se puede escribir como 8—% =1l u. Se
propone que esta ecuacion lineal tiene solucion en forma de ondas planas:

u = uge”e' . (2.39)

Aqui, w es el valor propio (la frecuencia) correspondiente al niimero de onda ¢; en esta
Y )
parte se ha supuesto que las bandas son estructuras practicamente unidimensionales;

/ 2 . . , . .
por esta razén V2 = g—yQ. Los valores propios del sistema son las raices del siguiente
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polinomio:
w3+IDw2+I[Dw+IIID:O, (240)
con:
Ip =1+ (D+2)¢, (2.41)
IIp =11+ 21 +2(D —1)g + DKW (1 — ¢p)¢® + (2D + 1)¢*, (2.42)

IIIp =111+ [II+ (D —1)¢% +DEKW(1 — @) (W + op)¢*+
+[I+2(D—1)¢pr+DEKW(1 - ¢p)lq* + Dq°. (2.43)

Resulta evidente que, cuando ¢* — 0, se recuperan las ecuaciones (2.30)-(2.33).

Para que existan patrones de Turing, es necesario que los valores propios \; sean
negativos, mientras que al menos un valor propio con difusion w; sea positivo; esto
ocurre en un intervalo de ¢* el cual se conoce como espacio de Turing [35, 36]. El
punto critico de la inestabilidad esta dado por ¢* y W, que cumplen con w = 0, es
decir, I11p = 0 [36].

Las condiciones suficientes para la formacion de patrones de Turing son las mismas
que en el caso sin esfuerzos normales. En este caso, el sistema debe tener condiciones
de frontera periédicas y debe existir un valor propio del operador laplaciano dentro

del espacio de Turing [36].
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2.4. Discusion

En la seccién anterior se considera un fluido engrosante con segunda diferencia
de esfuerzos normales. Con esta eleccion se pretende mostrar los distintos compor-
tamientos que puede presentar el modelo BMP al incluir esfuerzos normales. Los
parametros usados son ¢y = 100, T'=0.2, K =1, ¢, =001y D = 2.

¢ vs W
100

10

0.1 1 10 100

Figura 2.11: Fluidez adimensional en funcién del niimero de Weissenberg para un
fluido engrosante.

En la Figura 2.11 se presenta la curva para ¢g a distintos valores de W, obtenida
a partir de la ecuacion (2.29). En ésta se pueden comprobar los comportamientos
limite presentados. Cuando W — 0, la fluidez tiende a ¢y, y cuando W — oo, la
fluidez tiende a 1. La ecuacion (2.29) puede presentar multiples raices reales, de las
cuales se espera que solo una tenga sentido fisico, es decir, que sea positiva; mas
aun, para que cambie la estabilidad de las soluciones, es necesario que I// =0 en la

ecuacion (2.33). Tal situacién no ocurre para la combinacién de parametros usada.
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La curva correspondiente a Nop se presenta en la Figura 2.12. Se puede observar
que la curva crece de manera monétona con . De manera analoga, la Figura 2.13
muestra que og tiene un comportamiento semejante al de Nog, presentando un cre-
cimiento monoétono con W. En este caso no se presentan bandas por inestabilidades

mecanicas o descomposicion espinodal.

N, vs W
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Figura 2.12: Segunda diferencia de esfuerzos normales adimensional en funcién del
nimero de Weissenberg para un fluido engrosante.

Las soluciones de equilibrio, presentadas en las Figuras 2.11 a 2.13, deben ser
linealmente estables, es decir, deben tener valores propios negativos. Este compor-
tamiento se puede comprobar facilmente debido a que los valores propios dependen
de manera continua de W, el hecho de que todos los valores propios son negativos
en los casos limite presentados y que no se cumplen las condiciones para que algin

valor propio sea cero.
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Figura 2.13: Esfuerzo cortante adimensional en funcién del nimero de Weissenberg
para un fluido engrosante.

Para que el sistema presente patrones de Turing, es necesario que por lo menos
un valor propio difusivo w; se encuentre dento del espacio de Turing para algin
nimero de onda ¢. La Figura 2.14 muestra los valores propios difusivos, calculados
con la ecuacién (2.40), para distintos valores de W. En la curva correspondiente
a W = 1.06 se puede observar que el valor propio es siempre negativo, en este
caso el sistema es estable ante cualquier perturbaciéon temporal, de acuerdo con la
ecuacién (2.39). Por otro lado, el maximo de la curva correspondiente a W, = 1.066
es cero; esta condicion define el punto critico del sistema. En este punto el sistema
es estable, pero puede presentar inestabilidades ante perturbaciones especificas. La
curva correspondiente a W = 1.07 presenta un intervalo donde w es positiva, dicho
intervalo define el espacio de Turing para el modelo BMP. En éste, el sistema es

inestable ante cualquier perturbacién espacial y evoluciona para formar patrones de
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Figura 2.14: Valor propio w contra ¢? para diferentes valores de W. La curva inferior
(W = 1.06) siempre es negativa, por lo que el sistema es estable. El méximo de
la curva correspondiente a W = 1.066 es cero, esto es, el punto critico para la
inestabilidad. La curva superior (W = 1.07) presenta un intervalo donde w > 0, en
este intervalo el sistema es inestable; el punto sélido en esta curva representa al valor
propio del operador laplaciano.

Turing. Finalmente, el punto sélido representa el valor propio del operador laplaciano
para un valor de 7 = }l; asi, el sistema requiere una extensiéon minima de 8 veces la
longitud difusiva del esfuerzo para presentar miltiples bandas.

Con estos resultados se hace evidente que N, no tiene mucha influencia el en
comportamiento de los patrones de Turing, la variacién en el punto critico es minima
(aproximadamente del 1%) y el valor propio del operador laplaciano no presenta
variacién. Este hecho es congruente con la literatura, por lo que se puede ignorar
el efecto de las diferencias de esfuerzos normales en la descripcion de las bandas de

corte [2,4,9,13,16,20].



Capitulo 3

Ecuaciones de amplitud para el

modelo BMP

En el capitulo anterior se platearon las condiciones de estabilidad lineal para la
formacion de patrones de Turing. Como resultado de tales condiciones, se definié un
punto critico, el cual marca el inicio de las inestabilidades y del régimen de flujo con
bandas de corte. Las soluciones propuestas para los sistemas lineales presentados
se pueden considerar exactas cuando el nimero de Weissenberg es cercano al valor
critico [29-33].

Puesto que, por sobre el punto critico, existe un intervalo que cumple con las
condiciones (2.16) y (2.19), el valor propio del operador lapaciano ¢ puede tomar
valores que difieren del critico. De acuerdo con la ecuacién (2.15) y las Figuras
2.3 y 2.8, el valor critico ¢. produce el valor maximo para w, es decir, ¢. provoca

que las perturbaciones espaciales crezcan mas rapido que cualquier otro valor de

48
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q que cumpla con las condiciones (2.16) y (2.19). Asi, el valor propio del operador
laplaciano describe la formacion de patrones con una longitud que difiere de la critica
(qic), y con una rapidez menor a la éptima (wic) Estas diferencias pueden provocar
modulaciones en la fase y en la amplitud de los patrones originales, asi como dar
lugar a inestabilidades secundarias, por lo que no se pueden describir con sélo el
operador lineal [.

En este capitulo se consideran los términos no lineales del sistema. Esto se lleva a
cabo perturbando la solucién lineal obtenida con el mecanismo de Turing. Cerca del
punto critico, la perturbacién de los patrones obtenidos en el andlisis lineal estd go-
bernada por ecuaciones de amplitud. Dichas ecuaciones describen las modulaciones
en espacio y tiempo de los patrones iniciales [29-33].

La forma de la ecuacion de amplitud depende de la naturaleza de la inestabilidad
lineal y la informacién fisica del sistema particular queda contenida en los coeficientes

de la ecuaciéon. Finalmente, la ecuacién de amplitud es utilizada para determinar

inestabilidades secundarias cerca del punto critico [30,31,34,35].

3.1. Ecuacion lineal de las amplitudes

Por sobre el valor critico q., definido en el andlisis lineal, existe un conjunto de

ondas inestables dado por [30, 31,34, 35]:

Q:/ g(q)eiqydq :/ goe“te"(q*%)yeiqcydq, (3'1)
q€Aq

q€Aq
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donde wu, corresponde al vector propio del punto critico y Agq son todos los valores
de ¢ con w > 0.
Para el desarrollo subsecuente es 1til recordar que w = w(W, q), por lo que éste

se puede aproximar alrededor del punto critico de la siguiente manera [31,34, 35]:

w(W, q) = wolp — & (g — ¢c)?], (3.2)
donde:
Oow
Wo = ch, (33)
W — W,
h= (3.4)

) 1 1 0w

—G = 2W, Ow/OW 0¢2 (3:5)

Para obtener estas expresiones, es necesario sustituir en la expansion de w el hecho de
que en el punto critico ocurre una bifurcaciéon y también que se trata de un minimo
en funcién de W.

Para encontrar la relacion entre las escalas temporales y espaciales de la dindmica
se define la envolvente de amplitudes A, su evolucién en el tiempo y en el espacio de

la siguiente manera:

Alty) = / ewteili=ay g (3.6)
9€Aq
OA(t «
(t,y) :/ weteia=a gy (3.7)
at qEAq
D*Alt,y)

0r _/ Letla ge)?e" 4 dg. (38)
[(}SYAV/]
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Al sustituir las ecuaciones (3.2) y (3.8) en la ecuacién (3.7) se obtiene la siguiente

expresion para la envolvente de amplitudes [31,34, 35]:

1 0A(t,y)

Wo ot

P*A(t,y)

= MA+fc2)a—y2,

(3.9)

esta ecuacion contiene la longitud caracteristica de las inestabilidades, &g, y el tiempo

caracteristico de las mismas, wio También, a partir de la forma de la ecuacién de

amplitudes, se puede deducir la relacién entre las escalas espacial y temporal de la

0A(ty) . 0%A(ty
ot T oy

dindmica, ) ; dicha relacion resulta de gran importancia en el desarrollo

subsecuente.

3.2. Contribuciones no lineales a las amplitudes

La solucién alrededor del punto critico se puede aproximar en funciéon de un
parametro pequeno relacionado con la distancia al valor critico, e = W — W,, de
manera que, al ser separada en ordenes de ¢, la ecuacion no lineal se convierte en un
sistema de ecuaciones lineales [31,34,35]. Para obtener a dicho sistema, es necesario
expandir los operadores que aparecen en la ecuacion para las perturbaciones con
términos no lineales y el nimero de Weissenberg, obteniendo las siguientes aproxi-
maciones:

u R ey + Euy + Eug + (3.10)
- 2
Il +el +el,+ .. (3.11)

N=~eEN, +EN; + ., (3.12)
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W W, +eW; + Wy + ... (3.13)
La expansién de W provoca que los valores de equilibrio o y g también varien
con €, por lo que pueden aproximarse por las siguientes expresiones:

op ~ op(W,) + eag(W1) + Eop(Wy) + ... = 0y + €0p1 + €0m3 + ..., (3.14)

op ~ ep(We.) + cop(Wh) + Eop(Wa) + ... = po + €pp1 + Eppa + ... (3.15)

En estas expresiones debe entenderse que los términos og; v ¢g; representan las
contribuciones a o y ¢g debido a W;.

Para la expansién de los operadores; % y a% se utiliza el resultado de la ecuacion
lineal de amplitudes. Esta muestra que las variaciones temporales son de orden supe-

rior a las variaciones espaciales [31,34,35], lo que propone las siguientes expansiones:

— R —te—, (3.16)

(3.17)

Al sustituir las expresiones (3.10) a (3.17) en la ecuacién para las perturbaciones

y separar el resultado por ordenes de ¢, se obtienen las siguientes ecuaciones:

Ouy
8_150 :éo'ﬂlv (3.18)
6@2 :l 'Q2+£ 'Ql—i_ﬂQ, (319)

Aty
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ou. ou

8_t§+3711:éo'y3+£1'@2+£2'@1+ﬂ3’ (3.20)
donde:
—ppo+ 2 —0p0 + Dy
L= i i 3.21)
KW, (1 —¢g) —T — KW.og + Daa—%
92 92

| — —¢p1+ 283/052,/1 —0p1 + 2D8y08y1 (3.22)

KWy = Weppr — Wippo) —K(Weop + Wiogo) + 2Day§2y1

o —pp2+ Lo —op + DL,
=2
K(Wa = Wepps = Wippr — Wapg) —K(Weops + Wiop: + Waogo) + Daa_:%
(3.23)
1 A A
Ny=-— 011, (3.24)
KW,
O1P2 + 020

N, = - R . (3.25)

KW (6192 + 6201) + KW161¢91

3.2.1. Solucién a orden ¢

Como se puede observar en la ecuacién (3.18), a orden € se recupera el problema

lineal. La solucién a éste esta dada por:

uy = upe'™, (3.26)
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donde u, es el vector propio de [ o7 €8 decir:

! ! 3.27
Uy = = ) .
U KWeop) (3.27)
@ T+EWeopo+Dg2

o) _
2-1) u = L. El

A érdenes superiores, las ecuaciones tienen la forma ( i — L,

operador del lado izquierdo es singular, debido a que el valor propio correspondiente a
W.. es cero, como lo muestra la ecuacion (3.18). Para resolver las ecuaciones a 6rdenes
superiores es necesario restringir la soluciéon a un subespacio donde el operador sea
invertible, dicho subespacio estd dado por la condicién de Fredholm [31, 34, 35], es
decir:

vy I; =0, (3.28)

donde vy es el vector propio izquierdo de [ o €sto es:

T 1 1
vy = = : (3.29)
ﬁ SoEOJrqg
KWC(I—QOE())

3.2.2. Solucién a orden €2

Al aplicar la condicién de Fredholm a la ecuacion (3.19) se obtiene v - [ LU =0.
Separando las partes real e imaginaria, e igualdndolas a cero, se obtiene el siguiente

sistema:

[BK(l — YEo0 — ()éO'E())Wl — (goEl + CYO'E1>(1 + BKWC)]Wl = O, (330)
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oW,
Oy

2¢.(14+aD + afD) = 0. (3.31)

La ecuacién (3.31) se cumple trivialmente debido a que 1+ oD + afD = 0; por otra

parte, la ecuacién (3.30) se cumple cuando W = 0. Estos resultados indican que la

forma normal de la bifurcacién es %—’? = uA — gA3. También, el hecho que W; = 0

cancela las contribuciones de éste en las expresiones (3.13) a (3.15), y simplifica los

operadores (3.22), (3.23) y (3.25) para obtener:

2 92 49p_ @

Ll _ OyoOy1 ayzayl (332)
- o)
0 2D8y06y1
—Yr2 + 53—22 —0m2 + Daa—Qz
L = v v . (3.33)

KWy = Wepps — Wappo) —K(Weorp2 + Waog) + Dg_:f

1
Ny =~ (0192 + G21). (3.34)
KW,

Finalmente, la solucién u, es la suma de la solucién al problema lineal mas una

solucién particular con términos resonantes [31,34,35]:

1 . aq X a9 %
Uy = Coe'®¥ + ey + ety (3.35)
a by ba

Los coeficientes a; y b; se encuentran al sustituir la solucién (3.35) en la ecuacién
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(3.19) [35], dando como resultado:

1 X 1 + OéD 801
— by = 2iq. : 3.36
“ a " (@EO‘HI?) oy ( )
4Dg*(1 — KW, T
as = — 4 )+ aC?, (3.37)
8Dqt 4+ Tpgo + KW.og
KW, (4¢%> + 1
by = — (. + 1) aC2. (3.38)
8Dq} + Topo + KWeogg
3.2.3. Solucién a orden ¢
Al aplicar la condicién (3.28) a la ecuacién (3.20) se obtiene:
Ou
Qo'a_tll:Qo'él‘M2+Qo'£2'21+ﬁo'ﬂ3- (3.39)

Esta expresion serd analizada por términos. Primero, del término del lado izquierdo

se obtiene:
— = (1 —; 3.40
Yy 0t1 ( + Oéﬂ) atl ’ ( )
el primer término del lado derecho es:
1 + aD 8201
v-l-u=—4§< ) ; 3.41
LT T\ O 2) o (341)

a partir del segundo término del lado derecho se obtiene:

Yy '£2 Uy = [ppa — aopy + K(Wo — Wepps — Wappo) B — K(Weopa + Waog)aB]Ch.
(3.42)
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Del tercer término del lado derecho se obtiene:

4¢2[KW.(1 — aD) + aD] + KW, + oT )
. M?; = ( 8Dq§ n TSQEO n KWCO'EO Oz|01| Cl. (343)

Al sustituir los términos (3.40) a (3.43) en la expresion (3.39) y acomodar los coefi-

cientes se obtiene:
1 801 201 W2

= —C — 20y, 44
wo Ot 5082 W, gl (3-44)

Finalmente, esta expresién se multiplica por €3 para recuperar los operadores origi-

nales y obtener la ecuacién no lineal de las amplitudes [31, 34, 35]:

1 0A , 02 A
A — glA|"A, 3.45
o =G A gl (3.45)

donde los coeficientes wy, &y v i concuerdan con los valores del andlisis lineal, mientras
que g representa la rapidez no lineal de las amplitudes; usando estos parametros para

escalar la ecuacién (3.45) se obtiene la siguiente ecuacion [31]:

0A  9*A

— = — +pA - JAPA 3.46

o= 4 (3.46)
Aqui se mantiene explicita a p, puesto que representa la distancia al punto critico
y puede ser usada como parametro para describir inestabilidades secundarias. Un
escalamiento adicional puede eliminar a u de la ecuacion. En dicho escalamiento se
hace evidente que los patrones espaciales evolucionan en escalas temporales de orden

1 : _1

(1~ ", mientras que las escalas espaciales son de orden =2 y el crecimiento de la

amplitud de los patrones es de orden p2 [31].
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La ecuacion (3.46) tiene la forma de la ecuacion real de Ginzburg-Landau. Esta
surge de manera natural cerca de bifurcaciones supercriticas si el sistema es invariante
a traslaciones y simétrico (y — —y) [31]. La simetria indica que el término espacial de
menor orden es 6?—;2 mientras que la forma ciibica es necesaria para que la ecuacion sea
invariante al multiplicar A por una funcién de fase €. Esto corresponde a trasladar
el patron una distancia (% Dicha invarianza resulta 1util mas adelante para escribir
la ecuacién de fase correspondiente.

Se puede ver que si u < 0, la dnica solucién a la ecuacion (3.46) es A = 0. Esta
solucion representa un sistema uniforme y estable a perturbaciones espaciales. Por
otro lado, si u > 0, la ecuacién (3.46) tiene soluciones estacionarias de la forma
Ag = age’® con af = p — ¢*. Estas describen patrones periédicos y estacionarios con
numeros de onda ligeramente diferentes del critico.

Para tratar la estabilidad del las soluciones, la ecuacién (3.46) se escribe de forma

potencial [31,34], es decir:

0A oF
- AT
ot 0A’ (347)

con:
dA|? 1

F= —| —plAP+Z|AM ) d 3.48
/(]ay u||+2!\>y, (3.48)
de aqui que % = -2 f (%)2 dy < 0, lo que implica que las soluciones a la ecuacion

(3.46) son estables. Por otra parte, el potencial F' presenta dos minimos, por lo que la

separacion de los patrones se puede tratar por descomposicién espinodal [11,31,34].
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3.2.4. Ecuacién de amplitudes en R?

Para tratar el comportamiento de las bandas en dos dimensiones, la ecuacion
(3.46) debe ser modificada para incluir una segunda dimensién; con este fin, el nimero

de onda critico es perturbado de la siguiente manera:

q= : (3.49)
qe +€qy

Asi, las perturbaciones a orden lineal son:

91> =42 = (2.9, + ¢))e. (3.50)

En esta ecuacion se presenta la relacién entre de los niimeros de onda en las diferentes

direcciones, g, ~ ¢2. Con esta contribucién, la ecuacién (3.46) se transforma en:

A o i 02\ )

El potencial correspondiente a la ecuacién (3.51) es equivalente al potencial de
la ecuacién (3.46) con la inclusion del término correspondiente a la direccién z; por
esta razon, el andlisis de estabilidad del sistema es una extensién inmediata del caso

en una dimension [31,34].
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3.3. Ecuaciones de fase

Las soluciones no lineales a la ecuacién (3.51) pueden tener dos tipos de variacio-
nes, de magnitud y de fase [31,34]. Para separar ambas contribuciones, se sustituye
A = |Ale* en la ecuacién (3.51). Por simplicidad, se considera sélo la dependencia

en la direccion y y se separan las partes real e imaginaria para obtener:

06\
= (5)

op ¢ 2 0|A|9¢

0|A] _ 0*|A]
ot Oy?

[ Al-|A]%, (3.52)

De aqui, que la evolucién de las fases sea principalmente difusiva, como se aprecia
en la ecuacién (3.53). Por otro lado, la ecuacién (3.52) muestra que la magnitud de
las amplitudes es controlada por dos contribuciones, atin en ausencia de variaciones
espaciales, una de ellas estd relacionada con la distancia al punto critico (¢), mientras
que la otra surge del término no lineal.

Para obtener la ecuacién de fase lineal correspondiente a la ecuacién (3.51), se
considera una pequena perturbacién a la amplitud, ag, que describe la solucién pe-

riédica en una dimension con un nuimero de onda dq = g — q.., esto es:

A(y) = (ag + )@+, (3.54)

donde a2 = u — d¢%. Sustituyendo la expresién (3.54) en la ecuacién (3.51), y sepa-
0

rando las partes real e imaginaria, se obtienen las siguientes ecuaciones lineales para
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la magnitud y la fase, respectivamente:

da 0o 0%a  6q0%a ay 03¢ 1 0%
- m)(aoa%— q8y> Yot 0o T o B It (3.55)
0o da ¢y 1 0% 80q0%¢  ay O
a0, 5qay + ag 07 7. 0002 + ag 0. 02 + 1q2 07 (3.56)

De la ecuacién (3.55), se puede observar que a relaja lentamente cerca del punto
critico, mientras que ¢ nunca relaja, debido a que representa un desplazamiento entre
las fases. Por esta razdén, se usa el estado estacionario de la ecuacién (3.55), ademés

se cancelan las derivadas de orden mayor para obtener:

¢
0 = apa + 0qg—. 3.57
0 9y (3.57)

Por otro lado, de la ecuacién (3.53) se sabe que la evolucién de las fases es princi-
palmente difusiva, por esta razon se eliminan las derivadas de orden superior para

obtener:
0 20g O 0? 5q 0?
o goa ¢+q 0

ot ap dy Oy q.0x2 (3:58)

Sustituyendo la ecuacién (3.57) y la expresion para ag se obtiene la ecuacién de

difusion para las fases:

% - (u E W) A (3.59)

ot~ \pu—0¢ ) 0y2 ' q. 0z

A partir de esta ecuacién se pueden describir la curva de estabilidad marginal y las

curvas de inestabilidades secundarias [31,34].
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La ecuacién (3.59) describe, de manera precisa, las distintas curvas de estabilidad
para numeros de onda cercanos al critico; atin asi, esta ecuacion no es adecuada para
describir el comportamiento dindmico de las fases lejos del punto critico, por lo que

es necesario considerar términos de orden superior.

3.4. Discusion

Para describir de manera mas natural las inestabilidades de las fases formadas por
el mecanismo de Turing, en las secciones anteriores se plantearon las ecuaciones de
amplitud en una y dos dimensiones. En esta secciéon se analizan las inestabilidades
secundarias obtenidas y se compara de manera cualitativa dicha descripcién con
resultados tomados de la literatura. Las curvas de estabilidad correspondientes se
presentan de manera cualitativa en la Figura 3.1.

A partir de la ecuacién (3.59) se puede definir la curva de estabilidad marginal
(= 6¢%). Esta representa el punto donde se pierde la soluciéon uniforme A = 0 e
inician las contribuciones no lineales. Es necesario recordar que pu = WV_V—ZVC, es decir,
la distancia normalizada entre el valor del Weisenberg aplicado y el Weissenberg
critico; este pardametro debe ser positivo para que exista el espacio de Turing. Por
otro lado, dq representa cuan alejado esta el nimero de onda ¢, definido a partir del
valor propio de la difusién (ecuacién (2.23)), del valor critico q., definido por W, (el
minimo de la curva h(q?)). La curva de estabilidad marginal muestra la relaciéon que

existe entre la geometria celda de flujo (¢), el proceso de difusién (g.) y los tiempos

caracteristicos del fluido y el proceso (W); este resultado muestra que la interaccién
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entre el fluido y el proceso de flujo no es sélo temporal, como se pretende en los

modelos ctibicos [5,9,20,21,23], sino espacio-temporal.

Curvas de estabilidad

Tl

. bandas
zig-zag estables

Ekchaus Eckhaus

64

Figura 3.1: Representaciéon cualitativa de las curvas de estabilidad obtenidas de la
ecuacién (3.59). La inestabilidad de Eckhaus ocurre cuando d¢* < p < 30¢*. La
inestabilidad zig-zag ocurre cuando dq < 0. Las bandas estables se obtienen para
nimeros de onda tales que g > 0y p > 35¢>.

El sistema puede presentar inestabilidades longitudinales cuando el coeficiente
de difusion de las fases en direccion y se vuelve negativo; a partir de la ecuacién
(3.59), se puede observar que dicha condicién se cumple cuando u < 3d¢?. Esta
condicién implica que el nimero de onda del sistema es mucho mayor al critico y
muy cercano al valor g, del espacio de Turing, donde la amplitud es pequena. En
este caso aparecen o desaparecen bandas para que el numero de onda efectivo mas
estable; este comportamiento se conoce como inestabilidad de Eckhaus , [31,34,41].

De manera semejante, el sistema puede presentar inestabilidades transversales
cuando el coeficiente de difusion de las fases en direccion x se vuelve negativo. Esta

condicién se cumple si 0g < 0, es decir, el nimero de onda es menor al critico, por
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lo que la modulacion de los patrones en la direccion z es mayor a la longitud critica.
Cuando esto ocurre, se produce una torsion de las bandas que aumenta el nimero

de onda efectivo; esta inestabilidad es conocida como zig-zag [34].

3.4.1. Comparacion con resultados experimentales tomados
de la literatura

En esta seccién se comparan los resultados obtenidos en las secciones anteriores

con resultados presentados en distintas publicaciones.

2 (em) =113 mm

A E—
Co0s L

T 075
Figura 3.2: Imagen por dispersién de luz de una muestra micelar sometida a un
4 = 30s~t. Modificada de [19].

3 80¢ |55

10 o> 215




CAPITULO 3. ECUACIONES DE AMPLITUD PARA EL MODELO BMP 65

La ecuacién (3.53) muestra que el mecanismo principal para la evolucién de las
fases es la difusién. Este comportamiento se puede observar en la Figura 3.2 [19].
Esta imagen, obtenida por dispersion de luz, muestra los resultados que el grupo de
M.A. Fardin obtuvo para una muestra de CT AB y NaNO3 sometida a un 4 = 305~ .
En la imagen se puede observar que, a 0.5s, el fluido presenta pequenas variaciones
locales en su estructura (turbidez de la muestra). Estas variaciones evolucionan de
manera difusiva entre 1.1s y 2.5, hasta la formacion de una interfase bien definida a
10s. A partir de los 20s, se puede observar que la interfase presenta una inestabilidad
zigzag, ondulaciones espaciales a un nimero de onda determinado. De este compor-
tamiento se puede inferir que, acorde con la ecuacién (3.59), el nimero de onda del
sistema es menor al nimero de onda critico del fluido y perpendicular a la direccién
de las bandas. Cabe mencionar que este fluido tiene un marcado comportamiento
engrosante [19].

En la Figura (3.3) se muestran los resultados obtenidos por el mismo grupo para

una solucién de CTAB y NaNOj; [18]. En la imagen principal se muestra el esfuerzo

g

normalizado de equilibrio (&) contra el Weissenberg (aqui Wi). Se puede observar
que existe una relacién monotona entre éstos, en concordancia con las ecuaciones 2.7
y 2.8 y con la Figura 2.1. Atn asi, se define una meseta del esfuerzo contenida entre
Wi,y Wiy, En el recuadro se pueden ver las imagenes obtenidas por dispersién de luz
del fluido para distintos valores de Wi. Cuando Wi < W1, se puede observar que el
fluido presenta una sola fase, pero cuando el valor de Wi = Wigel fluido se separa en

dos fases con una interfase que muestra oscilaciones espaciales (inestabilidad zigzag);

este comportamiento es analogo al mostrado en la Figura 3.2. Finalmente, para
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Wi, ]

30 35

Figura 3.3: Esfuerzo normalizado en funcién del Weissenberg. FEn el recuadro se
muestran imagenes en el plano z-r para distintos valores de Wi. Modificado de [18].

valores de Wi, < Wi < Wi, el fluido regresa a formar una sola fase. Al comparar
este comportamiento con la ecuacién (3.59), podemos inferir que los valores W7,
y Wiy, representan las fronteras del espacio de Turing para dicho sistema y que el
nimero de onda critico en W1, es mayor que el nimero de onda del sistema.
También del equipo de M.A. Fardin, las Figuras 3.4 y 3.5 muestran los datos
de reometria y la imagenes de birefringencia, respectivamente, correspondientes a
una solucién de CTAB y NaNOjs en funcién de 4 [5]. La Figura 3.4 muestra una

relacion monotona entre el esfuerzo cortante y la rapidez de deformacion, consistente
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con las ecuaciones 2.7 y 2.8 y con la Figura 2.1. En esta imagen se define la meseta de

300
250 . Th
b e
< 200 | _ ﬂ,,@;w
b ' I s essus e sy !
: T pmsues
2 150 P eer=ccasiee :
2 e Sl |
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5 10057 | ; : . |
7 ;a b c d e
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Figura 3.4: Curva de esfuerzo cortante contra rapidez de deformacion correspondiente
a la Figura 3.5(a)-(e). Modificado de [5].

esfuerzos entre los valores 4; y 75,; dentro de ésta se definen cinco zonas etiquetadas
de la a a la e. Hay que notar que la meseta de esfuerzos no es constante, como se
define en los modelos cibicos [4,20,21], sino que ésta crece de manera monétona en
concordancia con la Figura 2.1.

La Figura 3.5 muestra los patrones presentes en las diferentes zonas marcadas
en la Figura 3.4. En la Figura 3.5a se puede observar que se presentan multiples
bandas que oscilan a un nimero de onda determinado (inestabilidad zigzag). Este
comportamiento se presenta en la zona a de la Figura 3.4, para valores de 4 cercanos
a 7, donde podemos inferir que el nimero de onda critico es mayor que el niimero

de onda del sistema (ver Figura 3.1).
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Figura 3.5: Evoluciéon de la posicién de la interfase para una solucion de CT AB con
NaNOs. (a)y = 6.557%, (b) ¥ = 13571, (c) 4 = 30s71, (d) ¥ = 50571, (e) 4 = 70s~L.
Las figuras (f) y (g) correspondes a un 4 de 1357 y 505! variando la temperatura.
Modificado de [5].
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En las Figuras 3.5b y 3.5¢ se muestran multiples bandas estables; segtn la Figura
3.1; este comportamiento ocurre cuando el nimero de onda critico es ligeramente
menor que el nimero de onda del sistema, es decir, la inestabilidad primaria (bandas
de Turing) predomina; en la Figura 3.4 se puede observar que ésto ocurre a valores
de ¥ intermedios (zonas by c).

En la Figura 3.5d se puede observar que las bandas correspondientes a la fase
clara son mas gruesas que las bandas de la fase oscura. Este comportamiento es
consistente con la inestabilidad de Eckhaus descrita en por la ecuacién (3.59), donde
el nimero de onda critico es suficientemente mayor al nimero de onda del sistema
(ver Figura 3.1). Estos comportamientos concuerdan con la descripcién cualitativa
presentada en la Figura 2.4, donde el nimero de onda critico y el espacio de Turing
dependen de W, por lo que, al aumentar +, se varia la inestabilidad que el sistema
presenta.

Finalmente, la Figura 3.5 muestra un comportamiento espacio-temporal de las
bandas (inestabilidad de Benjamin—Feir), el cual no se ha descrito en este trabajo.
También, las Figuras 3.5e se muestra la dependencia con la temperatura que tienen
las propiedades mecanicas del fluido y, por lo tanto, el espacio de Turing y las curvas

de estabilidad marginal.



Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

4.1. Conclusiones

En este trabajo se estudié el efecto que tienen la difusion del esfuerzo cortante
y de una variable estructural en el modelo BMP. Se mostré que el mecanismo de
Turing puede inducir la formacién de patrones espaciales (bandas de Turing), aun
cuando se mantenga una relacion mondtona entre el esfuerzo cortante y la rapidez
de deformacién.

Se determind que la existencia y la extension del espacio de Turing esta deter-
minada por la ecuacién constitutiva (ver ecuaciones (2.17) y (2.20)). Dicho espacio
acota las longitudes que las bandas pueden mostrar, pero no define la longitud real
de éstas. La longitud de las bandas esta relacionada con las condiciones de frontera
y la extensién de la celda de flujo a través del operador de difusién (ecuacién (2.23)).

Se encontré que, en fluidos engrosantes, la fase con una alta concentracion de
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esfuerzo presenta una estructura con altas interacciones, por lo que requiere mayor
esfuerzo para fluir; este comportamiento provoca que la interaccién cooperativa sea
positiva (de zonas de alta a zonas de baja concentracién de esfuerzo), y también
permite definir un punto critico para la formacién de bandas. En este caso, el espacio
de Turing esta bien definido y sdlo requiere que D # 1 . Por otro lado, en fluidos
adelgazantes, la difusion del esfuerzo actiia en direccion contraria a la difusiéon de la
estructura. Esto provoca que la interaccién cooperativa tenga signo negativo, lo que
a su vez provoca que D tenga valores altos (movilidades muy diferentes) para poder
definir el punto critico y el espacio de Turing.

En las Figuras 2.4 y 2.9 se muestra que el analisis de estabilidad para el mecanismo
de Turing es equivalente a otros analisis de estabilidad presentados en la literatura
[21]. En dicho trabajo, el andlisis de estabilidad parte de un desarrollo espinodal,
definiendo una meseta del esfuerzo relacionada con la formacién de dos bandas de
corte estacionarias. Sin embargo, el mecanismo de Turing propuesto en este trabajo,
permite la formacion de bandas muiltiples sin la definicién de una meseta del esfuerzo,
de tal manera que sistemas con curvas de flujo mondtonas pueden evolucionar hacia
estados con bandas. Una conclusién importante es que la difusién de la variable
estructural es necesaria en la ecuacién del esfuerzo para que existan los patrones de
Turing.

Adicionalmente, las bandas de Turing pueden ser mas dinamicas que las bandas
de corte clésicas; este hecho se vuelve evidente al analizar las ecuaciones de amplitud
obtenidas. Las ecuaciones de amplitud describen modulaciones lentas en espacio y

tiempo de las bandas de Turing, y se mostr6 que dichas modulaciones son de distinto
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orden (ecuacion (3.9)). Los detalles del modelo reolégico en cuestiéon no afectan la
forma de la ecuacion de amplitud, y solo se presentan a través de los coeficientes de las
amplitudes (ver ecuaciones (3.41)-(3.43)). Por esta razén, las ecuaciones de amplitud
se pueden usar para entender cuestiones universales sobre la formacion de bandas
en sistemas reoldogicos. Aun asi, las ecuaciones de amplitud son validas sélo para
condiciones débilmente no lineales (cerca de punto critico). En regimenes altamente
no lineales, dichas ecuaciones solo dan informacién cualitativa del comportamiento
de las bandas.

La ecuacién de amplitud en una dimensién espacial se extendié al plano incluyen-
do un vector de onda diferente al critico. Esto mostré que las amplitudes presentan
anisotropia direccional (ecuacién (3.51)). A partir de la ecuacién de amplitudes en dos
dimensiones, se derivé la ecuacién de difusién de fases en dos dimensiones (ecuacién
(3.59)); dicha ecuacién permitié definir las curvas criticas para las inestabilidades de
Eckhaus y zigzag, como se muestran en la Figura 3.1. Las inestabilidades secundarias

descritas en este trabajo se han observado en distintos sistemas reolégicos.

4.2. Trabajo futuro

En este trabajo se considerd que los coeficientes de difusion, tanto del esfuerzo
cortante como de la variable estructural, son independientes de la rapidez de deforma-
cion; por otro lado, la deduccién del modelo difusivo mostré que dichos coeficientes
dependen de la rapidez de deformacién a través de la fluidez. Dicha dependencia

junto con las implicaciones que ésta tiene sobre el espacio de Turing y los valores
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propios de la difusiéon se estudiaran en un trabajo posterior.

La segunda suposicion importante de este trabajo fue que la rapidez de defor-
macién aplicada es constante. En trabajos futuros se planea estudiar el efecto de
rapideces de deformaciéon oscilatorias de pequena amplitud, esto con el fin de consi-
derar flujos reométricos. También se planea estudiar el efecto de distintas geometrias

reométricas.
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