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Introduccion

Esta tesis surgié de una pregunta en un curso de Teoria de Conjuntos I1I: ;La multiplicacion
de ordenes completos resulta un orden completo? Aunque la respuesta fue negativa, un primer
intento de demostracién arrojo condiciones suficientes que de agregarse consiguen que el orden
resultante sea completo.

A partir de este resultado surgieron dos preguntas: ;qué otras propiedades se preservan
con el producto? y jse puede definir otro producto de érdenes que preserve la propiedad de
ser completo?

La primera pregunta nos habla de propiedades invariantes en el producto de érdenes. La
idea de invariante es muy importante en matematicas, los teoremas que muestran propiedades
u objetos invariantes resultan ser muy ttiles e indispensables, por ejemplo, el Teorema del
punto fijo en analisis, los espacios 1" invariantes en algebra lineal, etc.

De esta forma, esta tesis tiene como objetivo explorar diferentes tipos de operaciones que
se pueden definir entre 6rdenes y en probar qué propiedades de los 6rdenes se preservan en
las operaciones definidas. Otro objetivo es generar un texto alcanzable para los estudiantes
de séptimo u octavo semestre de la Licenciatura en Matematica de la Facultad de Ciencias,
cuyos temas se puedan desarrollar en un curso de Teoria de Conjuntos avanzado. Por ello, en
esta tesis se dan por hecho algunos resultados que se encuentran en [1] y [2]. Sin embargo, se
incluyen algunos de estos resultados, por ejemplo, los relacionados con conjuntos cofinales y
coiniciales, ya que su definicion varia de los textos citados.

Esta tesis se divide en cuatro capitulos. En el primer capitulo se presentan las definiciones
fundamentales con las que se trabajard en los demés capitulos, como son isomorfismos entre
6rdenes, tipos de orden, etc. Ademas, se presentan los érdenes que usaremos en la mayoria de
los ejemplos, estos son los nimeros ordinales y las estructuras numeéricas clasicas w, Z, Q y R
con su orden candnico.

En el segundo capitulo se introduce la primera operacién con 6rdenes: invertir el orden.
Con esta operacién se definird la clase de érdenes que son resultado de invertir el orden de
los nimeros ordinales. La clase de los niimeros ordinales junto con la clase que resulta de
invertirlos nos ayudaran a definir varios conceptos como son la cofinalidad, la coinicialidad,
el entorno de un elemento o de un hueco de un orden lineal. Y juntando estos conceptos
caracterizaremos la clase de los érdenes 7,, que serdn muy relevantes y recurrentes en esta
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< Introduccién

tesis. Al igual a como sucede con la propiedad de ser completo, los érdenes 7, no se preservan
con ciertas operaciones, pero podemos encontrar condiciones suficientes para que se preserven.

En el tercer capitulo exploraremos las operaciones de suma y multiplicacién de 6rdenes,
asi como su relacion con las propiedades de 6rdenes como la densidad y la completez, y su
relacién con las clases de 6rdenes como los ordinales (buenos érdenes) y los érdenes 7, para
terminar con una generalizacién de la operaciéon de suma.

En el cuarto capitulo desarrollaremos dos formas de generalizar el producto de 6rdenes.
Veremos cudles de las propiedades de los 6rdenes se preservan y cémo se comportan con las
distintas clases de érdenes. Nos concentraremos especialmente en el producto lexicografico y su
relacién con los 6rdenes 7,. Analizaremos cémo se comporta la cofinalidad y la coinicialidad en
el producto lexicografico para llegar a describir de manera precisa el entorno de las cortaduras
del producto lexicografico. Con toda esta informacién veremos que la propiedad de ser 7, no
se preserva en el producto lexicografico, a diferencia de lo que se expone en [6]. Sin embargo,
veremos que podremos incluir una condicién sencilla sobre la cofinalidad para poder garantizar
que el producto lexicografico de érdenes 7, sea un orden 7.

Finalmente se realiza un compilado de los resultados y se presentan en una tabla para una
facil consulta.



Capitulo I Preliminares

En este primer capitulo introduciremos los conceptos y herramientas que nos ayudaran
a estudiar las operaciones entre érdenes. Veremos la nocién intuitiva de tipo de orden con
respecto a los isomorfismos de érdenes. Ademaés presentaremos las propiedades que analizare-
mos detalladamente en las operaciones entre érdenes. Iniciaremos introduciendo la notacién
y algunas definiciones bésicas.

1.1  Ordenes

Una relacion binaria es un conjunto de pares ordenados. Cuando se quiere especificar que
todos los conjuntos que forman los pares ordenados son elementos de un conjunto, se indica
que la relacion es sobre dicho conjunto.

Definiciéon 1.1 Una relacién binaria r sobre un conjunto A, es un conjunto de pares
ordenados donde cada entrada de los pares ordenados es un elemento del conjunto A, es
decir, r C A x A.

Para indicar que dos elementos cualesquiera x, y de A estan relacionados segin r, usaremos
indistintamente las expresiones (z,y) € r y x r y, siendo la segunda la més ocupada para
6rdenes.

Denotaremos por Dom (r) al dominio de r, Im(r) a la imagen de r y como Cam (r) al
campo de r, que se define como Cam (r) = Dom (r) U Im (r).

Algunos ejemplos de relaciones binarias, son los siguientes.

Ejemplo 1.2 Sea A un conjunto. El conjunto vacio es una relacién sobre A.

Ejemplo 1.3 Sea A un conjunto. La relacién = es una relacién sobre A. Esta relacién
cumple que todo elemento de A esta relacionado consigo mismo.

Ejemplo 1.4 Sea A un conjunto. La relacién ;Cé es una relacién sobre el conjunto P(A).

Las relaciones binarias pueden tener diversas propiedades y comportamientos. A través
de estas propiedades se pueden clasificar y nombrar. Algunas de estas propiedades son las
siguientes.
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Las propiedades mas comunes y basicas de las relaciones son: la reflexividad, antirrefle-
xividad, simetria, antisimetria y transitividad. Las relaciones que cumplen conjuntamente
varias de estas propiedades presentan caracteristicas esenciales en matematicas, como son las
relaciones de equivalencia y las relaciones de orden, éstas tltimas son aquellas con las que
trabajaremos.

Definiciéon 1.5 Sea A un conjunto y r una relacién binaria sobre A. Decimos que r es una
relacién

(i) reflexiva sobre A siy sblo si Vz(z € A — (z,x) € 1);
(ii) antirreflexiva sobre A siy sélosiVa(z € A — (x,x) ¢ r);
(iii) simétrica siy sélo si VaVy((z,y) € r — (y,x) € r);
(iv) antisimétrica siy sélo si VaVy(((z,y) € r A (y,z) € T) = = =y);
(v) transitiva siy sélo si VaVyVz(((z,y) € A (y,z) € r) — (z,2) € 1)
La relacion vacio (@) del ejemplo 1.2 es antirreflexiva para toda A, simétrica, antisimétrica

y transitiva. En el caso de que A sea el conjunto vacio, también la relacién vacia es reflexiva

sobre A.

La relacion contencién propia (;) del ejemplo 1.4 es antirreflexiva y transitiva. Otro
ejemplo de relacién antirreflexiva y transitiva es la pertenencia (€)! en los niimeros naturales.
Estas dos propiedades modelan un orden.

Definicién 1.6 Sea A un conjunto y r una relacién binaria sobre A. El par ordenado (A, r)
es un orden parcial si cumple que

(i) r es antirreflexiva sobre A, y

(ii) r es transitiva.

Ejemplo 1.7 Consideremos el conjunto A = {0,1,2,3,4} y la relacién

r= {<O7 1> ) <07 2> ’ <07 3> ’ (074> ) <27 3> ) <274>}'

El par (A,r) es un orden parcial.

En el ejemplo anterior el nimero 1 y 2 no tienen relacién segin r. Esto no ocurre en
los nimeros naturales con la pertenencia, pues, ademéas de cumplir con ser antirreflexiva y
transitiva, para cualesquiera dos nimeros naturales n y m siempre se cumple que n € m o
meEenon=m.

Definicién 1.8 Sea A un conjunto y r una relacién binaria sobre A. El par ordenado (A, r)
es un orden lineal (o total) si cumple que

'Podemos pensar en la pertenencia como relacién al restringirla a un conjunto. En este caso, podemos
definir €% como (z,y) € €¥ siysblosiz, y Ewy x € y.
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(i) (A,r) es un orden parcial y
(ii) r es tricotémica en A, es decir, VaVy((z € ANy € A) » (zxryVyraz Ve =y)).
El par (A,r) del ejemplo 1.7 no es un orden lineal. Si realizamos una representacion

grdfica de este orden, donde (a,b) € r si hay una flecha o camino de flechas que van de a a b,
obtendriamos el esquema que se muestra en la figura 1.1.

Figura 1.1: Representacién grafica del orden parcial (A, r) del ejemplo 1.7.

Mientras que la representacion grafica de los nimeros naturales se ve como una linea,
figura 1.2. De hecho, todo orden lineal se puede ver o representar, como indica su nombre,
sobre una linea.

Figura 1.2: Representacién gréfica del orden de los niimeros naturales.

Ejemplo 1.9 Los siguientes pares son algunos ordenes lineales que usaremos en ejemplos
posteriores.

(i) (@,9) (iv) (Z,<z)
(i) (w,€) (v) (Q <q)
(iii) Para cualquier n € w, (n, €) (vi) (R, <g)

Otro tipo de 6rdenes son los reflexivos, aquellos que se comportan como el menor o igual
(<) en los naturales.

Definiciéon 1.10 Sea A un conjunto y r una relaciéon binaria sobre A. El par ordenado
(A,r) es un orden parcial reflexivo si cumple que

(i) r es reflexiva sobre A,
(ii) r es antisimétrica sobre A,y

(iii) r es transitiva.
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Siempre que tenemos un orden parcial (A4, r) la relacién s sobre A definida como a s b si
y s6lo si ar b o a = b, cumple que (A, s) es un orden parcial reflexivo.

Definiciéon 1.11 Sea A un conjunto y r una relacién binaria sobre A. El par ordenado
(A,r) es un orden lineal reflexivo si cumple que

(i) (A,r) es un orden parcial reflexivo, y
(ii) r es bicotémica en A, es decir, VaVy((r € ANy € A) - (xryVyrax)).

Ejemplo 1.12 Los siguientes pares son ejemplos de 6rdenes lineales reflexivos.

(i) (@,9) (iv) (Z,<z)

(i) (w, <) (v) (Q,<q)

(iii) Para cualquier n € w, (n,C) (vi) (R, <g)
1.1.1 Buenos é6rdenes

Una de las mas importantes clases de 6rdenes con la que trabajaremos son los buenos
ordenes, los cuales estan determinados y caracterizados por los niimeros ordinales.

Definicién 1.13 Sea A un conjunto y r una relacién binaria sobre A. Decimos que (A, r)
es un buen orden o un conjunto bien ordenado si y sélo si cumple que:

(i) (A,r) es un orden parcial, y

(ii) todo subconjunto no vacio tiene minimo, es decir,

Ve((zr CANz # Q) > Jy(lyexzAVz(z€x — (2 =yVyrz)))).

Aunque en la definicién no se indica, se puede probar que los buenos 6rdenes cumplen la
propiedad de tricotomia, es decir, todo buen orden es también un orden lineal.

Un ejemplo de un buen orden son los naturales con la pertenencia. También lo es cualquier
numero natural con la pertenencia.

Los ntimeros ordinales son los buenos érdenes con los que trabajaremos, ya que son los
unicos buenos érdenes, salvo isomorfismo. Esto lo veremos maés adelante en la siguiente seccion.

1.1.2 El orden heredado

En esta seccién estudiaremos cémo son los subconjuntos de un orden parcial con el orden
restringido.

Definiciéon 1.14 Sean r una relacién y B un conjunto. La restriccion de r al conjunto B
es la relacién r N B? y la denotamos por r [ 5.
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. L, 2
Por la definicién de la restriccién sabemos que se cumple que r[g C ry que r[g C B~,
es decir, r [ es una subrelacién de r y una relacién sobre B.

Nos enfocaremos al caso en que r es una relacion sobre A y B C A. Consideremos las
estructuras légicas (A,r) y (B,r [g), entonces (B,r [g) es una subestructura de (A4, r). Como
consecuencia de esto, podemos afirmar que cualquier enunciado universal® si es verdadero en
la estructura (A, r) también serd verdadero en la subestructura (B, r[p).

Analizando la definicién 1.5, los enunciados que definen la reflexividad, antirreflexividad,
simetria, antisimetria, transitividad y también tricotomia son universales. Asi, estas propie-
dades se heredaran a las subestructuras. La siguiente proposicién resume lo anterior.

Proposiciéon 1.15 Sean r una relacion sobre A y B C A.

(ii) Si r es antirreflexiva sobre A, entonces r[p es antirreflexiva sobre B.

(iv) Sir es antisimétrica, entonces r [p es antisimétrica.

(iii) Sir es simétrica, entonces r|p es simétrica.
(v) Sir es transitiva, entonces r [p es transitiva.

(vi) Sir es tricotomica en A, entonces r [p es tricotomica en B.

En consecuencia cualquier subconjunto B de un orden parcial (A, r) serd también un orden
parcial con la relacién r [p. Lo mismo ocurrird si (A4, r) es un orden lineal.

Los buenos érdenes no se quedan atras, también esta propiedad se hereda a sus subcon-
juntos. Pero este resultado no es tan directo como los anteriores, pues la formula que distingue
a los buenos 6rdenes no es un enunciado universal.

Teorema 1.16 Sea (A, r) un buen orden. Entonces para cada B C A, (B,r[p) es un buen
orden.

Demostracién. Sea B C A. Sabemos que (B,r [p) es un orden parcial. Veamos ahora que
todo subconjunto no vacio de B tiene minimo.

Sea C' C B no vacio, entonces C' C A. Como C' # &, existe x € C' tal que para cualquier
yeC,zryox=y. Comox € CyC C B, x € B. Como para cada y € C se tiene que
y € B,sizry, xr|py. Por lo tanto, existe x € C tal que para cualquier y € C, zr[py o
x = y. Entonces C' tiene minimo.

Por lo tanto, (B,r [g) es un buen orden.
_|

A una subestructura de un orden parcial se le llama suborden. La discusién anterior
justifica este nombre en el sentido de que efectivamente la subestructura es un orden.

2Un enunciado universal es aquél que tiene una estructura VziVzs...Vzge, donde ¢ es una férmula libre
de cuantificadores.
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Definicién 1.17 Sea (A,r) un orden parcial. El par (B, s) es un suborden de (A, r) siy
sflosi BCAys=r|g.

La notacién (B, r | ) resulta engorrosa y puede llegar a distraer al lector, asi que, cuando
no se preste a confusion, escribiremos simplemente (B, r) en lugar de (B, r [p); o diremos que
consideramos a B con el orden que hereda de A.

1.1.3 Segmentos iniciales y finales

Cuando tenemos un orden parcial podemos definir una relacion entre subconjuntos del
orden parcial.

Definicién 1.18 Sean (A,r) un orden parcial, a € Ay D, E C A. Escribimos D < E siy
sélo si para cualesquierax € Dyy € E, xry.

Cuando D o FE sean de la forma {a} con a € A, escribimos a < F o D < a en lugar
de {a} < E'y D < {a} respectivamente. Ademds, usaremos D <, E para enfatizar que la
relacion es r en los casos en los que pueda haber confusion.

Definicién 1.19 Sean (A, r) un orden parcial y a € A. Definimos el conjunto de todos los
elementos de A relacionados por la izquierda con a, que denotaremos por al, como

al={x€A:zra}l,

y el conjunto de todos los elementos de A relacionados por la izquierda o iguales con a, que
denotamos por al, como
al={rcA:zxraVae=a}

También definimos el conjunto de todos los elementos de A relacionados por la derecha
con a, que denotamos por aT, como

at={ze€A:arux},

y el conjunto de todos los elementos de A relacionados por la derecha o iguales con a, que
denotamos por af, como
at={rcA:arzVa=a}

También usaremos la notacién aTr cuando se quiera enfatizar la relacién o cuando se preste

a confusién la notacién. Ademads usaremos la notacién aTA cuando se quiera enfatizar el orden
al que pertenece a o cuando se preste a confusion la notacién.

Definicién 1.20 Sea (A, r) un orden parcial. Un conjunto / es un segmento inicial de
A siysolosilC Ay para cualesquiera a, b€ A,siarby b e I, se tiene que a € 1.

Andlogamente, un conjunto F' es un segmento final de A si y sélo si FF C A y para
cualesquiera a, b€ A,sibray b€ F, se tiene que a € F.
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Notemos que al y al son ejemplos de segmentos iniciales de A y que aty at son ejemplos
de segmentos finales de A.

Sin embargo, no todos los segmentos iniciales y finales tiene esta forma. Por ejemplo, en
los racionales el conjunto {z € Q:z -z < 2V z < 0} es un segmento inicial de Q que no tiene
méximo, por lo que no hay ningin a € Q tal que {z € Q:z-z < 2Vz < 0} = a]?. Justamente
este ejemplo corresponde al hueco en QQ entendido como la raiz cuadrada de 2.

Proposicién 1.21 Sea (A,r) un orden parcial y a € A.
(i) Para cada b € al, bJ™ = b4,
(ii) Para cada b € at, b1°T = b14.
(iii) Para cada b € al, bi“i = by‘.
(iv) Para cada b € at, b1l = b1,

Demostraciéon. La contenciones de regreso se siguen de la transitividad de r. Sélo basta

notar que si x € bifh ,comor|,, Cr,zrb.

_|

Siae€ Aybe at, el conjunto bl%" no es un segmento inicial o final de A. Este conjunto
es el de los elementos de A delimitados por a y por b. Cuando (A, r) sea un orden lineal los
llamaremos intervalos.

Definicién 1.22 Sean (A, r) un orden lineal, a € Ay b € at.

(i) El intervalo abierto definido por a y b es el conjunto
(a,b) ={x € Atarxz Axrb}.
(ii) El intervalo cerrado por la izquierda definido por a y b es el conjunto
[a,b) ={x € A:(arxVr=a) Nxzrh)}.
(iii) El intervalo cerrado por la derecha definido por a y b es el conjunto
(a,b) ={xeAtarxzAN(zrbVa=">)}.

(iv) El intervalo cerrado definido por a y b es el conjunto

[a,b] ={x € A: (arxVr=a)N(xxbVz="0)}

La siguiente proposicion relaciona los intervalos con los conjuntos a?.

Proposicién 1.23 Sea (A,r) un orden lineal. a € A y b € at. Entonces las siguientes igual-
dades se cumplen.
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(i) (a,b) = at™ = byl
(i) [a,b) = at™ =b)"L.
(iii) (a,b] = at?® = b}"".

(iv) [a,b] = at® = b)T.

Demostracion. La demostracién se sigue directamente de las definiciones.

1.2 Isomorfismos y tipos de orden

Una funcién que preserva la estructura de la que se esta hablando se llama homomorfismo.
En nuestro caso, la estructura es un par ordenado (A, r), donde A es un conjunto y r es una
relacién sobre A. Un homomorfismo entre los érdenes (A, r) y (B, s) es una funcién f : A — B
tal que VaVy(z ry < f(z)s f(y)). Si, ademds, f es inyectiva, diremos que f es un encaje
y que (A, r) se sumerge o encaja en (B,s). Si, ademds, f es biyectiva, decimos que f es un
isomorfismo entre (A,r) y (B,s), y decimos que (A,r) y (B, s) son isomorfos.

La gran importancia de los isomorfismos es que definen una “igualdad” entre estructuras,

pudiendo ser dos estructuras diferentes como conjuntos pero tales que su comportamiento es
igual.

Ejemplo 1.24 Consideremos los siguientes érdenes (A,r) y (B,s) definidos como A =
{0,1}, r = {(0,1)} y B = {1,2}, s = {(1,2)}. Si nos fijamos en sus representaciones
graficas, figura 1.3, a pesar de que son conjuntos diferentes, podemos notar que “se ven”
iguales. Esto se debe a que (A,r) y (B,s) son isomorfos.

—po o——»0
0 1 1 2

(A, ) (B,s)
Figura 1.3: Representacién grafica de los érdenes (A, r) y (B,s) del ejemplo 1.24.
Cuando dos 6rdenes son isomorfos notamos que se comportan de la misma forma, esto se

debe a que cumplen los mismos enunciados légicos gracias al Teorema del Homomorfismo, el
cual es un resultado importante en el estudio de las estructuras légicas.

Teorema 1.25 (Homomorfismo) Sea h un homomorfismo de 2 en B y sea s una funcién
del conjunto de las variables en el dominio de 2.

(i) Para cualesquiera términos t tenemos que h(5(t)) = h o s(t), donde 5(t) se calcula en A
y hos(t) se calcula en *B.
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(ii) Para cualquier formula o libre de cuantificadores que no contenga simbolos de igualdad,

Fat o) iy s6lo si Fp oy

(iii) Sih es inyectiva, entonces en el inciso (i) podemos quitar la restriccion “que no contenga
stmbolos de igualdad”.

(iv) Si h es sobre, entonces en el inciso (ii) podemos eliminar la restriccion “libre de cuan-
tificadores”.

La demostracién de este teorema escapa de nuestro tema de interés, pero se puede consultar
en [4].

Cuando tenemos un isomorfismo entre érdenes, cumplird los cuatro incisos del teorema
anterior, con lo que cualquier enunciado de primer orden que cumpla un orden, también lo
cumplird el otro. Esto quiere decir que estas estructuras serdn elementalmente equivalentes.
Sin embargo, si dos 6rdenes son elementalmente equivalentes, no necesariamente son isomorfos.

De hecho, el isomorfismo entre 6rdenes es mas fuerte que la equivalencia elemental. Tan es
mas fuerte que no solo cumpliran los mismos enunciados de primer orden, sino que también
de segundo orden (y de 6rdenes superiores) como se indica en [4]3.

De manera contrapuesta a lo anterior, si un orden cumple un enunciado de primero o
segundo orden y el otro no lo cumple, entonces podremos garantizar que no son isomorfos.

En el caso de los 6rdenes, cuando dos érdenes sean isomorfos diremos que tienen el mismo
tipo de orden, como se muestra en la siguiente definicién.

Definicién 1.26 Sean (A,r) y (B,s) dos 6rdenes parciales. Decimos que (A,r) y (B,s)
tienen el mismo tipo de orden si y sélo si hay un isomorfismo entre ellos.

Esto lo denotaremos como (A,r) = (B,s) o como (A,r) =; (B,s) cuando se quiere
especificar que f es un isomorfismo.

La propiedad entre ordenes de tener el mismo tipo de orden se comporta de manera
reflexiva, simétrica y transitiva, es decir, se comporta como una relacién de equivalencia. Con
esto podemos “definir” el concepto de tipo de orden como un representante de cada clase* de
equivalencia.

Para hablar de un tipo de orden usaremos las letras griegas como 7 y p. Asi, si decimos
que 7 es un tipo de orden, pensaremos que existe un orden (A, r) que es isomorfo a 7 y en
este caso diremos que (A, r) es del tipo de orden 7.

Los tipos de érdenes se pueden relacionar entre ellos, podremos decir cuando dos son
iguales o cuando uno es menor que el otro.

3Véase pagina 146 de [4].

4Clase en doble sentido ya que se puede pensar como clase de equivalencia y como clase propia, pues, la
clase de todos los érdenes isomorfos a un orden es una clase propia, excepto en el caso del orden vacio. Véase
el anexo A.
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Definicién 1.27 Sean (A, r) del tipo de orden 7y (B, s) del tipo de orden p.
(i) Decimos que 7 = 1 siy sélo si (A, r) = (B, s).

(ii) Decimos que 7 < p si y s6lo si existe un homomorfismo inyectivo de (A,r) en (B, s),
en este caso escribimos (A, r) < (B, s).

iii) Decimos que 7 S usiysélosiT < puy T .
2 M H H

Como la composicién de homomorfismos es un homomorfismo, la relacién < se comporta
de manera transitiva. Ademads, la funcién identidad es un homomorfismo, por lo que < también
se comporta de manera reflexiva. Pero la relacion 3 entre los tipos de orden no es transitiva,
pues en el ejemplo 1.30 veremos que hay tipos de orden tales que 7 % py p % 7, pero
claramente no se puede dar que 7 3 7. Por consiguiente, la relacién < no es antisimétrica.

Para dar un ejemplo de lo anterior veremos una proposicién que con frecuencia usaremos
para demostrar que una funcién es un isomorfismo entre dos érdenes, la cual nos dice que,
bajo ciertas condiciones, bastard demostrar que la funcion preserva el orden en un sentido
para poder afirmar que es un homomorfismo inyectivo.

Proposicién 1.28 Sean A un conjunto y r una relacion tricotémica sobre A, es decir, para
cualesquiera x, y € A pasa una al menos una de las relaciones: xry, yrx o x =vy. Sea (B, s)
un orden parcial. Si f : A — B cumple que para cualesquiera x, y € A con rry, se tiene que

f(z)s f(y), entonces
(i) f es inyectiva, y

(ii) para cualesquiera x, y € A, xry siy sélo si f(x)s f(y).

Demostracién. Primero veamos que f es inyectiva. Sean x, y € A tales que f(z) = f(y).
Como s es antirreflexiva, no se cumple que f(z)s f(y) ni que f(y) s f(z). Por la contrapuesta
de la hipdtesis, tenemos que no pasa xry ni yr . Por la tricotomia de r en A y por descarte
de las opciones, concluimos que x = y. Por lo tanto, f es inyectiva.

Por hipétesis tenemos ya una implicacién del inciso (ii). Demostraremos la otra implicacién
por contrapuesta. Sean z, y € A, supongamos que no se cumple que = r y. Por la tricotomia
de r en A, tenemos que yrx o x = y. Si y r x, usando la hipétesis se tiene que f(y) s f(x) y
por la transitividad y la antirreflexividad de s en B, no se cumple que f(z) s f(y). Por otro
lado, si z =y, f(x) = f(y) y por la antirreflexividad de s en B, no se tiene que f(z) s f(y);
con lo que queda demostrado el inciso (ii).

_|

Esta proposicion también es cierta si se cambia la hipdtesis de ser orden parcial por ser
tricotémico. La proposicién no es cierta cuando ambos son érdenes parciales, como se vera en
el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.29 Sean A = {0,1,2,3}, B = {0,1,2}, r = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,2)} y s =
{(0,1),(0,2),(1,2)}. Tenemos que (A, r) y (B,s) son 6rdenes parciales. Definamos f : A —

En la figura 1.29 se observan las representaciones graficas de los érdenes (A,r) y (B,s)
y la funcion f.

La funcién f cumple que para cualesquiera x, y € A con x r y, se tiene que f(x) s f(y),
que es una de las hipétesis de la proposicién 1.28, pero no es inyectiva. Mas ain, f(3) s f(2)
y no se cumple que 3 r 2.

Figura 1.4: Representacién grafica de los 6rdenes (A, r), (B,s) y f del ejemplo 1.29.

El ejemplo 1.29 muestra que la condicién de que (A, r) fuera tricotémico es esencial, pues
sin ella alguno de los dos incisos podria no cumplirse.

Ahora veamos el ejemplo prometido de que 3 en tipos de orden no es transitivo.

Ejemplo 1.30 Consideremos los siguientes subconjuntos de los reales A = (0,1) U (1,2) y
B = (0,2), ambos con el orden que heredan de los reales, y sean 7 el tipo de orden de A y
1 €l tipo de orden de B.

Sea f : A — B definida como f(z) = x. Claramente si x < y, f(z) < f(y) y por la
proposicion 1.28, f es un homomorfismo inyectivo y, por lo tanto, 7 < p.

Sea g : B — A definida como g(x) = %a: Siz<uy, %:1: < %y, es decir, g(z) < g(y). Por

la proposicién 1.28, g es un homomorfismo inyectivo y, por lo tanto, u < 7.

Notemos que B cumple la propiedad del supremo de los reales, pero A no la cumple,
pues (0,1) no tiene supremo. Asi, no son isomorfos, es decir, 7 # p.

Dado (A, r) un orden parcial y B C A, la funcién f : B — A tal que f(z) = z es un
encaje, por lo que, (B,r) se encaja en (A,r). Mas atn, si un orden se sumerge en (A,r),
entonces hay un suborden de A al cual es isomorfo.

Proposicién 1.31 Sea (A, r) un orden parcial. Si (B, s) se sumerge en (A, r), entonces existe
(C,r) un suborden de A tal que (B,s) = (C,r).
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Demostracién. Sea f : B — A un homomorfismo inyectivo. Definamos C = Im (f) C A,
entonces (C,r) es un suborden de A. Como f es sobre Im (f), f: B — C es un isomorfismo.
Por lo tanto, (B,s) = (C, ).

_|

El siguiente teorema nos dice que todo orden parcial sobre A es puede representar por un
orden con la contencién propia.

Teorema 1.32 Sea (A, <) un orden parcial. Entonces existe B C P(A), tal que (A, <) es
isomorfo a (B,S).

Demostracién. Sea (A, <) un orden parcial. Definamos B C P(A) como
B ={al:ac A},
veamos que (A, <) y (B,S) son isomorfos.

Sea f : A — B definida como f(a) = al. Sean a, b € A tales que a < b, entonces a € b.
Sice€al,c<aycomo bl essegmento inicial, ¢ € b). Por lo tanto, al C b]. Ademas, b ¢ al
y b€ bl, por lo que al G bl, es decir, f(a) & f(b).

Ahora, si f(a) & f(b), entonces al S bl. Como a € al, a € bl y, por lo tanto, a < b. Como

al ; bl, existe ¢ € b) tal que ¢ ¢ al. Entonces ¢ < b y no se cumple que ¢ < a, por lo que
a # b. Por lo tanto, a < by f es un homomorfismo.

Veamos que f es inyectiva. Sean z, y € A tales que f(z) = f(y), entonces ] = y}. Como
r € x), x € yl y entonces x < y. Andlogamente y < x, por lo que x =y y f es inyectiva.

Solo falta ver que f es sobre. Sea w € B, entonces existe a € A tal que w = al, por la
definicién de B. Entonces se tiene que f(a) = al = w. Por lo tanto, f es un isomorfismo entre
(4, <)y (B,G)

_|

1.2.1 El tipo de orden de los buenos 6rdenes

Los isomorfismos entre buenos érdenes son limitados, de hecho, son tinicos como se muestra,
en el siguiente Teorema.

Teorema 1.33 Si (A,r) y (B,s) son conjuntos bien ordenados isomorfos, entonces el iso-
morfismo entre ellos es unico.

Demostracion. Sean f y g isomorfismos de A en B, veamos que f y g son iguales.

Definamos C' = {z € A: f(z) # g(x)}. Si C # @, entonces C' tiene minimo, digamos ay.
Como ag € C, f(ag) # g(ap) y como (B, s) es un buen orden, en particular es un orden lineal,
por lo tanto, f(ao) s g(ao) 0 g(ao) s f(ao).

Si f(ag) s g(ag), entonces g~ *(f(ag)) r ap, pues g~ ! es un isomorfismo de B en A. Por la

minimalidad de ag, (g~1(f(ao))) = 9(g~"(f(a0))). Entonces f(g~"(f(a0))) = f(ao). Pero f
es inyectiva, entonces g~ (f(ag)) = ao, lo cual contradice la tricotomia de r en A.

1
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Si g(ao) s f(ag), entonces f~1(g(ag)) r ap. Por la minimalidad de ag, g(f~*(

f(f~Y(g(ag)). entonces g(f~*(g(ao))) = g(ag). Por la inyectividad de g, f~*(g(ao)
cual contradice la tricotomia de r en A.

) =

= aop, lo

~— Q
—~
I8
o
S~—

En ambos casos obtenemos una contradiccién, por lo tanto, C' = &, lo cual implica que
f=y.
_|

Al reducirse los isomorfismos, la clase de érdenes mas sencilla de clasificar es la clase de
todos los buenos 6rdenes. En esta clase podemos escoger de manera ficil un tipo de orden,
pues tenemos la clase de los ordinales como representantes de todos los buenos érdenes gracias
al Teorema de Enumeracion. Este teorema afirma que todo buen orden es isomorfo a un
tnico ordinal, es decir, si (A, r) es un buen orden, entonces existe un tinico ordinal v tal que
(A,r) = (v, €) y cuya demostracién se puede consultar en [2].

Por este teorema, los tinicos buenos drdenes, salvo isomorfismo, son los ordinales. Esta
unicidad establece que los ordinales son los mejores candidatos para representar a los buenos
érdenes, entonces si (A, r) es un buen orden, su tipo de orden serd el tnico ordinal al cual es
isomorfo.

Definicién 1.34 Sea (A, r) un buen orden. El tipo de orden de (4, r), denotado 7((A4, r))
o simplemente 7(A), es el inico ordinal « tal que (A,r) = (a, €).

Ejemplo 1.35 Consideremos al conjunto A = {w,Z,Q} y la relacién

r = {<UJ,Z> ) <W7Q> ’ <Z7 Q>}

El par (A, r) es un buen orden y su tipo de orden es el ordinal 3. El isomorfismo entre ellos
esswr—0,Z—>1yQ— 2.

Ademads de buenos representantes, los ordinales son muy faciles de manejar como tipos de
orden. Por ejemplo, el orden de los ordinales y el orden de tipos de orden son compatibles, es
decir, si a y B nimeros ordinales, entonces a € 3 si y sélo si (o, €) 3 (B, €).

Gracias al siguiente teorema, también podemos resolver la eleccion de representantes de
tipos de orden para los érdenes lineales finitos, ya que como veremos a continuacién si un
orden lineal es finito, entonces también es un buen orden.

Teorema 1.36 Sea (A,r) un orden lineal. Si A es finito, (A,x) es un buen orden.

Demostracion. Demostremos por induccién que para toda n € w, cualquier orden lineal
(A,r) tal que |A| =n, (A,r) = (n,€).

Si|A| =0, A=@ yr = @. Consideremos la funcién vacia @ : A — 0, por vacuidad es un
isomorfismo. Por lo tanto, (A,r) = (0, €).

Supongamos que para cualquier orden lineal (A, r) tal que |A| = n, se tiene que (A,r) =
(n, €). Sea (A, r) un orden lineal tal que |A| = s(n). Entonces A # &. Sea a € A. Definamos
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B = A\ {a}, (B,r) es un orden total y |B| = n. Por hipétesis de induccién, (B,r) = (n, €).
Sea f dicho isomorfismo.

Consideremos al conjunto at C B. Si at = &, f U {(a,n)} es un isomorfismo entre A y
s(n). Si at # @, flat] # @. Sea m = min f[af]. Definamos g : A — s(n) como

f(x) sizra
glx)=49m siz=a.

s(f(x)) siarx

Notemos que para cualquier xz € B, f(x) = g(z) o f(x) € g(z), por lo que g preserva el
orden. Por la proposicion 1.28, g es un homomorfismo inyectivo y claramente es sobre. Por lo
tanto, (A,r) = (s(n), €).

Finalmente, como (n, €) es un buen orden, entonces cualquier orden total finito es un buen
orden.

_|

De hecho, si (A, r) es un orden lineal finito, el tipo de orden de (A, r) es el nimero ordinal
al cual es equipotente.

Definir el tipo de orden de otros 6rdenes, que no sean buenos 6rdenes, es mas complicado.
En la seccién 2.1 veremos otra clase de érdenes para los que podremos definir su tipo de
orden, la cual estd estrechamente ligada a los buenos 6rdenes. Ademds, en el anexo A se
puede consultar la definicion formal de tipo de orden, cuyo uso no es muy practico. Para
las cuestiones que trataremos nos basta la definicion dada de tener el mismo tipo de orden.
Para los tipos de orden mas usuales, como son el de los naturales, enteros, racionales y reales,
recordaremos sus teoremas de caracterizaciéon y su notacién en la siguiente seccién.

1.2.2 Tipo de orden de los naturales, enteros, racionales y reales

Los 6rdenes mas conocidos son los nimeros naturales, enteros, racionales y reales cada uno
con su orden usual. En esta seccién denotaremos el tipo de orden de cada uno y recordaremos
sus caracterizaciones. Ademds veremos la relacién entre sus tipos de orden.

Para trabajar con los niimeros naturales, enteros, racionales y reales usaremos su definicion
como aparece en [2].

El tipo de orden de los ntimeros naturales

Por la definicién del tipo de orden de los buenos 6rdenes 7({w, €)) = w.

Para enunciar el teorema de caracterizacién del orden de los naturales, recordemos las
siguientes definiciones.

Definicién 1.37 Sea (A,r) un orden parcial y sea B C A. Decimos que a € A es una
cota inferior de B si y sdlo si para todo b€ B, arbo a=2.



1.2 | Isomorfismos y tipos de orden 15

Ademids, decimos que a € A es una cota superior de B siy sélo si para todo b € B,
braoa=0"0.

En el caso en que B C A y exista una a € A tal que a es una cota inferior o superior de
B, diremos que B estd inferiormente o superiormente acotado en A, segiin sea el caso.

Decimos que (A4, r) tiene un extremo derecho (extremo izquierdo) si y sélo si A tiene
un maximo (minimo). Ademds, decimos que (A,r) tiene extremos si y sélo si (A4, r) tiene
extremo izquierdo y derecho.

Decimos que (A4,r) no tiene extremo derecho (no tiene extremo izquierdo) si y
s6lo si para cualquier z € A, existe un y € A tal que xry (yrx). Ademas, decimos que (A, r)
no tiene extremos siy sélo si (4, r) no tiene extremo derecho ni izquierdo.

Ahora podemos enunciar el teorema de caracterizacién del orden de los naturales. Daremos
una prueba corta usando el Teorema de Enumeracién y las propiedades de los ordinales.

Teorema 1.38 Sea (A,r) un buen orden, no vacio, sin extremo derecho y tal que todo sub-
conjunto no vacio superiormente acotado tiene un mdzimo. Entonces (A, r) = (w, €).

Demostracién. Sea (A,r) como en las hip6tesis. Como es un buen orden, por el Teorema de
Enumeracién, existe « ordinal tal que (4, r) = (o, €). Como A es no vacio y no tiene extremo
derecho, a no es cero y no tiene extremo derecho. Por lo tanto, o es un ordinal limite. Entonces
wCa Siw ;Cé a, w € a. Entonces w esta acotado superiormente en « por w. Y por hipétesis,
w tendrfa méximo en a, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, a =w y (A, 1) & (w, €).

4|

Ejemplo 1.39 Sea w' = w \ {0} C w. Por el orden heredado, (w™, €) es un buen orden.
Sea B C w™ no vacfo y superiormente acotado. Entonces, B es un subconjunto no vacfo
y acotado superiormente en (w, €), por lo que B tiene méaximo. Sea by el maximo de B,
entonces para cualquier b € B, br by o b = by, pero B C w™, por lo tanto, para cualquier
be B, br[,+ by ob=by.

Entonces wt cumple las hip6tesis de la caracterizacién de w, por lo tanto, (w™, €) =
(w, €).

El tipo de orden de los nimeros enteros

El tipo de orden de los nimeros enteros con su orden usual lo denotaremos como (, es
decir, ( = 7({Z, <z)). Cuando definamos el orden invertido y la suma de 6rdenes veremos que
(=w"+w.

En la siguiente proposicién veremos que el tipo de orden de los naturales es menor que el
tipo de orden de los enteros, es decir, w < (.

Proposicién 1.40 El tipo de orden de los numeros naturales es menor que el tipo de orden
de los numeros enteros, es decir, (w,€) < (Z,<z).
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Demostracién. Definamos Ez : w — Z como Ez(n) = (n,0). Se puede ver que Ez es un
encaje.

Por lo tanto, (w, €) Sg, (Z, <z).

Pero (Z, <z) no es un buen orden, pues Z es no vacio y no tiene minimo. Entonces, no es
isomorfo a (w, €). Por lo tanto, (w, €) < (Z, <z).
4|

Recordemos la caracterizacion del orden de los nimeros enteros.

Teorema 1.41 Sea (A,r) un orden lineal no vacio sin extremos tal que todo subconjunto no
vacio de A acotado superiormente tiene mdzimo y todo subconjunto no vacio inferiormente

~

acotado tiene minimo. Entonces (A,r) = (Z,<z).

La demostracion de este teorema se puede consultar en [2], pagina 23.

El tipo de orden de los niimeros racionales

El orden de los ntimeros racionales es muy importante en la teoria de érdenes. Los racio-
nales con su orden usual son la base de conceptos tan importantes como los érdenes 7., que
estudiaremos en la seccién 2.3, y los érdenes N,-universales, en los cuales todo orden lineal
de cardinalidad menor o igual a N, se sumerge en ellos.

Al tipo de orden de los racionales se le denota por 7, es decir, n = 7((Q, <q)).

Una de las propiedades que distinguen a los ntimeros racionales de los naturales y de los
enteros es la densidad. Esta propiedad se define a continuacién.

Definicién 1.42 Sea (A, r) un orden parcial. Decimos que (A, r) es denso si y sélo si para
cualesquiera x, y € A, si x r ¥y, entonces existe z € Atalque zrzy zry.

Usaremos que (Q, <g) es un orden denso, numerable y sin extremos para demostrar que
(Q, <@) es un orden Ny-universal.

Teorema 1.43 Todo orden lineal finito o numerable se sumerge en (Q, <q).

Demostracion. Veremos primero que todo orden numerable se sumerge en (Q, <g).

Sea (A, r) un orden lineal numerable. Como A y Q son numerables, sean A = {a,:n € w}
y Q ={gn : n € w} de forma que ambas enumeraciones sean inyectivas.

Diremos que una funcién h es un isomorfismo parcial de A en Q siy sélo si Dom (h) C A
v h es un homomorfismo.

Demostremos que si h es un isomorfismo parcial de A en Q con dominio finito y a € A,
entonces existe un isomorfismo parcial de A en Q, hq, tal que h C h, y a € Dom (hy,).

Sea h = {(aiy, @jo) » (@ir s @1 ) » - - - » (@i » @G, )} un isomorfismo parcial de A en Q con dominio
finito, donde a;, r a;, r - -- r a;,. Por lo tanto, ¢, <g ¢, <@ ‘- <@ ¢j,,- Sea a € A.
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Si a € Dom (h), entonces h, = h. Supongamos que a ¢ Dom (h). Por la tricotomia de A

hay tres casos, ar a;,, a;, r a o existe un r € k tal que a;, rar @i,y -

Siara;y, sea g, € Q tal que n es el minimo natural que cumple ¢, <g gj,. Dicho ¢, existe
porque Q no tiene extremo izquierdo.

Si a;, ra, sea g, € Q tal que n es el minimo natural que cumple g;, <@ ¢,. Dicho g, existe,
pues Q no tiene extremo derecho.

Si existe un r € k tal que a;, rar Qiy(pys S€A Gn tal que n es el minimo natural que cumple
% <Q Gn <Q Bj(r)- Dicho ¢, existe porque Q es denso.

En todos los casos, ¢, guarda la misma relacién en el orden <g con respecto a gj,, . . ., qj,
que la relacién que guarda a en el orden r con respecto a aj,. .., a;,. Asi, hg = hU {(a,qn)}
es un isomorfismo parcial de A en Q y cumple que h C h, y a € Dom (h,).

Definamos por recursién una cadena de isomorfismos parciales, de forma que hg = @
Y hstn) = (hn)a,- Sea h = {J, ¢, hn, entonces h es un homomorfismo de A en Q. Por la
proposicién 1.28, h es inyectiva. Por lo tanto, (4,r) < (Q, <q).

En particular, (w, €) < (Q, <g). Ahora, sea (B, s) un orden lineal finito. Por el teorema
1.36, (B,s) = (n, €) con |B| = n. Ademads se tiene que (n, €) < (w, €). Por lo tanto, (B, s) <
(Q, <Q>'

Entonces, todo orden lineal finito o numerable se sumerge en (Q, <g).

Corolario 1.44 Se cumple que w 31y ¢ 3.

Demostracion. Por el teorema anterior, sabemos que (w, €) < (Q, <q) v (Z,<z) < (Q, <g)-
Ademas, sabemos que ni w ni Z son densos.

Por lo tanto, (w, €) 3 (Q,<q) y (%, <z) % (Q, <q)-
4|

Recordemos la caracterizacién del orden de los ntimeros racionales y la idea de la demos-
tracion.

Teorema 1.45 Sea (A,r) un orden lineal denso, sin extremos y numerable. Entonces (A, r) =

(Q, <q@)-

Demostracién. Como Ay Q son numerables, sean A = {a,:n € w}y Q={g,:n € w} de
forma que ambas enumeraciones sean inyectivas.

En la demostracién del teorema 1.43, se definié qué era un isomorfismo parcial y se mostré
que cualquier isomorfismo parcial con dominio finito y cualquier a € A se puede extender a
un isomorfismo parcial que tenga a a en su dominio. La construcciéon de la extensién sélo
dependia de que Q es numerable, sin extremos y denso. De manera analoga se puede extender
un isomorfismo parcial con ¢ € Q, para que la extensién tenga en su imagen a ¢q. Esto se
seguird de que A es numerable, sin extremos y denso.
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Por lo tanto, si h es un isomorfismo parcial con dominio finito, a € A y ¢ € QQ, entonces
existe un isomorfismo parcial hq 4 tal que h C hgyq, a € Dom (hgq) y ¢ € Im (hqq).

Definimos por recursién una serie de isomorfismos parciales, de forma que hg = @ y
hstny = (hn)an.gn- Sea h =, c,, hn, entonces h es un isomorfismo entre A y Q.
_|

El tipo de orden de los niimeros reales

El tipo de orden de los ntimeros reales con su orden usual lo denotaremos como A, es decir,
A = 7((R, <g)). Consideremos a R con su construccién mediante segmento inciales acotados

de Q.

La propiedad que distingue a los ntimeros reales de los niimeros racionales es la propiedad
del supremo. Gracias a la propiedad del supremo, los reales no tiene huecos. En general, a un
orden lineal con la propiedad del supremo se le llama completo.

Para enunciar la caracterizacion del orden de los nimeros reales necesitaremos recordar

las siguientes definiciones.

Definicién 1.46 Sea (A, r) un orden parcial y B C A. Decimos que a € B es el infimo de
B si y s6lo si a es la maxima cota inferior de B. Ademas, decimos que a € A es el supremo
de B si y solo si a es la minima cota superior de B.

Definicién 1.47 Sea (A,r) un orden lineal. Decimos que D es denso en A siy sélo si
D C Ay para cualesquiera x, y € A, si z ry, entonces existe z € D tal que zrzy zry.

Notemos que esta definicion estd dada para ordenes lineales. Esto se debe a que un sub-
conjunto denso en un orden parcial se define de manera diferente y tiene un uso diferente.

Definicién 1.48 Sea (A, r) un orden lineal. Decimos que (A,r) es separable si y sélo si
existe D C A numerable y denso en A.

Cuando un orden parcial es separable también es denso. Esto es porque el denso en A es
un subconjunto de A.

Definicién 1.49 Sea (A,r) un orden lineal. Decimos que (A,r) es completo si y sélo si
todo € A no vacio y superiormente acotado, tiene supremo.

Los ntimeros reales son un orden lineal denso, sin extremos, separable y completo. Sabemos
que Q es denso en R y al ser numerable, es testigo de la separabilidad de R.

Veamos cémo se relaciona el tipo de orden de los reales con el de los deméas conjuntos de
nimeros.

Teorema 1.50 Se cumple que w T A, (A yn g A



1.2 | Isomorfismos y tipos de orden 19

Demostracién. Por la construccién de R, para toda r € Q, r|? € R. Por la demostracién del
teorema 1.32, sir <q s, r|Q C 5|Q. Por lo tanto, si definimos f: Q — R como f(r) = |9, f
es un homomorfismo. Y por la proposicién 1.28, f es un encaje. Entonces, (Q, <g) < (R, <g).

Por lo tanto, (w,€) S (R, <r) y (Z,<z) < (R, <g). Pero ni w ni Z son densos y Q no es
completo. Entonces, (w, €) 3 (R, <gr), (Z,<z) 3 (R,<r) vy (Q,<q) % (R, <r).
_|

Veamos la caracterizacion de los niimeros reales con su orden y el esbozo de su demostra-
cién.

Teorema 1.51 Sea (A,r) un orden lineal denso, sin extremos, separable y completo. Entonces
<A’ r> = (R, <R>'

Demostracién. Sea (A, r) un orden lineal denso, sin extremos, separable y completo.

Como A es separable, sean D C A denso en A y Q C R denso en R. Tanto D como @ son
numerables, densos y sin extremos, entonces son isomorfos. Sea h : D — ) un isomorfismo.
Definamos f : A — R como sigue:

f(a) =sup{h(z):z e DA(xraVz=a)}.

Veamos que estd bien definida. Sea a € A, como D no tiene extremo izquierdo, {h(z):z €
DA(zxraVae =a)} #@. Ademds, como D no tiene extremo derecho, sea t € D tal que art.
Asi que para todo x € D tal que xra o z = a, x rt. Como h es un isomorfismo, h(t) es cota
superior de {h(z):x € DA (xraVz =a)}. Por lo tanto, f(a) estd bien definido.

La funcién f es el isomorfismo buscado.
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Capitulo II Cofinalidad y coinicialidad

En este capitulo introduciremos la primera operacién sobre 6rdenes, la de invertir el or-
den. Esta operacion nos ayudara a definir los conceptos de cofinalidad y coinicialidad. Estos
conceptos son sumamente importantes en la teoria de conjuntos. Con ellos exploraremos el
comportamiento de los érdenes y de sus elementos. También introduciremos la clase de 6rdenes
Na y estudiaremos muy a fondo su relacién con las operaciones de érdenes.

2.1 Orden invertido

La primera operacién que veremos serd invertir el orden. Como es de esperar, las propieda-
des del orden invertido estaran muy ligadas a las propiedades del orden original. Por ejemplo,
el orden invertido de un orden denso seguird siendo denso. Algunas propiedades no se conser-
varan, por ejemplo, el orden invertido de un buen orden no necesariamente es un buen orden,
pero cumple que todo subconjunto no vacio tiene maximo. Esta dualidad se plasmara en el
teorema 2.20. También veremos que hay érdenes que son isomorfos a su invertido, a los que
llamaremos simétricos.

Para empezar recordemos la definicién de relacién inversa.

Definicion 2.1 Sea r una relacién. Definimos la relacién inversa, que denotamos con

r~!, como el conjunto

r ' ={(z,y) : (y,z) €T}

1

Observemos que efectivamente r~" es una relacion.

La relacién inversa preserva las propiedades de reflexividad, antirreflexividad, simetria,

antisimetria y transitividad.

Teorema 2.2 Sea A un conjunto y r una relacion sobre A. Entonces se cumple:

(i) sir es reflexiva sobre A, r™1 es reflexviva sobre A;
(ii

)

) si T es antirrefleriva sobre A, ™1 es antirreflexiva sobre A;
(iii) si T es simétrica, v~

)

)

L es simétrica;

(iv) si T es antisimétrica, r—1 es antisimétrica; y

L es transitiva.

(v

st r es transitiva, v~

21
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Demostracién. Todos los incisos se siguen directamente de las definiciones.
_|

Dado que las propiedades que definen a un orden parcial, antirreflexividad y transitividad,
se mantienen con la relacién inversa, si (A, r) es un orden parcial, <A, r_1> es un orden parcial.

Definicién 2.3 Sea (A, r) un orden parcial. Definimos el orden invertido de (A, r) como
(A,r)* = <A, r_1>.

Corolario 2.4 Sea (A,r) un orden parcial. Entonces, (A,x)" es un orden parcial.

Supongamos que (A,r) y (B,s) son isomorfos y f : A — B es un isomorfismo. Si zr~ !y,
entonces y r z. Como f es un isomorfismo, f(y) s f(z) y asi f(z) s™* f(y). Por lo tanto, f es
un isomorfismo entre (A, r)" y (B, s)*. De hecho cualquier isomorfismo entre (A, r) y (B,s)
es un isomorfismo entre (A4,r)" y (B, s)™.

Proposicién 2.5 Sean (A,r) y (B,s). Entonces, (A,r) es isomorfo a (B,s) si y sdlo si
(A,x)" es isomorfo a (B,s)".

Definicién 2.6 Sean 7 un tipo de orden y (A, r) tal que 7((A4,r,)) = 7. Definimos el tipo
de orden invertido 7" como el tipo de orden de <A, 7“*1>.

Por lo anterior, 7* esta bien definido.

Ejemplo 2.7 Consideremos el tipo de orden w. El orden (w,>) tiene tipo de orden w*.
Notemos que el tipo de orden w* no es un buen orden, pues w mismo es un subconjunto no
vacio y no tiene minimo en (w, 3). La representacion grafica del orden w* se muestra en la
figura 2.1.

Figura 2.1: Representacion grafica del orden w*.

Ejemplo 2.8 Consideremos el orden parcial (A, r) del ejemplo 1.7, donde A = {0, 1,2, 3,4}
yr={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(2,3),(2,4)}. La representacién grafica de (A, )" se mues-
tra en la figura 2.2. El orden (A, r) tiene un minimo y no tiene maximos, pero el orden (A, r)*
tiene maximo y no tiene minimo.

Proposicién 2.9 Sea (A,r) un orden parcial y T su tipo de orden. Entonces ((A,r)*)" =
(A, r)y y por lo tanto, (T*)* = T.
1)—1

Demostracién. Es consecuencia directa de que (r™ =r.

_|

Gracias a esta proposicion si demostramos que una propiedad se preserva al invertir el
orden, entonces (A,r) cumplird la propiedad si y sélo si (A,r)" la cumple. Por ejemplo, las
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Figura 2.2: Representacion grafica del orden (A, r)* del ejemplo 1.7.

implicaciones reciprocas de las afirmaciones del teorema 2.2 son ciertas. Usaremos esto para
acortar las pruebas.

Veamos como se comporta el orden invertido con la relacién < en los tipos de orden.

Teorema 2.10 Sean 7 y p dos tipos de orden. Entonces, T < p si y solo si 7" < p*.

Demostracién. Sean (A,r) y (B, s) representantes de los tipos de orden 7 y u respectiva-
mente. Supongamos que 7 < p. Entonces existe f : A — B un encaje de (A,r) en (B,s).
Sean x, y € A tales que x vy, entonces yr z. Como f es un homomorfismo, f(y)s f(z). Por
lo que, f(z)s™! f(y). Entonces, f es un encaje de (A,r)" a (B,s)". Por lo tanto, 7* < p*.

El reciproco se da por la proposicién 2.9.
_|

El teorema anterior nos dice que la operacién de invertir el orden preserva la relacion <
en los tipos de orden.

Ejemplo 2.11 Sabemos que w < (, por la proposicién anterior, tenemos que w* < ¢*. Pero,
Lquién es C*7

Proposiciéon 2.12 Se cumple que (* = C.

Demostracién. Tomemos a (Z,<z) como representante del tipo de orden ¢ y tomemos a
(Z,>7) como representante del tipo de orden ¢*. Definamos f : Z — Z como f(z) = —z. La
funcién f es biyectiva y si a >z b, —a <z —b. Por lo tanto, f es un isomorfismo entre (Z, >7)

y <Zy <Z>'
_|

Retomando el ejemplo anterior, concluimos que w* < (.

2.1.1 Invariantes

Veamos qué propiedades se preservan al invertir el orden. Ya vimos que si invertimos
un orden parcial sigue siendo un orden parcial, también se cumplird que un orden lineal al
invertirlo serd un orden lineal.
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Teorema 2.13 Sea (A,r) un orden parcial. Entonces, (A,xr) es un orden lineal si y sdlo si
(A, )" es un orden lineal.

Demostracién. Supongamos que (A,r) es un orden lineal, entonces (A,r)* es un orden
parcial. Veamos que r~! es tricotémica en A. Sean a, b € A. Como r es tricotémica en A,
a=boarbobra. Entonces,a=bobrtaoar'b, es decir, r~! es tricotémica en A. Por
lo tanto, (A,r)" es un orden lineal.

Como ya habfamos comentado, el reciproco se da por la proposicién 2.9.

Otra propiedad que se preserva al invertir el orden es la densidad.

Teorema 2.14 Sea (A,r) un orden parcial. Entonces, (A, x) es denso siy sdlo si (A, x)" es
denso.

Demostracién. Supongamos que (A, r) es denso, veamos que (A, r)" también lo es. Sean a,
b € A tales que ar~! b. Entonces, br a y como (A,r) es denso, existe ¢ € A tal que brcy
cr a. Entonces, existe ¢ € A tal que ar™* ¢y cr™ ! b. Por lo tanto, (A4, )" es denso.

Por la proposicion 2.9 se da el reciproco.
_|

La propiedad de ser separable es muy parecida a la densidad y al igual que la densidad se
preserva al invertir el orden. Para demostrarlo notemos primero que se preservan los subcon-
juntos densos en A al invertir el orden, ya que en la demostraciéon basta cambiar ¢ € A por
ceD.

Lema 2.15 Sean (A,r) un orden lineal y D C A. Entonces, D es denso en (A,r) siy sdlo

si D es denso en (A, r)".

Teorema 2.16 Sea (A,r) un orden lineal. Entonces, (A, ) es separable si y sélo si (A, r)"
es separable.

Demostracién. Supongamos que (A,r) es separable, entonces existe D C A numerable y
denso en (A, r). Por el lema anterior, D es denso en (A, r)". Entonces, existe D C A numerable
y denso en (A,r)*. Por lo tanto, (A,r)" es separable.

_|

Un orden completo al invertirlo también es completo. Para mostrar esto primero recorde-
mos una equivalencia de la definicién de orden completo.

Lema 2.17 Sea (A,r) un orden lineal. Entonces, (A,r) es completo si y sdlo si todo subcon-
junto no vacio inferiormente acotado tiene infimo.

Demostracién. Supongamos que (A,r) es completo. Sea B C A no vacio e inferiormente
acotado.
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Definamos C' = {a € A:Vz(x € B = (arxzVz = a))}, C es el conjunto de las cotas
inferiores de B. Como B esta acotado inferiormente, C' # @. Notemos que todo elemento de
B es una cota superior de C'. Como B es no vacio, C esté acotado superiormente. Como (A, r)
es completo, C' tiene supremo, digamos z. Veamos que z es el infimo de B. Sea x una cota
inferior de B, entonces x € C. Como z es el supremo de C, zr z o z = z. Por lo tanto, z es
mayor o igual que todas las cotas inferiores de B. Ahora veamos que z es cota inferior. Sea
x € B, entonces x es una cota superior de C. Como z es el supremo de C, zrz o z = .
Entonces, z es cota inferior. Por lo tanto, z es el infimo de B.

El reciproco es andlogo.
_|

Teorema 2.18 Sea (A,r) un orden lineal. Entonces, (A,x) es completo si y sélo si (A, r)"
es completo.

Demostracién. Supongamos que (A, r) es completo. Sea B C A no vacio y acotado supe-
riormente en (A,r)*. Entonces, existe z € A tal que para todo y € B, yr 'z oy = x. Por lo
tanto, para todo y € B, x ry o y = z, es decir,  es una cota inferior de B.

Como (A, r) es completo, B tiene infimo en (4, r), digamos z. Veamos que z es el supremo
de B en (A, r)*. Como z es el infimo de B en (A,r), z es una cota inferior, es decir, para
today € B zry o z = y. Entonces, para toda y € B, yr~! 2 0 2 = y, es decir, z es una cota
superior de B en (A,r)". Sea w una cota superior de B en (A,r)*, entonces w es una cota
inferior de B en (A, r). Como z es el infimo de B, wr 2. Entonces, zr~* w. Por lo tanto, z es
el supremo de B en (A, r)".

_|

2.1.2 Dualidad

A diferencia de la densidad y de la completud, la propiedad de ser buen orden no se
preserva al invertir el orden, lo cual parece ser una desgracia. Sin embargo, esta accidentada
situacién nos llevara a un teorema que expandird nuestros resultados, caracterizaciones, tipos
de orden y definiciones.

Consideremos a un buen orden (A,r) y B un subconjunto no vacio de A. Como es un
buen orden, sabemos que existe by € B tal que para cualquier b € B, by r b o by = b. Veamos
qué pasa con by en (A,r)*. Sea b € B, si by r b, entonces bo(r~1)~!b. Por lo tanto, b1 by.
Entonces, para cualquier b € B, br~* by o by = b, es decir, jby es un méximo de B en (A, r*)!

Asi, si B es un subconjuto de A que tiene minimo en (A, r), entonces B tendra maximo
en (A,r)*. Andlogamente, si B tiene méximo en (A, r), entonces B tendrd minimo en (A, r)".
Por la proposicién 2.9 se concluye el siguiente resultado.

Proposicién 2.19 Sean (A,r) un orden parcial y B C A. Entonces, B tiene minimo en
(A,r) siy sélo si B tiene mdzimo en (A,x)*; y B tiene mdzimo en (A,r) siy sdlo si B tiene
minimo en (A, )",
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Esta proposicién es un caso particular del siguiente teorema.

Teorema 2.20 (Dualidad) Sean (A, r) un orden parcial y ¢(x1,...,x,) una férmula, donde
X1,..., Ty son todas las variables que ocurren en ¢. Sea ¢'(x1,...,2z,) la férmula que resulta
al sustituir z; T xj por x; ™' z;. Entonces, ¢(x1,...,x,) es verdadera en (A,x) si y sdlo si
¢ (x1,...,2,) es verdadera en (A, r)*.

Demostracion. Se hace por induccién sobre la formaciéon de férmulas tomando en cuenta
que son equivalentes z; r z; y x; ¥~ x;, por la definicién de r 1
_|

Veamos algunos resultados a los que nos lleva el teorema de dualidad.

Corolario 2.21 Sean (A,r) un orden lineal y B C A.

(i) (A, 1) tiene extremo izquierdo si y sélo si (A,x)* tiene extremo derecho.
(i) (A,r) tiene extremo derecho si y sélo si (A, x)" tiene extremo izquierdo.

(iii) Todo subconjunto no vacio de (A,r) tiene minimo si y sélo si todo subconjunto no vacio
de (A, x)" tiene mdzimo en (A,T)".

(iv) B estd acotado superiormente en (A,r) si y sélo si B estd acotado inferiormente en

(A, r)".

(v) B estd acotado inferiormente en (A,r) si y sdlo si B estd acotado superiormente en

(A,T)".
(vi) B es un segmento inicial de (A, ) si y sélo si B es un segmento final de (A,r)".

(vii) B es un segmento final de (A,x) si y sélo si B es un segmento inicial de (A,r)".

Demostracién. Demostremos (i) y (ii). Supongamos que (A,r) tiene extremo izquierdo,
entonces (A, r) hace verdadera a la férmula 3 € AVy € A(xry V 2 = y). Por el Teorema
de Dualidad, (A,r)* hace verdadera a la férmula 3z € AVy € A(yr~' 2z Vo = y), es decir,
(A,r)" tiene extremo derecho.

Supongamos que (A, r) tiene extremo derecho, entonces hace verdadera a la férmula 3z €
AVy € A(yr zV x = y). Por el teorema de dualidad, (A,r)" hace verdadera a la férmula
Jdr € AVy € A(x ™'y Vo =y), es decir, (A,r)" tiene extremo izquierdo.

Usando la proposicién 2.9, la implicacién que demostramos en el inciso (i) demuestra la
implicacién reciproca de (ii) y viceversa.

Las implicaciones del inciso (iii) se siguen de la proposicién 2.19.

Para los incisos restantes sus demostraciones son analogas al inciso (i) y (ii), de la siguiente
forma: para los incisos (iv) y (v) la férmula usada es 3z € AVb € B(br x V x = b); y para los

incisos (vi) y (vii) se usa la férmula Va,b € A((arbAbe B) = a € B).
_|
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Por el corolario anterior y su demostracién, podemos observar que si (4, r) no tiene ex-
tremos, (A,r)" tampoco tiene extremos; si a es el minimo de un subconjunto B de (A4, 1),
entonces a serd el mdximo para B en (A,r)*, de forma similar para el méximo, cota superior
o cota inferior. Si B estd acotado en (A,r), B también estard acotado en (A,r)".

2.1.3 Buen orden invertido

Entre los resultados que extiende el Teorema de Dualidad esta la caracterizacion del tipo
de orden w*.

Sea (A, r) un orden parcial. Por la proposicién 2.5, (A,r) es isomorfo a w* si y sélo si
(A,r)" es isomorfo a w. Por el teorema 1.38, (A, r)" es un buen orden, no vacfo, sin extremo
derecho y todo subconjunto no vacio acotado superiormente tiene maximo. Por los corolarios
del Teorema de Dualidad, (A, r) es un orden parcial, no vacio, sin extremo izquierdo, tal que
todo subconjunto no vacio tiene maximo y todo subconjunto no vacio acotado inferiormente
tiene minimo. La propiedad dual de buen orden, motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.22 Sea A un conjunto y r una relacién binaria sobre A. Decimos que (A, r)
es un buen orden invertido si y sélo si cumple que:

(i) (A,r) es un orden parcial y

(ii) todo subconjunto no vacio tiene maximo.

Entonces la caracterizacién de w* es la siguiente.

Teorema 2.23 Sea (A, r) un buen orden invertido, no vacio, sin extremo izquierdo y tal que

todo subconjunto no vacio inferiormente acotado tiene minimo. Entonces (A,r) es isomorfo
*

a w*.

Pero la definicién de buen orden invertido no se queda ahi. Con ella podemos definir una
nueva clase de ordenes, los buenos 6rdenes invertidos.

Por el Teorema de Dualidad, (A,r) es un buen orden si y sélo si (A, r)" es un buen orden
invertido.

Usaremos el Teorema de Enumeracién para caracterizar a los buenos 6rdenes invertidos.

Teorema 2.24 Sea (A,r) un buen orden invertido. Entonces existe un unico ordinal o tal
que (A, ) es isomorfo a (o, €)*.

Demostracion. Sea (A,r) un buen orden invertido. Entonces, (A, r)" es un buen orden. Por
el Teorema de Enumeracién, existe un tnico ordinal « tal que (A, r)" es isomorfo a («, €).
Por la proposicién 2.5, (A, r) es isomorfo a (a, €)".

Por la transitividad del isomorfismo y la unicidad dada por el Teorema de Enumeracién,

dicho « es unico.
_|
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Al igual que con los buenos érdenes, podemos definir el tipo de orden de cualquier buen
orden invertido.

Definicién 2.25 Sea (A, r) un buen orden invertido. El tipo de orden de (A, r) es o*, donde
« es el unico ordinal tal que (A, r) es isomorfo a (o, €)”.

2.1.4 Ordenes simétricos

En la proposicion 2.12 vimos que ¢ = (¥, es decir, los enteros son isomorfos a su orden
invertido. A este tipo de 6rdenes se les llama simétricos.

Definicién 2.26 Sea (A,r) un orden parcial. Decimos que (A, r) es simétrico si y sélo si
(A1) = (A,1)",

Veamos algunos tipos de orden que son simétricos.

Teorema 2.27 Los tipos de orden ¢, n y A son simétricos.

Demostracion. Ya vimos que ( es simétrico.

Consideremos n*, por el teorema 2.14, n* es denso. Por el corolario 2.21, n* es un orden
sin extremos. Ademas, n* sigue siendo numerable. Por lo tanto, es isomorfo a 7.

Ahora consideremos A*, por el teorema 2.16, A* es separable. Por el teorema 2.18, \* es

completo. Y por el corolario 2.21, A* es sin extremos. Por lo tanto, \* es isomorfo a A.
_|

También los naturales son simétricos, un isomorfismo de n a n* es f(x) = n — z. Pero
cualquier ordinal infinito no es simétrico, como veremos a continuacion.

Proposicion 2.28 Ningun ordinal infinito es simétrico.

Demostracion. Sea « un ordinal infinito. Entonces w C «. Si « fuera simétrico, entonces
a 2 o*. Como w < «, por el teorema 2.10, se tendria que w* < «. Esto contradice que « es
un buen orden. Por lo tanto, e no es simétrico.

_|

2.2 Cofinalidad y coinicialidad

En esta seccién veremos los conceptos de cofinalidad y coinicialidad, los cuales describen el
comportamiento de la parte final e inicial de un orden lineal. También veremos el concepto de
ordinal regular, el cual es muy importante en la Teoria de los Conjuntos ya que esta presente
en las hipétesis de muchos teoremas.

Empecemos definiendo el menor segmento inicial que contiene a un subconjunto de un
orden parcial.
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Definicién 2.29 Sea (A, <4) un orden parcial y sea " C A. Definimos el menor segmento
inicial de A que contiene a T, denotado por IS (7), como

IS(T) = ﬂ{[ C A : I es un segmento inicial y 7' C I}.

Anélogamente, definimos el menor segmento final de A que contiene a T, denotado
por FS (T'), como

FS(T) = ﬂ{[ C A : I es un segmento final y 7' C I}.

Veamos una equivalencia ttil de la definicién.

Proposicién 2.30 Sea (A, <4) un orden parcial y sea T'C A. Entonces

IS(T)={z€A:yeT(x<ay)}yFS(T)={zxecA:yeT(y<asx)}

Demostracién. Sea T C A, definimos W = {x € A : Jy € T (y <a z)}. Veamos que
IS (T) = W.

Como para cada ¢ € T se tiene que x <4 x, T C W. Ahora demostremos que W es un
segmento inicial de A, sean y, x € A tales que y <4 x y * € W, entonces existe z € T tal que
x <4 z. Por transitividad, y <4 z, de donde y € W. Entonces, W es un segmento inicial de
A que contiene a T', y por la definicién de IS (7T'), concluimos que IS (7') C W.

Ahora sea € W, veamos que x € IS (T). Para ello, sea I un segmento inicial de A tal
que T C I. Basta ver que x € I. Como x € W, existe y € T tal que x <4 y. Entoncesy € I 'y
x <4y, por lo que x € I, ya que I es un segmento inicial de A.

Por lo tanto, IS (T") = W.

Andlogamente, se demuestra que FS (T) ={x € A : Jy e T(y <4 x)}.
_|

Cuando un subconjunto T de A es tal que el menor segmento inicial que lo contiene es A,
decimos que T es cofinal en A.

Definicién 2.31 Sea (A, <4) un orden parcial y sea T'C A. Decimos que T es cofinal en
AsiysélosiIS(T)= A.Y decimos que T es coinicial en A si y sélo si FS (T') = A.
Como sugiere el nombre, T es cofinal en A si llega hasta el final de A. Esta nocién intuitiva

se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 2.32 Sea (A, <4) un orden parcial y sea T C A. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) T es cofinal en A.

(ii) Para cualquier x € A, existe y € T tal que x <4 y.
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Demostracién. Supongamos que T es cofinal en A. Seax € A. Como IS (T') = A, z € IS (7).
Por la proposicién 2.30, existe y € T' tal que x <4 y, como queriamos demostrar.

Ahora supongamos que para cualquier x € A, existe y € T tal que x <4 y. Por la
proposicién 2.30, se sigue que A C IS (T'). Ademés, IS (T) C A, con lo que T es cofinal en A.
_|

Corolario 2.33 Sea (A, <4) un orden parcial y sea T C A. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) T es coinicial en A.

(ii) Para cualquier x € A, existe y € T tal que y <4 x.

Demostraciéon. Andloga a la del teorema anterior.
_|

Como se puede notar en el teorema y en el corolario anteriores, las equivalencias de cofinal
y coinicial sélo difieren en el orden de x y y, por lo que son conceptos duales. Por esta razén
nos concentraremos en los subconjuntos cofinales para la discusién y las demostraciones que
hablen de conjuntos coiniciales seran analogas a menos de que indiquemos lo contrario.

Gracias a que “los existes suben”, si un subconjunto 7" de A es cofinal en A, cualquier
subconjunto que contenga a 1" serd también cofinal. Andlogamente, si un subconjunto 7' de
A es coinicial en A, cualquier subconjunto que contenga a T serd también coinicial.

Para caracterizar el comportamiento del extremo derecho de cualquier orden necesitamos
encontrar una clase de 6rdenes, digamos ¥, que cumpla lo siguiente.

» Para cualquier (A, <4) orden parcial, existe S € T tal que S es cofinal en A;
= dicho S sea unico en T, para cada A;

= para cualquier X C A cofinal en A, S es cofinal en X.

La clase de érdenes que tenemos mejor caracterizada son los buenos 6rdenes. Seria deseable
que esta fuera la clase que buscamos. Para ello tenemos que asegurar la existencia de al menos
un subconjunto cofinal a A que, con el orden heredado, sea un buen orden. Pero esto se cumple
sélo cuando (A, <4) es un orden lineal, como veremos a continuacién.

Teorema 2.34 Para cualquier orden lineal (A, <4) existen un ordinal § y W C A tales que
(W, <4) es isomorfo a B, W es cofinal en A y se satisface que § < |A].

Demostracién. Si A es finito, entonces A es un buen orden y existe un ordinal 5 isomorfo
a A. Como A es finito, 8 = |A].

Supongamos que A no es finito, entonces |A| = R,. Sea <C A x A, tal que (A, <) =
(wa, €), entonces (A, <) es un buen orden con tipo de orden wy,.
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Definamos W C A como W ={a € A : Vb€ A(b < a — b <4 a)}. Veremos que W es
cofinal a A y que (W, <4) es un buen orden.

Primero demostremos que W es cofinal en A. Sea x € A, supongamos que = ¢ W, entonces
existe t tal que t K z y <4 t. Definamos z =mine{t € A : t Kz Ax <4 t}.

Sea a € A tal que a < z, entonces a < x, ademds si z <4 a, T <4 a lo que contradice
la minimalidad de z. Como a < z, a # z, por lo que z € W. Dado que existe z € W tal que
x <4 z, W es cofinal en A.

Notemos que por cémo se definié W, (W, <) = (W, <4). Ademés, tenemos que (W, <) <
(A, <), por lo que (W, < 4) es un buen orden tal que (W, <4) < (A, <).

Esto tltimo nos dice que si (W, <4) es isomorfo a 3, 8 < wy = |A|.
_|

Corolario 2.35 Para cualquier orden lineal (A, <4) existen un ordinal B y W C A tales que
(W, <4) es isomorfo a *, W es coinicial en A y se satisface que B < |A|.

Demostracién. Anéloga a la del teorema anterior.
4|

Usaremos los ordinales para caracterizar la cofinalidad de un orden lineal. Para eso defi-
namos cuando un ordinal es cofinal en un orden lineal.

Definicién 2.36 Dado un ordinal a y (A, <4) un orden lineal, decimos que « es cofinal
en (A, <) siy solo si existe W C A, tal que (W, <4) es cofinal en A y es isomorfo a (a, €).

Definicién 2.37 Dado un ordinal 8y (A, <4) un orden lineal, decimos que * es coinicial
en (A, <) siy solo si existe W C A, tal que (W, < 4) es coinicial en A y es isomorfo a (3, ).

El teorema y el corolario nos dicen que para cualquier orden lineal (A, <4), existen «, [
ordinales tales que « es cofinal en A y 8* es coinicial en A. Por lo que siempre existird el
menor ordinal cofinal en A, que sera con el que caracterizaremos a A.

Definicién 2.38 Sea (A, <4) un orden lineal. Al minimo ordinal cofinal en A se le llama
la cofinalidad de (A, <4) y la denotaremos por cf ({4, <4)).

De manera similar, al minimo ordinal coinicial en A se le llama la coinicialidad de
(A, <4) v la denotaremos por coin ((4, <4)).

El teorema 2.34 nos indica una desigualdad que también cumplird la cofinalidad de (A, < 4).
Corolario 2.39 Sea (A, <4) un orden lineal. Entonces se cumple que cf ((A,<4)) < |A| y
coin ((A,<4)) < |A].

Demostracién. Por el teorema 2.34, existe a cofinal en A tal que a < |A|. Entonces
of (4, <4)) S a < |A].
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De manera anéloga, por el corolario 2.35, existe 3 tal que §* es coinicial en Ay 5 < |A|.
Entonces coin ((4, <4)) < 8 < |A|.
_|

Ahora veamos que cf ((A, <4)) es el mejor representante para caracterizar la cofinalidad.
Para esto veamos que si T' C A es cofinal en A, entonces sus cofinalidades son iguales.

Teorema 2.40 Sea (A, <a) un orden lineal. Si T C A es cofinal en A, cf ((T,<4)) =
cf ((4,<4)).

Demostracién. Notemos que si « es cofinal en T, a es cofinal en A. Asi, cf ((A,<4)) <
cf ((T, <a)).

Sean o = cf ((T,<4)) y W C T cofinal en T tal que o = (W, <4). Sean 3 = cf ({4, <4))
y V C A cofinal en A tal que 8 =, (V, <4a). Definamos h : 8 — T' como

h(d) = min ({t € W: g(0) <a t}\ h[d]).

Veamos que h estd bien definida. Sea § € 8, supongamos que para todo ordinal menor a d,
h estd bien definida. Como ¢(d) € A, existe s € T tal que g(d) <4 s, pues T es cofinal en A.
Como W es cofinal en T, existe t € W tal que s <4 t. Por lo tanto, {t € W : g(d) <a t} # @.

Supongamos para llegar a una contradiccién que existe § € 3 tal que {t € W : ¢g(J) <4
t} C h[d]. Sea a € A, entonces existe t € W tal que méx{a, g(d)} <a t, en particular ¢ € h[d].
Por lo que, h[d] es cofinal en A. Sean v, € € 0 tales que v < e. Como h(7) € hle] y h(e) & hle],
h(y) # h(e). Sabemos que se cumplen las siguientes relaciones g(v) <4 g(€) <a h(e), por lo
que h(y) <a h(e), h(y) es el minimo de los elementos de W tales que son mayores o iguales
a g(v). Como h(vy) # h(e), h(y) <a h(e). Por lo tanto, h es un isomorfismo de ¢ en h[d].
Entonces § es cofinal en A, lo cual es un contradiccién a la minimalidad de la cofinalidad.

Por lo tanto, {t € W : g(0) <a t} \ h[d] # @ y h(J) estd bien definida.

Por lo anterior, h es ademds un isomorfismo entre 3y h[f], s6lo falta ver que h[3] es cofinal
enT. Seat €T, como V es cofinal en A, existe d € V tal que t <4 d. Como g es isomorfismo,
existe 0 € 3 tal que d = g(d). Entonces t <4 g(6). Como g(6) < h(d), t <a h(6). Por lo tanto,
3 es cofinal en T'. Entonces o < 8y cf ((T, <4)) = cf ((4,<4)).

_|
Corolario 2.41 Sea (A, <4) un orden lineal. Si S C A es coinicial en A, coin ((S,<4)) =
coin ((4, <4)).
Demostracién. Anéloga a la del teorema anterior.

4|

Cuando invertimos un orden la cofinalidad y la coinicialidad del orden original se inter-
cambiaran en el orden invertido.

Teorema 2.42 Sea (A, <4) un orden lineal. Entonces se cumple que
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(i) cf ((A,<4)") = coin ((A,<A)), ¥
(i) coin ((4, <a)*) = cf ((4, <4)).

Demostracién. Por la proposicién 2.30, los conjuntos IS (T') y FS (T') son duales. Asi, un
conjunto cofinal en (A, <4) serd coinicial en (A, <4)" y un conjunto coinicial en (A, <4) serd
cofinal en (A, <4)".

_|

Veamos que la cofinalidad y la coinicialidad de cualquier orden lineal es un ntimero cardi-
nal.

Teorema 2.43 Para cualquier orden lineal (A, <a), cf ((A,<4)) y coin ((A, <4)) son cardi-
nales.

Demostracion. Supongamos que existe a < cf ((4, <4)) y equipotente a cf ({4, <4)). Sea
f una funcién biyectiva de a en cf ((A4, <4)). Definamos W = {§ € cf ((4,<4)) : Vy(y < —
f(v) < f(0))}. De manera andloga a como se hizo en la demostracién del teorema 2.34, se
puede ver que W es cofinal en cf ((A,<4)) y es un buen orden. Entonces existe un ordinal g
isomorfo a W tal que 8 < a y es cofinal en cf ((4, <4)). De este modo 3 es cofinal en (A, <4),
lo que contradice la minimalidad de cf ({4, <4)). Por lo tanto, cf ((A,<4)) es un cardinal.

Andlogamente se demuestra que coin ((A4, <4)) es un cardinal.
_|

La cofinalidad de (A, <4) es una cota inferior para la cardinalidad de los subconjuntos
cofinales, como veremos a continuacion.

Teorema 2.44 Sean (A, <) un orden lineal y T C A. Si |T| < cf ((4,<4)), entonces T
estd estrictamente acotado superiormente en A, es decir, existe un elemento de A tal que es
estrictamente mayor que todos los elementos de T.

Demostracién. Si T fuera cofinal en A, por el teorema 2.40, cf ((T,<4)) = cf ((A, <4)).
Por el corolario 2.39, tenemos que cf ((T', <4)) < |T'|, y por hipétesis [T'| < cf ((A, <4)). Por
lo tanto, T" no es cofinal en A. Entonces, existe y € A tal que para cualquier x € T', x < y, es

decir, T' esté estrictamente acotado superiormente en A.
4|

Al igual que para cualquier orden lineal, es interesante preguntarse por la cofinalidad
de los ntimeros ordinales como buenos érdenes. Para denotar la cofinalidad de un ordinal «
escribiremos simplemente cf ().

Teorema 2.45 Sea o un ordinal. La cofinalidad y la coinicialidad cumplen lo siguiente.
(i) cf (o) <l|a| < a;

(ii) c¢f(0) = 0 y coin(0) = 0; mds atin, el 0 es el unico orden que tiene cofinalidad 0 y
conincialidad 0.
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(iii) la cofinalidad de cualquier ordinal sucesor es 1, es decir, cf (s (a)) = 1;
(iv) si o #0, coin (o) =1; y

(v) si« es un ordinal limite, cf (o) > w.

Demostracion. Las demostraciones se siguen de las definiciones y los resultados anteriores.

_|

El primer inciso del teorema anterior, nos dice que cf (o) < «, entonces podria suceder
que cf (o) = a. A los ordinales que cumplen esta propiedad se les llama regulares.

Definicién 2.46 Un ordinal « es regular si y sélo si cf (&) = a. Por otro lado, « es
singular si y sélo si cf () < a.

Veamos algunos ejemplos de ordinales regulares y singulares.

Ejemplo 2.47 Como se vio en el teorema anterior, cf (0) = 0y cf (1) = 1. Por lo tanto, 0
y 1 son regulares. Ademds, por el inciso (v) sabemos que cf (w) > w, pero w es cofinal en w.
Por lo tanto, cf (w) = w, es decir, w es regular.

La cofinalidad de w,, es w, pues {w, : n € w} es cofinal en w, e isomorfo a w. Por lo
tanto, cf (w,) < w. Pero w, es limite, entonces cf (w,) = w. Es decir, w,, es singular.

Veamos algunas propiedades de los ordinales regulares y singulares.

Proposicién 2.48 Sean (A, <4) un orden lineal y o un ordinal. Se cumple lo siguiente.

(i) Si a es regular, o es un cardinal;

(iii) los ordinales 0, 1 y w son regulares;

)

(ii) cf ((A,<4)) es regular; y
)
)

(iv) si > 1, s(a) es singular.

Demostracion. Las demostracion de cada inciso se sigue de manera inmediata las definicio-
nes y los resultados anteriores.
_|

De lo anterior, los tinicos ordinales finitos regulares son 0 y 1. Por el inciso (1) del teorema
anterior, los ordinales regulares infinitos tienen que ser cardinales, es decir, ordinales iniciales.
Sin embargo, no todos los ordinales iniciales son regulares. En el ejemplo 2.47, se muestra que
wy es singular. Notemos que w,, es un cardinal limite, lo cual no es casualidad, pues todos los
cardinales sucesores son regulares, por lo que cualquier cardinal singular debe ser un cardinal
limite.
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Teorema 2.49 Sea o un ordinal. Entonces el cardinal wg,) es regular.

Demostracion. Sea T C wy,) cofinal en wy(,). Podemos ver a wy(,) como |JT', pues T es
cofinal en wy(,). Entonces

Nda)::|wda)|::)LJ{x:a:€iT}’f;jz:’x‘S;ZE:bQXZZNa“Tm

zeT zeT

donde la segunda desigualdad se da porque = € wy) ¥ Ws(q) €8 un cardinal implicando
que |z| < V. Entonces |T'| = Ny, de lo contrario, Ny,) < N, - [T| = R,. Por lo tanto,
lof (Ws(a)) | = Ry(a)> Pero cf (Ryq)) es cardinal, entonces cf (wy(q)) = Ws(a)-

_|

Para los cardinales limites, la cofinalidad depende del subindice.

Teorema 2.50 Para cualquier ordinal limite vy, cf (wy) = cf (7).

Demostracién. Sea vy un ordinal limite. Sea T'= {ws : 6 € v}. Como ~y es un ordinal limite,
T es cofinal en w, y ademds, T es isomorfo a . Por el teorema 2.40, cf (w,) = cf (7).
_|

Corolario 2.51 Sea o un ordinal limite. Si wy es reqular, w, = a.

Demostraciéon. Como w, es regular, cf (w,) = wq. Por el teorema anterior, cf (wq) = cf (a).
Ademds, sabemos que o < w, y cf (o) < . Entonces w, < a. Por lo tanto, w, = .
_|

Veamos una caracterizaciéon de la cofinalidad de un cardinal infinito respecto a la unién
y la suma. La cofinalidad de un cardinal infinito x es el menor cardinal A tal que k se puede
expresar como la uniéon de subconjuntos de k, tantos como A, de forma que cada uno de los
subconjuntos tiene cardinalidad menor que &.

Teorema 2.52 Sea k un cardinal infinito. Para cada § < cf (k), existen A¢ C K, tales que
|A¢l <k y k= U§<Cf(ﬁ) Ae. Ademds, si X es un cardinal tal que existen A¢ C K, tantos como
A, tales que |A¢| < K y k=g Ae, entonces cf (k) < A.

Demostracion. Mostremos primero la existencia de los A¢. Sea W C & cofinal e isomorfo a
cf (k), sea f el isomorfismo de cf (k) a W. Para cada £ € cf (k), definimos A¢ = IS (f(£)), de
forma que [A¢| < k. Notemos que g () A¢ €s un segmento inicial de & y W' C U o5y Ae-
Entonces k= 1IS (W) C Ugcep(n) A¢ € k- Por lo tanto, £ = Ug_cg() Ae-

Ahora supongamos que A es un cardinal tal que existen A¢ C &, con { € A, tales que
[Ael <Ky b =UgcpAe. Sk < A la desigualdad cf (k) < A es inmediata. Supongamos que
A < K, entonces

k= |k| = UAf SZ\Ag\:)\-sup]Ag\gx\-n:n.
€< £<X <A
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Ast, X -supgy [Ag] = k. Como A < K, supgcy |[Ag| = k. Sea W = {|A¢[: £ € A} Sk, Wes
cofinal en k. Entonces, cf (k) < 7(W) y asi cf (k) < |W|. Por lo tanto, cf (k) < |W| < A.
_|

El teorema anterior se puede reescribir usando la suma cardinal. De esta forma, la cofina-
lidad de un cardinal infinito s es el minimo cardinal A tal que k se puede expresar como una
suma de A cardinales, cada uno de cardinalidad menor que k.

Corolario 2.53 Sea k un cardinal infinito. Para cada & < cf (k), existen cardinales k¢, tales
que kg < K Y Kk = Z§<Cf(m) ke. Ademds, si existen ke cardinales, tantos como A, tales que
Ke <K YK =) ke, entonces cf (k) < A

Demostracion. Empecemos mostrando la existencia de dichos cardinales. Sea W C & cofinal
e isomorfo a cf (), sea f el isomorfismo de cf (k) a W. Para cada £ < cf (k), definamos
ke = [f(§)|. Como |f(§)] < f(§) < K, cada k¢ es menor que k. Entonces se cumplen las
siguientes relaciones:

r=lsl=| J fO]< X 1f©OI= Y re=cf(x): sup e <k

E<cf(k) E<cf(k) E<ct(rk) E<ct(rk)

Por lo tanto, k= 3¢ ¢, Ke-

Ahora supongamos que existen k¢ cardinales, tantos como A, tales que ke < Ky K =
Z§<)\ Ke. Si A es mayor o igual que k, se cumple que cf (k) < Kk < A.

Supongamos que A < k. Sabemos que kK = Z§</\ Kg = A+ SUPgcy ke y como A < K,
Supg<y ke = K. Entonces U5 <x ke = k. Asi, se cumplen las hipétesis del teorema anterior,
pues también k¢ C Ky |r¢| < k. Por lo tanto, cf (k) < A

_|

Veamos como se relacionan los ordinales regulares con la cofinalidad de un orden lineal.

Teorema 2.54 Sean (A,<4) un orden lineal y o un ordinal regular. Si o es cofinal en
(A, <a), entonces a = cf ((A,<4)).

Demostracién. Por el teorema 2.40, cf (o) = cf ((A,<4)). Pero a es regular, entonces
cf (o) = av. Por lo tanto, cf ((4,<4)) = a.
_|

Este resultado nos dice que un ordinal regular es cofinal en un orden lineal si y sélo si es
la cofinalidad de dicho orden lineal. Dicho de otra forma, la cofinalidad de un orden lineal es
el Unico ordinal regular cofinal al orden lineal.

Corolario 2.55 Sean (A, <4) un orden lineal y a un ordinal regular. Si o es coinicial en
(A, <4), entonces a = coin ({(A, < 4)).
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Demostraciéon. Andloga a la del teorema anterior.
_|

Por lo visto, la cofinalidad y la coinicialidad de un orden lineal es 0, 1 o un cardinal regular,
ademads, aquel cardinal regular es el inico cardinal regular que cumple ser cofinal, o coinicial,
en el orden lineal.

2.2.1 Entorno

La coinicialidad y la cofinalidad describen el principio y el final de un orden lineal, pero
también pueden describir el entorno de un elemento del orden. Dado un orden lineal (A, <4) y
a € A, los conjuntos al y a1 son 6rdenes lineales con el orden heredado por A. La cofinalidad
de al nos indica céomo es el orden lineal por la izquierda de a y la coinicialidad de af nos
indica como es el orden lineal a la derecha de a. Estos dos ordinales caracterizan el entorno
de a.

Definicién 2.56 Sean (A, <4) un orden lineal y a € A. Definamos el entorno de a como
el par ordenado (o, 5*), donde « es la cofinalidad de al y 3 es la coinicialidad de af. Si
a o 3 es igual a un wg, decimos que a es un we-limite por la izquierda o por la derecha
respectivamente.

En Z todos los elementos tienen entorno (1,1). En el ordinal w + 2, el 0 tiene entorno
(0,1), w tiene entorno (w, 1), w + 1 tiene entorno (1,0) y todos los demds elementos tienen
entorno (1,1).

En Q todos los elementos tienen entorno (w,w*), pues por la densidad de Q, para cualquier
elemento ¢ € Q, cf (¢)) y coin (¢1) no pueden ser 1. Como Q no tiene extremos, cf (¢l) y
coin (¢T) no pueden ser 0. Entonces, cf (¢l) y coin (¢1) son infinitos, pero Q es numerable, por
lo tanto, cf (¢}) y coin (¢1) son w.

Veamos que en R, al igual que en Q, todos los elementos tienen entorno (w,w*). Sea
r € R. Al ser Q denso en R, | NQ es cofinal en r|. Como | NQ tiene cofinalidad w, | tiene
cofinalidad w. De manera similar, 77 tiene coinicialidad w*. De esta forma, r tiene entorno
(w,w*).

Si un elemento de A tiene entorno (0, 5*), dicho elemento es el extremo izquierdo de A. Si

un elemento de A tiene entorno («, 0), dicho elemento es el extremo derecho de A.

En un orden lineal no sélo es importante el comportamiento de los elementos, también es
importante el “espacio” entre ellos y para estudiarlo introduciremos el concepto de cortadura.

Definicién 2.57 Sea (A, <4) un orden lineal. Una cortadura del orden lineal A es un par
(C, D) tal que C'y D son subconjuntos no vacios de A, C <4 Dy CUD = A.

Se observa directamente de la definicién que C' es un segmento inicial de A y D es un
segmento final de A, mas atin, D = A\ C. Analizando los extremos contiguos de C'y D
tenemos cuatro casos:
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(1) C tiene maximo y D tiene minimo; (3) C no tiene méximo y D tiene minimo; o

(2) C tiene méximo y D no tiene minimo; (4) C no tiene maximo y D no tiene minimo.

Al tipo (1) se le llama salto, al tipo (4) se le llama hueco. Podemos analizar mas a fondo
las cortaduras a través de la cofinalidad y la coinicialidad.

Definicién 2.58 Sean (A, <4) un orden lineal y (C, D) una cortadura de A. Definiremos
el tipo de cortadura como el par ordenado («, 5*), donde « es la cofinalidad de C'y 3 es
la coinicialidad de D. Ademads, diremos que (C, D) es una cortadura del tipo (a, 8*).

En las cortaduras del caso (1), C tiene cofinalidad 1 y D tiene coinicialidad 1, por lo que
los saltos son cortaduras del tipo (1,1). Para las cortaduras del caso (2) la coinicialidad de

D es infinita, por lo que es una cortadura del tipo <1, wg> para algin ordinal £. De manera
similar las cortaduras del caso (3) son del tipo (we, 1), para algin ordinal e. Finalmente las

del caso (4) son del tipo <we, wg . En este ultimo caso, decimos que se trata de un hueco de

entorno <w5, w§>

Ejemplo 2.59 Veamos que en R todas las cortaduras son del tipo (1,w*) o del tipo (w, 1).
Sea (A, B) una cortadura de R. Si A tiene maximo, digamos a, éste tiene entorno (w,w™).
Como at = B, coin (B) = w. Por lo tanto, (A, B) es una cortadura del tipo (1,w*). Si A no
tiene maximo, A estd superiormente acotado por cualquier elemento de B, el cual sabemos
que es no vacio. Como R es completo, A tiene supremo, el cual estd en B y debe ser el
minimo de B. El minimo de B, digamos b, tiene entorno (w,w*). Ademds b = A, por lo
tanto, (A, B) es una cortadura del tipo (w, 1).

Las cortaduras de Q son del tipo (1,w™*), del tipo (w, 1) o del tipo (w,w*), este ultimo es
consecuencia de que Q no es completo. Como Q es numerable, no pueden haber cortaduras
con cofinalidad o coinicialidad mayor a w. Y por la densidad, en Q no puede haber cortaduras
del tipo (1,1).

Definicién 2.60 Sea (A, <4) un orden lineal. Decimos que (A, <4) es continuo si y sélo si
todas sus cortaduras son del tipo <1, w§> para algin ordinal £ o del tipo (we, 1) para algin
ordinal e.

Por el ejemplo anterior, R es continuo y Q no es continuo. Un orden completo puede no
ser continuo, pero un orden continuo si es completo.

Teorema 2.61 Sea (A, <4) un orden lineal. Si (A,<a) es continuo, entonces (A,<4) es
completo.

Demostracién. Sea B C A no vacio y superiormente acotado. Sean C = 1S (B) y D = A\ C.
Como B es no vacio, C' es no vacio. Como B estd acotado superiormente, D es no vacio. Por
lo tanto, (C, D) es una cortadura de A.
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Supongamos que (C, D) es una cortadura del tipo <1,w>§k > Entonces C' tiene cofinalidad
1, es decir, tiene maximo. Sea ¢ el maximo de C, veamos que c¢; es el supremo de B, mas
aun, c; es el maximo de B. Como c¢; es maximo de C' y B C C, ¢; es cota superior de B.
Como ¢1 € IS (B), existe b € B tal que ¢; <4 b, pero b <4 ¢ por ser ¢; cota superior de B.
Entonces, ¢; € B. Por lo tanto, B tiene maximo y en particular supremo.

Ahora, supongamos que (C, D) es una cortadura del tipo (w,,1). Por lo cual, D tiene
coinicialidad 1, es decir, tiene minimo. Sea dy el minimo de D, veamos que dg es el supremo
de B. Sea x € B, entonces x € C. Como dy € A\ C, no existe t € B tal que dy <4 t, por
lo tanto, x <4 dgy. Sea y una cota superior de B. Si y € B, y € C. Pero w, es cofinal en C,
asi que C' no tiene maximo, por lo que existe z € C tal que y <4 z. Pero méas atin, como
C = 1S (B), existe t € B tal que z <4 t, entonces y <4 t, lo que contradice a que y es una
cota superior de B. Por lo tanto, y ¢ B. De modo que, y € D y, como djy es el minimo de D,
do <4 y. Por lo tanto, dy es el supremo de B.

En ambos casos B tiene supremo. Por lo tanto, (A, <4) es completo.

Veamos un ejemplo de un orden que es completo pero que no es continuo.

Ejemplo 2.62 Consideremos a w, veamos que w es completo y no es continuo. Sea B C w
no vacio y superiormente acotado. Entonces B tiene méximo, y en particular supremo. Por lo
tanto, w es completo. Pero las cortaduras de w son del tipo (1,1), por lo que no es continuo.

La operacién de invertir el orden preserva a los 6rdenes continuos, pues si una cortadura
tiene entorno (1,w?), en el orden invertido tendréd entorno (we, 1), por el teorema 2.42.

Corolario 2.63 Sea (A, <4) un orden lineal continuo. Entonces (A, <4)" es un orden lineal
continuo.

Decimos que un elemento o un hueco es simétrico si tiene entorno (o, a*). Una cortadura
es simétrica si es del tipo (o, a*). Las cortaduras simétricas son saltos o tienen tipo <w§, wg>

con we un cardinal regular.

2.3  Ordenes 1,

Veamos una clase de 6rdenes que generalizan el concepto de densidad.

Definicién 2.64 Un orden lineal (A, <,4) es un orden 7, si y sélo si para cualesquiera
subconjuntos B, C' no vacios de A de cardinalidad menor que Y, tales que B < C, existe
un z € A, tal que B < z < C; y cualquier subconjunto de A cofinal o coinicial en A tiene
cardinalidad mayor o igual que N,,.

Observemos que si (A, <4) es un orden 7, entonces también serd un orden 7, para 3 < .
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Ejemplo 2.65 Cualquier orden lineal no vacio sin extremos y denso es un orden 7y. Los
nimeros racionales y los reales son 6rdenes ng. Los ntimeros irracionales con el orden here-
dado de R, también son un orden 7.

Dos subconjuntos de A, digamos C' y D, se llaman vecinos si C' < D y no hay z € A tal
que C < zy z < D. También decimos que A separa a C' y D si si existe dicha z. De esta
forma, un orden 7, no tiene subconjuntos no vacios, vecinos y ambos con cardinalidad menor
que Ng,.

Analicemos el entorno de un elemento de un orden 7,. Sean (A, <4) un orden 7, y a € A.
El entorno de a no puede ser (0,£*) ni (¢,0), pues los 6rdenes 7, no tienen extremos, ya
que tanto su cofinalidad como su coinicialidad son mayores o iguales que w,. El entorno de
a tampoco puede ser (1,£*) ni (¢,1), pues si a tuviera entorno (1,£*), al tendria maximo,
digamos b. Entonces, {b} y {a} serfan conjuntos vecinos con cardinalidad menor que 8,, lo
cual no es posible en un orden 7,. De manera similar, suponer que a tiene entorno (e, 1) nos
lleva a una contradiccién. De este modo, cualquier elemento de un orden 7, tiene entorno

<w€,wg>, donde w, y w¢ son ordinales iniciales regulares.

El siguiente teorema caracteriza a los érdenes 7, mediante los conceptos de entorno y
cofinalidad.

Teorema 2.66 Un orden lineal (A, <4) es un orden 1y siy solo si las siguientes condiciones
se cumplen:

(i) todo elemento de A tiene un entorno <we,w§> con e y&>a;

ii) todo hueco de A tiene un entorno (we,wf ) cone€ 0 &> a; y
3

(iii) la cofinalidad y la coinicialidad de A son mayores o iguales que w,.

Demostracién. Sea (A, <4) un orden 7,. Sea x € A, por lo dicho anteriormente, x tiene
entorno <w€,w§>, entonces w, es la cofinalidad de z| y we es la coinicialidad de x7. Sea
C C z| cofinal e isomorfo a we y sea D C x7 coinicial e isomorfo a wg. De modo que C'y
{z} son subconjuntos vecinos. Por la contrapuesta de la definicién de 7., C tiene que ser
de cardinalidad mayor que R,. Por lo tanto, w. > w, y en consecuencia € > «. De manera
andloga, £ > «. Sea (X,Y’) un hueco en A con entorno <w€, wg> Sea C' C X cofinal e isomorfo

awe y sea D C 'Y coinicial e isomorfo a wg. Como (X,Y) es una cortadura, C'y D son vecinos.
Entonces C' o D tiene cardinalidad mayor o igual que R,. Por lo tanto, ¢ > a0 £ > «a. El
tercer inciso se sigue directamente de la definicién de 7.

Ahora supongamos que (A, <4) cumple los tres incisos. Sean X < Y dos subconjuntos
de A, no vacios y vecinos, veamos que alguno es de cardinalidad mayor o igual que R,. Sea
C C X cofinal e isomorfo a cf (X) y sea D C Y cofinal e isomorfo a coin (Y)*. Notemos
que C'y D son conjuntos vecinos en A. Si cf (X) = 1, C sélo tiene un elemento, digamos
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z. El entorno de z es <w6,wg> con €y £ > a. Como D es vecino a C, D es coinicial en zT.

Entonces la cardinalidad de D es mayor o igual que R,. De manera similar, si coin (Y') = 1,
la cardinalidad de C' es mayor o igual a R,. Supongamos que cf (X) = w, y coin (Y) = we.

Entonces, (IS (X),FS (Y')) es un hueco con entorno <w5,w§>. Por hipétesis, € o & es mayor o

igual que «. Por lo tanto, X o Y tiene cardinalidad mayor que X,. Entonces (4,<4) es un
orden 7.
_|

La operacion de invertir el orden preserva a los 6rdenes 7.

Teorema 2.67 Sea (A, <a) un orden n,. Entonces (A, <4)* es un orden 1.

Demostraciéon. Usaremos la caracterizacién que acabamos de demostrar. Sea a € A, en-
tonces tiene entorno <w6,w2> con € y £ > a. Por el teorema 2.42, a tiene entrono (we,w?) en
(A,<4)". Por lo tanto, a tiene entrono, en (A, <4)", (we,w?) con £ y € > «, asi cumple el
primer inciso de la caracterizacién.

Sea (C, D) un hueco en (A, <4)", entonces (D, C) es un hueco de (A, <4). Como (A, <4)
es un orden 74, el hueco (D, C) tiene entorno, en (A, <y4), <w€,wg> con €0 & > a. Asi que
(C, D) tiene entorno, en (A, <4)*, (we,w?) con € 0 € > a. Por lo tanto, se cumple el segundo
inciso.

Por el teorema 2.42, cf ((4,<4)") = coin ({A,<4)) y coin ((4,<4)") = cf ((4,<4)), ¥y

como (A, <4) es un orden 7,, ambos son mayores o iguales w,. Por lo tanto, se cumple el
tercer inciso.

Por la caracterizacién de los 6rdenes 7,, (A, <4)" es un orden 7,.

El siguiente teorema delimitard los érdenes 7, cuyo estudio es interesante.

Teorema 2.68 Siw, es un ordinal singular y (A, <a) un orden n,, entonces (A, <a) es un
orden 1y(q)-

Demostracion. Sea a € A. Como A es un orden 7),, a tiene entorno <we,wg> con €, £ > a.
Pero we y we son regulares y w, es singular, entonces €, & > s (a). De igual manera, cualquier
hueco de A tiene entorno <w€, w§> con € 0 £ > s(a) y la cofinalidad y la coinicialidad de A
son mayores o iguales a wg(q). Por lo tanto, (A, <4) es un orden Ts(ar)-

_|

Como habiamos dicho anteriormente, la cofinalidad y la regularidad son propiedades que
apareceran en varios teoremas, justamente el teorema anterior es un ejemplo de ello.

Veamos que la propiedad de ser orden 7, se hereda a los subconjuntos densos de un orden
Ne
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Teorema 2.69 Sean E un orden n, y D un subconjunto denso en E. Entonces D también
es un orden 1.

Demostracion. Sean B, C' C D no vacios con cardinalidad menor que X, tales que B < C.
Como D C FE, tenemos que B y C estan contenidos en F. Como E es un orden 7,, existe
z € F tal que B < z < C. Notemos que {z} < C y ambos son conjuntos no vacios con
cardinalidad menor que R,, y asf existe w € E tal que {z} < w < C. Como D es denso en E,
existe x € D tal que z < x < w. Entonces se cumple que B < x < C.

Como D es denso en E y F no tiene extremos, D es cofinal en E y coinicial en E. Y
asi tenemos que cf (D) = cf (E) y coin (D) = coin (E), por el teorema 2.40. Por lo tanto, la
cofinalidad de D y la coinicialidad de D es mayor o igual que R,.

_|

Teorema 2.70 Sea E un orden 1. Cualquier intervalo abierto de E es también un orden
Na-

Demostracién. Sean a, b € E tales que a < b. Sean A y B subconjuntos de (a,b) no vacios
con cardinalidad menor que R, tales que A < B. Como (a,b) C E, A, BC E. Como E es un
orden 7,, existe z € F tal que A < z < B. Entonces a < A < z < B < b, por lo tanto, existe
z € (a,b) tal que A < z < B.

Como a, b € E, tienen entorno mayor que w,. Entonces (a, b) tiene cofinalidad y coinicia-
lidad mayor que wq, pues coin ((a,b)) = coin (a1) y cf ((a,b)) = cf (b)).

Por lo tanto, (a,b) es un orden 7,



Capitulo III Operaciones con 6rdenes

En este capitulo definiremos las operaciones de suma y multiplicaciéon de dérdenes y ex-
ploraremos sus propiedades. Veremos cémo se relacionan con las clases de érdenes que hemos
estudiado y analizaremos qué conceptos se preservan.

3.1 Suma de 6rdenes

Si tenemos dos érdenes lineales, podemos generar un nuevo orden al colocar uno a conti-
nuacién del otro, como se muestra en la figura 3.1.

{(4,r)

(A, r) (B,s)

Figura 3.1: Podemos colocar un orden seguido de otro para formar un nuevo orden.

Formalicemos esta idea, para ello definiremos la relacién suma.

Definiciéon 3.1 Sean A y B conjuntos disjuntos, r una relacién sobre A y s una relacién
sobre B. Definamos la relacién suma r + s sobre A U B, como

(x,y) er+ssiysolosi (x,y) exV(r,y) esV(zr€e ANy € B)

Directamente de la definicién se tiene quer Cr+sys Cr+s.

Veamos qué propiedades preserva la relacién suma.

Teorema 3.2 Sean A y B conjuntos disjuntos, r una relacion sobre A y s una relacion sobre
B. La relacion r + s cumple que

(i) Sir es reflexiva sobre A y s es reflexiva sobre B, r + s es reflexiva sobre AU B.

43
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(ii) Sir es antirreflexiva sobre A y s es antirreflexiva sobre B, r + s es antirrefleziva sobre
AUB.
(iii) Sir es antisimétrica y s es antisimétrica, r + s es antisimétrica.
(iv) Sir es transitiva y s es transitiva, r + s es transitiva.
Demostracion.

(1)

(i)

(iii)

Supongamos que r es reflexiva sobre A y s es reflexiva sobre B. Seax € AUB. Six € A,
como r es reflexiva sobre A, (x,z) € r. Siz € B, como s es reflexiva sobre B, (z,z) € s.
Entonces (z,z) € r + s. Por lo tanto, r + s es reflexiva.

Supongamos que r es antirreflexiva sobre A y s es antirreflexiva sobre B. Sea z € AU B,
supongamos que x € A. Como r es antirreflexiva sobre A, (x,z) ¢ r. Como A y B son
disjuntos, = ¢ B, por lo que (z,x) ¢ s. Entonces (x,z) ¢ r+s. Andlogamente si x € B,
(x,z) ¢ s. Por lo tanto, r + s es antirreflexiva.

Sean r y s antisimétricas. Supongamos que (z,y) € r+sy (y,z) € r +s. Como Ay
B son disjuntos, z y y tiene que estar sélo en A o s6lo en B. Supongamos sin pérdida
de la generalidad que z € Ay y € A. Entonces (z,y) € r y (y,x) € r. Como r es
antisimétrica, x = y. Por lo tanto, r + s es antisimétrica.

Sean r y s transitivas. Supongamos que (z,y) € r + s y (y,2) € r + s. Analicemos
los posibles casos para z, y y x. Si z € A, entonces (y,z) € r y (z,y) € r. Como r es
transitiva, (x, z) € r. Por lo tanto, (z,z) € r + s. Supongamos que z € B, analicemos a
y.Siy € A, entonces (z,y) € ry en consecuencia x € A. Asi, (x, z) € r+s. Supongamos
que y € B, analicemos por tltimo a . Si z € A, como z € B, (z,z) €r+s.Siz € B,
(x,y) € s, (y,z) € s. Como s es transitiva, (z,z) € s. Por lo tanto, (x,z) € r + s.

En todos los casos tenemos que (z,z) € r + s, por lo tanto, r + s es transitiva.
_|

En la lista anterior no se encuentra la simetria, de hecho, por la condicién de que Ay B
son disjuntos, cuando ambos sean no vacios, r + s nunca sera simétrica.

Corolario 3.3 Sean A y B conjuntos disjuntos, r una relacion sobre A y s una relacion
sobre B. Si (A,r) y (B,s) son drdenes parciales, entonces (AU B, r + s) es orden parcial.

Como la suma de relaciones preserva las propiedades de orden parcial, podemos definir
una operacién en los érdenes parciales.

Definicién 3.4 Sean (A,r) y (B,s) 6rdenes parciales, con A y B conjuntos disjuntos.
Definimos la suma de érdenes como el orden parcial (AU B,r + s).

Definicion 3.5 Sean 7 y p tipos de orden. Definimos la suma de tipos de orden, deno-
tado por 7 + p, como el tipo de orden de (AU B,r + s), donde A y B son disjuntos, (A, r)
tiene tipo de orden 7y (B, s) tiene tipo de orden p.
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En el caso de los 6rdenes usaremos < 44 p para denotar r + s cuando mas convenga. Por
ejemplo, en lugar de = r + s y, escribiremos x <44+ p y.

Ejemplo 3.6 Sean A = {0,1,2,3,4} y r = {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(2,3),(2,4)}. Sean
B = {5,6,7,8,9} y s = {(5,7),(5,8),(5,9),(6,7),(6,8),(6,9),(7,8),(7,9)}. Entonces
(A,r) y (B,s) son 6rdenes parciales. Notemos que A N B = &, por lo que podemos su-
mar estos dos 6rdenes parciales. Tenemos entonces que AU B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

y

r+s=rUsU{(0,5),(0,6),(0,7),(0,8),(0,9),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9),
<7 >7 276>7<277>a<278 ) 27 ’ ) ) ) 7377 7<378>7 ) ’
;5),(4,6),(4,7),(4,8) ,(4,9)}

Figura 3.2: Resultado de sumar los érdenes (A, r) y (B,B).

Veamos que la suma de tipos de orden estd bien definida.

Proposicién 3.7 Sean T y u tipos de orden. Sean (A,xr) y (A’ ') drdenes de tipo T, y sean
(B,s) y (B',s') drdenes de tipo p, tales que ANB = & y ANB’' = &. Entonces, (AU B,r + s)
es isomorfo a (A" U B, ' +§').

Demostracién. Sean f: A — A’y g: B — B’ isomorfismos. Como AN B =&, fy g son

funciones compatibles. La funcién h = f U g es el isomorfismo buscado.
_|

Demostremos que la suma de érdenes es asociativa.

Teorema 3.8 Sean (A,r), (B,s) y (C,p) drdenes parciales. Entonces
(AUB)UC,(r+s)+p) =(AU(BUC),r+ (s+p)),

es decir, la suma de ordenes es asociativa.

Demostracién. Por la asociatividad de la unién tenemos que (AUB)UC = AU(BUC). Resta
probar que (r +s) +p =r+ (s + p), lo cual demostraremos con las siguientes equivalencias.
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Sean a y b conjuntos.

si y sélo si
rV{a,b)esV(iac ANbe B)V{a,b)epV((ac AVae B)Abe ()
rV(a,b)esV(ae ANbeE B)V{ab)€p

V(iee ANbeC)V(ae BAbeC)
siysolosi (a,b) erV(ac AN(beBVbeC))V{ab) €sViab ecpV(aec BAbeC)
siy sélosi (a,b) exrV(a€e ANbe BUC)V (a,b) Es+p
siy sélosi (a,b) €r+ (s+p)

( €

( €(r+s)Via,b)epV(ac AUBAbe(O)
siy sélosi (a,b) €

( €

si y sélo si

Por lo tanto, (r +s) +p = r + (s + p). Entonces la suma de 6rdenes es asociativa. Més
aun, la suma de relaciones es asociativa.
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Proposicién 3.9 La suma de dérdenes parciales tiene neutro, es decir, existe un orden parcial
(E,e) tal que para todo orden parcial (A,r), (AUE,r+e)=(EUA,e+r)=(Ar).

Demostracién. Propongamos F = @y e = &. Asi, se cumple que AUFE = FU A = A.
Ahora, si (a,b) € r + e, entonces (a,b) € r o (a,b) € e, 0o bien, a € Ay b € E. Pero
e = E = g, por lo que, (a,b) € r. De manera andloga, si (a,b) € e + 1, (a,b) € r. De modo
que, r + e = e+ 1 =r. Por lo tanto, (&, &) es el neutro de la suma de érdenes.

_|

(A, r) (B,s)

(B.s) R (A1)

Figura 3.3: Suma de los 6rdenes (A, r) y (B,s), de la figura 3.1. Arriba (AU B,r + s), abajo
(BUA,s+r1).

Uno estaria tentado a preguntarse si la suma tiene inversos, pero al definirse mediante la
unién, no podemos unir algo para que nos dé el conjunto vacio. La siguiente pregunta seria si
es conmutativa, pero como se ve en el ejemplo de la figura 3.1, si intercambiaramos el orden
de los sumandos, tendriamos un orden sin minimo y otro con minimo. Esto se muestra en la
figura 3.3. Pero veamos un ejemplo més concreto.

Ejemplo 3.10 Consideremos los tipos de orden w y 1. Escojamos como representantes aje-
nos a (w, <) vy ({w}, @) respectivamente. Mostremos que (w U {w}, <, +9) tiene maximo.
Sea a € wU{w}. Sia € w, (a,w) €<, +&, pues w € {w}. Y sia € {w}, a = w. Por lo tanto,
w es el maximo de (wU {w}, <, +9).
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Veamos que ({w} Uw, @+ <) es isomorfo a w. Definimos f : {w}Uw — w como f(w) =0
y para toda n € w, f(n) = n+ 1. Supongamos que (a,b) € @+ <, entonces tenemos dos
casos. Sia=wybe€w, fla)=0y f(b) =b+ 1, por lo que 0 € b+ 1. Si a <, b, entonces
fla)=a+1y f(b) = b+1. Pero a <, b, entonces a+1 € b+1. En ambos casos f(a) € f(b),
es decir, f preserva el orden. Como f es sobre, por la proposicién 1.28, f es un isomorfismo.

Resumiendo, el tipo de orden w + 1 tiene maximo y el tipo de orden 1 + w es igual a w.
Como w no tiene méximo, w + 1 # 1 + w. Este es un ejemplo de que la suma de tipos de
6rdenes no conmuta.

Veamos que la suma de érdenes preserva los érdenes lineales.

Teorema 3.11 Sean (A, r) y (B, s) drdenes lineales, con A y B conjuntos disjuntos. Entonces
(AUB,r +s) es un orden lineal.

Demostracién. Por el corolario 3.3 (AU B,r + s) es un orden parcial. Veamos que es
tricotémico. Sean a, b € AU B. Supongamos que (a,b) ¢ r + sy (b,a) ¢ r + s, veamos que
a =b. Como (a,b) ¢ r+ s, no sucede que a € Ay b € B. Como (b,a) ¢ r + s, no ocurre que
be Ay a € B. Entonces a y b estdan ambos en A o estdn ambos en B. Supongamos sin perder
la generalidad que a y b € A. Como (A,r) es un orden lineal, ax b, br a o a = b. El primer
caso implica que (a,b) € r + s, el segundo caso implica que (b,a) € r + s, lo cual contradice
lo anterior. Por lo tanto, a = b.

_|

También la suma de 6rdenes preserva a los buenos 6rdenes.

Teorema 3.12 Sean (A,r) y (B, s) buenos drdenes, con A y B conjuntos disjuntos. Entonces
(AU B,r+s) es un buen orden.

Demostracién. Sea C C AU B no vacio. Analicemos el conjunto AN C. Si AN C es no
vacio, como A es un buen orden, existe un r-minimo ¢y de ANC. Sea xz € C, si x € B, por
la definicién de la suma, (co,x) € r+s. Si x € A, entonces x € AN C, por lo que x = ¢y 0
(co,z) € r + s. Por lo tanto, ¢ es el <44p-minimo de C.

Ahora, si AN C es vacio, entonces C' C B. Como C es no vacio y B es un buen orden, C
tiene s-minimo. Pero s C r + s, entonces C tiene < 44 p-minimo.

Por lo tanto, (AU B,r + s) es un buen orden.
_|

Como hemos visto la suma de relaciones contiene a ambas relaciones, esto se traduce con
el orden heredado como sigue.

Proposicién 3.13 Sean (A,r) y (B,s) drdenes parciales, con A y B conjuntos disjuntos.

Entonces (A,r) y (B,s) son subérdenes de (AU B,r + s).

Demostracién. Es claro que A C AUB y B C AU B. Veamos que (r+s)[4 = r. Sea
(a,b) € (r+s)[a. Entonces a, b € Ay (a,b) €Er+s, es decir,arboasboac Aybe B.



48 Capitulo 3 Operaciones con 6rdenes

Como A y B son conjuntos disjuntos, no ocurre que a s b, ni ocurre que b € B. De modo que
arb. Comor Cr+s,r=(r+s)[a. Porlo tanto, (4,r) es un suborden de (AU B,r + s).

De manera anéloga se obtiene que (B, s) es un suborden de (AU B,r + s).

El resultado anterior se puede expresar en términos de tipos de orden como sigue.

Corolario 3.14 Sean u y 7 tipos de orden. Entonces, p S u+7y7 S+ 7.

3.1.1 Relaciéon con la cofinalidad y los 6rdenes 7,

Veamos como se comportan los segmentos iniciales y finales en la suma de érdenes.

Corolario 3.15 Sean (A,r) y (B,s) drdenes parciales con A y B conjuntos disjuntos. Sean
a € A ybe B. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) alAtP =ald. (iii) b}A+TE = AUbB.

(ii) at4tB =att U B. (iv) btATE = 118,

Demostracién. Para el inciso (i), supongamos que z € a5, entonces 2 <4, p a. Como
a € A, sélo puede ocurrir que z T a y, por lo tanto, z € al?. Ahora supongamos que z € al4,
entonces = r a y, por la proposicién 3.13, x <4, p a. Por lo tanto, z € al4T? y entonces
aiAJrB _ a\LA-

Para el inciso (ii), supongamos que = € aT‘”B , entonces a <44+p x. Tenemos dos casos

rcAoxeB.SizcAarxzyasizcat®UB.Siz € B, z € al®UB. En ambos se cumple
lo que se quiere. Ahora supongamos que z € at® UB. Siz € at4, arz y asi a <A+B X. Si
x € B, por definicién, a <44 p x. En ambos casos, = € at415.

Los incisos (iii) y (iv) son analogos a los incisos anteriores.

4|

El resultado anterior nos dice que los segmentos iniciales y finales se heredan o simplemente
se completan. Esto mismo sucede con los conjuntos IS (T") y FS (7'), como se muestra en el
siguiente corolario.

Corolario 3.16 Sean (A,r) y (B,s) ordenes parciales con A y B conjuntos disjuntos. Sean
CCA DCByTCAUB talesque C# 2, D# 3, TNA#Z yTNB# . Entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) 18405 (C) =184 (O). (iv) FSaup (D) = FSp (D).
(ii) 1Saup (D) = AUTSE (D). (v) FSaup (C) = FS4 (C) U B.
(iii) ISauB (T) =ISaun (T N B) (Vi) FSaun (T) =FSauB (T N A)
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Demostracién. Para el inciso (i), supongamos que x € IS4p (C), asi que existe y € C' tal
que * <g4p y. Como C C A, xry o x = y. Por lo tanto, z € IS4 (C). Supongamos que
z € IS4 (C), de modo que existe y € C tal que zry o z = y. Por definicién = <445 v.
Entonces x € ISaup (C). Por lo tanto, ISaup (C) = 1S4 (C).

Para el inciso (ii), supongamos que = € IS4 p (D), entonces existe y € D tal que x <41 p y.
Comoye B,xr€Aoxsyox=y.Sixsyox=y,x €ISp (D). Asi que en todos los casos
xr € AUISp (D). Supongamos que x € AUISp (D). Si z € ISg (D), existe y € D tal que x sy
o x =y. En ambos casos, * <ay1p ¥y. Si x € A, tomemos cualquier y € D, entonces £ <. p y.
De modo que z € IS4 (D). Por lo tanto, ISaup (D) = AUISE (D).

Para el inciso (iii), como TN B C T C ISaup(T), ISaus (T'NB) C ISaup (T). Por
el inciso anterior, A C ISqup (TN B), asi que TN A C ISyup (TN B). Y como TN B C
ISaup (TN B), T C ISaup (T'N B). Entonces ISaup (T) C ISaup (T'N B). Por lo tanto,
ISauB (T) =1ISauB (TﬂB).

Los incisos (iv), (v) y (vi) son anélogos a los anteriores.
_|

Teorema 3.17 Sean (A,<4) y (B,<p) drdenes lineales no vacios, con A y B disjuntos.
Entonces, la cofinalidad de AU B es igual a la cofinalidad de B, y la coinicialidad de AU B
es igual a la coinicialidad de A.

Demostracién. Sea W C B cofinal en B e isomorfo a cf (B). Demostremos que W es
cofinal en A U B. Por el corolario anterior, IS4up (W) = AUISp (W). Como W es cofinal
en B, ISp (W) = B. Asi, ISaup (W) = AU B, es decir, W es cofinal en A U B. Entonces
cf (AU B) = cf (W). Por lo tanto, cf (AU B) = cf (B).

De manera simétrica se demuestra que coin (A U B) = coin (A).
_|

La suma de érdenes preserva la coinicialidad de A y la cofinalidad de B. Pareciera que la
informacién de la cofinalidad de A y la coinicialidad de B se perdiera, pero no es asi. Para
ver esto analicemos céomo son las cortaduras en A U B.

Corolario 3.18 Sean (A, <4) y (B,<p) ordenes lineales no vacios, con A y B disjuntos.
Para toda cortadura de A y toda cortadura de B existe una cortadura del mismo tipo en
<A U B, <A+B> .

Demostracién. Sea (C, D) una cortadura de A de tipo (o, 5*). Demostremos que (C, D U B)
es una cortadura de A U B de tipo («, *). Notemos que C C AUB, DUB 2 AU B,
CUDUB=AUBYyC <aip DUB. Por el teorema anterior, coin (D U B) = coin (D) = (.
Sabemos que cf (C) = a, entonces (C, D U B) es una cortadura de A U B de tipo {(a, 8*).

Sea (E, F) una cortadura de B de tipo (v,0*). De manera simétrica se demuestra que
(AUE, F) es una cortadura de AU B de tipo (7, ).
_|
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La demostracién de este corolario nos dice que cada cortadura de A y de B se puede
extender a una cortadura de AU B. De hecho casi todas las cortaduras de A U B vienen de
una cortadura de A o de B, solamente una cortadura no es de este tipo. Esta cortadura es la
formada por Ay B, es decir, (A, B).

Corolario 3.19 Sean (A, <4) y (B,<pg) drdenes lineales no vacios, con A y B disjuntos.
Toda cortadura de AU B es de tipo {cf (A),coin (B)*) o del mismo tipo que una cortadura de
A o de B.

Demostracién. Sea (C, D) una cortadura de AU B de tipo («, 5*). Analicemos el conjunto
C. Supongamos que C' & A, demostremos que (C, DN A) es un cortadura de A de tipo
(o, B*). Como (C, D) es una cortadura de AUB, CUD = AU B. Como A y B son disjuntos,
CU(DNA)=A. Ademés, C <4 DNA, C# @y DNA# . Entonces (C, DN A) es una
cortadura de A. Por el teorema 3.17, coin (D N A) = coin ((D N A) U B) = coin (D). De modo
que (C, DN A) es de tipo (a, ).

Supongamos que C' = A, entonces D = B. Por lo tanto, (C, D) es una cortadura de tipo
{cf (A), coin (B)™).

Supongamos que A ; C', veamos que (C'N B, D) es una cortadura de B de tipo («, 5*).
Como (C, D) es cortadura de AU B y Ay B son disjuntos, (C' N B) U D = B. Ademais,
CNB<pD,CNB#@yD+#@. Asi que (C N B, D) es una cortadura de B. Por el teorema
317, cf (CNB)=cf(AU(CNB))=ct(C). Por lo tanto, (C'N B, D) es de tipo («a, 5*).

_|

La demostracion del corolario nos dice que toda cortadura de A U B es una extension de
una cortadura de A o de B, o es la cortadura (A, B). Adema&s, podemos deducir el resultado
que buscamos: la cofinalidad de A y la coinicialidad de B no se pierden, pues siempre podre-
mos encontrar una cortadura de tipo (cf (A),coin (B)*). Resumamos estos resultados en los
siguientes dos teoremas.

Teorema 3.20 Sean (A, <a) y (B, <p) ordenes lineales no vacios, con A y B disjuntos. Sean
(C, D) una cortadura de A y (E, F) una cortadura de B. Entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones.

(i) El par (C,D U B) es una cortadura de AU B del mismo tipo que (C, D).
(i) El par (A, B) es una cortadura de AU B de tipo (cf (A),coin (B)").
(iii) El par (AU E,F) es una cortadura de AU B del mismo tipo que (E, F).

Teorema 3.21 Sean (A, <a) y (B, <p) drdenes lineales no vacios, con A y B disjuntos. Sea
(C, D) una cortadura de AU B. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) 8iC G A, (C,DNA) es una cortadura de A del mismo tipo que (C, D).

(ii) Si C = A, entonces D = B y (C, D) es una cortadura de tipo {cf (A),coin (B)").
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(iii) i AS C, (CNB,D) es una cortadura de B del mismo tipo que (C, D).

Veamos cémo es el entorno de los elementos de A U B.

Corolario 3.22 Sean (A,<4) y (B,<p) drdenes lineales no vacios, con A y B disjuntos.
Sea x € AU B, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) Stz € A y tiene entorno (o, 3*) en A con B # 0, entonces x tiene entorno (o, 3*) en

AU B.
(i) Siz € A y tiene entorno (o, 0) en A, entonces z tiene entorno {«,coin (B)*) en AU B.
(iii) Si x € B y tiene entorno (0, %) en B, entonces x tiene entorno (cf (A),5*).

(iv) Siz € B y tiene entorno («, 5*) en B con a # 0, entonces x tiene entorno {(a, 5*).

Es decir, el entorno se preserva excepto en el extremo derecho de A y el extremo izquierdo
de B.

Demostracion.

(i) Supongamos que x € A y tiene entorno («,5*) en A con f # 0. Como [ # 0,
14 # @. Por el corolario 3.15 y el teorema 3.17, tenemos que cf (aziA“'B) =cf ($¢A) y
coin (:CTAJFB) = coin (a?TA), por lo tanto, x tiene entorno (o, 3*) en AU B.

(ii) Supongamos que x € A y tiene entorno {«,0) en A. Entonces, por el corolario 3.15,
x14+B = @ U B = B. Por lo tanto, 2 tiene entorno (a, coin (B)*) en AU B.

(iii) Supongamos que z € B y tiene entorno (0,5*) en B. Por el corolario 3.15, z]AtB =
AU @ = A. Entonces z tiene entorno (cf (A4),3*) en AU B.

(iv) Supongamos que = € B y tiene entorno («a,5*) en B con a # 0. Como o # 0,
zlB # @. Por el corolario 3.15 y el teorema 3.17, tenemos que cf (a:LAJFB ) = cf (miB ) y
coin (;UTAJFB) = coin (:ETB), por lo tanto, x tiene entorno (o, 3*) en AU B.

_|

Si ambos érdenes lineales no tienen extremos, el entorno de todo elemento de A y de B
se conserva en la suma. Estos resultados los usaremos para demostrar que la suma de dos
6rdenes 7, es un orden 7.

Teorema 3.23 Sean (A, <a) y (B, <p) drdenes 1o, con A y B disjuntos. Entonces el orden
(AU B, <A+B) es un orden 1y.
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Demostracion. Usaremos el teorema 2.66 que caracteriza a los érdenes 7, para demostrar
que el orden (A U B, <4p) es un orden 7,. Demostremos primero que todo elemento de AUB
tiene entorno <w5,wg> con € y £ > a. Por el teorema 2.66, sabemos que (A, <4) y (B, <p)
no tiene extremos. Por el corolario anterior, el entorno de todos los elementos de A y de B se
conserva en AU B. Por el teorema 2.66, todo elemento de A y de B tiene entorno <w6, w2‘> con

ey & > ay, como este entorno se conserva en AU B, obtenemos lo que queriamos demostrar.

Ahora demostremos que todo hueco de A U B tiene entorno <we,w§> con € 0 & > a.

Notemos que (A, B) es un hueco de AU B de entorno {(cf (A), coin (B)*). Por el teorema 2.66
cf (A) > wq y coin (B) > w,, por lo que se cumple lo que queremos. Por el teorema 3.21,
cualquier otro hueco de A U B tendra el mismo entorno que un hueco de A o de B. Y por el

teorema 2.66, su entorno serd <w5,w§> con € o £ > «, que es lo que queriamos demostrar.

Por tltimo, notemos que coin (A) > wq v cf (B) > w, por el teorema 2.66, y por el corolario
2.53, coin (AU B) y cf (AU B) > w,. Esto tltimo es el tercer inciso de la caracterizacién de
los 6rdenes 7. Por lo tanto, (AU B, <44p) es un orden 174.

_|

3.1.2 La suma y su relacién con otras propiedades de los 6rdenes

Analicemos como se comporta la suma de érdenes y la operacién de invertir el orden.

Teorema 3.24 Sean p y 7 dos tipos de orden. Entonces (u+ 7)* =7 + p*.

Demostracién. Sean (A,r) y (B, s) 6rdenes de tipo p y T respectivamente, tales que Ay B
son disjuntos. Demostremos que (AU B,r + s)* es isomorfo a <B UA,s™ 1+ r*1>, mas aun,
son iguales.

Notemos que AU B = B U A. Supongamos que {(a,b) € (r +s)~!, asf que (b,a) € r +s.
Veamos casos, si (b, a) € r, entonces (a,b) € r—!y, por lo tanto, (a,b) € s~ 4+r~1. Si (b, a) € s,
{a,b) € s7tyasi (a,b) €es7t+r L. Ysibe Ayae B, tenemos que {a,b) € s™! +r 1. Por
lo tanto, (r +s) ' Cs~ !4+ r L.

Supongamos que {a,b) € s~ +r 7. Si (a,b) € s7', (b,a) € 5. De modo que (b,a) € r+s.
Si (a,b) € %, (b,a) €Eryasi (ha) Er+s.Ysia€ Bybc A, entonces (b,a) €r +s. En
todos los casos, (b,a) € r + s, asi que (a,b) € (r +s)~ L. Por lo tanto, (r +s) ' =s !4+ r 1

De esta forma, (AU B,r+s)" = (BUA,s™' +r ). Como (A,r)" y (B,s)" son repre-
sentantes de los tipos de orden u* y 7* respectivamente, <B UA,s™ 1+ r*1> es representante
del tipo de orden 7* + u*. Por lo tanto, (u + 7)* = 7 + u*.

_|

Con este teorema podemos demostrar facilmente que los enteros son un orden simétrico.
Pero primero tenemos que demostrar que el tipo de orden de los ntimeros enteros, (, es igual
al tipo de orden de w* +w. En la seccién 1.2.2, habiamos mencionado esta igualdad sin haber
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introducido las operaciones de suma y del orden invertido por lo que habia quedado pendiente
la justificacién. En el siguiente teorema se formaliza dicha igualdad.

Teorema 3.25 El tipo de orden de los enteros  es igual al tipo de orden w* + w.

Demostracién. Sean (A, <)y (B, <pg) representantes de los tipos de orden w* y w respec-
tivamente, tales que A y B son conjuntos disjuntos. Demostremos que (AU B, <44p5) es de
tipo ¢ usando la caracterizacién de los niimeros enteros del teorema 1.41.

Por el teorema 3.11, (AU B, <44p) es un orden lineal. Como A y B son no vacios, AUB es
no vacio. Como cf (AU B) = cf (B) = w, AUB no tiene extremo derecho. Como coin (AU B) =
coin (A) = w, no tiene extremo izquierdo.

Sea C € AU B no vacio. Supongamos que estd acotado inferiormente. Si C N A = &,
entonces C' C B, y como B es un buen orden, C tiene minimo. Si C N A # &, entonces
C N A tiene minimo, pues estd acotado inferiormente, y por la demostracién del teorema 3.12,
coincide con el minimo de C en AU B. Ahora supongamos que C esté acotado superiormente.
Si C N B = @, tenemos que C C A y tiene maximo, pues A es un buen orden invertido. Si
CNB # @, entonces C'N B tiene maximo, pues C'N B esta acotado superiormente, y coincide
con el maximo de C' en AU B.

Por lo tanto, (AU B, <44p) es un orden lineal no vacio sin extremos tal que todo subcon-
junto no vacio acotado superiormente tiene méximo y todo subconjunto no vacio inferiormente
acotado tiene minimo. Entonces, (AU B, <44+p) es de tipo de orden (. Asi, ( = w* + w.
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Ejemplo 3.26 Por el teorema 3.25, { = w* +w. Aplicando la operacién de invertir el orden
en ambos lados de la igualdad, (* = (w* +w)*. Por el teorema 3.24, (w* +w)* = w* + (w*)*.
Pero por la proposicién 2.9, (w*)* = w. Resumiendo, (* = w* + w = (. Por lo tanto, w* + w
es un tipo de orden simétrico.

Por otro lado, veamos que existen 6rdenes 7, que no son simétricos.

Ejemplo 3.27 Consideremos los tipos de orden A y n, ambos son 6rdenes 7. Notemos que
A+n)*=n*+ X" =n+ A Pero A+ 1y n+ A no son iguales, pues A + 7 tiene segmentos
iniciales que son completos. Mientras que en 1+ A ningtin segmento inicial es completo. Por
lo tanto, el orden A + 1 es un orden 79 no simétrico.

Notemos que A y 7 son simétricos, mientras que A+ no lo es. Entonces la suma de 6rdenes
no preserva a los 6rdenes simétricos.

Veamos que tampoco se preserva la densidad en la suma de érdenes.
Ejemplo 3.28 Veamos que la suma de los intervalos A = [0,1] y B = [2,3] de R no es un

orden denso. Por el orden que hereda de R, los intervalos [0, 1] y [2, 3] son densos. El orden
(AU B, <) no es denso, pues entre 1 y 2 no existe x tal que 1 <a4p x <aip 2.
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En el ejemplo anterior, los 6rdenes ademéas de ser densos, son separables. Como todo
orden separable es denso, el ejemplo anterior no es separable. Por lo tanto, ser separable no
se preserva en la suma de érdenes.

La propiedad de ser completo tampoco se preserva en la suma de érdenes.

Ejemplo 3.29 Los intervalos A = (0,1) y B = (1,2) de R, por el orden que heredan de R
son completos. Veamos que A no tiene supremo en AU B. Como A no tiene extremo derecho,
el supremo no puede ser elemento de A. Sea x € B, como B no tiene extremo izquierdo,
existe y <p x. Como y € B, para cualquier a € A se cumple que a <a4+p y. Es decir, y
es una cota superior de A menor que z. Entonces, = no puede ser el supremo de A. Por lo
tanto, A U B no es completo.

En el ejemplo anterior usamos dos érdenes lineales continuos, pero (A, B) es una cortadura
de tipo (w,wx), por lo que AU B no es continuo. Asi, ser continuo tampoco se preserva en la
suma.

3.1.3 Suma en buenos érdenes

Al igual que para los nimeros naturales, se pueden definir operaciones para los nimeros
ordinales. La suma de ordinales se define mediante el teorema de recursion de forma distinta
a la suma de drdenes, como se muestra a continuacién.

Definicion 3.30 Para cada ordinal o definamos con el teorema de recursion ordinal el
funcional « + () como

a+(0) =a,
a+(s(B)=s(a+(B).y
at+ () =Ja+ )

o€y

donde (8 es un ordinal y v un ordinal limite. Definimos la suma de ordinales como a+ (8 =

a+(8).

Aunque la definicién no tenga nada que ver con el orden, la suma de ordinales coincide con
la suma de tipos de orden. Para distinguir la notacién usaremos +,,.q para referirnos a la suma
de ordinales, después de demostrar que coinciden no se hara distincion. La suma coincide, pues
si se suma un representante del tipo de orden o con un representante del tipo de orden de
un buen orden de tipo 3, el resultado serd un buen orden de tipo & +,,-4 8. Recordemos que
la suma de 6rdenes sélo estd definida para dos érdenes disjuntos y los ordinales suelen no
ser disjuntos. Para la demostracién del teorema, usaremos como representantes a a x {0} y
B x {1}. Esta técnica asegura que sean disjuntos y que sea féacil de copiar el orden.

Teorema 3.31 La suma de ordinales coincide con la suma de tipos de orden en los buenos
ordenes.
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Demostracion. Procedamos por induccion. Sea « un ordinal. Por definicién de suma ordinal
@ +orqg 0 = a. Por la proposicién 3.9, a + 0 = «a. Por lo tanto, & +,,¢4 0 = a + 0.

Supongamos que « +,-¢ 8 = a + . Sea (a x {0}, <), donde <, estd definido como
(x,0) <q (y,0) siy sélosix € y; asi que (a x {0}, <,) es un representante del tipo de orden
a. Sea (B x {1},<g), donde <z se define como (z,1) <g (y,1) si y sélo si & € y; entonces
(B x {1}, <g) es un representante del tipo de orden 5. Y sea <s (8) x {1}, <S(5)>, donde <
estd definido como (z,1) <) (y,1) siy sélo si z € y; de modo que (s () x {1}, <)) es un
representante del tipo de orden s (/).

Como a+prq f =+, ((ax {0}) U (B8 x {1}), <atp) es isomorfo a a +4-q 5. Sea f dicho
isomorfismo. Demostremos que ((c x {0}) U (s (8) x {1}, <q45(3)) s isomorfo a o +opq 8 (5)
que, por definicién, es igual a s(a +oq 3). Sea g = f U ((8,1),a +orq ). Como f es un
isomorfismo, basta demostrar que si (z,n) <,143) (8, 1), entonces g({z,n)) € g((5,1)). Pero
si (7,n) <aqs(8) (B51), (x,n) € Dom (f). Entonces g((z,n)) = f({z,n)) € & +orq B, que es
lo que queriamos demostrar. Notemos que g es sobre s (a +4-4 5), y por la proposicién 1.28,
g es un isomorfismo. Por lo tanto, dado que el tipo de orden de un buen orden es tnico,

a+ords(ﬂ) :OZ—FS(ﬁ).

Sea v un ordinal limite. Supongamos que para todo § € v se cumple que a+,-¢0 = a+ 9.
Demostremos que a+4-47 = a+y. Tomemos a (« x {0}, <,) como representante del tipo de
orden v y (y x {1}, <) como representante del tipo de orden 7. Para cada ¢ € v, tomemos
(0 x {1}, <s) como representante del tipo de orden 4. Los érdenes <,, <,y <s se definen de
manera analoga al caso anterior.

Por suposicién, ((a x {0}) U (6 x {1}, <q+s) es isomorfo a o 4.4 6. Por el teorema 1.33,
el isomorfismo es Unico, de modo que para cada § sea f5 dicho isomorfismo. Notemos que si 3,
0 € vy, entonces fgy fs son compatibles, pues M¢ es un ordinal y por el mismo teorema 1.33,
los isomorfismos tienen que coincidir. Més aun, si 3 € 9, se tiene que fg ; fs-Seag=J sey fs.
Como vimos, cada f5 es compatible, por lo que g es funcién. El domino de g es la unién de
los dominios de cada fs, por lo tanto

Dom (g) = | Dom (f5) = [ J(a x {0}) U (8 x {1}) = (a x {0}) U (y x {1}).

Sery dey

La imagen de g es la unién de las imagenes de cada fs, asi que

Im(g) = U atorg 0 = Q Ford V-
dey

Por lo tanto, g : (a x {0}) U (y x {1}) = a 4orqa 7 y es sobre.

Veamos que g es un isomorfismo. Por la proposicién 1.28, basta demostrar que preserva
el orden. Sean (x,m) <oy (y,n). Existe § tal que (xz,m), (y,n) € Dom (f5). Asi, g({(z,m)) =
fs{x,m)) € fs((y,n)) = g({y,n)). Entonces, g es un isomorfismo. Por lo tanto, dado que el
tipo de orden de un buen orden es Unico, o +4.q ¥ = a + 7.

_|
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Al coincidir la suma de ordinales con la suma de tipos de orden, podemos concluir que la
suma de ordinales es asociativa, por el teorema 3.8, y ademaés que el neutro aditivo es el 0,
por la proposicién 3.9.

Corolario 3.32 Sean «, 8 y v ordinales. Entonces a+ (8 + ) = (o + ) + . Es decir, la
suma de ordinales es asociativa.

Corolario 3.33 Sea a un ordinal, entonces a« +0 =0+ a = 0.

Al igual que en los nimeros naturales, s (o) = o+ 1. Esta igualdad se da por la definicién
de suma ordinal, pues a+1 = a+s(0) = s (a 4 0). Por el corolario anterior, s (o + 0) = s ().
Por lo tanto, s () = a+ 1.

Proposicién 3.34 Sea a un ordinal. Entonces se puede escribir el tipo de orden de s(«)
como la suma de tipos de orden o + 1.

La cofinalidad de la suma de ordinales depende del segundo sumando, por el corolario
2.53.

Corolario 3.35 Sean a y 8 ordinales. Si 8 # 0, entonces cf (a + ) = cf (B).

La suma de buenos érdenes tiene propiedades muy interesantes que no se cumplen en
general. Empecemos con una mejora al corolario 3.14 que nos dara una desigualdad estricta.

Proposiciéon 3.36 Si 5 # 0, entonces a < a+ 5.

Demostraciéon. Por induccién sobre . Supongamos que o < a + [, demostremos que
a < a+s(f). Por definicién de suma ordinal, a+s (8) = s (a + ). Entonces, a+ < s (a + f3).
Por transitividad, @ < a + s (). Por dltimo, supongamos que  es un ordinal limite y que
para toda 0 € 3, a < a+ 0. Por la definicién de suma, o + 3 = UEGb’ a + 0. Por definicién de
unién, o € U(;Eﬂa + 4. Por lo tanto, o < a + .

_|

Esta propiedad no se cumple en general, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.37 Veamos que n+ 71 =1n. Sean (A, <4) y (B, <p) dos representantes del tipo
de orden 7 tales que A y B sean conjuntos disjuntos. Por el teorema 3.17, AU B es sin
extremos. Como A y B son conjuntos numerables, AU B es numerable. Sélo falta demostrar
que AUB es denso. Sean x <44+p ¥y, entonces x <4 y, y <p x, 0 bien, x € Ay y € B. En los
dos primeros casos, como A y B son densos, existe z € AU B tal que  <a1p 2 <A+ ¥y. Si
x € Ay y € B, como A no tiene extremos, existe z € A tal que z <4 z. Asi que, z <a4+p 2.
Por otro lado, z € Ay b € B. De modo que z <44 p b. Por lo tanto, AU B es denso. Por el
teorema 1.45, (AU B, <44+p) es de tipo n. Asi, n+n =ny, por lo tanto, no se cumple que

n<mn-+mn.

Veamos que la suma ordinal preserva el orden por la izquierda.
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Proposicion 3.38 Sean o, 8 y v ordinales. Si o < 7y, entonces 5+ a < B+ 7.

Demostraciéon. Por induccion ordinal sobre . Si v = 0, la afirmacién se cumple por vacui-
dad.

Supongamos que es cierto para 7 y demostremos que se cumple para s(v). Sean a y
ordinales, supongamos que « < s (7). Entonces @ = 7y 0 o < . En el primer caso, f+a = S+
yasuvez f+v<s(8+7v)=p+s(y). Porlo tanto, 8+ a < S+ s (7). En el segundo caso,
a < 7y, por hipétesis de induccién, f+a < 4. Como f+v < f+s(v), B+a < B+s(7).
Por lo tanto, se cumple la afirmacién para s (7).

Ahora supongamos que 7 es un ordinal limite. Sea a un ordinal, tal que o < y. Sea [ un
ordinal, entonces 3 +s(a) C Use, B+ 9. Por lo tanto, B+ a < S+s(a) < B +17.

Por induccién ordinal, tenemos que la afirmacién es cierta.

Los buenos érdenes permiten la cancelacion de la suma por la izquierda.

Proposicién 3.39 Sean «, 8 y v ordinales. Si 5+ a = 8+, entonces o = .

Demostracién. La hacemos por contrapuesta. Sean «, S y v ordinales tales que a # 7.
Entonces o < v 0 v < «a. Usando la proposicién anterior, obtenemos que 4+ a < 8+~ o
B+ < B+ a. Porlo tanto, B+ a # 3+ 7.

_|

Esta propiedad no se cumple para érdenes en general.

Ejemplo 3.40 Veamos que A + (1 + A\) = A. Escojamos como representantes del tipo
de orden A a R~ y RT y como representante del tipo de orden 1 al {Og}. De modo que
(RTU{0r} URT, < y14:2) es exactamente el orden (R, <g). Por lo tanto, A + (1 + ) = \.
Asi se cumple que A+ (1 + X) = A+ 0, pero (1 + \) # 0.

Se puede también demostrar la cancelacién de la suma por la izquierda con desigualdades.

Proposicion 3.41 Sean o, B y v ordinales. Si B+ a < B+ 7, entonces a < 7.

Demostracién. Por induccién ordinal sobre . Siy = 0, la hipétesis se convierte en S+a <
y esto siempre es falso, ya que si &« = 0 se tendria que 8 < By sia #0, < 8+ «. Por lo
tanto, si v = 0, la afirmacion se cumple.

Supongamos que es cierto para 7 y demostremos que se cumple para s (7). Sean a y
ordinales tales que 3+ a < 8+ s (7). Por definicién de suma, 8 +s(v) = s (8 + ). Entonces,
B+a<pB+7v.51+a=pp+", por la cancelacién de la suma por la izquierda, o = . Asi
que a < s (7). Si B+a < S+, por la hipétesis de induccién, a < «y y, por lo tanto, o < s (7).
Entonces, la afirmacién se cumple para s (7).

Por dltimo, supongamos que v es un ordinal limite y que para todo d € v se cumple la
afirmacion. Sean « y f ordinales tales que 8+ a < 8 + «. Por la definiciéon de suma y de
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union, existe un § € v tal que 4+ o < 8+ 6. Aplicado la hipétesis de induccién, obtenemos

que o < ¢. Entonces o < 7.
_|

3.2 Producto de érdenes

Hemos definido la operacién suma en los tipos de orden, la siguiente operacién clasica para
definir es el producto.

Definicion 3.42 Sean A y B conjuntos, r una relacién sobre A y s una relacién sobre B.
Definimos la relacién producto r - s sobre A x B, como

<<a1,b1) , <a2,b2>) €r-ssiy sélosi <b1,bg> eEsV (bl =by A <a1,a2> S r).

A diferencia de la suma, el producto de relaciones no requiere que A y B sean disjuntos.

Veamos qué propiedades preserva la relacion producto.

Teorema 3.43 Sean A y B conjuntos, r una relacion sobre A y s una relacion sobre B. La
relacion r - s cumple lo siguiente.

(i) Sir es reflexiva sobre A o s es reflexiva sobre B, r - s es reflexiva sobre A x B.

(ii) Sir es antirreflexiva sobre A y s es antirreflexiva sobre B, r - s es antirreflexiva sobre
A X B.

(i) Sir ys son simétricas, r - s es simélrica.

(iv) Sir ys son transitivas, r - s es transitiva.

Demostracion.

(i) Sea (a,b) € A x B. Supongamos que r es reflexiva sobre A, entonces (a,a) € r. Como
b=0by (a,a) € r, ({(a,b),{(a,b)) € r-s. Ahora supongamos que s es reflexiva sobre B,
asi que (b, b) € s y directamente ((a,b), (a,b)) € r-s. En ambos casos demostramos que
r - s es reflexiva sobre A x B.

(ii) Sea (a,b) € A x B. Como s es antirreflexiva en B, (b,b) ¢ s. Como r es antirreflexiva
en A, {(a,a) ¢ r. Por lo tanto, ((a,b), (a,b)) ¢ r - s.

(iii) Supongamos que ({a1,b1), (az,b2)) € r-s. Si (b1,bs) € s, entonces (be,by) € s, pues s
es simétrica. Por lo tanto, ((ag,b2),(a1,b1)) € r-s. Ahora, si by = by y (a1,a2) € r,
tenemos que (az2,a1) € r, pues r es simétrica. Por lo tanto, ({ag,bs), (a1,b1)) € r - s.
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(iv) Supongamos que ({(a1,b1),{az,b2)) € r-sy ((az,b2),(as,b3)) € r-s. Supongamos
que (b1,be) € s, veamos los casos. Si (b, b3) € s, tenemos que (b1, b3) € s, pues s es
transitiva. Por lo tanto, ({a1,b1), (a3, b3)) € r-s. Si by = b3 y (a2,as) € r, entonces
(b1,b3) € s. Por lo tanto, ({a1,b1),(as,bs)) € r-s. Ahora supongamos que by = by y
(a1,a2) € r, veamos los casos. Si (ba,b3) € s, tenemos que (b1, b3) € s. Por lo tanto,
({(a1,b1),{as,b3)) € r-s. 81 by = b3y (ag,as) € r, entonces by = b3 y (aj,as) € r, pues
T es transitiva. Por lo tanto, ((a1,b1),{as,b3)) € r-s. Asi, r- s es transitiva.

_|

Notemos que la antisimetria se omitié en la lista anterior, pues no siempre es cierto que el
producto de dos relaciones antisimétricas resulte una relacion antisimétrica. Esto se muestra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.44 Sean A = {0,1}, r = {(0,0),(0,1),(1,1)}, B = {0} y s = {(0,0)}. No-
temos que r y s son antisimétricas. Entonces A x B = {(0,0),(1,0)}. Como (0,0) € s,
((0,0),(1,0)) € r-sy ((1,0),(0,0)) € r-s. Pero (0,0) # (0,1), por lo que r - s no es

antisimétrica.
Este hecho hace imposible que el producto de 6rdenes reflexivos sea cerrado, mas adelante
veremos como se puede dar la vuelta a este problema.
Corolario 3.45 Sean A y B conjuntos, r una relacion sobre A y s una relacion sobre B. Si
(A,r) y (B,s) son ordenes parciales, entonces (A x B,r -s) es un orden parcial.
Este corolario nos lleva a definir el producto de érdenes.

Definicién 3.46 Sean (A,r) y (B, s) 6rdenes parciales. Definimos el producto de 6rde-
nes como el orden parcial (A x B,r - s).

Definiciéon 3.47 Sean 7y u tipos de orden. Definimos el producto de tipos de orden,
denotada por 7 -, como el tipo de orden de (A x B,r - s), donde (A, r) tiene tipo de orden
Ty (B, s) tiene tipo de orden u.

FEn el caso de 6rdenes usaremos < 4.5 para denotar r - s cuando més convenga.

Veamos que estd bien definido el producto de tipos de orden.
Proposicién 3.48 Sean 7 y p tipos de orden. Sean (A,r) y (A',x’) drdenes de tipo 7; y
(B,s) y (B',s') drdenes de tipo . Entonces (A X B,r -s) es isomorfo a (A" x B',x' - §').

Demostraciéon. Sean f: A — A’y g: B — B’ isomorfismos. Definamos h : Ax B — A’ x B’
como h({a,b)) = (f(a),g(b)), h es el isomorfismo buscado.
_|

Demostremos que el producto de tipos de orden es asociativo.

Teorema 3.49 Sean u, v y 7 tipos de orden. Entonces (p-v)-7=p-(v-1).



60 Capitulo 3 Operaciones con 6rdenes

Demostracién. Sean (A,r), (B,s) y (C,p) representantes de los tipos de orden p, vy 7
respectivamente. Sea f : (A x B) x C' — A x (B x () definida como f({((a,b),c)) = (a, (b, c)).
Esta funcién es un isomorfismo entre ((A x B) x C,(r-s)-p)y (A x (BxC),r-(s-p)).

_|

Veamos cudl es el neutro del producto de tipos de orden.

Proposicién 3.50 El producto de tipos de orden tiene neutro, es decir, existe un tipo de
orden v tal que para todo tipo de orden T se cumple que T -V =v-T = T.

Demostracién. Sea U = {@} y u = &. Sea (A,r) un representante del tipo de orden 7.
Demostremos que (A x U,r-u) = (U x A,u-r) 2 (A,r).Sean f: A - AxUyg: A—-UxA
definidas como f(a) = (a,@) y g(a) = (9, a). Claramente f y g son biyectivas. Veamos que
son isomorfismos.

Supongamos que a r b. Entonces (a, @) <a.y (b,9) y f(a) <a.v f(b). Ahora supongamos
que f(a) <a.v f(b), entonces (a, @) <a.r (b, ). Como no se cumple que Fu @, arb. Por lo
tanto, f es un isomorfismo.

Supongamos que a r b, asi que (&, a) <p.a (,b). Entonces g(a) <g.4 g(b). Ahora supon-
gamos que g(a) <p.a g(b), de modo que (&, a) <y.a (F,b). Como no se cumple que & u &,
arb. Por lo tanto, g es un isomorfismo.

Observemos que el orden (U, u) es de tipo de orden 1.
_|

Cuando alguno de los 6rdenes es el vacio, el producto se anula, es decir, nos queda el orden
vacio.

Ejemplo 3.51 Sea (A,r) un orden parcial. Veamos que (A X &, <4.g) ¥ (& X A, <g.4) son
el orden 0. Por la definicién de producto cartesiano, A x & = @y @ x A = &. Por lo que,
<Ap= Dy <g.4= . Ambos érdenes son el orden (&, &), que es de tipo de orden 0.

Asi, el neutro del producto es el 1, mientras que 0 anula el producto.

Al igual que en la suma de 6rdenes, el producto no es conmutativo. Veamos a continuacién
un ejemplo.

Ejemplo 3.52 Consideremos los tipos de orden n y 2. Escojamos como representante del
tipo de orden n a (Q, <g) y como representante del tipo de orden 2 a (2, €). Veamos que
2 - no es denso, para esto fijémonos en los pares ordenados (0,0) y (1,0). Notemos que
0=0y 0 € 1, por lo tanto, (0,0) <2.9 (1,0). Si existiera un par (z,y) tal que (0,0) <2.g
(x,y) <20 (1,0), entonces y = 0y 0 € x € 1, pero esto 1ltimo no puede pasar. Por lo tanto,
2 -7 no es denso.

Ahora veamos que 7 - 2 si es denso. Sean (a1, b1), (az,b2) € Q x 2 tales que (a1, b1) <g-2
(ag,ba). Si by € bg, como Q no tiene extremo derecho, existe z € Q tal que a; <g z. Por
lo tanto, (a1, b1) <g2 (x,b1) <2 (a2,b2). Si by = by y a1 <g a2, como Q es denso, existe
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VARV \2”7 \VARVAR
n-2

Figura 3.4: Representaciones gréficas de los 6rdenes 2-ny n - 2.

z € Q tal que a1 <g x <@ az. Por lo tanto, (ai,b1) <g.2 (z,b1) <g2 (a2,b2). Asi n-2 es
denso, y entonces 2 -n # n - 2.

Por lo que el producto de tipos de orden no es conmutativo. En la figura 3.4 se muestran
las representaciones gréaficas de los érdenes 2 -1y 7 - 2.

Una forma de visualizar el producto de érdenes (A x B,r - s) es sustituir cada elemento
del orden B por una copia del orden A, un ejemplo de esto se muestra en la figura 3.4. Si los
6rdenes no son vacios, podremos encontrar una copia de cada uno de los érdenes originales
en el producto.

Teorema 3.53 Sean p y 7 dos tipos de ordenes. Si T # 0, entonces p S p-7 Yy u ST+ .

Demostracién. Sean (A,r) y (B, s) representantes de los tipos de orden p y 7 respectiva-
mente. Como (B,s) 2 (0,€), B# @.Seanby € B, f: A— AxByg:A— BxA, definidas
como f(a) = {a,by) y g(a) = (bp, a). Entonces, f y g son los encajes buscados.

Entonces p Sp-7y pu <7 p.
_|

El producto de 6rdenes preserva a los ordenes lineales, es decir, el producto de 6rdenes
lineales da como resultado un orden lineal. Esto se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3.54 Sean (A, <4) y (B,<p) drdenes lineales. Entonces, (A X B,<.p) es un or-
den lineal.

Demostracién. Por el corolario 3.45, (A x B, <4.p) es un orden parcial, basta demostrar
que es tricotémico. Sean (a1,b1), (a2,bs) € A x B. Supongamos que (a1,b1) £a.5 (az,b2) y
(a2,b2) £a.B (a1,b1), entonces se cumple que by £ be, y que by # by 0 a1 £ 4 ag; y también
que by £p b1,y ba # b1 0 az £4 a1. Como (B, <p) es un orden lineal y by £5 ba2 y by £5 b1,
by = be. De modo que, a1 €4 as y az £4 ay. Por lo tanto, a1 = ag. Asi, (a1,b1) = (ag,be),



62 Capitulo 3 Operaciones con 6rdenes

que es lo que se queria demostrar. Entonces, (A X B, <4.p) es un orden lineal.

El producto de 6rdenes también preserva a los buenos érdenes.

Teorema 3.55 Sean (A, <a) y (B, <p) buenos drdenes. Entonces (A x B, <a.p) es un buen
orden.

Demostracion. Sea C' C A x B no vacio. Definamos el conjunto C'g C B como

Cp={be B:3a€ A((a,b) € C)}.

Como C es no vacio, existe (x,y) € C. Entonces y € Cp vy, por lo tanto, Cp es no vacio.
Como (B, <p) es un buen orden, sea by el <p-minimo de Cg. Definamos el conjunto Cy C A
como

Ca={acA:{aby) €C}.

Como by € Cp, existe z € A tal que (z,by) € C. De modo que z € Cy y asi Cy4 es no vacio.
Como (A, <4) es un buen orden, sea ag el <4-minimo de Cy.

Veamos que (ag,bp) es el minimo de C. Sea (a,b) € C, asi que b € Cpg. Como by es el
<p-minimo de Cp, by <p b. Si by <p b, entonces (ag, bg) <a.p (a,b). Si by = b, tenemos que
a € Cy. Como ag es el <4-minimo de Cy, ag <4 a. Si ag <4 a, entonces (ag, by) <a.p (a,b).
Si ag = a, {(ap,by) = (a,b). En todos los casos (ag,by) <a.p (a,b). De modo que (ag, bo) es el
< 4.p-minimo de C. Por lo tanto, (A x B, <4.p) es un buen orden.

_|

3.2.1 Relacién con la cofinalidad y los 6rdenes 7,

Veamos como se comportan los segmentos iniciales y finales en el producto de érdenes.

Proposicién 3.56 Sean (A,r) y (B,s) drdenes parciales. Sea {a,b) € A x B. Entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) (a,b) 4P = (A x blB) U (al? x {b}).

(il) (a,b) 18 = (A x b1B) U (at? x {b}).
Demostracién. Para el inciso (i), sea (z,y) € A x B. Supongamos que (z,y) € (a,b) |45,
entonces (z,y) <a.p {(a,b). Tenemos dos casos y <p b, 0 y =by = <4 a. En el primer caso,
se tiene que y € blB. Como z € A, (z,y) € A x b]B. Para el segundo caso, z € al?. Como
y =b, (z,y) € al? x {b}. En ambos casos (z,y) € (A x blP) U (al? x {b}). Por lo tanto,
(a,b) 1B C (A x bB) U (al? x {b}).

Supongamos que (z,y) € (A X biB) U (aiA X {b}) Si (x,y) € Ax blB, entonces y € b7,
es decir, y <pg b. Por lo tanto, (z,9) <a.p (a,b). Si (z,y) € al? x {b}, tenemos que = € al? y
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y =b. Como z € al?, x <4 a. Por lo tanto, (x,y) <a.p (a,b). En ambos casos tenemos que
(z,y) € (a,b) 1*"P. De modo que (a,b) |1B = (A x bP) U (al? x {b}).

El inciso (ii) es dual al inciso (i).
4|

En el producto de 6rdenes, calcular los conjuntos IS (T) y FS (T') se vuelve mas complicado
que en la suma. No se puede llegar a un resultado como el del corolario 3.16 de la suma de
6rdenes, pero si se puede determinar la cofinalidad y la coinicialidad del producto de 6rdenes.

Teorema 3.57 Sean (A, <,) y (B,<p) drdenes lineales no vacios. Si cf (B) = 1, entonces
cf (A x B) = cf (A). De manera simétrica, si coin (B) = 1, entonces coin (A x B) = coin (A).

Demostracién. Supongamos que cf (B) = 1, entonces B tiene un extremo derecho, digamos
bo.

Sea W C A cofinal e isomorfo a cf (4). Como A es no vacio, W es no vacio. Sea wy € W.
Sea T = W x{bg}, veamos que T es cofinal en Ax B. Sea (z,y) € Ax B. Como by es el extremo
derecho de B, y <p by. Si y <p bo, (x,y) <a.B (wo, bo). Asi que (z,y) € ISa.5 (T). Si y = by,
como W es cofinal en A, existe w € W tal que z <4 w. De modo que (x,y) <a.p (w, by). Por
lo tanto, (z,y) € ISa.p (T'). Asi, Ax B CIS4.5(T), es decir, T es cofinal en A x B. Entonces,
cf (A x B) = cf (T). Por lo tanto, cf (A x B) = cf (A4).

De manera simétrica se demuestra para la coinicialidad.

_|

Teorema 3.58 Sean (A, <a) y (B,<p) ordenes lineales no vacios. Si cf (B) > w, entonces
cf (A x B) = cf (B). De manera simétrica, si coin (B) > w, entonces coin (A x B) = coin (B).

Demostracién. Supongamos que cf (B) > w. Sea S C B cofinal e isomorfo a cf (B). Como

A es no vacio, sea ay € A. Definamos T = {ap} x S, por lo tanto, T es isomorfo a Sy

T C A x B cuya cofinalidad es igual a la cofinalidad de B. Veamos que T es cofinal en

A x B. Sea (z,y) € Ax B. Como y € By S es cofinal en B, existe s; € S tal que y <p s;.

Como cf (B) > w, existe so € S tal que s1 <p so. Entonces (x,y) <a.p (ao,s2) y asi

(x,y) € ISa.p (T). Por lo tanto, T es cofinal en A x B, de modo que cf (A x B) = cf (T).
Entonces, cf (A x B) = cf (B).

De manera simétrica se demuestra para la coinicialidad.

Veamos que el producto de 6rdenes preserva a los érdenes 7.
Teorema 3.59 Sean (A, <a) y (B, <p) drdenes no. Entonces el orden (A x B,<A.p) es un

orden 1.

Demostracién. Veamos que (A X B,<4.p) cumple la caracterizacién de los érdenes 74.

Sea (a,b) € A x B, demostremos que (a,b) tiene entorno <we,wg> con € y £ > a. Por la
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proposicién 3.56, (a,b) |4 = (4 x b]B) U (al? x {b}), de modo que la cf ((a,b) }4B) =
cf (al). Como (A4, <) es un orden 7q, cf (al?) = we > wa. Por otro lado, (a,b) 145 =
(A X bTB) U (aTA X {b}), entonces coin (<a, b) TA'B) = coin (aTA). Como (A, <4) es un orden

Na, COIN (aTA) = W¢ > Wq. Por lo tanto, el entorno de (a, b) es <w€,wg> coneyé > a.

Sea (C, D) un hueco de A X B con entorno <w5,w§>. Veamos que € 0 £ > «. Definamos

los conjuntos C'p, Dp C B como sigue:

Cp={beB:3ac A((a,b) € C)}, ¥
Dp={be B:3a€ A((a,b) € D)}.

Tenemos dos casos, Cp N Dp es no vacio o es vacio. Si Cp N D # @&, como C <a.p D,
tenemos que en la interseccién sélo hay un elemento, digamos bg. Definamos los conjuntos F,
F C A como sigue:

E={a€A:{(aby) €C},y
F={a€ A:{a,by) € D}.

Veamos que E x {bp} es un segmento final de C'y F' x {bg} es un segmento inicial de D. Por
definicién de E, E x {bp} C C. Sean (z,y), (w,z) € C. Supongamos que (z,y) <a.B (w,z) y
(x,y) € E x {bp}, entonces y = by. Como by € Dp, z < by, ya que C <4.5 D. De modo que
z=bypyw € E. Por lo tanto, (w,z) € E x {by}, es decir, E x {by} es un segmento final de
C'. Asi que cf (E) = cf (C) = we. De manera simétrica, F' x {by} es un segmento inicial de D
y por lo tanto, coin (F') = coin (D) = wg.

Como C <a.p D, E x {bp} <ap F x {bp} y entonces E <4 F. Ademas, si a € A,
(a,bp) € Ax By, como Ax B=CUD, (a,by) € C o (a,bp) € D. De modo que a € E o
a € F, es decir, A = E'UF. Por lo tanto, (E, F') es un hueco de A con entorno <w5,w§>.
Como (A, <4) es un orden 74, € 0 £ > «a, que es lo que querfamos demostrar.

En el segundo caso, CgNDp = @. Entonces C = AxCpy D = AxDp, pues AxB = CUD.
Como C <u.5 D,Cp <p Dp. Como Ax B=CUD, B=CgUDg. Por lo tanto, (Cp, Dp) es
una cortadura de B. Analicemos la cofinalidad de Cp y la coinicialidad de Dp. Si cf (Cp) = 1,
tenemos que cf (C) = cf (A x Cp) = cf (A), por el teorema 3.57. Si coin (Dp) = 1, entonces
coin (D) = coin (A x Dp) = coin (A). Como (A, <4) es un orden 7, cf (A) y coin (A) es
mayor o igual que w,. Resumiendo, si c¢f (Cp) = 1 o coin(Dp) = 1, € 0 £ > «, es decir,
obtenemos el resultado.

Supongamos que cf (Cp) > wy coin (Dp) > w, por el teorema 3.58, tenemos que cf (Cp) =
cf (Ax Cp) = cf (C) = we y coin(Dp) = coin (A x Dp) = coin (D) = we. De modo que,

(Cp, Dp) es un hueco de B con entorno <w€,wg>. Como (B, <p) es un orden 7, € 0 £ > a.

Por lo tanto, todo hueco de A x B tiene entorno <w€, w§>, coneo& > a.

Por ultimo, cf (A x B) = cf (B) > wq y coin (A x B) = coin (B) > w,, pues (B, <p) es
un orden 7.
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Por el teorema 2.66, (A X B, <4.p) es un orden 74.

3.2.2 Relacién con el orden invertido, la suma y otras propiedades

Veamos cémo se relacionan el producto de 6rdenes y el orden invertido.

* *

Teorema 3.60 Sean p y 7 tipos de orden. Entonces (u-71)* = p* - 7*.

Demostracién. Sean (A,r) y (B,s) érdenes de tipo pu y 7 respectivamente. Demostremos
que (r-s)" ' =r"1.s7t Sean (aj,b1), {az,bs) € A x B. Procedamos por equivalencias:

(a1, b1) (r-8)" ! (ag,by) siy sélosi {ag,bs) r-s {ay,by)
siy sélosibysby V(ba=byNaxray)
siysélosiby s tbyV (b =byAarr ! as)
siysélosi (a1,b1)r ' -s7" (ag,bs).

Por lo tanto, (r-s) ' =r"1.s7!

Entonces, (A x B,r-s)* = (Ax B,r~*-s7!). Como (A,r) y (B,s) son representantes
de los tipos de orden p y 7 respectivamente, <A, r_1> es un representante del tipo de orden
wry <B, s_1> es un representante del tipo de orden 7*. Entonces, <A x B,r7t. s_1> es un
representante del tipo de orden p* - 7*. Por lo tanto, (u-7)* = p* - 7.

_|

El orden invertido de un producto no intercambia los érdenes de lugar como sucede en la
suma, por lo que se preservaran los 6rdenes simétricos.

Proposicion 3.61 Sean u y 7 tipos de orden simétricos. Entonces p -1 es simétrico.

Demostraciéon. Sean u y 7 tipos de orden simétricos, es decir, u* = py 7 = 7. Por el
teorema 3.60, (u-7)* = p* - 7. De modo que p* - 7" = - 7. Por lo tanto, (u-7)* = p -7, es
decir, p - 7 es simétrico.

_|

Veamos que el producto se distribuye por la izquierda sobre la suma.

Teorema 3.62 Sean 7, p y o tipos de orden. Entonces - (u+0) = (7-p) + (7 0).

Demostracién. Sean (A,r), (B,s) y (C,p) representantes de los tipos de orden 7, py o
respectivamente, tales que B y C' son conjuntos disjuntos.

Sabemos que A x (BUC) = (Ax B)U(Ax ().

Ahora demostremos que r- (s +p) = (r-s) + (r-p). Sean (x1,41), (x2,y2) € A X (BUC).
Para la primera contencién, supongamos que (x1,y1) <a.(B+c) (T2,Y2), asl que y1 <pic y2 0
bien y1 = y2 v 1 T xo.
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Supongamos primero que y; <pic y2- Por la definicién de suma, tenemos tres casos:
Y1SY2, Y1 PY2, 0 bien y1 € By ys € C. Si y; sys, y1 v y2 son elementos de B, por lo tanto,
(x1,9y1) <a.B (2,y2). Por la definicién de suma, (z1,y1) <(A-B)+(A.C) (T2, y2). En el segundo
caso, y1, Y2 € C, pues y1 p Y2, de este modo (z1,y1) <a.c (¥2,y2). Asl, (z1,91) <(A.B)+(a.C)
(x2,y2). Para el tercer caso, y1 € By ya € C, entonces (x1,y1) € A X By (x2,y2) € Ax C.
Por la definicién de suma, (z1,y1) <(4.B)+(4.c) (T2, ¥2). En los tres casos llegamos a lo que
querfamos demostrar.

Ahora, supongamos que y; = y2 y x1rz2. Como y; € BUC, tenemos dos casos. Si y; € B,
tenemos que (r1,y1) <a.B (72,y2). Asi, (x1,91) <(a-By+a.c) (T2,%2). Y si y1 € C, entonces
(z1,791) <a.c (w2,y2). Por lo tanto, (x1,y1) <(4.B)+(4.0) (T2,¥2). En ambos casos llegamos a
lo que queriamos demostrar.

Por lo tanto, r- (s +p) C (r-s) + (r - p).

Para la contencién contraria, supongamos que (x1,y1) <(4.B)4(4-c)) (T2, y2). Tenemos tres
casos, (x1,¥1) <a.B (T2,¥2), (1,91) <a.c (T2,y2), o bien, (x1,y1) € AX By (x2,12) € AxC.

En el primer caso, tenemos que (x1,y1) <a.p (T2,y2), de modo que y; <p y2, 0 bien,
Y1 = y2 ¥y 71 <a ¥2. Si y1 <p y2, tendrlamos que y1 <pic yo2- Asi, (z1,91) <a(B+0)
(x2,y2). Sl y1 = y2 y 1 <4 w2, entonces yi, y2 € B U C. Por la definicién del producto,
(T1,91) <a.B+0) (T2,92)-

Para el segundo caso, (x1,y1) <a.c (r2,y2), entonces y; <¢ Y2, 0, Y1 = Y2 y ¥1 <A T2. Si
y1 <c Y2, tendriamos que y1 <pic y2. Por lo tanto, (z1,v1) <a.(B+c) (¥2,%2)- Siy1 =2y
r1 <4 T2, notemos que y1, y2 € BUC. Asi, (71,y1) <a.(B+0) (T2, 12)-

Por dltimo supongamos que (x1,y1) € A X By (x2,y2) € A x C, entonces y; € B
y y2 € C. Por la definicién de la suma, y; <pic y2. Y por la definiciéon del producto,
(z1,91) <a(B+c) (T2,y2). Asf tenemos que (r-s) + (r-p) Cr-(s+p).

Por lo tanto, r- (s +p) = (r-s) + (r - p).

Entonces, <A x (BU(), <A~(B+C)> = <(A x B)U (A x C), <(A'B)+(A-C)>7 y por lo tanto,
T (pto)=(r-p)+ (7 0)
_|

Veamos que el producto de érdenes preserva la densidad.

Teorema 3.63 Sean (A,r) y (B,s) drdenes densos. Entonces (A x B,r -s) es denso.

Demostracién. Sean (a1,by), (as,be) € A x B, supongamos que (a1,b1) <a.p (az,be).
Entonces by s by, o bien, by = be y a1 r ag. Si by s by, como (B, s) es denso, existe by € B tal
que by s bs s by. Por lo tanto, (a1,b1) <a.p (a1,b3) <a.p {ag,bs).

Si by = by y a1 rag, como (A, r) es denso, existe ag € A tal que aj r ag r az. De modo que
(a1,b1) <a.p (a3, b1) <a.p (az,b2). En ambos casos encontramos a un elemento de A x B que

se encuentra entre ellos. Por lo tanto, (4 - B,r - s) es denso.
_|

Atn asi, si los érdenes son separables, el producto no necesariamente es separable.
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Ejemplo 3.64 Consideremos el tipo de orden A- A y R como representante de A. Veamos
que (R x R, <g.r) no es separable. Sea D C R x R denso en R x R. Entonces, para cada
real y, existe (w, z) € D tal que (0,y) <gr (w, z) <g.r (1,y). Por la definicién de producto,
z = y. Por lo tanto, hay al menos tantos pares ordenandos en D como numeros reales.
Entonces, D no es numerable y A - A no es separable.

La propiedad de ser completo tampoco se preserva en el producto de érdenes.

Ejemplo 3.65 Consideremos nuevamente al tipo de orden A - A. Tomemos a R como un
representante de A. Consideremos el conjunto C' = {0} x (0,1). Notemos que (0, 3) € C,
por lo tanto, C' es no vacio. Ademds, (0,1) es una cota superior de C. Entonces C' es no
vacio y superiormente acotado. Veamos que C no tiene supremo.

Sea (a,b) una cota superior de C. Entonces 0 <g b. Como R no tiene extremos, existe
¢ € R tal que ¢ <g a. Consideremos el par (c, 1). Para llegar a una contradiccién supongamos
que (a,b) <gpr (c,1). En este caso b <g 1,0b =1y a <gr c. Pero no se cumple esto ultimo,
asi que b <g 1. Como R es denso, existe d € R tal que b <g d <g 1. Asi, {(a,b) <g.r (0,d)
y (0,d) € C, lo cual es una contradiccién a que (a,b) es una cota superior. De modo que
(¢,1) <gr (a,b). Como ¢ <g a, (¢,1) <pr (a,b). Demostremos que (c,1) es una cota
superior. Sea (0,z) € C. Como z € (0,1), x <g 1. Asi, (0,z) <g.r (¢, 1). Por lo tanto, (c,1)
es una cota superior y (a,b) no es la minima cota superior. Entonces, C' no tiene supremo
v A - A no es completo.

Recordemos que A es un orden lineal continuo, y como A- A no es completo, por el teorema
2.61, A - X no es continuo. Por lo tanto, no se preserva la continuidad en el producto.

3.2.3 Producto en buenos érdenes

En los nimeros ordinales se puede definir una multiplicacién de manera similar a como se
definié la suma ordinal, esto es mediante el teorema de recursién ordinal.

Definicion 3.66 Para cada ordinal o definamos con el teorema de recursién ordinal el
funcional « - () como

a-(0) =0, (3.1)
a-(s(B))=a-(B)+a,y
a-(v)=Ja- () (3.3)

o€y

donde B es un ordinal y « un ordinal limite. Definimos el producto de ordinales como

a-f=a-(B)

Veamos que el producto ordinal y el producto de tipos de orden coinciden. Para distinguir
la notacién usaremos -,.q4 para referirnos al producto de ordinales, después de demostrar que
coinciden no se hara distincion.

Demostremos primero un lema que nos servird para un caso en el teorema.
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Lema 3.67 Sea o un ordinal. Entonces 0 -ppq o = 0.

Demostracion. La hacemos por induccién. Si o = 0, entonces 0 -ppq @ = 0 -, 0 = 0, por la
definicién del producto.

Supongamos que 0 -, « = 0, demostremos que se cumple para s («). Por la definicién
tenemos que 0 g 8 (@) = (0 rq @) +orq 0. Por la hipétesis de induccion, 0 -,.q « = 0, asi que
0oras(a) =044,4q0=0.

Por 1ltimo, supongamos que a es un ordinal limite y que para todo § € « se cumple que
0 -orq 6 = 0. Entonces 0 -org @ = Useq 0 -ord 0 = Useq 0 = 0.

Por lo tanto, para todo ordinal o se cumple que 0 -,.g @ = 0.

Teorema 3.68 El producto ordinal coincide con el producto de tipos de orden.

Demostraciéon. Procedamos por induccion. Sea « un ordinal. Por la definicién de producto
ordinal, a -yq 0 = 0. Por el ejemplo 3.51, sabemos que « - 0 = 0. Por lo tanto, -4, 0 = a - 0.

Supongamos que « -orq 5 = « - 3, demostremos que s (/) cumple la afirmacién. Por la
proposicién 3.34, s () = f+1, entonces a-s (8) = a-(f+1). Por el teorema 3.62, a- (B+1) =
(- B) + (- 1). Asi que a-s(8) = (- ) + . Por la hipétesis de induccién, a - = « -orq .
Entonces, a - s(8) = (@ “ord 8) +ord @, pues la suma ordinal coincide con la suma de tipos
de orden. Por la definicién de producto ordinal, (« org 8) +ord @ = @ -orq s (5). Por lo tanto,
- S(/B) = - ord S(ﬁ)

Sea v un ordinal limite. Si @ = 0, por el lema anterior, 0 -,.q 7y = 0. Y por el ejemplo 3.51,
0~ = 0. Entonces, a -y = @ -orq - Supongamos que « # 0 y para todo § € v se cumple que
Q- org 0 = -0 y demostremos que « -o.q7y = a-. Por la hipétesis de induccién, « g0 = -9,
entonces (« - 9, <q.5) es isomorfo a a ,,qd. Como son buenos érdenes, el isomorfismo es tnico.
Asi, para cada § € « sea fs dicho isomorfismo. Notemos que el dominio de f5 es a X § y
su imagen es « -o+g 0. Veamos que las fs son funciones compatibles, mas aun, forman una
cadena de contenciones. Sean 3, § € 7, tales que 5 < J. De modo que (0,5) € Dom (fs) y
(0,8) ¢ Dom (fg), por lo tanto, f5s # fz. Notemos que Dom (fg) NDom (f5) = Dom (fg), pues
ax f Caxd. Como fges tunico, fgy fs coinciden en o x 3. Por lo tanto, fz ; fs.

Sea g = sey fs, por lo anterior, g es funcién. El dominio de g es la unién de los dominios
de cada f5, entonces

Dom(g):UDom(f(;):anXé:aX U(Squ’y.

oy o€y ey

La imagen de g es la unién de las imagenes de cada fs, entonces

Im(g) = UIm(f5) = Ua'ord(sza'ord’)/'

o€y ey

Por lo tanto, g : a X 7 = a orq Y ¥ €S sobre.



3.2 | Producto de érdenes 69

Veamos que g es un isomorfismo. Por la proposicion 1.28, basta demostrar que preserva el
orden. Sean (x1,y1) <a.3 (%2,¥2). Entonces existe un 0 tal que (x1,y1), (x2,y2) € Dom (fs).
Entonces

g((z1,y1)) = fs((z1,91)) € f5({z2,42)) = 9({w2,92))-
Asi, g es un isomorfismo. Por lo tanto, a - v = «a orq -

Por lo tanto, el producto ordinal y el producto de 6rdenes coinciden.
_|

Al coincidir el producto ordinal con el producto de tipos de orden, los resultados anteriores
son validos para el producto ordinal. Recapitulemos algunos de ellos.

Corolario 3.69 Sean «, 8 y v ordinales. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) a-(B-7) =(a-p)-7. (iv) Sict(B) =1, cf(a-f) = cf (a).
i) a-1=1-a=a. (v) Sict(B) > w, cf(a-p) =cf(p).
(iii) @-0=0-a =0. (Vi) a-(B+7)=(a-B)+(a-7).

Nuevamente podremos demostrar mas propiedades con los buenos érdenes. Veamos pri-
mero que el producto por la izquierda de un ordinal no cero preserva el orden.

Proposiciéon 3.70 Sean o, 8 y v ordinales, de forma que 8 # 0. Si o < 7y, entonces 5 - a <

B

Demostraciéon. La hacemos por induccién ordinal sobre 7. Si v = 0, entonces la afirmacién
es cierta por vacuidad.

Supongamos que es cierto para 7 y demostremos que se cumple para s(v). Sean a 'y
ordinales con 3 # 0. Supongamos que « < s(7), asi que « =y 0 « < 7. En el primer caso,
B-a=p-v,ademds, §-v < -+ B, por la proposicién 3.36, ya que S # 0. Por lo tanto,
B-a<p-s(y). En el segundo caso, o < 7, por la hipdtesis de induccién, - a < 3 -v. Como
B-y<B-s(v),B -a<pf-s(y). Por lo tanto, se cumple la afirmacién para s (7).

Supongamos que 7 es un ordinal limite y que para todo § € v se cumple la afirmacién.
Sean « y [ ordinales, con § # 0. Supongamos que « < 7, entonces o < s(a) < . Por la
hipétesis de induccién aplicada a s (a), 8- o < 8- s(a). Ademds, 8- s(a) C Use, 8- 9, pues
s (a) <. De modo que -s(«a) < 5 -~. Por lo tanto, 5-a < - 7.

_|

Al igual que en la suma, los buenos 6rdenes permiten la cancelacién del producto por la
izquierda.

Proposiciéon 3.71 Sean o, 8 y v ordinales con f #0. Si -« = -7, entonces o = 7.

Demostracién. La hacemos por contrapuesta. Sean «, 5 y -y ordinales con § # 0. Suponga-
mos que a # 7, asi que a < v 0 v < «. Por la proposicién anterior, tenemos que 5-a < 8-y
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o[- v < p-a Enambos casos llegamos a que 8-« # 3 - 7.
_|

También los ordinales admiten la cancelaciéon del producto por la izquierda en desigual-
dades.

Corolario 3.72 Sean «, 8 y v ordinales con B8 #£ 0. Si 5-«a < -, entonces o < 7.

Demostracion. La hacemos por contrapuesta. Sean «, 3y v ordinales con 8 # 0. Supon-
gamos que « < v, de modo que v < a 0o a = . Asi, -7 < 8- «, por la proposicién 3.70; o
bien, B -a = (-7, pues - () es funcién. En ambos casos tenemos que - a £ - 7.

_|

3.2.4 Producto con é6rdenes reflexivos

Como vimos al principio de la seccion, el producto de relaciones no preserva la antisimetria,
esto dificulta el producto de érdenes reflexivos. De hecho, en el ejemplo 3.44, donde se muestra
que no se preserva la antisimetria, se usaron los érdenes reflexivos (2,C) y (1, C).

Esto lo solucionaremos multiplicado un orden reflexivo y un orden estricto de manera
adecuada. Aunque en este momento esta solucién se vea muy forzada sera un caso particular
de la generalizacién de la suma de 6rdenes que veremos en la siguiente seccién.

Proposicién 3.73 Sean (A, <4) un orden parcial reflexivo y (B, <pg) un orden parcial. En-
tonces (A x B, <4 - <p) es un orden parcial reflexivo. A la relacion <4 - <p la denotaremos
como <4.B.

Demostraciéon. Demostremos que <4.p es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva
en A x B.

Por el teorema 3.43, se cumple que es reflexiva sobre A x B, pues <4 es reflexiva; y
que es transitiva, pues ambas son transitivas. Veamos que es antisimétrica. Supongamos que
(a1,b1) <a.p (a2,b2) y (a2,b2) <a.p (a1,b1). Supongamos que by # by. Como (a1,b1) <a.B
(az,ba) y b1 # b, by <p ba. Como (asg, ba) <a.p (a1,b1) y b1 # ba, bo <p b1. Asi que by <p by,
pues < g es transitiva, lo cual es una contradiccién a que < g es antirreflexiva sobre B. Entonces
by = be, ademas, by £p b y by £p b1, pues <p es antirreflexiva. Como (a1,b1) <. (az,b2)
y b1 £B b2, a1 <4 az. Como (az,b2) <a.p (a1,b1) y ba £p b1, az <4 a;. Como <4 es
antisimétrica, a; = ag. Por lo tanto, (a1, b;) = (ag,bs). De este modo < 4.p es antisimétrica.

Asi, (A x B,<4.p) es un orden parcial reflexivo.
_|

Como la tricotomia se preserva, también podemos recuperar los érdenes lineales reflexivos.

Corolario 3.74 Sean (A, <a) un orden lineal reflexivo y (B, <p) un orden lineal. Entonces
(Ax B,<4-<p) es un orden lineal reflexivo.
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3.3 Suma sobre un orden

Recordemos el ejemplo 3.52 en el que analizamos los 6rdenes n-2 y 2- 7. En la figura 3.5
podemos observar nuevamente la representacion grafica del orden 7 - 2, en la cual podemos
ver un comportamiento similar al de la suma de 6rdenes. Por la proposicién 3.34, 2 =1+ 1,
entoncesn-2=n-(1+1)=(n-1)+(n-1)=n+n.

n-2

Figura 3.5: Representaciones gréaficas del orden 7 - 2.

En general, para cualquier tipo de orden pu, el producto p -2 = u + p. Si pensamos
reciprocamente, la suma de p + p podemos representarla como el orden 2 reemplazando cada
elemento por p. De esta forma podemos ver a la suma de 6rdenes como sustituir en el orden
2 cada elemento por un orden. Generalizando esta idea podemos definir la suma de érdenes
sobre un orden.

Definicién 3.75 Sea (I, <) un orden parcial. Para cada i € I, sea (A;, r;) un orden parcial.
Definimos la suma ordenada de los 6rdenes parciales (A;, r;) sobre el orden (I, <) como
el orden (3", A;, <!), donde Y~ A; = U, (4i x {i}) y < se define como

(a,i) <' (b, ) siysblosi(i<j)V(i=jAar;b).

Veamos que estd bien definida, es decir, veamos que efectivamente < oA, <! > es un orden
parcial.

Proposicién 3.76 Sea (I, <) un orden parcial. Para cadai € I, sea (A;,x;) un orden parcial.
FEntonces <ZI A;, <I> es un orden parcial.

Demostracién. Demostremos que <! es antirreflexiva en > ; A;. Sea (a,i) € > ; A;, de
modo que a € A;. Como (I, <) es antirreflexivo, i £ ¢, y asi no se puede cumplir la primera
parte de la definicién de que (a,i) < (a,4). Como (A;, r;) es antirreflexivo, no ocurre que ar;a
y de este modo no se cumple la segunda parte de la definicién. Por lo tanto, (a,i) ¢! (a,1).

Veamos que es transitiva. Sean (a,i), (b,j), (c,k) € > ; A; tales que {(a,i) <! (b,5) vy
(b,7) <! {c, k). Supongamos que i < j y veamos los casos. Si j < k, entonces i < k, pues
(I,<) es transitivo. Por lo tanto, (a,i) <! (c,k). Si j = k y brj ¢, tenemos que i < k. De
modo que {(a,i) <! {(c, k). Ahora supongamos que i = j y ar; b, y veamos los casos. Si j < k,
entonces i < k. Asi que (a,1) <! (c,k). Sij=kyb rjc, i =kyar;c, pues r; es transitiva.
Por lo tanto, {a,i) < {c, k). En todos los casos tenemos que <! es transitiva.

Entonces, <Z 1 Ai, <! > es un orden parcial.
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Una vez comprobado que es un orden parcial, podemos definir la suma de tipos de orden
sobre un orden.

Definicién 3.77 Sea (I, <) un orden parcial. Para cada ¢ € I, sea p; un tipo de orden y
(A;, ;) un representante del tipo de orden ;. Definamos la suma ordenada de los tipos
de orden p; sobre el orden (I, <) como el tipo de orden de <Z] A, <1>. A este orden lo
denotaremos como ) fi;.

Veamos que esta definiciéon no depende de los representantes de los érdenes p;.

Proposicién 3.78 Sea (I, <) un orden parcial. Para cada i € I, sean p; un tipo de orden
y (A, 1;), (A',1';) representantes del tipo de orden p;. Entonces (3 Ai, <') y <ZI Al <’I>

son isomorfos.

Demostracién. Como (A;,r;) y (AL r';) son ambos érdenes de tipo p;, son isomorfos. Asi
que para cada i € I, sea f; : A; — A} un isomorfismo. Definamos g : Y ; 4; — > _; A} como
g({a,i)) = (fi(a),i), g es el isomorfismo buscado.

_|

Demostremos que esta suma preserva a los 6rdenes lineales cuando (I, <) es un orden
lineal.

Teorema 3.79 Sea (I,<) un orden lineal. Para cada i € I, sea (A;,<;) un orden lineal.
Entonces <ZI A;, <I> es un orden lineal.

Demostracion. Por la proposicién 3.76, <Z 1 A, <! > es un orden parcial, basta probar que
es tricotémico. Sean (a,i), (b,7) € >_; A; tales que {(a,i) #! (b,5) y (b,7) ¢! (a,i). Como
(a,i) £ (b,4), i £ j y ademds si i = j, no ocurre que a r; b. Como (b, j) £! {(a,i), j £ iy
ademads si ¢ = j, no ocurre que br; a. Como < es tricotémica, ¢ = j. De modo que no ocurre
que ar; b, ni br; a. Como r; es tricotémica, a = b. Asi que (a,i) = (b, j). Es decir, <! es
tricotémica.

Por lo tanto, <ZI A, <I> es un orden lineal.
_|

Esta nueva operacién se comporta bien con los érdenes parciales y lineales, veamos que
también lo hace con los buenos 6rdenes.

Teorema 3.80 Sea (I,<) un buen orden. Para cada i € I, sea (A;,<;) un buen orden.
Entonces <Z[ A, <I> es un buen orden.

Demostracién. Sea C C ) 7 A; no vacio. Definamos el conjunto D C I como

D={jel:3ac Aj({a,j)cC)}.
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Como C' es no vacio, existe (a,i) € C. De modo que i € D y asi D es no vacio. Como
(I, <) es un buen orden, sea ig el <-minimo de D. Definamos el conjunto £ C A;, como

E ={a€ A, : (a,ig) € C}.

Como ig € D, existe z € A;, tal que (z,ip) € C. De este modo x € E y asi E es no vacio.

Como <Ai0, < Ai0> es un buen orden, sea ag el < Ai -minimo de F.

Veamos que (ag,ig) es el minimo de C. Sea (a,i) € C, asi que i € D. Como 1ig es el
<-minimo de D, iy < i. Si ig < 4, entonces (ag,io) <! (a,4). Si ig = i, tenemos que a € E.
Como ag es el <4-minimo de E, ap <4, a. Siag <a,, a, entonces (ao, io) <! {a,i). Si ap = a,
{ag,ip) = (a,i). En todos los casos (ag,ig) <! (a,i). De modo que (ag,io) es el </-minimo de
C. Por lo tanto, <ZI A;, <I> es un buen orden.

_|

Anunciamos esta operacién como una generalizacion de la suma, veamos que efectivamente
la contiene.

Teorema 3.81 Sean (A,r) y (B, s) drdenes parciales tales que A y B son conjuntos disjuntos.
Entonces (AU B, <441p) es isomorfo a <22 A;, <2>, donde Ag = A y Ay = B.

Demostracion. Sea f: AUB — ), A; definida como

) {z,0) siz €A,
f(x)_{@c,l) siz e B.

Notemos que f estd bien definida pues A y B son conjuntos disjuntos y que f es un
isomorfismo.

_|

Asi, la suma de érdenes es isomorfa al orden <2. Pero no sélo engloba a la suma, también
podemos obtener el producto. Ademds, podemos recuperar el sentido clasico de que el producto
es sumar repetidas veces. De esta forma - 7 es el orden pu, 7 veces.

Teorema 3.82 Sean (A,r) y (B,s) drdenes parciales. Entonces (A X B,<a.p) es isomorfo
a <ZB A, <B>, donde para cada i € B, A; = A.

Demostracion. Recordemos que ) 5 A; = [J;cp(A; x {i}). En este caso, cada 4; = A.
Entonces .5 A; = U;cp(A x {i}) = Ax U;cp{i} = A x B. Ademaés, por la definicién de <7,
{a1,b1) <P (ag,by) siy sélo si by s by, 0 bien, by = by y a1 13, as. Pero ry, = r, por lo que
coincide con la definicién del producto de érdenes. Asi, (35 A, <P) = (4 x B,<a.5).

_|

Dado que esta suma contiene al producto de ordenes, las propiedades de ser simétrico,
separable, completo y continuo, no se preservan.

En el caso de la densidad si la preservara al pedir también la densidad del orden (I, <).
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Teorema 3.83 Sea (I, <) un orden denso. Para cada i € I, sea (A;,<;) un orden denso.
Entonces (3" Ai, <') es denso.

Demostracion. Sea (a,i), (b,j) € >_; A;. Supongamos que (a, 1) <! (b, ), asi que i < j o
i=jya<;b Sii<j, como (I,<) es denso, existe k € I tal que i < k < j. De modo que
(a,3) <" {a, k) y (a, k) <" (b, j).

Ahora, si i = j y a <; b, como (A;,<;) es denso, existe ¢ € A; tal que a <; ¢ <; b. Asi
tenemos que {(a,i) <! (c,i) y (c,i) <! (b, 7).

Por lo tanto, <ZI A, <I> es denso.
_|

Veamos que la suma sobre un orden tiene un tipo de orden mayor o igual que cualquier
sumando.

Teorema 3.84 Sea (I,<) un orden parcial. Para cada i € I, sea (A;,<;) un orden parcial.
Entonces para toda k € I, (A, <p) se sumerge en (>, A;, <').

Demostracion. Sea k € I cualquiera. Sea f : Ay — Y ; A; definida como f(a) = (a, k). Si
a, b€ Ar y a#b, entonces (a,k) # (b, k) y asi f(a) # f(b). Por lo tanto, f es inyectiva.

Supongamos que a <j b, por definicién de <, es equivalente a que (a, k) <! (b, k). Por lo
que f(a) <! f(b). Por lo tanto, f es un encaje.

Entonces, para toda k € I, (A, <y) se sumerge en <ZI A, <I>.

3.3.1 Relacién con la cofinalidad y los 6rdenes 7,

La cofinalidad de la suma dependera del orden sobre el que estemos sumando de manera
similar a como sucede con el producto de érdenes.

Teorema 3.85 Sea (I, <) un orden lineal no vacio. Para cada i € I, sea (A;, <;) un orden
lineal no vacio. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) Sicf(l) =1, entonces cf (> ; A;j) = cf(A,), donde r es el extremo derecho de I.

(i) Sicf(I) > w, entonces cf (3 ; A;) = cf (I).
(iii) Sicoin(I) =1, entonces coin () _; A;) = coin (4;), donde [ es el extremo izquierdo de I.
(iv) Sicoin(I) > w, entonces coin (D ; A;) = coin (I).

Demostracién. Supongamos cf (I) = 1, asi que B tiene extremo derecho, digamos r.

Sea W C A, cofinal e isomorfo a cf (4,). Como A, es no vacio, W es no vacio, asi, sea
wy € W.
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Definamos ' = W x {r}. Como T' C A, x {r}, T C >, A;, ademds T es isomorfo a W.
Veamos que T es cofinal en ) _; A;. Sea (a,j) € > ; A;. Como 7 es el extremo derecho de B,
j<r.Sij<r, (a,j) <! (w,r), ademas notemos que (wp,r) € T. Si j = r, entonces a € A,.
Como W es cofinal en A, existe w € W tal que a <, w. Asi, (a,j) <! (w,r) y (w,r) € T. De
modo que, T" es cofinal en > ; A; y cf (3, A;) = cf (T'). Por lo tanto, cf (3, A;) = cf (4;).

De manera simétrica se demuestra el inciso (iii).

Ahora supongamos que cf (I) > w. Sea S C I cofinal e isomorfo a cf (I). Para cada s € 5,
sea ag € A,. Definamos U = {(as,s) € > ;A; : s € S}. Notemos que U es isomorfo a S,
pues si i, j € S, entonces i < j si y sélo si (a;,i) <! (aj,j). Veamos que U es cofinal en
Y1 A Sea (b,j) € > ; Ai. Como cf (I) > w, existe k € S tal que j < k. De modo que
(ap, k) € Uy (b,5) <! {ay, k). Asi, U es cofinal en >_; A; y cf (3°; A;) = cf (U). Por lo tanto,
cf (O°; Ai) =cf(I).

De manera simétrica se demuestra el inciso (iv).

Veamos que la suma de érdenes 7, sobre un orden 7, es a su vez un orden 7.

Teorema 3.86 Sea (I, <) un orden n,. Para cada i € I, sea (E;, <;) un orden n,. Entonces
<Z[ E;, <I> es un orden e,

Demostracion. Veamos que <Z 1 B, <! > cumple con la caracterizacién de los érdenes 7.
Sea (¢, k) € >, E;, veamos que tiene entorno <we,w§> coney &> a.

Consideremos el conjunto 7' = ¢k x {k}, notemos que T C Ej, x {k}, asf que T C Y, E;.
Como (Ej, <g) es un orden 7, existe d <j c¢. De modo que d € clPx y T no es vacio, pues

(d,k) € T. Demostremos que T es cofinal en (c,k) |<. Sea (a,k) € T, asf que a € c[F*, es
decir, a < ¢. Por lo tanto, (a, k) <! (¢, k). De este modo T C (¢, k) |<'.

Sea (b, j) € {c, k) <1, asi que (b,j) < {(c,k). Si j < k, tenemos que (b,j) < (d, k). Si
j = kyb <y c, entonces b € c[P* y por tanto (b,j) € T. De este modo T es cofinal en
(¢, k) ¢<I. Asi que cf <<c, k) ¢<I> = cf (T). Notemos que por su definicién, T es isomorfo a

clF* y como (FE}, <) es un orden 7, cf (CJ/E’“) > wq. Por lo tanto, cf ((c, k) ¢<I) > Wy

De manera simétrica se demuestra que coin ((c, k) T<I> > wq. De modo que, (¢, k) tiene
entorno <w€,w§> coney &> a.
Sea (C, D) un hueco de ) _; E}, con entorno <w6,wg>. Veamos que € 0 £ > «a. Definamos
los conjuntos C7, Dy C I como sigue:
Cr={iel:3acEi(ai)eC)},y
Dy ={i€l:3ac€ E;{a,i) € D)}.

Si Cr N Dy = @, entonces C = ZC; E,y D= ZDI E;. Ademss, (Cr, Dr) forman una
cortadura de I. Analicemos la cofinalidad de C7 y la coinicialidad de Dy. Si cf (Cf) = 1, por
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el teorema anterior, cf (C') = cf (E,) con r el extremo derecho de C7. Como (E,, <,) es un
orden 74, cf (Ey) > wq. Asi, we > wq. Sicoin (Dy) = 1, tenemos que coin (D) = coin (E}),
donde [ es el extremo izquierdo de Dy. Como (Ej, <;) es un orden 7, coin (E;) > w,. En
este caso, we > wqo. Por tltimo, si cf (Cr) > w y coin (D) > w, entonces (Cr, D) es un
hueco de I. Como (I, <) es un orden 7y, cf (Cr) > wq y coin (Dy) > w,. Por el teorema 3.85,
cf (C) =cf (Cr) y coin (D) = coin (Dy).

En todos los casos, (C, D) tiene entorno <we,w§> coneoé > a.
Ahora supongamos que C; N Dy # @, asi que C; N Dy = {k}, pues C <! D. Definamos
los conjuntos Cy, Dy C E} como sigue:

Ck:{CLEEkZ<a,]{Z>€C}, y
Dy ={a € Ey: (a,k) € D}.

Como (C, D) es un hueco, (Cy, D) es una cortadura de Ej. Sean ¢ € Cy, y d € Dj. Veamos
que Cy x {k} es cofinal en C'y Dy x {k} es coinicial en D. Sea (a,i) € C'y (b,j) € D. Sii < k,
(a,i) <! (c, k). Sii =k, (a,i) € C} x {k}. De modo que Cj, x {k} es cofinal en C. Ahora, si
k< j,{dk) <" (bj).Sij=k, (bj) € Dy x {k}. Asi que, Dy x {k} es coinicial en D.

Por lo tanto, cf (C) = cf (C) y coin (Dy) = coin (D). De este modo (Cy, Di) es un hueco

de E}. con entorno <w5,wg>. Como (Fy, <p) es un orden 7y, € 0 £ > «.

Entonces, todo hueco de <ZI E;, <I> tiene entorno <w5,w§> coneoé > a.

Finalmente, por el teorema 3.85, cf (> ; E;) = cf (I) y coin(D_;) = coin (/) y ambos son
mayores que wy, pues (I, <) es un orden 7.

Por lo tanto, <Z] E;, <I> es un orden 7.



Capitulo IV  Generalizaciéon del producto

En el capitulo anterior vimos la definicién de la suma y el producto de 6rdenes, ademas
vimos una generalizacion de la suma de 6rdenes, la cual permite sumar una cantidad arbitraria
de 6rdenes. En este capitulo generalizaremos el producto, primero con una operacién desafor-
tunada, pues casi no preserva propiedades de los 6rdenes, pero que nos guiara a la definicién
del producto lexicografico. El producto lexicografico tiene gran importancia en diversas dreas
de las matemaéticas, por ejemplo, en la combinatoria, la teoria de grupos y la topologia; y
también tiene gran importancia en la teoria de 6rdenes, con él se pueden definir la clase de
ordenes universales h,.

4.1 Producto directo

Recordemos que el producto se definié sobre A x B, asi que empezaremos por generalizar
el producto cartesiano.

Definicién 4.1 Sea I un conjunto de indices. Para cada i € I, sea A; un conjunto. Defina-
mos el producto cartesiano de los conjuntos A; como

X Ai={f:T—|JA|Viel(f(i)eA)}.

el iel

Esta definicion de producto cartesiano alberga de cierto modo al producto cartesiano
clasico A x B.

Proposicion 4.2 Sean A y B conjuntos. Entonces existe una funcion biyectiva entre A x B
Y Xieo Ai, donde Ag = A y Ay = B.

Demostracion. Definamos g : A x B — X, 4; como g({a,b)) = {(0,a),(1,b)}. Notemos
que Dom (g((a,b))) = 2, g({a,b))(0) € A = Ay y g({a,b))(1) € B = A;. Por lo tanto,
g({a, b)) € X;co Ai, es decir, esta bien definida.

Definamos la funcién h : X;., A; — A x B como h(f) = (f(0), f(1)). Como f(0) € Ay
f(1) € B, (f(A), f(B)) € Ax By de este modo h esté bien definida. Ademas h es la funcién

inversa de g, por lo tanto, g es biyectiva.
_|

Si alguno de los conjuntos de A; es vacio, el producto cartesiano es vacio.

77



78 Capitulo 4 Generalizaciéon del producto

Proposicion 4.3 Sea I un conjunto. Para cada i € I, sea A; un conjunto. Si existe j € I tal
que Aj = O, entonces X;.; Ai = @.

Demostracién. Supongamos que j € I y A; = @, entonces cualquier f € X,_; A; deberia
de cumplir que f(j) € A; = @. Como esto es una contradiccién, X, ; A; = @.

el
el
_|
El regreso de esta proposicién es una variante del azioma de eleccion multiplicativo, que

es equivalente al azxioma de eleccion.

Si I es vacio, el producto cartesiano no es vacio.

Proposicién 4.4 Se cumple que X, , A; = {@}.

Demostracion. Sea f € X.__, A;, entonces f : @ — &. Por lo tanto, f = &. De esta forma

Xie@ A= {Q}

1€Q
-

Ahora definiremos un producto de 6rdenes con la nueva definicién de producto cartesiano.
Al no pedir que I tuviera un orden, no temos una forma de decidir cial de los 6rdenes
que vamos a multiplicar tendrd més relevacia. En el caso del producto le asigndbamos més
relevancia al segundo factor y empezdbamos a comparar los pares 6rdenados por la segunda
entrada. Una forma de solucionar esto serd comparar al mismo tiempo en todos los 6rdenes

A;.

Definicién 4.5 Sea I un conjunto no vacio. Para cada i € I, sea (A4;,r;) un orden parcial.
Definamos el producto directo de los érdenes (A;, r;) como el orden <><i6 7 Ais <p>, donde
<p se define como

a <p bsiysélosiViel(a(i)r;b(i)).

Veamos que efectivamente el producto directo es un orden parcial.

Proposicién 4.6 Sea I un conjunto no vacio. Para cada i € I, sea (A;,r;) un orden parcial.
Entonces <><i€1 A;, <p> es un orden parcial.

Demostracion. Demostremos primero que <, es antirreflexiva en X, ; A;. Sean a € X, ; 4;
e i € I. Como r; es antirreflexiva en A;, no ocurre que a(i) r; a(i). Por lo tanto, a(i) £, a(7).
Asi, <, es antirreflexiva en X, ; 4;.

Veamos que <, es transitiva. Sean a, b, ¢ € X, ; A;, tales que a <, by b <, c. Seai €[
cualquiera, asi que a(i) r; b(i) y b(i) r; ¢(i). Como r; es transitiva, a(i) r; ¢(i). De modo que
para toda i € I, a(i) r; c(i). Por lo tanto, a <, ¢ y asi <, es transitiva.

Entonces <><iel A, <p> es un orden parcial.

_|

Asi, el producto directo estd bien definido. Sin embargo, el producto directo no preserva
a los ordenes lineales.
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Ejemplo 4.7 Sea I = 2. Consideremos los érdenes (4;,r;) = (2, €), para cada i € 2. Sean
a, b € X;co2, definidos como a(i) =i y b(i) = 1 — 4. De modo que a(0) =0 € 1 = b(0) y
b(1) =0 € 1 = a(1). Por lo tanto, a £, b, b £, a'y a # b. Asi, (X;.52,<p) no es un orden
lineal.

En el ejemplo anterior usamos el orden (2, €) que no solamente es un orden lineal, sino,
también es un buen orden. Por lo que, el producto directo no preserva a los buenos 6rdenes.
Ademsds, el argumento de este ejemplo se puede adaptar a cualquier producto que tenga
al menos dos conjuntos con dos elementos. Asi que en la mayoria de los casos los 6rdenes
resultantes del producto directo no seran 6rdenes lineales.

Aunque ganamos el poder multiplicar una cantidad arbitraria de érdenes parciales, hemos
perdido a la preservacion de los 6rdenes lineales y de los buenos érdenes.

Veamos qué sucede con las demds propiedades de érdenes. Es claro que las propiedades
de ser orden 7, y separable, no se preservaran pues en su definicion tenemos que son 6rdenes
lineales. Ademads, no podremos hablar de cofinalidad y por ende no preservard los 6rdenes
continuos.

Para ver que los érdenes simétricos se preservan, veamos como se relaciona la operacion
de invertir el orden y el producto directo.

Teorema 4.8 Sea I un conjunto no vacio. Para cada i € I, sea (A;,x;) un orden parcial.
Entonces <><iel A, <p>* es igual al producto directo de los drdenes (A;, x;)".

Demostracion. Para distinguir entre los dos productos directos denotaremos con <} al de
los 6rdenes (A;,r;)". Sea a, b € X,er Ai- Supongamos primero que a <;1 b, de modo que
b <, a. Por la definicién, para todo i € I, se cumple que b(7) r a(i). Entonces, para toda i € I
se cumple que a(i)r~1b(3), asi, a <}, b. Todos los pasos son reversibles, por lo tanto, <;1:<;.
_|

Veamos que el producto directo de érdenes simétricos da como resultado un orden simétri-
co.

Teorema 4.9 Sea I un conjunto no vacio. Para cada i € I, sea (A;,r;) un orden parcial
simétrico. Entonces <><Z.€I A;, <p> es un orden simétrico.

Demostracién. Como para cada i € I, (A4;,r;) es simétrico, sea f; un isomorfismo de (4;, r;)
a (Aj,r;)". Definamos g : X;.; Ai = X, Ai tal que g(a)(i) = fi(a(i)). Como fi(a(i)) € Aj,
g estd bien definida.

Veamos que g es biyectiva. Sean a, b € X, ; A; tales que a # b, asi que existe 1 € I tal
que a(i) # b(i). Como f; es inyectiva, fi(a(i)) # fi(b(7)). De modo que g(a)(i) # g(b)(7). Asi,
g(a) # g(b) y g es inyectiva. Sea c € X, ; A;, definamos d € X, ; A;, como d(i) = £ e(i) €
A;. Entonces g(d)(i) = fi(d(i)) = fi(f; *(c(i))) = c(i). Por lo tanto, g(d) = c y asi g es
biyectiva.
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Ahora veamos que preserva el orden. Sean a, b € X, ; 4;, tales que a <, b. Asf que, para
cadai € I, a(i)r;b(i). Como cada f; es isomorfismo, para cada i € I, f;(a(i))x; f;(b(i)). De este
modo para cada i € I, g(a)(i) r; g(b)(7). Por lo tanto, g(a) <, g(b). Dado f; es isomorfismo,
también se obtiene el reciproco, concluyendo que g es un isomorfismo.

Entonces, <><z'€ 1 Ais <p> es un orden simétrico.

Otra propiedad que preserva el producto directo es la densidad.

Teorema 4.10 Sea I un conjunto no vacio. Para cada i € I, sea (A;,x;) un orden denso.
Entonces <><iel A, <p> es un orden denso.

Demostracion. Sean a, b € X, ; A; tales que a <, b. De modo que para toda i € I, a(1)r;b(i).
Como cada (A;,r;) es denso, para toda ¢ € I, existe un z; € A; tal que a(i) r; x; r; b(i).
Definamos ¢ € X, ; A; como c(i) = z; € A;. Sea j € I cualquiera, asi que a(j) rj z; = c(j)
y ¢(j) = x; r; b(j). De este modo, a <, ¢ y ¢ <, b. Por lo tanto, (X, ; Ai, <p) es un orden
denso.

_|

La propiedad de ser completo no se preserva, ya que no se preservan los érdenes lineales.

4.2 Producto lexicografico

Como podemos ver en el ejemplo 4.7, al involucrar a todos los elementos de I se obtienen
muchos elementos incomparables en el producto directo. Para poder escoger una forma de no
involucrar a todos los elementos de I al mismo tiempo usaremos un orden en I. Pero iremos
mas lejos usaremos un buen orden.

Definicién 4.11 Sea (I, <) un buen orden no vacio. Para cada i € I, sea (A4;,r;) un orden
parcial. Definimos el producto lexicografico de los érdenes (A;,r;), que denotamos por
Licr (A, x;), como el orden <><i€[ Aj;, <L>, donde <, se define como

a<pbsiysélosiJieIVjel(j<i—a(j)=>0())) Nali)r;b(i)).

Notemos que si a # b, entonces el conjunto S = {i € I : a(i) # b(i)} es no vacio, asi que
tendrd un minimo, pues (I, <) es un buen orden. Digamos que i es el minimo de S, de modo
que 7o cumple que para toda j € I si a(j) # b(j), i < j. Asi, siempre que a # b existird un i
que cumpla la primera parte de la definicién. Por eso el orden lexicografico también es llamado
el orden de la primera diferencia. Llamaremos a esta iy como la primera diferencia entre
ayb.

Gracias a la tricotomia de (I, <), al usar la contrapuesta de la implicacién que aparece en
la definicién, podemos intercambiar j < i — a(j) = b(j) por a(j) # b(j) <> i < j.

Veamos que efectivamente L;cr (A;, T;) es un orden parcial.
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Proposicién 4.12 Sea (I, <) un buen orden no vacio. Para cada i € I, sea (A;, ;) un orden
parcial. Entonces Licy (A;,x;) es un orden parcial.

Demostracion. Demostremos que <y, es antirreflexiva en X, A;. Sea a € Xier A;. Como
para toda ¢ € I, r; es antirreflexiva en A;, para ninguna i € I se cumple que a(i) r; a(i). Asi,

a £ a.

Veamos que <, es transitiva. Sean a, b, ¢ € X;; A; tales que a <p, by b <z, ¢. De modo
que existe i1 € I tal que para toda j € I si j < i1, entonces a(j) = b(j); v a(i1) ri, b(i1).

Ademas, existe i3 € I tal que para toda j € I si j < ia, b(j) = c(j); v b(i2) ri, c(ia).

Supongamos que i1 es el minimo de 71 e i2. Entonces i; < ig, asi que para toda i < 71,
b(i) = ¢(7). Supongamos que i1 < ig, entonces b(i1) = c(i1), y como a(i1)r;, b(i1), a(ii)ri, c(i1).
Ahora supongamos que i1 = i3, entonces se cumple que a(i1) r;, b(i1)r;, ¢(i1). En ambos casos
tenemos que a(i;) r;, ¢(i1). Por dltimo, como para toda i < iy se tiene que a(i) = b(i) y para
toda i < i; < ig se cumple que b(i) = ¢(i), tenemos que para toda i < i; se satisface que
a(i) = ¢(i). Por lo tanto, a <y, c.

De manera similar se puede ver que a <y, ¢ cuando i es el minimo entre i1 e is.

De este modo <, es transitiva y Licr (A4;, ;) es un orden parcial.
_|

Una vez verificado que el producto lexicografico es un orden parcial, podemos definir el
producto lexicografico de tipos de orden.

Definicién 4.13 Sea (I, <) un buen orden no vacio. Para cada i € I, sea 7; un tipo de
orden y (A;,r;) un orden de tipo 7;. Definimos el producto lexicografico de los tipos de
orden 7;, que denotaremos por L;cr7;, como el tipo de orden de Licr (A;, ;).

Veamos que esta definiciéon no depende del tipo de orden escogido.
Proposicién 4.14 Sea (I, <) un buen orden no vacio. Para cadai € I, sea T; un tipo de orden

y (Ai,x;), (A}, x';) drdenes de tipo T;. Entonces Licy (A;, ti) y Lier (AL, x';) son isomorfos.

Demostracion. Denotaremos por <’ a la relacién de orden de L;cr (A}, x';). Para cada
i € I, sea f; un isomorfismo de (A;,r;) a (A%, r;). Definamos a g : X,_; A; — X,_; AL, como
g(a)(i) = fi(a(t)) € A,. Entonces, g es el isomorfismo buscado.

el i€l

_|

El producto lexicografico mejora al producto directo, es decir, el producto directo es una
subrelacién del producto lexicogréfico.

Teorema 4.15 Sea (I, <) un buen orden no vacio. Para cada i € I, sea (A;,r;) un orden
parcial. Entonces el producto directo es una subrelacion del producto lexicogrdfico, es decir,
<pC<y.

Demostracion. Sean a, b € X, ; A;. Supongamos que a <p b, entonces para toda i € [
tenemos que a(i) r; b(i). Como I es un buen orden, sea iy el minimo de I. Asi, para toda j € I,
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io < j vy a(ip) ri, b(ip). Por lo tato, a <z, b.
_|

El producto directo no preservaba a los érdenes lineales por la existencia de elementos
incomparables. Por el teorema anterior, el producto lexicografico podria tener més elementos
comparables y asi es. Mds aun, el producto lexicografico de érdenes lineales si serd un orden
lineal.

Teorema 4.16 Sea (I, <) un buen orden no vacio. Para cada i € I, sea (A;, <;) un orden
lineal. Entonces Licr (Ai, <;) es un orden lineal.

Demostracién. Por la proposicion 4.12, L;cr (A;, <;) es un orden parcial. Veamos que
Licr (A;, <;) es tricotémico.

Sean a, b € X, ; A;. Supongamos que a # by que b £, a. Como a # b, existe ¢ € I tal que
a(i) # b(i). Sea k el <-minimo tal que a(k) # b(k). Como (A, rx) es tricotémico, a(k) ry b(k)
o b(k) i a(k). Si b(k) ry a(k), como k es el minimo tal que a(k) # b(k), para toda j € I si
a(y) #b(j), k < j. Entonces b <y, a, lo cual contradice a que b £, a. Por lo tanto, a(k) ry b(k)
y asi a <p, b. Entonces, Lics (A;,1;) es un orden lineal.

_|

Aunque el producto lexicografico de 6rdenes lineales es un orden lineal, no pasara lo mismo
con los buenos érdenes, es decir, el producto lexicogréafico de buenos érdenes no necesariamente
serd un buen orden.

Para ver un ejemplo de esto introduciremos un caso particular del producto lexicografico.
Cuando cada (A;,r;) es isomorfo a un mismo orden (A,r), denotaremos al producto lexi-
cografico por <AI,<L>. Si I y A son ordinales, digamos I = 8y A = «, denotaremos al
producto lexicografico como «((3)), en lugar de o? para distinguirlo de la exponenciacién
ordinal. Notemos que a((3)) es el conjunto de las funciones de § a «, es decir, sucesiones de
tamafio 8 de ordinales menores a «.

Ejemplo 4.17 Consideremos el conjunto 2((w)) con el orden lexicogréfico. Para cadan € w,
definamos la funcién f, : w — 2 como fu(x) = 0,81 2 # n;y fo(x) = 1, si z = n.
Usando la delta de Kronecker, f,(z) = dpz. Sea C = {f, : n € w}, para llegar a una
contradiccién supongamos que C' tiene minimo, digamos f;. Consideremos a f;), para toda
x <1, fi(r) =0y fyu)(z) = 0. Ademds, fy;)(i) = 0 € 1 = fi(i), entonces fy;) <z fi- Esto
contradice a que f; sea el minimo de C. Por lo tanto, C' no tiene minimo.

Notemos que C' cumple que para toda n € w, fyy,) <L fn, es decir, C es una cadena

descendente infinita y por eso no tiene minimo. Si I fuera finito, este argumento no se podria
usar. De hecho, cuando I es finito el orden lexicografico preserva la propiedad de buen orden.

Teorema 4.18 Sea (I, <) un buen orden finito y no vacio. Para cada i € I sea (A;, <;) un
buen orden. Entonces Licr (A;, <;) es un buen orden.

Demostracion. Como I es un buen orden finito, I es isomorfo a un natural. Sin pérdida de
la generalidad, supongamos que I € w. Sea C' C X, ; A; no vacio. Definamos, por recursion
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hasta I, los conjuntos C; C C, D; C A; y d; € D; como sigue:

Co=C

Do ={x € Ap:3a € Cy(a(0) =2x)}

do =< -min Dy
Cstny = {z € Cp 2 w(n) = dn}
Dy(ny = {7 € Ag) : Ja € Cypy(a(s (n)) = x)}
ds(n) =<s(n) -min Dy(y)

Veamos por induccién que estan bien definidos. Como C # &, Dy es no vacio. Como
(Ag, <o) es un buen orden, existe el minimo de Dy. Por lo tanto, Cy, Do y dy estéan bien
definidos. Supongamos que C,, D, y d, estan bien definidos. Como d,, € D,,, existe a € Cj,
tal que a(n) = d,. Entonces a € Cy,), es decir, Cy(,y es no vacio. Como Cy,) es no vacio,
Dy() es no vacio. Como <As(n), <S(n)> es un buen orden, Dy, tiene minimo y asi dy(,,) existe.
Por lo tanto, los conjuntos C;, D; y d; estan bien definidos.

Por la definicién de los C;, Cy(,y € Cp. Como [ es no vacio, sea k € w tal que s (k) = I.
Definamos C; = {x € Cy : (k) = di}, entonces C; C C' y como dj, estd bien definido, C7
es no vacio. Sea d € Cf, entonces d € C'y para toda i € I, d € C;. Asi, para toda i € I se
tiene que d(i) = d;. Demostremos que d es el minimo de C. Ya vimos que d € C, entonces sea
a € C. Supongamos que a # d, entonces existe i € I tal que a(i) # d(i). Sea [ el minimo de I
que cumple a(l) # d(1). Si j <, a(j) = d(j) = d;. Entonces, para toda j < I, a € Cy;. Por
lo tanto, a € C; y a(l) € D;. Entonces d(l) <; a(l), ya que a(l) # d(I) y d(l) es el minimo de
Dy. Asi, d < a 'y d es el minimo de C.

Por lo tanto, L;es (A;, <;) es un buen orden.
_|

Aunque sea inconveniente que la propiedad de buen orden no se preserve en el producto
lexicografico en general, esto nos dara mas riqueza en los 6rdenes que podamos construir. Por
ejemplo, habra érdenes densos que seran el producto de ordinales.

4.2.1 La cofinalidad en el producto lexicografico

Para comparar dos elementos del producto lexicografico podemos pensar en estratos de
comparacién, donde la primera diferencia entre ellos define el estrato de comparacion sig-
nificativo. Tenemos entonces una jerarquia de comparacién: si dos elementos del producto
lexicografico difieren en los “primeros” estratos, los elementos estan mds separados que si
difieren en los “dltimos” estratos. Asi, cuando busquemos calcular el entorno de un elemento
nos importaran mas los “dltimos” estratos y cuando busquemos calcular la cofinalidad nos
importardn los “primeros” estratos para hacer conjuntos mejor colocados. Ademas, podemos
retomar la idea de las sucesiones y pensar a los elementos del producto lexicografico como
sucesiones de longitud S que toman un elemento de As en su entrada 0. De esta forma, la
jerarquia que mencionamos esta dada por 5.
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Ejemplo 4.19 Consideremos el orden 2((5)) formado por sucesiones de 0’s y 1’s de longi-
tud 5. Sean a = (0,1,0,1,0) y b = (0,1,1,1,0), elementos de 2((5)). En la figura 4.1, se
muestra la representacion grafica de la construccién de estos elementos. Notemos que en su
construccion difieren en el nivel 2, y a partir de ahi se separa su construccién, de hecho, se
encuentran distantes en el orden 2((5)), aun cuando sélo difieren en una entrada.

2(())

— - > e > - O — > > — - > > > > — > > > > — > — > — > — > — > — > —>

A

\ ! \ ! \ ! \ I \ ! ! \ I \ i \ I \ I \ i \ I \ I \ I \ I \ !
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Figura 4.1: Representacién gréfica del orden 2((5)) y la construccién de dos elementos en el
orden.

Para determinar la cofinalidad del producto lexicografico analicemos dos casos, cuando
algin orden no tiene extremos y cuando todos los 6rdenes tienen extremos.

Teorema 4.20 Sea  un ordinal no cero. Para cada § € 3, sea (As, <s) un orden lineal no
vacio. Si existe 0 € (8 tal que cf ((As5,<5)) > w, entonces cf (Lsep (A5, <5)) > w. Mds aun, si
v es el minimo en B tal que cf ((A,, <y)) > w, entonces cf (Lscp (As, <5)) = cf ((Ay, <4)).

Demostracién. Como existe § € (3 tal que cf ({45, <5)) > w, sea 7 el minimo en 3 que lo
cumple. Como todo (As, <s) es no vacio y y es el minimo, si d € + se tiene que cf ((4s, <s5)) = 1.
Para cada 0 € v, sea x5 el maximo de (As, <s). Ademads, para cada 6 € ( tal que v € 4, sea
x5 € Ag arbitrario.

Definamos el conjunto T C X ses Az como

T:{ae XA(;:V(SGB((S#fy%a((S):x(;)}.

oep

El conjunto T con el orden lexicografico es isomorfo a (A, <), ya que la funcién g : T — A,
definida como g(a) = a(y) es un isomorfismo. Veamos que T es cofinal en Lseg (45, <5).

Seab € Xsep Ags. Sipara algin § € v, b(d) # x5, entonces b(d) < z5. Asi, b < T. Entonces
supongamos que para toda d € v se cumple que b(6) = z5. Como (A, <) no tiene extremos,
sea 2 tal que b(7) < z,. Definamos a € X 5 A5 como a(§) = z5. Notemos que a € T y que
ademds b <r, a. De este modo, T" es cofinal en L;scg (As, <s)-
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Por lo tanto, cf (Lseg (As, <s)) = cf (T') = cf ((Ay, <4))-
_|

Al tomar el minimo orden que no tiene extremos, nos estamos enfocando en los “primeros”
estratos de comparacién y el minimo resulta el estrato significativo.

Corolario 4.21 Sea 8 un ordinal no cero. Para cada § € 3, sea (As, <5) un orden lineal no
vacio. Si existe 6 € [ tal que coin ((As, <s)) > w, entonces coin (Lscg (As, <5)) > w. Mds
aun, si vy es el minimo en B tal que coin ((A,,<,)) > w, entonces coin (Lscp (A5, <s5)) =
coin ((A, <4)).

Veamos ahora el caso cuando todos los 6rdenes tienen extremos.

Teorema 4.22 Sea § un ordinal no cero. Para cada 6 € 3, sea (As, <s) un orden lineal. Si
para toda § € B se tiene que cf ((As, <s)) = 1, entonces cf (Lsep (As, <5)) = 1.

Demostracién. Como para toda § € /3 se tiene que cf ((4s, <s5)) = 1, para cada § € /3 sea
s el mdximo de Ags. Definimos a € Xsep As como a(0) = x5. Entonces a es el maximo de
Lsep (As,<s), por lo tanto, cf (Lsep (As, <5)) = 1.

_|

Corolario 4.23 Sea 3 un ordinal no cero. Para cada 6 € 3, sea (As, <5) un orden lineal. Si
para toda § € B se tiene que coin ((As, <s5)) = 1, entonces coin (Lscp (A5, <5)) = 1.

Al analizar el entorno de un elemento del producto lexicografico nos tenemos que enforcar
en los “dltimos” estratos, pero esto anade una dificultad extra: ahora también interviene la
cofinalidad del ordinal 8 con el que indexamos.

Dividiremos el andlisis en dos casos, cuando 3 es un ordinal limite y cuando § es un ordinal
SuCesor.

Teorema 4.24 Sea 8 un ordinal limite. Para cada 6 € (3, sea (As,<s) un orden lineal no
vacio y sin extremos. Entonces, todo elemento del producto lexicogrdfico Lscp (A5, <5) tiene

entorno (cf (B),cf (B)").

Demostracion. Sea x € X, 5 As. Como todos los érdenes (As, <s) no tienen extremos, para
cada 0 € 3, sea ag € As tal que as <s (0).

Para cada a € 3, definimos dq € X5 A5 como do(a) = aq y para toda 6 € 5 con § # a,
do(0) = x(5). Por construccién, para toda o € 3 se tiene que do, <y, x. Ademds, do <1, dy(a),
pues do (@) = aa <o T(@) = dy)(@). Sea D = {d, : @ € B}, notemos que D es isomorfo a 3
y D C xlF.

Veamos que D es cofinal en x]”. Supongamos que ¢ <y, x. Sea v la primera diferencia
entre ¢ y z, entonces c(y) <, x(7). Fijémonos en dg,), existe pues 3 es un ordinal limite,
entonces para toda ¢ € 7 se tiene que ¢(0) = 2(0) = dy(,)(6). Y c(v) <y 2(7) = dy(1) (7). Asi,
¢ <r, dgy(y). Entonces D es cofinal en z*. Por lo tanto, cf (/") = cf ().
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Con una construccion simétrica, se demuestra que coin (QUTL) = cf (B). Por lo tanto, x
tiene entorno (cf (B),cf (8)*).
_|

Notemos que en la construcciéon se usé que los érdenes no tenian extremos, ya que de
lo contrario tendriamos que explorar muchos casos. Una mejora posible de este teorema se
da si pedimos que en un subconjunto cofinal a 5 se tengan ordenes sin extremos y, dado
T € Xsep Ag, definir a5 <5 xz(d) para dichos 6rdenes y en los demés a5 <5 x(d). De esta forma
se nota mejor que los “ultimos” estratos son los significativos.

Veamos ahora el caso cuando 3 es un ordinal sucesor.

Teorema 4.25 Sea 5 un ordinal. Para cada 6 € s(f3), sea (As, <s) un orden lineal no vacio
y sin extremos. Entonces, todo elemento x del producto lexicogrdfico Lscyg) (As, <s) tiene
entorno igual al entorno de x(B) en (Ag, <g).

Demostracion. Sea x € X;cy5) As- Definamos T' = {a € x|F : V6 € B(a(d) = x(8))}, T es
no vacfo, pues (Ag, <g) no tiene extremos. Observemos que si a € T', entonces 3 es la primera
diferencia entre z y a y a(8) <g x(8). Asi, a(B) € x(8)}44. Més aun, T es isomorfo a z(3)}44.

Veamos que T es cofinal en 2. Sea ¢ € x|, entonces ¢ <y, x. Sea a € T y sea v la primera,
diferencia entre ¢ y x. Si v € 3, entonces para toda § €  se cumple que ¢(6) = z(5) = a(d),
ademds c(y) <y z(v) = a(v). Por lo tanto, ¢ <p, a. Ahora, si v = 3, entonces ¢ € T'. De modo
que T es cofinal en z|~. Por lo tanto, cf (x¢L) =cf (T) =cf (x(ﬂ)iAﬁ).

De manera simétrica se demuestra que coin (:):TL) = coin (C(B)TAB). Por lo tanto, z tiene
el mismo entorno en Lscyg) (A5, <s5) que z(3) en (Ag, <p).
_|

En esta ultima prueba es patente que el estrato significativo para el entorno es el 1iltimo.
Por lo tanto, en las hipétesis del teorema basta pedir que (Ag, <g) fuera un orden lineal sin
extremos.

Analicemos ahora los huecos en el producto lexicogréafico. Para ello veamos unos ejemplos
para comprender el comportamiento de las cortaduras en el producto lexicografico.

Ejemplo 4.26 Analicemos una cortadura en el orden 2((5)). Sean a = (0,1,0,0,1) y b =
(0,1,0,1,0) elementos de 2((5)). Definamos C = al y D = bf, en la figura 4.2 se muestra
la representacién grafica de estos conjuntos. Dado que a y b son vecinos en orden 2((5)),
notemos que (C, D) es una cortadura de 2((5)). En la figura 4.2 también se muestra la
construccion del orden 2((5)) y la construccién de a y b. Si analizamos el corte, representado
por una linea punteada vertical entre a y b en la figura 4.2, podemos notar que los elementos
de C mas cerca a D y los elementos de D maés cercanos a C, comparten una construccion
similar. Mas concretamente a y b comparten la misma construccién hasta el estrato 2 y en
el estrato 3 se separan. Ademds, cualquier elemento de C' no comparte una construccién
similar después del estrato 2. Asi, podriamos decir que C' y D se separan en el estrato 3 de
la construccién, o que la primera diferencia de C'y D se da en el estrato 3, recordando al
orden lexicogréfico.
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Figura 4.2: Representacién grafica de una cortadura en el orden 2((5)).

Formalicemos y generalicemos lo descrito en el ejemplo anterior. Sea (C, D) una cortadura
de Lsep (A5, <5). Definamos S C 8 como

S={yep:3JaecCIe DVse(ald) =b(s))},

notemos que S es transitivo, por lo que, S es un ordinal. Ademads, por vacuidad siempre se
tiene que 0 € S.

Ejemplo 4.27 Siguiendo el ejemplo 4.26, en la figura 4.3 se muestra el conjunto S C 5.
Para este caso S = {0, 1,2,3}. El conjunto S nos indica los estratos en los que C'y D estan
mas cerca, siendo el estrato 3 donde se separan. Si llamamos o al méximo de S, en este caso
3, o es el estrato donde C'y D ya no comparten elementos con una construccién igual hasta
ese estrato, pero para todos los anteriores si. Ademas, ¢ nos indica el primer estrato de
separacion entre C'y D, o la profundidad de la cortadura, como se sugiere en la figura 4.3.
Notemos también que los testigos que justifican la pertenencia de 3 a .S, siempre comparten
la misma construccién hasta el estrato 2. Pero también ocurre con los testigos de 2, 1 y de
0. Siendo (0, 1,0) el segmento inicial de construccién mas largo comin entre los elementos

de C'y D.

Como notamos en el ejemplo anterior, dado v € Sy § € 7, a(d) y b(d) no dependen de la

eleccién del a € C ni del b € D, es decir, a(d) y b(d) es el mismo elemento de As para todos
los testigos a y b.

Podemos pensar en un segmento inicial de construccion que es comun entre algunos ele-
mentos de C'y D. Como vimos en el ejemplo 4.27, el elemento maximo de S nos proporciona el

segmento més largo. Sin embargo, no siempre S tiene méximo. Asi que definiremos o = J S,
es decir, el supremo de S.

Definicién 4.28 Sea  un ordinal no cero. Para cada 6 € (3, sea (As, <5) un orden li-

neal no vacio. Sean C'y D subconjuntos de X 5 As, tal que (C, D) es una cortadura de
Lsep (A5, <5). Definamos la primera diferencia entre C'y D como

o=|J{veB:3aTblac CAbeDAVS € ~(a(5) =0b(6)))}.
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Figura 4.3: Representacién grafica de una cortadura en el orden 2((5)) y el conjunto S corres-
pondiente.

El ordinal ¢ nos darda mucha informacién sobre la cortadura. Como hemos comentado,
o nos indica el primer estrato de construcciéon donde los elementos C' y D ya no comparten
segmentos iniciales idénticos. Otra forma de pensar a o es que a partir del el estrato o, la
construccion de los elementos de C'y D se separan por completo, que visualmente podriamos
pensar en qué tan profunda fue la cortadura. Ademés, o nos ayudard a definir dicho “segmento
inicial més largo”, al cual llamaremos tronco comin de construccién de C'y D. En la definicién
de o ya se involucran a los elementos de C'y D que coinciden en las primeras entradas, por lo
que, al tomar el supremo es evidente la relacién de o con dicho tronco comin de construccion.

Definicién 4.29 Sea 8 un ordinal no cero. Para cada § € (3, sea (As, <5) un orden li-
neal no vacfo. Sean C'y D subconjuntos de X, P A, tales que (C, D) es una cortadura
de Lscp (As,<s). Sean v € By t € Xser As. Decimos que t es el tronco comiin de
construccién de C' y D si se cumple lo siguiente:

(i) 7 es la primera diferencia entre C'y D.

(ii) V€ € SYa € CVb e D(Vd € £(a(d) =b(0)) =V € &(a(d) = b(d) = (0))).

Por el inciso (ii) de la definicién, tenemos directamente que el tronco comin de construc-
cién es unico dados C' 'y D. Veamos que siempre existe dicho tronco comun de construccién.

Teorema 4.30 Sea  un ordinal no cero. Para cada § € B, sea (As, <s) un orden lineal no
vacio. Sean C' y D subconjuntos de Xsep Ags, tales que (C, D) es una cortadura del orden
Lsep (As, <s)- Sea o la primera diferencia entre C y D. Entonces existe t € X, As tal que

VE € SYa € OVb € D(V6 € £(a(d) = b(8)) — V3 € £(a(8) = b(5) = (5))).

Demostracion. Sio = 0, el teorema se cumple con t = &. Supongamos que o # 0. Definamos
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por recursién hasta o los conjuntos Cy5 C As, Ds C As y ts € As como sigue:

Cs={r € As:3acCV§ed(al§) =tg)
Ds={x € As:3bec D(V{ € 6(b(§) = t¢)
ts € Cs N Dy.

Los conjuntos ts5 formaran el tronco comtn de construcciéon de C'y D.

Veamos que estan bien definidos, es decir, veamos que CsMN Dy es un unitario. Procedamos
por induccién fuerte: Sea v € o, supongamos que para toda d € v, los conjuntos Cs, Ds y ts
estan bien definidos. Como v € o, existe € € S tal que v € €. Entonces existena € C'y b e D
tales que para toda d € €, a(d) = b(d).

Demostremos que para toda § € « se tiene que a(d) = b(J) = ts, procedamos nuevamente
por induccién fuerte. Sea d € v, supongamos que para toda & € ¢ se cumple que a(§) = b(§) =
te. Notemos que a(d) € Cs y b(d) € Ds. Como a(d) = b(d), a(d) € Cs N Ds. Como § € 7,
Cs N Ds = {ts}, por hipdtesis de la primera induccién. Asi, a(d) = b(d) = ts.

Entonces a(y) € C, y b(y) € D. Como 7 € €, a(y) = b(y). Asi, Cy,N D, # 2.

Vemos que C, N D, es un unitario. Sean z, y € C, N D,, supongamos que = # . Supon-
gamos sin pérdida de la generalidad que x <, y. Como = € D,, existe w € D tal que para
toda § € v se cumple que w(d) = t5 y ademds w(y) = x. Como y € C,, existe z € C tal que
para toda 0 € 7 se cumple que z(d) = t5 y ademas z(y) = y. Por lo tanto, w <, z, lo cual
contradice que C <y, D. De modo que, z =y y Cy N D, es un unitario.

Por lo tanto, estdn bien definidos los conjuntos C, D y ty. Asi, definamos t € X;., As
como t(9) = ts.

Sean { € S, a € C'yb € D tales que para toda 0 € £ se tiene que a(d) = b(J). Demostremos
que para toda vy € £ se cumple que a(y) = b(y) = t(7).

Procedamos por induccion fuerte. Sea v € &, supongamos que para toda § € v se cumple
que a(d) = b(6) = t(4). Entonces a(y) € C, y b(y) € D. Como a(y) = b(v), a(y) € Cy N D,.
Por lo tanto, a(y) = b(y) =t, = t(v).

De esta forma, t es el tronco comun de construccién de C'y D.

Veamos un lema que nos ayudara en las siguientes demostraciones.

Lema 4.31 Sea 3 un ordinal no cero. Para cada § € 3, sea (As, <s) un orden lineal no vacio.
Sean C y D subconjuntos de Xsep As, tales que (C, D) es una cortadura de Lscp (As, <s).
Sean o la primera diferencia entre C y D, y t el tronco comin de construccion de C' y D. Sea
T € Xsep As. Para cualquier v € o si para toda 6 € v se cumple que x(§) = t(9), entonces

(i) siz(y) <y t(y),z€C,y

(ii) sit(y) <y z(y), x € D.
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Demostracion. Primero supongamos que z(7y) <, t(7y). Como t(v) € C,, existe a € C tal
que para toda § € 7, a(d) = t(d) y a(y) = t(vy). Entonces v es la primera diferencia de z y a.
Asi, x <;, a. Como C <5, D,z € C.

El segundo inciso se demuestra de forma anéloga.

Usaremos a 3, o y t(0) = ts5 para analizar las cortaduras del producto lexicogréfico.

El primer caso que analizaremos es cuando o = 3. En este caso ¢ es un ordinal limite y
t € Xsep As. Como (C, D) es una cortadura, t € C ot € D pero no en ambos. Si t € C,
C =tly D = tt. Por el teorema 4.24, la cortadura (C, D) es de tipo (1,cf (8)*). Ahora, si
t e D, D =ty C = t]. Nuevamente por el teorema 4.24, la cortadura (C, D) es de tipo

(cf(B),1).
Resumamos lo anterior en un teorema.
Teorema 4.32 Sea § un ordinal no cero. Para cada § € (3, sea (As, <s) un orden lineal no

vacio. Sean C y D subconjuntos de Xsep As, tales que (C,D) es una cortadura del orden
Lsep (As,<5). Entonces (C, D) es de tipo

(i) (1,cf(B)*), sioc=ByteC;

(ii) (cf(B),1), sic =B yte D;

donde o es la primera diferencia entre C' y D, yt es el tronco comin de construccion de C y
D.

Ahora veamos el caso cuando o € (. En este caso analizaremos los conjuntos C,, D,
definidos como

Co={rcA;:FacC(V{co(al§) =ts) Na(o) =)}, y
Dy={x €A, :Fbe DNV, ca(b(§) =te) A

Dado que o es el supremo de S, tenemos otros dos casos, 0 € S 0 o ¢ S. Analicemos
primero el caso en el que o ¢ S.

Sio ¢ S, entonces o es un ordinal limite y no existen a € C'y b € D tales que para toda
d€o,a(d) =0b(0). Asi, C;, = & 0 D, = &, pero no ambos a la vez.

Supongamos que D, = &. Sea (C’, D) una cortadura de Lsc, (As, <s5) definida como
C' =ty D' = t}. Por el teorema 4.24, la cortadura (C’, D’) es de tipo (1,cf (0)). Veamos
que la coinicialidad de D es igual a cf (o). Para cada 6 € 3 sea as € Ay tales que si 6 € o,
ts <s as, y si 0 <4, as es arbitraria. Para cada ¢ € o, definamos ds € X, 3 As como

d(;(f):{ts sieoy&#9,

ag en otro caso.
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Definamos T' C X, s As como T = {ds : 6 € o}. Notemos que T es isomorfo a o*, pues si
d oy ed, entonces ds(§) = te <¢ ag = d¢(§). Veamos que T' C D. Sea 0 € o, entonces
para toda § € 9§, ds(§) = te, y ts <5 ds(0). Por el lema 4.31, ds € D. Por lo tanto, T' C D.
Por tdltimo demostremos que 1" es coinicial en D. Sea b € D, como D, = @, existe £ € o
tal que b(§) # t¢. Sea v el minimo que cumple lo anterior. Entonces, dg,)(v) = t, # b(7)
y para toda § € 7, dy(,)(§) = te = b(§). Asi, v es la primera diferencia entre b y dg(,). Si
b(7) <y ty = ds(y)(7), entonces b € C por el lema 4.31, lo cual es una contradiccién a que
(C, D) es una cortadura. Por lo tanto, dy)(7) <, b(7) y asf dy,) <r b. De esta forma, T es
coinicial en D. Por lo que, coin (D) = coin (1) = coin (¢*) = cf (o).

Como supusimos que D, = &, C, = A,, lo cual nos indica que C, surge del t en el
estrato anterior, es decir, del maximo de C’. De hecho, podemos pensar que todos los estratos
anteriores también tienen méaximo, ts. Esto nos sugiere usar los teoremas 4.20 y 4.22 para
determinar la cofinalidad de C.

Sea W = {a € X;c5 A5 : V0 € 0(a(d) =t5)}. Veamos que W es un subconjunto de C. Sea
a € W, entonces para toda § € o se tiene que a(0) = t5. Como D, = &, a(o) ¢ Dy, por lo
que a ¢ D. Como (C, D) es una cortadura, a € C. Por lo tanto, W C C. Ahora veamos que
W es cofinal en C. Sea b € C. Si para toda § € o se tiene que b(d) = ts, entonces b € W. Si
existe 6 € o tal que b(d) # ts, sea v el minimo que cumple esto. Entonces para toda § €
se tiene que b(0) = t5 y b(y) # ty. Si t, <y b(7), por el lema 4.31 tendrfamos que b € D, lo
cual contradice que (C, D) es una cortadura. Por lo tanto, b(y) <, t,. Sea a € W, entonces
b <1, a. Entonces W es cofinal en C'y cf (W) = cf (C).

Para determinar la cofinalidad de W, lo compararemos como un producto lexicogréfico.
Vamos que W es isomorfo a Lscg\, (As, <5). Notemos que 3\ o C 3y, por lo tanto, es un
buen orden, asi que estd bien definido el producto lexicografico.

Sea f : Xsep,As — W, definida como f(z)(§) = te, si £ € oy, f(z)(§) = =(¢), si
&€ p\o. Asi, f esel isomorfismo buscado.

De esta forma, la cofinalidad de C' estd dada por los teoremas 4.20 y 4.22 aplicados a
Lsep\o (As, <6)-

De manera simétrica se puede tratar el caso donde C, = @, llegando a que cf (C') = cf (o)
y coin (D) se resuelve aplicando los corolarios 4.21 y 4.23 a Lscp\» (As, <s). Resumamos lo
anterior en el siguiente teorema.

Teorema 4.33 Sea § un ordinal no cero. Para cada § € (3, sea (As, <s) un orden lineal no
vacio. Sean C y D subconjuntos de Xsep As, tales que (C, D) es una cortadura del orden
Lsep (As,<5). Sean o la primera diferencia entre C y D, y t el tronco comin de construccion
de C yD. Sio € f yno existen a € C yb € D tales que para toda § € o, a(d) = b(9),
entonces (C, D) es de tipo

(i) (1,cf (o)), si existe a € C tal que para toda § € o, a(d) = t(5); y para toda § € B\ o se
tiene que cf ((As, <5)) = 1;

(i) (cf ((Ay,<4)),cf (o)), si existe a € C tal que para toda & € o, a(d) = t(8); y existe
d € B\ o tal que cf ((As, <5)) > w y v es el minimo en [\ o tal que cf ((A,, <)) > w;
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(iii) (cf(o0),1), si existe b € D tal que para toda 6 € o, b(0) = t(d); y para toda § € 5\ o se
tiene que coin ((As, <s5)) = 1;

(iv) (cf (o), coin ((Ay, <y))"), si existe b € D tal que para toda 6 € o, b(6) = t(9); y existe
d € B\o tal que coin ((As, <5)) > w y v es el minimo en B\o tal que coin ((A,, <4)) > w.

Ahora exploremos el caso en que ¢ € S. En este caso C, # @y D, # @&. Como o es el
méximo de S, C, N D, = &. Por su construccién C, <, D,. Como (C, D) es una cortadura,
C, U D, = A,. Por lo tanto, (Cy, D) es una cortadura de (A,,<,). Aqui tenemos varios
casos dependiendo del tipo de cortadura de (Cy, Dy ).

Veamos primero el caso de un hueco en A,. Para cada § € 8 tal que o € § sea ts € As.
Definamos T' C C como T' = {a € C : V6 € B(6 # o — a(d) = ts5)}. Notemos que T es
isomorfo a C,. Veamos que T es cofinal en C'.

Sea x € C'. Supongamos que existe § € o tal que () # ts5. Sea v el minimo que lo cumple
y sea a € T. Entonces vy es la minima diferencia de x y a. Si ocurriera que t, <, z(), por el
lema 4.31, x € D, lo cual contradice que (C, D) es una cortadura. Entonces z(y) <, t, = a(7),
asi,  <r, a. Ahora, si para toda § € o se tiene que x(J) = t5, entonces z(o) € C,. Seay € C,
tal que z(0) <, y. Como C, no tiene maximo, esto es posible. Definimos a como a(c) =y y
para toda 0 € 8 si d # o, a(d) = t5. Observemos que a € T'y o es la primera diferencia entre
ay z. Asi, z <r, a. Por lo tanto, T es cofinal en C. Entonces cf (C) = cf (T') = cf (C,).

De manera simétrica se demuestra que coin (D) = coin (D, ). Por lo tanto, (C, D) es de
tipo (cf (Cy), coin (Dy)™).
Ahora, si C, tiene maximo o D, tiene minimo, se aplican los teoremas de 4.20 y 4.22 y

los corolarios 4.21 y 4.23 en los casos respectivos.

Teorema 4.34 Sea § un ordinal no cero. Para cada § € (3, sea (As, <s) un orden lineal no
vacio. Sean C' y D subconjuntos de Xsep As, tales que (C, D) es una cortadura del orden
Lsep (As,<5). Sean o la primera diferencia entre C' y D, y t el tronco comiin de construccion
de C y D. Supongamos que o € B, sean C, C Ay y Dy, C A, definidos como

Co={r€A,:TacCMVMco(al) =t&))Na(o)=2)}, ¥y
Dy={x€ A, :Fe DNVEea(b(&) =t&)Nblo) =)}

Si Cy, # @ y D, # &, entonces (C, D) es de tipo

(i) (1,1), si (Cy, Dy) es una cortadura de tipo (1,1); para toda 6 € 5\ s (o) se tiene que
cf ((As,<s)) = 1; y para toda 6 € 5\ s (o) se tiene que coin ((As, <5)) = 1;

(i) (cf ((Ay,<4)),1), si (Cy, Dy) es una cortadura de tipo (1,1); existe 6 € f\s (o) tal que
cf ((As,<5)) > w y v es el minimo en 5\ s(o) que lo cumple; y para toda 6 € B\ s (o)
se tiene que coin ((Ag, <s)) = 1;

(iii) (1,coin ((Ay, <4))*), si (Co, Dy) es una cortadura de tipo (1,1); para toda 6 € 5\ s (o)
se tiene que cf ((As, <s)) = 1; y existe § € B\ s (o) tal que coin ((As, <5)) > w y v es el
minimo en 3\ s (o) que lo cumple;
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(iv) (cf ((Ay, <4)),coin ((Ae, <¢))*), si (Cy, Do) es una cortadura de tipo (1,1); existe § €
B\ s(o) tal que cf ((As, <s5)) > w y v es el minimo en B\ s (o) que lo cumple; y existe
d € B\s(0) tal que coin ((As, <5)) > w y & es el minimo en B\ s(0) que lo cumple;

(v) (cf(Cy),1), si (Csy Do) es una cortadura de tipo (we,1); y para toda 6 € 5\ s (o) se
tiene que coin ((Ag, <s)) = 1;

(vi) (cf (Cy),coin ((Ay, <4))"), si (Cy,Dy) es una cortadura de tipo (we,1); y existe § €
B\ s (o) tal que coin ((As, <s5)) > w y 7 es el minimo en B\ s (o) que lo cumple;

(vil) (1,coin(Dy)*), si (Cy, D,) es una cortadura de tipo (1,w.); y para toda 6 € B\ s (o) se
tiene que cf ((Ag,<s)) = 1;

(viii) (cf ((Ay, <4)),coin (D)), si (Cy,Dy) es una cortadura de tipo (1,we); y existe § €
B\ s(o) tal que cf ((As,<s)) > w y v es el minimo en B\ s (o) que lo cumple;

(ix) (cf(Cy),coin(D,)"), si (Cy,Dy) es una cortadura de tipo (we,we).

En la préxima seccién nos interesaran los huecos del orden lexicografico, asi que enuncia-
remos un teorema recapitulando los tipos de huecos que existen.

Teorema 4.35 Sea § un ordinal no cero. Para cada § € (3, sea (As, <s) un orden lineal no
vacio. Sean C'y D subconjuntos de Xsc5 As, tales que (C,D) es un hueco de Lscp (As,<s5).
Sean o la primera diferencia entre C' y D, y t el tronco comin de construccion de C y D.
Supongamos que o € 3, sean Cy C Ay y Dy C A, definidos como

Co={r € A; : Ja € C(V¢ € a(a(§) =1(§)) Na(o) = 2)}, y
D, ={zx € A, : b DV, € a(b(&) =t(&)) A

Entonces el entorno del hueco (C, D) sélo puede ser alguno de los siguientes:

(i) (cf ((Ae, <)) cf (o)), si Dy = @, € € B\ 0 es el minimo tal que cf ((Ae, <c)) > w.

(i) (cf (o), coin ((Ae, <)), 5i Co = B, € € B\ 0 es el minimo tal que coin ({4, <¢)) > w.

Para los siguientes incisos, seay € $\s (o) el minimo que cumple que cf ((Ay, <y)) > w
y sea & € B\ s(0) el minimo que cumple que coin ((A¢, <¢)) > w.

(iii) (cf ((Ay, <y)),coin ((A¢, <¢))"), si (Co,Dy) es una cortadura de tipo (1,1) en A,.
(iv) (cf (Cy),coin ((Ae, <¢))*), si (Cy, Do) es una cortadura de tipo (we,1) en A,.
(v) (cf ((Ay, <)), coin(Dy)*), si (Coy,Dy) es una cortadura de tipo (1,we) en A,.

(vi) (cf (Cy),coin(Dy)*), si (Cy, Do) es una cortadura de tipo (we,we) en Ag.
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4.2.2 El producto lexicografico y los 6rdenes 7,

La propiedad de ser 7, tampoco se preserva con el producto lexicografico, pero al igual
que con los buenos d6rdenes se puede encontrar una condicidon para que esto si suceda.

Primero veamos un lema sobre los huecos en el producto lexicografico de érdenes 7,.

Lema 4.36 Sea 3 un ordinal no cero. Para cada 6 € 3, sea (Es, <g) un orden ny. Sea (C, D)
un hueco del orden de Lscg (Es, <s). Sean o la primera diferencia entre C y D, y t el tronco

comain de construccion de C y D. Entonces el entorno del hueco (C, D) es <w6, wg>, con e > «
0&>a.

Demostracion. Analicemos cada inciso del teorema 4.35, el cual nos indica todos los entornos
posibles de un hueco en el producto lexicografico.

El inciso (i) se reduce a que el entorno de un hueco sea (we,cf (o)), con € > «, pues la
cofinalidad de (E,, <,) es mayor o igual que w,.

El inciso (ii) se reduce a que el entorno de un hueco sea <cf (o) ,w2‘>, con £ > «, pues la
coinicialidad de (E,, <,) es mayor o igual que w,.

El inciso (iii) no tiene lugar en los 6rdenes 7,, pues no hay ninguna cortadura de tipo
(1,1) en E,.

El inciso (iv) y (v) corresponden al entorno de un elemento en E, y a la cofinalidad y
coinicialidad, respectivamente, de un orden 7., por lo que se reduce a que el entorno sea

<w5,wg>, cone>ayé>a.

El inciso (vi) nos indica un hueco en el orden (E,, <), lo cual se reduce a que su entorno

sea, <w€,wg>, cone>aof>a.

En todos los casos tenemos que se cumple que el entorno de (C, D) es <w5, w§>, con € > «
0é >«
_|

Veamos bajo qué condiciones le producto lexicogréfico preserva a los érdenes 7,. Aunque
las demostraciones seran cortas, hay que notar que usaremos casi todos los teoremas de la
seccion pasada.

Teorema 4.37 Sea [ un ordinal no cero. Para cada 6 € B, sea (Es,<s) un orden ns. Si
cf(B) =1 o cf (B) > wa, entonces Lscg (Es, <5) es un orden 1.

Demostracion.

Sicf (8) = 1, B es un ordinal sucesor, digamos 8 = s (). Por el teorema 4.25, z tiene el
mismo entorno en Lscg (Es, <5) que z(7) en (E,, <,). Como (E,, <) es un orden 7, x(7)
tiene entorno <we,w§> en (E,,<,), con €, £ > a. Por lo tanto, = tiene entorno <w€,w§> en
Lsep (E5,<5), con €, £ > a.
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Si cf (8) > wq, entonces B es un ordinal limite. Por el teorema 4.24, = tiene entorno
(cf(B),cf(B)") en Lses (Es, <s), con cf (8) > wa.

Sea (A, B) un hueco de Lscg (Es, <s). Por el lema 4.36, (A, B) tiene entorno <w6,w2‘>, con
e>ao0f>a.

Por el teorema 4.20 y el corolario 4.21, Lseg (Es, <s5) tiene la misma cofinalidad y coini-
cialidad que (Ejy, <p). Como (Ey, <p) es un orden 7),, ambas son mayores que wg.

Por lo tanto, Lscg (Es, <s5) es un orden 1.
_|

La condicién impuesta sobre la cofinalidad de [ se usa al determinar el entorno de los

elementos de Lscg (E5, <s5) y por el teorema 4.24 esta condicién es necesaria.

Teorema 4.38 Sea 5 un ordinal limite tal que cf (5) < wy. Para cada § € B sea (Es, <s) un
orden 1. Entonces Lscg (Es, <s5) no es un orden 1.

Demostracion. Por el teorema 4.24, todos los elementos de Lscp (Ej, <s) tienen entorno
(cf (B),cf (B)"). Como cf (B) < wa, Lsecp (Es5, <s) no es un orden 1,
4|

Corolario 4.39 Sea 8 un ordinal limite. Para cada § € B sea (Es, <s) un orden ns. Entonces
Lsep (Es,<5) es un orden 1q sty solo si cf (B) > wq.

Un caso particular del teorema 4.37 es cuando o = 0.
Corolario 4.40 Sea 8 un ordinal no cero. Para cada § € 8 sea (Es, <g5) un orden ng. Entonces

Lsep (Es,<5) es un orden ng.

Demostracion. Todo ordinal no cero tiene cofinalidad 1 o mayor o igual que wg. Por el
teorema 4.37, la afirmacion es cierta.
_|

Ahora veamos una aplicacién del producto lexicografico para construir 6rdenes 7),. Para
ello usaremos un subconjunto de los érdenes 2((wy)) -

Definicién 4.41 Definimos para cada ordinal « al conjunto H, C 2((w,)) como
Va(a € Hy < (a € 2((wa)) A T € wala(p) = 1AV € wa(pu € v — a(v) = 0)))).
Ademés los consideraremos con el orden lexicogréfico que le hereda 2((wq)).

Ejemplo 4.42 Sea a una sucesién definida como a(u) = 1 si p € wo; y a(p) = 0 si wy C
(€ wi. La sucesion a cumple que a € 2((wy)), pero a ¢ Hj.

En cambio si definimos b como b(u) = 1si pp C wp; y b(p) = 0siwy € p € wy. La sucesién
b cumple que b € 2((w1)) y b € H;.
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Los conjuntos H, cumplen varias propiedades interesantes y son muy relevantes en el
estudio de los dérdenes universales, aunque en este trabajo veremos las relacionadas a los
ordenes 7.

Teorema 4.43 Todos los elementos del orden H,, tienen entorno (cf (wy),cf (wa)™).

Demostracién. Sea a € H,, entonces existe pu € w, tal que a(u) = 1 y para toda v mayor
que pu se tiene que a(v) = 0. Para cada 7 € w, mayor que p, definamos b, € H, como sigue:

a(v) siv <y,

b (v) 0 siv=u,

V) =

T 1 sipu<v<T,y
0 siT <.

Notemos que para cualquier 7 > p se tiene que b, < a, pues la primera diferencia entre ambos
es u, y se cumple que b, () =0 <1 =a(r).

Veamos que {b; : 4 < T < wqy}, es cofinal en al. Sea ¢ € H, tal que ¢ < a. Sea i la primera
diferencia entre ¢ y a. Como ¢(i) < a(i), a(i) = 1y, por lo tanto, i tiene que ser menor o
igual que p. Sii < p, se tiene enseguida que ¢ < by, 41. Supongamos entonces que i = p. Como
c € Hy, existe § € w, tal que c(§) = 1y para toda v > &, c(v) = 0. Asi, ¢ < bygxfu,e}+1- Por
lo tanto, al tiene cofinalidad igual a cf (wg).

Por otro lado, para cada 7 € w, definamos d. € H, como sigue:
a(v) siv<u,
d-(v) =40 siu<vyv#Tiy
1 siv=r.
Notemos que para cualquier 7 > u se tiene que a < d, pues la primera diferencia entre ellos
es 7 y ademads se cumple que a(7) =0 < 1 = d (7).

Veamos que {d; : 1 < T < wy}, es coinicial en af. Sea ¢ € H, tal que ¢ > a. Sea i la
primera diferencia entre ¢ y a. Como a(i) < ¢(i), a(i) = 0y, por lo tanto, ¢ # u. Si i < u,
but1(i) = a(i) < c(i). Supongamos que ¢ > pu, entonces bj+1(i) = 0 < ¢(i). Por lo tanto,
{d; : p < T < wqy} es coinicial en af. Asi, la coinicialidad de af es igual a cf (wq).

De este modo, todo elemento del orden H, tiene entorno (cf (wy), cf (wq)™).

_|

Antes de analizar los huecos en los érdenes H,, veamos un lema que nos muestra cémo se
comportan los érdenes 2((wq)).

Lema 4.44 Todo conjunto no vacio de 2((wq)) tiene supremo e infimo.
Demostracién. Sea C' C 2((wg)). Definamos para cada § € wy a C5 C 2y 75 € Cs, como
sigue:

Cs={r€2:JaecCVe€d(alé) =) Na(d) =x)},

75 = max Cs.
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Se puede demostrar que Cs y 75 estdn bien definidos de manera andloga a como se demuestra
1 [
que el tronco comun de construccién esta bien definido.

Sea 7 € 2((wy)) definido como 7(d§) = 75. Veamos que 7 es el supremo de C. Sea ¢ € C.
Supongamos que ¢ # T, entonces sea i la primera diferencia entre ambos. Como para toda
0 € i se tiene que ¢(d) = 7(9), c(i) € C;. Asi, ¢(i) < 7(i). Por lo tanto, ¢ < 7. Sea b € 2((wa))
tal que C' < b. Supongamos que b # 7, sea i la primera diferencia entre b y 7. Como 7(i) € Cj,
existe a € C tal que para toda § € 7, a(d) = 75; y a(i) = 7(i). Como a < by a(i) = 7(i),
7(7) = a(i) < b(i). De modo que, 7 < b. Por lo tanto, 7 es el supremo de C.

Si cambiamos la definicién de 75 como el minimo de Cj y procedemos de manera anéloga,

obtenemos el infimo de C.
_|

Teorema 4.45 Todo hueco de H, tiene entorno <w€,w§> con € 0§ igual a cf (wq).

Demostracién. Sea (A, B) un hueco de H,. Como A C 2((wg)), tiene supremo en 2((wq)).
Sea z el supremo de A en 2((wy)),  no es elemento de B pues (A, B) es un hueco. Asi que
x ¢ H,. Dado que = no cumple las condiciones para pertenecer a H,, ocurre que existe un
conjunto U C w, cofinal a w, tal que para todo v € U, x(v) = 1 o existe un conjunto V C w,
cofinal a w, tal que para todo v € V, xz(v) = 0.

Definamos para cada § € w, a ds € H, como sigue:

x(v) siv <,
ds(v) =4¢1 siv=4,y
0 sid <.

Si existe un conjunto U C w, cofinal a w, tal que para todo v € U, z(v) = 1, veamos que
{ds : § € U} es cofinal a A. Para eso, primero veamos que efectivamente es un subconjunto de
A. Sea § € U. Como para toda v € U se tiene que z(v) =1y U es cofinal en wy, * # ds. Sea
1 la primera diferencia entre ambos. Notemos que ¢ tiene que ser mayor que J, por lo tanto,
ds(i) = 0. Asi, d5 <9((w,)) - Como (A, B) es una cortadura y x es el supremo de A, se tiene
que ds € A.

Ahora veamos que es cofinal en A. Sea a € A. Como z es el supremo de A en el orden
2((Wa)), @ <a((w,)) ®- Sea i la primer diferencia entre a y z, entonces a(i) < (7). Notemos
que d; es tal que para toda v < i, d;(v) = z(v) = a(v) y d;(i) = 1, asi que, a(i) < d;(z). Por
lo tanto, a < d;. De modo que A tiene cofinalidad igual a cf (U) = cf (wq).

Si existe un conjunto V' C w, cofinal a w, tal que para todo v € V, z(v) = 0, veamos que
{ds : § € V'} es coinicial a B. Verifiquemos que realmente es un subconjunto de B. Sea § € V.
Como para toda v < § se tiene que z(v) = ds(v), y (0) = 0 < 1 = d5(0), T <g((w.)) ds- Asi,
ds es mayor al supremo de A en 2((w,)), entonces ds es cota superior. Como (4, B) es una
cortadura, ds € B.

Para terminar veamos que es coinicial en B. Sea b € B, entonces x <p((,,)) b. Sea i la
primera diferencia entre ambos, asi, (i) < b(¢). Como V es cofinal en w,, existe j € V tal que
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i < j. Notemos que para toda v < i se tiene que d;(v) = z(v) = b(v) y d;(i) = z(i) < b(3),
por lo que, d; < b. Asi, B tiene coinicialidad igual a cf (V') = cf (wa).

Por lo tanto, todo hueco de H, tiene entorno <w€, w§> con € o ¢ igual a cf (wy).

Teorema 4.46 La cofinalidad y la coinicialidad de los drdenes H,, es cf (wq).

Demostraciéon. Realizando una construccién analoga al teorema anterior proponiendo x
como la sucesién constante 0, obtenemos que la coinicialidad de H, es igual a cf (wy). Y
proponiendo x como la sucesiéon constante 1, obtenemos que la cofinalidad de H, es igual a
cf (wq).

_|

Con estos teoremas parece que los conjuntos H, en general no cumplen lo necesario para
ser ordenes 7,, ya que el teorema de caracterizacion de los érdenes 7, pide que el entorno de
los elementos, el entorno de los huecos, la cofinalidad y la coinicialidad sean mayores o igual
a wq v los teoremas nos dan las desigualdades al revés. Sin embargo, se puede dar la igualdad
cuando w, es regular, y en ese caso si cumplen con la caracterizacion de los 6rdenes 7.

Teorema 4.47 Si w, es reqular, entonces Hy es un conjunto 1.
Pero recordemos que si (A4, <4) es un orden 7,, entonces también serd un orden 73, para

cualquier § < a. Por lo que tendremos ejemplos de Ordenes 7, para cualquier a, como se
muestra en el siguiente teorema.

Teorema 4.48 Sea o un ordinal. Si w, es reqular, H, es un orden n.. Si ws es singular,
existe wy tal que wo < wy Y w es reqular. Asi, H, es un orden 1.
Podemos simplificar el teorema recordando que wy(,) es regular.

Teorema 4.49 Sea a un ordinal, entonces Hy,) es un orden nq.

4.2.3 El producto lexicografico y otras propiedades de los 6rdenes

Veamos cémo se relaciona el producto lexicografico con las demés propiedades que hemos
estudiado. Empecemos con los érdenes simétricos.

Teorema 4.50 Sea 8 un ordinal no cero. Para cada i € 3, sea (A;, <;) un orden simétrico.
Entonces Licg (Ai, <;) es un orden simétrico.

Demostracién. Para cada i € 3, sea f; un isomorfismo entre (A;, <;) y (A;, <;)". Sea
9 XiepAi = X Ai definida como g(z)(i) = fi(z(i)). Veamos que g es un isomorfismo
entre Licg (A, <;) v (Lieg (A, <i))*. Sean a, b € X;ep Ai, tales que a # b, entonces existe
i € B tal que a(i) # b(i). Como f; es inyectiva, f;(a(i)) # f;(b(7)). Por lo tanto, g(a) # g(b) y
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asi g es inyectiva. Sea ¢ € X, Ai, definamos d € X,z A; como d(i) = £ (c(i)). Entonces
g(d)(@) = fi(d(2)) = fz(fz_l(c(z))) = ¢(7). Por lo tanto, g es biyectiva.

Sean a, b € X, 3 A;. Supongamos que a <y, b, sea i la primera diferencia entre a y b.
Sea j € 14, entonces a(j) = b(j) y fi(a(y)) = fj(b(y )) Asi, para toda ] € 1, se tiene que

g(a)(j) = g(b)(j). Como f; es un isomorfismo y a(i) <; b(i), fi(a(i )) L £(b(7)). Entonces
g(b)(7) <i g(a)(i) y de este modo g(b) <, g(a). Por lo tanto, gla) <;* g(b)

Ahora supongamos que g(a) <;' g(b), entonces g(b) <y, g(a). Sea i la primera diferencia
entre g(a) y g(b —4). Como para todo j € i ocurre que g(b)(j) = g(a)(j), para toda j € i,
fi(b(3)) = fj(a(j)). Como f; es inyectiva, para toda j € i se tlene que a(j) = b(j). Como
g(b)(i) <i g(a)(i), se tiene que f;(b(i)) <; fi(a(i)) y asi fi(a(i)) <;' fi(b(i)). Como f; es un
isomorfismo, a(i) <; b(i). Entonces a <p, b, pues i es la primera d1feren01a entre a y b. Por lo
tanto, g es un isomorfismo.

Entonces L;cg (Ai, <i) es un orden simétrico.
_|

Como vimos en el teorema 4.24, cuando 3 es limite y los 6rdenes no tienen extremos,
todos los elementos del producto tienen entorno (cf (8),cf (3)*) y en particular son densos.
Cuando S es limite, el producto lexicografico tiende a formar puntos de acumulacién, asi que
es plausible pensar que preserva la propiedad de densidad.

Teorema 4.51 Sea 5 un ordinal no cero. Para cada i € 3, sea (A;,<;) un orden denso.
Entonces Licg (Ai, <;) es un orden denso.

Demostracion. Seana, b € Xze 3 A;, supongamos que a <, b. Sea i € 3 la primera diferencia
entre a y b, entonces para toda j € i ocurre que a(j) = b(j), y a(i) <; b(i). Como (A;, <;) es
denso, existe z € A; tal que a(i) <; z <; b(z). Definamos ¢ € X; 5 A; como (i) = z y para
toda j # i ¢(j) = a(j). Entonces para toda j € i, c(j) = a(j) = b(j). Asi, i es la primera
diferencia entre a y ¢, y también entre by c. Como a(i) <; (i) y ¢(i) <; b(i), a <p, ¢ <r, b.

Por lo tanto, L;cg (Ai, <i) es un orden denso.
4|

Ya habiamos visto que el producto directo era una subrelacién del producto lexicografico,
ahora veamos que el producto de 6rdenes es un caso particular del producto lexicogréfico.

Proposicién 4.52 Sean (A,r) y (B,s) drdenes parciales. Entonces Lica (Cy,p;) es isomorfo

a (Ax B,r-s); donde Cy =B, Cr=A,pp=s yp1 =r.

Demostracion. Definamos f : A x B — X;., C; como f({(a,b)) = {(0,b),(1,a)}. Notemos

que f estd bien definida, pues f((a,0))(0) =be B=Cyy f({a,b))(1) =a € A= C.
Definamos g : X;.5Ci — A x B como g(z) = (z(1),z(0)). Efectivamente g(z) € A x B.

Veamos que g es la inversa de f. Sea (a,b) € Ax Byx € Xicp C;, entonces

o f({a,0)) = g(f({a,0))) = (f((a,0))(1), f({a; 0))(0)) = (a;b), ¥
f g(x) = f(g(x)) = f({x(1),2(0))) = {(0,2(0)), (L, z(1))} = =.
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Por lo tanto, f es biyectiva.

Sean (aj,b1), (ag,b2) € A x B. Supongamos que (ai,b1) <a.p (ag,bs). Tenemos dos
casos, supongamos primero que by s by. Notemos que f({a1,b1))(0) = b1, f({a1,b1))(1) = a1,
f(<a2,b2>)(0) = bg y f(<a1,b1>)(1) = az. Como Po = s, f(<a1,b1>)(0) Po f((ag,b2>)(0). Por lo
tanto, f((a1,b1)) <p f({a2,be2)). Para el segundo caso supongamos que by = by y ajraz. Como
p1 =1, f({a1,b1))(1) p1 f({az, b2))(1). Ademds, f({a1,b1))(0) = f({az,b2))(0). Entonces 1 es
la primera diferencia entre f({a1,b1)) y f({az,b2)). Por lo tanto, f({a1,b1)) <r f({a2,b2)).

Ahora, supongamos que f({a1,b1)) <r f({a2,b2)). Sea i € 2 la primera diferencia entre
f({a1,b1)) vy f({az,b2)), entonces f({(a1,b1))(i) pi f({az,b2))(i) y para toda j € i se tiene
que f({a1,01))(j) = f({a2,b2))(j). Si i = 0, entonces by p; be, es decir, by s be. En ese caso,
<a1,b1> <A-B <a2,b2>. Sii= 1, b1 = by Yy a1 p1 ag, €s decir, a1 ra. ASf, <a1,bl> <A-B <a2,bg>.

Por lo tanto, f es un isomorfismo.

_|

Usando este isomorfismo, podemos ver que las propiedades de ser separable, ser completo
y ser continuo, no son preservadas por el producto lexicografico. Més concretamente, A\? con
el orden lexicografico es isomorfo a A - A y, por lo tanto, no es separable, no es completo y no
es continuo, véanse los ejemplos 3.64 y 3.65.

Veamos que cualquier factor del producto lexicografico se encaja en el producto lexicografi-
co.

Teorema 4.53 Sea § un ordinal no cero. Para cada i € 3, sea (A;,x;) un orden parcial no
vacio. Entonces para toda k € 8 se cumple que (Ag, i) S Licg (Ai, 13i).

Demostracién. Sea e € Xicp A; v sea k € (B arbitraria. Definamos f : Ay — Xics A; como
f(a)(k) = a y para toda j # k, f(a)(j) = e(j). Veamos que f es un encaje.
Sean a, b € Aj. Supongamos que a # b, entonces f(a)(k) # f(b)(k). Asi, f(a) # f(b) vy,

por lo tanto, f es inyectiva.

Supongamos que a Ty b. Si j € k, entonces f(a)(j) = e(j) v f(b)(j) = e(j). Por lo tanto,
para toda j € k se tiene que f(a)(j) = f(b)(j). Asi, k es la primera diferencia entre f(a) y

f(b), y como aryb, f(a) <p f(b).

Supongamos que f(a) < f(b). Como para toda j # k se tiene f(a)(j) = e(j) = f(b)(4),
la unica diferencia entre a y b ocurre en k. Entonces f(a)(k) ry f(b)(k) y asi a ry b. Por lo
tanto, f es un encaje de (Ag, i) a Licg (As, 13).

Como Fk fue arbitraria, para toda k € 8 se cumple que (Ag,ry) S Licg (As, 1i).



Capitulo V  Concluciones

A lo largo de este trabajo hemos visto la relacién entre las operaciones sobre 6rdenes y
los principales conceptos de 6rdenes. Podemos separar a dichos conceptos en dos: clases de
ordenes y propiedades de los 6rdenes.

Las clases de 6rdenes que hemos analizado son: los érdenes lineales, los buenos ordenes,
los érdenes simétricos y los érdenes 7.

Las propiedades de érdenes que hemos estudiado son: ser denso, ser separable, ser completo
y ser continuo. Ademas hemos visto cémo se comporta la cofinalidad y la coinicialidad en cada
operacion.

Concentraremos los resultados que obtuvimos de cada propiedad, veremos cuales se pre-
servan en las diversas operaciones que definimos. Para ello enlistaremos los resultados y mar-
caremos con v’ los que preservan la propiedad y con X los que no.

5.1 Clases de é6rdenes

Vimos que cada operacién de érdenes que definimos fuera cerrada sobre los 6rdenes par-
ciales, pues debian de estar bien definidas para llamarlas operaciones sobre éstos ordenes.

v" Orden inverso: corolario 2.4, pagina 22.

v" Suma de érdenes: corolario 3.3, pagina 44.

v' Producto de 6rdenes: corolario 3.45, pagina 59.

v' Suma sobre un orden: proposicién 3.76, pagina 71.
v' Producto directo: proposicién 4.6, pagina 78.

v' Producto lexicografico: proposicion 4.12, pagina 81.

Ahora analicemos la clase de los 6rdenes lineales. La tinica operacién que no preserva a
los érdenes lineales es el producto directo. Todas las demés operaciones son cerradas en los
ordenes lineales. Enlistemos los resultados de cada operacion.

v' Orden inverso: teorema 2.13, pagina 24.
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Suma de érdenes: teorema 3.11, pagina 47.

Producto de érdenes: teorema 3.54, pagina 61.

RN

Suma sobre un orden (lineal): teorema 3.79, pagina 72.

X

Producto directo: ejemplo 4.7, pagina 79.

v' Producto lexicografico: teorema 4.16, pagina 82.

En los buenos 6rdenes sélo son cerradas las operaciones de suma de 6rdenes, producto de
ordenes y la suma sobre un orden. Esta tltima tiene que ser sobre un buen orden.

x Orden inverso: ejemplo 2.7, pagina 22.

v/ Suma de érdenes: teorema 3.12, pagina 47.

v' Producto de érdenes: teorema 3.55, pagina 62.

v/ Suma sobre un (buen) orden: teorema 3.80, pagina 72.

x Producto directo: comentarios sobre el ejemplo 4.7, pagina 79.

x Producto lexicogréfico: ejemplo 4.17, pagina 82.

Sin embargo, el orden invertido si preserva a los buenos 6rdenes finitos, pues son simétricos.
Véase el comentario antes de la proposicién 2.28, pagina 28.

La razon por la cual el producto lexicografico no preserva a los buenos ordenes es la
posibilidad de multiplicar una cantidad arbitraria de 6rdenes, pues en el caso de una cantidad
infinita empiezan a aparecer puntos de acumulacién que forman cadenas descendentes. Pero
si se limita a multiplicar una cantidad finita de buenos 6rdenes, el resultado si serd un buen
orden. Véase el teorema 4.18 en la pagina 82.

La clase de los érdenes 7, sin duda ha sido una de las més desarrolladas en este trabajo,
y no es para menos, pues solamente el producto directo y el lexicografico no la preserva. Sin
embargo, vimos que el producto lexicografico si la preserva si se agrega una condiciéon més
débil de la que pusimos para los buenos érdenes.

El producto lexicografico preserva a los 6rdenes 7, cuando el ordinal que indexa no es
limite con cofinalidad menor a w,, segun el teorema 4.37 de la pagina 94. Curiosamente, el
orden lexicografico preserva a los 6rdenes 19, sin necesidad de esta condicién.

v' Orden inverso: teorema 2.67, pagina 41.
v' Suma de érdenes: teorema 3.23, pagina 51.

v' Producto de é6rdenes: teorema 3.59, pagina 63.
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v" Suma sobre un orden: teorema 3.86, pagina 75.
x Producto directo: consecuencia del ejemplo 4.7.

x Producto lexicogréfico: teorema 4.38, pagina 95.

En la tabla 5.1 se muestra toda esta informacion.

Clase O.inverso | Suma | Producto | Suma/orden | P. directo | P. lexicografico
Parcial v v v v v v
Lineal v v v v X v
Buen orden | Finitos v v v X 1 finito
Nox v v v v X cf(I)=102>w,

Tabla 5.1: Relacion entre las operaciones de 6rdenes y las clases de érdenes.

De la tabla podemos concluir que la suma, el producto y las suma sobre un orden son
cerradas en todas las clases estudiadas.

Los érdenes lineales son los mas adecuados para hacer operaciones, pues son preservados
por casi todas ellas; mientras que los buenos 6rdenes son los més dificiles de preservar.

5.2 Propiedades de 6rdenes

Ahora analizaremos las propiedades de 6rdenes. Las definiciones de estas propiedades son
motivadas por el comportamiento de las estructuras numéricas clasicas, los niimeros ente-
ros, racionales y reales. La simetria surge en los enteros, la densidad en los racionales, la
separabilidad, completez y continuidad en los reales.

Empecemos con la propiedad de simetria. La suma y la suma sobre un orden no preservan
esta propiedad, pues el orden de los sumandos es alterado al invertir el orden. Las demas
operaciones si preservan la simetria.

v" Orden inverso: definicién 2.26, pagina 28.

X Suma de dérdenes: ejemplo 3.27, pagina 53.

v' Producto de 6rdenes: proposicién 3.61, pagina 65.

X Suma sobre un orden: consecuencia del teorema 3.81, pagina 73.
v' Producto directo: teorema 4.9, pagina 79.

v' Producto lexicografico: teorema 4.50, pigina 98.
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La densidad se preserva por todas las operaciones a excepcién de la suma. La suma no
preserva la densidad, ya que al sumar dos 6rdenes densos que tengan extremos, los extremos
pueden quedar contiguos y asi no satisfacer la densidad.

v" Orden inverso: teorema 2.14, pagina 24.
X Suma de érdenes: ejemplo 3.28, pagina 53.
v" Producto de érdenes: teorema 3.63, pagina 66.
v" Suma sobre un orden: teorema 3.83, pagina 74.
v' Producto directo: teorema 4.10, pagina 80.
v" Producto lexicografico: teorema 4.51, pagina 99.
La separabilidad, la completez y la continuidad solamente las preserva el orden inverso.

Las demas operaciones no las preservan. Excluiremos al producto directo, pues no preserva a
los érdenes lineales y estas propiedades son para érdenes lineales.

Asi, para la separabilidad tenemos los siguientes resultados.
v" Orden inverso: teorema 2.16, pagina 24.
X Suma de érdenes: ejemplo 3.28 y comentarios siguientes; pagina 53.
x Producto de 6rdenes: ejemplo 3.64, pagina 67.
X Suma sobre un orden: por el teorema 3.82 y el ejemplo 3.64.

x Producto lexicogréfico: por la proposicion 4.52 y el ejemplo 3.64.

La suma de 6rdenes no preserva la separabilidad como consecuencia de que no preserva
la densidad. El producto de érdenes no la preserva por razones de cardinalidad. Dado que la
suma sobre un orden y el producto lexicografico contienen al producto de érdenes, el ejemplo
3.64 también sirve para testificar que no preservan la separabilidad.

Ahora veamos los resultados para la completez.

v" Orden inverso: teorema 2.18, pagina 25.

X Suma de érdenes: ejemplo 3.29, pagina 54.

X

Producto de érdenes: ejemplo 3.65, pigina 67.
X Suma sobre un orden: por el teorema 3.82 y el ejemplo 3.65.

X Producto lexicografico: por la proposicién 4.52 y el ejemplo 3.65.
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En el caso de la suma, vimos que A + A no es completo y en el caso del producto, vimos
que A - A no es completo. En ambos casos se usdé que A no tiene extremos para construir el
conjunto sin supremo. Asi, en la suma sobre un orden y en el producto lexicografico el ejemplo
de X - )\ testifica que no se preserva la completez.

La continuidad estd muy ligada a la completez. Siendo més fuerte la continuidad, es de
esperar un resultado similar a la completez. De hecho, al ser A completo y continuo, los
ejemplos anteriores vuelen a servir para ver que la completez no se preserva.

v" Orden inverso: corolario 2.63, pagina 39.

X Suma de érdenes: ejemplo 3.29, pagina 54.

X Producto de érdenes: ejemplo 3.65, pagina 67.

X Suma sobre un orden: por el teorema 3.82 y el ejemplo 3.65.

X Producto lexicografico: por la proposicién 4.52 y el ejemplo 3.65.

En la tabla 5.2 se resume toda esta informacion.

Propiedad O.inverso | Suma | Producto | Suma/orden | P. directo | P. lexicografico

Simetria v X v X v v
Densidad v X v v v v
Separabilidad v X X X X X
Completez v X X X X X
Continuidad v X X X X X

Tabla 5.2: Relacién entre las operaciones de 6rdenes y las clases de érdenes.

De la tabla podemos concluir que la densidad es la propiedad que mas se preserva, pues
solamente la suma no la preserva. Ademads, podemos ver que el orden inverso es la operacion
maés sencilla, pues preserva a todas las propiedades estudiadas. Aunque la suma parezca més
facil que el producto, es la operacién que tiene mas complicaciones. Por ltimo, la continuidad
es la propiedad mas dificil de preservar, ya que por el teorema 2.61 esté ligada a la completez.

5.3 Comentarios finales

La operaciones mas importantes que se estudiaron son el producto lexicogréfico, la suma
de ordenes y el producto de érdenes. El producto lexicografico tiene muchas aplicaciones en
diversas areas, como ya se habia comentado. La suma de 6rdenes y el producto de 6rdenes
tienen su importancia por la suma y el producto ordinal, y por el estudio de la cofinalidad de
ellos.

El producto lexicografico es la mejor generalizacién para el producto de 6rdenes, podemos
con ¢l sobrepasar la barrera finita que nos impone el producto cartesiano habitual. El producto
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directo nos sirvié para introducir el producto lexicogréfico, pero resulté ser poco interesante
por no preservar a los érdenes lineales.

La suma sobre un orden generaliza muy bien a la suma, y podemos ver en la tabla 5.2,
que la mejora al preservar a los érdenes densos cuando se hace suma sobre un orden denso.

Un comentario final es que en el teorema 4.37 se agrega una condicién extra a lo expuesto
en [6], pues con el teorema 4.24 se hace notar que el autor no consider6 un caso (cf. [6] pag.
122).



Apéndice A
Tipos de orden

En la seccién 1.2 vimos el concepto de isomorfismo entre érdenes y definimos de manera
intuitiva la nocién de tipo de orden. En este anexo se muestra una forma de definir el tipo de
orden de manera formal.

A.1 Clases de equivalencia

Sean (A,r) y (B,s) dos 6rdenes parciales. Decimos que (A, r) tiene el mismo tipo de
orden que (B, s) si y sélo si existe un isomorfismo f de A a B.

Veamos que la relacién tener el mismo tipo de orden se comporta como una relacién de
equivalencia.

Sean (A,r), (B,s)y (C,p) érdenes parciales. La funcién identidad en A es un isomorfismo
de A en A, por lo cual (A, r) tiene el mismo tipo de orden que (A,r). Supongamos que (A, r)
tiene el mismo tipo de orden que (B,s), sea f un isomorfismo entre A y B. Entonces f~! es
un isomorfismo de B en A, y asi (B, s) tiene el mismo tipo de orden que (A,r). Supongamos
ademds que (B, s) tiene el mismo tipo de orden que (C,p), sea g un isomorfismo entre B y
C. Entonces g o f es un isomorfismo de A a C.

Consideremos las colecciones C((A,r)) = {(B,s) : (B,s) = (A,r)}. Analicemos cémo se
comportan, para empezar calculemos C({0,€)). Como 0 = &, el tinico conjunto biyectable
con el vacio es el mismo vacio. Asi, C'((0,€)) = {(0,€)}.

Sea (A, r) un orden parcial no vacio, sea a* € A. Como A es un conjunto, la clase A = {o €
OR: a ¢ A} es una clase propia. Definimos para cada a € A el conjunto A, = (A\{a*})U{a}.
Para cada « € A, definamos r, como sigue:

ra = \{{z,y) eAxA:z=a"Vy=ad})U{{a,b) : b€ ™t} U{(b,a) : b€ a’]}.

Es decir, sustituimos a* por « en todos los pares ordenados en los que aparece a*. Definimos
la funcién f, : A — A, como f,(a*) = ay para toda b € A tal que b # a*, f(b) = b. Entonces
para toda a € A, f, es un isomorfismo entre (A, r) y (A, r,), para toda a € A. Asi, C((A,r))
es una clase propia.
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Se podria definir el tipo de orden de (A, r) como la clase C({(A, r)), pero el tipo de orden no
serfa un conjunto. Una solucién seria escoger un representante de cada clase, pero el axioma
de eleccion solo nos permite trabajar con conjuntos.

A.2 El truco de Scott

Una buena definicién de tipo de orden debe cumplir lo siguiente:

= El tipo de orden de un orden parcial debe ser un conjunto.
= Para cada orden parcial, debe de existir un tinico tipo de orden que lo represente.

= Dos ordenes parciales son isomorfos si y s6lo si sus tipos de orden son iguales.

Las clases C que definimos anteriormente no cumplen el primer punto. La igualdad del
tercer punto tiene que ser la igualdad de conjuntos, asi que las clases C tampoco cumplen el
tercer punto.

Lo ideal seria un representante, pero como comentamos esto necesitaria de un axioma de
eleccién para clases. La siguiente posibilidad es encontrar una subcoleccion de las clases C que
sea conjunto y que esté bien determinada para que cumpla el segundo punto.

Dana Scott en su trabajo Definitions by abstraction in axiomatic set theory, [9], introdujo
un método que sirve para encontrar un subconjunto de una clase que estd bien determinado.
A este método se le suele llamar el truco de Scott.

La esencia del método es la siguiente: consideremos una clase M = {x : p(z)}, definamos
la subclase M de M como

M = {z: o(x) ANVy(p(y) — p(z) < p(y))},

es decir, M es la subclase de todos los conjuntos de rango minimo en M, segin la Jerarquia
de los Bien Fundados,[7].

Veamos que M es un conjunto. Si M = &, entonces M = @ y claramente es conjunto.
Supongamos que M es una clase no vacia, sea x € M. Definamos la clase B = {a € OR :
Jy(e(y)Ap(y) = )}, es decir, el conjunto de todos los rangos de los elementos de M. Notemos
que p(z) € B, asi que B es una clase no vacia. Por el principio del minimo ordinal, B tiene
minimo, digamos .

Definamos D = {z € BFy() : ¢(2)}. D es un conjunto por el axioma de separacién y es

no vacio, pues v € B. Veamos que M CD.Seaze M, entonces se cumple p(z) y para toda
y si se cumple ¢(y), entonces p(z) < p(y). Notemos que p(z) € B, asi v < p(z). Como v € B,
existe y tal que se cumple p(y) y p(y) = . Como y cumple ¢, p(z) < p(y) = . Por lo tanto,
p(z) =~vyasize BF(,)- Entonces, z € D. Por el axioma de separacion, M es un conjunto.

Ademds, M es no vacio.
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Definicién A.1 Sea (A,r) un orden parcial. Definimos el tipo de orden de (A, r), deno-
tado por 7((A,r)), como

T((A,x)) = {(B,s) : (B,s) = (A,r) AV (C,p) ({C,p) = (A,x) = p((B,s)) < p((C,p))) },

es decir, el conjunto de todos los 6rdenes isomorfos a (A,r) de rango minimo, segin la
Jerarquia de los Bien Fundados.

El tipo de orden es justamente C ((A,r)), asi que cumplird los dos primeros puntos, ademas
serd siempre no vacio, pues (A,r) € C({(A,r)). Veamos qué pasa con el dltimo punto.

Teorema A.2 Sean (A,r) y (B,s) dos ordenes parciales. Entonces, (A,r) = (B,s) siy solo
si T({(4,1)) = 7((B;s)).

Demostracién. Para la primera implicacién supongamos que (A,r) = (B, s). Sea (C,p) €
7((A,r)), entonces (C,p) = (A,r). Como (A,r) = (B,s), (C,p) = (B,s). Sea (D, q) tal que
(D,q) = (B, s), entonces (D, q) = (A,r). Como (C,p) € 7((A,r)), p({(C,p)) < p((D,q)). Por
lo tanto, (C,p) € 7((B,s)) y de este modo 7((A,r)) C 7((B, s)).

De manera andloga se demuestra que 7((B, s)) C 7((A,x)). Asi, 7((4,r)) = 7((B, s)).

Ahora veamos la implicacién de regreso. Supongamos que 7((A4,r)) = 7((B,s)). Como
7((A,r)) es no vacio, sea (C,p) € 7((A,r)). Entonces (C,p) = (A,r). Por la igualdad de los
tipos de orden, (C,p) € 7((B, s)). Por lo tanto, (C,p) = (B, s). Entonces (4,r) = (B, s).

_|

Esta definicién de tipo de orden no usa en ningtin momento el azxioma de eleccion, pero
estd restringida a los conjuntos bien fundados.

Este método también sirve para definir la cardinalidad de un conjunto bien fundado sin
usar el axioma de eleccion. Para ello se tiene que usar en lugar de isomorfismos, funciones
biyectivas.

Este método da pie al principio de la coleccion, que se puede consultar en [7] p. 65, que
parafraseado dice: Dado un conjunto X y una coleccion de clases Cy, con u € X, existe un
conjunto Y tal que para toda u € X si C, # &, entonces C,, # Y.
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