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Introduccion

En el andlisis de sistemas dindmicos es importante desarrollar aspectos que
describan cualitativa y cuantitativamente el comportamiento de un sistema, esto ya que
muchos de ellos tienen una dindmica rica en el sentido matematico y fisico. Conocer por
ejemplo los puntos fijos, las drbitas periddicas, el diagrama de bifurcacién, entre otras
caracteristicas es una manera de poder decir mucho sobre el sistema en general. Entre
esas caracteristicas estd el estudio de las variedades estables e inestables alrededor
de puntos fijos o puntos de periodo n. La importancia de las variedades radica en
que mediante éstas se puede conocer el comportamiento del sistema dindmico en las
vecindades del punto periédico; ademas para algunos casos la interseccién de las mismas
lleva a resultados interesantes sobre caos. Se puede por ejemplo estudiar el problema
de los tres cuerpos mediante el estudio de sus variedades cerca del punto fijo, haciendo
una linealizacién del problema. [1]

El estudio analitico de las variedades cerca de puntos periédicos (puntos fijos y de
periodo igual o mayor a dos) se ha complementado con el numérico. Dentro de los
métodos semianaliticos se encuentra el de parametrizacién [2]. El método de parame-
trizacién, dicho de manera simple, consiste en aproximar mediante series de Taylor las
variedades alrededor de puntos periddicos usando que las variedades son solucién a la
ecuacién de invariancia. Los coeficientes de los polinomios de Taylor se van calculando
de manera recursiva. El método se describe en el trabajo de J.D. Mireles [3], quién lo
aplic6 de manera particular al mapeo estandar, describiendo muy claramente cémo se
obtienen las relaciones de recurrencia; su trabajo es la motivacién de esta tesis.

El objetivo de este trabajo es ir mas alla de implementar el método de parametriza-
cién para el mapeo estandar. Siguiendo las notas mencionadas se automatizo6 el método
de manera computacional, primero para el mapeo estandar y luego se hizo de manera
general para cualquier mapeo de dos dimensiones. Con el método implementado se
obtienen las variedades estable e inestable alrededor de puntos fijos hiperbdlicos, para-
metrizadas por medio de un polinomio de orden n. Teniendo las variedades se hizo un
andlisis de las intersecciones entre ellas y de como explotar el método para mejorar el
error.

Este escrito se divide en tres partes. En el primer capitulo se presenta la teoria
de los sistemas dindmicos Hamiltonianos que se usarda a lo largo del método, junto
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0. INTRODUCCION

con el método de parametrizacién. Primero introduciendo qué es un sistema dinamico,
junto con las definiciones de puntos fijos y Orbitas periddicas, llegando a la teoria
detras de la ecuacién de invariancia. Las matemaéticas que se utilizan en el proceso de
parametrizacién estan al alcance de un estudiante de licenciatura de Fisica o Mate-
maticas; sin embargo la teoria detras del funcionamiento del método es un tanto mas
elevada de nivel, por lo que sélo se mencionan las herramientas més fundamentales.

El segundo capitulo es una descripcién breve de cémo J.D Mireles aplica el método
para un caso particular, para posteriormente explicar cémo se procedié a implementar
el método. En esta parte también se incluye el anélisis del error y de la convergencia de
las soluciones. El tercer y tultimo capitulo consiste en analizar el mapeo estandar para
reproducir algunos de los resultados presentados en [3]. También se analizaran otros
mapeos como el de Hénon y uno que representa un objeto pateado, al que llamamos
exponencial [4]. Por tltimo se presenta una breve perspectiva en la que se habla de
algunas ideas con las que se podria seguir trabajando a partir del método automatizado.

Dado que es un trabajo semianalitico (parte analitica y parte computacional) se
incluirdan algunos enlaces que llevaran a ejemplos o codigos que se usen dentro del
programa, con la documentacién correspondiente.
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Capitulo 1
Sistemas Hamiltonianos de dos

dimensiones

Para llegar al andlisis de los sistemas de nuestro interés mediante el método de
parametrizacion, es fundamental conocer algunos conceptos sobre la dindmica, asi como
del analisis numérico del mismo. En este capitulo se hace una breve descripcién de los
teoremas y definiciones que nos ayudaran a entender el método. Las siguientes secciones
no son la manera mas formal de introducir al lector a cada uno de los temas expuestos.
Sin embargo proporcionan una vision puntual de lo indispensable.

1.1. Sistemas dinamicos

Cuando uno habla sobre sistemas dindmicos, lo que le viene a la mente es alguna
relacion que describe el comportamiento temporal de un sistema fisico. Ya sea el
movimiento de péndulos o de cargas, nos interesa saber més acerca de las caracteristicas
de su comportamiento. En el estudio de los mismos se hace una clasificacion en términos
de sus propiedades vistas en el espacio fase o por la forma del sistema. Hay sistemas
dindmicos discretos y sistemas dindmicos continuos; en el primero el tiempo varia
discretamente, mientras que en el segundo varia de manera continua

Dentro de estas caracteristicas de clasificacién también puede ser que el sistema sea
de tipo determinista o estocastico. La diferencia entre ambos es que para el determinista,
dado un punto en el espacio fase existe uno y sélo un punto subsecuente bien definido,
mientras que en el estocastico para un estado puede haber varios estados subsecuentes
posibles. En algunos casos los sistemas resultan ser simples, por ejemplo si su mo-
vimiento es regular. En otros sistemas, dos condiciones iniciales cercanas se alejan
exponencialmente con el tiempo. Este trabajo se enfoca en los sistemas deterministas
discretos.




1. SISTEMAS HAMILTONIANOS DE DOS DIMENSIONES

Para formalizar, se define lo que es un sistema dindmico como sigue.

Definicion 1 (Sistema dindmico[5])
Un sistema dindmico es un semigrupo G actuando en un espacio M, definido por una

relacion de la forma

T:GxM—M; T,oTy,="Typ. (1.1)

Un ejemplo tipico de un sistema dindmico continuo es el flujo de una ecuacién
diferencial auténoma, mientras que uno discreto es el mapeo de un intervalo cerrado
en R en si mismo, o simplemente una funcién iterada. En el primer caso las ecuaciones
de movimiento son de la forma

&= f(x); x(0) =z, (1.2)

suponiendo que f € CF(M, R™) con kK > 1 y donde M es un subconjunto abierto
de R™. Las soluciones de este tipo de sistemas son curvas contenidas en R” llamadas
trayectorias y denotadas por ¢.

En el segundo caso se tienen tiempos discretos n € Z con

Tyl = f(mk) r e R™ (13)

Para la ecuacién (1.3), dada una condicién inicial zy se obtiene el estado siguiente
evaluando el lado derecho con tal punto. De manera sucesiva se obtiene el estado &y 1
del estado xj. La aplicacién consecutiva de la funcién proporciona la trayectoria u
orbita del punto inicial. Si el mapeo es invertible se dice que es un isomorfismo entre
la condicién inicial y los puntos de la trayectoria,

zp=fofofofo---of(xg) (k veces)

T = fk ({Eo)
Al conjunto ordenado (zg,Z1,...,%,) se le llama la drbita de xg.

En este tipo de sistemas es posible que exista un z, tal que f?(z,) =z, con p € Z.
Es decir, después de un ntimero finito de aplicaciones se vuelve al mismo punto (z.),
llamado un punto periddico de periodo p. También es entonces posible que exista un
punto de periodo uno, z, = f(z,), llamado punto fijo.

Las érbitas se separan en términos de los periodos como sigue:

= Orbitas fijas (asociadas a puntos con periodo uno).




1.2 Mapeos

» Orbitas periddicas regulares (asociadas a puntos con periodo mayor a uno).

» Orbitas no cerradas (asociadas a puntos no periédicos).

Aunque el andlisis se enfoca en puntos fijos, es posible analizar aquellos puntos de
periodo mayor a uno, tomando en cuenta que un punto de periodo k del mapeo f es un
punto fijo del mapeo f¥.

1.2. Mapeos

Como se menciona en la introduccion existen diferentes caracteristicas de los sis-
temas dindmicos, la forma en la que depende un estado del estado anterior es una de
ellas. Esa dependencia estd determinada por f en la ecuacién (1.3); graficamente se
describe en el espacio fase, que es el espacio de todos los posibles valores de x. En el
mismo espacio la 6rbita de cualquier punto se ve como una trayectoria que representa
la evolucién de un punto & bajo el mapeo hacia adelante y hacia atras.

Las funciones que aparecen en el mapeo pueden ser polinomiales, productos entre
las variables o, peor atin, funciones mucho més dificiles de manejar, provocando que
la suma de soluciones no sea solucion; esa caracteristica se llama no linealidad. Una
de las primeras cosas a analizar serian los puntos fijos del sistema, los cuales deberan
encontrarse algebrdicamente o numéricamente dependiendo de la dificultad del mapeo,
alrededor de los cuales pueden presentarse diversos comportamientos de las trayectorias.

Sea x, un punto fijo asociado al mapeo, entonces la ecuacién
Xpt1 = AXy, (1.4)

representa el sistema linealizado alrededor del punto, donde A = Df(x,). Es decir el
mapeo puede ser representado como una matriz de coeficientes constantes; ademas si el
sistema dinamico es invertible se puede conocer el punto anterior x,_1 a un cierto x,,
usando la matriz inversa de A que representa la linealizacién del mapeo inverso f~1.
Es decir las caracteristicas de tal matriz nos dirdan el comportamiento del sistema cerca
del punto fijo.

Dado que los sistemas tratados en este trabajo son de dos dimensiones entonces
se analizard sélo este caso. Los valores propios Aj, A2, soluciones del polinomio
caracteristico de grado dos, son en general valores complejos clasificados como sigue:

n |)\z‘ <1
= |)\z‘ > 1
. A =1




1. SISTEMAS HAMILTONIANOS DE DOS DIMENSIONES

En cada uno de los casos anteriores hay un vector propio x; asociado, tal que
AX1 = )\1X1. (15)

Los vectores seran linealmente independientes si A1, Ao son diferentes. Si ademas los
valores propios son reales, segin [6] existe una matriz U tal que

e (MO
viau- (b 1), 0

A partir de esto es facil ver que U tiene como columnas los vectores propios. Con-
secuentemente un mapeo lineal de dimensién dos es linealmente conjugado con un
mapeo con matriz de representacién diagonal. Las matrices diagonales son llamadas
formas normales y permiten representar el sistema en su forma més simple mediante
la diagonalizacién del mismo [7].

Cuando los valores propios de A son en valor absoluto igual a uno, se dice que el
punto fijo tiene un comportamiento eliptico. Si es el caso que un valor propio tiene
valor absoluto mayor a uno y otro menor a uno entonces el punto fijo asociado es un
punto fijo hiperbdlico. El resultado de estas caracteristicas visto en el espacio fase es un
comportamiento muy particular que se muestra en la figura 1.1.

N

Figura 1.1: Punto fijo eliptico (izquierda) e hiperbélico (derecha) en el espacio fase.

En el caso hiperbdlico existen dos comportamientos que nos interesan, marcados
con las lineas azul y verde de la figura 1.1, tales corresponden a los eigenespacios
asociados a los vectores propios de A. Existe un teorema importante de Hartman-
Grobman que asegura que hay una vecindad del punto fijo hiperbdlico tal que el mapeo
es topolégicamente conjugado a su linealizacion [1, 8, 9]. Dicho de otra manera, hay
vecindades U de x4, V de 0 € R? y un homeomorfismo h : U — V tal que h mapea
trayectorias de f en trayectorias del sistema lineal. De esta manera se justifica trabajar
con un sistema lineal.




1.3 Conjuntos invariantes

1.3. Conjuntos invariantes

Alrededor de un punto fijo existen ciertos conjuntos que expresan algunas caracte-
risticas del sistema; estos conjuntos tienen que ver directamente con lo que se observa
en la figura 1.1. Para entender su comportamiento, se usa la definicién de un conjunto
invariante.

Definicion 2 (Conjunto invariante[10])
Un conjunto invariante es un subconjunto I C E del espacio fase tal que para cualquier

x; €lyneN

fn(Xl) el

Es decir que cualquier elemento tomado en el conjunto se queda en el conjunto bajo la
aplicacién del mapeo.

Lo siguiente se enfoca en el estudio de conjuntos invariantes asociados a puntos fijos
hiperbdlicos. Si x, es un punto fijo hiperbdlico entonces se define las variedades estable
e inestable como

W ={x:f"(x) > x4« cuando n — oo} (1.7)

W* ={x:f"(x) - x4« cuando n — —oo}. (1.8)

Localmente las variedades resultan ser tangentes a los subespacios generados por
los vectores propios

{Bvl : /B € R})

{avy : a € R}.
Esto se resume en el siguiente teorema.

Teorema 1 (De la variedad estable [11])

Sea un sistema de la forma x,4+1 = f(x,,) con un punto fijo hiperbdlico en el origen. Sean

E® y E" los subespacios estables e inestables de la linealizacion del sistema, yp11 = Jyn




1. SISTEMAS HAMILTONIANOS DE DOS DIMENSIONES

donde J es la matriz Jacobiana en el origen . Si | yni1—Jyn |= O(y2) entonces existen
localmente variedades estables e inestables con las mismas dimensiones que E° E" y

que son tangentes a éstos en cero respectivamente, dadas por

W (%) = {x, : f¥(x,,) = x, cuando k — oo},

Wiee(xs) = {xx : fk(xn) — x, cuando k — —oo}.

Es necesario mencionar que una variedad estable no puede cruzarse con otra
variedad estable, lo mismo sucede con las inestables, asi como con la interseccién de
una variedad consigo misma. Para entender esto suponga que se tienen dos puntos
fijos diferentes con sus respectivas variedades inestables asociadas. Suponga que las
variedades se cruzan en algin punto. Si esto pasara, la érbita hacia atras de cualquiera
de los dos puntos empezando en la intersecciéon deberia aproximarse a ambos puntos
fijos, lo cual es imposible pues son diferentes. El argumento para la interseccién de las
estables es similar. Lo que si puede suceder es la interseccion de una variedad estable
con una inestable, asociadas al mismo punto fijo; a esto se le llama una interseccion
homoclinica. Si la interseccién es entre variedades asociadas a diferentes puntos fijos
entonces se llama heteroclinica [10]. Resulta ademas que si dos variedades, estable e
inestable, se cortan en un punto se cortaran una infinidad de veces mas.

El célculo de variedades alrededor de un punto fijo es un problema dificil de atacar
analiticamente, pues su comportamiento puede ser muy complejo; por ello es necesario
explotar al maximo la linealizaciéon que se hace del sistema, para poder, con métodos
numéricos o semianaliticos, calcular las variedades.

1.4. Sistemas Hamiltonianos

Los sistemas Hamiltonianos son una clase particular de los sistemas dinamicos. En
1834 William R. Hamilton reformul6 la ecuacién de Newton (F = ma) para un conjunto
de particulas puntuales en un campo de fuerzas. Cuando la fuerza F es conservativa es
posible escribir a la fuerza como el negativo del gradiente de una funcién potencial:

F=-VV. (1.9)

La ecuacién (1.9) se puede convertir en un sistemas de ecuaciones diferenciales, con
x € R"”

dx

— = 1.10

v (1.10)

dv

— =-VV. 1.11
mdt VV. ( )




1.4 Sistemas Hamiltonianos

En términos de coordenadas generalizadas, las ecuaciones 1.10,1.11 pueden obtenerse a
partir de una funcién muy particular llamada Hamiltoniana 1.12. En la Hamiltoniana
p denota el momento, ¢ la posicién, V(g) una funcién potencial y se ha tomado m=1.

p2

H(p,q) =5 +V(a), (1.12)
las ecuaciones de movimiento que se obtienen de 1.12 son:
dqg OH
— = — 1.13
dp OH
- =—— 1.14
dt 0q (1.14)

Para un sistema en el que el potencial se aplica de manera discreta, en pasos de
tiempo t, conn € Z y t € R, en periodos de tiempo T, la Hamiltoniana es:

H(q,p) = p; +V(q) Z 5(t —nT). (1.15)

n=—oo

Anélogas a las ecuaciones 1.13,1.14, pero usando 1.15 se tiene

dq
— = 1.1
=P (1.16)
dp __dV(@) N~ 5y
= de n_z_:ooa(t nT). (1.17)

Al tomar T' = 1, sin pérdida de generalidad, e integrar la ecuacién (1.16) en el intervalo

[tn, — € tnt1 — €] con e >0

thy1—€ d tni1—€

/ g = / pdt. (1.18)
t dt t

n—€ n—E€

usando el teorema fundamental del cédlculo, se obtiene

q(tnt1 —€) — q(tn —€) = ep(tn —€) + (1 — €)p(tn+1 —€). (1.19)

Haciendo lo mismo para la ecuacion (1.17)

tny1—€ dp tny1—€ dv(q) o0
—dt = - ot — 1.2
| e | WS d =), (1.20)

n—¢ n—¢ n=-—0o

resulta

p(tns1 —€) = p(tn — €) = T dg (1.21)




1. SISTEMAS HAMILTONIANOS DE DOS DIMENSIONES

Tomando el limite cuando € — 0 en las ecuaciones (1.19)(1.21) se obtiene

qn+1 = Pn+1 t qn; (1.22)
dV(q
Pn+1 = Pn — d(tn) . (1.23)

Las ecuaciones (1.22),(1.23) ya estd en forma de un sistema de los que se estudié
anteriormente. Para linealizar el sistema se calcula el jacobiano

O(Gn+1,Pn+1)

J =
8(Qnapn)

, (1.24)

con ¢n+1 = q(tn+1) y andlogamente para p. Es justo de este sistema linealizado de donde
se obtiene informacién a partir de aplicar los teoremas y resultados de las secciones
anteriores.

1.5. Meétodo de parametrizacion

Como ya se observé en la seccién anterior, encontrar las variedades asociadas a
un punto fijo no es trivial. Los métodos analiticos se vuelven no sélo tediosos si no
que hacen necesario que el andlisis de un sistema se haga de forma particular. Y para
encontrar tales variedades hay que explotar los conocimientos que se tienen sobre los
sistemas. Algunas de estas caracteristicas son realmente simples, por ejemplo se sabe
que en un punto hiperbdlico resultaran dos variedades asociadas a los valores propios
de la matriz que representa el sistema linealizado. Este trabajo se concentra en los
sistemas Hamiltonianos; ya que estos preservan el area y son importantes en la fisica;
sin embargo el método funciona también para sistemas no Hamiltonianos. Esta seccién
tiene como objetivo describir el método de parametrizacién desarrollado por X. Cabré,
E. Fontich y R. de la Llave [2]. El método fue desarrollado de manera general para
conjuntos invariantes, estables e inestables, en puntos hiperbdlicos, tratdndose de un
método semianalitico, es decir parte computacional y parte analitica.

Recuerde, que anteriormente se menciona que los conjuntos (1.7), (1.8) son
conjuntos invariantes; ademas la definicién de sistema dindmico dice que se trata de un
mapeo iterado f : M — M. Considerando esto, en el espacio M se define una inmersién
inyectiva P : © — M con © C R, siendo esto una parametrizacién de la variedad W en
términos de variables locales 8 € ©. La variedad invariante parametrizada por P junto
con g : ©® — O, deben cumplir

foP="Poy, (1.25)




1.5 Método de parametrizacién

llamada ecuacién de invariancia [2]. Es decir P y g son de tal forma que hacen que el
siguiente diagrama conmute

OcR—’>OCR (1.26)

Pk

McR'—Ls M cRre

Rn

—

Figura 1.2: Representacién grafica del diagrama (1.26).

En este sentido g representa un subsistema de f, en otras palabras g contiene
la dindmica del mapeo pero sobre ©. El objetivo del método de parametrizacién es
encontrar P y g que cumplan la ecuacién de invariancia (1.25). Aunque no se conozca
la dindmica interna de g, es facil ver que P y g son soluciones de (1.25); al observar
el diagrama (1.26) es claro que la composicién también es solucién y eso proporciona
una libertad para resolver la ecuacién. El obstaculo, no conocer g, se puede pasar si
se escoge una forma de parametrizacion que dependa del sistema; en el método de
parametrizacion se tienen descritas dos formas: la forma grafica y la forma normal. De
aqui en adelante se usa el método de la forma grafica, que es la forma mas simple de
parametrizacién. Consiste en adaptar la forma de la parametrizacién P a la forma de
las variedades, la cual esta relacionada con la direccién que proporcionan los vectores
propios. Para el caso de una matriz hiperbdlica de 2 x 2 sus vectores propios indican,
suficientemente cerca del punto fijo, la direccion de cada variedad.




1. SISTEMAS HAMILTONIANOS DE DOS DIMENSIONES

La forma en la que se escoge g, en la mayoria de las veces, es polinomial de tal
manera que se adapte a la forma del mapeo. Sin embargo la eleccion puede ser diferente
dependiendo del sistema. Se escogid la dependencia maés sencilla para las variables del
mapeo f(z,y) (1.27), en la que se incluye el valor propio del sistema A; para el caso
hiperbdlico es suficientes con esto

g(t) = At. (1.27)
Obteniendo del lado derecho de la ecuacién (1.25) un polinomio.

Al conocer las variedades parametrizadas; es importante tener una funcién que
indique qué tan acertada es la parametrizacion. La primera y maés facil forma de calcular
el error es a partir de la ecuacién (1.25), mediante la norma de la resta

Eu(t) =I| £0 Pu(t) = P 0 g(t) [l - (1.28)

Este error sera el asociado a la variacién con respecto a la ecuacién de invariancia. El
subindice n denota el orden de la parametrizacion. Dado que depende del parametro, se
espera que el error vaya creciendo conforme se evaliia en valores de t més alejados del
punto fijo. Otra forma de evaluar qué tan lejos se puede llegar con la parametrizacién
es ver el comportamiento de los coeficientes de los polinomios asociados. Al tener los
polinomios que parametrizan la variedad, con coeficientes a,, y b,, de orden n, es posible
evaluar el cociente entre ellos

lfim —2" (1.29)

con (ap,bp) = x4 los coeficientes de orden cero. Lo que se hace con este cociente
es estudiar la convergencia segiin Hadamard [12]. Si el limite anterior tiende a cero
entonces la serie a, converge. Otra forma de evaluarlo es usando la relacién de tres

términos [13].
lim [z (aa“) —(i—1) <aa_1>} . (1.30)

Aunque el método se aplica de la misma manera para los puntos fijos de mapeos de
dos dimensiones, la parametrizacion serd diferente en cada mapeo y en cada punto fijo,
por lo que la convergencia de cada parametrizacion es distinta.
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Capitulo 2

Método de parametrizacion

Este capitulo describe como se implement6 el método de parametrizacién aplicado
a sistemas Hamiltonianos. Se comienza explicando el andlisis del mapeo estandar,
siguiendo el trabajo de Mireles James [3]. A partir de este trabajo se generaliz6 el
método para los sistemas Hamiltonianos de dos dimensiones, de manera que dado
un mapeo el método programado en Julia pudiera calcular de manera recurrente los
polinomios asociados a las variedades.

2.1. Desarrollo explicito para el mapeo estandar

Para desarrollar el método de parametrizacién de manera automaética se usé como
base el desarrollo que aparece en las notas [3]. En este trabajo se expone de manera
explicita como se calculan las variedades estables e inestables para el mapeo estdndar.
El mapeo estdndar tiene la forma [14]

0+p

fi.(0,p) = [ p+ ksin(6 + p) } méd (27), (2.1)

con k un parametro. Mientras el inverso es

p — ksin(6)

£ (p,0) = [ 6 pt ksind ] méd (27). (2.2)

Los puntos fijos del mapeo son aquellos x tales que
fi.(x) =x (2.3)
con x = (6,p). El resultado de esta condicién son unicamente los puntos x; = (0,0) y

x2 = (0, 7). Para analizar la estabilidad lineal del mapeo se calculé

1 1
Dty (6.p) = <l<: cos(f +p) 1+ kcos(d +p)) . (24)

11



2. METODO DE PARAMETRIZACION

Al evaluar en x1,x2; (2.4) resulta

ka(0,0):G: 1ik) ka(0,7r):<1k 11k>. (2.5)

A partir de esto se obtienen los valores propios para x; que resultan

2+ k+Vk?+ 4k

A2 = 5 (2.6)

cuyos vectores propios (y1,y2) cumplen que
1+ Vk? + 4k
ve=n|——r |- (2.7)
2k

Por lo tanto, x, es hiperbdlico para cualquier k£ > 0. Para xo se tiene

—k+2+VEk? -4k

A2 = + 0< k<4, (2.8)

2

que resultan ser valores complejos, por lo que para el andlisis s6lo se ocupara el punto xj.

Escribimos a las variables (6,p) como dos polinomios de variable real t, para
encontrar la parametrizacion de las variedades

o(t) = i ant™, (2.9)
n=0

y
o0
p(t) =) bat", (2.10)
n=0
tal que P(t) := (0(t),p(t)). Necesitamos la parametrizacién también de la dindmica

interna g, para la cual usamos la ecuacién g(t) = At (1.27). Después de sustituir esto
en fo® =Pog (1.25) para el mapeo estandar obtenemos

B 0(t) + p(t) [ o)
B(6.7) = [ p(t) + ksinfo(t) + p(t)] } - [ p(M) } ’ (211)

que en forma explicita es

Dm0 @nt” + 307 o bnt” _ | Znmo @A (2.12)
om0 bnt™ + ksin(3rE g ant™ + 3207 o bnt") 2 neo bu AT | .

Desarrollando el primer renglén de la ecuacién (2.12)

ag + art + ast® + - F bo + byt + bot® + - =ag+ar At +--- . (2.13)

12



2.1 Desarrollo explicito para el mapeo estandar

Agrupamos términos del mismo orden y comparamos primero los de orden cero
ag + bg = ay, (2.14)

que implica by = 0. Hacemos lo mismo pero ahora con el renglén dos de (2.12) usando
la serie de Taylor del seno

o0 o (_1)] [e.e] [e.e] 2j+1 o0
D bat" + kY BT > ant"+ ) bnt”] = b A" (2.15)
n=0 7=0 n=0 n=0 n=0

Desarrollamos cada suma, tomando en cuenta que bg =0 :

bit +bot? + -+ k[ag + (ag + b))t +---] —

[a0 + (a1 + b1)t + (a2 + b))t 4+ ]" 4+

bt 4 Do N2t 4 - (2.16)

I

e igualando términos de orden cero :

k
kag + gag =0, (2.17)

por lo que ag = 0, recordemos que ag, by es el punto fijo. Usando los términos de orden
uno en la ecuacién (2.13), (2.16) respectivamente, obtenemos

(a1 + bl)t = al)\t, (2.18)

bit + k:(al + bl)t = b1 At. (2.19)

Al dividir entre ¢ ambas ecuaciones podemos escribir las ecuaciones en forma matricial

266

Es posible obtener las soluciones para aq en términos de b1 y de A en términos de k. Este
procedimiento es basicamente el analisis lineal alrededor del punto (0,0). Andlogamente
se pueden obtener los coeficientes as,bo: tomando los términos cuadraticos de la
ecuacion 2.13 y agrupando obtenemos

(ag + bz)t2 = ag)\2t2. (2.21)

De la misma forma tomamos los coeficientes de los términos cuadréticos en la ecuacion
2.16 y obtenemos

bot? + k(a4 b2)t? = byA%t2. (2.22)

13



2. METODO DE PARAMETRIZACION

Al dividir 2.21 y 2.22 entre t? podemos formar el sistema matricial

(& 1) ()= () 22

El sistema se resuelve en términos de A\?> y de k, como en el caso de ai,b;. Sin
embargo, obtener los términos de esta manera es un camino tedioso, se opta entonces
por encontrar relaciones de recurrencia que calculen los coeficientes de los polinomios.
Usando de nuevo las ecuaciones (2.9), (2.10) escribimos

o0 oo oo
= Z Bpt"™ = sin <Z ant™ + Z bnt”> , (2.24)
n=0 n=0 n=0

es decir la parte que aparece en el mapeo sin(6+p) se puede ver como un solo polinomio
con coeficientes (. Al considerar de forma compleja a W tenemos

W= (an +iBu)t" = expli(6(¢) +p(1))], (2.25)
n=0
y calculando la derivada de la ecuacién (2.25) resulta

W = iW[e'(t) + p'(t)]. (2.26)

Al desarrollar en potencias de ¢ y usando convolucién en (2.26), se obtiene

o0 o0 o0
> (4 D(angr +iBps)t" =0 Y cnt™ +i Y dpt", (2.27)
n=0 n=0 n=0
con
n n
en =3 (L + 1) (0t +iBot)arst, dn= D (4 1) (0 +iBai)bisr.  (2:28)
=0 1=0

Con algo de algebra se pueden desarrollar las sumas y separar las partes real y compleja
de cada lado para compararlas, llegando a que la parte real es

o0 o n
D (n+Dappat" =Y [— > (4 1)Bui(aiy + big) | 7, (2:29)
n=0 n=0L I=0
mientras que la imaginaria
[e.e]
D (n+1)Bupt" = [ Dom—i(as1 + bigr) | " (2.30)
n=0 n=0 Ll=

Igualando potencias de ¢ en (2.29), (2.30) y despejando 41, fp+1 obtenemos

-1
n—+1

Z 1+ 1)Bn_i(aip1 + biy1), (2.31)
=

Qnt1 =

14



2.1 Desarrollo explicito para el mapeo estandar

n

1
Brnt+1 = ] ;(l + Dap—i(ar1 + bigr), (2.32)

que son las relaciones de recurrencia para «, en términos de los coeficientes del
polinomio, con las que podemos calcular sin(6+p). Se utilizé un truco en el que fue muy
importante la forma del mapeo, en el que sélo se usé una expansion en serie de Taylor;
sin embargo si en el mapeo aparecieran productos de funciones, no necesariamente se
podréan factorizar facilmente los términos de cada orden.

Para obtener las relaciones de recurrencia de a,, b, se usé el caso t = 0, pues ya se
saben los primeros valores de las constantes «q, B9, ag, by, entonces al sustituir t = 0 en
la ecuacién (2.25) resulta

W(0) = ag + 8o = cos(6(0) + p(0)) +isin(A(0) + p(0)) = 1, (2.33)

por lo que ag = 1, By = 0. Ahora ya se tienen los valores iniciales de la recursién y por
tanto se pueden calcular los otros valores. Para encontrar los demés coeficientes se usé
la ecuacién (2.12), tomando en cuenta la forma en la que escribimos al seno

oo oo oo
STant" +> bt =D apAmt", (2.34)
n=1 n=1 n=1

o0 (o @] (o]
D bt H kY Bat" = bpAmt" (2.35)
n=1 n=1 n=1
Se reescriben las ecuaciones anteriores, para comparar términos de la misma potencia
o0
> (1= AMapt" = Z bt™, (2.36)
n=1

i 1 — A", t" = —kiﬂnt”, (2.37)
n=1 n=1

entonces los coeficientes de "1 son

(1 - )‘n+1)an+l = _bn-i-l» (238)

(1= X", 1 = —kBpi1. (2.39)
Sustituyendo (2.32) en (2.39)

—k
n+1

(1= A")b,, . > (1 + Dom—i(as1 + big)- (2.40)
=0
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Como se busca una ecuacién para la recurrencia, se separa el término [ = n del lado
derecho de (2.40)

n—1
k
(1 — )\n+1)bn+1 = —m (l + 1)Oén_l(al+1 + bl+1) — k‘(an+1 + bn+1), (241)
=0

y agrupando de manera que los coeficientes a1, b,11 queden en el mismo lado de la
ecuacion

n k
:ICCLrH_l + (]. — A +1 + k)bn—i-l = —m Zg(l + 1)an_l(al+1 + bl—‘,—l)‘ (242)

Usando las ecuaciones (2.38) y (2.42) se escribe un sistema de ecuaciones para @41, bp+1
en forma matricial:

A (Z:ﬁ) = 0 ) <(1)> : (2.43)

a— /\n—i—l 1

siendo

Escrito de esta forma es claro que el sistema se resuelve multiplicando por A~!, siempre
que det(A) # 0 :

n—1
An+1 k -1 (0
= — _ b A 24
< ) | ;:0 141 + bi11) <1> , (2.45)

bn+1

siendo

1 e R |
Al = : 2.4
T A (I ARy —k< & 1—)\"“) (2.46)

Al escribir de manera separada la ecuacién (2.45) se obtienen las relaciones de
recurrencia para los coeficientes de la parametrizacién

k
Un+1 = (n + 1)[(1 — >\n+1)( )\n+1 + k Zan l l+ CL[+1 + bl_l,_l), (247)

—k1 — A" =
bpi1 = (I +1 biit). (2.48
T i+ D[ = A (1 = AT £ k) — K ;a (U4 D) (agr +big). (248)

Usando cada uno de los valores propios y las anteriores ecuaciones de recurrencia se
obtienen los coeficientes de los polinomios 6(t), p(t) a cualquier orden. Dependiendo de
qué valor de A se escoja, se obtiene la parametrizacion de la variedad estable o de la
inestable.
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2.2 Implementacion del método

2.2. Implementacion del método

En esta secciéon se explica paso a paso cémo se implementé el método. Su-
pondremos que se tiene un mapeo Hamiltoniano f(x) donde k es un pardmetro,
del cual se tiene un punto fijo x. = (04, p«). En la siguiente liga se encuentra el
archivo llamado Implementacién.ipynb que contiene el ejemplo de cémo se aplica
el método paso a paso para el mapeo estdndar, https://github.com/alvarezeve/
Tesis-Variedades-Estables—-e-inestables/.

Primer orden

1. Se crean dos variables 8, p del mapeo

como dos polinomios de grado mayor xi=@+--,p+--+)

a uno que corresponden a x; en (1.3).

2. Se crean dos polinomios de variable

t de orden uno que representan la va- Po=0,+(0+--)t+0(?
riedad. Los coeficientes de orden cero Pp=ps+(p+-)t+ O
son el punto fijo.

3. Se aplica el mapeo f;, a los polino-

mios anteriores, lo cual corresponde al Cy =1£,(Pg, Pp)

lado izquierdo de (1.25).

Hasta aqui se tiene calculada la parte izquierda de la ecuacién de invariancia; el lado
derecho se retoma mas adelante. La razén por la que se escriben los coeficientes de
P = (Pg,Pp) a su vez como polinomios, es que al escribir un polinomio en el coeficiente
es posible tratarlo como una variable. Es decir la 6 en Py = 0, + (0 + Af)t representa la
incognita del coeficiente de orden uno. Para encontrar el primer orden de los polinomios
Po, P, se escribe todo en forma matricial:

Av =w, (2.49)

donde la matriz A contiene a los coeficientes de orden n = 1 de P, mientras que
v = (a1,b1) y w tiene los términos independientes de P.

4. La matriz A se calcula con el jaco-
biano de P,, permitiendo obtener los A = J(£i(Py, Pp))
coeficientes de orden uno.
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2. METODO DE PARAMETRIZACION

5. Se calculan los valores y vectores [A1, A2]
propios de A. [V1, va]
6. Se elige el valor y vector propio aso- Ao, v = (a1,by)

ciados a la variedad buscada.

Los valores de vg serdn los coeficientes de orden uno en los polinomios Py, P,, que
acompanan a t. Al ser los vectores propios proporcionan una direccién tangente a la
variedad, que es justo la manera en la que se implementa el método usual.

Como se estd usando el método grafico es necesaria una forma polinomial para g y
la forma més simple es usar 1.27 con Az, g(t) = (Aat, Aat). Ademas recuerde que nuestro
sistema esta linealizado para analizarlo y la matriz asociada a la linealizacién es justo
la que contiene los vectores propios como columnas.

Segundo orden

7. Se actualizan los coeficientes en los Py =0, + a1t

polinomios. Pp =ps + b1t

8. Se agregan las variables 0, p para Py = 0, + art + (0)t2 + O(t3)
calcular el término cuadratico. Pp = px + bit + (p)t2 + O(t3)
9. Se aplica el mapeo Cy = 1,,(Py, Pp)

Retomando el lado derecho de la ecuacién de invariancia (1.25), para el cual se tiene
un polinomio con coeficientes a; multiplicados por una potencia del valor propio.

ao + ai A\t + ag\*t? (2.50)

bo + b1 At + bg/\2t2 (2.51)
10. Se escribe el lado derecho de la Pox = 05 + a1 Mt + X212 + O(t3)
ecuacién (1.25) como polinomios en ¢ Ppr = pi + bidt + pA*2 + O(83)

Ahora que se tienen las dos partes de la ecuacién (1.25) para el orden 2 se puede
resolver.
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11. Se define una ecuacién que sera la

resta de ambos lados de la expresion R=Cy—P,=0

(1.25) igualada a cero. Con tal condi- hg(0,p)t? = (Cog — ON?)t?
cién el término de orden dos cumple hy(0,p)t? = (Cap — pA?)t?
una ecuacién lineal inhomogénea, en

donde la matriz se obtiene calculando Ag = J(hg, hy)

el jacobiano.

12. Acomodando los valores indepen-

dientes de hg, hy, en un vector se obtie- wo = (cp, ¢p)
ne wo.

13. El sistema se escribe en forma ma-

tricial (2.49) y se resuelve multiplicando vo = A 'wy
por la inversa del lado izquierdo

14. El resultado de esta ecuacién serin vy = (ag, b2)
los coeficientes cuadraticos de P, es decir, Po = 0, + art + ast? + O(t3)
as, ba. pr = D« +b1t+b2t2 —|—O(7f3)

La manera de proceder con el cdlculo de los coeficientes de orden ciibico es la misma
que la de orden cuadratico. En cada orden n aparecerd la dependencia de A" debida
al lado derecho de la ecuacién de invariancia y a la forma de la funcién g. En general
una vez actualizados los valores ay, b, se agrega un orden mas a los polinomios Py, P,
asi como a los de Py, Ppy en términos de las variables 6 y p, se aplica el mapeo a
los primeros y se escribe la resta igualada a cero de la ecuacién (1.25). Calculando
el Jacobiano se obtiene la matriz del sistema A, 1; y con los términos independientes
Wpt1. Se resuelve el sistema mediante la inversa de A,, y se obtienen ahora los términos

An+1, Ont1-

Sélo el primer orden es el que difiere en la forma del calculo, ya que en el primer
paso se necesitan los valores y vectores propios. Salvo esos primeros términos los
otros se pueden resumir en un sélo procedimiento. Tales caracteristicas fueron las que
permitieron automatizar el método. Las diferencias que surgen al resolver la ecuacién
lineal se toman en cuenta en el cdlculo, asi como el error que se va acumulando en cada
paso.

Al tener la parametrizacion P hasta cierto orden n es necesario calcular el error
cometido al evaluar t. Teniendo en mente que los polinomios son desarrollos en series de
Taylor alrededor del punto fijo, nuestra parametrizacién es valida sélo en una vecindad
cercana. Como ya se vio el error se calcula mediante (1.28). Con P = (Py,P,), se
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procede como a continuacion.

I. Se aplica el mapeo a P. S =1;(P)
I1. Se construyen los polinomios Py Py = (Pox, Ppy)
ITI. Se usa la ecuacién (1.28). E=S-7,

El error serd un conjunto de valores que resulten de evaluar la funcién (1.28) para un
conjunto 7 = (to,t1, ..., tn).

Usando este procedimiento se automatizé el método, sin necesitar las ecuaciones de
recurrencia explicitamente, ya que mediante la manipulacion algebraica de las series de
Taylor se calcula facilmente los nuevos términos de la parametrizacién. En general el
método se desarrollé para las variedades inestables, ya que la misma dinamica de tal
variedad permite llegar més lejos en la evaluacion; tanto de los coeficientes como del
parametro t, garantizando una mejor aproximacién. La manera en la que se calculan las
variedades estables es en esencia la misma, escogiendo el vector y valor propio adecuado
se puede hacer el mismo andlisis para la inestable. Hacerlo de esta forma no sera lo mas
conveniente, mantenerse en la variedad estable serd numéricamente inestable debido a
los errores de truncamiento y redondeo, que llevaran a caer en la dindmica inestable
del sistema. La forma mas adecuada serd calcular la variedad estable usando el mismo
método para la variedad inestable del mapeo inverso.

Con esto se completa la automatizacién del método; el cédigo junto con la do-
cumentacion de como usar el programa y algunos ejemplos se encuentran en https:
//github.com/alvarezeve/.
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Capitulo 3

Ejemplos de aplicacion del método

3.1. Mapeo estandar

En el capitulo anterior mostramos como se aplica el método de parametrizacién de
manera algebraica para el caso del mapeo estandar. Utilizando el método ya programado
se hicieron diferentes célculos para reproducir los resultados presentados en [3]. Una
de las razones de estudiar el mapeo estandar, adema&s de usarlo como una forma de
validacién, es porque a partir del estudio de este mapeo se saben muchas de las
caracteristicas de otros. Por otro lado queremos mostrar lo importante que es tener
una parametrizacién analitica. Aunque el estudio cualitativo del mapeo puede dar
informacién 1til, tener una parametrizacién de las variedades relacionadas a sus puntos
fijos convierte el andlisis en algo cuantitativo y semianalitico. El objetivo de esta seccién
es mostrar algunas de las cosas que son posibles de alcanzar en términos de este andlisis,
ademas de la forma en la que se usa el método desde Julia.

En el mapeo estdndar (2.1) uno de los puntos fijos es el origen de coordenadas
x; = (0,0). Utilizando el método programado se calcularon las variedades estables e
inestables para diferentes valores del pardmetro en el mapeo. En las notas [3] no aparece
explicitamente el orden del polinomio usado ni el error especifico, sin embargo se intent
reproducir al menos graficamente los resultados. Dependiendo del orden del polinomio
que se calcule y del parametro del mapeo se podra llegar més lejos del punto fijo.
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

espacio fase

o
=
N
w
IS
(3]
o A

Figura 3.1: W* W* de orden 25 en el mapeo estdndar con k = 0.3 en el intervalo ¢ = [0., 3.]

error
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~ —16.01
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-16.5 1
-17.0 -
— WS
—_— Y
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35

Figura 3.2: Error en las variedades de la figura 3.1.




3.1 Mapeo estandar

espacio fase

0 1 2 3 4 5 6
6
Figura 3.3: W* W" de orden 80 en el mapeo estandar con k& = 1.5 en el intervalo
t=1[0.,13.].
error
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o
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Figura 3.4: Error en las variedades de la figura 3.3.
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

espacio fase

0 1 2 3 4 5 6
6
Figura 3.5: W?* W" de orden 70 en el mapeo estandar con £k = 0.7 en el intervalo
t =1[0.,5.5].
error
2.5
0.0 A
_25.
_ -5.0
z
> —=7.51
o
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—=12.5 A1
-15.01 W
~ —_—
—=17.5 1

Figura 3.6: Error en las variedades de la figura 3.5.
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3.1 Mapeo estandar

En las figuras 3.1-3.6 se muestran los resultados de la parametrizacién de las
variedades estable e inestable asociadas al punto fijo x; para diferentes valores del
parametro k; junto con cada una aparece su respectiva grafica del error numérico. Los
célculos se hicieron utilizando ntimeros de punto flotante de 64 bits (float64). Para
las figuras 3.1, 3.5 se puede ver que las variedades se juntan de manera que parecen ser
tangentes, mientras que para el caso de la figura 3.3 observamos tres intersecciones entre
las variedades. En todos los casos el error se comporta de manera similar, manteniéndose
préacticamente constante, del orden del epsilon de la maquina 10716, hasta cierto valor
del parametro t y creciendo de forma exponencial después del mismo. La curva sera
entonces confiable hasta valores del parametro ¢t que no excedan el punto donde el error
crece rapidamente.

Para observar como cambia el comportamiento del error respecto al orden de la
parametrizacion se calcularon polinomios de diferente orden que parametrizan a la
variedad inestable del mapeo con k = 0.3, como se muestra en la figura 3.7. Observamos
que mientras mas grande sea el orden del polinomio, mejor es la aproximacién, pues
podemos llegar a valores del pardmetro méas grandes, que se traduce en ir méas lejos en
la variedad inestable.

log(E(t))

10
20
25
28
30
60
80
90

-20 T T T T T T

Figura 3.7: Curvas de error para diferentes 6rdenes en el mapeo estandar, k = 0.3.

A fin de mostrar que el error es de alguna manera controlable se usaron nimeros
de precisién extendida (256 bits) para hacer célculos andlogos a los anteriores. En la
figura 3.8 se muestran los resultados para parametrizaciones de 6rdenes entre 10 y 80.
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

Observamos un comportamiento analogo, de tal manera que para cada orden diferente
de parametrizacién hay un valor diferente del pardmetro en el cual pasa de un error que
no crece significativamente a un error que crece de manera abrupta. También notamos
que al usar precisién extendida(256 bits, epach = 10777) el error cerca del punto fijo es
imperceptible pero en la parte donde crece, tiene un cambio méas pronunciado que en
el caso de nimeros de punto flotante.

201 >
:’/
0 -

~20-

5 — 20

% — 25

8 _40 — 28

— 30

— 35

—60 - ‘S‘g

60

— 72

-801 80

0 2 4 6 8

Figura 3.8: Curvas de error para diferentes 6rdenes usando precision extendida ,k = 0.3.

Como ya mencionamos, antes la variedad inestable del mapeo inverso corresponde
a la variedad estable del mapeo. Si se usa el mismo método calculando la variedad
inestable del mapeo inverso (2.2) podemos controlar mejor el error numérico. Para
mostrar esto hicimos una comparaciéon parametrizando la variedad estable mediante el
mapeo inverso y el mapeo inicial. Los polinomios fueron del mismo orden y lo que se
observa en el error se muestra en la figura 3.9.
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3.2 Mapeo de Hénon

error

—15.25 A

—15.50 A1

—15.75 A

—16.00 A

10g(E(1))

—16.25 A

—16.50

—16.75 A

—17.00 A
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Figura 3.9: Error para las parametrizaciones usando el mapeo y el mapeo inverso con

polinomios de orden 20 y k£ = 0.3.
Usar el mapeo inverso para calcular la variedad estable resulta ser mejor que usar

el mapeo normal. El error se mantiene casi sin cambios hasta una valor de ¢ mayor en
el caso del mapeo inverso.

3.2. Mapeo de Hénon

El mapeo de Hénon se define como [14]

a— by — x?
fa,b(xa y) = ) (31)
T
siendo el mapeo inverso
. Yy
fa_,b ($, y) = : (32)
(a—z—y2)/b

Para poder analizarlo se debe linealizar el sistema. Primero se obtiene el jacobiano

—2xr —b
Dfa,b(xay) = . (33)
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

Puede notarse que en (3.3) el determinante del jacobiano no es igual a uno, sino
det(Df, p(x,y)) = b. El determinante es constante, entonces serd Hamiltoniano en el
caso en que b sea igual a uno o menos uno. Para analizar estos casos, se calculan los
puntos fijos

a— by — 22 T
fop(z,y) = = , (3.4)
L Yy
lo que implica que a — by — 22
queda

=2 y x = y de donde es claro que la primer ecuacién

>+ (b+1)zr—a=0,

que se puede resolver usando la férmula general

(b+1)+ ((b+1)% 4 4a)'/?
5 .

Tr =

Para el caso en que b = 1 se tiene

_ 1/2
. 2j:2(;+a) ' (35)

Al escoger b = 1 se garantiza estar en un sistema Hamiltoniano, mientras que a debe
escogerse de manera que resulten puntos fijos hiperbdlicos (a > —1). La figura 3.10
muestra un ejemplo de calculos de variedades para el mapeo de Hénon con a = 1.5 y
polinomios de orden 45, tomando un valor maximo del parametro ¢ = 1000.0. El error
asociado a la parametrizacién de la figura 3.10 se muestra en la figura 3.11; a partir
de este punto se usard la notacién W? para denotar la parametrizacion de la variedad
inestable calculada con el mapeo, y W¥_; para denotar la variedad estable calculada
con el mapeo inverso.
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3.2 Mapeo de Hénon

espacio fase

10.0

7.5 1

5.0 A

2.5 A

> 0.0 A

—2.51

—5.0 1

—7.51

-10.0 T T T T T T T
-10.0 -75 =5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

X

Figura 3.10: W* y W* de orden 45 en el intervalo t = [0.,900.] para el mapeo de Hénon

conag=15b=1.

error
_8-
—9-
_10 -
§ —-114
u
D
S)
= 124
~13
—14
—15 —_— Whi=ws
0 200 400 600 800 1000

Figura 3.11: Error asociado a las variedades de la figura 3.10.
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

Las variedades que aparecen en la figura 3.10 se calcularon con el mapeo de Hénon
(3.1) y el mapeo inverso (3.2); las variedades se observan simétricas; ain asi, las
parametrizaciones son diferentes. Puede verse en la figura 3.11 que el error cambia
cinco érdenes de magnitud en todo el intervalo del parametro.

A diferencia del mapeo estandar, en este mapeo las érbitas pueden escapar a infinito,
es decir, no estan constrenidas en una region finita, lo que representa un mayor reto en
cuanto a la parametrizacién, ya que el polinomio debe ser tal que pueda regresar varias
veces. De hecho se observa que se necesitan valores grandes en el parametro, comparados
con los del mapeo estandar, para observar los cruces de las variedades. También esta
situacién hace que el error numérico sea mayor que para el mapeo estandar.

En las figuras 3.13, 3.15 se muestran las variedades calculadas de la misma manera

en la que se calcularon para la figura 3.10. En 3.13 las curvas son més cerradas y se
necesita de un polinomio de orden mayor que en el caso de 3.15 para observar los cortes.

espacio fase

Figura 3.12: W* W* de orden 50 en el intervalo ¢t = [0.,800.] para el mapeo de Hénon
cona=0.7b=1.
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3.2 Mapeo de Hénon

error

—10 1

log(E(t))

_12 .

—14

—_— W=ws

0 200 400 600 800 1000

Figura 3.13: Error asociado a las variedades de la figura 3.13.

espacio fase

10.0

7.5

5.0 A

2.5 A1

—2.5 1

—5.0 1

—7.5 1

-10.0 T T T T T T T
-10.0 -75 =5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 3.14: W*, W* de orden 78 en el intervalo ¢ = [0.,4000.0] para el mapeo de Hénon
con g =6.5b=1..
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

error

—-10 41

—-12 4

log(E(t))

—-14

~16 — W
—_— Wh=ws

0 1000 2000 3000 4000 5000

Figura 3.15: Error asociado a las variedades de la figura 3.15.

Asi que con el orden suficiente es posible observar los cruces de ambas variedades;
lo anterior se retoma en la ultima seccién.

3.3. Mapeo exponencial

El dltimo mapeo que se estudi6 fue uno usado en el articulo [4]:

rT+y
ja($’ y) = ) (36)
y+af(z+y)

que describe el movimiento de una particula pateada, donde la coordenada x representa
la posiciéon en una dimensién, mientras que la coordenada y es el momento; a es un
parametro libre. La funcién f es la responsable de describir la fuerza aplicada; en el
articulo [4] se escoge

flx)=z(z—1)e "
A este mapeo le corresponde su mapeo inverso

r—y+ax(x—1)e™®
ja'(a,y) = : (3.7)
y—az(x—1)e™™

Los puntos fijos del sistema son xg = (1,0),x; = (0,0); X es un punto fijo hiperbdlico.
El punto x; es un punto eliptico mientras el valor del pardmetro a sea menor a 4, y
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3.3 Mapeo exponencial

para valores de a > 4 se torna inverso hiperbdlico.

Usando el mismo procedimiento que en los casos anteriores se obtuvieron las figuras
3.16-3.19, que muestran como se comportan las variedades aiin en el caso en que
el sistema no sea completamente hiperbdlico. Como en los casos anteriores el error
asociado a la variedad estable es mayor, después de cierto valor del parametro, que
el asociado a la variedad inestable. El orden al que se debe llegar en los polinomios
para observar algunos de los cortes de las variedades es méas alto en comparacién con el
mapeo de Hénon, debido a que en el caso del mapeo exponencial se esta aproximando
una funcién exponencial.

espacio fase

1.5

1.01

0.5 1

> 0.0 A

—0.51

_.10 4

-1.5 T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 3.16: W* y W* de orden 86 en el intervalo ¢ = [0.,5.5], con a = 3.4, en el punto

fijo xzg.
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

error

10 A

log(E(t))

_10.

_15 -

_20 -

Figura 3.17: Error asociado a las variedades de la figura 3.16.

espacio fase
1.5

1.0 1

0.5 1

—0.5 1
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-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figura 3.18: W* y W* de orden 93 en el intervalo ¢t = [0.,6.5], con @ = 5.7 en el punto

ﬁjO Zg-
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error
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_13 -
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log(E(t))
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_16_
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Figura 3.19: Error asociado las variedades de la figura 3.18.

Se puede observar en las figuras 3.17, 3.19 que en la variedad estable el error crece
de manera abrupta antes que el error de la variedad inestable. Ambas curvas del error
tienen la misma forma, y se mantienen aproximadamente en el mismo orden de error.
El mapeo (3.6) es més sensible que los dos mapeos pasados, algunos 6rdenes resultaban
no ajustarse a la variedad mas alld de valores del pardmetro menor a uno.

3.4. Convergencia

Ademds de medir el error asociado a la parametrizacién se consideré importante
tomar en cuenta la convergencia de los coeficientes de los polinomios. En casos como
el mapeo exponencial en que las variedades se acercan a puntos fijos de diferente
naturaleza puede ocurrir que tal cercania afecte la forma de parametrizacién. Para
ello se implementaron dos formas de revisar la convergencia, la de Hadamard (1.29) y
la de tres términos (1.30).

La figura 3.20 muestra la convergencia de los polinomios de orden 25 que
parametrizan la variable € en el mapeo estdndar para las variedades estable e inestable
con k = 1.5, a la que corresponde el espacio fase mostrado en la figura 3.3. En ambos
casos se ve que los coeficientes cambian de manera suave y se van haciendo cada vez
mas pequenos comparados con el anterior; se dice entonces que los coeficientes de la
parametrizaciéon convergen a cero.
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—— wy
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Figura 3.20: Convergencia de Hadamard asociada a los polinomios para € en las variedades

del mapeo estandar con k = 1.5. Con n € Z.

La figura 3.21 muestra la convergencia de las parametrizaciones de orden 45 para la
variable x en el mapeo de Hénon con a = 1.5. En ambos casos la convergencia parece
suave y tiende a cero igual que en el caso del mapeo estandar.
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Figura 3.21: Convergencia de Hadamard asociada a los polinomios para x en las

variedades del mapeo de Hénon con a = 1.5. Con n € Z.

Para el mapeo exponencial se realizaron los dos criterios de convergencia. La figura
3.22 muestra el criterio de Hadamard (1.29): para los polinomios que parametrizan la
variable x en cada variedad, se ve que hay una convergencia clara de los coeficientes en
el caso de la variedad inestable; para el caso de la estable parece que después de cierto
orden los coeficientes no convergen. Lo mismo ocurre en la figura 3.23 en donde se usé

el criterio de tres términos (1.30), con C,, = n (GZ—:I> —(n—1) (a—"l)

an—
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Figura 3.22:
3.18.

Convergencia de Hadamard asociada a las variedades mostradas en la figura
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Figura 3.23: Convergencia de tres términos asociada a las variedades en la figura 3.18.
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3.5 Existencia de puntos homoclinicos/heteroclinicos

Estudiar la convergencia de las parametrizaciones puede dar una idea de céomo se
va modificando el polinomio si se cambia el orden, en mapeos maés sensibles puede ser
determinante para saber a qué orden es conveniente aproximar.

3.5. Existencia de puntos homoclinicos/heteroclinicos

Siendo que el resultado son polinomios, se puede aplicar el método de Newton,
o cualquier otro, en dos dimensiones para resolver P* = P9 encontrando puntos
homoclinicos o heteroclinicos. Por suerte existe una paqueteria en Julia que hace
célculos numéricos validados, ValidatedNumerics [15] dentro de la cual se tiene un
paquete para aritmética de intervalos, IntervalArithmetic [16], y otro para encontrar
raices, IntervalRootFinding [17].

El paquete [15] hace célculos de computacion rigurosa con nimeros de punto flotante
usando el paquete de aritmética de intervalos, que efectiia operaciones con intervalos
en lugar de ndmeros, mientras que [17] automatiza métodos populares como el de
Newton para encontrar raices de funciones; en este caso se garantiza que la respuesta
correcta se encuentra en un intervalo. Para entender mejor como funcionan cada una de
las paqueterias, asi como la teorfa rigurosa detrds de éstos,se recomienda revisar [18],
[19]. Dicho de manera breve, los paquetes ya mencionados generalizan las operaciones y
funciones en términos de conjuntos, de tal manera que la solucién contenga la respuesta
correcta.

Las variedades parametrizadas que resultan del método son polinomios, por lo que
con las paqueterias mencionadas se puede analizar cuando dos de ellas se cruzan.
Concretamente se tienen W¥(t) = (P, (t),Py(t)) y W*(1) = (P(7),Py(7)) de érdenes
no necesariamente iguales, y se busca que:

We(t) = W*(r), (3.8)

que arrojarda como resultado un intervalo I; y otro intervalo I, tal que la interseccién
se encontrard en I; x I.. En el espacio fase la interseccién se vera como el producto
cartesiano de W#(I;) x W*(I,) formando una seccién en la que se garantiza hay un
punto homoclinico o heteroclinico.

3.5.1. Estandar

Usando lo descrito anteriormente se calcularon las intersecciones de las variedades
estable e inestable en el mapeo estandar para un valor de k£ = 1.5 usando polinomios
de orden 120, ademds de usar el mapeo inverso (2.2) para calcular la variedad estable.
Se encontraron cuatro raices en el intervalo [—20.,0.] para t y [—15.,0.] para 7, con una
tolerancia de 107% usando el método de Newton, las cuales son:
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

= Root([—~7.16826, —7.16825] x [~4.45972, —4.45971], :unique)
» Root([—4.21757, —4.21756] x [—8.36029, —8.36028], :unique)
= Root([—2.24983, —2.24982] x [—14.2093, —14.2092], :unique)
» Root([—13.4378, —13.4377] x [—2.62396, —2.62395], :unique)

El primer intervalo corresponde al parametro ¢t mientras que el segundo al parametro
7; la leyenda unique indica que en el intervalo presentado sélo hay una raiz. Las raices
se representan graficamente en el espacio fase en la figura 3.24.

espacio fase

Figura 3.24: Cruces de W* W?® de orden 120 para el mapeo estandar con k = 1.5 .

El error asociado al calculo de las variedades se puede ver en la figura 3.25, en dénde
se aprecia que los valores aceptables de los parametros estan dentro del intervalo inicial.
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3.5 Existencia de puntos homoclinicos/heteroclinicos
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Figura 3.25: Error en las variedades de la figura 3.24.

El cédlculo numérico riguroso garantiza que la solucién estd en el intervalo que da
como resultado, sin embargo no hay que olvidar: las variedades tienen un error asociado,
por lo que es importante quedarse en aquellos intervalos del pardmetro donde se tenga
un error minimo; en otras palabras, el método de encontrar raices esta validado mientras
que el célculo de los coeficientes de polinomios no. Con las raices obtenidas se asegura
que en el mapeo estandar con el valor del parametro £ = 1.5 se encuentran cuatro
intersecciones de las variedades, sin embargo es necesaria sélo una de ellas para saber
que hay un ntimero infinito[10]. Si se quiere encontrar més intersecciones, de manera
directa, se debe considerar un polinomio de orden mayor o en todo caso usar nimeros
de precisién extendida para llegar maés lejos en las variedades.

3.5.2. Hénon

Asi como se calcularon las intersecciones en las variedades del mapeo estandar se
calculan para el mapeo de Hénon. En este caso se usé un valor del parametro a = 1.5
con un polinomio de orden 65 y el método de Newton con una tolerancia de 1076
ademads de usar el mapeo inverso (3.2), para calcular la variedad estable. Los resultados
fueron los siguientes intervalos:

a) Root([—1.36597, —1.36596] x [166.749, 166.75], :unique)
3) Root([—5.26555, —5.26554] x [129.577, 129.578], :unique)
~v) Root([—6.77613, —6.77612] x [33.6142, 33.6143], :unique)
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

§) Root([—5.54438¢ — 07,0] x [0,5.54438¢ — 07], :unknown)
¢) Root(|—26.1208, —26.1207] x [26.1207, 26.1208], :unique)

(

(

p) Root([—33.6143,—33.6142] x [6.77612,6.77613], :unique)

1) Root([—129.578, —129.577] x [5.26554, 5.26555], :unique
(

)
1) Root([—166.75, —166.749] x [1.36596, 1.36597]4, :unique)

La leyenda unknown dice que no puede concluir nada sobre la interseccién en el
intervalo. El tercer intervalo § contiene al cero (¢t,7) = (0,0) en el cual se cortan las
variedades pues representa el punto fijo. La figura 3.26 representa con un punto los
cortes encontrados en las variedades.

espacio fase

® «a
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Figura 3.26: Cruces de W* W* encontrados en el intervalo [—400.,0.] x [0.,400.] .

Los puntos de color son sélo para indicar cuales intersecciones fueron encontradas.
Para los intervalos encontrados se hizo una gréfica que representa la region en el espacio
fase donde se encuentra el cruce; la figura 3.27 muestra cada una de ellas.

La zona rectangular sombreada en cada grafica representa el producto cartesiano
de los intervalos donde se encuentra la solucion. Podemos observar que de hecho cada
zona contiene el cruce de las variedades, garantizando asi que en el intervalo propuesto
hay un cruce, siendo esta interseccion punto homoclinico. Las regiones que aparecen en
la figura 3.27 son de area pequena comparados con el area que ocupan las variedades.
Este tipo de resultados son ttiles para hablar sobre caos topoldgico [14], [5].
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Figura 3.27: Intervalos de intersecciones entre las variedades estable e inestable del mapeo

de Hénon.
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

Para complementar este andlisis se obtuvo una gréafica de las superficies que
forman las variedades al cambiar el parametro del mapeo, dando una idea de
como se ven las superficies y ademdas de cémo se comportan las intersecciones. La
figura 3.28 muestra las superficies formadas por las variedades para ciertos valores
del pardmetro a. Algunas graficas mas se encuentran en https://github.com/
alvarezeve/Tesis-Variedades-Estables-e-inestables/ en el archivo llamado
Superficies.ipynb.

Figura 3.28: Superficies en el mapeo de Hénon formadas por las variedades.

3.5.3. Mapeo exponencial

Las intersecciones en el caso del mapeo (3.6) se calcularon usando, como en los casos
anteriores, el mapeo inverso (3.7). Este mapeo representa un mayor reto en cuanto al
orden del polinomio, pues la presencia de la exponencial hace que la parametrizacién
sea sensible al orden del mismo. Para el siguiente ejemplo se utilizé6 un polinomio de
orden 86 y una tolerancia en el método de Newton de 1076 y se calcularon los cruces de
las variedades como en los otros casos. Las siguientes fueron las secciones en términos
del pardametro ¢, 7 dénde se encontraron los cortes:
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a) [—0.985068, —0.985067] x [5.99488, 5.99489]
B) [—3.46215, —3.46214] x [5.49229, 5.4923]
v) [-3.77896, —3.77895] x [1.56269, 1.5627]
La representacién de los cortes se puede ver en la figura 3.29.

espacio fase
1.5

® ([ ]
< ™ KR

1.01

0.5 1

> 0.0 A

—0.5 A

_10 -

-15 T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 3.29: Intersecciones en el mapeo exponencial con a = 5.7.

Tomando los cruces a escala del intervalo se obtuvieron las figuras 3.30.

Las escalas en las que se observan los cortes de las variedades son pequenos compa-
rados con la escala del mapeo, tanto que si se graficaran en el espacio fase no se podrian
observar. Como ya se menciond, ésto garantiza que existen tres puntos homoclinicos en
el intervalo usado.
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Figura 3.30: Intervalo de interseccién de las variedades estable e inestable en el mapeo

exponencial.
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3.6 Rectangulo fundamental

3.6. Rectangulo fundamental

Para los mapeos abiertos como lo son Hénon y el mapeo de la seccién anterior 3.2
se puede tener el rectdngulo fundamental a partir de los polinomios que se obtienen
en el método de parametrizacién. El rectangulo fundamental es una regién del espacio
fase que contiene todas las intersecciones (homoclinicas y heteroclinicas) del mapeo, lo
que permite obtener toda la dindamica fuera del mismo. Lo que pasa dentro del area del
rectangulo fundamental con las variedades estables e inestables es una ventana a escala
de lo que pasa si se extienden las variedades. A partir de esto se observan tentaculos o
herraduras en la dindmica del mapeo; en la figura 3.31 se muestra un diagrama de este
tipo de comportamiento.

\/

Figura 3.31: Diagrama ilustrativo de la topologia de una herradura en un sistema
Hamiltoniano de dos dimensiones. H denota el punto fijo hiperbdlico y P la primera
interseccién. Los tentaculos de la variedad estable son enfatizados con color negro. Tomada

de [20], pp.8.

Una manera de llegar a observar estas estructuras con los polinomios de la para-
metrizacién seria usando polinomios de ordenes grandes; sin embargo como se ve en la
grafica 3.7 de la seccién 3 aumentar en 60 el orden del polinomio (de 20 a 80) sélo se
traduce en una unidad del pardmetro ¢ donde el error es minimo. Para evitar calcular
polinomios de érdenes grandes se toma la idea de la érbita de un punto, aplicando el
mapeo a la parametrizacién, pues ésta representa los puntos sobre la variedad. Con
esta idea se pudo encontrar parte de las estructuras mostradas en la figura 3.31, para
los mapeos (3.1), (3.6).
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

En el caso del mapeo de Hénon con a = 6.5 se calcularon polinomios de orden 250
usando nimeros de precisién extendida (W, Wy'), ademés calcular la variedad estable
usando el mapeo de Hénon inverso (3.2). En este caso se necesité un valor maximo del
pardmetro ¢ = 100 para obtener el rectangulo fundamental, que se muestra en la figura
3.32; en este caso, el error es menor a 10773,

espacio fase
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7.5 1

5.0 1

2.5 1

> 0.0 A

—2.51

_50 4

—7.5 1 Y

[ J
< ™R

-10.0 T T T T T T T
-10.0 -75 -5.0 -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

X

Figura 3.32: Variedades estable e inestable de orden 250, para el mapeo de Hénon con
a =6.5b=1., en el intervalo ¢t = [0.,100.]. El punto w denota el punto fijo mientras que

a, 3,7 son las primeras intersecciones de las variedades.
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error
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Figura 3.33: Error asociado al célculo de las variedades en la figura 3.32

Reescribiendo la ecuacién de invariancia (1.25) para el caso de la variedad estable,
se obtiene:

Fap WE(1) = W5 (A1), (3.9)
Aplicando el mapeo de Hénon inverso (3.2) a la ecuacién (3.9) resulta
W5 (t) = fap(W5 (A1), (3.10)

que se reescribe como (3.10),

Wi () = FualW50) (3.11)

Siendo que |[A\*| < 1 la ecuacién (3.11) muestra que aplicar el mapeo es andlogo
a tener la variedad estable evaluada en un valor mayor del parametro, puesto que
1/X% > 1. Este resultado es andlogo para la variedad inestable. Usando esto se obtiene
la figura 3.34, que muestra el resultado de iterar una vez, (W;y, W) = fop(W3, W),
andlogamente para las inestables, evaluando los nuevos polinomios exactamente en los
mismos intervalos que en el caso de la figura 3.32.
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Figura 3.34: Primera aplicacién del mapeo a los polinomios de orden 250, ¢ = [0, 100].

El célculo con el que se obtiene la figura 3.34 produce un nuevo polinomio el
cual tiene asociado también un error numérico. Para saber cudl es este error se usé
la ecuacién (3.11),

t
B0 = Wi () - fontW3 )| (3.12)
o0
estd forma es andloga a la ecuacién (1.28), la cual se representa en la figura 3.35. De
la misma manera se evalia el error en las aplicaciones consecutivas, el cual se expresa
como

B = e (w5 (5) ) - v (3.13

En la ecuacién (3.13) n representa el nimero de aplicaciones del mapeo, mientras que
Wy es la parametrizacién inicial calculada mediante el método.

Se puede observar en la figura 3.35 que el error es minimo en ambas variedades,
manteniéndose por debajo del orden de 10~7; las lineas verticales son producto de
valores numéricos que aparecen como cero al evaluar el polinomio a los cuales se les
sumé un valor del orden de 107120 para poder evaluar el logaritmo base 10 del error.
Al revisar en la seccién 3.1, el error crece mucho més rapido cuando sélo se usa el
polinomio que resulta de la parametrizacién, ademds de que no es posible llegar tan
lejos como se muestra en las figuras 3.34-3.42.
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error
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Figura 3.35: Error en el polinomio que resulta de aplicar el mapeo a la parametrizacién

de orden 250.

La segunda aplicacién del mapeo a los polinomios, (Wyzy, W) = fa (Wi, W) se
muestra en la figura 3.36, de nuevo usando el mismo valor maximo del pardmetro ¢,
ademas en la figura 3.37 muestra el error asociado a tal resultado.

De manera sucesiva se aplicaron los mapeos correspondientes hasta iterar cinco
veces, siempre conservando el mismo valor méximo del parametro t.
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO
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Figura 3.36: Segunda aplicaciéon del mapeo a los polinomios de orden 250.
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Figura 3.37: Error en el polinomio que resulta de aplicar el mapeo por segunda vez a la

parametrizacién de orden 250.
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Figura 3.38: Tercer aplicacién del mapeo a los polinomios de orden 250.
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Figura 3.42: Quinta aplicacién del mapeo a los polinomios de orden 250.
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Figura 3.39: Error en el polinomio que resulta de aplicar el mapeo por tercera vez a la

parametrizacion de orden 250.
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Figura 3.43: Error en el polinomio que resulta de aplicar el mapeo por quinta vez a la

parametrizacion de orden 250.
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Figura 3.40: Cuarta aplicacién del mapeo a los polinomios de orden 250.
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Figura 3.41: Error en el polinomio que resulta de aplicar el mapeo por cuarta vez a la

parametrizacion de orden 250.
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3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL METODO

En las primeras dos aplicaciones del mapeo, 3.36 y 3.38, se puede observar un
tentaculo mas en cada variedad, mientras que en las siguientes aparecen hasta dos
mas. La profundidad de tentaculos y la forma en la que se cruzan depende del valor
del parametro a. Hay que enfatizar que para lograr observar estos cruces de manera
directa, se deberia llegar a valores del parametro muy grandes comparados con el valor
que se us6 en todos los casos, lo cual no siempre es posible, pues como se vio en la
seccién 3 después de cierto orden el error se estanca y no es posible llegar tan lejos con
errores controlables, mientras que como muestran las figuras 3.35-3.41 el error es mucho
menor que si se usara un polinomio de orden grande (> 250). Con esto es evidente que
s6lo se necesita conocer el rectangulo fundamental para conocer mucho de la dindmica
de las variedades, y por tanto de los cruces entre ellas.

La implementacién del método resulté ser eficiente para encontrar los polinomios
que representan las variedades estable e inestable asociadas a puntos fijos hiperbdlicos
de los diferentes mapeos. Se tomaron estos tres mapeos para tener un poco de variedad
en la forma de las variedades y también de los puntos fijos. En todos los casos el orden
de la parametrizacion afecta de manera diferente: para el caso del mapeo exponencial
resulta ser mas sensible. En todos ellos un orden mayor contribuye a llegar mas lejos en
el valor del pardmetro con un error bajo y como consecuencia graficar de mejor manera
las variedades. El error se manipula al mover el orden pero también, se puede mejorar
al usar nimeros de precisién extendida. Una caracteristica que se puede observar es que
el error se comporta esencialmente de la misma forma para los tres mapeos, creciendo
de manera lenta y luego creciendo rapido a partir de cierto valor.

El analisis de la convergencia resulta congruente con lo que se puede observar en
el error y en las mismas graficas de las variedades. La convergencia también ayudo a
ver que a partir de cierto orden los coeficientes son muy pequetios, por lo que no es
necesariamente cierto que cada que aumente el orden se mejorara la parametrizacion.

El célculo de puntos homoclinicos resulta una de las aplicaciones de tener las
variedades parametrizadas. El método, junto con otras paqueterias de Julia, son in-
dispensables para hacer este tipo de cédlculos de una manera facil. A pesar de que la
aritmética de intervalos arroja resultados garantizados, no hay que olvidar que nuestros
polinomios no son calculados de la misma manera, es decir se debe tener siempre en
mente que alrededor de cada variedad hay un error asociado. Aun asf las intersecciones
pueden ser encontradas controlando bien el error en la parametrizacién y controlando
la tolerancia en el método de Newton.
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Capitulo 4

Resumen y perspectivas

Una caracteristica importante a estudiar en los mapeos en general son las variedades
estables e inestables asociadas a puntos fijos inestables. En el caso de los mapeos
de dos dimensiones resulta manejable, hasta cierto punto, encontrarlas de manera
semianalitica usando el método de parametrizacién. Como se vio el método tiene como
nucleo de desarrollo la ecuacion de invariancia y la linealizacion del sistema alrededor
de un punto fijo. Sin embargo decir manejable en términos mateméticos y fisicos no
resulta suficiente si lo que se necesita es estudiar propiedades de los sistemas a partir de
las variedades o el comportamiento de puntos fijos. Por ello es que la implementacién
del método resulta llamativa. Tener un mddulo escrito en software libre que calcula las
variedades asociadas a puntos fijos hiperbdlicos va més alla de generar las relaciones
de recurrencia en casos particulares. El método automatizado es capaz de generar las
parametrizaciones de las variedades alrededor de un punto fijo hiperbdlico conocido, en
cualquier mapeo Hamiltoniano de dos dimensiones. La idea detras de la automatizacién
se basa en que la computadora haga las veces de la recurrencia en lugar de calcularlas de
manera analitica. Esto de ninguna manera modifica el modo del método, dando como
resultado un método semianalitico con el cual se obtienen las variedades de manera
polinomial.

Dado que es un método en parte analitico y en parte computacional que
involucra series de Taylor; es crucial decir de alguna manera qué tan confiable es la
parametrizacién. Por ello se incluyeron tres formas de evaluar el comportamiento de
las variedades, involucrando al error de la solucién en serie de la ecuacién de invariancia
y el estudio de la convergencia mediante dos métodos. Conocer qué tanto es posible
afirmar sobre el comportamiento de las variedades depende de estas tres funciones.

Los tres ejemplos presentados en el capitulo anterior, presentan comportamientos
muy variados: el mapeo estandar tiene una funcién exponencial ademas de estar acotado
en el espacio fase, mientras en el mapeo exponencial también se tiene una funcién
elemental, pero no estd acotado, en el caso de Hénon se tiene un polinomio y no es
acotado. El mapeo estandar, por ser bastante conocido, sirvié como referencia para
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programar el método; el de Hénon por su parte se pensdé que serfa mas facil de
parametrizar, puesto que tiene forma polinomial, lo cual concuerda pues se pudo llegar
a valores grandes en el pardmetro. En el mapeo exponencial se buscé un reto para el
método, pues al ser una funcién exponencial es mas sutil aproximarla por polinomios.
Fue notable que en el mapeo de Hénon se pudo observar mas sobre las variedades que en
los otros dos casos, mientras que el mas complicado fue el exponencial. Se puede decir
que aquellos mapeos que tengan formas polinomiales seran mas ddéciles de tratar por el
método, debido a que el método consiste en aproximar las variedades por un polinomio.

Al explotar el método en los tres mapeos se encontrd, con ayuda de los métodos
para raices, los cruces entre variedades para los tres casos, con lo cual se puede saber si
hay conexiones homoclinicas o heteroclinicas. Usando aritmética de intervalos se puede
tener un método numérico que garantice (mateméticamente hablando), la existencia
de puntos homoclinicos o heteroclinicos. En este caso no es estricto el calculo, pues los
coeficientes de la parametrizacién no son calculados de manera rigurosa con aritmética
de intervalos. Esta idea seria una ventana hacia resultados mas importantes y amplios,
como son el estudio de bifurcaciones y caos topoldgico.

Una caracteristica importante a estudiar también es el comportamiento de los
tentaculos formados por las variedades en términos de los pardametros de los mapeos.
Como aparece en la seccion 3.5.3 se pueden obtener tentdculos a partir de iterar la
parametrizaciéon mediante el mapeo. Asi se puede calcular un polinomio de orden no
tan grande, dependiendo del mapeo, e iterando hasta llegar a estructuras dificiles de
alcanzar solo con la parametrizacion.

Una de las dudas que surgié durante el proceso de este trabajo se formulé en
principio como sigue: ;es posible reparametrizar a partir de un cierto punto la variedad?.
Por ejemplo en los casos en los que se tienen puntos homoclinicos, se quisiera comenzar
una nueva parametrizacion a partir del mismo. Esto permitiria construir las variedades
por pedazos en los que se tenga un error mas controlable y por tanto tener una mayor
parte de la misma. Otra de las preguntas que surgieron tiene que ver con los polinomios
de Chebyshev. Los polinomios de Taylor no tienen una direccién preferencial en el plano
complejo, mientras que los de Chebyshev si la tienen; el tener una direccién preferencial
puede servir para mejorar el error y conseguir un polinomio que describa mejor la
variedad a valores grandes del parametro.
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