UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN INGENIERIA
INGENIERIA DE SISTEMAS - OPTIMACION FINANCIERA

PoRTAFOLIOS ROBUSTOS DE CUENTAS MENTALES DE
CRECIMIENTO OPTIMO: UNA PROPUESTA PARA EL MERCADO
MEXICANO

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN INGENIERIA

PRESENTA:
EDGAR RENE BENAVIDEZ MARURI

TUTOR PRINCIPAL
DR. FEDERICO HERNANDEZ ALVAREZ
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN INGENIERIA

CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX. MARZO, 2019


Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina
PROGRAMA DE MAESTRÍA Y DOCTORADO EN INGENIERÍA

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






JURADO ASIGNADO:

Presidente: Dra. Balderas Canas Patricia
Secretario: Dr. Martinez Miranda Elio Agustin
Vocal: Dr. Hernandez Alvarez Federico

ler. Suplente: M. en I. Rodriguez Rubio Jorge

20. Suplente: Dr. Reyes Zarate Francisco Javier

La tesis se realizé en Ciudad Universitaria, CD. MX..

TUTOR DE TESIS:

Dr. Federico Herndndez Alvarez







A mis padres.
Quienes siempre han sido una fuente de inspiracion.






Reconocimientos

Estoy muy agradecido con el jurado de esta tesis por sus importantes aportaciones,
y por compartir conmigo sus ideas respecto al esquema del trabajo que presento aqui.
Agradezco a la UNAM, por ser el lugar idéneo para aprender. Al Conacyt por el apoyo
recibido durante la realizacién de este trabajo de investigacion a través de su Programa
Nacional de Posgrados de Calidad.

Agradezco a familiares, hermanos y amigos por su gran apoyo y comprensiéon. A
Leticia, porque “el amor es una escena de lo Dos. Interrumpe la perspectiva del uno y
hace surgir el mundo desde el punto de vista del otro o de la diferencia”.

II1






Resumen

Este trabajo presenta los resultados de un estudio para dos modelos de optimizacién
de portafolios de inversién. Comienza con la optimizacion de portafolios de cuentas
mentales que utilizan el criterio de Das et al.(2010) que se extiende a lo largo del
presente estudio a los portafolios robustos de crecimiento 6ptimo de Rujeerapaiboon et
al. (2015) para dar paso a los portafolios robustos de cuentas mentales de crecimiento
optimo. Para cada modelo de optimizacion se construyen tres subportafolios de cuentas
mentales, cada uno asociado con un objetivo y cada objetivo asociado con un nivel de
umbral de pérdidas y/o violacién. Finalmente se muestra que los subortafolios robustos
de cuentas mentales de crecimiento 6ptimo generan mayor riqueza terminal que los
portafolios de cuentas mentales de Das et al.
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Introduccion

La seleccién de portafolios de inversion es una de las materias méds importantes en
finanzas y economia. Se ha estudiado desde el trabajo innovador de Markowitz (1952).
Tras el surgimiento de las finanzas conductuales en los tltimos anos, Shefrin y Statman
(2000) desarrollaron la teoria de los portafolios conductuales. Este estudio inicié una
serie de modelos de portafolios como los de Siebenmorgen y Weber (2003), Nevins
(2004), Berkelaar et al. (2004) y De Giorgi (2009). Més notablemente, basados en el
enfoque de cuentas mentales de Kahneman and Tversky (1979), un modelo de cuentas
mentales fue recomendado por Das et al. (2010). Algunas extensiones de este ltimo
enfoque incluyen lo siguiente: delegacion a los gestores de portafolios por Alexander y
Baptista (2011), riesgo de fondo por Baptista (2012), una incorporacién de derivados
y rendimientos no normales por Das y Statman (2013), riesgos en el tipo de cambio
Jiang et al. (2013) y el riesgo de estimacién por Alexander et al. (2017).

Similares a los modelos de portafolios convencionales, los modelos de portafolios
conductuales antes mencionados son andlogos en el sentido que la mayoria de ellos
incluyen tres caracteristicas principales: rendimiento esperado, medida de riesgo y ac-
titud del inversionista frente al riesgo (también conocida como tolerancia al riesgo y
aversion al riesgo). No obstante, el enfoque de Das et al. es estédtico en el sentido de
que no contempla un rebalanceo del portafolio, ademas, al tener una restriccién VaR,
la posibilidad de aceptar no mas de una probabilidad « de alcanzar un nivel de umbral
de pérdidas H prepara al portafolio, en teoria, a no perder mas alla de H durante el
préximo periodo de tiempo ¢ (por ejemplo, un ano) bajo distribuciones normales con
perfecto conocimiento de la distribucién conjunta de los activos. Por otro lado, el en-
foque de Das et al. se preocupas mas por maximizar la utilidad esperada de la riqueza
terminal que maximizar el nivel esperado de riqueza terminal.

No rebalancear los portafolios podria alejar la relacién riesgo-rendimiento que bus-
ca el inversionista, por lo que este aspecto se debe tomar en cuenta cuando se tienen
objetivos asociados a una cuenta mental bajo un horizonte de inversién finito largo.
Un enfoque que se preocupa por la maximizaciéon de la riqueza terminal en un hori-
zonte de inversién finito largo, minimizando la posibilidad de una grave caida en el
mercado es el de los portafolios robustos de crecimiento 6ptimo de Rujeerapaiboon et
al. (2015). Inspirados en el criterio de Kelly (de maximizar la media geométrica de los
rendimientos) optimizan bajo un conjunto de ambigiiedades que contienen todas las




Introduccién

distribuciones cuando el rendimiento de los activos sigue un proceso de ruido blanco
débil, los portafolios robustos de crecimiento 6ptimo estan disenados para tratar con un
horizonte de multiples periodos y la reinversién de capital, ademéas optimizan el tiempo
para alcanzar cualquier nivel de objetivo de riqueza, aspectos que deben ser tomados
en la optimizacién de portafolios conductuales.

Objetivo

A partir del trabajo de Rujeerapaiboon et al. (2015), la presente tesis tiene por
objetivo llevar el enfoque de los portafolios robustos de crecimiento éptimo al marco de
los portafolios de cuentas mentales con el fin de comparar el criterio de Das et al. (2010)
con el de Rujeerapaiboon et al. (2015) desde una perspectiva empirica. Ambos criterios
estan disenados para que el inversionista decida el nivel de riesgo al que desea estar
expuesto, por lo que el estudio dird quien alcanzé o esta en posibilidades de alcanzar
el objetivo asociado a la cuenta mental.

Motivacion

Un colapso del mercado es sinénimo del peor escenario posible de un inversionista
que cotiza en un mercado de valores. Por lo tanto, estar preparados para tal situacién
es un objetivo deseable. El inversionista puede, por supuesto, hacer esto comprando op-
ciones de venta (put) adecuadas, pero estar en una situacion tan asegurada es bastante
cara. En contraste, en el enfoque de optimizacion de portafolios del peor escenario es
posible que sea indiferente entre la ocurrencia o no de una falla al seguir una estrategia
de inversiéon adecuada de acciones y rebalanceo. Para inversionistas que agrupan sus
activos en categorias (cuentas mentales) y cada categoria mantiene una meta de inver-
sién especifica y desean estar los més asegurados posible, un enfoque de optimizacién
del peor caso en sus portafolios es el adecuado. El enfoque de los portafolios robustos de
crecimiento éptimo ademas de tener las caracteristicas mencionadas lineas arriba es un
enfoque bajo el peor caso VaR (WCVaR), de ahi la necesidad de llevar dicho enfoque
al de las cuentas mentales y dotar de méas herramientas a los modelos de portafolios
conductuales y la toma de decisiones de inversion.

Planteamiento del problema

Aunque el enfoque de cuentas mentales de Das et al. al tener una restriccién VaR,
le brinda al inversionista la posibilidad de aceptar no mas de una probabilidad « de
alcanzar un nivel de umbral de pérdidas H y prepara al portafolio, en teoria, a no
perder més alld de H durante el préximo periodo de tiempo ¢ (por ejemplo, un ano),
este requiere perfecto conocimiento de la distribucién conjunta de los activos, ademas




de suponerla normal, situacién que en la practica es dificil de estimar dentro de una
precision factible. Por otra parte, aunque el enfoque es estatico, si lo llevamos a una
estrategia de rebalanceo, la riqueza realizada de varios periodos de inversion tendrd una
respuesta no lineal, es decir, capitalizacién, a las realizaciones de un periodo tinico. Estos
aspectos senalados quedan superados bajo un enfoque de optimizacién de portafolios
robustos de crecimiento 6ptimo.

Metodologia

Para alcanzar el objetivo, se compararon los dos criterios de optimizacién conside-
rados en esta investigacion, portafolios de cuentas mentales y portafolios robustos de
cuentas mentales de crecimiento 6ptimo, desde una perspectiva empirica. El enfoque es,
primero, comparar las caracteristicas dentro de la muestra de los portafolios éptimos
determinados por cada criterio; luego, evaluar el desempeno fuera de la muestra. Los
datos fueron obtenidos de la pagina de Google Finance debido a los costos asociados
de obtener datos de PIP o Valmer. Se obtuvieron los precios diarios para diecisiete
acciones que cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV), ya que muchas acciones
no cuentan con informacién suficiente en la base de Google Finance y se determiné
utilizar Unicamente aquellas que tuvieran la informacién mas completa desde el ano
2000. Todos los precios estdn en pesos mexicanos y representan ganancias de capital
y dividendos. Finalmente, para aquellas acciones que tuvieron valores nulos entre dos
distintas fechas se reemplaz6 dicho valor por el tltimo precio conocido previo al valor
nulo. Con base en estos criterios, se definié la muestra que consiste en rendimientos
diarios para diecisiete acciones que cotizan en la BMV. Para la optimizaciéon de los
portafolios se utilizé el software matemé&atico MATLAB.

Contribuciones

La contribucion de esta tesis es mostrar que bajos el criterio de los portafolios
robustos de crecimiento 6ptimo de Rujeerapaiboon et al. (2015) es posible superar
algunos de los supuestos de los portafolios de cuentas mentales de Das et al. (2010) y
proporcionar herramientas robustas para la toma de decisiones de inversién.

Estructura de la tesis

Este trabajo esta dividido en tres capitulos. En el primer capitulo se se expone el
marco de los Portafolios de Cuentas Mentales de Das et al. (2010) para introducir al
tema. El marco se explica de forma breve y matemadtica, se calculan algunos portafo-
lios interesantes. En la seccion 1.1 se presenta el modelo, en la seccién 1.2 se expone
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el portafolio de cuenta mental de frontera eficiente. Una solucién intuitiva y analiti-
ca es presentada en las subsecciones 1.2.1 y 1.2.2 respectivamente. Posteriormente se
derivan dos portafolios particulares, el portafolio de minimo VaR y el portafolio de
VaR-tangencia, ambos se discuten en las secciones 1.3 y 1.4 respectivamente. Un tercer
portafolio es derivado, el portafolio de cuenta mental de maxima utilidad, que se presen-
ta en la seccién 1.5. Finalmente, en la secciéon 1.7 se realiza un anélisis de sensibilidad
y en la seccién 1.6 se presenta el portafolio agregado.

En el capitulo dos, se exponen los portafolios robustos de cuentas mentales de
crecimiento 6ptimo, En la seccién 2.1 se introduce el modelo, en la seccion 2.2 se discute
el portafolio robusto de cuenta mental de crecimiento éptimo de frontera eficiente. En
la seccion 2.3 se muestra portafolio robusto de cuenta mental de crecimiento éptimo
de maxima utilidad. En la seccién 2.4 se muestra que pasard en el largo plazo con el
portafolio robusto de cuenta mental de crecimiento éptimo. Finalmente, en la seccién
2.5 se discute el portafolio agregado.

En el tercer capitulo se expone la comparacion empirica de los portafolios descritos
los capitulos uno y dos. Finalmente se exponen las conclusiones a la que se llega en esta
investigacién.




Capitulo 1

Portafolios de Cuentas Mentales

El nucleo central de los portafolios de cuentas mentales es la seleccién de una es-
tructura de contabilidad mental de portafolios. Dentro de cada cuenta, el inversionista
busca seleccionar el portafolio con un rendimento esperado maximo sujeto a una res-
triccién que refleje el motivo de la cuenta. Esta restriccién evita la probabilidad de
que el rendimiento de la cuenta sea inferior o igual a algiin umbral de rendimiento que
exceda alguna probabilidad umbral.

Una cuenta mental es definida como “el conjunto de operaciones cognitivas utiliza-
das por individuos y hogares para organizar, evaluar y realizar un seguimiento de las
actividades financieras” (Thaler, 1999, p. 183). Traducido en un contexto de portafolios
de inversion, los activos se agrupan en categorias y cada categoria mantiene una meta
de inversion especifica.

En los portafolios de cuentas mentales, la restricciéon asignada tiene una justifica-
cién en el argumento de que la desviacion estdndar es una medida para la volatilidad,
por lo que un portafolio con una desviacion estandar alta tiene una alta volatilidad,
pero esto es tanto al alza como a la baja. Por otro lado, algunas personas sélo estan
interesadas en la posibilidad de un riesgo a la baja, por lo que el principio de ”seguri-
dad primero” (safety first)! es aplicable. Finalmente, los inversionistas son mejores en
senalar sus umbrales de objetivo y probabilidades de alcanzar umbrales en las cuentas
mentales que sus coeficientes de aversién al riesgo en un portafolio de media-varianza,;
ademas “estan en mejores condiciones para establecer umbrales y probabilidades para
el subportafolio de cuenta mental (por ejemplo, jubilacién, legado, eduacién, etc.) que
para un portafolio agregado” (Das et al., 2010, p. 315).

El primer trabajo que formalmente puso el enfoque de cuentas mentales en un
marco de portafolios de inversién es el de Shefrin y Statman (2000). En su teorfa de
portafolios conductuales presentan una versién de cuenta mental tnica, que se basa en
la teoria SP/A (Lopes, 1987; Lopes y Oden, 1999), y una versién de cuentas mentales

'Roy, (1952) postulé el principio de ”seguridad primero”, el cual afirma que la riqueza de las
personas se encuentra constantemente expuesta a situaciones extremas adversas, por lo cual es logico
que estas personas, influidas por el miedo y la necesidad de seguridad traten de reducir la probabilidad
de ocurrencia de una catéstrofe financiera
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multiples. En 2010, Das et al. crean un marco de cuentas mentales que intrega algunas
caracteristicas de la teoria de portafolios de media-varianza y la teoria de portafolios
conductuales. La principal contribucién de Das et al. (2010) es que en su entorno,
cuando se permiten las ventas en corto, el portafolio que se desprende del analisis
de media-varianza con contabilidad mental pertenece a la frontera eficiente de media-
varianza, es decir, la contabilidad mental no introduce ineficiencia en el sentido de
media-varianza. Si no se permiten las ventas en corto, la optimizacion del portafolio da
como resultado una pérdida de eficiencia de unos pocos puntos bésicos.

Otros trabajos que han extendido el marco de las cuentas mentales de Das et al.
son: Alexander y Baptista (2011) que consideran un inversionista que delega la gestién
de su riqueza a los gestores de portafolios. Baptista (2012) plantea un inversionista que
enfrenta el riesgo de fondo (background risk, de fuentes tales como ingresos laborales).
Jiang et al. (2013) consideran un inversionista que enfrenta el riesgo de tipo de cambio.
Das y Statman (2013) incorporan opciones y productos estructurados en los portafolios
de cuentas mentales. Alexander et al. (2017) plantean el riesgo de estimacion en el marco
de cuentas mentales.

En este capitulo se expone el marco de los Portafolios de Cuentas Mentales de Das
et al. (2010). El marco se explica de forma breve y matematica apoyandose y haciendo
referencia a los portafolios desarrollados en el apéndice A, ademads se calculan algunos
portafolios interesantes. En la seccién 1.1 se presenta el modelo, en la seccion 1.2 se
expone el portafolio de cuenta mental de frontera eficiente. Una solucién intuitiva y
analitica es presentada en las subsecciones 1.2.1 y 1.2.2 respectivamente. Porteriormente
se derivan dos portafolios particulares, el portafolio de minimo VaR y el portafolio
de VaR-tangencia, ambos se discuten en la secciones 1.3 y 1.4 respecticamente. Un
tercer portafolio es derivado, el portafolio de cuenta mental de maxima utilidad, que
se presenta en la seccion 1.5. Finalmente, en la seccién 1.7 se realiza un andlisis de
sensibilidad y en la seccién 1.6 se presenta el portafolio agregado..

1.1. EIl modelo

Sea N > 2 el numero de activos disponibles. Suponemos que sus rendimientos
tienen una distribucién normal multivariada 2. Sea el vector N X1 de sus rendimientos
esperados. Su enésima entrada es la rentabilidad esperada del activo n. Suponemos que
1 no es proporcional al vector unitario 1y de tamano NX1; por lo que al menos dos
activos tienen rendimientos esperados diferentes. Sea ¥ la matriz N XN de varianzas-
covarianzas para los rendimientos de los activos. Su entrada en la fila n; y la columna
ng es la covarianza entre los rendimientos de los activos nj y ny. Asumimos que rang(X%)

2Varios documentos relacionados también asumen que los rendimientos de los activos tienen una
distribucién normal multivariada. No obstante, los resultados se mantienen de manera més general en el
caso en que se supone que los rendimientos de los activos tienen una distribucién eliptica multivariable
(por ejemplo, distribucién t) con primeros y segundos momentos finitos.




1.2 Portafolio de cuenta mental de frontera eficiente

=N 3.

Un portafolio w es un vector NX1 con w'ly = 1; donde 1y = 1; es el vector
[1,...,1)" de tamano NX1. La enésima entrada de w representa el peso del activo n
en el portafolio w, donde un peso positivo (negativo) representa una posicién larga
(corta)?. Sea 7, el rendimiento aleatorio del portafolio w. Su rendimiento esperado y
desviacién estdndar son respectivamente: E[ry,| = w'p y o[ry,] = vVw'Sw.

1.2. Portafolio de cuenta mental de frontera eficiente

Considere un inversionista quien inicialmente divide su riqueza entre un ndmero
ex6égenamente determinado de cuentas, designado por M > 2. El vector M X1 de
fracciones de riqueza en las cuentas es exégenamente determinado por y € Rﬂ‘r/[ - donde
Y1y =1y 1pr es el vector unidad M X 1°. Entonces, el inversionista coloca la riqueza
dentro de cada cuenta entre el mismo conjunto de activos. Sin embargo, la porcién de
riqueza dentro de una cuenta dada, que el inversionista asigna a un determinado activo,
depende posiblemente de la cuenta. El problema econémico de optimizacién de cuentas
mentales comprende’:

/
max w
weRN a
s.a Plry < Hp] < agy, (1.1)
w'lN =1.

donde P[] denota la probabilidad, H,, € R es el umbral de rendimiento y o, €
(0,1/2) es la probabilidad del umbral”. La primera restriccién de (1.1) requiere que
la probabilidad de que el rendimiento esperado de la cuenta sea menor o igual que
algin rendimiento umbral (por ejemplo -10 %) no exceda algiin umbral de probabilidad

3Siguiendo a Black (1972) y Das et al. (2010) al suponer que no existe un activo libre de riesgo.
También al asumir informacién simétrica.

4No se descartan la posibilidad de ventas cortas. Sin embargo, en general los resultados también se
mantienen si la venta corta estd prohibida o restringida, ya que en ambos casos, la frontera eficiente
de media-varianza serd estrictamente céncava. No obstante, se presenta una pérdida de eficiencia de
algunos puntos base en relacion a la solucién con ventas en corto permitidas. Al igual que en el portafolio
de media-varianza, la solucién de forma cerrada no existe.

5El supuesto de que el ntimero de cuentas y la fraccién de riqueza en cada cuenta son exégenamente
dadas sigue a Das et al. (2010). En este trabajo se seguird lo mds estrechamente posible. No obstante,
se debe tomar en cuenta que permitir al inversionista determinar endégenamente el nimero de cuentas
y la fraccién de riqueza en cada cuenta podria ser inconsistente con la idea de tener multiples cuentas.
De hecho, esta idea se rompe si el inversionista termina asignando el 100 % de su riqueza total a una
sola cuenta. (Alexander et al. (2017)).

SEsto también es equivalente al portafolio que satisface el criterio de seguridad primero de Telser
(1955).

"Aqui H,, y am son exégenos. Por lo tanto, dada la estimacién de los insumos de optimizacién,
la composicién del portafolio dentro de la cuenta m no depende del nivel de riesgo de estimacién (que
depende por ejemplo, del nimero de meses utilizados para determinar estos insumos).
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(ejemplo 5%). Se debe tomar en cuenta que la primera restriccién de (1.1) es mds
estricta cuando H,, es mas grande o «,, es menor.
Asumiendo que los rendimientos tienen distribucion normal multivariada, entonces:

1 z 1,2
Plr T = — 2P dt = B(z
[ w —= ] \/ﬂ . ( )7
con z = . Bajo este supuesto podemos simplificar la primera restricciéon de

(3.2) como sigue:

i) (Hm _[ E[T“’]> < apy = Hm— Blrul Elru) < —Zay,
(o

Tw] olru]
y obtener:
E[Tw] > Hpy, + ZamO'[Tw], (12)
con z,,, = —® 1(ay,) el cual es la mitad superior de la linea (0, H,,) con pendiente

Za,. Esta es la linea de pérdidas esperadas. En esta férmula, 2, es el cuantil de la dis-
tribucién normal estandar con probabilidad a. Por ejemplo, cuando a=0.01, el cuantil
correspondiente es z,, = —2.33. Se debe observar que z,,, > 0 si o, € (0,1/2), por lo
que la pendiente de la linea de pérdidas esperadas es positiva. También, un incremento
en el valor de a reduce el tamano de z,,,. Entonces, un portafolio w satisface la primera
restriccién de (1.1) siy sélo si:

H,, < E[ry] — za,,0[rw]- (1.3)

A partir (1.2) y (1.3) podemos observar que el trade-off entre riesgo y rendimiento
en un portafolio de cuentas mentales incorpora una restricciéon de tipo Valor en Riesgo
(VaR) y para distribuciones normales es lo mismo decir VaR, = H,, ya que, fijando
cualquier portafolio w, su VaR al nivel de confianza 1 — « es:

V[l — a,1my] = 2a0[rw] — E[ry], (1.4)

donde z,,, = —® !(ay,) y ®(-) denota la funcién de distribucién normal estdandar
acumulada.
El portafolio w satisface la primera restriccién de (1.1) si y sélo si:

V1 —a,ry] < —Hp,. (1.5)

Se deduce de la ecuacién (1.4) que la restriccién (1.5) es equivalente a :

8La medida de riesgo sugerida por Baumol (1963), el ”limite inferior de confianza” para un portafolio
estd dado por E[rw]|—Ka,,o[rw], donde k € R, es decir, es igual a menos el VaR para el nivel de confianza
apropiado, lo cual parece lo mas adecuado. La costumbre sin embargo, es referirse al VaR como un
nimero positivo, dando lugar a la ecuacién (1.4). Los resultados que se obtienen en este trabajo se
mantienen bajo esta definicién con los cambios apropiados de signo.




1.2 Portafolio de cuenta mental de frontera eficiente

Elry] > Hp + za,, 07w

Por lo tanto, el conjunto de asignaciones que satisfacen la primera restriccién de
(1.1) tiene una simple representacién en el espacio (o[ry], E[ry]). Usando la ecuacién
(1.3), el portafolio 6ptimo dentro de la cuenta m resuelve:

my v

s.a E[ry] > Hpy, + za,,0[Tw]s
wly =1, (1.6)
Elry] = w'p,

ore] = Vu'Xw.

1.2.1. Solucidén intuitiva

Las tres tultimas restricciones de (1.6) dan el conjunto de portafolios eficientes, todas
las posibles combinaciones de activos riesgosos cuando se gasta la cantidad total. En un
espacio (o[ry], Elry]), éste es el area en el interior de la frontera eficiente. La primera
restriccién nos da el drea debajo de la linea E[ry] = Hp, + 2a,,0[rw]. El conjunto de
todas las restricciones nos da el drea A en la figura 1.1. El objetivo de (1.6) es maximizar
el rendimiento esperado, asi que tenemos que encontrar el maximo valor de E[r,] en el
area A. Es claro que en este caso es el punto T, el cual es el punto de interseccién de
la frontera eficiente y la linea de pérdidas esperadas.

Media

1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 04 05 06
Desviacion estandar

Figura 1.1: Portafolio éptimo dentro de una cuenta determinada

El punto de interseccién T puede ser facilmente calculado, usando la férmula (A.13)
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para la frontera eficiente (ver apéndice A) y la linea de pérdidas esperadas. El calculo
del punto de interseccién consiste en igualar las fos férmulas y resolver para Elry,] :

Hp, —E[rw]>2'

Za

1
g(cEz[rw] — 2bE[ry] +a) = <

m

Usando los pardmetros a, b, ¢ y d definidos en (A.8) del apéndice A y debido a que
d > 0, podemos escribir lo anterior como:

22 (C(E[rw])2 — 2bEry] +a) = d(H?n —2H,, Ery] + (E[rw])Q).

am

Trayendo todos los factores del lado izquierdo obtenemos una ecuaciéon cuadrética
de la siguiente forma:

(cz2  —d)(E[ry))® — (2622 —2dH,)E[r,) +az2 —dHZ = 0.

La anterior ecuacion cuadratica se resuelve usando la férmula cuadratica. El discri-
minante D es:

D = (—(2bz3, — 2dHy))* — 4((cz5,, — d))(az), — dH},)

= 4(adzim - 2bdz§mHm + cdzim H? — aczim + b2zim).
Ya que d = ac — b?,

D =422 (ad —2bdH,, + cdHp}, — 22 )
=422 (d(a—2bH,, + cHZ — 22 ).

Aplicando la férmula cuadratica obtenemos:

—(=(2b2%  —2dHy,)) + /422, (d(a — 2bH,, + cHZ, — 22 )

ElrwnJes = 2(cz2, —d)
bz — dHp + za,,/d(a — 2bH,, + cHZ, — 22 )
N cz2 —d
_ 1/e(b22,, — dHpm) + Za,,\/d/c((b/c — Hp)? — (22, — d/c)/c)) (L.7)
B 22 —dfc ' '

que es valor del rendimiento en un subportafolio 6ptimo de cuenta mental.
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1.2 Portafolio de cuenta mental de frontera eficiente

La desviacion estandar es entonces calculada cémo:

H,, — E[ry]

U[Twm]ef = ~
(o3

m

2o, (b/c = Hyp) +/(d/c)(b/c — Hn)? = (22 —d/c)/c)
p T . (1.8)

El vector w,,, las cantidades invertidas en cada activo individual en el subportafolio
o6ptimo de cuenta mental, se puede calcular utilizando la férmula A.12 del apéndice A
para los portafolios de frontera eficiente y obtener:

Wmey = 9 + hE[Twm]ef- (1.9)

y sustituyendo E[ry,,les, obtendremos una larga expresiéon que no es ttil escribir
9
aqui”.

1.2.2. Solucién analitica

Después de revisar una solucion intutiva para el problema planteado en el portafolios
de cuentas mentales, en esta seccién usaremos un esquemas mas analitico para revisar
los resultado de la seccién anterior. El problema es entonces planteado como:

my v

s.a E[ry] > Hp, + za,,0[Tw],
w'ly =1, (1.10)
Elry] = w'p,

olry] = Vu'Xw.

La primera restriccion puede ser transformada como:

(Hp — E[rw])2 < (—zama[rw])2 — HZ1 —2H, Ery] + (E[rw])2 — 22 O'Q[Tw] <0,

Qam

y si sustituimos las otras restricciones obtenemos:

an — 2H o p'w + w' ppw — zimw’Ew <0<+ an — 2H o w + w'w < 0,

?La caracterizacién de la frontera eficiente estimada por las ecuaciones (1.7) y (1.8) es similar a la
caracterizacién de Alexander et al. (2017)

11



1. PORTAFOLIOS DE CUENTAS MENTALES

donde la matriz ¥ = pp' — 22 S y:
V= (' =25 %) = (') =25 ¥ = =25 R =0

Para facilitar calculos posteriores, definimos las siguientes constantes:

(1.11)

Hay una relacién entre las constantes a, i), e,d y las constantes definidas en el apéndice
A (a,b,c,d) que puede ser definida facilmente. Lo siguiente es valido para la matriz
inversa de varianza y covarianzas:
ST =2 = (- 22 ST =S et - 22 ot
Usando las expresiones de (1.11) para ©~! tenemos:
a=pWY =S /vy — zim,u'\ll_lu =aa — zimd =a(a — zim).

b=p/S My =S /Uy — 22 Uy = ab — ziml; =b(a — 22 ).

Resolvemos el conjunto para obtener las expresiones deseadas, y obtenemos:

a_Z?lTVL ’
7 _ b
= (1.12)
R cz2 —d .
C= oty

22, @22
d = dc— b2 = —d

Zam (@—23,,)"

Entonces el sistema (1.10) puede ser simplificado como:

/
max w
weRN a
s.a — H2, 4+ 2H (' w — w'Uw > 0, (1.13)
w'ly —1=0.

12



1.2 Portafolio de cuenta mental de frontera eficiente

Como las restricciones de (1.13) contienen una desigualdad, utilizamos las condiciones
de Kuhn-Tucker. Por lo que para cada desigualdad g;(x) < 0 agregaremos las condicio-
nes: A;gi(x) =0y A\ <0. De (1.13) las condiciones de Kuhn-Tucker son:

w20 Hypp — 2200w + A2ly <0,
—H2 + 2H,p'w — w'Pw > 0,

~ M\ (H2, + 2H ' w — w'Vw) = 0,
A > 0.
Suponga que A\ =0
uw+ ly =0,

a partir del cual no se puede determinar un solucién factible de A\ porque suponemos
que 4 no es un vector constante (por lo que nuestra suposicién significa que no es posible
que todos los rendimientos esperados sean los mismos, lo cual es bastante plausible).
Asi que A\; # 0 y de la ultima condicién de (1.14) vemos que A\; < 0. La primera
condicién de (1.14) nos da una expresién para w :

w= A3+ Hy) Uty + M0 1y, (1.15)

1 A
C0n>\3:ﬁy)\4:ﬁ

Usando la expresién para w en la tercera condicién de (1.14) obtenemos una expre-
sién para A4 :

1— b()\g + Hm)
; .

Ay =

Por lo que ahora tenemos un nuevo sistema, a partir del cual calcularemos A3 :

H2 — 2H,, 1w + w'¥w = 0,

A3+ Hp) Uy + M0y = w, (1.16)

1-b(As+Hm
(Sé ):)\4_

Primero hallemos una expresién para w'Ww :
wUw = (A3 + Hp) U+ M0 ) Tw

= (A3 + Hp)pw + Mlyw comolyw =1
= (A3 + Hp)pw + Ag.

Ahora calcularemos para p'w

13



1. PORTAFOLIOS DE CUENTAS MENTALES

pw = ' (A3 + Hpn) O™+ A0 y)
= M3+ Hp) /U + Mg/ Uy
=al3+ aH,, + 5)\4 sustituimos A4 obtenemos

d\3+dHy +b
é

~ ~

d(Xs + Hp) + b
- .

Tenemos entonces una nueva expresién para la primera restricciéon de (1.16) y re-

solvemos para As:

d(\s + H,,) + b d(\s + H,,) +b 1— by — bH,,
Hi—sz<(3+é )+ >+<A3+Hm><(3+é )+ >+( 8 >:0

¢H? — dH2, + d\3 — 2bH,, + 1 0

Cc

d\} = (d — &)H?, + 2bH,, — 1
1 . R
M= g((d — ¢)H? 4 2bH,,, — 1)
1/ . R
— - _ A 2 _
A3 = \/CZ ((d &)H2, + 2bH,, 1)
A3 = Vw.

Dado que ahora tenemos valores para A3 y A4, calcularemos una nueva expresién

para w usando (1.15):
w= A3+ Hp)¥ 4+ M0 1y
1 ~ N
= (Voo + Hp) U™+ (1 — bH,, — bﬁ) oy
=N+ Hp)U u+ N0ty

1 . .
w = (Vo + Hy) U~ 4 = (1 — bH,, — b\/a) Ty
C

La expresion deseada para Elry,| es entonces.

14



1.2 Portafolio de cuenta mental de frontera eficiente

Elry] = p'w
1 . .
— (Vo + Hp) b+ = (1 — bH,, — b\@) LUy
C
1/ .
=z <b+ d(H,, + \/a))

b dH, d [1/ - A
=24+ +A\/A((d—a)H,%l+2me—1)
c ¢ cVd

b dH, 1 [ -
= - m 4= — ¢)H2, + 2bH,, —1). L.17
2 S (- )2, 4 2y 1) (1.17)

Al sustituir las expresiones de (1.12) obtenemos:

bz2 — dHp + za,,/d(a — 2bH,, — cH2, — 22 )
E[Twm]ef =

cz2 —d
1.18
1/elb2,, = dHp) + 20,1/ (d/c) (/e — Hn)? = (23, - d/c)/c) (19
N 22 —dfc ’

La expresion para la desviacién estandar es:

2 (bfc = Hp) +/(d/c) (bfc = Hm)? — (22, — d/c) /)

Orwylef = o p— .

(1.19)

Podemos concluir entonces que los resultados de este enfoque analitico son idénticos
a los resultados de la seccién anterior. Para comparar esta frontera con la frontera

eficiente de media-desviacién estandar, primero invertiremos la funcién (1.17) (escribir
H,, como una funcién de E[r]). Esto es:

Hyy = Elry] — \/clz ((cZ — &)(E[ry))? + 2bE[ry) — a) .

El segundo paso es sustituir las constantes a, 3,6 y d por las constantes a,b,c y d
del apendice A. Usamos (1.12) para esto y obtenemos.

Hy = Elral — 2o (eElr)? - 2E(r] +0)

@ ey (1.20)
:E[rw]—zam\/0+“wgl/‘c [

15



1. PORTAFOLIOS DE CUENTAS MENTALES

El dltimo paso es transformar esta ecuacién en el marco de media-desvicion estandar.
Ya que la restriccién (1.3) es una igualdad cuando se alcanza el 6ptimo, podemos sus-
tituir por H,, y obtener:

Blra] ~ zaolr] = Blra] —fﬂﬂgﬁbw

Entonces la frontera eficiente de un subportafolio éptimo de cuenta mental en un
marco de media-desviacion estandar esta dada por:

ety =1+ BV

Asi que podemos concluir que minimizar la varianza (desviacién estdndar) es lo mis-
mo que minimizar la probabilidad de no alcanzar el nivel de umbral en un subportafolio
de cuenta mental, cuando los rendimientos tienen distribucién normal multivariada.

1.3. Portafolio de cuenta mental de minimo VaR

Ya que el marco de portafolios de cuentas mentales incorpora una restriccién tipo
VaR, podemos determinar el subportafolio de minimo VaR que es la asignacion con el
VaR minimo '°. Ya que hemos obtenido la férmula (1.20), sélo tenemos que poner la
derivada de esta funcién igual a cero y resolver para E|r,]. Con lo cual obtenemos:

OHm _ Za (Elrw] = b)/(d/c)

OB[ra]  \/1jc+ (Elra] — d/0)%/(d]c)

Resolviendo para E[ry,] resulta en el rendimiento esperado del subportafolio de
cuenta mental con minimo VaR:

b d?/c3
Elrwnmor = = + 1/ 5t 1.21
[r 7n] c + ng _d/c ( )

La desviacion estandar es calculada como:

| 22 Jc
=, —Cml " 1.22
U[Twm]mvr ng — d/C ( )

10Este portafolio es un tipo especial de portafolio eficiente de media-varianza desarrollado por Ale-
xander y Baptista (2002), donde muestran que, en teorfa, el portafolio de minima varianza es un caso
especial de la estrategia de minimo VaR obtenida en el limite cuando z — 0. El portafolio de minima
varianza es el portafolio con la combinacién que tiene varianza minima de todas las combinaciones
posibles
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1.4 Portafolio de cuenta mental de VaR-tangencia

El correspondiente valor de H,,, . es calculado usando, (1.20), lo que nos da:

muor

2 _
Hy,,, = 2 [ Fam = C (1.23)
mur C C

La asignacién de activos w,,,,,,. al subportafolio de minimo umbral de pérdidas
se calcula utilizando 77, la asignacién en la frontera eficiente de media-varianza, que
resulta en:

1/¢3 4 22 —dfc
Y VA Cam —TC p) 1 . 1.24
w mur ng _ d/C ( 1/C N + CM ( )

1.4. Portafolio de cuenta mental de VaR-tangencia

Debido a la restriccion tipo VaR en los portafolios de cuentas mentales, también
podemos derivar el subportafolio de VaR-tangencia que es el portafolio donde la linea
que atraviesa el origen es tangente a la frontera eficiente del subportafolio de cuenta
mental en el espacio (o[ry], E[ry]) y coincide con la linea de perdidas esperada. Esto
representa el portafolio con la méxima relacién media/VaR, es decir, con el maximo
valor para la media por unidad VaR. En el portafolio de tangencia, la pendiente de la
recta tangente debe ser igual a la pendiente de la frontera eficiente. Entonces:

AHp,,  OH,
AFE[ryw o OE|ry)

E[Tw]ef:E[rw]tv

Usando la férmula (1.20), obtenemos la siguiente ecuacion:

Elrwlw — Zam \/l + W 0
E[rw]tv -0

L Zoaw(Elrelw — 0)/(d/c)
V1/e+ (Elrwlw — d/c)2/(d]c)

E[Tw]ef:E[T'w]tv
La solucién a esta ecuacion es:

Elrw,,tw = % (1.25)

Este resultado es el mismo resultado que el portafolio de tangencia en un marco de

media-desviacién estandar de Markowitz.
La desviacién estandar estd dada por:

O'[Twm]tv = s (126)

va
b

17



1. PORTAFOLIOS DE CUENTAS MENTALES

por su parte, el correspondiente valor de H,,,  es:

tv

Ho, = Y2 (a+ 20,), (1.27)

y la asignaciéon w,,,, es la misma que la asignacién en un portafolio de tangencia
de media-desviacién estandar (véase apéndice A ).

1.5. Portafolio 6ptimo de cuenta mental de maxima utili-

dad

Das et al. (2010), encuentran que, si existe el portafolio éptimo dentro de la cuenta
m, entonces coincide con el portafolio éptimo de un inversionista hipotético con una
cuenta unica que tiene la misma funcién de utilidad objetivo en un portafolio de media-
varianza de Markowitz, a saber:

U=E[ry] — é’ymVar[rw], (1.28)

para algiin coeficiente de aversién al riesgo 7,, > 0, al que también se refieren como
coeficiente implicito de aversién al riesgo ya que, usando la ecuacién (A.15) y (1.28),
tenemos que para:

~m [1 ) (Blre] —b/c)?
E[Tlﬁi}:ER Elr] 2 et d/c ’ (1:29)

la condicion de primer orden para que E[r] resuelva (1.29) es l—ymw =0.

d/c
Por lo tanto, ﬁ;b/c = Ym. Lo que significa que el tamano de ~,, depende de los

valores de Elry], b/cy d/c.
De manera que, el problema del portafolio de cuenta mental que maximiza la funcién
(1.29) sera como sigue:

/
max w
weRN a
s.a Plry < Hp] < agm, (1.30)

wly = 1.

ya que la primera restriccién en (1.30) es una igualdad cuando el 6ptimo es alcan-
zado, tenemos la solucién a la aversiéon al riesgo implicita v del inversionista y los pesos
6ptimos w(+y) incorporados en las siguientes ecuaciones:

resolvery w(v) 1 — za,, [w(v) Tw(y)]Y/? = Hyp, (1.31)

donde

18



1.5 Portafolio é6ptimo de cuenta mental de maxima utilidad

1 —-b
1wvw:z”[u+1N[”H, (1.32)
¥ c
que es la solucién para el siguiente problema de optimizacion:

max w'p - 1w Sw,

N 2
weR (1.33)
s.a wly = 1.

Por lo tanto, el objetivo del inversionista serd elegir el mejor portafolio en el es-
pacio (o[ry], F[ry]) que satisfaga la primera restriccién de (1.30). Recordando que los
pesos 6ptimos w(7y) estdn dados por la ecuacién (1.32) que es la solucién al problema
de optimizacién de Markowitz cuando este se expresa en terminos del pardametro de
aversion al riesgo (Ver apéndice A). Al ser sustituidos los pesos éptimos en la primera
restriccién de (1.30) se obtiene una ecuacién que se puede resolver para la aversién al
riesgo implicita del inversionista para cada cuenta mental en particular.

De tal forma que, resolvemos la ecuacién no lineal (1.31) en la variable v contenida
en la funcién w(y) que viene de una solucién numérica al problema de maximizacién
(1.33). Luego verificamos si la ecuacién (1.31) se mantiene. Si no, movemos ~ en la
direccién apropiada y resolvemos. Se busca eficientemente sobre v y la convergencia se
logra rapidamente. Si no hay convergencia, esto implica que los insumos utilizados en
(1.30) son inviables.

En consecuencia, cuando un iversionista especifica sus preferencias de cuentas men-
tales para cada subportafolio a través del par de pardmetros (H,,, au,), estd indicando
implicitamente cudles son sus preferencias de riesgo (7y) sobre el conjunto dado de selec-
cién de portafolios (u, X). Por lo tanto, podemos escribir la aversién al riesgo implicita
para cada cuenta mental como una funcién de asignacion y(u, X; Hyy,y i ).

Hallada la aversién al riesgo implicita que resuelve (1.31) podemos verificar los
resultados de H,, como expresién de v y za,,. Usando la férmula (1.20) junto con las
(A.26) y (A.27) del apéndice A obtenemos:

b d 1 d
Hoo =00 Lo [l 4 (1.34)
c ¢y c ¢y

De (1.34) y (1.19) podemos obtener una expresién para o[ry,| en términos de v y
Za,, COIMO sigue:
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1. PORTAFOLIOS DE CUENTAS MENTALES

2 2
—Zay, d 2 /1 d d|(4d 1 d Zam —d/c
Ciwm—i—zam C+c'y2+\/c|:<c’y_zam E+W) — Zem /o

U[Twm]'y = B}
Zme — dfc (1.35)
2
—Zamd 2 1 d d Zam, 1 d
m+zam\/c+(yy2+c\/{'y_\/c+cy2
N 22 —dfc )

El rendimiento de cada subportafolio de cuenta mental es entonces calculado como:

b22,, _d (b 1, d dzap, am i)’
T e T [

E[Twm]'y = 2 d/c

Zam —

Es claro que uno de los beneficios del marco de cuentas mentales es que, las preferen-
cias de riesgo se especifican mejor cuando los inversionistas encuentran dificil especificar
sus niveles de aversién al riesgo, incluso cuando quieren o deban especificar su nivel de
aversion al riesgo en unidades de varianza, ya que la varianza ofrece a los inversio-
nistas poco significado intuitivo. Los inversionistas podran especificar mejor su nivel
de aversion al riesgo en unidades de umbrales para cada uno de los subportafolios de
cuentas mentales y las probabilidades de no alcanzarlos si quiere seguir el marco de
media-varianza bajo distribuciones normales.

1.6. Portafolio agregado

Las combinaciones de portafolios eficientes en un marco de media-varianza resultan
en un portafolio agregado eficiente!' y dado que, los portafolios de cuentas mentales
de (Das et al., 2010) son matemdticamente equivalente a los portafolios de media-
varianza, la combinacién de los subportafolios 6ptimos de cuentas mentales también
dan como resultado un portafolio agregado que se encuentra en la frontra eficiente de
media-varianza.

Ya que el inversionista inicialmente divide su riqueza entre un ntimero exégenamente
determinado de cuentas, designado por M > 2y el vector M X1 de fracciones de riqueza
en las cuentas es exdgenamente determinado por y € R]f  donde /1y =1y 1y es el
vector unidad M X1; si los portafolios éptimos dentros de las cuentas existen, entonces
el portafolio agregado w, existe y estd dado por :

"Ver Sharpe et al. (1999), Huang y Litzenberger (1988)
12Ver apéndice A para ver la derivacién de la férmula
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1.6 Portafolio agregado

m=1
M

= > Ymlg +hElru,Jef) (1.37)
m=1 ;

=g+h Z YmE T, Jef

m=1
donde:
9= %WZ_”N) —bET )y h= é[c(E‘lm —b(x 1)),

El rendimiento esperado del portafolio agregado es:

M
E[Twa] - Z ymE[Tw]efa (138)
m=1

y su desviacién estandar esta dada por:

olrw,| = \/1 + (Blrw.] =b/c)* (1.39)

c d/c

Al ver las ecuaciones (1.37), (1.38) y (1.39) podemos observar que, el tamatio del
rendimiento esperado E[ry, ] y la desviacién estandar ory,, | dependen de las fracciones
de la riqueza en las cuentas, los umbrales (que afectan a E[ry,]) por m =1,...,M) y
los insumos para el problema de optimizacion.

Ya que w, se encuentra en una frontera eficiente de media- varianza, este resuelve:

max  w'p - Bw'Sw,
weRN (1.40)
s.a wly = 1.

para alguna ~y,. Nos referiremos a w, como el coeficiente de aversion al riesgo implici-
to para el portafolio agregado, el cual estd dado por:

B d/c
T B b

Twq

(1.41)

A través de las ecuaciones (1.38), (1.39) y (1.41) podemos ver que el tamano de
v, depende de las fracciones de riqueza en las cuentas, de los umbrales de las cuentas
y de los insumos para el problema de optimizacién. No obstante, dado que los pesos
del portafolio no son linealmente proporcionales al coeficiente de aversion al riesgo
implicito -, (ver ecuacién (1.32), el coeficiente de aversién al riesgo implicito en el
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1. PORTAFOLIOS DE CUENTAS MENTALES

portafolio agregado es diferente del promedio ponderado de los coeficientes de aversién
al riesgo de los subportafolios de cuentas mentales.

1.7. Analisis de sensibilidad

En esta seccién se describira que pasa con los portafolios de cuentas mentales cuando
los pardmetros relevantes no son los adecuados. Los parametros relevantes en esta
seccion son oy, v Hy,. Se observa que la solucién éptima no se encuentra cuando estos
parametros no cumplen ciertos requerimientos.

Recordemos que para una tasa de rendimiento 7, con distribucién normal multi-
variada tenemos V[l — «,ry| = za,,0[rw] — E[rw]. Por lo tanto, hay dos efectos sobre
el VaR cuando nos movemos a lo largo de la frontera eficiente: (i) el efecto desviacién
estandar, que se produce a través del término z,, o[ry] v (i) el efecto media, que se
produce a través del término Elr,]. Por lor tanto, si la probabilidad del umbral a;,
no es lo suficientemente baja para que el efecto de la desviacion estandar sobrepase el
efecto media, entonces el problema del portafolio de cuenta mental no tiene solucién.
Esto implica que se debe tener cuidado al elegir la probabilidad del umbral «,, para
calcular el VaR de una manera que tenga sentido. Es decir, el conjunto de portafolios
que satisface la restriccion VaR consiste en todos los portafolios que se ubiquen en o
sobre una linea con intercepto —H y pendiente z,,, en el espacio de media-varianza.
Recordando que z,,, se define como —®~1(a,,)

El portafolio 6ptimo dentro de la cuenta m existe si y sélo si, la probabilidad del
umbral a, es lo suficientemente baja y el umbral del rendimiento H,,, es suficientemente
pequeno.

Siguiendo a Alexander y Baptista (2002) para que un subportafolio de cuenta mental
tenga solucién debe cumplir los siguiente lemas:

i) Cuando oy, > ®(—+/d/c), o equivalentemente z,,, < \/d/c ' (observe que \/d/c
es la pendiente asintética de la representacién de los portafolios en la frontera
de media-varianza en el espacio (o[ry], Elry])), el portafolio 6ptimo dentro de la
cuenta m no existe, independientemente del rendimiento del umbral (Panel A y
B, Figura 1.2).

ii) Cuando a,, < ®(—y/d/c), o equivalentemente z,,, > \/d/c, y Hp > Hp,,,,, €l
portafolio 6ptimo dentro de la cuenta m no existe (Panel C, Figura 1.2).
iii) Cuando o, < ®(—+/d/c) y Hn = Hp,,,., €l portafolio 6ptimo dentro de la

cuenta m existe y se localiza donde la linea de pérdidas es tangente a la curva
(Panel D, Figura 1.2).

iv) Cuando oy, < ®(—+/d/c) y Hy,, < Hpn,,,., €l portafolio éptimo dentro de la
cuenta m existe y se encuentra donde la linea de pérdidas cruza la mitad superior
de la frontera eficiente (Panel E, Figura 1.2).

'Ver derivacién en el apéndice apéndice A
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1.7 Anélisis de sensibilidad

Panel A: o, > ®(—+/d/c), H,, > 0 Panel B: o, > ®(—+/d/c),H,, <0
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Panel D: o, < ®(—+/d/c), H,, = Hy,,, Panel E: v, < ®(—+/d/c),H,, < Hp,,,,
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Figura 1.2: Existencia del portafolio 6ptimo dentro de una cuenta determinada

Ahora examinaremos las implicaciones econémicas que surgen del uso de los portafo-
lios de cuentas mentales con la restricciéon VaR que se ha venido manejando. Asumiendo
que el portafolio éptimo dentro de la cuenta m coincide con el portafolio éptimo de un
inversionista hipotético con una cuenta tnica, la pregunta que nos hacemos es: ;Cémo
cambia el portafolio 6ptimo dentro de la cuenta mental m de un inversionista cuando
ha usado previamente la varianza y decide usar la restricciéon VaR de los portafolios de
cuentas mentales.

En primer lugar, consideramos el caso de un agente altamente averso al riesgo
cuyo portafolio 6ptimo, de acuerdo con el criterio de media-varianza, se encuentra en la
frontera eficiente y relativamente cercano al portafolio de minima varianza (es decir, este
se localiza entre wy,,, ¥ Wmy, ver figura 1.3, donde el primero portafolio es el portafolio
con la combinacién que tiene varianza minima de todas las combinaciones posibles). A
menos que el nivel de confianza en el que el agente calcule el VaR sea extremadamente
alto, su portafolio 6ptimo segun el criterio de media-varianza es inviable en el portafolio
optimo dentro de la cuenta mental. Por lo tanto, el portafolio éptimo del inversionista
segun el criterio de los portafolios de cuentas mentales, se encuentra en la frontera
eficiente de media-varianza pero encima del portafolio éptimo del inversionista segun
el criterio de media-varianza. En consecuencia, la desviacién estandar del portafolio
optimo aumenta si el inversionista decide usar los portafolios de cuentas mentales con
restriccion VaR.

En segundo lugar, consideremos el caso de un agente ligeramente averso al riesgo. En
contraste con el caso anterior, el portafolio 6ptimo del inversionista segin el criterio de
media-varianza es eficiente dentro de la cuenta mental, incluso a un nivel de confianza
relativamente pequeno. Por lo tanto, un agente ligeramente averso al riesgo que decide
utilizar los portafolios de cuentas mentales con VaR como medida de riesgo relevante
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1. PORTAFOLIOS DE CUENTAS MENTALES

puede elegir un portafolio que coincida con su portafolio éptimo de acuerdo con un
criterio de media-varianza. Dependiendo de la especificacién de las preferencias del
inversionista (o, Hy,), la desviacién estdndar del portafolio éptimo del inversionista
puede disminuir, permanecer o aumentar.

Como se observa, el grado de aversion al riesgo y las preferencias del inversionista
(am, Hyy) van a definir el comportamiento del portafolio 6ptimo cuando se cambia de
un marco de media-varianza a uno de cuentas mentales. No obstante, los portafolios
de cuentas mentales no parecen utilizables para inversionistas con un alto grado de
aversion al riesgo acostumbrados al marco de media-varianza.

0.06 — mvr =

mv

Er,]

0.05 [~ =

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12

olr,)

Figura 1.3: Frontera eficiente y portafolios wy,,, ¥ Wme
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Capitulo 2
Portafolios Robustos de Cuentas

Mentales de Crecimiento Optimo

Hasta ahora hemos asumido que los rendimientos de los activos se distribuyen nor-
malmente. Esto hizo que el andlisis de media-varianza los portafolios de cuentas men-
tales fuera directo, porque la probabilidad de alcanzar un nivel de umbral estd com-
pletamente determinada por su media y desviacién estandar. Lamentablemente, no es
realista suponer que los rendimientos del portafolio se distribuyen normalmente. Al-
gunos estudios muestran que en realidad la distribucién de los activos tiene colas mas
gruesas, por lo que un rendimiento inusual (una grave caida del mercado) ocurre mas
a menudo en la realidad que cuando la distribucién normal se utiliza para modelar.'3

Por otra parte, el enfoque de Das et al. (2010) es estaticos. Esto es preocupante, ya
que, siguiendo a Roll (1973) “dados los rendimientos temporalmente independientes, se
puede demostrar que una cantidad de portafolios eficientes de media-varianza traen la
ruina completa después de una secuencia infinita de reinversiones”. En el enfoque de
Das et al., la posibilidad de aceptar no més de una probabilidad « de alcanzar un nivel
de umbral de pérdidas H,,, prepara al portafolio a no perder mas alla de H,, durante
el préximo periodo de tiempo t (por ejemplo, un ano) bajo distribuciones normales,
ademas requiere perfecto conocimiento de la distribucion conjunta de los activos.

Si bien los portafolios de cuentas mentales de Das et al. permiten al inversionista
expresar sus preferencias de riesgo en términos de la probabilidad de incurrir en una
pérdida, la riqueza realizada de varios periodos de inversiéon tendrd una respuesta no
lineal, es decir, capitalizacion, a las realizaciones de un periodo tnico. Por ejemplo,
un inversionista de 50 anos quiere que en su cuenta de retiro de $800,000 crezca a
$1,917,247 cuando tenga 65 anos lo que implica un rendimiento anual compuesto de
6 por ciento durante los 15 anos restantes. Por lo que a menudo, los inversionistas se
preocupan més por maximizar el nivel esperado de riqueza terminal que maximizar la
utilidad esperada de la riqueza terminal.

13Para una discusién més amplia, ver: Cootner (1964), Mandelbrot (1998), Cont (2001), Véhel y
Walter (2002).
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OPTIMO

Para inversionistas que se preocupan por la maximizacién de la riqueza terminal en
un horizonte de inversion finito largo, minimizando la posibilidad de una grave caida en
el mercado, otro criterio tiene que ser contemplado. Uno de estos criterios, el cual esta
preocupado por la tasa de crecimiento de la riqueza, es el criterio de Kelly (1956)'4.

Los portafolios de inversiéon administrados bajo el criterio de Kelly se les conoce
como portafolios de crecimiento 6ptimo (Growth-Optimal Portfolios), los cuales estan
disenados para tener la maxima rentabilidad esperada durante el proximo periodo de
rebalanceo.

El primer trabajo que incorpord la estrategia de Kelly en un marco de portafolios de
inversion es el de Latané(1959) en el que sostiene que para un inversionista que busca
maximizar la riqueza terminal (asumiendo una secuencia de opciones inciertas y combi-
nadas), una estrategia éptima es seleccionar el portafolio que maximiza el rendimiento
medio geométrico. Posteriormente, vinieron otros trabajos como el de Breiman(1961) en
el que afirma que la maximizacion del rendimiento medio geométrico minimiza el tiem-
po esperado para alcanzar asintéticamente un objetivo monetario V' preasignado, ya
que V tiende a infinito. Hakansson(1971) por su parte, sostiene que la maximizacién del
rendimiento medio geométrico es miope, ya que la composicion del portafolio solo de-
pende de la distribucién de los rendimientos durante el proximo periodo de rebalanceo.
Hakansson y Miller(1975) muestran que los inversionistas que maximizan el rendimien-
to medio geométrico nunca se exponen a la ruina. Algoet y Cover(2011) encuentran
que el supuesto que requiere la maximizacién de la media geométrica, independencia
de los rendimientos, puede relajarse. Ethier (2004) muestra que la maximizacién del
rendimiento medio geométrico maximiza la mediana de la fortuna de un inversionista,
finalmente Dempster et al. (2008) sostienen que la maximiacién de la media geométrica
crea valor incluso en el caso en que todos los activos negociables se vuelvan poco ttiles.

Con todos los trabajos realizados sobre portafolios de crecimiento éptimo, pareciera
que para cualquier inversionista con un horionte de inversion suficientemente largo, la
estrategia de Kelly es superior. Incluso Markowitz fue un partidario temprano, dedican-
do a la estrategia todo un capitulo de su libro Seleccién de Portafolios: Diversificacién
Eficiente de Inversiones (1959). Sin embargo, la estrategia tiene algunos problemas
practicos: De Santiago y Estrada (2011) muestran que los portafolios que maximizan la
media geométrica estan empiricamente menos diversificados y son mas volatiles que los
portafolios que maximizan el criterio de Sharpe, el cual maximiza la utilidad esperada
de la riqueza terminal. Rubinstein(1991) muestra que puede llevar 208 anos tener un
95 % de confianza en que una estrategia de Kelly supere una estrategia totalmente en
efectivo, y 4700 anos en un 95 % de certeza de que supere una estrategia totalmente en
acciones.

Un horizonte de 208 anos y especialmente de 4700 anos, tiene poca o nula apli-
cabilidad para casi todos los inversionista. Una solucion a este inconveniente es la de

MEn la teorfa de la probabilidad y la seleccién de portafios intertemporales, el criterio Kelly, la
estrategia Kelly, la férmula Kelly o la apuesta Kelly es una férmula utilizada para determinar el tamano
6ptimo de una serie de apuestas. En particular, maximiza la tasa de crecimiento esperada y la mediana
de la riqueza terminal. Fue descrito por J. L. Kelly, Jr., un investigador de los Laboratorios Bell, en
1956.
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2.1 El modelo

Rujeerapaiboon et al. (2015) en la que proponen una solucién “robusta” para porta-
folios de mezcla fija (es decir, aquellos que se rebalancean a un conjunto fijo de pesos
al final de cada periodo) y horizontes finitos. Especificamente buscan superar el peor
de los casos de la tasa de crecimiento geométrico (donde “el peor de los casos” estd
definido por un cierto umbral de probabilidad), bajo un conjunto de ambigiiedades que
contiene todas las distribuciones bajo las cuédles el rendimiento de los activos estan
correlacionados en serie y tienen momentos de primero y segundo orden idénticos en el
periodo (es decir, el rendimiento de los activos sigue un proceso de ruido blanco débil).

A partir del trabajo de Rujeerapaiboon et al. (2015), este capitulo tiene por objetivo
llevar el enfoque de los portafolios robustos de crecimiento éptimo al marco de los
portafolios de cuentas mentales. El criterio se expone en forma breve y matematica. En
la seccién 2.1 se introduce el modelo, en la seccién 2.2 se discute el portafolio robusto de
cuenta mental de crecimiento éptimo de frontera eficiente. En la seccién 2.3 se muestra
portafolio robusto de cuenta mental de crecimiento 6éptimo de maxima utilidad. En la
seccion 2.4 se muestra que pasaria en el largo plazo con el portafolio robusto de cuenta
mental de crecimiento 6ptimo. Finalmente, en el seccion 2.5 se discute el portafolio
agregado.

2.1. El modelo

Sea N > 2 el nimero de activos disponibles. Suponemos que (ft,n)g:p donde t =
1,...,T, es el rendimiento del activo n entre los periodos t y £ + 1 y sigue un proceso
de ruido blanco en sentido débil, gobernado por cualquier distribucién dentro de IP.
En la practica, sin embargo, se sabe que P pertence a un conjunto de ambigiiedad
P, que contiene todas las distribuciones del rendimiento. Sea p el vector NX1 de sus
rendimientos esperados. Su enésima entrada es la rentabilidad esperada del activo n.
Suponemos que p no es proporcional al vector unitario 1 de tamano N X1; por lo que
al menos dos activos tienen rendimientos esperados diferentes. Sea X la matriz N XN
de varianzas-covarianzas para los rendimientos de los activos. Su entrada en la filanl y
la columna n2 es la covarianza entre los rendimientos de los activos nl y n2. Asumimos
que rang(¥) = N.

Un portafolio w es una estrategia de mezcla fija (o proporciones constantes) que
se rebalancea a un conjunto de pesos preseleccionados al comienzo de cada periodo.
Es ademds un vector NX1 con w'ly = 1; donde 15 = 1; es el vector [1,...,1]" de
tamano N X1. La enésima entrada de w representa el peso del activo n en el portafolio
w, donde un peso positivo (negativo) representa una posicién larga (corta). La tasa de
crecimiento del portafolio estd dado por @ (w) = ST log(1 + w'Fng).
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OPTIMO

2.2. Portafolio robusto de cuenta mental de crecimiento
optimo de frontera eficiente

Considere un inversionista quien inicialmente divide su riqueza entre un nimero
ex6genamente determinado de cuentas, designado por M > 2. El vector M X1 de frac-
ciones de riqueza en las cuentas es exégenamente determinado por y € Rf\([ - donde
y'1yr =1y 1) es el vector unidad M X 1. Entonces, el inversionista coloca la riqueza
dentro de cada cuenta entre el mismo conjunto de activos que se rebalancean a un con-
junto de pesos preseleccionados en el comienzo de cada periodo. Sin embargo, la porcién
de riqueza dentro de una cuenta dada, que el inversionista asigna a un determinado
activo, depende posiblemente de la cuenta. El problema econémico de optimizacién de
cuentas mentales comprende:

in P—VaR.(G,, .
min VaRe(@mr(w))

El cual es reformulado como:

max  Pm
sa  Plgnr(w) > on] >1—€n, vV Pe?,
T (2.1)
. 1 ~ 1 -
Brrlu) = | 7D <w'rwt ! <w'rwt)2)
t=1
wly =1.

Por lo tanto, el inversionista evalia la estrategia de mezcla fija w en vista del peor
caso de Valor en Riesgo (WVaR)!¢ de la riqueza terminal del portafolio. La primera
restriccién de (2.1) requiere que la probabilidad de que la tasa de crecimiento del
portafolio desde t = 1,...,T sea mayor o igual al VaR del peor caso con una certeza
de 1 — €. La segunda restriccién es una aproximacion por expansién de Taylor de la
tasa de crecimiento del portafolio, definida en la seccién 2.1, como el logaritmo natural
de la media geométrica de los rendimientos absolutos, que es equivalente a la media

'5El supuesto de que el nimero de cuentas y la fraccién de riqueza en cada cuenta son exégenamente
dadas sigue a Das et al. (2010). En este trabajo se seguird lo més estrechamente posible. No obstante,
se debe tomar en cuenta que permitir al inversionista determinar endégenamente el nimero de cuentas
y la fraccién de riqueza en cada cuenta podria ser inconsistente con la idea de tener multiples cuentas.
De hecho, esta idea se rompe si el inversionista termina asignando el 100 % de su riqueza total a una
sola cuenta (Alexander et al. (2017)).

1Propuesto por Ghaoui et al. (2003), argumentan que los datos financieros enfrentan errores y es
posible que el VaR calculado sea menor que el verdadero. Debido a esta razén, ellos (al igual que
Bertsimas y Popescu (2000)) creen que el coeficiente de desviacién estdndar en el modelo VaR no es
valido y se tiene en cuenta un limite superior para este coeficiente. De hecho, considerando una media
determinada y la varianza-covarianza de los rendimientos de los activos, ofrecieron una nueva medida
de riesgo conservadora con una aproximacién pesimista del VaR nombrado como el peor caso de Valor
en Riesgo (WVaR)
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2.2 Portafolio robusto de cuenta mental de crecimiento éptimo de frontera eficiente

aritmética de los redimientos logaritmicos. Por lo tanto, el objetivo de maximizar la

riqueza terminal serd equivalente a maximizar la tasa de crecimiento. Finalmente la

tercera restriccion significa que todo el capital asignado a la cuenta serd invertido.
Asumiendo que la matriz de covarianzas X es estricatemente positivia definida y que

\ o7 THZl/QwH el problema (2.1) puede

ser reducido a una programacion cénica de segundo orden (PCSO). El primer supuesto
asegura que el portafolio robusto de crecimiento 6ptimo para un T y € particular sea
Unico y el segundo supuesto delinea el conjunto de momentos para los cuales la apro-
ximacién cuadrética de la tasa de crecimiento del portafolio es sensible. A medida que
la tasa exacta de crecimiento ¢, (w) esté aumentando y sea céncava en w'7y¢, su peor
caso VaR debe estar aumentando en w’p y disminuyendo en w’Xw. El segundo supuesto
asegura que el VaR del peor caso de la tasa de crecimiento aproximada ¢, (w) hereda
estas propiedades de monotonicidad y también aumenta en w'p y w'Sw!’.

Para reducir el problema (2.1) a un PCSO, primero se aprovecha una propiedad de
proyeccién para conjuntos ambiguos basados en momentos para reformular el problema
aproximado del peor caso de VaR en términos de los rendimientos del portafolio w'7,;
como las variables aleatorias fundamentales. El problema del peor caso de VaR resul-
tante es equivalente a un problema de programacién semidefinido (PSD) cuyo tamano
se escala con T, no con n. A continuacién se aprovecha la simetria de permutacién
temporal de este PSD para demostrar que la matriz variable que aparece en las restric-
ciones PSD solo tiene cuatro grados de libertad. Esta idea puede usarse para mostrar
que el PSD involucra esencialmente solo seis variables de decisién diferentes. Sin em-
bargo, las matrices en las desigualdades matriciales todavia tiene una dimensién del
orden de T'. Finalmente, al diagonalizar explicitamente estas matrices, se puede mos-
trar que las restricciones PSD admiten una reformulacién equivalente en términos de
solo nueve restricciones escalares tradicionales. En resumen, se puede mostrar que el
problema del peor caso de VaR (2.1) es equivalente a una programacién convexa no
lineal con seis variables y nueve restricciones. Resolviendo analiticamente las condicio-

nes de optimizacién de Karush-Kuhn-Tucker de esta programacion no lineal, tenemos
18.

para todo w éptimo tenemos que 1 — w'y >

WV&ReTn(ga/rnT(U))) = % (1 — (1 — wllu + 1 1—€m HEl/Qw”) T w/2w> (22)

'"Es importante resaltar que ambos supuestos se satisfacen ficilmente en la mayoria de las situaciones
de interés practico, incluso si T=1. El primer supuesto se cumple siempre que no exista un activo
libre de riesgo, mientras que el segundo supuesto se satisface automaticamente cuando p y 3 son lo
suficientemente pequenos, lo que siempre se puede aplicar al acortar los intervalos de rebalanceo. De
hecho, el segundo supuesto se mantiene incluso para los intervalos anuales de rebalanceo si las medias y
las desviaciones estandar de los rendimientos de los activos caen dentro de sus rangos tipicos reportados
en la seccién 8 de Luenberger (1998) (Rujeerapaiboon et al. (2015)).

8La demostracién a la solucién de este problema no se muestra en el presente trabajo debido a la
extensién del mismo. Para una mayor explicacién ver apéndice A y B de Rujeerapaiboon et al. (2015)
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Entonces, si el conjunto de portafolios admisibles se caracteriza por un ntmero
finito de restricciones lineales, el problema de optimizacién de portafolios del peor caso
VaR (2.1) se reduce a un PCSO tratable cuyo tamano es independiente del horizonte
de inversion. A partir de aqui, nos referimos al optimizador tnico de este PCSO como
el portafolio robusto de crecimiento éptimo para cada cuenta mental, a pesar de que
maximiza solo una aproximacién de la tasa de crecimiento real.

Observe en (2.2) que, el peor caso de VaR aumenta en el rendimiento medio del
portafolio w y disminuye en la varianza w’Xw del portafolio siempre que w satisfaga

1—wp >/ (1_EE)T||21/2wH. Por lo tanto, cualquier portafolio que maximice el peor

caso de VaR es eficiente en el sentido de media-varianza, ya que el peor caso de VaR
se calcula tnicamente sobre la base de la informacién de media y varianza.

2.3. Portafolio robusto de cuenta mental de crecimiento
optimo de maxima utilidad

En el problema de cuentas mentales Das et al. (2010) los inversionistas eligen libre-
mente entre todos los portafolios eficientes de media-varianza basados en su preferencias
de riesgo, expresados en un umbral de rendimiento H,, y la probabilidad del umbral «,
es decir, resuelven w(y) 1 — za,, [w(7)' Zw(y)]/? = H,, con v > 0 como una funcién de
asignacion y(u, 3; Hy,, apy). Por el contrario, un inversionista robusto de crecimiento
optimo elige el portafolio eficiente de media-varianza unico adaptado a su horizonte de
inversién 7" y la probabilidad de violacién e. Podemos asi definir una funcién (7', ¢)
con la propiedad de que el portafolio robusto de crecimiento 6ptimo adaptado a Ty €
coincide con la solucién de media-varianza en el pardmetro de aversién al riesgo v(T', €).

Al comparar las condiciones de optimalidad de un portafolio de media-varianza y
el problema de optimizacién de portafolios robustos de crecimiento éptimo, se puede
mostrar que:

1—¢, 1 T-1
’Y(T,Em): . + ) 2.3
Ve IRl T (1wt S seg)

donde w denota el portafolio robusto de crecimiento éptimo, que depende de T
y € v sOlo se puede calcular numéricamente. Desde el punto de vista del andlisis de
media-varianza, un inversionista robusto de crecimiento 6ptimo serd menos averso al
riesgo a medida que € o T" aumente. De hecho, se puede usar el segundo supuesto, antes
mencionado, para demostrar que el peor caso VaR esta aumentado (lo que indica que
Y(T, €,) estd disminuyendo) en e y T. Rujeerapaiboon et al. (2015) destacan que los
portafolios robustos de crecimiento éptimo pueden perder eficiencia de media-varianza
cuando el conjunto de ambigiiedades de la distribucién del rendimiento de los activos
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2.4 Inversionista de largo plazo

ya no se describe en términos de momentos exactos de primer y segundo orden.

2.4. Inversionista de largo plazo

En su trabajo, Rujeerapaiboon et al. (2015), muestran que en el limite de los hori-
zontes de inversién muy largos, el peor caso de VaR (2.2) se reduce a:

. - 11 1
Jm WVaRe, (,7(w)) = 5 = 3(1 —w'p)? — gu'Sw. (2.4)
que puede verse como la diferencia entre la aproximacién de segundo orden de Taylor
de la tasa de crecimiento del portafolio en el escenario nominal, log(1 4+ w’u), y una
prima de riesgo, que es inversamente proporcional a la probabilidad de violacién e.

2.5. Portafolio agregado

Las combinaciones de portafolios eficientes en un marco de media-varianza resultan
en un portafolio agregado eficiente!” y dado que, los portafolios robustos de crecimiento
optimo son matematicamente equivalente a los portafolios de media-varianza, la combi-
nacién de los subportafolios éptimos de cuentas mentales también dan como resultado
un portafolio agregado que se encuentra en la frontra eficiente de media-varianza. Por
lo tanto, las conclusiones a las que se llega, son las misma que las de la seccion 1.6

19Ver Sharpe et al. (1999), Huang y Litzenberger (1988)
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Capitulo 3

Evidencia Empirica

En esta seccién se comparan los dos criterios de optimizacién considerados en esta
investigacién, portafolios de cuentas mentales y portafolios robustos de cuentas men-
tales de crecimiento 6ptimo, desde una perspectiva empirica. El enfoque es, primero,
comparar las caracteristicas dentro de la muestra de los portafolios 6ptimos determi-
nados por cada criterio; luego, evaluar el desempeno fuera de la muestra.

Los datos fueron obtenidos de la pagina de Google Finance?? debido a los costos
asociados de obtener datos de PIP o Valmer. Se obtuvieron los precios diarios para
diecisiete acciones que cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV), ya que muchas
acciones no cuentan con informacion suficiente en la base de Google Finance y se
determiné utilizar inicamente aquellas que tuvieran la informacion més completa desde
el ano 2000. Todos los precios estan en pesos mexicanos y representan ganancias de
capital y dividendos. Finalmente, para aquellas acciones que tuvieron valores nulos entre
dos distintas fechas se reemplazé dicho valor por el ultimo precio conocido previo al
valor nulo. Con base en estos criterios, se definié la muestra que consiste en rendimientos
diarios?! para las diecisiete acciones que cotizan en la BMV.

Para el ejercicio se consideraron dos inversionistas de 50 anos 2 cada uno con 1
millén de pesos. Cada uno asigné su dinero a tres subportafolios de cuentas mentales,
cada uno asociado a un objetivo. Ambos asignan $800,000 a una cuenta que busca
obtener un ahorro extra para su retiro, $150,000 a una cuenta de educacién de sus hijos
y $50,000 a la cuenta de un legado que esperan dejar a sus hijos. Los inversionistas
tienen otros activos, incluida una casa y pagos futuros de seguridad social. Ademas,
los inversionistas siguen trabajando y mantienen sus fondos y cajas de ahorros para el
retiro. Tienen la intencién de jubilarse a los 65 afios y se estima que su esperanza de
vida sera de 75 afnos.

Ambos inversionistas quieren que su cuenta de retiro tenga un rendimiento com-
puesto anual de 6 % durante los 15 anos restantes, lo que implica que al final crezca de

Onttps://www.google.com/finance

21 Definido como: r(t) = log(P(t)/P(t-1)) donde P es precios.

20Giguiendo el ejercicio de Das et al.(2011) en donde suponen un inversionista de 50 afos quien
utiliza las cuentas mentales para optimizar sus portafolios.
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3. EVIDENCIA EMPIRICA

$800,000 a $1,917,247. El horizonte para la cuenta de educacién es mds corto, sélo tres
afnos, y quieren que esa cuenta tenga un rendimiento compuesto anual del 8 %, por lo
que buscan que la cuenta crezca a $188,957. El horizonte de inversién para la cuenta de
legado es largo, 25 afios, pero tienen una ambiciosa aspiracién; quieren un rendimiento
compuesto anual del 12 %, lo que implica que la cuenta crezca de $50,000 a $850,000.

El primer inversionista prefiere expresar su actitud al riesgo al especificar la pro-
babilidad de incurrir en una pérdida y la cantidad de pérdida. En cuanto al portafolio
de cuenta mental de jubilacién, no quiere demasiado riesgo, especificamente, él esta
dispuesto a aceptar no més de 3% de probabilidad de perder més del 7% de su subpor-
tafolio de jubilacién durante el préximo ano. En cuanto al portafolio de cuenta mental
de educacién prefiere aceptar no mas de 7% de probabilidad de perder mas del 3%
del subportafolio durante el proximo ano. Finalmente, en el subportafolio de legado
esta dispuesto a aceptar considerablemente mas riesgo, él esta dispuesto a aceptar una
probabilidad no més de 12 % de perder més del 10 % de sus fondos durante el préximo
ano.

FEl segundo inversionista asume que una burbuja puede estar presente en el merca-
do, que puede conducir a catastrofes. Por lo que busca encontrar una estrategia que se
comporte mejor si el peor escenario se presenta. Ademds prefiere expresar su actitud al
riesgo al especificar la probabilidad de violacién de alcanzar el maximo nivel de renta-
bilidad bajo un ambiente de incertidumbre. En cuanto al portafolio de cuenta mental
de jubilacién, no quiere demasiado riesgo, especificamente, él esta dispuesto a aceptar
no mas de 3% de probabilidad de violacién de no alcanzar la maxima rentabilidad
posible en su subportafolio de jubilacién durante el préximo periodo de rebalanceo. En
cuanto al portafolio de cuenta mental de educacién prefiere aceptar no mds de 7% de
probabilidad de violacién de no alcanzar la méxima rentabilidad posible en el subpor-
tafolio durante el proximo periodo de rebalanceo. Finalmente, en el subportafolio de
legado estd dispuesto a aceptar considerablemente mas riesgo, €l estd dispuesto a acep-
tar una probabilidad no més de 12 % de no alcanzar la mdxima rentabilidad posible en
el subportafolio durante el préximo periodo de rebalanceo.

Finalmente, ambos inversionitas al evaluar su tolerancia al riesgo y los costos involu-
crados en el rebalanceo del portafolio (45 puntos base) 2! deciden seguir una estrategia
de rebalanceo por ano. Por lo que cada portafolio de cuenta mental serd rebalanceado
anualmente siguiendo al motivo de la cuenta??.

21 Este porcentaje se determiné siguiendo los gastos de administracién del iShares IPC MidCap Total
Return TRAC de BlackRock

22Esta estregia de rebalanceo es conocida como “time-only”, donde el portafolio se rebalancea cada
dia, mes, trimestre o afio, y asi sucesivamente, independientemente de cuianto o que tan poco la asig-
nacién de activos del portafolio se ha desviado de su objetivo; la inica variable que se tiene en cuenta
es el tiempo. La determinacién de la frecuencia con la que se rebalancea el portafolio depende en gran
medida de la tolerancia al riesgo del inversionista, la correlacién de los activos y los costos involucrados
en el rebalanceo.
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3.0.1. Consideracioes empiricas de la estimacion de los parametros de
los modelos

Debido a que los portafolios de Das et al. involucran una restriccién tipo VaR, esto
conduce a un problema de optimizacién de portafolios de riesgo-rendimiento no convexo
y no diferencial donde el niimero de éptimos locales aumenta exponencialmente con el
numero de activos (Danielsson et. al.,2008; Gaivoronski y Pug,2005; Kolm et al.,2014;
Wozabal et al.,2010) De hecho, Benati y Rizzi (2007) muestran que la optimizacién
del problema del portafolio de media-VaR conduce a un problema NP-no convexo que
es computacionalmente intratable. Ademaés, la no convexidad del VaR desalienta la
diversificacién (como se observa en el ejercicio realizado en este trabajo). En otras
palabras, el VaR de un portafolio con dos activos puede ser mayor que la combinacién
de los VaR de cada activo en el portafolio.

Sin embargo, dado que el VaR es la medida de riesgo estandar de la industria basada
en cuantiles, utilizada predominantemente, existe la necesidad de algoritmos eficientes
que minimicen el VaR mientras se obtiene el maximo rendimiento. En la literatura, hay
diferentes enfoques para medir el VaR para investigar la optimizaciéon de portafolios
(Charpentier y Oulidi, 2009; Ghaoui et al., 2003; Goh et al.,2012; Natarajan et al.,
2008). Aunque ha habido un trabajo considerable relacionado con la optimizacién de
portafolios con varias medidas de riesgo (Balbds et al., 2010; Kolm et al., 2014; Krokh-
mal et al.,2013; Mansini et al.,2007), es notable que el nimero de los estudios del VaR
histérico no paramétrico en el contexto de media-VaR sigue siendo relativamente pe-
queno. Gilli y Kéllezi (2002) y Gilli et al. (2006) proponen un método de aceptacion de
umbral para maximizar el rendimiento de un portafolio bajo el VaR y las restricciones
de déficit esperadas. Dallagnol et al. (2009) emplean un algoritmo genético (GA) y opti-
mizacién de enjambre de particulas (PSO) para un problema de seleccién de portafolio
de media-VaR utilizando el célculo de simulacién histérica. Alfaro-Cid et al. (2010)
realizan una comparacion entre la media de la varianza y el enfoque de media-VaR
utilizando un algoritmo genético multi-objetivo. Sin embargo, estos modelos a menudo
han simplificado el problema donde las restricciones practicas no se tienen en cuenta.

En el caso de los portafolios de 6ptimo de Rujeerapaiboon et al., cuando necesitamos
encontrar una expresion explicita para los valores éptimos cuando estamos consideran-
do el peor caso para los parametros inciertos, podremos reducir los problemas a un
problema cénico de segundo orden (SOCP).

La programacién cénica de segundo orden es una clase de problema que se encuentra
entre la programacion lineal y la programacién semidefinida (SDP). Los SOCP se pue-
den resolver de manera mucho mas eficiente que los SDP, por lo que, si se puede escribir
un SDP como SOCP, serd preferible. Los SOCP incluyen muchos mas problemas de
optimizacion, como la programacion cuadratica, problemas con restricciones hiperboli-
cas y problemas que involucran sumas y maximas de normas, como se muestra en Lobo
et al. (1998). Para resolver un SOCP, hay algunos métodos de puntos interiores dispo-
nibles. Estos métodos se implementan en software de computadora como SEDUMI y
SDPT3. Para el presente trabajo se utilizé el paquete SDPT3, que un optimizador que
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usa el poder de MATLAB, para resolver los problemas que se abordan en el presente
trabajo. Para facilitar la implementaciéon de SDPT3 (Toh, et, al. (1999)) en MATLAB
se utiliz6 el programa Yalmip (Lofberg (2004)).

3.0.2. Portafolios 6ptimos en la muestra

El punto de partida de una comparaciéon empirica de los portafolios de cuentas
mentales y los portafolios robustos de cuentas mentales de crecimiento 6ptimo es con-
siderar primero las caracteristicas de los portafolios generados para cada criterio. En
este caso, los portafolios se generaron para las diecisiete acciones seleccionadas bajo los
criterios mencionados anterioremente. Ademads, para evitar obtener conclusiones posi-
blemente sesgadas por las condiciones en un punto unico en el tiempo, los portafolios se
muestran para cada periodo de rebalanceo. Las tablas 3.1 a 3.3 informan los resultados
relevantes. En todos los casos, los portafolios de cuentas mentales se obtienen de las
expresiones en 1.1 y los portafolios robustos de cuentas mentales de crecimiento éptimo
de las expresiones en 2.1; también, en todos los casos, las entradas de los problemas
de optimizacién (rendimientos esperados, varianzas y covarianzas) se calculan usando
todos los datos disponibles en el momento de cada estimacién.

La tabla 3.1 se centra en la cuenta mental de retiro, el panel A muestra la compo-
sicién de todos los portafolios y el panel B resume sus caracteristicas. Como se observa
en la tabla 3.1, los portafolios generados por el criterio de Das et al. (D) estédn sustan-
cialmente menos diversificados que los generados por el criterio de Rujeerapaiboon et.al
(R) durante el periodo 2007-2012, los portafolios R contienen al menos el doble de ac-
tivos que los portafolios D. Y, como también muestra la tabla, la menor diversificacién
de los portafolios D los hace mucho mas volatiles que los portafolios R.

Por diseno, los portafolios D tienen un rendimiento medio esperado anualizado mas
alto que los portafolios R y ambas caracteristicas se reflejan en las cifras de la tabla
3.1. El mayor rendimiento esperado de los portafolios D se traduce en niveles sustan-
cialmente mas altos de riqueza terminal esperada. Las ltimas dos lineas del cuadro
muestran el rendimiento medio geométrico®® y la riqueza terminal esperada de $800,000
invertidos en el primer afio y capitalizados anualmente de acuerdo al rendimiento medio
geométrico y el portafolio 6ptimo del momento. Como las cifras muestran claramente,
las diferencias son sustanciales, la riqueza terminal esperada de los portafolios D (en
relacién con los portafolios R) son en promedio 50 por ciento mds altos para un periodo
de tenencia de un ano.

Los resultados para la cuenta de retiro en la tabla 3.1 son confirmados y fortalecidos
por los resultados para la cuenta mental de educacion en la tabla 3.2. Como se muestra,
los portafolios D (en relacién con los portafolios R) estdn menos diversificados y son
mas volatiles; al mismo tiempo tienen rendimientos y riqueza terminal esperada mas
altas.

La principal diferencia entre las tablas expuestas 3.1 y 3.2, es que los portafolios D

2

#Calculado como exp(In(1 + pp) — 2(11#) —
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y los portafolios R se amplifican en el caso de los portafolios de educacion en relacién
con los analizados anteriormente para los portafolios de retiro. Para ilustrar, en el caso
de los portafolios de educacién, los portafolios D tienen (en relacién con los portafolios
R) en promedio el doble de volatilidad, no obstante, en cuanto a la riqueza terminal
esperada, ambas tienen en promedio el doble de riqueza terminal esperada en un ano.

Finalmente, las tablas 3.3 y 3.5 muestran los resultados de los portafolios de legado
y agregados donde, de nuevo los resultados confirman y fortalecen los de las tablas
anteriores. Uno de los resutados interesantes de los portafolios de legado es la concen-
tracién extrema de los portafolios D, que contienen sélo dos clases de activos durante
el periodo 2008-2012, alcanzado a cuatro activos como méaximo en 2013 y 2015. Los
portafolios R en cambio, contienen al menos diez clases de activos a excepcion de 2008.
El resto de las caracteristicas relativas de los portafolios D y R en los portafolios de le-
gado y agregado son cuantitativamente diferentes, pero cualitativamente iguales, como
las discutidas anteriormente para los portafolios de retiro y educacion.
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Tabla 3.1: Subportafolios de la cuenta mental de retiro

Esta tabla muestra los portafolios 6ptimos de la cuenta mental de retiro y algunas de sus caracteristicas. Las optimizaciones se realizan para
cada ano en funcién de los datos disponibles en cada momento. Los portafolios D se obtienen de las expresiones (1.1) y los portafolios R de las
expresiones (2.1) para un a y € igual 0.05. El panel A muestra el peso de cada activo en los portafolios 6ptimos y el panel B muestra algunas
de sus caracteristicas, incluyendo el nimero de activo en cada portafolio (n), el rendimiento medio aritmético anualizado (u,), volatilidad (op),
rendimiento medio geométrico anualizado (g,) y la riqueza terminal de $800,000 invertidos en 2008 que se reinvierten con ganancias todos los
afios de acuerdo al portafolio éptimo del momento.

2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
PCM PRCM PCM PRCM PCM PRCM PCM PRCM PCM PRCM PCM PRCM PCM PRCM PCM PRCM PCM PRCM PCM PRCM

Panel A: Pesos del portafolio (%)

AC - 24.08 - 32.68 - 40.77 - 41.82 - 33.38 9.34 34.07 10.13 32.49 18.97 33.1 24.7 33.22 28.09 32.27
ALFAA - - - - - - - - - - - 1.33 1044 1.61 5.34 13 5 1.37 -

ALSEA 21.29 1.34 16.48 1.03 8.05 117 6.4 1.27 6.78 1.28 8.74 1.54 8.09 177 731 1.8 2.02 5.45 2.09
AMXL 0.94 5.6 - - - 1.29 - 2.62 - 257 - 143 - 3.09 - 4.96 - 3.29 - 4.57
ARA - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

ASURB - 17.09 - 13.98 - 12.75 - 10.7 - 12.57 8.32 15.24 16.16 15.75 21.35 16.5 26.24 17.25 26.09 17.91
BIMBOA - 342 - 0.67 - 3.04 - 4.32 - 5.46 - 5.98 8.23 6.18 7.23 5.83 11.25 6.21 10.02 5.92
CEMEXCPO - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ELEKTRA 36.73 21.46 83.52 24.76 68.84 14.11 38.46 106 73.22 13.42 20.6 4.33 12.66 4.03 14.58 476 7.8 3.87 3.86 3.57
GCARSOA1L - 228 - - - - 1.31 - - - - - 0.78 - 1.87 - 175 - 243 -
GFINBURO - 2.88 - 6.15 - 3.57 - 5.17 - 467 - 7.15 0.53 6.06 0.69 6.04 - 5.11 0.14 4.85
GFNORTEO - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
GMEXICOB 41.05 0.77 - - 22.64 - 34.96 - 9.73 - 20.99 - 11.37 - 9.31 - 443 - 8.17 -
KIMBERA - 5.71 - 4.57 - 9.23 - 9.4 - 10.06 - 9.26 - 891 - 75 - 8.89 1.01 8.61
KOFL - 7.9 - 9.25 0.46 10.45 18.86 9.97 10.27 124 32 13.02 21.61 12.42 13.34 11.31 1113 11.22 11.88 11.42
SAREB - 1.43 - - - - - - - - - - - - - - - - - -
SORIANAB - 6.04 - 6.92 - 3.63 - 4.14 - 42 - 6.65 - 7.67 - 6.9 - 7.55 2.87 8.8
Panel B: Caracteristicas del portafolio

n 4 13 2 9 4 10 5 10 4 10 6 11 10 1 10 11 9 11 1 10
11p anualizado (%) 66.87 33.05 57.46 23.79 19.18 24.13 41.16 23.26 45.48 33.61 24.14 27.93 21.3 24.89 19.81 22.77 18.86 20.97 17.81
0, anualizado (%) 45.51 14.85 39.79 16.49 34.76 17.06 29.89 16.43 32.51 25.29 16.6 21.84 16.53 19.99 16.25 18.71 15.99 17.61 15.83
g anualizado (%) 53.21 29.96 45.37 18.87 38.48 18.96 31.79 18.29 35.39 18.64 25.50 19.22 20.76 15.94 18.22 14.38 16.44 13.36 14.93 12.20
RT (miles de pesos) $1,225.64 $1,030.60 $1,781.75 $1,235.88 $2467.30 $1470.17 $3251.67 $1,730.04 $4,402.58 $2,063.28 $5525.27 $2,459.76 $6,672.14 $2,851.92 $7,887.58 $3,261.94 $9,184.13 $3,697.80 $10,555.66 $4,148.95

Fuente: Elaboracién propia

Nota: Debido al redondeo algunas operaciones pueden no coincidir
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Tabla 3.2: Subportafolios de la cuenta mental de educacién

Esta tabla muestra los portafolios 6ptimos de la cuenta mental de educacién y algunas de sus caracteristicas. Las optimizaciones se realizan
para cada afio en funcién de los datos disponibles en cada momento. Los portafolios D se obtienen de las expresiones (1.1) y los portafolios R de
las expresiones (2.1) para un « y € igual 0.08. El panel A muestra el peso de cada activo en los portafolios éptimos y el panel B muestra algunas
de sus caracteristicas, incluyendo el nimero de activo en cada portafolio (n), el rendimiento medio aritmético anualizado (p,), volatilidad (o),
rendimiento medio geométrico anualizado (gp) v la riqueza terminal de $150,000 invertidos en 2008 que se reinvierten con ganancias todos los
anos de acuerdo al portafolio éptimo del momento.

2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016

D R D R D R D R D R D R D R D R D R D R
Panel A: Pesos del portafolio (%)
AC - 21.09 - 26.14 - 37.86 - 39.89 - 3191 - 33.28 - 30.94 9.70 32.17 15.95 32.71 18.89 31.65
ALFAA - - - - - - - - - - - 2.09 12.74 3.02 5.82 2.32 5.75 2.42 - -
ALSEA 26.39 1.72 21.56 1.27 16.66 1.51 10.14 1.62 12.77 1.64 11.29 2.01 10.88 2.35 9.87 2.39 10.64 2.70 8.85 2.75
AMXL B 9.76 - - - 2.49 - 247 - 2.64 B - - 1.56 - 3.86 - 1.04 - 2.26
ARA - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ASURB - 16.65 - 13.18 - 12.15 - 9.26 - 11.59 1.30 15.50 14.23 16.24 22.11 17.49 29.55 18.77 31.76 19.69
BIMBOA - 3.12 - 0.47 - 3.19 - 4.62 - 5.49 - 6.10 6.02 6.94 5.41 6.64 10.95 7.42 9.85 6.99
CEMEXCPO - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ELEKTRA 29.58 26.26 78.44 32.38 70.78 18.47 35.84 12.99 87.23 18.12 24.62 5.54 15.63 4.93 18.50 5.93 9.16 4.52 2.77 3.69
GCARSOA1 - 2.72 - - - - - - - - - - 0.27 - 1.95 0.07 1.57 0.21 3.25 0.33
GFINBURO - 0.32 - 5.55 - 2.21 - 4.52 - 3.56 - 6.93 - 5.82 - 5.79 - 4.34 - 4.02
GFNORTEO - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
GMEXICOB 44.02 3.24 - - 12.56 0.46 51.12 2.67 - - 26.83 0.23 16.17 - 13.46 - 6.94 - 14.49 1.80
KIMBERA - 1.25 - 2.40 - 6.85 - 7.40 - 8.28 - 7.46 - 7.7 - 5.79 - 7.99 - 7.35
KOFL - 7.99 - 10.70 - 11.68 2.90 11.06 - 13.84 35.96 14.63 24.06 13.51 13.17 11.83 9.48 11.53 10.14 11.65
SAREB - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
SORIANAB - 5.89 - 7.91 - 3.11 - 3.52 - 2.94 - 6.22 - 6.96 - 5.73 - 6.35 - 7.83
Panel B: Caracteristicas del portafolio
n 3 12 2 9 3 11 4 11 2 10 5 11 8 11 9 12 9 12 8 12
tp anualizado (%) 70.53 37.24 58.14 28.09 51.17 26.15 44.92 24.72 48.75 25.75 36.08 24.80 30.17 21.91 26.66 20.41 24.28 19.48 23.07 18.51
o, anualizado (%) 53.76 15.98 44.94 17.68 39.98 17.62 35.53 16.86 38.25 17.86 29.24 16.79 25.03 16.71 22.53 16.43 20.84 16.19 19.98 16.06
gp anualizado (%) 52.93 34.04 43.31 23.18 37.90 20.99 33.04 19.75 36.02 20.41 26.17 19.88 21.58 16.56 18.85 14.95 17.00 13.98 16.06 12.90
RT (miles de pesos) $229.39 $201.06 $328.74 $247.68 $453.32 $299.68 $603.10 $358.86 $820.34 $432.08 $1,035.03 $517.97 $1,258.39 $603.74 $1,495.61 $693.99 $1,749.82 $791.04 $2,030.75 $893.11

Fuente: Elaboracién propia

Nota: Debido al redondeo algunas operaciones pueden no coincidir
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Tabla 3.3: Subportafolios de la cuenta mental de legado

Esta tabla muestra los portafolios 6ptimos de la cuenta mental de legado y algunas de sus caracteristicas. Las optimizaciones se realizan para
cada ano en funcién de los datos disponibles en cada momento. Los portafolios D se obtienen de las expresiones (1.1) y los portafolios R de las
expresiones (2.1) para un a y € igual 0.12. El panel A muestra el peso de cada activo en los portafolios 6ptimos y el panel B muestra algunas
de sus caracteristicas, incluyendo el nimero de activo en cada portafolio (n), el rendimiento medio aritmético anualizado (p,), volatilidad (o),
rendimiento medio geométrico anualizado (gp) y la riqueza terminal de $50,000 invertidos en 2008 que se reinvierten con ganancias todos los
anos de acuerdo al portafolio éptimo del momento.

2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016

D R D R D R D R D R D R D R D R D R D R
Panel A: Pesos del portafolio (%)
AC - 15.14 - 18.33 - 34.26 - 37.44 - 30.08 - 32.03 - 28.85 - 30.98 - 31.79 - 30.73
ALFAA - - - - - - - - - - - 2.26 - 4.42 - 3.33 - 3.31 - -
ALSEA 43.40 218 36.62 1.56 36.15 1.91 33.49 2.07 39.43 2.06 34.98 2.59 34.40 3.08 32.64 3.12 35.90 3.55 34.89 3.59
AMXL - 14.23 - 0.26 - 3.08 - 2.22 - 1.70 - - - - - 1.89 - - - -
ARA - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ASURB - 15.14 - 12.16 - 11.17 - 7.41 - 10.13 - 15.37 - 16.64 - 18.61 34.46 20.45 25.35 21.85
BIMBOA - 1.67 - 0.12 - 3.34 - 4.99 - 5.40 - 5.79 - 7.68 - 7.48 - 8.59 - 8.13
CEMEXCPO - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ELEKTRA 421 31.29  63.38  41.35  63.85 23.76 - 16.01 60.57 23.85 29.45 6.97 22.44 6.01 36.79 7.37 11.76 5.26 - 3.79
GCARSOA1 - 1.80 - - - - - - - - - - - 0.06 - 0.62 - 0.78 - 1.09
GFINBURO - - - 4.83 - 0.49 - 3.70 - 2.05 - 6.45 - 5.36 - 5.28 - 3.19 - 2.85
GFNORTEO - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
GMEXICOB 5239 6.15 - - - 2.86 66.51 6.15 - 2.16 35.58 2.25 39.41 1.37 30.58 1.37 17.88 0.34 39.77 4.06
KIMBERA - - - - - 3.70 - 4.86 - 5.88 - 4.66 - 5.93 - 3.47 - 6.52 - 5.59
KOFL - 7.65 - 12.37 - 13.18 - 12.42 - 15.60 - 16.43 3.75 14.80 - 12.46 - 11.72 - 11.87
SAREB - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
SORIANAB - 4.74 - 9.01 - 2.26 - 2.72 - 111 - 5.20 - 5.79 - 4.05 - 4.51 - 6.46
Panel B: Caracteristicas del portafolio
n 3 10 2 9 2 11 2 11 2 11 3 11 4 12 3 13 4 12 3 11
J1p anualizado (%) 82.67  41.12 60.18 33.17 55.26 28.97 52.15 26.60 50.31 28.22 42.34 25.74 38.70 22.79 35.56 21.28 32.57 20.19 31.90 19.38
o, anualizado (%) 8312 17.35  63.97  19.53  59.79 18.711 57.15 17.63 55.57 18.82 48.80 17.19 45.71 17.10 45.71 16.82 40.49 16.52 39.91 16.46
gp anualizado (%) 50.08  37.69 3442  28.02  30.99 23.66 28.82 21.51 27.54 22.75 21.99 20.75 19.46 17.37 15.73 15.76 15.22 14.64 14.76 13.71
RT (miles de pesos) $75.04 $68.85 $100.87 $88.14 §132.12 $109.00 $170.19 $132.44 $217.07 $162.56 $264.81 $196.29 $316.34 $230.39 $366.11 $266.69 $421.83 $305.73 $484.11 $347.64

Fuente: Elaboracién propia

Nota: Debido al redondeo algunas operaciones pueden no coincidir
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Tabla 3.4: Portafolios agregados

Esta tabla muestra los portafolios agregados de las cuentas mentales y algunas de sus caracteristicas. Las optimizaciones se realizan para cada
aflo en funcién de los datos disponibles en cada momento. Los portafolios D y R se obtienen de las expresiones (1.37), (1.38) y (1.39). El panel
A muestra el peso de cada activo en los portafolios 6ptimos y el panel B muestra algunas de sus caracteristicas, incluyendo el nimero de activo
en cada portafolio (n), el rendimiento medio aritmético anualizado (up), volatilidad (op), rendimiento medio geométrico anualizado (gp) y la
riqueza terminal de $1,000,000 invertidos en 2008 que se reinvierten con ganancias todos los anos de acuerdo al portafolio 6ptimo del momento.

2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016

D R D R D R D R D R D R D R D R D R D R
Panel A: Pesos del portafolio (%)
AC - 23.18 - 30.98 - 40.01 - 41.31 - 32.99 7.47 33.85 8.10 32.08 16.63 32.85 22.15 33.07 25.31 32.10
ALFAA - - - - - - - - - - - 1.49 10.26 1.96 5.15 1.55 5.08 1.62 - -
ALSEA 23.16 1.44 18.25 1.09 10.75 1.26 8.32 1.36 9.31 1.37 10.43 1.66 9.82 1.92 8.96 1.95 9.34 2.20 7.43 2.26
AMXL 0.75 6.66 - 0.01 - 1.56 - 2.58 - 2.54 - 1.14 - 2.71 - 4.64 - 2.79 - 4.00
ARA - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ASURB - 16.93 - 13.77 - 12.58 - 10.32 - 12.30 6.85 15.29 15.06 15.87 20.40 16.75 27.15 17.64 26.90 18.37
BIMBOA - 3.29 - 0.61 - 3.08 - 4.40 - 5.46 - 5.99 7.49 6.37 6.60 6.03 10.64 6.51 9.49 6.19
CEMEXCPO - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
ELEKTRA 34.03 22.67 81.75 26.73 68.88 15.25 36.14 11.23 74.69 14.65 21.65 4.64 13.59 4.26 16.28 5.07 8.20 4.04 3.50 3.60
GCARSOA1 - 2.32 - - - - 1.05 - - - - - 0.66 0.00 1.79 0.04 1.64 0.07 2.43 0.10
GFINBURO - 2.35 - 5.99 - 321 - 5.00 - 437 - 7.08 0.42 5.99 0.55 5.96 - 4.90 0.11 163
GFNORTEO - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
GMEXICOB 42.06 1.41 - - 20.00 0.21 38.96 0.71 7.78 0.11 22.60 0.15 13.49 0.07 11.00 0.07 5.48 0.02 10.70 0.47
KIMBERA - 4.76 - 1.02 - 8.60 - 8.87 - 9.58 - 8.76 - 8.58 - 7.04 - 8.64 0.81 8.27
KOFL - 7.90 - 9.62 0.37 10.77 15.52 10.26 8.22 12.78 30.99 13.43 21.08 12.70 12.65 11.45 10.33 11.29 11.03 11.48
SAREB - 114 - - - - - - - - - - - - - - - - - -
SORIANAB - 5.95 - 717 - 348 - 3.98 - 3.86 - 6.51 - 747 - 6.58 - 7.22 2.30 8.54
Panel B: Caracteristicas del portafolio
n 4 13 2 10 4 11 5 11 4 11 6 12 10 13 10 13 9 13 11 12
f1p anualizado (%) 68.21 34.08 57.70 24.90 49.78 24.68 42.27 23.65 46.21 24.48 34.42 24.32 28.80 21.47 25.69 20.00 23.49 19.02 21.83 17.99
o, anualizado (%) 48.48 15.10 41.48 16.77 35.93 17.19 31.34 16.53 33.70 17.50 26.56 16.64 23.05 16.57 21.09 16.29 19.65 16.04 18.49 15.88
gp anualizado (%) 53.15 30.98 44.73 20.01 38.54 19.52 32.29 18.68 35.59 19.13 25.74 19.40 21.10 16.12 18.53 14.54 16.75 13.52 15.45 12.39
RT (miles de pesos) §1,530.08 $1,300.60 $2,211.36 S1,571.60 $3,052.74 S1878.85 $4,024.97 $2,230.33 $5430.99 $2,657.93 $6,825.11 S$3174.01 $8,246.87 $3,686.05 $9,749.30 $4222.62 $11,355.78 $4,794.56 $13,070.52 $5,389.70

Fuente: Elaboracién propia

Nota: Debido al redondeo algunas operaciones pueden no coincidir




3. EVIDENCIA EMPIRICA

3.0.3. Desempeno fuera de la muestra

El rendimiento medio, la volatilidad, el rendimiento medio geométrico y la riqueza
terminal de los portafolios descritos en la seccién anterior, son todas magnitudes es-
peradas. En otras palabras, son las caracteristicas esperadas de cada portafolio dado
el desempeno histérico de los activos incluidos en ellos. Sin embargo, es ttil explorar
el comportamiento real de los portafolios seleccionados para el critero de Das et al. y
Rujeerapaiboon et. al. Este es el tema abordado en esta seccién. La tabla 3.5 resume
los resultados relevantes del analisis.

El panel A de la tabla 3.5 resume el desempeno de una inversién de $800,000 mil
pesos en los portafolios éptimos de retiro, determinados en diciembre de 2007, que se
mantuvieron pasivamente hasta diciembre de 2008 y rebalanceado en ese punto del
tiempo, continuando con dindmica de rebalanceo anual hasta diciembre de 2016, es
decir, cada portafolio se capitalizé conforme al portafolio rebalanceado para cada ano.

Tal como se esparaba, dados lo resultados del andlisis previo dentro de la muestra,
los portafolios D tienen un riesgo més alto que los portafolios R. Este resultado se
aplica a todos los portafolios de cuentas mentales considerados, a saber, portafolios de
retiro, educacion y legado, a estos tltimos se considerd una inversion inicial de $150,000
y $50,000 mil pesos respectivamente (panel B y C). Los mismos resultados aplica para
los portafolios agregados.

La mayor volatilidad de los portafolios D, sin embargo, no logra compensar mayores
rendimientos que los portafolios R. Aunque los portafolios D estdn disenados para
producir mayores rendimientos que los portafolios R,esto no se logra fuera de la muestra
en la mayoria de los casos considerados. Por otro lado, los portafolios R, disenados
para maximizar el rendimiento geométrico, superan a los portafolios D en términos de
riqueza terminal en la mayoria de los casos. Observe que, el inversionista que sigue
el criterio de Rujeerapaiboon et.al. (2015) alcanzan el objetivo asociado a la cuenta
de retiro cinco anos después del inicio de inversién (2012) y el objetivo asociado a la
cuenta de educacién se cumple a los dos anos (2009), no obstante, el objetivo de la
cuenta de legado atin no se cumple debido a la ambiciosa aspiracién y el horizonte de
inversién. Por su parte, al inversionista que sigue el criterio de Das et.al. (2010) le tomé
un ano mas en alcanzar el objetivo de la cuenta de educacion y en cuanto a las otras
dos cuentas ain no logra alcanzar los objetivos, no obstante, debido al horizonte de
inversién aun estd en posibilidad de lograrlo.

En conclusién, el bajo rendimiento esperado y la riqueza terminal obtenida por los
portafolios R, es un recordatorio ttil de que el criterio utilizado en los portafolios R no
garantiza un rendimiento superior en términos de crecimiento, simplemente maximiza
la probabilidad de que el crecimiento y que la riqueza terminal sean mayores que las
obtenidas por cualquier otra estrategia.

42



19

Tabla 3.5: Desempeno fuera de la muestra

Esta tabla muestra, para las cuentas mentales de retiro, eduacién y legado, el rendimiento fuera de la muestra de los portafolios éptimos
definidos ex-ante como aquellos que maxizan la relacién (D) de acuerdo a las expresiones de (1.1) y la relacién (R) segin las expresiones de
(2.1). El panel A resume el rendimiento de $800,000 invertidos en los portafolios éptimos de retiro formados con informacién histérica hasta
2007 y pasivamente retenidos hasta diciembre de 2008, posteriormente se capitalizaron anualmente de acuerdo al portafolio del éptimo del
momento. El panel B resume el rendimiento de una inversién de $150,000 en el portafolio de educacién y el panel C de una inversién de $50,000
en el portafolio de retiro, ambos bajo las mismas condiciones descritas para el portafolio de legado. Las medidas de desempenio incluyen el
rendimiento medio aritmético (pp), la volatilidad (o), la riqueza terminal de la inversién para cada afio (RT) y el cambio porcentual anual de

la riqueza terminal.

p20cm height 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

D R D R D R D R D R D R D R D R D R D R
Panel A: Subportafolios de cuenta mental de retiro
11, anualizado (%) -1.54 3.35 26.71 36.48 9.02 20.45 52.13 21.78 -24.45 33.43 -5.69 -2.57 3.58 5.38 6.35 774 6.29 4.82 18.91 17.54
0, anualizado (%) 40.89 23.26 47.07 22.88 23.87 14.16 32 23.61 51.45 13.66 17.4 16.1 14.09 13.6 14.13 13.19 5.82 4.49 13.21 12.15
RT (miles de pesos) $724.90  $805.20 $849.20  $1,128.20  $903.30  $1,370.30 $1,445.20 $1,656.20 $983.80  $2,291.70  $915.70  $2,205.20 $939.70  $2,305.50 $991.10  $2,468.80 $1,053.80 $2,588.30 $1,261.10 $3,059.80
Cambio porcentual de RT -9.38 0.65 17.15 40.1 6.36 21.46 60 20.86 -31.92 38.37 -6.92 -3.78 261 4.55 5.47 7.08 6.32 4.84 19.68 18.22
Panel B: Subportafolios de cuenta mental de educacién
11, anualizado (%) -12.99 6.39 28.48 33.56 3.79 18.51 44.33 24.77 -32.91 29.63 -5.24 -2.59 1.8 5.26 4.74 7.83 7.38 4.47 17.54 17.63
o, anualizado (%) 41.89 25.24 45.7: 24.83 23.03 14.23 33.69 23.82 66.08 15.08 18.79 16.12 14.92 13.6 14.59 13.3 6.9 4.06 13.83 12.34
RT (miles de pesos) $120.70  $154.90 $144.80 $209.80 $146.50 $249.90 $215.60 $311.10 $123.20 $413.60 $114.90 $397.90 $115.70 $415.50 $120.00 $445.30 $128.90 $465.30 $152.00 $550.40
Cambio porcentual de RT -19.53 3.27 19.98 35.46 114 19.12 47.18 24.48 -42.87 32.95 -6.74 -3.8 0.7 4.42 3.74 717 741 4.49 17.96 18.3
Panel C: Subportafolios de cuenta mental de legado
11, anualizado (%) -66.71 9.76 34 30.2 0.87 16.95 -12.85 28.45 2.83 24.94 13.92 -3.13 5.94 517 0.52 787 12.82 4.42 14.58 17.78
o, anualizado (%) 50.31 277 43.38 27.94 21.34 14.59 29.16 24.26 38.86 17.33 22.84 16.01 16.78 13.6 19 13.5 12.16 3.96 17.26 12.62
RT (miles de pesos) $22.60 $53.10 $28.90 $69.00 $28.50 $80.80 $24.10 $104.30 $22.90 $131.80 $25.60 $126.10 $26.80 $131.60 $26.50 $141.00 $29.90 $147.30 $34.10 $174.50
Cambio porcentual de RT -54.79 6.12 28.06 29.96 -14 17.21 -15.73 29.01 -4.79 26.38 11.93 -4.29 4.63 4.33 -1.27 7.18 1291 4.44 13.93 18.43
Panel D: Portafolios agregados
11, anualizado (%) -5.69 4.12 27.12 35.69 19.99 49.75 22.55 -25.18 32.45 -5.23 -2.60 3.43 5.35 6.02 7.76 6.56 4.75 18.64 17.56
a, anualizado (%) 41.10 23.68 46.62 23.29 14.14 31.90 23.60 52.72 13.96 17.54 16.06 14.13 13.57 14.15 13.19 6.07 4.39 13.20 1217
RT (miles de pesos) $868.23 $1,013.22 $1,022.94 $1,406.95 $1,078.29 $1,700.99 $1,684.92 $2,071.60 $1,129.94 $2,837.14 $1,056.23 $2,729.21 $1,082.16 $2,852.61 $1,137.60 $3.055.11 $1,212.55 $3,200.87 $1.447.20 $3,784.67
Cambio porcentual de RT -13.18 1.32 17.82 38.86 5.41 20.90 56.26 21.79 -32.94 36.95 -6.52 -3.80 245 4.52 5.12 7.10 6.59 4.77 19.35 18.24

Fuente: Elaboracién propia

Nota: Debido al redondeo algunas operaciones pueden no coincidir







Conclusiones

Este tesis presenta los resultados de un estudio para dos modelos de optimizacién
de portafolios de inversién. Comienza con la optimizacion de portafolios de cuentas
mentales que utilizan el criterio de Das et al.(2010) que se extiende a lo largo de
la presente investigacién al criterio de Rujeerapaiboon et al. (2015). Finalmente, se
presenta una comparacién empirica de ambos criterios utilizando cotizaciones diarias
para diecisiete acciones que cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV).

Los principales argumentos y resultados de este trabajo se pueden resumir de la
siguiente manera:

Desde una perspectiva tedrica, el criterio de Das et al.(2010), para portafolios de
cuentas mentales es consistente con la maximizacién de la utilidad esperada, por otro
lado, en el criterio de Rujeerapaiboon et al. (2015), los portafolios éptimos son cua-
sioptimos para las funciones de utilidad isoeldsticas con parametros relativos de aversiéon
al riesgo v 2 1 (Rujeerapaiboon et al., 2015). El criterio de Das et al.(2010) es consis-
tente con el criterio de Seguridad Primero de Telser y tiene detras una restriccién tipo
VaR; mientras que el criterio de Rujeerapaiboon et al. (2015) es mds cercano al criterio
de Seguridad Primero de Roy y tiene de fondo una restriccién WVaR. Finalmente, en
el criterio de Das et al.(2010) es necesario conocer la distribucién de los rendimientos
de los activos mientras que en el de Rujeerapaiboon et al. (2015) es posible optimizar
bajo un conjunto de ambigiiedades que contienen todas las distribuciones cuando el
rendimiento de los activos sigue un proceso de ruido blanco débil.

Desde una perspectiva empirica, el andlisis en la muestra arroja que los portafolios
bajo el criterio de Das et al.(2010), estdn menos diversificados, tienen un rendimiento
medio més alto (aritmético y geométrico) y una mayor volatilidad que los portafolios de
Rujeerapaiboon et al. (2015). En el andlisis fuera de la muestra, a su vez, se observa que
mientras los portafolios robustos de crecimiento éptimo logran su objetivo de maximizar
la riqueza terminal, a menudo los portafolios de cuentas mentales de Das et al.(2010)
no logran su objetivo de maximizar los rendimientos ajustados al riesgo.

El inversionista que sigue el criterio de Rujeerapaiboon et al., (2015) alcanza el
objetivo asociado a la cuenta de retiro cinco anos después del inicio de inversién (2012)
y el objetivo asociado a la cuenta de educacién se cumple a los dos anos (2009), no
obstante, el objetivo de la cuenta de legado atin no se cumple debido a la ambiciosa
aspiracién y el horizonte de inversién. Por su parte, al inversionista que sigue el criterio
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de Das et al.(2010) le tomé un ano mds en alcanzar el objetivo de la cuenta de educacién
y en cuanto a las otras dos cuentas ain no logra alcanzar los objetivos, no obstante,
debido al horizonte de inversién atn esta en posibilidad de lograrlo. Se concluye que el
portafolio que convino murante el periodo de andlisis es aquel que hubiera seguido la
estrategia de Rujeerapaiboon et al., (2015)

Es cierto, como sostienen Das et al. que su criterio es intuitivo para inversionistas no
profesionales, no obstante, estos inversionistas pueden correr el riesgo de una catrofe
financiera, como se observa en la presente investigacion, por otro lado, al tener de
fondo una restriccién VaR se requiere gran poder de computo para alcanzar un éptimo.
A su vez, los portafolios robustos de crecimiento éptimo tienen varias caracteristicas
deseables: estan disefiados para tratar con un horizonte de multiples periodos y la
reinversién del capital; maximizan el tiempo para alcanzar cualquier nivel objetivo de
riqueza; empiricamente tienden a lograr fuera de la muestra, su objetivo de maximizar
el crecimiento del capital invertido y es facil de implementar (Ver apice B). Por lo que
es importante que sea tomado en cuenta por las finanzas conductuales para su mayor
desarrollo.

Hay dos aspectos importantes para estas conclusiones. En primero lugar, el presente
andlisis supone que se puede esperar que en el futuro (al menos para el siguiente ano)
persista una aproximacién de los patrones de rendimiento histérico del mercado de ac-
ciones, los rendimientos promedios, la volatilidad y baja correlacién de rendimientos.
En segundo lugar, el analisis supone que los portafolios poseen un grupo ampliamen-
te diversificado de activos liquidos con precios de mercado facilmente disponibles. No
obstante, futuros trabajos pueden estar relacionados con la identificacion de ciclos fi-
nancieros y econémicos como lo propuestos por Garcia(2012), Malfavén (2013) y de la
Torre(2016); o prondsticos como los de Nava (2014), para superar el primer supuesto.
En cuanto al segundo supuesto, el acceso a plataformas de negociacién e informacién
financiera permitird contar con informacién mas solida y completa que dara la posibi-
lidad de una mayor diversificacién.

Finalmente se debe tomar en cuenta que se utilizé la base de datos de Google
Finance debido a los costos asociados de obtener datos de PIP o Valmer o alguna
plataforma como Bloomberg. Por lo que una extension a esta tesis seria replicar la
metodologia utilizada en bases de datos como las mencionadas.
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Apéndice A

Portafolios de Media - Varianza

A.1. El modelo

Sea N > 2 el ntimero de activos disponibles. Suponemos que sus rendimientos
tienen una distribucién normal multivariada *. Sea y el vector N X1 de sus rendimientos
esperados. Su enésima entrada es la rentabilidad esperada del activo n. Suponemos que
{4 no es proporcional al vector unitario 1y de tamano N X1; por lo que al menos dos
activos tienen rendimientos esperados diferentes. Sea ¥ la matriz NXN de varianzas-
covarianzas para los rendimientos de los activos. Su entrada en la fila ny y la columna ne
es la covarianza entre los rendimientos de los activos nj y na. Asumimos que rang(X) =
N 2.

Un portafolio w es un vector NX1 con w'ly = 1; donde 1y = 1; es el vector
[1,...,1] de tamano NX1. La enésima entrada de w representa el peso del activo n
en el portafolio w, donde un peso positivo (negativo) representa una posicién larga
(corta)?. Sea 7, el rendimiento aleatorio del portafolio w. Su rendimiento esperado y
desviacién estdndar son respectivamente: Ery] = w'py olry] = Vw'Zw.

A.2. Portafolio de frontera eficiente

Considere un inversionista quien tiene una riqueza inicial y desea invertir en un
portafolio con la menor cantidad de riesgo posible sujeto a un rendimiento esperado.

Varios documentos relacionados también asumen que los rendimientos de los activos tienen una
distribucién normal multivariada. No obstante, los resultados se mantienen de manera més general en el
caso en que se supone que los rendimientos de los activos tienen una distribuciéon eliptica multivariable
(por ejemplo, distribucién t) con primeros y segundos momentos finitos.

2Siguiendo a Black (1972) y Das et al. (2010) al suponer que no existe un activo libre de riesgo.
También al asumir informacién simétrica.

3No se descartan la posibilidad de ventas cortas. Sin embargo, los resultados también se mantienen
si la venta corta estd prohibida o restringida, ya que en ambos casos, la frontera eficiente de media-
varianza sera estrictamente concava. No obstante, la soluciéon de forma cerrada no existe.
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El problema canénico de optimizacion de Media-Varianza comprende:

min  w'Sw
weRN

s.a w'p = Elryl, (A1)
w'ly =1.
La primera restriccién requiere un nivel fijo de rendimiento esperado que debe ser

cubierto por el nivel minimo de la varianza del portafolio. La segunda restriccion re-
quiere que toda la riqueza se invierta. La solucién conocida a este problema es:

min L =w'Sw+ A\ (w'pu— E[ry]) + M (w'l, — 1), (A.2)
wW,A1,A2 :

donde A1 y A2 son dos constates positivas. Las condiciones de primer orden son:

25w + Mp 4+ Aely =0,
w'p — Elry] =0, (A.3)
w'l, —1=0.

Donde 0 es un vector N de ceros. Puesto que ¥ es una matriz definida positiva, se
deduce que las condiciones de primer orden son necesarias y suficientes para un éptimo
global. Usando algebra matricial, el sistemas de ecuaciones lineales formado por (A.3)
es representado como:

23 1% 1N w 0
W0 0| (M| =|E[r|,
1§V 0 O A9 1
o}
AN, = B,
donde
2 1% 1N w 0
A=y 0 0|, = |M|yB=|Er]
1’N 0 O A9 1

La solucién para A, es entonces:

A\ = A7'B. (A.4)

El primer elemento de A, son los pesos del portafolio w para el portafolio 6ptimo
de frontera eficiente con rendimiento esperado E[ryler. Si Elryles es mayor o igual
que el rendimiento esperado en el portafolio de frontera eficiente de minima varianza,*

4También conocido como portafolio global de minima varianza. Llamado asf debido a que es la es
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entonces w es un portafolio eficiente.

Derivacién alternativa

Considere las condiciones de primer orden para el problema de optimizacién. To-
mamos la primera condicién de (A.3) para resolver w:

w = —%MZ_U\, (A.5)
con M = [# IN] yA= [/\1 )\2]/.

Para poder encontrar los valores para A1 y Ao, premultiplicamos (A.5) por y' y
usando la segunda condicién de (A.3) tenemos:

1 1
Elry] = p'w = —5)\1//2*% — 5)\2//2’11]\[. (A.6)

Similarmente, pre-multiplicamos (A.5) por 1y y usando la tercera condicién de
(A.3) tenemos:

1 1
1=1\yw= —5)\11’]\;2*1/; - §A21§VE*11N. (A7)

Ahora tenemos dos ecuaciones lineales (A.6) y (A.7) que involucran a A1 y Ao, las
cuales se escriben en forma matricial como:

Tia bl [AM]| _ [Elrel
SR
donde: a = /'Sy, b= /Sy =1y 1y, y c= 1Sy,
Sea

a bl 1. | Elrw]
[b c}_MZ M—VyE—[ 1 ,
podemos escribir (A.8) como:
1
—3VA=E (A.9)

. !/
La solucién para A = [/\1 /\2] es:

A= —2V7IE, (A.10)

donde:

la combinacién que tiene varianza minima de todas las combinaciones posibles.
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1 _
V_l—d[cb ab] y d=det(V) = ac—b°.

Ya que hemos asumido que ¥ es definida positiva, la matriz inversa !  es también
definida positiva. Esto significa que 2/~ "'z > 0 para todos los vectores T(Nx1), Por lo
que @ > 0y ¢ > 0. Pero también, de acuerdo a la desigualdad de Cauchy-Schwarz ©
ac — b?> > 0 como se muestra a continuacién:

)

(bp — aly)'S7Y(bp — al,) = bba — abb — abb + aac = a(ac — b*) = ad > 0,

y como a > 0, sabemos que d > 0. Se debe observar que:

i) Cuando los activos en el portafolio tienen el mismo rendimiento esperado, ac—b? =

0.

ii) Si en el portafolio hay al menos dos activos con rendimientos esperados diferen-
tes, el rendimiento esperado de todos los activos en el portafolio no es identico,
entonces ac — b% > 0.

Sustituyendo (A.10) en (A.5) tenemos una expresion explicita para los pesos del
portafolio eficiente:

wep = 13+ gaX My, (A.11)
donde
_ CE[ry] —b _a—bE[r,]
¢1 = ¥ P2 = T

También podemos expresar (A.11) como”:

Wep = g+ hE[ry], (A.12)

donde:

5971 existe porque se ha asumido que 62 > 0 para todo iy pij > —1 paratodo ¢y j.

5Para obtener informacién més detallada sobre la desigualdad de Cauchy-Schwarz, vease Mood et
al. (1975).

"Conocido como Teorema de Separacién de dos fondos. Tobin (1958) afirma que cuando los in-
versionistas sélo se preocupan por la media y la varianza de la distribucién de los rendimientos y en
presencia de un activo libre de riesgo, los consumos éptimos pueden ser cubiertos por un portafolio
de riesgo y el activo libre de riesgo. También muestra que el supuesto de media-varianza es coherente
con las preferencias de von Neumann-Morgenstern con funciones de utilidad cuadratica. Por su parte,
Black (1972) demuestra que bajo las preferencias de media-varianza, incluso en ausencia del activo
libre de riesgo, los resultados de la separacién de mantienen. Finalmente, la aversién al riesgo de un
inversionsta sélo afecta a las proporciones de la riqueza que invierte en ambos fondos. Pero la asignacién
de la riqueza entre los diferentes activos de riesgo no depende de las preferencias del inversionista.
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9= Sla(S71) ~ bS]y b= Hle(S ) — bS]

1
d

De (A.12) podemos decir que g es el vector de pesos del portafolio correspondiente
a un portafolio de frontera que tiene una tasa de rendimiento esperada nula y que g+ h
es el vector de pesos del portafolio con una tasa de rendimiento esperada igual a 1.
Para ves esto, primero sustituimos cero por E[r,] en la solucién (A.12) y obtenemos:

w=g+h-0=g
y sustituimos 1 por E[r,] y obtenemos:

w=g+h-1=g+h.

Con la definicién de V, la expresién para la varianza de un portafolio es:

2 [rules = w'Sw = %(C(E[rw])Q % E[ry] + a), (A.13)

la desviacion estandar es entonces:

olrwler = \/1(c(E[rw])2 — 20E[ry] + a). (A.14)

d
Las relaciones (A.13) y (A.14) definen el conjunto de portafolios eficientes, el cual
es una pardbola en el espacio (02[ry], E[ry]) con vertice (2,1) o una hipérbola en el
espacio (o[ry], E[ry])® como se muestra a continuacién:

2[ro] = c(E[ry])? — 2bE[ry] +a _ c(E[ry])? — 20E[ry] +d/c+b%/c

d d

mediante la divisién del lado izquierdo por 1/c y del lado derecho por ¢/c? tenemos:

o2 [ry) B (E[ry))? — 2b/cE[ry] 4+ d/c® + b2/ c? ~ (Elre] — b/c)?

/e d/c? B d/c? +1

con lo cual obtenemos la formula de la siguiente hipérbola:

o?rw] _ (Elrw] —b/c)* _ 1,

1/c d/c?

las pendientes de las dos asintotas son :l:\/g y el centro de la hipérbola es (0, g),
entonces la asintota estd dada por:

8Siguiendo a Merton (1972).
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b d
Elryles = - + Ea[rw].

Alternativamente, la relacién (A.13) puede ser escrita como:

(E[rv] —b/c)?

e (A.15)

1
02[Tw]ef = E +

y la desviacién estdndar como”:

olrules = \/i n @[jl/”/) (A.16)

A.3. Portafolio 6ptimo de maxima utilidad

La portafolios de media-varianza también supone diferentes tipos de preferencias
para los inversionistas y el objetivo de estos es maximizar su funcién de utilidad, donde
la utilidad estd dada por:

U=E[ry] — %WVar[rw]. (A.17)

Asi, la utilidad es una funcién del rendimiento esperado, la varianza y el parametro
de aversion absoluta al riesgo () y como su nombre lo indica, es una medida de aversién
al riesgo de los inversionistas. Esto se verifica con facilidad, ya que en la funcién de
utilidad, el parametro que indica el riesgo, la varianza, aumenta cuando vy es mayor. Y
debido a una mayor aversién al riesgo, resulta en una menor utilidad. El parametro de
aversion al riesgo absoluto se supone positivo, porque todos los inversionistas se asumen
aversos al riesgo.

El portafolio éptimo para un inversionista es el portafolio con la maxima utilidad.
La funcién de utilidad puede escribirse como:

1
U=w'py= fng'Ew. (A.18)
Graficamente, el portafolio con la maxima utilidad se obtiene desplazando la curva
tan alto como sea posible. La curva de utilidad es la curva que muestra las posibles com-
binaciones de media y desviacién estandar que dan como resultado la misma utilidad
10 Debido a la ecuacién anterior, la curva estd dada por:

9La caracterizacién de la frontera eficiente estimada por las ecuaciones A.11 y A.16 es similar a la
caracterizacion de la frontera eficiente en ausencia de activo libre de riesgo de Huang y Litzenberger
(1988).

0Para un explicacién mds amplia ver Levy y Markowitz (1979).
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1
Blra] = U — 310%r]. (419
La cual es una parabola en el espacio (02[ry], E[rw])-
En orden de calcular el portafolio éptimo de maxima utilidad, se debe maximizar
la utilidad sujeta a la restriccién presupuestaria:

1
max w'p— —yw'Sw
weRN 2 (A.20)
s.a wly = 1.

Las condiciones de primer orden son:

(A.21)

w—yXw+ Aly =0,
w'l, —1=0.

Usando algebra matricial, el sistema de ecuaciones lineales formado por A.21 es
representado como:

5 26
Iy 0 0]]|g 1]
0

Aopt>\opt = Bopta
donde

w
Y2 I —p 0
Aopt = |:1§V 0 0 :| ; )\opt = 1A y Bopt = |: :| .

La solucién para Aoy es entonces:

Aopt = A Bopt.- (A.22)

El primer elemento de Ay son los pesos del portafolio w para el portafolio dptimo de
maxima utilidad con rendimiento esperado E|ry]opt y aversion al riesgo Yope. Si E[ry]opt
es mayor o igual que el rendimiento esperado en el portafolio de frontera eficiente de
minima varianza, entonces w es un portafolio eficiente.

Para obtener una solucién més explicita considere las condiciones de primer orden
para el problema de optimizacién. Usando la primera condiciéon de A.21 resolvemos
para w:
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Sy . AS My
0! g

(A.23)

w =
Para poder encontrar el valor de A, premultiplicamos A.23 por 1%, y usando la

segunda condicion de A.21 obtenemos:

NE N IUNS s BYD
gl gl

1=1\yw=

Aplicamos los elementos b y ¢ de la matriz V, los cuales fueron definidos en sesiones
previas y obtenemos:

1=ty
v
La solucién para A es:
A= 217b (A.24)
c

Sustituyendo A.24 en A.23 obtenemos una expresién explicita para los pesos del
portafolio 6ptimo de méxima utilidad:

1 —b
=257 [ 1 [ 222 (A.25)
~y c

que son las cantidades que un inversionista debe invertir en cada activo si desea
maximizar su utilidad.

Esta solucién éptima para we,: es un vector NX1 y es facilmente implementado
debido a que es una solucion analitica. En esta versién del problema de portafolios de
media-varianza de Markowitz, especificamos -, mientras que en el problema estandar
especificamos E|[r,]. Por su puesto, hay una correspondencia de uno a otro.

Podemos trazar la frontera eficiente de media-varianza eligiendo diferentes valores
para v > 0 y resolver el problema. Conociendo el coeficiente de aversién al riesgo -~y
para cada inversionista implica el punto de frontera que maximiza la utilidad de media-
varianza.

Los valores correspondientes para E[ry]opt ¥ O'Q[Ew]opt son:

b d

Elrlop = - + —, A2
rulope = o+ (4.26)
y
1 d
2
wlopt = — + —5- A27
Plrulon = L+ (A.27)

La desviacion estandar para el portafolio éptimo wey; es:
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1 d
olrwlopt = P + P (A.28)
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Apéndice B

Programas MATLAB

Este apéndice muestra los programas de MATLAB utilizados en este trabajo para
calcular los portafolios 6ptimos que usan PCSO/PSD. El paquete SDPT3 debe instalar-
se en la computadora para resolver el PCSO/PSD. El paquete YALMIP deberia estar
instalado para implementar con exito el paquete SDPT3. El paquete dailyDataSuite
debe estar instalado para obtener las cotizaciones diarias a través de Google Finance.
Con estos paquetes instalados, los diguientes programas deberian funcionar.

close all; clc;
format short

o\

Se define la carpeta de trabajo

path= 'C:\Users\Edgar Ren Benavidez\Documents\MATLAB'

cd 'C:\Users\Edgar Ren Benavidez\Documents\MATLAB'

addpath (genpath ('C:\Users\Edgar Ren Benavidez\Documents\MATLAB'));

© 0 N O s W N =

A traves de la pagina de MathWorks se descargar el toolbox

dailyDataSuite que permitira descargar las cotizaciones diarias a

traves de Google Finance y se guarda en la carpeta de trabajo.

url: https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/43627—...
download-daily-data-from-google-and-yahoo--finance

= o= e
W N
o\

=
[S

Se abre un archivo lst que contiene los nombres de las acciones que
conforman el portafolio.

Asset = textscan(fopen('portfolio.lst'), '%s');

fclose('all');

Asset=Asset{1};

-
o
0 o o0 o A A O A0 o A° o o° o° o

P R
= O © W N O

% Fecha del dia de hoy de los precios de las acciones a descargar con
% formato de la salida (24) que representa las fechas.
%endDate=datestr (now, 24) ;

endDate="'31/12/2017";

NONNNN
o Ot R W N

% Se descargan las cotizaciones diarias a traves de google finance
[data,dividends]=getGoogleDailyData (Asset, '01/01/2000", endDate, ...
'dd/mm/yyyy"');

NN
®
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29

30 % Se crean los objetos de series de tiempo financieras con los
precios de

31 % cierre ajustados.

32 stock={};

33 for i=l:length (Asset)

34 for part = fieldnames (data)

35 for bone = fieldnames (data. (part{i}))

36 t = —isnan(data. (part{i}) . (bone{7}));

37 a =data. (part{i}) . (bone{7}) (t);

38 data. (part{i}) . (bone{7}) = a(cumsum(t));

39 quotes = fints(data. (part{i}) . (bone{l}),

40 data. (part{i}) . (bone{7}) ,part{i}, [1,Asset{i});

a1 stock{i}=quotes;

42 end

43 end

44 end

45

46 % Fusionar multiples objetos de series de tiempo financieras

47 quotes = merge (stock{:}, 'DateSetMethod', 'Intersection');

48 % Convertir a matriz, incluyendo sin vector de fechas

49 quomat = fts2mat (quotes,0);

50 % Convetir las series de tiempo de cotizaciones a series de rendimientos

51 returns = tick2ret (quomat, [], 'Continuous');

52 % Lista de los nombre de los activos

53 Asset=Asset';

54 % Vector de rendimientos medios

55 mu = mean (returns, 'omitnan');

56 % Matriz de covarianzas

57 sigma = cov(returns,l, 'partialrows');

58 %Borrar variables temporales

59 clearvars a ans bone i part t;

1 function [w] = rgop (T, mu, sigma, epsilon)

2 %% Esta funcion determina el portafolio robusto de crecimiento optimo

3 Parametos de entrada:

4 T - numero de periodos en el tiempo

5 mu — el vector de rendimientos medios de los activos

6 sigma - la matriz de covarianzas de los rendimientos de los

7 activos

8 epsilon - probabilidad de violacion

9 Parametros de salida:

e e T e e =
© W N U e W N R O

W — portafolio robusto de crecimiento optimo
Descargar script que facilita la instalacion de algunos toolboxes
urlwrite ('http://www.tbxmanager.com/tbxmanager.m', 'tbxmanager.m') ;
tbxmanager
savepath

Se instalan alguno toolboxes usando tbxmanager
tbxmanager install yalmip sedumi

o0 o o o A A O A O A O O A N o o° o

o8




20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

Descargar sdpt3

urlwrite ('http://www.math.nus.edu.sg/ $7Emattohkc/SDPT3-4.0.zip")
unzip ('SDPT3-4.0.zip"', '"SDPT3-4.0")

addpath (genpath ([pwd filesep 'SDPT3-4.0']));

savepath

Instalar sdpt3

Installmex (1)

Iniciar sdpt3

o0 o o O o° O o o o° o o

startup

sglpdemo
startup
n = length (mu) ; % define numero de activos
w = sdpvar(n,1l); % pesos del portafolio
rp = w'*mu; % media del portafolio
sigmap = sqrt (w'xsigmaxw) ; % desviacion estandar del portafolio
constraints = [w > 0]; % evitar la venta en corto
constraints = [constraints, sum(w) == 1]; % restriccion presupuestaria
% el peor caso de valor en riesgo
wevar = 1/2%(1 - (1 - rp + sqgrt((l-epsilon)/epsilon/T)*sigmap) "2 —...

((T-1) /epsilon/T) *sigmap”2);
% maximizar WCVaR
ops = sdpsettings('solver', 'sdpt3', 'verbose',0);
solvesdp (constraints, -wcvar, ops);
% pesos del portafolio
w = double (w) ;

r_p=mu'*w;
S_p=(sqgrt (w'*sigmaxw));
end
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