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Introduccion

La nocién de modalidad se refiere a la manera de ser verdad de las cosas en cuanto a cémo
pueden, como deben o cémo no pueden ser las cosas, en lugar de a como en realidad son.

La logica modal se puede pensar, en términos generales, como la logica de diferentes tipos
de modalidades o de maneras de ser verdad, por ejemplo la logica alética (la de las modalidades
de necesidad o “necesariamente” y de posibilidad o "posiblemente”), la epistémica (‘es sabido
que”), la deontica (“es obligatorio que”), la temporal (“ha sido el caso que”), entre otras. Como
estos operadores tienen caracteristicas logicas en comin, la etiqueta de [dgica modal se utiliza
indistintamente, aunque en sentido estricto, el término “légica modal” esta reservado para la
logica de las modalidades aléticas (necesidad y posibilidad) y a las demés se les llama por su
propio nombre, como por ejemplo, logica dedntica o logica temporal.

El razonamiento humano tiende a considerar o hacer juicios sobre lo que es posible y ne-
cesario; a considerar e imaginar que las cosas pudieron haber sido diferentes a como son y a
que algunas cosas pudieron no haber sucedido. Este tipo de juicios, que nosotros llamamos mo-
dales, son esenciales en el razonamiento humano y en la argumentacion filosofica. De ahi nace
el interés por formalizar los argumentos modales. En el contexto l6gico, lo que la modalidad
significa “(...) es que la evaluacion e interpretacion de los enunciados modales ha de realizarse
no sélo en funcién de su accién descriptiva de la realidad, en tanto que se adecuen a ella, sino
también en funcién de una especie de autorreferencia que se da por el hecho de que los opera-
dores modales indican -de un modo que habré de ser determinado- la relacién que el enunciado
modalizado, esto es, el enunciado que cae bajo el alcance de un operador modal, mantiene con
otros enunciados de la teoria '

Muchos estudios sobre el significado y el uso l6gico de la modalidad comienzan desde Arist6-
teles, aunque hay razones para pensar que el concepto de necesidad existia desde antes. La logica
modal es una herramienta muy ttil que contribuye al analisis l6gico de los lenguajes naturales
y al igual que el significado de la modalidad, fue evolucionando a lo largo de la historia.

Comencemos en la antigiiedad clésica. El silogismo modal estuvo presente en la obra logica
de Aristoteles. El puso las nociones de posibilidad y necesidad tanto en su teoria metafisica
como en su estudio del razonamiento humano. Esto se ilustra con su definicion de silogismo (o
deduccion valida): “Una deduccion es un discurso en el que ciertas cosas han sido supuestas, algo
distinto a lo que ha sido supuesto resulta de la necesidad porque estas cosas son” ﬂ Aristoteles
trabajaba la nocién de posibilidad de dos maneras, la primera era la manera en la que nosotros

! [Lamillar} 2004]
2Traduccion libre de |Cresswell et all [2016, pag. 2]
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lo pensamos en la légica modal actual, esta manera incluye la necesidad; y la segunda manera
es a lo que ahora se le llama contingencia, es decir que una proposicion p es contingente si no es
necesariamente verdadera ni necesariamente falsa. Entonces, en la obra de Aristoteles, aparecen
ya las ideas naturales de las modalidades, pero siempre aparecen unas definidas en términos de
otras. Los estoicos y megéricos también tuvieron sus contribuciones en esta época pero éstos no
dieron muchos frutos en el periodo medieval por la falta de conocimiento de sus trabajos.

Después, en la Edad Media, se encuentran discusiones mas explicitas sobre las nociones de
posibilidad y necesidad. La méas famosa discusién medieval que involucra cuestiones de logica
modal, es probablemente protagonizada por Anselmo de Canterbury y su argumento en favor
de la existencia de Dios. Este razona diciendo que si Dios es posible, es decir, si la idea de un
ser totalmente perfecto y necesario es posible, entonces Dios existe y negarlo seria incurrir en
una contradiccion; esto hace depender toda su argumentaciéon en las nociones de necesidad y
posibilidad. De hecho, este argumento se podria formalizar en el lenguaje objeto de modo que
resultaria en lo que posteriormente sera un teorema del sistema S5 de Lewis (00C¢ — ¢). La
distincion entre modalidades de re (acerca del objeto) y las modalidades de dicto (acerca de la
proposicion), son quizas la contribucién méas importante de esta época a la ldgica modal, sin
embargo, en los siglos posteriores no se le dio un seguimiento légico a estas ideas. En los trabajos
sobre logica més importantes desde el Renacimiento hasta el siglo XIX, no se trata el silogismo
modal. En este periodo tampoco hubo muchas contribuciones por los légicos de la época a esta
ciencia, a excepcién de Leibniz.

Fue hasta el siglo XIX, que varios personajes, hicieron contribuciones contundentes a la ldgica
como ciencia. Por ejemplo, Peano y Frege, quienes no trataron la modalidad en sus obras pues su
interés principal era el lenguaje de la aritmética y de las matematicas en general. Sin embargo,
hubo un légico, Hugh MacColl, quien en 1877 publicéd en las actas de la sociedad matemética
londinense y ahi indirectamente introdujo la nocién de posibilidad en su sistema. Mas tarde, esto
dio lugar a consideraciones més amplias sobre una logica modal, las cuales C.I. Lewis aprovechd
para convertirse en 1912 en el fundador de la légica moderna de las modalidades.

El principal interés de Lewis al iniciar sus investigaciones sobre las modalidades era evitar
las paradojas de la implicaciéon material. Lewis propuso el desarrollo de una légica axiomatica
en la que la implicacién tuviera otro sentido. En su trabajo A Survey of Symbolic Logic, Lewis
desarroll6 una teoria de la implicacion estricta que se convirtio en la formalizacion del sistema de
las modalidades clasicas. Después, junto con C.H.Langford, escribié un segundo libro: Symbolic
Logic en el que utiliza un lenguaje con variables proposicionales y tres simbolos primitivos (~
negacion, - conjuncion y ¢ posibilidad) y definiendo a partir de ellos el simbolo < tal que, con
Py q letras proposicionales,

(p = q) ==~ 0(p-~q).

En esta obra se desarrollan dos sistemas mas débiles (S1 y S2) a partir del sistema desarrollado
en A Survey of Symbolic Logic (S3), y en un apéndice aparecen otros dos sistemas (S4 y S5)
a partir de las observaciones de O. Becker en cuanto a la reducciéon de las modalidades de A
Survey of Symbolic Logic. El procedimiento es solo sintactico, generando los teoremas de sus
sistemas mediante axiomas y reglas de inferencia. La seméntica todavia es un poco intuitiva
y como no hay lectura tinica de los operadores modales, se originan varias légicas o sistemas
l6gicos modales.
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La semantica para esta logica no tuvo un desarrollo muy profundo hasta que las bases de la
teoria de modelos estuvieron suficientemente fortalecidas. Fue Rudolf Carnap quien con su obra
Meaning and Necessity en 1947, marcd un punto de referencia para lo que ahora se denomina
seméntica de mundos posibles. S. Kripke fue quien se encargd de desarrollar la seméntica de
los mundos posibles en sus aspectos de teoria de modelos. Kripke tomdé como base las ideas de
Carnap pero cambié la nociéon maximal de validez por una més universal, entendié a los mundos
posible como indices o puntos e introdujo una relaciéon de accesibilidad entre mundos. Hubo
también otros légicos en los cincuentas y principios de los sesentas que propusieron innovaciones
a la semantica de mundos posibles de Carnap. Kanger (1957), Montague (1960), Hintinkka (1961)
y Prior (1957). Todos pensaron en una relacion de accesibilidad entre mundos y Hintikka (1961)
también acogié una nueva nocién de validez que requeria verdad en todo conjunto arbitrario de
mundos. Pero la versién de la seméantica de mundos posibles de Kripke fue la mas popular porque
tuvo més innovaciones. La semantica de los mundos posibles fundamentada en las estructuras
kripkeanas ha conformado las bases de la investigacion seméantica de la multitud de l6gicas no
clasicas. Aunque en esta época ademas surgieron otras ideas y aportaciones. Por ejemplo, la
de poder considerar a los cuantificadores como operadores modales (Montague, 1960). También
Arthur Prior fue de los primeros logicos en enfatizar en que el sistema S5 puede ser traducido en
un fragmento de la logica de primer orden (1977). Cabe mencionar también, sobre esta época, que
la logica modal se convirtié en el principal vehiculo técnico de la logica filoséfica y que fueron
los logicos de esta época, como ya se meciond anteriormente, los que desarrollaron sistemas
vy nociones asociadas que fueron muy utiles para la filosofia, y fue ahi cuando se acunaron
los términos como "logica epistémica", "logica modal", "logica dedntica", "logica temporal",
etcétera.

Después, en los setentas, la fase filosofica pudo ser formalizada y se consoliddé una teoria
matemética. En esta transformacion participaron autores como Blok, Fine, Goldblatt, Gabbay,
Segerberg y Thomason. También la l6gica modal se expandi6 a areas como la lingiiistica, eco-
nomia y ciencias de la computacién. Y la expansiéon continud, en los noventas, los lenguajes
modales comenzaron a utilizarse en estudios de gramética, lenguajes de bases de datos, y mas
recientemente, en diseno web y la estructura de espacios vectoriales usada en procesamiento
matematico de imagenes.

Este trabajo esté dedicado a hacer un recorrido sobre las cuestiones béasicas y generales de
las logicas modales. Su objetivo principal es que cualquier estudiante de licenciatura con conoci-
mientos de logica clésica pueda tener una buena aproximacion a la légica modal. En el trabajo
se hace un estudio sintéctico del lenguaje modal mas sencillo y se sigue el estudio seméntico de
[Blackburn et al., [2002| de los lenguajes modales en general, utilizando la seméntica de mundos
posibles (o de Kripke). También se presentan al final, un par de seménticas alternativas para
los lenguajes modales.

Se espera que el lector este familiarizado con la l6gica clasica, tanto logica proposicional como
logica de primer orden y sus resultados principales. Sin embargo, en el apéndice se encuentra un
pequeiio recordatorio de logica de primer orden y sus resultados que se utilizaran en esta tesis.
También es bueno que el lector tenga un conocimiento de algunas nociones béasicas de teoria de
modelos como son: submodelos, equivalencia elemental y extensiones elementales.

El trabajo se divide fundamentalmente en dos partes: un estudio semantico y un estudio sin-
tactico y se desarrolla en cinco capitulos. Para comenzar, el primer capitulo esta dedicado a dar
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las nociones bésicas, es decir, a construir el lenguaje modal, dar ejemplos de las interpretaciones
mas usuales que se le dan, definir los conceptos de los que se hard uso méas adelante y convenir
la notaciéon bésica que se utilizard durante todo el texto. El estudio seméntico se encuentra
desarrollado en los capitulos dos, tres y cinco y el capitulo cuarto es exclusivamente un estudio
sintactico. En especifico, en el segundo capitulo se hace uso de la seméantica de mundos posibles
para estudiar a los modelos de las logicas modales, se estudian las operaciones que se pueden
hacer entre ellos y la expresividad de la légica modal, este estudio es el basado en el recorrido
que se hace en |Blackburn et al [2002]. El tercer capitulo esta dedicado a estudiar qué propieda-
des relacionales se le necesita pedir a los frames para que validen ciertas formulas del lenguaje.
Después, el cuarto capitulo es un estudio sintéctico del lenguaje modal y sus axiomatizaciones;
esta restringido al lenguaje bésico modal y se estudian los sistemas normales de 16gica modal,
que son las estructuras sintécticas que corresponden a la seméntica de mundos posibles. Y por
altimo, se dan un par de ejemplos de otras seménticas posibles para las logicas modales: una
topologica, una algebraica y se da un vistazo a un concepto semantico de las logicas modales:
las bisimulaciones, desde la teoria de juegos.
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Capitulo 1

Nociones Basicas

En este capitulo nos dedicaremos a presentar las nociones bésicas con las que trabajaremos
a lo largo del texto, definiciones de cuestiones seménticas y sintécticas y algunos ejemplos
que ayudaran al lector a familiarizarse con dichas definiciones. También convendremos algunas

notaciones que se utilizardn mas adelante.

1.1. Sobre el lenguaje modal

Primero veamos como se construye el lenguaje que estaremos estudiando a lo largo del texto:
el lenguaje modal. Trabajaremos con un lenguaje con varios operadores modales de aridades
distintas. El lenguaje modal se construye a partir de un tipo de semejanza y un conjunto de

letras proposicionales.

Definiciéon 1.1.1 (Tipo de semejanza modal). Un tipo de semejanza modal T es un par (O, p)
donde O es un conjunto no vacio (de operadores modales) y p es una funcion p : O — N que a
cada operador A € O le asigna una aridad, la cual indica la cantidad de argumentos a los que

A puede ser aplicado.
Notacion. Generalmente denotaremos a los elementos de O por Ag, AAq,..., etc. Y cuando el
contexto deja clara la aridad de los operadores no se distingue entre 7 y O.

Notacion. Sea A € O, si p(A) = 1, denotaremos a A por . Es decir, a los operadores modales

de aridad uno, los denotamos por ¢ y los llamamos ‘diamantes’.

Notacion. Cuando el tipo de semejanza tiene muchos diamantes, a veces en lugar de usar sub-

indices ( 01, Q2,...) usamos la notacion (a1), (az2),... para alguna coleccion de letras.



Definicion 1.1.2 (Lenguaje Modal). Un lenguaje modal LM (7, ®) se construye a partir de un
tipo de semejanza 7, un conjunto de atomos o letras proposicionales @, la constante de falsedad
(L) y un conjunto de operadores logicos. El conjunto de simbolos del lenguaje queda definido
entonces, como sigue:

LM(r,®)=7UdU{L}U{~,V}.

Definicion 1.1.3 (Férmulas del lenguaje modal). Una expresion ¢ del lenguaje LM (7, ®)
pertenece al conjunto de formulas del lenguaje (FORM (7, ®)), si cumple alguna de las siguientes

condiciones:

(i) ¢ = p para alguna p € ®.

(i) ¢ = L.

(iii) ¢ = =, con 1) € FORM (t, ).

(iv) ¢ =1 V 1o, con b,y € FORM (7, ®).

(v) ¢ =D(Y1,..., %)), con; € FORM (7, @)y A €.

Notacion. Usaremos las letras pg, p1,p2,..., 0 p, ¢, r, s para referirnos a los atomos.

Definiciéon 1.1.4 (Operador dual). Para cada operador modal A€ O no nulo, (i.e. p(A) > 0),
su operador dual se define como V(¢1,...,¢,) = “A(=¢1,...,¢,). Al dual de un operador

de aridad al menos dos se le llama nabla. Y el dual del diamante () es la caja (O).

Definicién 1.1.5 (Subférmulas). Dada una férmula modal ¢, se define recursivamente su con-

junto de subférmulas de ¢, Sf(¢) como:
Sf(p) = {p} para toda p €
Sf(L)= 1.
Sf(=¢) ={~¢}tUS[f().
Sflo V) ={s Vv LIUSf(¢)USf(¥).
SfA(P1, 02, .., 0n)) = {A(P1,02,...,0n)} USF(P1) USSf(d2) U---USf(dn).
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Definiciéon 1.1.6 (Grado de una férmula). Con 7 un tipo de semejanza, definimos el grado de

una 7-formula como sigue:
gr(p) = 0, para toda p € ®
gr(L) =0
gr(=¢) = gr(¢)
gr(o Vv ¢) = maz{gr(¢), gr(¥)}
gr(&(en, .-, ¢n)) =1+ maz{gr(¢1),...,gr(én)}

1.2. Ejemplos de lenguajes modales y sus interpretaciones

Ejemplo 1.2.1 (Lenguaje Basico Modal). El lenguaje bdsico modal se construye usando un
tipo de semejanza 79 = {0} , donde ¢ es un operador modal de aridad uno (“diamante”) ; y un

conjunto a lo més numerable, & de dtomos.

El operador dual del diamante es O (“caja’) que segun la definicion de operador dual, esta
definido como g := =)—¢.

Las formulas del lenguaje basico modal quedan determinadas por la definicion [I.1.3] como sigue:

¢:=pl L[=¢loVey|Oe.

Para el lenguaje bésico modal existen tres interpretaciones comunes de los operadores dia-
mante (¢) y caja (). La primera y mas usada es que el diamante es interpretado como “po-
siblemente”, asi, (¢ es leido como “posiblemente ¢” o “es posible que ¢”. De este modo, la
interpretacién de (¢ seria “no es posible que no ¢”, o sea “necesariamente ¢” o “es necesario que
¢”. Ejemplos de formulas que parecen ser verdaderas en este lenguaje y bajo esta interpretaciéon
son, cualquier instancia de ¢ — ¢ (“cualquier cosa que necesariamente es, lo es”) y O¢ — Qo
(“si algo necesariamente es, entonces posiblemente es”). Mas adelante profundizaremos mas en
la veracidad de estas féormulas.

En légica epistémica, que es la que razona sobre el conocimiento, en lugar de escribirse [¢

se escribe K ¢ ya que esto se intepreta como “el agente sabe que ¢” (por knowledge, la palabra en



inglés para conocimiento). En este caso, la formula K¢ — ¢ también parece ser verdadera, ya
que si el agente sabe que ¢, entonces ¢ debe ser cierto; esto porque se habla de conocimiento, no
de rumores o creencias. Instancias de otras féormulas son més dificiles de encontrar verdaderas
bajo esta interpretacion, por ejemplo K¢ — KK ¢ (“si el agente sabe algo, entonces sabe que
lo sabe”). Después quedara méas claro con un estudio semantico.

Por altimo, en logica de la demostracion, (¢ se interpreta como “es demostrable que ¢ (en
alguna teoria aritmética)”. En este caso, la formula O¢ — ¢ (“si ¢ es demostrable, entonces es
verdadero”) también suena plausible.

Mas adelante se hara un estudio con mayor detalle de este lenguaje.

Ejemplo 1.2.2 (Lenguaje Basico Temporal). El lenguaje bdsico temporal se construye a
partir de un tipo de semejanza que consta de dos operadores modales de aridad uno (diamantes)
O = {(F),(P)}. Los operadores modales de este lenguaje se denotan asi por la interpretacion
que se le da. (F')¢ se interpreta como “¢ sera verdad en algin momento en el Futuro”; y (P)¢ se
interpreta como “¢ fue verdadero en algiin momento en el Pasado”. (F') se suele escribir como
F y (P) como Py sus duales como Gy H respectivamente; ya que G¢ es por definicion “no ¢
no seré verdadero en algiin momento en el futuro”, es decir “¢ serd verdadero en todo momento
en el futuro” y He¢ es “no ¢ no fue verdadero en algiin momento en el pasado”, i.e. “¢ ha sido
verdadero en todo momento”. La G y la H son por las frases en inglés: ‘Going to be’ (serd) y
‘Has been’ (ha sido).

Hay algunas formulas interesantes en este lenguaje, por ejemplo: P¢ — GP¢ , “si algo

sucedi6 en el pasado, siempre habré sucedido”; que parece un buen candidato para ser verdadera.

1.3. Frames, modelos y nociones de verdad

Definicion 1.3.1. Una estructura relacional es una tupla § tal que su primer componente es

un conjunto no vacio W, llamado dominio de §, y las deméas componentes son relaciones en W.

Asumimos que una estructura relacional tiene al menos una relacién. A los elementos de W los

llamaremos puntos, nodos, mundos o estados. Algunos ejemplos de estructuras relacionales son:

Ejemplo 1.3.2 (Ordenes). Ordenes parciales estrictos, es decir, parejas (W, R) en las que R es

irreflexiva (Vz—Rzz) y transitiva (VaVyVz((Rzy A Ryz) — Rxz)). Si ademés cumple tricotomia
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(VaVy(Rxy V Ryx V x = y)), es un orden lineal, que también es una estructura relacional. Por
ejemplo, si hacemos W = {1,2,3,4,6,8,12,24} y definimos R tal que Rxy siy solo si x y y son

diferentes y x|y; obtenemos un orden parcial estricto que podemos representar asi:

(W, R) :

—eo——elo
Ne—— e

—_
~e—— e

()
coe—— oY

Con el mismo conjunto de mundos W, pero con R’ definida asi: Rxy si y solo si z < v,

obtenemos un orden lineal:

(W, R') :

—e
e
we
~e
e
e
—
)
N

Otros ejemplos de ordenes lineales son: (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <).

Ejemplo 1.3.3 (Arboles Finitos). Para definir un arbol nos conviene primero tener un par de

conceptos a la mano.

Definicion 1.3.4. Sea W # () y R una relacion binaria en W. Entonces la cerradura transitiva

de R, R*, es la relacion transitiva més pequena (en W) que contiene a R. Es decir,
RT = m{R’ | R’ es una relacién binaria transitiva en Wy R C R'}

Mas atn, R*, la cerradura refleviva transitiva de R es la relacion reflexiva y transitiva (en W)

mas chica que contiene a R, esta es:
R* = ﬂ{R’ | R es una relacién binaria reflexiva y transitivaen Wy R C R’}

Notemos que RTuw si y solo si hay una sucesion de elementos de W, u = wq, w1, ..., w, = v
tales que para cada i < n tenemos que Rw;w;i1, es decir, que R uwv si v es alcanzable desde u

en una cantidad finita de R-transiciones. Ahora si, definamos lo que es un arbol.



Definiciéon 1.3.5. Un arbol ¥ es una estructura relacional (7', 5) donde:

(i) T, que es el conjunto de mundos, contiene un tnico mundo 7 tal que para todo t € T

diferente de r, S*rt. Dicho elemento 7 es llamado raiz de arbol.

(71) Todo elemento de T diferente de r tiene un tnico S- predecesor. Es decir, para cada t # r

existe un tnico ' € T tal que St't.

(i73) S es aciclica. Es decir, que para todo t no sucede que STtt. (De esto se sigue que S es

irreflexiva.)

El siguiente diagrama ilustra un arbol ¥ = (7,5) en donde T' = {r,s,t,u,v} y S =

{(r,s), (1), (s, 1), (s,0)}:

/ 2\2
a/ \;

Ahora pasemos a definir las estructuras sobre las que estaremos trabajando.

Definiciéon 1.3.6 (Frame). Sea 7 un tipo de semejanza modal. Un 7-frame es una tupla § que

tiene como elementos los siguientes:
(i) Un conjunto no vacio W. (El dominio de F).
(ii) Para cada n > 0y cada operador modal n-ario A€ 7 , una relaciéon (n+1)-aria R, en W.

Asi, un frame es nada mas que una estructura relacional.

Notacion. Si el tipo de semejanza 7 tiene una cantidad finita de operadores modales
A1, Ag, ..., Ay, simplemente denotamos al frame como § = (W, Ru,, Ra,,...,Ra,). De lo con-

trario lo denotamos como § = (W, Ry)aer 0 como § = (W, {R,| A€ T}).



Definicion 1.3.7 (Modelo). Para un tipo de semejanza 7 y un 7-frame, definimos un 7-modelo
(basado en el frame §) como una pareja M = (F,V) donde F es el frame y V : & — P(W)
es una valuacién que asigna a cada atomo p, V(p) el conjunto de mundos de W donde p es

asignado verdadero.

Notacion. También escribiremos a los modelos como 9 = (W, Ra,V)aer v entenderemos por
que un estado estd en un modelo (w € M), que dicho estado sea elemento del universo del

modelo (w € W).

Definicion 1.3.8 (Satisfaccion). Sea w un estado en el modelo 9 = (W, Ra, V) aer. Definimos

recursivamente que una formula ¢ sea satisfecha en el modelo M por el estado w (M, w I+ @) si:
Muwlkp siysolosi ,weV(p), conpe d.
M, w - L nunca.
M, wl-—-¢p siysolosi no sucede M, w - ¢.
MwlFodpVy siysdlosi MwlFd o MwlEy

M w Ik APy, b2, ..., ¢n) siy solo si existen wy, wa, ..., w, € W tales que

Ra(w,wi,wa, ..., wy) y M w; - ¢; para toda i € {1,...,n}.
También se dice que w hace verdadera a ¢ en el modelo 9.

A lo largo del texto usaremos las abreviaturas clasicas de la conjuncién, implicacion, el bicon-
dicional y la constante de verdad (“top”). Es decir: ¢ Ay := =(=¢V =), ¢ = ¢ = (= V),
P =(@=>Y)AN W29y T =L

Si 91 no satisface a ¢ en w, escribimos M, w W ¢ y decimos que la férmula ¢ es falsa o refutada

en el estado w de M.

Observacion. De la definicion anterior (satisfaccion), obtenemos la clausula de satisfaccion para

el operador dual de A:

M, wlk V (o1, d2,...,¢n) siy solo si para cualesquiera wy, wa, ..., w, € W, si

RA(w,wi,wa, ..., wy),entonces M, w; Ik ¢; para todo i € {1,...,n}.



En un modelo M, la valuacion V se puede extender naturalmente a una valuacién para todas
las formulas. A esta nueva valuaciéon la denotaremos también por V' por simplicidad. Asi, el

conjunto V(¢) es el conjunto de mundos en los cuales la formula ¢ es verdadera:
V(¢) ={w[M wl- ¢}

Definiciéon 1.3.9 (Verdad global). Una formula ¢ es (globalmente) verdadera en un modelo
M, (Notacion: M |- ¢) si es satisfecha en todos los mundos del modelo. i.e. M, w Ik ¢ para todo
weWw.

Decimos que la formula ¢ es satisfacible en un modelo 9 si es satisfecha por algiin mundo
w € M. De este modo, una formula es falsificable o refutable en un modelo, si su negaciéon es

satisfacible.

Notacion. Si ¥ es un conjunto de férmulas y w es un estado de 9, MM, w Ik X significa que

M, w Ik ¢ para toda ¢ € X.

Un conjunto de formulas ¥ es (globalmente) verdadero, (satisfacible, respectivamente) en un

modelo M si M, w IF X, para todo estado w € M (algtn estado w € M, respectivamente).

Definiciéon 1.3.10 (Verdad universal). Una formula ¢ es verdadera en una clase C de modeloﬂ7
(Not: IFc ¢), si para todo M € C,M IF ¢. Y ¢ es verdadera o universalmente verdadera
(Notacion: IF ¢) si es verdadera en la clase de todos los modelos. i.e. |- ¢ si y solo si M, w I+ ¢

para todo w € 9 y para todo IN.

Definiciéon 1.3.11 (Validez de formulas). Decimos que una formula ¢ es vdlida en un estado w
de un frame § (Not: §F, w Ik ¢) si es satisfecha en w en todo modelo M basado en §. ¢ es vdlida
en un frame § (Not: F IF ¢ ) si es valida en todos los mundos de §. Una formula es vdlida en
una clase F de frames (Not: F I- ¢) si es valida en § para todo § € F; y es valida (Not: I ¢)
si es valida en la clase de todos los frames. Por ultimo, el conjunto de féormulas validas en una

clase F de frames es la [dgica de F, denotada por Af.

!Una clase de modelos es simplemente una coleccién de modelos



Ejemplo 1.3.12 (Satisfaccion). Consideremos el frame § = (W, R) donde W = {w;,ws,

w3, wq,ws} y Rwjw; siysolosij=i+1

F:

Sea ® = {p, ¢, }. Escogemos una valuacion V : & — P(W) tal que V(p) = {we, w3, wq, ws},
V(q) = {ws,ws} y V(r) = 0. Si tomamos a M = (F, V), es facil verificar que M, wy IF O(r V p)
y que M, ws I (p — Oq). Para ver que M I+ Op, por definicion hay que ver que en todo w de M
se satisface (p; es claro que wy, wo, w3 y w4 lo satisfacen porque en ws, w3, ws y ws se satisface

p, y ws también satisface Op por vacuidad (ya que ws no tiene sucesores).

Nota 1.3.13. Todo punto final en un modelo (i.e. todo punto que no tenga sucesores) satisface
cualquier formula de la forma (). Y més en general, para un operador modal de aridad n, si
para un punto w en un modelo 9 no existen wy, ..., w, tales que Ra(w,ws,...,w,) entonces

w satisface cualquier formula de la forma V(¢1,...,¢,) (por vacuidad).

Ejemplo 1.3.14 (Validez). Primero consideremos la formula Q(pVq) — (OpV Oq), del lenguaje
béasico modal LM (1y,®), donde p,q € ®. Dicha férmula es valida en todos los frames. Para
mostrar esto, sea § un frame y w € § un estado de él; ademés sea V una valuacién cualquiera
sobre §. Por la definicion de satisfaccion, hay que mostrar que si (§,V),w IF O(p V q)
entonces (§,V),w IF (Op V Oq). Asi, supongamos que (§,V),w I- O(p V q), entonces por la
definicién existe un estado v de § tal que Rwv y (§,V),v IF pV ¢, lo que implica que
(F,V),viFpo (§V),vlkq,y como v es sucesor de w, (F,V),w Ik (OpV Oq). Por lo tanto dicha

formula es valida.

Ahora consideremos la formula, COp — p, del mismo lenguaje que la anterior, con p € ®. Esta
formula no es vélida en todos los frames. Para probarlo, consideremos un frame § = (W, R) que
tenga por dominio un conjunto con un solo punto: W = {b} y la relacion vacia R = (). Debemos
considerar una valuacion V' para este frame, tal que en el modelo (§, V') no se verifique la formula.
Sea V(p) = 0 para toda p € ®. Tenemos que (F,V),b - Op por vacuidad pero (F,V),b ¥ p ya

que V(p) = 0. Por lo tanto la formula no es vélida en todos los frames.



Sin embargo, hay una clase de frames en la cual la féormula Cp — p si es vélida: la clase de
frames reflexivos, es decir, los frames cuya relacion sea reflexiva. Para probar esto, sea § = (W, R)
un frame reflexivo, hay que mostrar que para cualquier estado w de § y cualquier valuaciéon V'
de §, si (§,V),w IF Op, entonces (§, V), w IF p. Asi, supongamos entonces que (§, V), w IF Op,
asf, para todo w’ tal que Rww’, (F,V),w’ |- p; y como R es reflexiva, entonces, Rww, por lo
tanto (§,V),w IF p. Y entonces (§,V),w IF Op — p. Ideas de este tipo las trataremos més

profundamente en el Capitulo [3]

Ejemplo 1.3.15 (Frames y modelos bidireccionales). Recordando el lenguaje basico tempo-
ral que fue presentado en el ejemplo éste tiene dos operadores modales unarios: F''y P.
Entonces, tomando en cuenta la definicién un modelo M para el lenguaje basico tem-
poral debe constar de dos relaciones Rr y Rp, para interpretar los operadores modales F' y
P, respectivamente. Pero la mayoria de los modelos que cumplen con tener dos relaciones, no
satisfacen nuestra interpretacion, asi que debemos trabajar en frames tales que Rp sea la rela-
cion conversa de Rp. Es decir, que Vz,y(Rpry +— Rpyx). Normalmente escribiremos como
RY a la relacién conversa de R. Y a un frame de la forma (W, R, RV) lo llamaremos un frame
bidireccional. Claramente por un modelo bidireccional, nos referimos a un modelo basado en un
frame bidireccional.

Dicho esto, siempre interpretaremos con modelos bidireccionales al lenguaje basico temporal.

Asi, si 9 = (W, R, RV, V) es un modelo bidireccional, entonces:

M, w Ik Fo siy solo si existe v € M tal que Rwv y M, v I+ ¢

M, w Ik P siy solo si existe v € M tal que RVwv y M, v |- ¢

Dado que ha sido posible establecer la segunda relacién en términos de la primera, no necesitamos
usar mas a RY. Las clausulas anteriores pueden quedar de la siguiente manera, interpretando el

lenguaje basico temporal en un frame (W, R):

M, w Ik Fo siy solo si existe v € M tal que Rwov y M, v I ¢

M, w - P siy solo si existe v € M tal que Row y M, v I ¢

10



Dichas clausulas capturan bien la informacion de la interpretacién que queremos darle al lenguaje
temporal: F' mira hacia adelante a lo largo de R y P mira hacia atras a lo largo de R. Pero
ademaés, para que la interpretacion fuera meramente temporal, tendriamos que ponerle algunas
restricciones a la relacién, por ejemplo, que sea transitiva para capturar el flujo del tiempo, pero

por ahora hemos puesto en claro la interaccién entre los dos operadores modales.

Hasta ahora se han revisado los niveles de verdad de las férmulas modales pero no nos hemos
aproximado a lo que significa en logica modal la consecuencia ldgica, es decir, que un conjunto

de féormulas implique légicamente una férmula.

Definiciéon 1.3.16 (Consecuencia seméantica local). Sean 7 un tipo de semejanza modal, S una
clase de estructuras de tipo 7 (una clase de modelos o frames), ¥ un conjunto de 7-férmulas
y ¢ una 7-férmula. Decimos que ¢ es una consecuencia semdntica local de 3 sobre la clase S
(Notacion: ¥ IFg ¢) si para todo modelo 2 de S y todo punto w de 9, si M, w I+ X, entonces
M, w - .

Cabe aclarar que al hablar de una clase de estructuras S y un modelo 9t de S, si la clase es de
modelos solamente significa que 2 es un modelo de la clase, y si la clase es de frames, significa

que 91 es un modelo basado en un frame § de S.

Esta definicion nos dice que cada que X (el conjunto de premisas) es verdadero en un punto de
un modelo de S, entonces ¢ (la conclusion) es verdadera en el mismo modelo en el mismo punto.
Es decir, que se garantiza la verdad localmente. También hay que notar que depende de la clase

de estructuras donde se este trabajando, esto queda maés claro con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.17. En el lenguaje basico modal, si Ref es la clase de los frames reflexivos, entonces

tenemos que

{00} IFref ¢

Y sin embargo, ¢ no es una consecuencia semantica local de {{J¢} en la clase de todos los

frames. Esto ya lo probamos en el ejemplo [1.3.14

También existe una variante de esta definicién ya que la consecuencia logica local no es la tnica

manera de capturar la idea de la implicacion logica.
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Definiciéon 1.3.18 (Consecuencia Semantica Global). Sean 7,S,%¥ y ¢ como en la definiciéon
anterior. Decimos que ¢ es una consecuencia semdntica global de ¥ sobre la clase S (Not: ¥ H—‘g ®)
si y sblo si para toda estructura & de S, si & I X, entonces & I+ ¢, donde I+ se refiere al nivel

de verdad correspondiente (validez en frames y verdad global en modelos).

Ejemplo 1.3.19. Este es un buen ejemplo para identificar la diferencia entre la consecuencia
local y global. En el lenguaje bésico modal, consideremos las formulas p y Up. Es facil ver que p
no implica localmente a Cp. Pero globalmente si, ya que si p es verdadero en todos los mundos

de un modelo, particularmente lo es en los sucesores de cada mundo.

1.4. Preliminares sintacticos

Para los fines de esta seccién nos restringiremos al tipo de semejanza béasico modal, es decir
70 = {0}, y con ello daremos las nociones basicas sintécticas que utilizaremos méas adelante.
Esto implica que el estudio sintactico que se hara en este trabajo es restringido al lenguaje que

s6lo consta de un operador modal unario ().

Definicion 1.4.1. Definimos recursivamente la n-ésima iteracion de  como sigue:
(i) 0% =9
(ii) Vn € w, O"o = 0(0"¢)

Definicién 1.4.2 (Reemplazo). Sean ¢, 1) y x To-formulas. Definimos a ¢[t)/x] como la formula
que resulta de reemplazar todas las ocurrencias de ¥ por x en la féormula ¢.
Por ejemplo si ¢ es la formula (p A q) — (-pV 1), con p,q,r € ®, ¥ es la formula p y x es

la formula =g A 7, entonces ¢[1)/x] es la siguiente formula:

(mgAT)Ng) = ((mgAT) V).

Definicion 1.4.3 (Esquema). Por un esquema entenderemos un conjunto de férmulas que
tengan una estructura en particular. Por ejemplo, nos referiremos al esquema T: (¢ — ¢, que
seria el conjunto

{T[¢/¥]| ¢ es una 19 — férmula }.
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Definicién 1.4.4 (Decidibilidad). Sea I' un conjunto de 7p-férmulas. Decimos que I es decidible
si existe un método efectivo para determinar si cualquier formula del lenguaje pertenece o no

pertenece al conjunto T

Definicion 1.4.5 (Efectividad Numerable). Decimos que un conjunto de formulas I" es efecti-
vamente numerable si existe un procedimiento efectivo que pueda afirmar, de cualquier féormula
en I') que esta en I'. Si un conjunto tiene esta propiedad, se dice que tiene una prueba positiva de

pertenencia. Y similarmente, una prueba negativa, es una prueba positiva para el complemento

deT.

No es dificil ver que I' es decidible si y solo si él y su complemento son efectivamente

numerables.

Ahora hablaremos de las reglas de inferencia. En general, una regla de inferencia tiene la

siguiente forma, con ¢, ..., ¢n, @, todas Tg-férmulas:
(;Sla EE) d)n
¢
En este caso, ¢1, ..., ¢, se llaman las hipotesis de la regla y ¢ es la conclusiéon. Decimos que

un conjunto de férmulas es cerrado bajo una regla de inferencia o simplemente que tiene la regla
de inferencia si que el conjunto contenga las hipétesis implica que contiene la conclusiéon, o si
n = 0, que contenga la conclusion. Presentamos algunos ejemplos de reglas de inferencia para

el lenguaje modal con sus nombres usuales:

0.0
G
RN. (Regla de Necesidad) ¢

U
¢17 M) ¢n . o
RPL. ———— (n > 0), donde ¢ es consecuencia tautologica de ¢1, ..., ¢,

¢

Nota 1.4.6. Una tautologia en el contexto modal es una instancia de una tautologia proposicio-

MP. (Modus Ponens)

nal. Recordemos que una tautologia (proposicional) es una formula que es verdadera en cualquier
asignacion de valores de verdad de sus atomos. También este concepto aplica para férmulas mo-
dales, una tautologia es una formula que es verdadera en cualquier modelo (independientemente

de la valuacion).
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Que la formula ¢ sea consecuencia tautologica (proposicionalmente) de 1 es que para cual-
quier asignacién, si ¢ es verdadera, entonces ¢ lo es también. Y en el contexto modal, ser
consecuencia tautoldgica se puede pensar como que el modo de inferencia es proposicionalmente
correcto. De igual manera, que ¢ sea consecuencia tautologica (modalmente) de 1), es que ¢ es

verdadera en cualquier modelo en que ¢ lo sea.

Definicién 1.4.7 (Sistema Logico Modal). Decimos que un conjunto de formulas es un sistema

logico modal o es una ldgica modal si es cerrado bajo las reglas de inferencia RPL.

En otras palabras una l6gica modal es un conjunto de férmulas cerrado bajo cualquier modo
de inferencia proposicionalmente correcto. Notemos que ser cerrado bajo RPL implica contener

a todas las tautologias (cuando n = 0).

Notacion. Denotaremos al conjunto de tautologias por PL.

Definicion 1.4.8 (Teorema). Sean ¥ una logica modal y ¢ una féormula. Decimos que ¢ es un

teorema de ¥ (Not: Fy ¢) si y solo si ¢ € X.

Como los sistemas 16gicos son conjuntos de formulas, entonces la fuerza relativa se mide por
medio de la inclusion, es decir, un sistema l6gico es al menos tan fuerte como un sistema X
(es un Y- sistema o una X-légica) si contiene todo teorema de . Notese que ¥ es siempre un

Y -sistema.

Ejemplo 1.4.9. (i) La coleccion de todas las formulas es una logica modal. Se llama la ldgica

1mconsistente.
(i) Sea {X;|i € I} una coleccion de sistemas logicos. Entonces (),.; X; es un sistema logico.

(797) Si F es una clase de estructuras (frames o modelos). Definimos el conjunto Xf como
e = {¢|F Ik ¢ paratodo § € F}. Si F es una clase de frames, Xf es una logica. Y si
F = {3}, la denotamos por Xz en lugar de Yz;.

Proposicion 1.4.10. (i) PL es una légica modal.
(1) Todo sistema ldgico modal es un PL-sistema.

(7i1) PL es el menor sistema ldgico modal.
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Prueba. (i) Sean ¢1,...,¢, formulas en PL, es decir, tautologias, y sea ¢ una consecuencia
tautologica de ellas, entonces ¢ es también una tautologia (¢ € PL). Por lo tanto PL es una
logica. Para (ii) notemos que la regla RPL, cuando n = 0, dice que ¢ (la conclusion) es
una tautologia, asi que todo sistema logico (por ser cerrado bajo RPL) contiene a todas las

tautologias, es decir a PL. Y (#ii) es consecuencia directa de (i) y (7). 3

Como ya tenemos la nocion de teorema en un sistema logico, definiremos las nociones de dedu-

cibilidad y consistencia.

Definicién 1.4.11 (Deducibilidad). Sean, ¢ una 1p-formula y T' un conjunto de 1p-férmulas
de un sistema logico modal 3. Decimos que ¢ es deducible a partir de I' en el sistema X o
es Y-deducible a partir de ', (Not: T' by ¢) si y solo si ¥ contiene un teorema de la forma
(pr Ao A+ A y) — ¢, con ¢; € T para toda i = 1,...,n, es decir, si existen ¢1,...,¢, € T
(n>0) tales que by (p1 A+ A dn) = 0.

Definicién 1.4.12. Sean, ¥ un sistema logico modal y I un conjunto de férmulas de 3. Decimos
que I' es deductivamente cerrado, o Y-cerrado, si I' contiene a todas las féormulas que son

Y-deducibles a partir de él, i.e. I' es Y-cerrado si y solo si ¢ € I' para toda ¢ tal que I' -y ¢.

Definiciéon 1.4.13 (Consistencia). Sean, ¥ un sistema logico modal y T' C 3. Decimos que T
es consistente en . (Not: ConyI') si la formula | no es Y-deducible a partir de T', i.e. si no

I'ts L. Y es inconsistente en ¥ (Not: Congl') si I' by L.

Una definicién equivalente es que ConxI" si y sélo si no existe una féormula ¢ tal que I' by ¢ v

'y —o.

Enunciaremos algunos resultados sencillos de consistencia, pero no los probaremos porque

son clasicos y las pruebas se salen de nuestro objetivo.

Proposicion 1.4.14. Sea I' un conjunto de formulas tal que ConsI', entonces:
(i) Si¢ €T, entonces I Fx ¢.
(17) T by ¢ si y solo si CongT' U {—¢}.

(7i1) ConyT'U{¢} si y sélo sinoT by —¢.
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Pasaremos a definir las nociones de axiomatizacion y demostracion, en los sistemas l6gicos.

De una regla de inferencia, decimos que es razonable si existe un método efectivo de decir cuando
formulas del sistema estan relacionadas por la regla de inferencia como hipétesis y conclusion.
Por ejemplo, la regla MP es razonable porque hay un método efectivo de decidir si tres formulas
son de la forma ¢ — 1, ¢ y . Luego, todo sistema légico ¥ puede ser considerado como el
conjunto de férmulas generadas por algtin subconjunto I' de teoremas por un conjunto de reglas
de inferencia. Esto lo podemos afirmar porque trivialmente ¥ es generado por el conjunto X por

¢
la regla: =.
¢

Definicién 1.4.15 (Axiomatizacion). Sean, 3 un sistema logico modal y I' C ¥ un subconjunto
de teoremas de 3. Si I' genera a 3 por medio de un conjunto de reglas de inferencia y ademés,
I" es decidible y las reglas de inferencia son razonables y una cantidad finita, decimos que X es
axiomatizable. Y T' se llama el conjunto de aziomas de X.

Los axiomas junto con las reglas de inferencia constituyen una axiomatizacion de un sistema.

No todos los sistemas son axiomatizables, por ejemplo el conjunto de féormulas verdaderas
en un mundo de un modelo es un sistema pero no seré axiomatizable. Los sistemas que vamos a
trabajar seran casi todos axiomatizables. Los sistemas axiomatizables son importantes porque

admiten la nocién de demostracion.

Definicién 1.4.16 (Demostracion). En un sistema axiomatizable, una demostracion es una
secuencia finita de férmulas en la cual cada férmula o es un axioma, o es consecuencia de las
anteriores por medio de alguna regla de inferencia.

Una demostracion, demuestra su tltima férmula.

Y en los sistemas axiomatizables, los teoremas son exactamente las férmulas para las cuales

existe una demostracion.

Regresando un poco al concepto de decidibilidad, podemos observar que es una cuestiéon
decidible si una sucesién de férmulas es una demostraciéon relativa a una axiomatizaciéon de
un sistema. Ya que una férmula aparece en una demostraciéon si y sélo si estd en el conjunto
(decidible) de axiomas o se obtiene de féormulas anteriores por medio de una regla de inferencia

razonable. Esto implica que hay una prueba positiva de pertenencia al conjunto de teoremas
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de un sistema axiomatizable. Veamos: las demostraciones del sistema pueden ser efectivamente
enumeradas como p1, p2,Ps, - - -, de tal manera que si una féormula es un teorema, apareceré al
final de una demostracion p,, es decir después de inspeccionar las n primeras demostraciones.
Este puede no ser un método muy efectivo pero nos asegura que si algo es un teorema, aparecera
después de una cantidad finita de pasos. Sin embargo, si algo no es un teorema, nunca aparecera
al final de una demostraciéon y nada nos puede asegurar que lo sabremos después de una cantidad
finita de pasos. De esta manera, tenemos una prueba positiva (y no una negativa) para saber
si algo es un teorema. En general, una axiomatizaciéon solo implica la existencia de una prueba

positiva para ver que algo es un teorema del sistema.

Definiciéon 1.4.17. (Conjuntos Y-maximales) Sea 3 un sistema l6gico. Un conjunto I' de for-
mulas es mazimal en ¥ (Not: Maxy I') si y solo si es Y-consistente y solo tiene extensiones

propias -inconsistentes. Formalmente, Maxy I" si y s6lo si
(1) CongTI.
(2) Para toda ¢ formula si ConyI' U {¢}, entonces ¢ € T.

Definicion 1.4.18 (Correctud). Sea ¥ un sistema de logica modal. Decimos que 3 es correcto
con respecto a una clase F de frames si y sélo si cada teorema de ¥ es valido en F. Es decir, si

para toda féormula ¢, Fx ¢ implica F I+ ¢.

Definicion 1.4.19 (Completud). Un sistema de logica modal X es fuertemente completo con
respecto a una clase F de frames (o modelos) si y so6lo si para todo conjunto de formulas T'U{¢},
si I' IFg @, entonces I' -y ¢, i.e. si ¢ es consecuencia seméantica de I' sobre F, entonces es

>-deducible a partir de I'.

Y X es (débilmente) completo con respecto a F si para toda formula ¢, si F IF ¢ implica que

Fs ¢.

Proposicion 1.4.20. Un sistema logico 3 es fuertemente completo con respecto a una clase de
estructuras F si y solo si todo conjunto de formulas T' tal que CongI' es satisfacible en alguna

estructura § € F.

Prueba. (<) Por contrapositiva. Supongamos que ¥ no es fuertemente completo con respecto

a una clase de estructuras F. Entonces existe un conjunto de formulas I' U {¢} tal que T' IFg ¢
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pero I' ¥y, ¢. Entonces CongI' U {—¢} (proposicion [1.4.14) (i) pero I' U {—¢} no es satisfacible

en alguna estructura § de F.

El Sistema S5

Haremos un pequeno estudio de un sistema légico de los mas sencillos: S5. Lo examinaremos
desde un punto de vista axiomético para ilustrar un poco mas las nociones que acabamos de
definir. Veremos una axiomatizacion, reglas de inferencia del sistema y varios teoremas. Una

axiomatizacién para S5 es la siguiente:

= Los axiomas son los esquemas:

T. O¢ — ¢.

5. Op — 006,

K. O(¢ = v) = (0o — Oy).
DFO. O¢ — —O.

PL. ¢. Donde ¢ es una tautologia (de la logica proposicional).

= Y las reglas de inferencia son:

¢
RN. D—¢
p—=1, 9
MP. ————
(4

Entonces cualquier formula instancia de un axioma es un teorema de S5, y las reglas de

inferencia nos dicen que cuando las hipétesis son un teorema, entonces la conclusién lo es.
Proposicion 1.4.21. S5 es un sistema ldgico modal.

Prueba. Para ver que es un sistema logico hay que ver que es cerrado bajo la regla de inferencia

RPL:
¢17 e ')gbn

RPL. ——— donde ¢ es una consecuencia tautoldgica de ¢1,..., ¢,.

¢
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Supongamos que ¢1, ..., ¢, son teoremas de S5 y que ¢ es consecuencia tautologica de ellos.
Esto implica que ¢ es verdadero en cualquier mundo de cualquier modelo en que ¢1,..., ¢, lo
sean, lo que implica que la formula ¢; — (... (¢, — @) ...) es una tautologia (€ PL), por lo que
es un teorema de S5. Y como ¢, ..., ¢, son teoremas, aplicando n veces MP, ¢ es un teorema,

por lo que S5 es cerrado bajo RPL .

Notese que MP es un caso particular de RPL (n = 2), pero RPL incluye los axiomas PL,
cuando n = 0. Asf que es indiferente si en nuestra axiomatizacién escogemos tener MP y PL o

solamente RPL. La primera es mas tradicional y la segunda més simple.
Como S5 es un sistema logico, tienen sentido las demas nociones que vimos anteriormente.

Recordando la definicion [I.4.16] de una demostracion, veremos como ejemplo la demostracion de
que el esquema TO: ¢ — Q¢ es un teorema de S5. Enunciaremos la secuencia finita de féormulas

y a la derecha anotaremos de qué axiomas o reglas de inferencia son instancias:

1.0-¢ — ¢ T
2. ¢ — -0 1, PL (contrapositiva)
3. O¢p s ~[ DF)
4.9 — Q¢ 2,3, PL (silogismo hipotético)

Otros ejemplos de demostraciones son las de los esquemas D: ¢ — Q¢ v B: ¢ — OO

Para ambas ya podemos usar T porque ya probamos que es un teorema.

Para D: O¢ — O¢:

1.0¢ — ¢ T
2.0 =00 TO
3.0¢ — 0o 1, 2, PL (silogismo hipotético)
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Y para B: ¢ — O0¢:

1.0¢0 — 000 5
2.9 — O¢ TO
3.0 — 000 1, 2, PL (transitividad de — )

Ahora, usando este método de demostraciéon, podemos enunciar més reglas de inferencia y

probar que S5 tiene esas reglas.

o=
Oé — Oy

¢ —1p
O «— Oy

RM.

RE.

Para ver que S5 es cerrado bajo las reglas RM y RE, hay que probar que la conclusiéon de

la regla es un teorema siempre que las hipétesis lo son.
Proposicion 1.4.22. S5 es cerrado bajo las reglas de inferencia RM y RE

Prueba. Primero veamos que tiene a RM:

1.9 — 9 hipo6tesis
2.0(¢ — ) 1, RN
3.0(¢ — ¥) — (o — Ov) K
4.0¢ — Oy 2, 3, MP
La prueba de que contiene regla RE se sigue directamente de la de RM. °

Otras reglas de inferencia importantes que tiene el sistema S5 pero que ya no nos detendre-

mos a probar, son las reglas RK y RR:

(Pr A ANp) = ¢

RK'(D@ A= ANO¢y) — O¢

(n>0)
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(pAY) = x

RR. (O¢ A Oy) — Ox

Otros teoremas son:

4. O¢ — 006 N. OT

M. O(p Av) — (06 A D) C. (Op A DY) — DS A )

Y otra axiomatizacién para el sistema, resulta de tener como axiomas a los esquemas T, B,
4, K, DF{), y PL y como reglas de inferencia a RN y MP. Si llamamos por un momento S5’
al conjunto de férmulas generadas por esta nueva axiomatizacion, es claro que todo teorema de
S5 es teorema de S5’ ya que probamos los axiomas y reglas de inferencia de S5’ a partir de
S5. Y el reciproco es muy sencillo de probar porque se reduce a ver que el esquema 5 es teorema
de §5’, cosa que no es diféil pero no haremos aqui. Con esto vemos que los dos sistemas son el
mismo y por lo tanto, no es més que otra axiomatizaciéon de S5.

Maés adelante en este trabajo estudiaremos otras légicas modales generadas por distintas

axiomatizaciones, agregando o quitando axiomas.
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Capitulo 2

Modelos

En este capitulo estudiaremos una de las estructuras seménticas que ya presentamos en el
capitulo anterior: los modelos. El estudio de este capitulo sigue el estudio hecho en |Blackburn
et al., 2002|, capitulos I y II. Veremos dos relaciones muy importantes en el contexto de los
modelos: equivalencia modal y bisimilitud. También definiremos otras maneras de relacionar
modelos y estableceremos las relaciones entre todas ellas en el sentido de la implicacién, pero
enfatizaremos mucho en la relacién entre equivalencia modal y bisimilitud. Estudiaremos la
expresividad modal de los modelos, es decir, veremos maneras de construir modelos que preserven

la satisfaccion de formulas modales.

También exploraremos la relacién que tiene la logica modal con la loégica de primer orden, a
través de la traduccion estandar y el Teorema de Caracterizacion de Van Benthem. Y veremos
dos resultados de que equivalencia modal implica bisimilitud pero no en el mismo modelo, si no
en otros lugares: en la extension a un ultrafiltro (por medio de la definicién y construccion de
modelos modalmente saturados) y en la ultrapotencia (por medio de la definicion y construccion

de modelos w-saturados).

Y cerraremos el capitulo viendo qué propiedades tienen que cumplir los modelos para que

puedan ser definibles por un conjunto de férmulas modales.
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2.1. Operaciones que preservan satisfaccion de férmulas

Se dice que una propiedad es preservada en dos estructuras si la segunda estructura tiene la
propiedad siempre que la primera la tiene. Y se dice que una propiedad es invariante bajo una
operacion cuando la propiedad se preserva en ambas direcciones entre la estructura original y
la estructura resultante de haber aplicado la operaciéon. Entonces, nos interesa ver cuando dos
estructuras o dos puntos en distintas estructuras son “indistinguibles” para el lenguaje modal,

en el sentido de que satisfacen las mismas férmulas.

Definicion 2.1.1 (Teoria semantica). Sea 7 un tipo de semejanza modal, 9 y 9" 7-modelos
y wy w' estados en M y M’ respectivamente. Se define la 7-teoria (semdntica) de w como el
conjunto de todas las férmulas que son satisfechas por w en M, i.e. {¢ | M, w IF ¢ }. Decimos
que w y w' son modalmente equivalentes (Not: w «~ w') si sus teorias son iguales, es decir, si
(61wl o} ={o| M I ¢}.

La 7-teoria de un modelo M es el conjunto de 7-férmulas satisfechas por todos sus esta-
dos, esto es, {¢|M I ¢}. Y finalmente, dos modelos M y M’ son modalmente equivalentes

(MM «~ M) si tienen las mismas 7-teorfas.

En este momento la propiedad que nos interesa que sea preservada por las estructuras es
la satisfaccion de férmulas, es decir, nos interesa que la estructura original y la estructura
resultante de aplicarle alguna operaciéon sean modalmente equivalentes. Veremos tres maneras

de operar modelos para obtener nuevos.

Uniones Ajenas

Definiciéon 2.1.2 (Dominios Ajenos). Sean, 7 un tipo de semejanza y M = (W, Ra, V) aer
y M = (W', R\, V') prer dos T-modelos. Decimos que M y M’ tienen dominios ajenos si

Wnw' =10.

Definicion 2.1.3 (Unién Ajena). Sea M; = (Wy, Ra,, Vi)a,er (1 € I) una coleccion de
7-modelos con dominios ajenos. Definimos un modelo que llamaremos la unidon ajena como
W; M = (W,RA,V)aer donde W = | J,o; Wi, por cada A € 7, Ra = U;c; Ra, ¥ para cada
atomo p, V(P) = Uiel Vi(p).

23



Ejemplo 2.1.4. Tenemos estos dos modelos, 9t y 91 del lenguaje basico modal, donde las flechas

denotan las R o R'-transiciones, respectivamente:

m : N :

Como sus dominios son ajenos, podemos construir su unién ajena, 9t W I

My N

Y como no se altera la manera en que los estados de cada modelo estdn relacionados, ni
la manera en que esta distribuida la informacion atémica (los atomos o letras proposicionales
que son verdaderos en cada mundo), entonces el modelo 9 W N junta la informacion de ambos
modelos sin cambiarla. Como acabamos de construir un modelo nuevo a partir de un par ya
existente, siguiendo la linea del estudio de la satisfacciéon de férmulas, es natural preguntarse si
las férmulas que se satisfacen en algiin mundo de algiin modelo original son las mismas que se
satisfacen en el mismo mundo del nuevo modelo; y viceversa. La respuesta es si y lo probamos

a continuacion.

Proposicion 2.1.5. Sean 7 un tipo de semejanza modal y para cada © € I, 9M; un T-modelo.

Entonces, para toda formula ¢, para cada i € I y cada w de M;, tenemos que M;, w - ¢ si y

solo si |f, M, w - .

Prueba. Sean i € I, w € M; y ¢ una 7-férmula. La prueba se hard por induccién sobre la com-
plejidad de ¢. Si ¢ es una letra proposicional p € ®, entonces M, w I p, si y solo si w € V;(p), si
y solo si w € (J;c; Vi(p), siy solo si lf); M, w I-p. Si ¢ es L, ¢ es falsa en todo mundo de ambos
modelos, asi que ya tenemos la equivalencia. Ahora, supongamos que la equivalencia se da para
formulas que tienen a lo més n conectivos (n € w). Asi, hay que probarlo para formulas con n+1
conectivos. Caso 1: supongamos que ¢ es de la forma —; entonces 9M;, w IF =) si y solo si no su-

cede que 9M;, w I- 1), pero como ¥ es una férmula de a lo méas n conectivos, entonces 0;, w W 1 si

24



y solo si no sucede que |4, M;, w I ¢ siy solo si [, M;, w IF ). Caso 2: si ¢ es de la forma 1V x,
entonces M, w - V x siy solo si M, w IF Y o M;,w Ik x vy por hipdtesis de induccién, esto
sucede si y solo si 4, M, w I- 9 o 4, My, w Ik x siy solosi 4, My, w I 1)V x. Finalmente para el

altimo caso: si ¢ es de la forma A(¢1, @2, ..., ¢p); supongamos primero que M, w |- ¢, entonces
existen wy, wa, ..., w, en W; tales que Ra,(w, w1, ws,...,wy,) y M, w; |- ¢; para toda j en
{1,...,n}, esto implica que hay wi,ws, ..., w, € J;c; Wi = W tales que Ra(w, w1, w2, ..., wy)

y por hipotesis de induccion, W, M, w = A(é1,¢2,...,¢y,). Para la otra implicacion, su-
pongamos que |4, M, w - A(¢1, ¢, ..., ¢n), entonces existen wi,ws, ..., wy € (J;c; tales que
R, (w,wi,wa,...,wy) v ;M wj Ik ¢; para toda j € {1,...,n} y para alguna k € I; como
los universos son ajenos, y w € Wj, entonces Ra,(w,wi, wa,...,wy) ¥ Wi, w2,...,w, € Wj,
ademés, por hipotesis de induccion, M, w; I+ ¢; para toda j € {1,...,n}, por lo tanto
M, w Ik A1, d2,...,6n). Y con esto concluimos que la equivalencia sucede para todo i € I,

para toda fémula ¢, y todo estado w € ;. °

Este tipo de pruebas se hardn muy a menudo y de ahora en adelante no tan detalladas. Usual-
mente los casos base, (para p € ® y la constante L) y los casos para operadores booleanos,
son triviales y no tiene sentido escribirlos a detalle; el que mas nos interesara sera el caso para
operadores modales y normalmente ese si se abordara con suficiente detalle.

La proposiciéon anterior nos dice que la satisfaccion de férmulas modales es invariante bajo
uniones ajenas o en otras palabras, que cualquier uniendo es modalmente equivalente a la unién

ajena.
Submodelos Generados

Con las uniones ajenas somos capaces de construir modelos mas grandes que los que ya
tenemos, es decir, modelos con més puntos. Ahora haremos lo inverso, construir modelos mas
pequenios, de manera que se preserve la satisfacibilidad. Dicho de otra manera, veremos una

manera segura de deshacernos de mundos sin afectar la satisfacibilidad de féormulas.

Definicién 2.1.6 (Submodelo). Sean, 7 un tipo de semejanza y § = (W', R\ )acr v
§ = (W', R)\)rner T-frames. Decimos que §' es subframe de § si y solo si W C W, para cada

A €1, R\ eslarestriccion de R, es decir, R\ = Ra N (W' x W').
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Y para cualesquiera dos modelos 9t = (F,V) y M = (F, V'), M es submodelo de M si § es
subframe de § y V' es la restriccion de V' a W', es decir, para toda p € ®, V'(p) = V(p) "N W".

Definicién 2.1.7 (Submodelo Generado). Sea, T un tipo de semejanza modal. Decimos que un
modelo M = (W', R\, V') per es un submodelo generado de un modelo M = (W, Ra, V) per

(Not: 9 — 9M) si y solo si M’ es submodelo de M y para todo A € 7 se cumple que:
si u€M y Ra(u,uy,...,uy), entonces uy,ug, ..., u, € M.
En el lenguaje béasico modal, esta tltima condicion de la definicion quedaria determinada como:
Si we M y Rwv, entonces v e M.

Si 91 es un modelo y X un subconjunto del dominio de 9N, el submodelo generado por X
es el menor submodelo generado de 9 cuyo dominio contenga a X. Por ultimo, un modelo con
raiz es un modelo que es generado por un conjunto unitario, cuyo tnico elemento es llamado
la raiz del modelo. Analogamente surgen las nociones de frame generado por un conjunto X y

frame con raiz (es la misma nocion pero dejando de lado a la valuacion).

Otra manera de ver a un frame con raiz (cuando el tipo de semejanza 7 solo contiene
diamantes) es a partir del conjunto de puntos alcanzables desde un estado. Un camino en un
frame § = (W, R<ai>)<ai>67 es una secuencia finita @ = woR,, w1 ... Ry, wi, donde w; Rg, wit1
para algunos operadores modales (a1), ..., (ax) € 7; un camino de este tipo tiene longitud k y
raiz wp. Un camino de longitud cero, es nada méas su raiz @ = (wgp). Para un mundo w € W
denotamos por W[w] al conjunto de todos los caminos con raiz w. Para todo camino @ (de
longitud k) definimos la funcién ‘estado terminal’ f como f(w) = wg, que manda cada camino a
su estado terminal. De este modo, W [w] = {f ()& € Ww]} es el conjunto de todos los puntos
que son alcanzables desde w. Y a M’ el submodelo generado de M, un 7-modelo basado en el
frame §, tal que tiene como universo a Ww]| y las relaciones y valuacion estan definidas como
usualmente (las restricciones de las originales al nuevo universo), lo llamaremos el submodelo

generado por w.
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Proposicion 2.1.8. Sean, T un tipo de semejanza modal y I y M’ T-modelos tales que M’ es
un submodelo generado de 9. Entonces, para cada formula modal ¢ y cada elemento w de M,

tenemos que M, w - ¢ & M, w - ¢.

Prueba. Haremos la prueba por induccién sobre la complejidad de la férmula ¢. Entonces, sean
M = (W, R\, V)aer y M = (W,Ra, V) per tales que M — M y sea w € M. Si ¢ es un
atomo p € ®, entonces M, w |- p, si y solo si w € V'(p), siy solo si w e V(p) N W, siy solo
siw € V(p), siy solosi M wlkp. Si¢ges L, esclaro. Ahora suponemos que la equivalencia se
da para formulas con n conectivos. Si ¢ es de la forma —): 9V, w Ik =) si y solo si no sucede
que M, w IF 9, por hipotesis de induccién, esto equivale a que no 9, w IF 1) y por definicién, es
equivalente a que 9, w I —p. Si ¢ es de la forma 1p V x: M, w -1 V x siy solo si M, w I+
o M, w Ik x lo cual, por hipétesis de induccion, sucede si y solo si M, w 1= o M, w |- x y por
definicion es equivalente a que M, w I 1 V x. Finalmente, si ¢ es de la forma A(¢1, @2, ..., dn):
M, w Ik ¢ siy solo si existen wi, ws, ..., w, € W’ tales que R (w,w1,...,w,) y M, w; I+ ¢;
para toda ¢ € {1,...,n}, si y solo si existen wy,ws, ..., w, € W tales que Ra(w,ws,...,wy)
(yaque W C Wy R, =RaN(W xW))y M w,; - ¢ para todai € {1,...,n} lo que por

hipétesis de induccion, equivale a que < 9, w IF ¢. Con esto queda probada la equivalencia.

Al igual que en el caso de las uniones ajenas, este resultado nos dice que la satisfacciéon
modal es invariante bajo submodelos generados. Hay que notar ademés que las uniones ajenas
son un caso particular de esto, ya que en un modelo que sea unién ajena de otros, cualquier

uniendo serd un submodelo generado de la unién ajena.

Morfismos

La idea de morfismo o funcién que preserva estructura siempre es muy importante en mate-
méticas. Ahora veremos qué tipo de morfismos son adecuados para los operadores modales, es
decir cudles preservan satisfaccion. Iremos aproximando esa idea empezando por la idea general
de homomorfismo, luego homomorfismo fuerte, encaje e isomorfismo, para llegar a morfismo

acotado, que sera el de mayor interés.
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Definicién 2.1.9 (Homomorfismo). Sean, 7 un tipo de semejanza modal y 9t y 9’ dos 7-
modelos. Un homomorfismo f de MM en M (Not: f : M —p, M’) es una funcion de W en W,

que cumple las siguientes condiciones:

(i) Para cada letra proposicional p y cada elemento w de 9, si w € V (p),

entonces f(w) € V/(p).

(ii) Para cada n > 0, cada A € 7 n- ario, y cada (n + 1)-ada @w de M, si w € Ra, entonces

f(w) € R\. (La condicion de homomorfismo).

En este caso llamamos a 90 la fuente y a M’ el objetivo. Para el lenguaje basico, la condicion

de homomorfismo es la siguiente:

Si Rwv, entonces R'f(w)f(v).

Esta condicién asegura que se preserven en el objetivo los vinculos relacionales de la fuente.

Siguiendo el razonamiento que hemos hecho de cada operacién presentada, toca preguntarnos
si la satisfaccion de formulas modales seréd invariante bajo homomorfismos. La respuesta es que
no, ya que la estructura de la fuente se refleja en el objetivo pero no al revés. El siguiente ejemplo

lo esclarece.

Ejemplo 2.1.10. Consideremos los siguientes modelos:

M : m’ -

S\

N
-

ep
/
)

Se+—— o8

[ ]
vy v

—_

Y consideremos el lenguaje LM (19, ®) donde ® = {p} y valuaciones V y V' tales que
V(p) = {v} y V'(p) = {vh}, ademas tomemos la funcion f : M — M’ tal que f(w) = w' y
f(v) = vh. Es facil ver que f es un homomorfismo y ademas que 9, w I+ Op pero M, f(w) ¥ Op,

por lo que w y f(w) no son modalmente equivalentes.

Ahora haremos mas fuerte la definicién. La manera natural de hacer esto es convertir las impli-

caciones en equivalencias:
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Definicion 2.1.11 (Homomorfismo fuerte, encaje e isomorfismo). Sean, 7 un tipo de semejanza
modal y 9y M’ 7-modelos. Un homomorfismo fuerte de M en M’ (Not: f: M —pp M) es un

homomorfismo f : 9 —p, M’ que cumple las siguientes versiones mas fuertes de (i) y (i):

(1) Para cada letra proposicional p y cada elemento w de 0, w € V(p), si y sélo si

f(w) € V'(p).

(1i) Para cada n > 0, cada A € 7 n- ario, y cada (n + 1)-ada w de M, w € RA, si y solo si

f(w) € R\. (La condicion de homomorfismo fuerte).

Decimos que un homomorfismo fuerte f : 9 —4r MM’ es un encaje de M en M’ si es inyectivo.
Y un isomorfismo es un homomorfismo fuerte biyectivo. En tal caso, decimos que 9% y 9’ son

isomorfos (Not: 9t = N).

Esta vez la condicion (ii) en el lenguaje basico modal dice:
Ruwv siy solo si Rf(w)f(v).

Esta definicién nos asegura que se preserven los vinculos relacionales de la fuente al objetivo

y viceversa. Asi que, esta vez si tenemos algunos resultados de preservacion de satisfaccion.
Proposicién 2.1.12. Si 7 es un tipo de semejanza modal y M y M’ son T-modelos, entonces:
)

(I) Para todo w en M y w' en M, si hay un homomorfismo fuerte suprayectivo

[0 —pp M tal que f(w) = w', entonces w y w' son modalmente equivalentes.
(II) Si M= M, entonces M «~» M

Prueba. Para (I): supongamos que existe f : 9 — P homomorfismo fuerte suprayectivo.
Hay que probar que 9, w IF ¢ si y solo si M, w’ I+ ¢ para toda 7-formula ¢. Procederemos
por induccién sobre ¢. Si ¢ es una letra proposicional o la constante 1, es trivial y para ope-
radores booleanos es rutinario. El caso de interés es cuando ¢ es de la forma A(¢q, 2, ..., dn):
supongamos que 9, w I ¢, entonces existen wy,...,w, € W tales que Ra(w,wi,...,wy,) y
M, w; |- ¢; para toda i € {1,...,n}, por la clausula (i) de la definicion tenemos que

R\ (f(w), f(w1),..., f(w,)) y por hipotesis de induccion, M, f(w;) IF ¢;, lo que implica que
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M, f(w) IF ¢. Ahora para la conversa, si M, f(w) Ik ¢, existen wi,wh,...,w), € W’ tales
que R, (f(w),w],...,w},) vy para cada i € {1,...,n}, M, w, IF ¢;. Como f es suprayectiva,
hay wi,...,w, tales que f(w;) = w), para toda i. Asi, Ra(wi,...,wy) por la clausula (i7)
de la definicion y por hipétesis de induccion, MM, w; |+ ¢; para toda i. Por lo tanto
M, w - A(p1, ..., Pn), con lo que queda demostrado (I).

La demostracion de (1) se sigue directamente de (I). o

Pero este resultado no satisface completamente nuestras necesidades, en el sentido de que si
preserva la satisfacibilidad modal pero aun hay muchos morfismos que preservan satisfacibilidad
de formulas y que no cumplen con ser homomorfismos fuertes, es decir, la nocién de homomor-
fismo fuerte es demasiado fuerte. El concepto que definiremos a continuacién es un poco mas

sutil.

Definicién 2.1.13 (Morfismo Acotado). Sean, 7 un tipo de semejanza modal y 9 y O
7-modelos. Un morfismo acotado (Not: f : 9T — ') es una funcion f de MM en M’ que

cumple:

(i) wy f(w) satisfacen los mismos atomos.
(ii) Para todo A € 7, Ra(w,wr, ..., w,) implica R/ (f(w), f(w1),..., f(wn)).

(iii) Si R\ (f(w),w],...,w)) entonces existen wi, ..., wy tales que Ra(w,wi,...,w,) y

f(w;) = w, para toda i € {i,...,n}. (La condicién hacia atrds)

Si existe un morfismo acotado suprayectivo f : 9 — M. decimos que M’ es una imagen
b

mdrfica acotada de 9 y lo escribimos como M — N’

La idea de la condicion hacia atrds es muy importante para la loégica modal y es la idea bésica

de las bisimulaciones, que presentaremos un poco mas adelante.

Ejemplo 2.1.14. Veamos un ejemplo de un morfismo acotado en el lenguaje basico modal

donde ® = {p}. Consideremos a los modelos M = (W, R, V) y M’ = (W', R, V') tales que:
» W=N, Rmnsiysolosin=m+1y V(p)={n€N|nespar}
= W= {670}7 R = {(670)7 (Oa 6)} y V/(p) = {8}

30



m’ .

Y sea f: 9 — M definida de la siguiente manera:

e sl nespar
fn) =

0 sl n esimpar

Es facil ver que f no es un homomorfismo fuerte. Sin embargo, si es un morfismo acotado,
para ello tiene que cumplir las condiciones (i), (ii) y (i) de la definicion[2.1.13] La condicién (i)
se cumple trivialmente. Para la segunda condicion, si Rmn, suponiendo que m es par, f(m) =e
y n=m+1, por lo que n es impar y f(n) = oy efectivamente R'(f(m), f(n)); si m es impar,
es andlogo. Para (iii), sea n un elemento arbitrario de W tal que R'(f(n),w). Supongamos que
n es par, entonces f(n) = e y w tiene que ser o, y como n es par, n+ 1 es impary f(n+1) = o,

entonces n+1 es el elemento que buscamos. El caso en que n es impar es completamente anélogo.

En la siguiente proposicién vemos que las formulas modales son invariantes bajo morfismos

acotados.

Proposicion 2.1.15. Sean, 7 un tipo de semejanza modal y M y M’ T-modelos tales que
f 9 — M es un morfismo acotado. Entonces, para cada T-férmula ¢ y cada elemento w de

M, tenemos que M, w Ik ¢ si y solo si M, f(w) Ik ¢.

Prueba. Supongamos que M y M’ son 7-modelos y w € M. Procedemos por induccion sobre
¢. El caso base y los casos para operadores booleanos son inmediatos. Nos concentraremos en
verificar la equivalencia para cuando ¢ es un operador modal de aridad n, es decir ¢ es de la
forma A(¢1,...,0n).

(=) Supongamos que MM, w I ¢, entonces existen wy, we, ..., w, € W tales que

Ra(w,wi,...,wy) y para toda i, M, w; I ¢;. Por la clausula (i7) de la definicion [2.1.13
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R, (f(w), f(w1),..., f(wy)) y por hipotesis de induccion, M, f(w;) IF ¢;. Entonces
M, f(w) IF ¢.

(<) Supongamos ahora que M, f(w) I ¢, entonces existen wi,. .., w,, tales que
R\ (f(w),w), ...,w),) y M, w, IF ¢; para toda i. Por (i7i) de la definicion [2.1.13] existen
wi,...,w, € W tales que Ra(w,wi,...,w,) y f(w;) = w} para toda i € {i,...,n}; y por

(
hipotesis de induccion, 9, f(w;) I+ ¢; para toda i. Asi, M, w Ik ¢. Y queda entonces demostrada

la equivalencia. °

Ahora veremos unas aplicaciones de los resultados de invarianza de féormulas modales que aca-

bamos de obtener.

Como primer aplicacién de los submodelos generados y morfismos acotados, mostraremos que
toda formula satisfacible, es satisfecha en un modelo tipo drbol. Es decir, que las 16gicas modales

tienen la propiedad del modelo tipo arbol.

Si 7 es un tipo de semejanza que solo contiene diamantes, es decir que si M = (W, Ry, Ra, ..., V)
es un 7-modelo, entonces R; es una relacion binaria en W para toda ¢. Entonces, decimos que

9 es un modelo tipo arbol si la estructura (W,J; R;, V') es un arbol.

Proposicion 2.1.16. Sea 7 un tipo de semejanza que contenga solo diamantes. Entonces para
cualquier modelo con raiz M, existe un modelo tipo drbol tal que M’ — M. Asi, cualquier formula

satisfacible es satisfacible en un modelo tipo drbol.

Prueba. Sea w la raiz del modelo. Construiremos el modelo 9 como sigue: los mundos de

9 seran las sucesiones finitas (w,uq,...,u,) tales que n > 0 y para algunos operadores mo-
dales (a1),(a2),...,{an) € 7 hay un camino wR, uj... Ry, uy, en M. Para cada (a) € T,
(wyup, ..., up) R (w,v1,...,0,) siysblosim =n+1yu = v; para todai = 1,...,ny

Ryunvp,. Es decir, R), relaciona dos sucesiones si la segunda extiende a la primera con un esta-
do de M que es sucesor (en M) del ultimo estado de la primera secuencia. Y para definir V|
tenemos que (w,u1,...,u,) € V/(p) si y solo si u, € V(p) para toda p € .

Es facil ver que el morfismo ‘estado terminal’ f : 9V — 9 definido como anteriormente
((w,u1, ..., up) — uy) es un morfismo acotado suprayectivo. Las primeras dos condiciones de

la definicion [2.1.13] (de morfismo acotado) son triviales por como construimos a M. Probaremos
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unicamente la tercera. Sea (a) € 7, supongamos que u = f((w,u1,...,up)) (v = uy, por la
definicion de f) y uR,v para algin v € 9, entonces (w,uq,...,u,v) es un mundo de M’ y
ademas (w,uy,...,up—1,u) R, (w,u1,...,u,v)y f((w,u1,...,u,v)) = v, por lo tanto, f es un
morfismo acotado. También es facil ver que es sobre. Asi, por la proposicién M y M son
modalmente equivalentes.

Para ver que toda 7-férmula satisfacible es satisfacible en un modelo tipo arbol, supongamos
que ¢ es una férmula satisfecha en algiin 7-modelo 9t en un punto w de M. Consideremos M,
el submodelo generado por w. Por la proposicién My, w Ik ¢, y M, es un modelo con raiz
y podemos construir un modelo tipo arbol 9, que siga haciendo verdad a ¢ como lo acabamos

de describir. °

Esta manera de construir un modelo tipo arbol es muy usada y se le llama desdoblamiento o

desenmaranamiento de drbol.

Operadores modales no definibles

Otra aplicaciéon de la preservaciéon de satisfacccion bajo las operaciones que vimos, es que se
pueden usar para probar que hay operadores modales que no pueden ser definidos a partir de

otros.

Ejemplo 2.1.17. Los operadores modales definidos son abreviaturas de otros que nos seran
utiles, por ejemplo, sabemos que (¢ es la abreviatura para —Q—¢; o también definimos re-
cursivamente a partir de Q¢ el operador modal ("¢ para n € w (véase la definicion . Y
mientras que para mostrar que un operador modal es definible a partir de otro(s) basta con dar
la definicién, no es tan facil mostrar que un operador modal no es definible. Para esto usaremos
los resultados de invarianza que acabamos de presentar. Para este ejemplo, consideremos el ope-
rador modal global. El diamante global (denotado por E) tiene como relacion de accesibilidad,

la reacion universal W x W (i.e. Rgp =W x W). Asi:
M, w Ik E¢ siy solo si M, v - ¢ para algin estado v de IN.
Su dual, la caja global (denotado por A), se interpreta como sigue:

M, w - Ap si y sblo si M, v Ik ¢ para todo estado v de M.
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Este operador modal no es definible en el lenguaje bésico modal. Lo interesante es como probarlo:
haremos uso de la proposiciéon Supongamos que podemos definir A. Bajo esta suposicion,
tendriamos una expresion «(p) que solo consistiera de simbolos del lenguaje basico tal que para
cualquier modelo M, M, w |- «a(p) si y solo si M Ik p. Esto nos llevara a una contradiccion.
Sea 91 un modelo tal que p sea verdad en todas partes y e uno en el que p sea verdad en
ninguna parte. Si w es un punto de 9y, tenemos que My, w I- ap), como «(p) contiene puros
simbolos del lenguaje basico modal, por la proposicion tenemos que My W Mo, w I- a(p).
Lo anterior implica que 9ty WMy, v IF p para todo v € My, lo que por la proposiciéon [2.1.5) nos
dice que My IF p, que es la contradiccidén que buscdbamos. Y como A no es definible y su dual
es E, entonces E tampoco es definible. Asi, la caja y el diamante global no son definibles en el
lenguaje béasico modal. Si se quisiera tener el operador modal global, se tendria que introducir
como primitiva o restringir el estudio a clases de modelos donde si sea definible, pero esto no es

lo que queremos ilustrar en este momento.

Ejemplo 2.1.18. Recordando el lenguaje bésico temporal, igual que en el ejemplo anterior,
probaremos que el operador modal que mira para atras (P) no puede ser definido en términos
del operador ¢ que mira hacia enfrente. Primero recordemos la clausula de satisfaccion del

operador modal P:

M, w Ik P siy solo si existe v tal que Rvw y M, v I+ ¢,

donde R seria la relacion asociada al operador modal ¢. Suponiendo que si se puede definir P en
términos de Q, tendriamos una expresion 3(p) que solo consistiera de simbolos del lenguaje bésico
(4tomos, la constante L, operadores booleanos y el operador modal ¢) tal que 9, w IF B(p) siy
solo si existe v tal que Row AN, v I p. Sea My = (W, R, V') un modelo con raiz wy, tal que R es
transitiva y tal que p es cierto solamente en wy. Sea w # wy. Tenemos que My, w I+ 5(p) porque
la relacion es transitiva. Y ahora consideremos 92 el submodelo generado por w. Entonces
Mo, w W B(p) porque no hay v € My tal que Rvw. Pero como v € My y My — My, por prop.
, B(p) deberia ser satisfecha en My por w. Lo que es una contradiccion y muestra usando

invarianza bajo submodelos generados que P no puede ser definida a partir de .

34



2.2. Bisimulaciones

Los resultados de invarianza que acabamos de ver tienen en comiin que tratan con cier-
tas relaciones entre modelos en las que en los estados ‘relacionados’ se satisfacen los mismos
aAtomos y siempre que se puede hacer una transicién en un modelo, se puede hacer una tran-
sicién correspondiente en el otro modelo. Esta es la idea béasica de una bisimulacién: que los
estados relacionados tengan la misma informacién atémica y que se puedan hacer transiciones

correspondientes entre los estados de ambos modelos.

Definiciéon 2.2.1 (Bisimulacion). Sean, 7 un tipo de semejanza modal y 9t = (W, RA, V) aer
y M = (W', Ry, V') ner T-modelos. Una relacion binaria no vacia Z C W x W’ es una bisimu-

lacion entre M y M’ (Not: Z : M = M) si ocurre:
(i) Si wZw', entonces w y w’ satisfacen las mismas letras proposicionales.

(ii) Si wZw'y Ra(w,wi,wa,...,w,) entonces existen wj, wh,...w, € W’ tales que

R\ (W' wy, ..., w),) y w;Zw, para toda i = 1,...,n. (la condicion hacia adelante).

(iii) Si wZw' y R\ (w',w},wh,. .., w;,) entonces existen wi, wo, ..., w, € W tales que

RA(w, w1, wa, ..., wy) y wiZw, para toda i = 1,...,n. (la condiciéon hacia atrds).

Cuando una bisimulacién Z relaciona dos estados w € M y w' € M, se dice que w y w’
son bisimilares y se escribe Z : M, w = M, w’ o simplemente w = w’ si el contexto es claro. Si
existe una bisimulaciéon Z tal que Z : M, w = M, w’, lo abreviamos como M, w = M, w'. Y

de igual manera, si existe una bisimulacion entre 9 y 9" simplemente escribimos 9t = 9.

Para concretar un poco este concepto pensemos en el lenguaje basico modal, las tres clausulas

de bisimulacién quedarian determinadas como sigue:
(") Si wZw', entonces w y w’ cumplen los mismos dtomos.
(ii") SiwZw'y Rwv entonces existe v’ € W’ tal que R'w'v’ y vZv' (la condicion hacia adelante).

(iii’) Si wZw' y R'w'v' entonces existe v € W tal que Rwv y vZv' (la condicion hacia atrds).

El siguiente esquema ayuda a ver graficamente la condiciéon hacia atras:
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La idea es que el diagrama siempre debe estar completo, es decir, si tenemos una trayectoria en
M por Ry de M a M por Z, esta debe completarse reflejandose por el ‘eje horizontal’ y el

‘eje vertical’.

Ejemplo 2.2.2. Los modelos 9 y M’ de la Figura son bisimilares,. Para probarlo basta
con dar la relaciéon Z que relacione a los estados de 9 y los de M’ y que cumpla con las
tres condiciones de la definicién [2.2.1] (en este caso las condiciones ('), (i7') y (iii') dadas
anteriormente, porque los modelos son del lenguaje béasico modal). La relacion es

Z ={(1,a),(2,b),(2,¢),(3,d),(4,¢),(5,e)} y es facil ver que cumple las tres condiciones.

( q\ ( q 1
[ ] [ ]
/4 /b\
12 3\ a\ /d e
q q
L] [ d
& 5J - ¢ J

Figura 2-1: Modelos Bisimilares

Ya que hemos entendido qué es una bisimulacién, podemos darnos cuenta de que las cons-
trucciones presentadas en los resultados de invarianza (uniones ajenas, submodelos generados, y

morfismos acotados) son todas bisimulaciones. Esto lo probaremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.3. Sea 7 un tipo de semejanza modal y sean M, M, y M; coni € I, T-modelos,

entonces:
(1) Si9M =M, entonces M = M.
(1t) Para todo i € I y todo w € My, My, w = 4, M;, w.
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(iii) Si M — M, entonces M, w = M, w, para todo w € M.

(iv) Si M — M, entonces M, w = M, f(w) para todo w € M.

Prueba. Para (i). Como 9 = MV, entonces existe f : M — M’ homomorfismo fuerte biyec-
tivo. Es facil ver que la misma f nos da la bisimulacién buscada. La primera condicién de la
definicién estd dada trivialmente por la primera condicién de ser homomorfismo fuerte.
Para la segunda, se usa la condicion de homomorfismo fuerte y para la tercera, la condicion de
homomorfismo fuerte junto con que f es biyectiva.

Para (i7). Sea i € I y w € 9M;, definimos la relacion Z = {(w,w)|w € M;}. Para ver
que es bisimulacién: la primera condiciéon se da trivialmente, luego para la condicién hacia
adelante, si Ra, (w, w1, ...,w,) entonces Ra(w,wr,...,w,) por la definicion de Ra y para la
condicion hacia atras, si Ra(w, w1, ..., wy,) como los dominios son ajenos y w € 9, entonces
R (w,wy, ..., wy). Y asi, My, w = 4, M, w.

Para (ii7). Tomamos Z = {(w,w)|w € 9M'}. Las primeras dos condiciones de la definicion
[2:2.7]son triviales y muy similares al caso anterior. La tercera también es facil usando la condicion
de ser submodelo generado.

Y por ultimo, para (iv), como M — M, existe f un morfismo acotado suprayectivo. Esa

misma f es la bisimulacién. La prueba es trivial con las tres condiciones de morfismo acotado. e

Teorema 2.2.4. Sean, T un tipo de semejanza modal y M y M’ T-modelos tales que M = M.
Para toda T-formula ¢ y para cualesquiera w € W y w' € W' se cumple que w = w' implica

w e w'.

Prueba. Por induccién sobre ¢. Si ¢ es una letra proposicional, es inmediato por la condicién
(7) de la definicion Para 1 es trivial. Y si ¢ tiene s6lo operadores booleanos es facil por la
hipotesis de induccion.

Nos concentraremos en el caso en que ¢ es de la forma A(¢q, ..., ¢n).
(=) Supongamos que M, w I ¢, entonces existen wy, ..., w, tales que Ra(w,...,w,) y
M, w; - ¢; para ¢ = 1,...,n, luego por la condicién hacia adelante, tenemos que existen
wh,...,w, € W tales que R (w',wf,...,w;,) y w; = w; para toda i, entonces por hipotesis de

induccion, M, w} Ik ¢; para toda i, y asi, M, w' - A(¢1,. .., dn).
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(<) Para la conversa, supongamos que 9, w' I+ ¢, entonces existen wi,...,w,, € W’ tales

que R (w',wl,...,w)) y M, w, - ¢; para toda i = 1,...,n, y por la condiciéon hacia atrds,
existen wy, ..., w, € W tales que Ra(w,wy,...,w,) y w; = w, parai=1,...,n, entonces por
hipétesis de induccion, 9, w; |- ¢; para toda i = 1,...,n y por lo tanto, M, w I+ ¢. °

Este teorema nos dice que la satisfaccion es invariante bajo bisimulaciones, lo que nos da,

junto con la proposicién [2.2.3] una prueba alternativa para las pruebas de la invarianza bajo

uniones ajenas, submodelos generados y morfismos acotados (proposiciones|2.1.52.1.8/y[2.1.15]).

Ahora es prudente preguntarnos si el reciproco del teorema [2.2:4] es verdadero, es decir, si
tenemos dos modelos que son modalmente equivalentes, jentonces son bisimilares? la respuesta

es que no y quedara maés claro en el siguiente ejemplo.

m R

Figura 2-2: Modelos modalmente equivalentes y no bisimilares

Ejemplo 2.2.5. Consideremos el lenguaje basico modaly trabajemos con un conjunto de ato-
mos vacio. Definamos los modelos MM y 91 como en la figura 2-2] donde las flechas denotan
R-transiciones. Ambos modelos tienen, para cada n > 0 una rama finita de longitud n, pero la
diferencia es que N tiene una rama de longitud infinita. No es dificil mostrar que w y w’ son
modalmente equivalentes. Pero a pesar de que son modalmente equivalentes, no hay una bisi-
mulacion entre 9T y I que los relacione. Supongamos que hay una bisimulaciéon Z que relaciona

awy w'. Como wRw' ,por la condicion hacia atras,hay vy tal que wRvg y v9Zv(, donde vj es el
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primer sucesor de w’ en el camino infinito de Y. Supongamos que n es la longitud del camino
(maximal) que va por w y vg y sean w, v, . .., vp—1 los puntos del camino. Como vy Rv1, hay v}
tal que v(R'v] y v1Zv]. De esta manera, aplicando las condiciones de bisimulaciéon n — 1 veces,
obtenemos puntos v}, ...,v]_; tales que forman un camino de w’, por v, en la rama infinita de
N tales que w' Ru RV R ... Rul,_ vy v;Zv} para toda i. Ahora, sea z el sucesor de v],_; entonces
existe v, € M tal que v,_1Rv, v v,Zx lo cual es una contradicciéon porque el camino ya era

maximal.

Sin embargo, se puede dar una “versiéon restringida”’ del converso del teorema. Ya que, al
menos en el ejemplo, el problema parece ser la rama infinita; para 7 un tipo de semejanza y
M un 7-modelo, decimos que M es 1magen finito si para cada estado w en M y cada operador
A € 71, el conjunto {(v1,...,v,)|Ra(w,v1,...,v,)} es finito. Notese que la restriccion no esta

en la cantidad de relaciones que tenga el modelo, si no en que todas sean imagen finitas.

Teorema 2.2.6 (De Hennessy-Milner). Sea 7 un tipo de semejanza modal y sean M y M’ dos

modelos imagen finitos. Entonces para todos w € M y w' € M, w 2= w' si y solo si w « w'.

Prueba. (=) Esta implicacion esta dada por el teorema m

(<) Veamos que la misma relacion «~ es una bisimulacion, i.e. que cumple las tres condiciones
de la definicion [2.2.1] Supongamos que w «~ w’; la primer condicion es trivial ya que si w y

w’ satisfacen las mismas féormulas, en particular satisfacen los mismos atomos. Para la segunda,

supongamos que Ra (w, w1, ..., wy); para probarla por contradiccion, supongamos que no existe
n-ada (wf,...,w;,) en M’ tal que R, (', w),...,w]) y w; e w} para i = 1,...,n. Ahora,
consideremos el conjunto S" = {(v1,...,v,)|RA(w',v1,...,v,)} que debe ser no vacio, porque
de lo contrario, M, w’ IF V(L,..., 1), que seria una contradiccion ya que w «~ w' y como w si
tiene sucesores, M, w I A(T,..., T). Ademés, como 9 es imagen finito, S’ es finito, entonces
sea S = {(vi,...,v}),..., (v, ...,v™)}. Entonces por lo que supusimos, para cada n-ada de

S’, existe una formula v; tal que I, w; 1= 1; y N, w; W 1; para alguna j € {1,...,n}. Entonces,
MwlE AL A Ay ooy D1 A ADy) y IV w0 WAL A Ay, ooy h1 A+ - Ay, lo que

contradice que w «~ w’. La prueba para la tercera condicion es completamente analoga. °
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2.3. Relacion entre las maneras de relacionar modelos

Hasta ahora hemos visto varias maneras de relacionar modelos, éstas son: que exista un ho-
momorfismo fuerte, ser isomorfos, ser modalmente equivalentes, que haya un morfismo acotado,
ser imagen morfica (que hay un morfismo acotado suprayectivo), y ser bisimilares (90t — ¢ 97,
M =M, M o M, M — N, M — M, M = M respectivamente). Antes de continuar
con el estudio de las bisimulaciones, estableceremos como podemos relacionar dichas maneras
de realcionar modelos, en el sentido de saber cémo se implican, para ver cuales son més fuertes
y cudles més débiles. Solamente ordenaremos algunos resultados que ya probamos y otros que

son triviales.

Notacion. Para facilitar la notaciéon y el vocabulario, en esta seccién, nos referiremos a que
una relaciéon implica otra si siempre que un par de modelos cumplen con la primera relacién,
cumplen con la segunda. Por ejemplo al decir que isomorfismo implica equivalencia modal nos

referiremos a que siempre que dos modelos son isomorfos, son modalmente equivalentes. Esto lo

escribiremos como: = = e,
Asi, recordemos primero algunos resultados que ya hemos probado,

» La proposicion [2.1.12| nos dice que & = «~.  (isomorfismo implica equivalencia modal)

» La proposicion [2.1.15|nos da la implicacion: — = «w.  (que haya un morfismo acotado

entre los modelos implica que son modalmente equivalentes)
» Por la proposicion [2.2.3] tenemos:

(i) = = & (isomorfismo implica bisimilitud)
(il) -» = =  (que el segundo modelo sea imagen mdrfica del primero implica que son

bisimilares)
= Por el teorema sabemos que: &= = e~ (bisimilitud implica equivalencia modal)
También hay algunos que son triviales:
= = = —r, va que el isomorfismo es un homomorfismo fuerte y ademaés biyectivo.

= —» = — porque —» es un morfismo acotado pero también suprayectivo.
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Figura 2-3: Implicaciones entre las maneras de relacionar modelos.

~

= & = —» vya que el regreso de la condicion de homomorfismo fuerte junto con que es

biyectivo, implican la condicién hacia atrds del morfismo acotado.

Ahora, veamos algunas implicaciones que no se dan y las condiciones que les hacen falta:

= —» % —. No se cumple el regreso de la condicion de homomorfismo fuerte, se cumpliria

si le pedimos inyectividad.
= — # «~. Necesita ser biyectiva.

= — # . Necesita suprayectividad para cumplir la condicion hacia atrds.

Con este pequeno anélisis podemos observar que la relacién mas fuerte de todas es el isomorfismo,
ya que implica a todas las demés. Y la mas débil es la equivalencia modal, que es implicada por
casi todas, y luego le sigue la bistmilitud. Esto se observa mejor en el diagrama En dicho
diagrama las flechas (=)que usamos en las afirmaciones anteriores estan representadas por

flechas sencillas.

2.4. Modelos finitos

Ahora veremos qué tan expresivos pueden ser los modelos finitos en cuanto a férmulas
modales, es decir, queremos saber si con modelos “pequefios” podemos satisfacer las mismas

férmulas que con modelos grandes; probaremos que los lenguajes modales tienen la propiedad
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del modelo finito, es decir, que si una férmula es satisfacible en un modelo cualquiera, entonces

es satisfacible en un modelo finito.

Definicion 2.4.1 (Propiedad del modelo finito). Sean, 7 un tipo de semejanza modal y M una
clase de 7-modelos. Decimos que 7 tiene la propiedad del modelo finito con respecto a M si se
cumple la siguiente condicién: para toda 7-férmula ¢, si ¢ es satisfacible en un modelo en M,

entonces ¢ es satisfacible en un modelo finito.

Como tnicamente nos concentraremos en el caso en que la clase M es la de todos los
T-modelos, solo diremos ‘propiedad del modelo finito’. Discutiremos dos maneras de construir
modelos finitos. La primera es elegir cuidadosamente un submodelo finito del modelo que satis-

face las formulas; y la segunda es definiendo una estructura cociente adecuada.
Seleccionar un submodelo finito

Recordando la definicién del grado de una férmula, podemos interpretar al grado como

la cantidad de operadores modales anidados que tiene la férmula.

Primero probaremos algunos resultados y daremos algunas definiciones que después iremos

ensamblando para construir un modelo finito que preserve satisfacibilidad.

Proposicion 2.4.2. Sea 7 un tipo de semejanza modal finito y supongamos que ® el conjunto

de dtomos también es finito, entonces:

(i) Para toda n, hay una cantidad finita de T-formulas de grado a lo mds n, salvo equivalencia

modal.

(ii) Para toda n, todo T-modelo M y todo estado w de M, el conjunto de formulas de grado a

lo mds n que son satisfechas por w, es equivalente a una sola formula.

Prueba. Probaremos (i) por induccion sobre n. Para n = 0 es trivial ya que ® es finito. Supon-
gamos que se cumple para n y veamos el caso de n + 1; primero notemos que cualquier formula
¢ tal que gr(¢) < n+1 es de la forma A(¢y,...,¢,) con gr(¢;) < n paratodai=1,...,n. Por
hipétesis de induccion, sabemos que solo hay una cantidad finita de combinaciones booleanas de

atomos y formulas A(¢q,. .., ¢,) donde cada ¢; tiene grado a lo méas n. Asi, hay una cantidad
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finita de formulas de grado a lo mas n + 1. Luego, (i7) se sigue de (i) ya que si hay una cantidad
finita de formulas de grado a lo mas n, podemos tomar la conjuncién de todas las que son

satisfechas por un estado w en un modelo 9N. °
Ahora, definiremos una manera de aproximar una bisimulacién de manera finita.

Definicion 2.4.3 (n-Bisimulacion). Sea 7 un tipo de semejanza modal y sean 91 y 9 7-modelos
y wy w' estados en M y MM respectivamente. Decimos que w y w’ son n-bisimilares (Not:

w =, w') si existe una sucesion Z,, C --- C Zj de relaciones en W x W' tales que se cumple:
(i) wZ,w'.

(ii) SivwZyv', entonces v y v' cumplen los mismos atomos.

(iii) SivZiz1v"y Ra(v,v1,...,0,), entonces existen vy, ..., v, € W’ tales que
R (v, v, ..., v,) ¥ v Zv); para toda j.

(iv) SivZjp1v" y R\ (V,v],...,v],), entonces existen vy, ...,v, € W tales que
Ra(v,v1,...,00) Y ijivé- para toda j.

Es claro que si w & w’, entonces w =, w’ para toda n, pero el reciproco no es cierto.

Veamos una definiciéon que concierne a modelos con raiz y que nos ayudara tanto ahora, para
probarlo, como después para seguir desarrollando los conceptos para la prueba de la propiedad

del modelo finito.

Definiciéon 2.4.4 (Altura). Sea 7 un tipo de semejanza modal que solo contenga diamantes y
M= (W,Ry,...,Rp,...,V) un modelo con raiz w. Definimos inductivamente la altura de un

estado como sigue:
» alt(w) =0 siy solo si w es la raiz de M.

» alt(w) =n+ 1 siy solo si existe v tal que vR;w para alguna R; y alt(v) =n y a w no se

le ha asignado una altura menor a n + 1.

La altura del modelo 9t es el méximo n tal que hay un estado con altura n en 9, si el maximo

no existe, la altura de 91 es infinita.
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Para un nimero natural &, la restriccion de 9t a k£ (Not: 9t | k) es el submodelo (no necesa-
riamente da un submodelo generado) de 9t que contiene solamente a los estados con altura a
lo mas k. Estictamente, 9 | k = (Wg, Rik, ..., Ruk, .-, Vi), donde Wi, = {w|alt(w) < k},
Rix = R; N (W), x Wy) v para cada p € ®, Vi(p) = V(p) N Wi.

Esencialmente, la restriccion de 91 a k nos da un submodelo en el que todos los puntos son

alcanzables desde la raiz en a lo més k pasos.

Ejemplo 2.4.5. Ahora si, veamos que no necesariamente w =, w’ para toda n implica w = w’.
Recordemos el ejemplo Ya se prob6 que los estados w y w’ de esos modelos no son

bisimilares, pero ahora probemos que son n-bisimilares para toda n. Sea n un natural, definimos
Zi = {(v,v") |alt(v) = alt(v') <n —1iy vy v estan en una rama de longitud al menos 1}

para cada i € {0,...,n}. Notese que efectivamente Z,, C --- C Z;. Veamos que esta sucesion de
relaciones en W x W' es una n-bisimulacién que relaciona a w con w’. Primero, es facil ver que
wZ,w’ ya que w y w’ tienen ambos altura cero y se encuentran en cualquier rama, por lo tanto se
cumple la condicién (7) de la definicion. La condicion (iz) se cumple trivialmente porque estamos
trabajando con un conjunto vacio de proposiciones. Ahora, para la condicion (7i7), si vZ; 110" y
Rovu, entonces alt(u) < n—iy como u esta en la misma rama que v, entonces u también esté en
una rama de longitud al menos n; ademés como v’ estd en una rama de longitud al menos n y
alt(v') <n—(i+1), entonces v’ tiene un R’-sucesor, digamos u’ que cumple que alt(u') < n—i
y u' esta en una rama de longitud al menos n (la misma que v'), por lo tanto uZ;u' y R'v'v’. La
prueba de la condicion (iv) es andloga. Esto muestra que n-bisimilitud para toda n no implica

bisimilitud.

Veamos ahora que para los lenguajes que tienen una cantidad finita de atomos, hay una
correspondencia entre equivalencia modal y n-bisimilitud para toda n, pero primero una obser-

vacion.

Observacion. Sean, T un tipo de semejanza modal, 9t y 9 dos 7-modelos y w € M y w' € M
estados. Si w y w' cumplen los mismos dtomos y ¢ es una 7-formula tal que gr(¢) = 0, es decir,

que ¢ no tiene operadore modales, entonces MM, w |- ¢ si y solo si M, w' I ¢.
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Prueba. Por induccion sobre ¢. Si ¢ es de la forma p (¢ = p) para alguna p € ®, trivialmente se
da la equivalencia, igual que si ¢ = L. Ahora veamos para los operadores booleanos: si ¢ = —),
entonces M, w I ¢, si y solo si no M, w |- ¢, por hipdtesis de induccion, esto equivale a que
no M w' Ik 1, y esto sucede si y solo si M, w' I+ ¢. Ahora, si ¢ = ¢ V x: Mw Ik ¢ siy
solo si M, w IF 1 o M, w Ik x, por hipotesis de induccién, esto sucede si y solo si M, w' I- 1 o

M, w' Ik x v esto es equivalente a que M, w' I+ ¢. o

Proposicion 2.4.6. Sean, T un tipo de semejanza modal finito, ® el conjunto de dtomos también
finito. Y sean MM y M’ modelos para LM (7, ®). Entonces para cualesquiera w € M y w' € N,

los stquientes son equivalentes:
(i) w=y, w,
(i1) w y w' coinciden en todas las formulas modales de grado a lo mds n.

Y asi, ‘n-bisimilitud para toda n’ y equivalencia modal coinciden como relaciones entre es-

tados.

Prueba. Procederemos por induccién sobre n para demostrar (i) = (i¢). Para el caso en que
n =0, w y w' coinciden en las letras proposicionales y entonces por la observaciéon anterior,
w y w' coinciden en las formulas de grado 0. Suponemos que la implicacion se cumple para mn.
Ahora supongamos que w =, 41 v’y gr(¢) < n+ 1. Notemos que w =, implica w =, w’
para toda m < n + 1. Entonces si gr(¢) < n+ 1 ya se da la equivalencia modal por hipotesis

de induccion. Asi, supongamos que gr(¢) = n+ 1, sin pérdida de generalidad podemos suponer

que ¢ es de la forma A(¢1,...,¢,) con gr(é;) <n+ 1.

(=) Si M, w Ik ¢, entonces existen wy, ..., w, tales que Ra(w,ws,...,w,) y para toda i,
M, w; IF ¢;. Como w =411 W', entonces wZ, 1w’ y como Ra(w,ws,...,w,), entonces existen
U1, ..., € W tales que R)s (W', v1,...,v,) y wiZ,v; para toda i (por las condiciones () y (ii7)

de n-bisimulacion). Es facil ver que w; &, v; para toda i; y como I, w; |+ ¢; para toda i, por
hipotesis de induccion, I, v; I ¢; para toda i y por lo tanto, M, w' I A(¢1, ..., dn).

(<) La implicacion reciproca es completamente anéloga.

Ahora, para (i) implica (i), adoptemos como notacion que w «~; w’ quiere decir que w y w’

coinciden en las férmulas de grado a lo méas i. Veremos que la relacién «~,, es una n-bisimulacion.
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Definimos la relacion Z; para toda i € {0,...,n} como sigue:
Zi = {(v,0') | v ey V'

Es claro que Z,, C --- C Zj. La condicion (i) de la definicion de n-bisimulacién, se cumple
por hipotesis ya que w e~y w', y (ii) se cumple trivialmente ya que vZyv' quiere decir que
v y v coinciden en las féormulas de grado cero, y éstas contienen a los dtomos. Ahora, para
(#i1), supongamos que vZ;+1v" y Ra(v,v1,...,v,), y supongamos ademads, para proceder por

/

contradiccion, que no existe n-ada (v],...,v},) de elementos de M’ tal que R/ (v',v],...,v)) y

vj e~ v} para toda j. Consideremos entonces el conjunto " = {(vf,...,vy,) [ R'(v',vq,...,vp,)}

» Un » Un
afirmamos que es no vacio, ya que si fuera vacfo, entonces 9, v’ I+ V(L, ..., 1),y esto implicaria,
por hipotesis que M, v IF V(L,..., L), lo que seria una contradiccién porque estamos suponiendo
que v si tiene sucesores. Como si existe n-ada tal que R\ (v/,v], ..., v},), entonces no sucede que
para toda j, vj e~ U}. Sea j tal que (vj,vg-) ¢ Z;, entonces existe ¢; formula modal tal que
gr(¢;) < iy Mv; - ¢ y M, v W ¢;. Entonces tenemos que gr(A(T, ..., ¢j5,...,T)) <i+ly
es claro que M, v IF A(T, ..., ¢j,..., T) pero M o' W (T,...,¢;,..., T) lo que contradice que

v «wi11 v, El caso de la condicion (iv) es andlogo. Por lo tanto, w <, w'.

Ahora, para seguir con la construccion y unificar lo que hemos estado trabajando, veremos

un lema que da pie a la construccion.

Lema 2.4.7. Sea 7 un tipo de semejanza modal que solo contiene diamantes. Sea M un 7-
modelo con raiz y k un numero natural. Entonces, para cada estado w de M | k, tenemos que

(M1 k),w = Mw conl =k — alt(w).

Prueba. Sea w en M | k. Definimos una relacion Z; = {(v,v)|alt(v) < k — i} por cada i en
{0,...,1}. Es claro que Z; C --- C Zj, asi que probaremos las otras cuatro condiciones de
la definicion para ver que es una [- bisimulacion. Para (7), tenemos que alt(w) = k — 1
entonces wZjw. Para (ii), si vZyv, es claro que v y v cumplen los mismos atomos. Para (i),
supongamos que vZ;11v y R'vu para alguna R’ de 9 | k, sabemos que alt(v) < k — (i + 1)
entonces alt(u) < k—(i+ 1)+ 1=k — i, entonces existe u’ a saber v’ = u tal que Rou y uZ;u.

Por ultimo para (iv), supongamos que vZ;11v y que Rvu para alguna R de 9, entonces como
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alt(v) < k— (i+ 1), tenemos que alt(u) < k — iy ademés como i+ 1 >0, u € (M1 k), y asi

existe v’ a saber u' = u tal que R'vu y uZ;u. Por lo tanto, (M 1 k), w =; M, w. o

Teorema 2.4.8 (Propiedad del Modelo Finito - Por seleccion). Sea T un tipo de semejanza
modal que solo contenga diamantes, y sea ¢ una T-formula. Si ¢ es satisfacible, es satisfacible

en un modelo finito.

Prueba. Sea ¢ una 7-formula y sea gr(¢) = k. Primero restringimos 7 y ® a los operadores
modales y 4&tomos que ocurren en ¢, asi ya trabajamos con un lenguaje con tipo de semejanza

y un conjunto de atomos finitos.

Sean M y w tales que M, w IF ¢, esto porque ¢ es satisfacible. Entonces existe, por la proposicion
2.1.16], 91, con raiz wy tal que My, wy IF ¢. Asi, sea M, = M, | k, entonces por el lema
tenemos que M,, w; S My, w1 ya que alt(wy) = 0. Como ¢ es de grado k, por la proposicion

tenemos que M,, wy I+ ¢.

Definimos de manera inductiva para n < k conjuntos finitos de estados Sy, . .., Sk:
) So = {wi}

-) Para Sy,4+1: Sea v € S,, Por la proposicion hay una cantidad finita de férmulas de
grado a lo méas k, sean estas v¢1,...,%,,. Para cada férmula de estas que sea de la forma
{(a)x (para algtn operador modal (a) de 7 restringido) y tal que 9,,v IF (a)x, escojase un
estado u € 9, tal que vR,u y M,, u IF x. Agréguense todos los estados u de este tipo,a
Sn+1, v esto para todo v € S,. Entonces 5,41 resulta de todos los puntos seleccionados

de esta manera. Sy, 11 es finito por construccion.

Finalmente, 9, se define como sigue: dom(M;) = Sy U S1 U---U Sy y las relaciones y valuacion
de 95 son las de M, restringidas al dominio de M;. Es claro que IM; es finito por la manera

en que se construyo.

Solo falta ver que IM;, w1 Sy M,, wr pero es claro si definimos una relaciéon Z entre M, y N,
como: Z = {(v,v) | alt(v) < k —i} para i € {0,...,k}. Y asi, M;,w; IF ¢, como querfamos

probar. °
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Sin embargo, este método tiene una desventaja que se presenta cuando el modelo que tenemos
cumple propiedades relacionales importantes, porque el modelo resultante siempre es de tipo
arbol, entonces las propiedades de las relaciones casi siempre se pierden. Viéndolo de esta manera,

en la practica es més dificil utilizar este método que el de filtraciones, que veremos a continuacion.
Filtraciones

Esta es la manera clasica de construir modelos finitos, y la diferencia con la que vimos
anteriormente es que en la seleccion, se desechan los estados que no tienen informacion tutil, y

al hacer una filtracién, identificaremos como uno, la mayor cantidad de estados posible.

Definicién 2.4.9. Sea 7 un tipo de semejanza modal. Decimos que un conjunto ¥ es cerrrado
bajo subformulas si para toda 7-formula ¢ € 3, Sf(¢) C X, donde Sf(¢) es el conjunto del
subférmulas de ¢ definido en [1.1.5

Definicion 2.4.10. Sean, 7 un tipo de semejanza modal, MM = (W, Ra,V)aer un 7-modelo y
3} un conjunto de 7-férmulas cerrado bajo subférmulas.

Sea, «~yx la relaciéon en W definida como:
w «~~x v si y solo si para toda ¢ en 3, M, w Ik ¢ < M, v I .

Como «y es una relacion de equivalencia, denotaremos a la clase de equivalencia del estado
w modulo «~y como |w|y 0 més a menudo |w|, si no se presta a confusion. A la funcion que

manda w — |w| se lle lama la funcion natural. Y sea Wy, = {|w|y | w € W}.

Si hay un modelo imé = (W7, R/, , V) tal que:

(i) Wi =Ws.
(1) Si Ra(w,v1,...,v,) entonces R£(|w|, [v1]y .-y |vn).
(797) Si RfA(\w], |vil, ..., |vn|) entonces para todas ¢1, ¢g,. .., ¢, € X, si

A1y, 0p) € Xy M, v; - ¢y, entonces M, w - A(pq, ..., dp).

(iv) VI(p) = {Jw| | M, w I p} para toda letra proposicional p € ®.

Entonces el modelo Sﬁg se llama la 7-filtracion de 9 por 3.
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La condicion (i7) de la definicion nos garantiza que la funcion natural es un homomorfismo,
y por la condicion (iii) pareciera ser un morfismo acotado, pero no lo es ya que solamente se

preservan las formulas del conjunto X cerrado bajo subférmulas.

Ejemplo 2.4.11. Consideremos en el lenguaje LM (19, ®) con el conjunto ® = {p, ¢}, al modelo
M = (N,R,V) donde R = {(0,1),(0,2),(1,3)}u{(n,n+1) |n > 1}y V es tal que V(p) = N\ {0}
y V(q) = {2}. Sea ¥ = {Op, p}, un conjunto claramente cerrado bajo subformulas. Entonces el
modelo N = (W, R, V'), donde W = {0}, [1]}, B" = {(|0], [1]), ([1], 1)} y V'(p) = {[1[}, es una

filtracién de 9 por X. Como se ilustra en el siguiente dibujo:

om -
e 2 Y
[}
./
L 1 ~
N
0] 1]

En este ejemplo se muestra claramente por qué la filtracion 91 no es una imagen morfica de
M, ya que cualquier morfismo acotado tendria que preservar a la formula ¢ y la funcién natural

no la preserva, pero no hay problema para ser una filtracién porque g no esta en el conjunto X.

Ahora veremos que la filtracién de un modelo es finita si el conjunto de férmulas por el cual

se filtra es finito.

Proposicion 2.4.12. Sea T un tipo de semejanza modal y sea X2 un conjunto finito de T-férmulas
cerrado bajo subformulas. Si M es un T-modelo y M es una filtracion de M por X, entonces

M/ contiene a lo mds 21*! mundos (donde || es el tamario de X).

Prueba. Definimos una funcion g : Wy — P(X) como
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g(lw]) ={¢ € £ | M, w IF ¢}. Esta funciéon esta bien definida porque si v € |w|, entonces
g(|v]) = {¢p € ¥ | M, v I ¢} pero como w,v € |w| entonces M, v IF ¢ siy solo si M, w I+ ¢.
Y es inyectiva porque si suponemos que g(|w|) = g(|v]), entonces {¢ € X | Mw IF ¢} =
{p € X | M, vlF ¢} lo que implica que M, v IF ¢ si y so6lo si M, w Ik ¢ y por lo tanto, |w| = |v].
Asi, [Wx| < [P(2)] =2/, de lo que concluimos que [Ws| es finito si ¥ lo es. o

Teorema 2.4.13 (Teorema de Filtracion). Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea el modelo
mf = (WE,RfA,Vf)AeT una filtracion de un T-modelo M por un conjunto % cerrado bajo
subformulas. Entonces para toda ¢ € ¥ y todo estado w de 9, M, w I+ ¢ si y solo si M/, |w| IF .

Prueba. Por induccion sobre ¢. Si ¢ es un atomo p € X: M, w, IF p si y solo si |w| € V£ (p) por
definicion de V/. Si ¢ es L, es inmediato.

Para el caso de las formulas booleanas es facil de probar tomando en cuenta que el hecho de que
> sea cerrado bajo subférmulas garantiza que podamos usar la hipétesis de induccion.

Si ¢ es de la forma A(¢p1,...,0,) v ¢ € X: si M, w |- ¢, entonces existen vy, ..., v, € M tales

que Ra(w,v1,...,0,) y M, v; IF ¢; para toda i. Entonces por la condicion (iz) de la definicion

2.4.10, tenemos que RZ(\wL |vil, ..., |vn|) y como toda ¢; es una subférmula de ¢, entonces,

#; € %, asi que por hipétesis de induccion, I/, [v;| IF ¢;; por lo tanto M/, |w| IF ¢. Por tltimo,
suponiendo que M7, |w| IF ¢, implica que hay |vy],..., |v,| tales que RfA(\w], lvil, .y vnl) ¥
M7, |vi| IF ¢;. Como ¢ € X, entonces ¢1,...,¢, € X, y por hipotesis de induccion, M, v; I+ ¢;.
Y de esto, por la condicion (iii) de la definicion , se deduce que M, w I+ ¢.

Teorema 2.4.14 (Propiedad del Modelo Finito - Por Filtraciones). Sean, T un tipo de semejanza
y ¢ una T-formula. St ¢ es satisfacible, entonces ¢ es satisfacible en un modelo finito. Mds ain,
es satisfacible en un modelo que tiene a lo mds 2™ estados, donde m es el tamano del conjunto

de subformulas de ¢.

Prueba. Sea ¢ una férmula satisfacible y sean 9 y w un 7-modelo y un mundo de éste tales
que M, w Ik ¢. Sea X = {¢p|¢ € Sf(p)}. Claramente ¥ es cerrado bajo subformulas y es finito,
asi que tomemos M/ una filtracion de 9 por ¥. Sabemos por la proposicion que M es
finito y tiene a lo méas 2I%1 estados. Y ademas por el teorema sabemos que M, w |- ¢ siy

solo si MY, |w| I ¢, asi que ¢ es satisfacible en un modelo con a lo mas 2/%1 estados. °
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Nota 2.4.15. Para lo que sigue de filtraciones nos restringiremos al lenguaje basico modal.

Es importante notar que a pesar de que ya hemos estado trabajando con filtraciones, no se ha
probado que existan, porque la definicion de filtracion (def[2.4.10)) solamente le pide cosas a las
relaciones del modelo que seré la filtracién. Asi que a continuacién presentamos dos relaciones

que dan lugar a filtraciones denominadas la mas fina y la méas gruesa, respectivamente:

(1) R*|w||v| siy solo si existe w’ € |w| y existe v € |v| tales que Rw'v’ (es la que da lugar a

la filtracion mds fina).

(13) RI|wl|v] si y solo si para toda formula O¢p € X: M, v IF ¢ implica M, w IF O (esta da

lugar a la filtracion mds gruesa).

Probaremos ahora que en efecto estas relaciones generan filtraciones.

Proposicion 2.4.16. Sean, M = (W, R, V) un modelo del lenguaje basico modal y ¥ un con-
junto de férmulas modales cerrado bajo subférmulas. Wy el conjunto de clases de equivalencia
inducido por «~x, y Vi la valuacion estandar en Wy.

Entonces, los modelos M* = (Wy, R, V) y M9 = (Wx, RI, V1) son filtraciones de M sobre
Y y ademds si M = (Wx, RT, V) es cualquier filtracion sobre X, entonces R® C Rf C RY.

Prueba. Primero veamos que 9° es una filtracion: las condiciones (i) y (iv) de la definicion
son triviales, para la condicion (i) supongamos que Rvw, como w € |w| y v € |v],
entonces R*|w||v|, y para (iii), supongamos que R*|w||v|, ¢ € &, 0¢p € ¥ y M, v |- ¢, como
R*|wl|v|, entonces existen, w’ € |w| y v € |v] tales que w'Rv’. Como v € |v|, entonces v/ «wy v
lo que implica que M, v I+ ¢ y por lo tanto M, w’ I O¢p pero como w’ € |w], entonces w' «~ss; w
y por lo tanto M, w I- Q. Asi, 9% es una filtracion de 9 por 2.

Para ver que MY es filtracion, de igual manera (i) y (iv) son inmediatas. Para (ii), supongamos
que Rwv y sea {¢ una formula tal que 9, v IF ¢, como Rwwv, entonces M, w I+ O¢d y por lo
tanto, RY|w||v|. La condicién (4i7) también es inmediata por la definicion de RY. Por lo tanto,
MY es una filtracion de M por 2.

Ahora, sea M/ una filtracion de 9 por ¥. Supongamos que (|wl, |v]) € R®, es decir, R%ww,
entonces existe w’ € |w| y v’ € |v] tales que Rw'v’, como M/ es filtracion, entonces RY |w’|[v/|

pero como |w'| = |w| y [v/| = |v|, entonces R |w||v|. Asi, R®* C Rf. Ahora, si R'|w||v|, entonces,
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para toda formula ¢ € X, si 0@ € ¥y M, v IF ¢, entonces M, w I- O, esto claramente implica
que R9|w||v|. Por lo tanto R* C Rf C RY. o

Como se indico anteriormente, las filtraciones son mucho mejores que el método de seleccion
para respetar las propiedades de las relaciones. Es muy sencillo probar que para un modelo, las
condiciones de reflexividad (VzRxz) y serialidad (Vw3w'(Rww')) se preservan bajo filtraciones.
Pero no todas las propiedades se preservan bajo cualquier filtracién, més bien tendremos que
pensar en filtraciones especiales que preserven las propiedades que nos interesan. Por ejemplo

la filtracion maés fina preserva la simetria. Veremos un ejemplo més.

Ejemplo 2.4.17. Sea 2 un modelo del lenguaje basico modal y ¥ un conjunto de férmulas
modales cerrado bajo subférmulas. Sea Wy el conjunto de clases de equivalencia definidas por

la relacién «~yx; definimos la relacién R C Wy, x Wy, como:
R'wl||v| si y solo si para toda ¢, si ¢ € Xy M, vl ¢V Op, entonces M, w IF O

Veamos que Mt = (Wy, R, VI ) es una filtracion de 9 y que ademés si 9 es transitivo,
entonces M’ 1o es.

Primero veamos que efectivamente 9 es una filtracion de 9, como en los casos similares
que ya probamos, las condiciones (i) y (iv) son triviales, para la (i7), supongamos que Rwwv,
Op € Xy que Mo Ik oV O, si M, v IF ¢ entonces es trivial que M, w IF O¢p, en cambio si
M, v IF O¢p, entonces existe un v € W tal que Rvu y M, u IF ¢, pero como I es transitivo,
entonces Rwu y M, w I O¢p, por lo tanto R|w||v|. Ahora, para (iii), supongamos que R!|wl||v|
y sea ¢ € 3 tal que O € Xy M, v Ik ¢, entonces M, v IF ¢V O¢, lo que implica que M, w I+ $o.
Por lo tanto 9! es una filtracion de .

Ahora supongamos que 9 es transitivo, veamos que M es transitivo. Sean w, v, u € W tales
que Rf|w||v] y RY|v||u|. Sea ¢ tal que 0¢p € Xy M, u Ik ¢V O, como R|v||u|, entonces tenemos
que M, v I Q¢ y esto implica que M, v I+ ¢V Op y como Rt|w||v| entonces M, w I+ O, con lo

cual tenemos que R'|w||ul.

En resumen, vimos dos maneras de construir modelos finitos que preservan la expresividad

modal, es decir, que a partir de un modelo “grande”, tenemos dos métodos para construir un
b) b) b
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modelo “pequeno” y que ademas satisface las mismas férmulas.

2.5. Saturacién modal y un primer resultado de bisimilitud en

otro lugar

En esta seccién presentamos una nueva herramienta para construir modelos a partir de los
ya dados: la extensién a ultrafiltros. Primero veremos las clases de modelos con la propiedad de
Hennessy-Milner y el concepto de modelos modalmente saturados; la extension a ultrafiltros sera
la manera de construir modelos modalmente saturados. Esto después nos llevara al resultado
central de la seccion que es: equivalencia modal implica bisimilitud en otro lugar (la extension a
un ultrafiltro).

Ya sabemos que bisimilitud implica equivalencia modal (por el teorema y que el
reciproco no es necesariamente cierto, pero por el teorema (de Hennessy-Milner), sabemos

que es cierto en el caso de los modelos imagen-finitos. Ahora generalizaremos esa nocioén.

Definiciéon 2.5.1 (Clases de Hennessy-Milner). Sean 7 un tipo de semejanza modal y K una
clase de 7-modelos. Decimos que K es una clase de Hennessy-Milner o K tiene la propiedad de
Hennessy-Milner si para cada par de modelos M y M’ en K, y cada par de mundos w € M y

w' € M, siw «~ w', entonces w = w'.

De acuerdo con esta definicion, la clase de los modelos imagen-finitos, es una clase de
Hennessy-Milner. El concepto de saturacion modal (o m-saturacion, para hacerlo mas corto), es
una generalizacién del concepto de ser imagen-finito.

En el lenguaje basico modal, sea 9 = (W, R,V) un modelo y sea w un estado del mo-
delo. Supongamos que ¥ = {¢g, ¢1,¢2,...} es un conjunto infinito de formulas tales que si
{wp, w1, ...} son los sucesores de w, en w; se satiface /\?:0 ¢;. Y si no hay un sucesor v de w
tal que en v se satisfagan todas las formulas al mismo tiempo, entonces el modelo esta de cierta

manera incompleto. Esto es lo que se trata de evitar con la definicién de m-saturacion.

Nota 2.5.2. En el lenguaje béasico modal, si 9 = (W, R, V) es un modelo, X C W y ¥ un
conjunto de féormulas. Decimos que X es satisfacible en el conjunto X si existe u € X tal que

M, lE 2.
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Y decimos que X es finitamente satisfacible en el conjunto X si todo subconjunto finito de

Y es satisfacible en X.

Definicién 2.5.3 (M-saturacion). Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea 9 = (W, RA, V) aer
un 7-modelo, decimos que 9t es m-saturado si para todo estado w de M y para todo A € Ty
toda secuencia X1, Yo, ..., %, de conjuntos de formulas modales se cumple que:

Si para toda secuencia de subconjuntos finitos Ay C 1, Ay C Yo, ..., A, C X, hay mundos
V1, V2, ..., Uy tales que Ra(w,v1,...,v,) y M, 01 IF A, .0, v, IF A, entonces existen estados

V1,02, ..., Uy de M tales que Ra(w,vi,...,vn) y Myvr IF X, .0, Mv, IF X,
En el lenguaje basico modal la definicién anterior queda un poco mas sencilla de asimilar.

Definiciéon 2.5.4 (M-saturacion en el lenguaje basico modal). Sea 9t = (W, R, V') un modelo
del lenguaje bésico, y sea X un conjunto de féormulas. El modelo 9t es m-saturado si para todo
estado w € W se satisface:

Si ¥ es finitamente satisfacible en el conjunto de sucesores de w, entonces X es satisfacible

en el conjunto de sucesores de w.
La clase de modelos saturados es de Hennessy-Milner. Lo vemos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.5.5. Sea 7 un tipo de semejanza modal. La clase de los T-modelos m-saturados

tiene la propiedad de Hennesy-Milner.

Prueba. Sean M = (W, Ra,V)per y M = (W', R\, V') per T-modelos m-saturados tales que
M« M. Hay que probar que existe una bisimulacion entre 9 y 9, en este caso sera la
misma relacion <.

La condicién (i) de la definicion (de bisimulacion) es trivial, ya que cualesquiera dos
estados que sean modalmente equivalentes, en particular satisfacen los mismos 4tomos. Proba-
remos ahora la condicion hacia adelante: sean w € M y w' € M tales que w «~ w' y sean
UL, ..., Uy € M tales que Ra(w,u1, ..., uy). Definimos, para cada i, el conjunto
Y =A{¢| M, u; IF ¢}. Es claro que para toda sucesion A; C ¥q,..., A, C 3, de subconjuntos
finitos, M, u; IF A; (para toda 1 < n) y por tanto, MM, u; IF A\ A;(para toda 1 < n). Entonces, por
la definicion de satisfaccion, tenemos que MM, w I A(A Ay, ..., AA,), y como por hipote-
sis, w «~ w', entonces, M, w' IF A(A\ Aq,..., N Ay,). Por tanto, para cada secuencia de subcon-

juntos finitos A, existen v} ,,..., v, € M, tales que M, v - AN A;y Ra(w', vy, ;... 05,) Y

TA 7 InA
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por la m-saturacion de 9V, hay v{,...,v;, € M tales que Ra(w',v),...,v;,) y M vl Ik 3;, es
decir que v; «~ v}, lo que prueba la condicién hacia adelante.

La condicion hacia atrds es completamente anéloga. °

Extension a Ultrafiltros

La extension a ultrafiltros es una nueva manera de construir modelos. Sera, de hecho, la
manera de construir modelos m-saturados, o equivalentemente, que tengan la propiedad de
Hennessy-Milner, por la prop Esencialmente, la extension a ultrafiltros lo que hace es

anadir estados al modelo para hacerlo m-saturado.

Definiciéon 2.5.6. Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea § = (W.Ra)aer un 7-frame. Para

cada relacion Ra del frame, definimos las operaciones ma y m‘sA en la potencia de W, P(W),

como:
ma(Xy,...,X,) = {w € W] existen wy, ..., w, tales que
Ra(w,wi, ... ,wy) y w; € X; para toda i}
m‘SA(Xl, .o, Xpn) = {w € W] para todos wi, ..., wy, si Ra(w,wi, ..., wy)

entonces hay un 7 tal que w; € X;}
En el lenguaje basico, las operaciones quedan definidas como sigue:

me(X) = {w € W] existe v tal que Rwv y v € X}, que se puede interpretar como el

conjunto de mundos que pueden ver a los estados de X.

mg(X) = {w € W| para todo v, si Rwv, entonces v € X}, que se interpreta como el

conjunto de mundos que solo ven estados de X.

Y con respecto a esto, y a la valuacion de un 7-modelo 9 = (W, Ra,V)acer, vale la pena

hacer la siguiente proposicion:

Proposicion 2.5.7. Sean, T un tipo de semejanza modal y M = (W, RA, V) aer un T-modelo.

Entonces:
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(1) V(=) =W\ V(9)
(it) V(e A) =V (o) NV (¥)
(iii) V(o V1) = V(o) UV (¥)
(iv) V(A(S1, ..., 0n)) = ma(V(¢r), .., V(en))

(v) V(V(1,- -, 6n)) = mu(V(91), -, V(¢n))

Prueba. La prueba para todos los incisos es similar y son casi inmediatas, asi que solo probaremos
(1) y (iv): para (i), tenemos que V(—¢) = {w € WM, w I =¢} = {w € WM, w ¥ ¢} =
WAV (9). Y para (iv), V(A(¢1,...,¢n)) = {w € WM, w Ik A(¢1, ..., 0n)} = {w € W| existen
v1,..., 0y tales que Ra(w,vq,...,v,) vy para toda i, M, v; IF ¢;} = {w € W] existen vy,...,v,

tales que Ra(w,v1,...,v,) y para toda i, v; € V(¢;)} = ma(V(h1),...,V(dn)). o
Ademas tenemos que ma y m‘sA son duales en el sentido que establece la siguiente proposicion.

Proposicion 2.5.8. Sean, 7 un tipo de semejanza y § = (W, Ra)aer un T-frame. Para cada

operador modal A\ € T y cada n-ada de subconjuntos de W, X1,..., X,, tenemos que:
mA(X1,..., Xp) = W\ ma(W\ X1,..., W\ X,,).

Prueba. W\ma(W\X1,...,W\X,,) = {w € W|no existen vy, ..., v, tales que Ra (w, vy, ..., vy)
y para toda i, w; € W\ X;} = {w € W| para todos v1,...,v, si Ra(w,v1,...,v,), entonces
w; ¢ W\ X; para toda i} = {w € W]| para todos v1,...,v, si Ra(w,v1,...,v,), entonces

w; € X; para alguna i} :méA(Xl,...,Xn). °

Ahora si, definimos la extension a ultrafiltros. Los mundos de la extension seran los ultrafil-

tros sobre el dominio del modelo original.

Definicion 2.5.9 (Extension a Ultrafiltros). Sean, 7 un tipo de semejanza modal y
§ = (W,RA)rer un 7- frame. La extension a ultrafiltros ue§ de § se define como el frame
ue§ = (Uf(W), RY)aer, donde U f(W) es el conjunto de todos los ultrafiltros sobre Wy

R%¢(wo, w1, ..., wy) siy solo si ma(X1,...,X,) € wy siempre que X; € w; para toda 1.
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Y la extension a ultrafiltros de un modelo M = (F, V') es el modelo ueM = (ueF, V*¢) donde

para toda p € ®, V¥¢(p) es el conjunto de ultrafiltros tales que V(p) es un elemento.

Recordemos a los ultrafiltros principales sobre un conjunto W. Sea w un elemento de W, el
ultrafiltro principal 7, generado por w es el filtro generado por el conjunto unitario {w}, que es
mw = {X CW]|w € X}. Es facil ver que 7, es ultrafiltro: que es filtro es claro porque w € W
implica que w € my; ahora, si X,Y € m,, entonces w € X y w € Y, y entonces w € X NY,
lo que implica que X NY € my; luego, si X € mp, vy X C Z C W, entonces como w € X,
w € Z, entonces Z € my,. Por lo tanto m,, es filtro, luego es propio porque no contiene al vacio,
y finalmente, X € m, si y solo si w € X, si y solo si w ¢ (W \ X) y esto equivale a que
(W X) ¢ 7.

Si consideramos la funcion f : §F — ue§ tal que f(w) = my,, podemos ver facilmente que es un

homomorfismo fuerte, ya que:

RA(wo, w1, ..., w,) es equivalente a que existan vy, .. ., v, tales que Ra (wo, v1,...,0,) yv; € X;
para toda ¢ y para todos Xi,...,X, C W tales que w; € X; (a saber los mismos wi,...,wy,)
wy € ma(Xy,...,X,) para todos Xi,..., X, C W tales que w; € X;, y esto sucede si y solo
si ma(Xy,...,Xpn) € T, para todos Xi,..., X, C W tales que X; € m,,, y por definicién de

R"¢, esto es que R"(Twg, Ty s -+ » Ty, )-

Y es inyectivo, por lo tanto, § es isomorfo a un submodelo (no necesariamente un submodelo

generado) de ueg.

Nota 2.5.10. A partir de este momento, en esta seccién nos restringiremos al lenguaje bésico

modal.

Lema 2.5.11. Sean, 19 el tipo de semejanza del lenguaje bdsico modal, M = (W, R, V) un

To-modelo y u y v ultrafiltros sobre W. Entonces R"(u,v) si y solo si {Y | m%(Y) cu} Co.

Prueba. Sabemos que R“¢(u,v) equivale a que, si X € v entonces my(X) € u. Supongamos
ahora que {Y\mg(X) € u} C v. Entonces sea X € v, y supongamos que me(X) ¢ u, pero
tenemos que me(X) = W'\ mg(W \ X) (por la proposicion , entonces mg(W \ X) € u,
lo que implica que (W \ X)) € v, y esto implica que X ¢ v, lo cual es una contradiccion. Por lo

que my(X) € u implica que R*uwv.
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Ahora, suponiendo que R"uv, sea X € {Y|m‘<3>(Y) € u} entonces mg(X) € u, lo que
implica que W'\ (m¢(W\ X)) € u, entonces meo(W\ X) ¢ vy como R*uv, entonces W\ X ¢ v

lo que implica que X € v. Por lo tanto {Y| mg(Y) cu} Co. o

Proposicion 2.5.12. Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea M un T-modelo. Para toda
formula ¢ y todo ultrafiltro u sobre W, el dominio de MM, V(¢) € u si y solo si ueIM, u I+ ¢. Por

consigutente, para todo estado w de M, tenemos que w e~ Ty,

Prueba. Que V(¢) € u siy solo si ued, u I- ¢, lo probaremos por induccién sobre ¢. Primero, si
¢ es un atomo p € P, es claro por la definicion de V% (V(p) € u siy solo si u € V¥(p)). Si ¢ es
una féormula booleana, es sencillo, asi que s6lo probaremos el caso de la negacién para ilustrarlo:
si ¢ es de la forma —p, V(—¢)) € u por la proposicion [2.5.7 esto equivale a que (W \ V(¢)) € u,
y esto si y solo si V(¥) ¢ u, lo que por hipdtesis de induccion es equivalente a que uet, u ¥ 9,

y esto sucede si y solo si ued, u I+ —).

Ahora, el caso en el que ¢ es de la forma (1) requiere un poco méas de trabajo. Primero supon-
gamos que ueM, u I- Q1) entonces existe v’ ultrafiltro sobre W tal que uedN, v’ I ¢ y R*uu/,
entonces, por hipotesis de induccion, V(¢) € v y como R“uu’ entonces me(V (1)) € u pero

meo(V(¢)) = V(O), entonces V (O) € w.

Ahora, supongamos que V(0v) € u. Consideremos el conjunto ug := {Y | mg(Y) € u}, veamos
que es cerrado bajo interseccion: sean Y, Z € wy, tenemos que m‘é Y)euy mg(Z ) € u entonces,
como u es filtro, mg(Y) N m%(Z) € u, es facil ver que mg(Y) N mg(Z) = mg(X NY), asi que
m‘é(X NY) € uy por lo tanto Y N Z € uy,.

Veremos ahora que para cualquier Y € uf, YNV (¢) # 0: sea Y € uy), entonces mg (Y) € u. Como
u es cerrado bajo intersecciones y no contiene al vacio, existe x € mg(Y) NV (Oy), entonces x
debe tener un sucesor en V (1), digamos y. Pero como x € m%(Y), entonces y € Y, por lo tanto

existe y € Y NV ().

Como ya vimos que u, es cerrado bajo intersecciones y para cualquier Y € ug, Y NV (¢) # 0
entonces el conjunto uj U {V (1)} tiene la propiedad de la interseccion finita (PIF, véase|A.3.3).
Y por lo tanto existe «’ ultrafiltro tal que uy U {V (1))} C v/, entonces por el lema [2.5.11] v’ es
sucesor de u, i.e R"uu/, y como V(¢) € u/, por hipotesis de induccion, uedt, v’ I+ 9. Por lo

tanto, uedt, u I- Q.
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Por tltimo, probemos que w «~ my,: M, w |- ¢ siy solo si w € V(¢) siy solo si V(o) € my, por

lo anterior esto equivale a que uedN, m,, I+ @. °

Proposicion 2.5.13. Sean, 7 un tipo de semejanza modal y I un 7-modelo. Entonces ued es

m-saturado.

Prueba. La prueba se realizard solo para el lenguaje bésico modal. Consideremos al modelo
M = (W,R,V) del leguaje basico. Consideremos u € Uf(W) (un estado de ueft y ¥ un
conjunto de férmulas modales que es finitamente satisfacible en el conjunto de sucesores de wu.

Definimos el conjunto:

A={V(¢)[¢ e ZU{Y [ml(Y) € u}
donde Y’ es el conjunto de conjunciones finitas de formulas en 3.

Afirmacion 1. A tiene la PIF.
Es claro que {V(¢) | ¢ € X'} y {Y | m%(Y) € u} son cerrados bajo interseccion. Falta ver que
para cualesquiera ¢ € ¥’ y Y C W tal que mg(Y) € u, se cumple que V(¢) NY # (: si ¢ € ¥,

por la forma en que est4 definido X, existe u” sucesor de u tal que ueN, u” IF ¢ y esto pasa siy

solo si V(¢) € u” (por la proposicion [2.5.12)). Luego m%(Y) € u y por el lema|2.5.11] se concluye

que Y € u”. Asi, tenemos que V(¢) NY € " y como u” no contiene al vacio, V(@) NY # 0y

esto prueba la afirmacion.

Por el teorema del ultrafiltro, A se puede extender a un ultrafiltro v/, y por el lema [2.5.11] es

sucesor de u y es claro que satisface a X.

Ahora ya tenemos todo lo necesario para probar el resultado fuerte de esta seccion. Ya
tenemos la proposiciéon [2.5.12] que es un resultado de invarianza de férmulas modales bajo
extensiones a ultrafiltros, y la proposicion [2.5.13] que establece que la extension a ultrafiltros es

modalmente saturada. Si combinamos estos resultados obtenemos:
Teorema 2.5.14. Sean, T un tipo de semejanza modal, I y M’ T-modelos y w y w' mundos
de M y M’ respectivamente. Entonces

M, w o~ M, W' siy solo si uedM, m, = ueM', 7,
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Prueba. Si M, w «~ M w', por la proposicion tenemos que M, w e ueIN, m, y
M, w' e~ ueM', m,r, entonces uedN, m, «~ ue’, 7, y por las proposiciones y
se cumple que uedM, 7, = ueM’ m, . Y reciprocamente, si ued, m, = ueI’, m, , sabemos
que ueM, m, o~ ue', m,y y como M, w o~ ueM, m, y M, w' e~ ued', s, por lo tanto

M, w s M, w'. °

Con esto ya tenemos el primer resultado de bisimilitud en otro lugar, es decir, que equiva-
lencia modal implica bisimilitud pero en otros modelos construidos a partir de los primeros, en
este caso es en la extensiéon a un ultrafiltro. Mas adelante tendremos un segundo resultado de

bisimilitud en otro lugar.

2.6. Traduccion estandar

Hasta ahora hemos estado estudiando logica modal como un sistema formal aislado, pero
ahora lo vincularemos con la légica de primer orden. La manera de relacionarlas es la traduccion
estdndar, que nos permitird, como su nombre lo indica, traducir las férmulas modales a férmulas

de primer orden. Primero definiremos el lenguaje al que traduciremos las formulas modales.

Definicion 2.6.1 (Lenguaje de Correspondencia). Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea ®
un conjunto de atomos. Entonces £1(®) es el lenguaje de primer orden cuyo tipo de semejanza
consta de letras predicativas unarias Py, Pi, P», ... cuya interpretaciéon corresponde al conjunto
de mundos donde pg,pi,p2,... € ® son verdaderas respectivamente, y un simbolo relacional
(n+1)-ario Ra por cada operador modal n-ario A € 7. Escribiremos «(x) para referirnos a una

férmula de primer orden con una variable libre x.

Definiciéon 2.6.2 (Traducciéon estandar). Sea = una variable de primer orden. Definimos re-
cursivamente la traduccion estdndar ST, que toma féormulas modales y las lleva a féormulas de

primer orden en L£1(®) como sigue:

ST,(L)=z#=x
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ST (—¢) = ST ()
ST$(¢ \% 7/}) = ST:E(¢) \ ST$(¢)

STo(D(¢1,d2,- -+, ¢n)) = 3y1 ... Fyn (Ra(@, 41, yn) A STy, (91)A - ASTy, (é0)),
donde 1, ..., ¥y, son variables libres que no han sido usadas en la traduccion.

Esta definicién se extiende naturalmente a los deméas operadores. Por ejemplo, usando que

V es el operador dual de A, tenemos que:
STo(V(P1s---30n)) =Vy1.. . Vyn(RA(z, Y1, -, yn) = (STy, (61) A--- A STy, (én)))-

La traduccion estandar parece ser la reescritura de la clausula de satisfaccion modal pero en
primer orden. Por como esté definida, una traduccién estdndar siempre tiene exactamente una
variable libre, que se encarga de representar al estado en el que nos encontramos, es decir, que

su trabajo es replicar la nocién local del lenguaje modal a partir de una nocién global.

Ejemplo 2.6.3. Tomemos la formula (p — OOp) con p una letra proposicional. Nos servira

primero ver como son las traducciones estandar de formulas del tipo Q¢ y L¢:

* STy (0¢) = Fy(Ray N STy(9))

* ST, (0¢) = Vy(Ray — ST,(¢))

Ahora si, veamos coémo es la traduccion estandar de p — OOp:

ST, (p — O0p) = ST, (p) — (ST(O0p)) = P(x) — (Vy1 Rxyr — ST, (Op))
= P(z) = (Vy1Reyr — (Fya(Ry1y2 A P(y2))))-

Esta manera de definir la traduccién estdndar permite el uso de cualquier variable libre que
no haya sido usada antes, asi que la traduccion estdndar de una férmula no es tnica. Esto lo

arreglaremos después.

Los modelos de LM (7, ®) pueden ser vistos como modelos del lenguaje £1(®). Ya que para

cada operador modal A € 7, L1(®) contiene un simbolo relacional Ra de aridad p(A) + 1y
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por cada letra proposicional que contenga ®, £1(®) contiene una letra predicativa. Entonces un
modelo M de dicho LM (7, ®), es de la siguiente manera: 9 = (W, RA, V) aer, y este tiene todo
lo necesario para interpretar a los elementos de £1(®), porque cada relacién (n + 1)-aria Ra
puede ser usada para interpretar cada simbolo relacional Ra (hasta los llamamos igual), y para
cada p € ®, el conjunto V (p;) puede interpretar a la letra predicativa P; que le corresponde a
p;. De esta manera, no es necesario distinguir los modelos del lenguaje modal de los de primer
orden. Usaremos modelos modales para trabajar con las férmulas de primer orden que sean

traduccién estandar de formulas modales.

Nota 2.6.4. Se recomienda al lector, si es que en este punto no lo ha hecho, hacer una pausa y
revisar la seccidon del Apéndice sobre el lenguaje de primer orden para familiarizarse con los

conceptos y notacion que se manejan en esta seccion.

Teorema 2.6.5 (Correspondencia Local y Global en Modelos). Sean, T un tipo de semejanza

modal y ¢ una T-formula. Entonces:
(i) Para todo modelo M y estado w en M, M, w Ik ¢ si y solo si M = ST, (d)[w].
(13) Para todo modelo M: M I+ ¢ si y solo si M = VeST,(¢).

Prueba. Para (i) procederemos por induccion sobre ¢.

Si ¢ es un atomo digamos p € &, por la definicién tenemos que M = ST, (p)[w] si y
solo si MM = P(z)[w], por satisfaccion de Tarski, esto equivale a que w € P™, donde P™ es la
interpretacion en M de P, que como lo definimos es el conjunto de mundos donde es verdadero
su correspondiente atomo p de ®, asi que w € V(p) si y solo si M, w IF p.

Si ¢ es L, es trivial. Y probarlo para las féormulas booleanas —¢ y ¢ V ¢ es inmediato por la
hipotesis de induccion.

El caso de interés es cuando ¢ es de la forma A(¢q,...,dy). En este caso tenemos por la defi-
nicién que M = ST (A(P1y ..., ¢Pn))[w], sty solo si M = Fy; ... Jyn(RA (91, -, Yn) A
STy, (61) N ... ANST, (¢n))[w], lo cual por satisfaccion de Tarski es equivalente a que existan

U1,...,vp en M tales que M = RA(z,y1,...,yn) A STy, (¢1) A ... ANSTy, (dn)[w,v1, ... 5],

de nuevo por satisfacciéon de Tarski, es equivalente a que hayan v1, ..., v, en 9 tales que
M= RA(z, 915, yn)[w, v, ., 0n] y M= STy, (61)[w, v, .. ,00] y ooy
M = ST, (dn)|w,v1,...,v,] siy solo si (por hipotesis de induccion y por la interpretacion
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de Ra) hay v,...,v, tales que Ra(w,v1,...,v,) y para toda i, 9, v; IF ¢;, por lo tanto
M, w k- A(g1, ..., Pn).

Y (ii) se sigue de (i): supongamos que I I ¢, esto es equivalente a que para todo w € N,
M, w I ¢, lo que por (i), equivale a que para todo w € M, M = ST, (p)[w], lo que por Tarski
sucede si y solo si M = VST, (¢). 3

Este teorema establece una conexién entre los lenguajes modales y los lenguajes de primer
orden que entre otras cosas, nos puede ayudar a identificar propiedades que la logica modal
hereda de la légica de primer orden. Por ejemplo, sabemos que la légica de primer orden tiene
la propiedad de compacidad: si tenemos un conjunto de férmulas de primer orden tal que todo
subconjunto finito es satisfacible, entonces el conjunto es satisfacible. Por el teorema anterior,
la logica modal debe cumplirlo también: sea ¥ un conjunto de férmulas modales tal que todo
subconjunto finito de ¥ es satisfacible, consideremos el conjunto I' = {ST,(¢) | ¢ € £} por el
teorema inciso (4), todo subconjunto finito de I" es satisfacible y asi, " lo es, y de nuevo
por el inciso () del teorema [2.6.5 ¥ es satisfacible.

Lo siguiente que podemos preguntarnos a partir del teorema [2.6.5 es si todas las formulas de
primer orden (del lenguaje de correspondencia adecuado) son la traduccion estandar de formulas
modales, (porque al revés es claro que es cierto: toda férmula modal tiene una correspondiente
formula de primer orden, a saber su traducciéon estandar) que en principio y por un argumento
puramente sintactico no sera cierto, porque la traduccion estandar solo contiene cuantificadores
acotados. Pero entonces jtoda féormula de primer orden sera equivalente a la traduccion estandar

de una formula modal? La respuesta a esta pregunta también es no.

Observacion. Si recordamos el ejemplo donde se presentan dos modelos bisimilares, po-
dremos observar que una de las diferencias entre la l6gica modal y la de primer orden es la de
preservar satisfaccion bajo bisimulaciones. En dicho ejemplo, en el modelo 9 tenemos que se

satisface la formula de primer orden:

Fy1FyeIyz(yr #y2 A y2 #ys A yz #y1 A Reyr A Rxys A Ryiya A Rysyo)

que establece que hay una estructura de tipo diamante en el modelo. Pero es claro que esta

misma féormula no es satisfecha por el modelo 9t del mismo ejemplo, a pesar de que se probd
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que los modelos son bisimilares.

Esta observacion ilustra mucho mejor la respuesta a la pregunta anterior, ya que una férmula
que no se preserva bajo bisimulaciones no puede ser equivalente a la traduccién estdndar de una
férmula modal.

De esto concluimos que las féormulas de primer orden que son equivalentes a la traduccién
estandar de formulas modales, son un subconjunto propio del lenguaje de correspondencia (el
de primer orden).

Ahora procedemos a hacer una observacion que nos ayudara a arreglar el problema de la
unicidad de la traducciéon estdndar de una féormula. Supongamos que las variables del lenguaje
L1(®) fueron ordenadas de alguna manera, entonces el fragmento de n variables de £1(®) es
aquel que contiene las féormulas que contienen solamente las primeras n variables del lenguaje.
Entonces un lenguaje modal que tenga operadores modales de aridad a lo mas n podra ser

traducido al fragmento de n + 1 variables de £1(®). Veremos cémo en la siguiente proposicion:

Proposicion 2.6.6. (i) Si 7 es un tipo de semejanza que solo contiene diamantes, entonces
toda T-formula ¢ es equivalente a una formula de primer orden que contiene a lo mds dos

variables.

(11) En general, si T no contiene operadores /\ que sean de aridad mayor que n, entonces todas

las T-formulas serdn equivalentes a formulas de primer orden con a lo mds n+ 1 variables.

Prueba. Para (i), supongamos que 7 contiene unicamente los operadores (a), (b),... (todos de
aridad uno). Sean x e y dos variables distintas. Definimos dos variantes de la traduccion estandar

como sigue:

ST, (L)=z#=x
STy (=) = 25T (9)
STx(d) \4 ¢) = STx(¢) \ STx(w)

STx({a) ¢) = Fy(Rawy N ST,(¢))
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Y,
STy(p) = P(y)
STy(L)=y#y
STy(=¢) = ~5T,(¢)
STy(¢ V ) = STy(d) V STy(¢)
STy({a) ¢) = Fx(Rayz A STi(¢))
Y de esta manera, para toda ¢, ST,(¢) contiene a lo méas dos variables (z e y) y ST, es
equivalente a la definicién original de la traduccién estandar.

Para el caso general ((47)), hay que fijar n+1 variables, y anadlogamente definir n+1 variantes

de la traducciéon estandar. La prueba es directa. °

Ejemplo 2.6.7. Ahora aplicaremos esta manera de definir la traduccién estandar al ejemplo

2.6.3 con la formula (p — OOp):

ST (p — O0p) = STu(p) = (STe(DOp)) = P(x) — (VyRay — ST,(0p))
= P(z) — (VYyRzy — (3z(Ryx A P(x)))).

Y el resultado de la traduccion estandar es una férmula de primer orden con dos variables
nada maés; porque saltamos de una variable a otra. Entonces, en vez de tener una traduccion

con tres variables como en el ejemplo ya tenemos una sélo con dos.

Volviendo a nuestra discusion respecto a qué subconjunto de las férmulas de primer orden
serd el que corresponda a las que son equivalentes a la traduccién estandar de una féormula
modal, podemos preguntarnos, por ejemplo, si toda formula de primer orden que contenga a lo
mas dos variables seré equivalente a la traduccién de una férmula del lenguaje basico modal.
La respuesta es no y se ve con un sencillo ejemplo de una férmula de primer orden con una sola

variable que no es equivalente a la traduccion estandar de una féormula modal.

Observacion. La formula de primer orden Rxx no es equivalente a la traduccion estandar de

una formula modal.

65



Prueba. Consideremos Rxx, y supongamos que ¢ es una féormula modal tal que ST,(¢) es
equivalente a Rzz. Sea M = (W, R, V) donde W = {w} y R = {(w,w)}, y la valuacién puede
ser cualquiera, nos es indiferente.

Es claro que M = Rxx[w|. Consideremos ahora 9 = (Z, <, V*). Se cumple que M = =Rz [v]
para todo v € Z.

Sea Z la relacién que vincula a cada entero de 91 con w, el Ginico estado de M. Y supongamos
que V' y V* son tales que Z es una bisimulacion (por ejemplo, que todos los puntos hacen verdad
a todas las letras proposicionales en ambos modelos).

Como M = Rzx[w], entonces por el teorema M, w I ¢, ya que Rrx es equivalente a
ST, (¢). Pero para todo z € Z, z = w, entonces N, z Ik ¢ = (te0[2.6.5) N = ST, (¢)|[z], entonces
M = Rzxz|z], lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto Rxx no es equivalente a la traduccion estdndar de una féormula modal. °

En la siguiente seccién seguiremos trabajando sobre esto, y podremos definir bien, por me-
dio del Teorema de Caracterizacion de Van Benthem, las férmulas de primer orden que son
equivalentes a la traduccion estandar de una formula modal (las que son invariantes bajo bisi-

mulaciones).

Nota 2.6.8. Para adaptar estas ideas al lenguaje basico temporal es necesario agregar una clau-

sula a la definicion de traduccién estandar para traducir el operador que mira hacia atréas:

ST, (P§) = 3y(Ryz A ST, (9)).

2.7. El segundo resultado de bisimulitud en otro lugar y el teo-

rema de caracterizacion de Van Benthem

En esta seccion veremos un resultado (el Lema de Detour) que nos servira para dos pro-
positos: el primero es obtener un segundo resultado de bisimilitud en otro lugar, a saber en la
ultrapotencia; y el segundo es averiguar cual es el fragmento de la logica de primer orden que
corresponde a la logica modal, siguiendo la discusién de la seccién anterior . Para ambos
propositos necesitamos definir algunos conceptos de primer orden para llegar al concepto de

modelos w-saturados.
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Definiciéon 2.7.1 (n- tipo). Un n-tipo es un conjunto I' = I'(Z) de férmulas de primer orden,

todas con las variables libres & = (z1,...,2y,).

Trabajaremos solamente con 1-tipos, es decir con conjuntos I'(z) de féormulas de primer orden

con una sola variable libre. Usualmente a los 1-tipos los llamamos solamente tipos.

Definiciéon 2.7.2 (Realizacion de tipos). Sea 9t un modelo de primer orden. Decimos que 9t

realiza a I'(z) si existe w, un elemento del modelo 91 tal que para toda formula v € T', M = ~y[w].

Entonces podemos pensar a un tipo I'(z) de un lenguaje de primer orden dado como un conjunto
de caracteristicas. Y si el tipo es realizado en un modelo 0, podriamos pensar que hay un mundo

w del modelo, que cumple al mismo tiempo con todas las caracteristicas dadas por el conjunto I'.

Definiciéon 2.7.3 (Extension del lenguaje y expansion del modelo). Sea 9t un modelo de un
lenguaje de primer orden £ dado y sea W el dominio de 9. Para A tal que A C W, L4 es el
lenguaje obtenido a partir de £ agregando una constante nueva g por cada elemento a € A.

Y el modelo M4 es la expansion de 9 a una estructura para L4 en la que cada a es

interpretada como a.

Notacion. Si A consta de un solo elemento, por ejemplo A = {a}, denotamos a L4 como L, y

a M4 como M,

Ahora definiremos a-saturacion, pero en realidad s6lo nos interesaran los modelos a-saturados
para a = w. Daremos primero una definicién informal de a-saturaciéon que nos servira como defi-
niciéon en la practica, que es equivalente a la definicién formal y que ademés sugiere una similitud

con la definicién de m-saturacion.

Un modelo M es a-saturado siy solo si, para todo n < a y todo conjunto I' de férmulas de la
forma y(z1,...,zy,, z), sucede que: si (ay, ..., a,) es una n-ada tal que para todo conjunto finito
A C T, existe un ba tal que M E ~v(x1,..., 2y, x)[a1,...,a,,ba] para toda v € T, entonces

existe un b tal que M = y(x1,..., 2y, x)[a,...,an,b] para toda v € I

Con esta definicién, tenemos que los modelos m-saturados y los w-saturados son ricos en el
sentido de que realizan muchos tipos I'(z), sin embargo, los w-saturados realizan la cantidad

méxima de tipos. Definamos formalmente w-saturacion.
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Definicion 2.7.4. Sea a < w. Un modelo 91 es a-saturado si para todo subconjunto A C W de
tamano menor que «, la expansion M4 realiza todo tipo I'(z) de féormulas del lenguaje extendido

L A, que sea consistente con la teoria de primer orden de 977 4.

Ejemplo 2.7.5. Ejemplos de modelos w-saturados son el orden de los racionales, (Q, <) y

cualquier modelo finito. En cambio, el orden de los naturales (N, <) no es un modelo w-saturado.

Teorema 2.7.6. Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea M un T-modelo. Si M es w-saturado,
entonces M es m-saturado. Y asi, la clase de modelos contablemente saturados tiene la propiedad

de Hennessy-Milner.

Prueba. Se hara tnicamente para el lenguaje basico modal. Sea 9t = (W, R, V) y supongamos
que, visto como modelo de primer orden, es w-saturado. Sea w un estado de 91 y consideremos
un conjunto de formulas modales ¥ que sea finitamente satisfacible en el conjunto de sucesores
de w.

Definimos el conjunto ¥’ como ¥’ = {Rwz} U ST, (X), donde entendemos a ST, (X) como
el conjunto {ST,(¢)|¢ € X}. Consideremos {w} C W y la extension del lenguaje £, y la
expansion del modelo 9,,. Notemos que ¥/ es un tipo y que ademas es consistente con la teorfa
de My, ya que M,, realiza a cada subconjunto finito de ¥’ a saber en algtn sucesor de w. Por
la w- saturacion de 9, hay un estado v en el cual ¥’ es realizado. Como M,, = Rwx[v], es claro
que v es un sucesor de w. Entonces por el teorema y el hecho de que M, | ST, ()[v]
para toda ¢ € X, se sigue que M, v IF X. Y de esta manera Y es satisfacible en el conjunto de

sucesores de w. Por lo tanto 99t es m-saturado. °

Para esta prueba sélo se necesité 2-saturacidn, porque nos restringimos al lenguaje basico
modal.
Veremos ahora, el resultado més fuerte de esta seccion: (el lema de Detour) y para ello es

probable que sea prudente recordar la definicion de encaje elemental (A.2.4]).

Teorema 2.7.7 (Lema de Detour). Sea 7 un tipo de semejanza modal, sean MM y N T-modelos

yw €M yveMN estados de los modelos. Las siguientes son equivalentes:
(i) Para toda formula modal ¢: M, w I+ ¢ si y solo si N, v - ¢.
(13) Ewxiste una bisimulacion Z : ued, m, = ue, m,.
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111) Fxisten modelos contablemente saturados IM* y N*, estados wx € M* y v* € MN* y encajes
) ) ) ]

elementales f: M 9" y g : N <NM* tales que:

(1) flw) =w*ygv) =v"

(2) M, w* = N v*.

Un poco mas adelante haremos la prueba pero mientras analicemos qué dice el lema de
Detour: la equivalencia entre (i) y (ii) es el resultado que ya teniamos probado por el teorema
de bisimilitud en algtin otro lugar, asi que lo interesante en este caso es la equivalencia
(i) < (iii), que esencialmente establece que M, w y I, v son modalmente equivalentes si y
sblo si hay extensiones elementales de ellos, 9%, w* y 9%, v* que son modelos contablemente
saturados, y como 9, w y D, v son modalmente equivalentes, entonces lo son 9" w* y IN*, v*
y por el teorema [2.7.6] son bisimilares. En resumen, esto es el segundo resultado de bisimilitud

en algtin otro lugar, siendo ese otro lugar una ultrapotencia adecuada.

Antes de probarlo, veamos como se obtienen dichos modelos contablemente saturados.

Construccion de Modelos Contablemente Saturados

Ahora veremos como se contruyen modelos que resultan ser contablemente saturados y a
partir de ellos probaremos también el lema de Detour. Dicha construccién es la de ultraproducto,
se recomienda revisarla en la definicién del Apéndice.

La siguiente proposicién afirma que un modelo es modalmente equivalente a su ultrapotencia.

Proposicion 2.7.8. Sea [[; M una ultrapotencia de M. Entonces, para toda formula modal ¢,
M, w - ¢ siy solo si [[; M, [fulu Ik ¢, donde fy, es la funcion constante tal que fi,(i) = w

para todo i € 1.

Prueba. Por induccion sobre ¢. Si ¢ es un atomo p € &: tenemos que M, w I p si y so6lo si
w € V(p) siy solosi fu(i) € V(p) para toda i € I, siysolosi {i € I'| f,(i) e V(p)} =1¢€U,
si y solo si [fulu € Vu(p) siy solo si [[; M, [fwlu IF p. Los casos de formulas booleanas son
inmediatos. Ahora, si ¢ es de la forma A(¢1, ..., ¢n): M, w Ik ¢ siy solo si existen vy, ..., v, € W

tales que RaA(d1,...,0n) y M, v; IF ¢; para toda j, si y solo si existen vy,...,v, € W tales
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que RA(fuw(i), fo,(9), -, fv, (7)) para toda i € I y M, f,. (i) IF ¢; para toda j = 1,...,ny
para toda i € I siy soélo si existen vy,...,v, tales que {i € I'| RA(fw(9), fo, (3),..., fu, (1)}
= I € U y por hipétesis de induccion [];; M, [f,;]u IF ¢; para toda j y esto si y sdlo si existen
forsoo oy fo, € Wy tales que Rau([fulu, [folus -5 [fea]v) v TTy 9 [fo,]u IF ¢; para toda j, y

esto equivale a lo que querfamos probar: [ [, 9, [f,]u IF ¢. .

Para construir modelos contablemente saturados, se usan ultraproductos, pero no cuales-
quiera, son ultraproductos basados en ultrafiltros contablemente incompletos. Decimos que un
ultrafiltro es contablemente incompleto si no es cerrado bajo intersecciones numerables (pero si
tiene que ser cerrado bajo intersecciones finitas). Un ejemplo de ultrafiltros de este tipo es el
siguiente: consideremos el conjunto de los naturales N y un ultrafiltro U sobre N que no contenga

ningtn conjunto singular {n}; asi, para todan € N, (N\ {n}) € U pero

N\ {n})=0¢U

neN

Asi que U es contablemente incompleto.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en |[Chang y Keisler} [1990]

Lema 2.7.9. Sean L un lenguaje numerable de primer orden, U un ultrafiltro contablemente
incompleto sobre un conjunto no vacio I, y M un L-modelo. La ultrapotencia [[; M es conta-

blemente saturada.

Teorema 2.7.10. Sea 7 un tipo de semejanza modal y sean M y N 7-modelos yw € M yv € N

estados en ellos. Los siguientes son equivalentes:
(1) Para toda formula modal ¢: M, w I+ ¢ si y sélo si N, v I+ .

(i1) Existen ultrapotencias [[; M y [[; N y una bisimulacion Z : [, M, [fwlv = [N, [folu
que relaciona a [fylu con [fu]u donde fu, y f, son las funciones constantes que manda a

cada indice a w y v respectivamente.

Prueba. Para (ii) = (i), por la proposicion tenemos que M, w Ik ¢ siy solosi [[; M, [fuwlr
I ¢, por hipotesis, como son bisimilares, esto es equivalente a que [[;; 9, [fo]u IF ¢ y de nuevo

por proposicion [2.7.8] equivale a que M, v I ¢.
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Para (i) = (ii), supongamos que M, w IF ¢ si y sdlo si N, v |- ¢. Hay que construir ultra-
potencias de M y D sobre algin ultrafiltro, que sean bisimilares. Consideremos al conjunto de
niimeros naturales N como conjunto de indices y sea U un ultrafiltro contablemente incompleto
sobre N, como el del ejemplo anterior. Por el lema , [Ty 9 y Ty 91 son contablemente

saturadas.

Ahora veamos que [fu|u ¥ [fv]u son modalmente equivalentes: para cualquier formula modal ¢,
[L. 9, [fuw]u IF ¢ siy solosi (por proposicic’)n M, w Ik ¢ siy sdlo si (por hipotesis) N, v |- ¢
si y solo si (de nuevo por proposici()n [L, 9% [fo]u IF ¢. Como son modalmente equivalentes
v [[y 9y [y 91 son contablemente saturadas, por el teoremam son m-saturadas, entonces

equivalencia modal implica bisimilitud. Por lo tanto existe Z : [[; M, [fwlu 2 [[y 0, [folu. o

Una vez probado este teorema ([2.7.10)), el Lema de Detour(lema [2.7.7) también queda de-
mostrado ya que es consecuencia inmediata de €l junto con el teorema[2.5.14] Con este resultado
queda claro que “bisimilitud en otro lugar” puede significar ‘en la extension a ultrafiltros’ o ‘en

ciertas ultrapotencias’.

El teorema de Caracterizacion de Van Benthem

Para cumplir el segundo propésito de esta seccién, veremos un teorema que caracteriza bien
la relacion entre logica de primer orden y logica modal: el teorema de caracterizacion de Van

Benthem.

Definicién 2.7.11. Una férmula de primer orden a(z) en L1(®) es invariante bajo bisimula-
ctones si para todo par de modelos 91 y O, cualesquiera mundos w € M y v € N, si wZv, con

Z : M = N una bisimulacion, se tiene que M = a(z)[w] si y solo si N = a(x)[v].

Teorema 2.7.12 (Teorema de Caracterizacion de Van Benthem). Sea a(z) una formula de pri-
mer orden en L1(®). Entonces a(x) es invariante bajo bisimulaciones si y solo si es (equivalente

a) la traduccion estandar de una 7- formula modal.

Prueba. Sean 9 y N 7-modelos y w € M y v € N estados. (<) Es consecuencia directa del
teorema Si a(x) es (equivalente a) la traduccion estandar de ¢ una formula modal, y Z
es una bisimulacion entre 9 y N tal que wZv, entonces M = a(x)[w], por el teorema es
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equivalente a que 9, w Ik ¢ si y solo si (teo 2.2.6) N, v IF ¢, y de nuevo por el teorema m
sucede si y solo si M | a(x)[v]. Asi a(x) es invariante bajo bisimulaciones.
(=) Supongamos que «(z) es una féormula invariante bajo bisimulaciones. Definamos el

conjunto COM (a) como el conjunto de consecuencias modales de a:

COM (a) = {ST,(¢) | ¢ es una formula modal y a(x) = ST () }.

Primero probemos que COM (o) = a(x). i.e. si M = COM (a)[w], entonces M = a(z)w].

(Véase seccion del Apéndice para la definicion de consecuencia semantica.)

Supongamos que M = COM (a)[w] y consideremos el conjunto:

T(z) = {ST:(0) | M = STo(6)[w] }-

Probemos que T'(z) U {«a(x)} es consistente. Supongamos que es inconsistente. Por compacidad
(teorema [A.1.3)), hay un subconjunto finito Ty(z) C T'(z) tal que | a(z) — = A To(z), lo que
implica que = A\ To(x) € COM (), entonces como M = COM (a)[w], M = = A To(x), lo cual
es una contradiccion ya que Ty(z) C T'(z) y por la definicion de T'(z), M = A To(z). Por lo

tanto T'(z) U {a(x)} es consistente.

Asi, sean 91, v un modelo y un estado en él tales que N = T'(z) U {a(x)}[v]. Veamos que
w y v son modalmente equivalentes: si M, w Ik ¢, entonces ST, (¢) € T(x), y esto implica
que N = ST, (¢)[v] de lo que se sigue que N, v I+ ¢. Reciprocamente, si M, w ¥ ¢, entonces
M, w IF —¢, entonces ST,(—¢) € T(x), y se sigue que N = STy (—¢)[v], entonces N, v IF —¢ y
por lo tanto, I, v k¥ ¢.

Como equivalencia modal no siempre implica bisimilitud, necesitamos el lema de Detour para
completar la prueba. Por el lema de Detour, existen dos modelos w-saturados 91", w* y 9t*, v*

tales que M*, w* = N*, v*. Entonces la situacion que tenemos es como en el diagrama:
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Sabemos que la verdad de féormulas de primer orden se preserva bajo encajes elementales, en-
tonces, tenemos que N = «a(z)[v] implica que N* = a(z)[v]. Como «a(z) es invariante bajo
bisimulaciones, entonces 9M* = a(x)[w]| y de nuevo, por invarianza bajo encajes elementales,

M E a(x)[w]. Por lo tanto, COM (a) = a(z).

Ya tenemos que COM (a) = a(x). Por el teorema de compacidad, hay un subconjunto finito
X C COM(a) tal que X | a(x). Entonces, = A X — a(x). Ademas, trivialmente, por la
definicion de COM (), tenemos que = a(x) — A X. Por lo tanto = A X <— a(x). Y como
toda formula en X es la traduccion estandar de una férmula modal, entonces también lo es A X

y por lo tanto, a(x).

Nota 2.7.13. Un segundo resultado de bisimilitud en otro lugar si es necesario porque la verdad

de férmulas de primer orden no necesariamente se preserva bajo extensiones a ultrafiltros.

2.8. Definibilidad de modelos

En esta seccion presentaremos el concepto de definibilidad y veremos cuéles propiedades de
modelos son definibles por medio de férmulas modales. Este resultado parte del teorema [2.7.10]
v lo trabajaremos en términos de modelos puntuales.

Primero definiremos varios conceptos.

Definicién 2.8.1. Sea 7 un tipo de semejanza modal. Un modelo puntual es una pareja (9, w)

donde M es un 7-modelo y w un estado de 9.

Definiciéon 2.8.2. Una clase de modelos puntuales K es cerrada bajo bisimulaciones si (9, w)

estd en Ky M, w = N, v implica que (N, v) esta en K.
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Definicién 2.8.3. Una clase de modelos puntuales K es cerrada bajo ultraproductos si cualquier
ultraproducto [ [;; (9%, w;) de una familia de modelos puntuales (9, w;) de K también esté en

K.

Notacion. Si K es una clase de modelos puntuales, entonces K denota al complemento de K con

respecto a la clase de todos los modelos puntuales.

Definicion 2.8.4 (Definibilidad). Una clase de modelos puntuales K es definible por un conjunto
de formulas modales si existe un conjunto I' de férmulas modales tal que para cada modelo

puntual de (9, w) tenemos que (M, w) esta en K si y sblo si para toda v € T', M, w - ~.

Y decimos que K es definible por una sola férmula modal si es definible por un conjunto singular.

En los siguientes teoremas veremos las condiciones necesarias y suficientes para que una clase
de modelos puntuales sea definible. Pero antes de probar los teoremas, veamos un lema que nos

servird para las pruebas.

Lema 2.8.5. 5i X es un conjunto de formulas y K una clase de modelos puntuales cerrada
bajo ultraproductos en la que X es finitamente satisfacible, entonces % es satisfacible en un

ultraproducto en K.

Prueba. Definiremos el ultraproducto adecuado. Primero definamos al conjunto de indices I,

como la coleccién de subconjuntos finitos de X:
I ={3) C X|% es finito }.

Como ¥ es finitamente satisfacible en K, entonces para cada i € I existe un modelo puntual
(M, v;) en K tal que N;, v; |- 7. Construiremos ahora un ultrafiltro sobre I: para cada o € ¥, sea
¢ el conjunto de todos los 3¢ € I tales que o € ¥y. Observemos que {o1,...,0,} € 61NNy,
entonces el conjunto E = {6 | o € X} tiene la PIF, por lo que podemos extenderlo a un ultrafiltro
U sobre I (por el corolario del apéndice). Con esto queda bien definido el ultraproducto
HU ;.

Ahora definiremos fi7, un estado que cumpla que HU N;, fu IF 2. Denotamos por W; al
dominio del modelo N; y sea f € [[;c; Wi la funcién tal que f(i) = v; para toda i (f,, como la

habiamos denotado anteriormente).
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Resta probar que efectivamente [[,; M, [fu;]u IF 3. Para cada Xg € &, tenemos que o € ¥,
y entonces I, v; |+ o. Entonces para cada o € 3, 6 C {¥y € I|M;,v; IF o} y como 6 € U,
entonces {Xg € I|M;,v; IF o} € U, entonces por el teorema de Los ({A.3.12)) combinado con el
teorema [2.6.5] [T, 9, [fy,]u IF 0. Y por lo tanto, ¥ es satisfacible en un ultraproducto en K. o

Teorema 2.8.6. Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea K una clase de modelos puntuales.

Son equivalentes:

(i) K es definible por un congunto de formulas

(i1) K es cerrado bajo bisimulaciones y ultraproductos. Y K es cerrado bajo ultrapotencias.

Prueba. (i) = (i1): Supongamos que K es definible por un conjunto I" de formulas modales.
Para ver que es cerrado bajo bisimulaciones, sea (9%, w) un modelo puntual en K y sea (91,v)
un modelo puntual tal que (9, w) = (N, v). Como M, w |- I' y bisimilitud implica equivalencia
modal (teorema , entonces M, v I I' y por lo tanto (M, v) estd en K y por lo tanto es
cerrado bajo bisimulaciones.

Ahora, sea {(9M;,w;) |7 € I} una familia de modelos puntuales en K. Por (i) tenemos que
M, w; 1= v para cualesquiera @ € I y v € I'. Consideremos la funcion f,, € [[;c; 9 tal
que fu, (i) = w; para toda i. Entonces, dado un ultrafiltro U sobre I, [fu,]u € [[;; 9. Como
M, w; -~ para toda v € T, entonces por el Teorema de Correspondencia Local y Global en
modelos (2.6.5), M; = STy(7)[w;] que por la definicion de f,,, es equivalente a que M; |=
STy ()[fw,(?)] para toda i, lo que implica que el conjunto {i € I |9M; = ST,(v)[fw,(0)]} €U,y
por la condicion (ii) del teorema de Los (A.3.12), [T, 9 = ST (7)[[fw,]u] y de nuevo por el
teorema [2.6.5] [T, M, [fuw;]v IF 7 para toda v € I'. Por lo tanto, ([T, M, [fuw,]Jv) es un modelo

puntual que estd en K. Se conluye que K es cerrado bajo ultraproductos.

Por tltimo, sea (9, w) un modelo puntual en K y sea U un ultrafiltro sobre un conjunto de
indices I. Como (91, w) esta en K, existe una formula ~ € T tal que 9, w ¥ , entonces
9, w I- —y, por el segundo inciso del teorema de Los’s, [[; M, [fu]v IF =, entonces

[1 9, [fwlu ¥ 7, por lo que (T M, [fu]u) no estd en K, y por tanto pertenece a K.

Para (ii) = (i), supongamos que K y K cumplen las condiciones de clausura establecidas

en (7).
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Definimos el conjunto 7' como el conjunto de féormulas modales que son verdaderas en K:
T ={¢| para todo (M, w) en K: M, w I ¢}.

Es claro que todo modelo de K satisface T', por como lo definimos. Ahora veamos que todo

modelo que satisface T, estd en K.

Sea (M, w) tal que M, w IF T. Sea ¥ la teoria de w, i.e. ¥ = {¢| M, w I ¢}. Tenemos que X
es finitamente satisfacible en K, pues de lo contrario existiria ¥’ = {o1,...,0,} C X tal que ¥’
no es satisfacible en K, entonces para todo modelo puntual (0M,v) de K, M, v ¥ o1 A -+ A oy,
entonces M, v IF =(o1 A - -+ A ogy,) para todo (M, v) de K, en particular M, w - =(o1 A -+ A ay),
lo cual es una contradiccion.

Del lema vy del hecho de que K es cerrado bajo ultraproductos, tenemos que X es
satisfacible en un modelo puntual (9, v) de K. Pero M, v I ¥ implica que v y w del modelo
puntual original (9%, w) son modalmente equivalentes, porque ¥ es la teoria de w. Entonces, por

el teorema [2.7.10} existe un ultrafiltro U’ tal que

Por la cerradura bajo ultraproductos de K, el modelo puntual [[;;,(,v), [fu]ur pertenece a K;
por cerradura bajo bisimulaciones de K, [[,, (9, w), [fw]u esta en K; y por la cerradura bajo
ultrapotencias de K, (9, w) pertenece a K, ya que si (9, w) no perteneciera a K, entonces

(M, w), [fuw]vr estaria en K. Y por lo tanto T es el conjunto que define a K. °

Teorema 2.8.7. Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea K una clase de T-modelos puntuales.

Los siquientes son equivalentes:
(i) K es definible por una formula modal.
(i1) Tanto K como K son cerrados bajo bisimulaciones y ultraproductos.

Prueba. Para (i) = (i1), la prueba es analoga a la de (i) = (i7) del teorema anterior (2.8.6)).
Para (ii) = (i), supongamos que K y K cumplen las condiciones de cerradura que pide (i7).

Como ambos son cerrados bajo ultraproductos, existen 17 y 75 conjuntos de férmulas modales
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que definen a K y a K respectivamente, por el teorema [2.8.6, Su unién es inconsistente, es decir
que no existe modelo puntual (9%, w) tal que M, w |- T1 UT5. Entonces, por compacidad, existen

{o1,...yon} CTh y {d1,...,0m} C T5 tales que para todo modelo puntual (9, w):
Mwlbog A~ Aoy = 1 V-V by,

Veamos que o1 A--- Ao, es en efecto la férmula que define a K. Sabemos que para todo modelo
puntual (9, w) de K, M, w IF g1 A- - - Aoy, por definicion. Reciprocamente, si 9, w Ik o1 A- - Aoy,
entonces M, w Ik =y V -+ -V =y, es decir, M, w IF =(Ppy A+ A dp,) y por tanto I, w ¥ Ty por

lo que (9, w) no pertenece a K, entonces (M, w) esta en K. °
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Capitulo 3

Definibilidad de Frames

En este capitulo definiremos algunas clases de frames (determinadas por ciertas propiedades
de sus relaciones) con formulas modales. Este capitulo descansa en la nocion de validez en frames.
Cuya definiciéon ya vimos pero la recordaremos y extenderemos un poco. Ademas, en este
capitulo nos restringimos al lenguaje basico modal (LM (79, ®)) y por consecuente, trabajaremos

con frames que tengan una sola relaciéon binaria.

3.1. Definibilidad

Recordemos primero las definiciones.

Definicién 3.1.1 (Validez). Sea 7 un tipo de semejanza modal y sea ¢ una 7-férmula. Decimos
que ¢ es vdlida en un estado w de un T-frame § (Not: F,w IF ¢) si ¢ es verdadera en el estado

w de todo modelo (§, V) basado en §.
¢ es vdlida en un frame § (Not: F |- ¢) si es vélida en todos los estados de §.

Una formula ¢ es vdlida en una clase K de frames (Not:K Ik ¢) si es valida en todo frame § de
K
Notacion. A la clase de frames donde una férmula ¢ es valida, la denotamos por Fry.

La definicion de validez de una férmula se puede extender a conjuntos de féormulas de manera

natural: un conjunto I' de 7-férmulas es valido en un 7-frame (Not: § IF I' ) si toda v € T es
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valida en §; y un conjunto I' de formulas es valido en una clase K de frames (Not: KIFT'), si I’

es valido en todo frame § de K.

Notacion. A la clase de T-frames en la que un conjunto I' de 7-férmulas es valido, la denotamos

por Frr.

Vamos a decir que una féormula modal define a una clase de frames si la formula determina

exactamente a los frames que estén en la clase a través del concepto de validez. Formalmente:
Definicién 3.1.2. Sean, 7 un tipo de semejanza modal , ¢ una 7-férmula y K una clase de
7-frames. Decimos que ¢ define (o caracteriza) a K si para todo frame §:
§ pertenece a K si y solo si § IF ¢
Igualmente, si I' es un conjunto de 7-férmulas, I' define a K si para todo frame § :
Festaen Ksiysolosi§lFT
Y decimos que una clase de frames es definible si existe un conjunto de féormulas (o una férmula)

que lo define.

A veces diremos que una conjunto de férmulas define una propiedad (por ejemplo, reflexividad);
con esto nos referimos a que el conjunto de férmulas define a la clase de frames que poseen
dicha propiedad. Por ejemplo, la formula [lp — ¢ define la reflexividad, esto se ve en el ejemplo
[1.3:17} También le llamaremos con el nombre de la propiedad de la relacion a la clase de frames
cuya relacion posea dicha propiedad, por ejemplo, a la clase de frames cuya relacién es reflexiva

le llamaremos la clase de frames reflexivos.

3.2. Sobre las Relaciones

Ya que el estudio de definibilidad de los frames va muy ligado a las propiedades que poseen

sus relaciones, vale la pena recordar algunas propiedades y convenciones en cuanto a ellas.

Definiciéon 3.2.1. Sean, 7y el tipo de semejanza basico modal y § = (W, R) un 7y-frame.

Entonces decimos que la relacion R:

79



(a) Es seriada si Vw € W (Jv € W(Rwv)).

(b) Es refleziva si Vw € W(Rww).

(¢) Es simétrica si Vw,v € W(Rwv — Rvw).

(d) Es transitiva si Yw,v,u € W((Rwv A Rvu) — Rwu).

(e) Es euclidiana si Yw,v,u € W((Rwv A Rwu) — Rou).

(f) Es incestual si Yw,v,u € W(Rwv A Rwu — 3z € W(Rvx A Rux)).

Como ya sabemos y hemos estado usando, Rwv denota que ‘w esté relacionado con v’ o
que ‘v es alcanzable desde w’ o que ‘v se encuentra a un R-transiciéon de w’, pero también
nos interesa poder expresar cuando un estado w puede alcanzar a un estado v por medio de n

R-transiciones. Para esto la siguiente definicién.

Definicién 3.2.2. Sean, 7 el tipo de semejanza basico modal, § = (W, R) un 7y-frame y w y v
estados de §. Para n > 0, definimos recursivamente la relacion R™ —el n-ésimo producto relativo

de R consigo misma— como sigue:

1. ROww siy solo si w = v.

2. Paran > 0, R™wv si y solo si existe u € W tal que Rwu y R" tuw.

Si recordamos la definicion de la n-ésima iteracion de un operador modal, podemos rela-

cionarla con R™ mediante la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2.3. Sean, 19 un tipo de semejanza, ¢ una 1o-formula, § = (W, R) un 7o-frame

y V una valuacion tal que M = (F, V) es un 19-modelo basado en §. Entonces:
(1) M w - O™ siy solo si existe v e W tal que R"wv y M, w I ¢.
(1) M, w - 0O"¢ si y solo si para todo v € W tal que R"wv, M, w Ik ¢.

Prueba. Hagamos la prueba de (i) por induccién sobre n. Para n = 0 es trivial ya que ¢°¢ = ¢
y R%ww si y sélo si w = v. Ahora supongamos que se cumple para un n natural. Y supongamos

primero que 9, w IF O" ¢, entonces Mw IF OO™¢. Por definicién tenemos que existe u € W
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tal que Rwu y 9, u Ik O™, pero por hipotesis de induccién, esto es que existe u € W tal que
Rwu y existe v € W tal que R™uv y 9, v I- ¢. Pero por definicién de R, eso se traduce en
que hay un v € W tal que R wv y 9, v IF ¢. El reciproco es completamente analogo y por lo

tanto se cumple (7). La prueba de (i) es muy similar. o
Con esto podemos definir una tltima propiedad de una relaciéon R.

Definicion 3.2.4. Sean 79 y § como en la definicion anterior (3.2.1)). Decimos que R es

(k,l,m,n)- incestual si:

Yw, v, u € W(RFwo A R™wu — (3 € W(Rvz A R™ux))).

3.3. Algunos Esquemas Importantes

En esta seccién veremos ciertos esquemas que tomaran mayor importancia mas adelante pero
ahora haremos un estudio de ellos desde la perspectiva de la definibilidad, es decir, veremos qué
clases de frames define cada uno. Primero enunciaremos los esquemas, con sus nombres més

usuales:

Acotacion 3.3.1. Sean, 1y el tipo de semejanza bdsico modal y ¢ y Y 19-formulas. Consideremos

los siguientes esquemas:
K. O(¢ = ) = (O¢ — D).
D. O¢ — 06.
T. Op — ¢.
B. ¢ — 00¢.
4. O¢ — 006,
5. O — U0
G. 00¢ — 006,

No todos los esquemas anteriores son validos en la clase de todos los frames. Es facil mostrar

que (a excepcion de K) todos son refutables en algtin modelo y para alguna valuacion.
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Proposicion 3.3.2. El esquema K es vdlido en la clase de todos los T9-frames.

Prueba. Sean, § = (W, R) un 1p-frame, V' una valuacién y w un estado en el modelo (§, V).
Supongamos que (§, V), w IF O(¢ — 1), es decir, que para todo estado v € W, Rwwv implica que
(F,V),v Ik ¢ — 1, lo que por definicion de satisfaccion es que para todo v € W tal que Rwwv,
(F,V),v I ¢ implica (§, V), v IF ¢, entonces, para todo v € W tal que Rwwv, (§, V), v IF ¢ implica
que para todo v € W tal que Rwv, (§,V),v Ik 1. Y asi, tenemos que (F,V),w |- O¢p — .

Por lo tanto K es valido en la clase de todos los mp-frames. °

Pero entonces nos interesa saber en qué clase de modelos son vélidos cada uno de los esquemas

anteriores.

Proposicion 3.3.3. Los esquemas siguientes son vdlidos en la clase de frames indicada en cada

caso:
(1) D: seriados
(2) T: reflexivos
(3) B: simétricos
(4) 4: transitivos
(5) 5: euclidianos
(6) G: incestuales

Prueba. Haremos las pruebas para (1),(3) y (5). Para todos, sean, § un 7p-frame y V una
valuacion tal que 9 = (§, V) es un mp-modelo basado en § y ademés sean, ¢ una 7o-formula y

weW.

(1) Recordemos que D: ¢ — O¢. Supongamos que § es seriado y que I, w IF ¢, enton-
ces para todo v € W tal que Rwv, 9, v I ¢. Como R es seriado, en efecto existe un estado

v tal que Rwv, entonces M, w IF O¢p. Y por lo tanto si §F es un frame seriado, § IF D.

(3) Recordemos: B: ¢ — 0¢. Supongamos que § es simétrico y que M, w I ¢. Sea v € M

tal que Rwv, como R es simétrica, entonces Rvw y como 9, w Ik ¢, entonces M, v |- G,
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y como v fue arbitrario, para todo v € W tal que Rwv, M,v I O¢p y por lo tanto

M, w IF HOp. Podemos concluir que para todo 7g-frame simétrico §, § I- B.

(5) Recordemos: 5: 0 — OO¢p. Supongamos que § es euclidiano y que M, w I+ O¢, entonces
existe v € W tal que Rwv y 9, v IF ¢. Sea u tal que Rwu, como R es euclidiana, Ruv y
como M, v IF ¢, entonces M, u IF O y como u fue arbitrario, entonces M, w |- OO¢. Por

lo tanto si § es un 7p-frame euclidiano, entonces § IF 5.

Las pruebas de (2), (4) y (6) son muy similares. o

En la proposicién anterior solo probamos que si un frame tiene una propiedad entonces valida
una formula, pero para ver que cada féormula define a su respectiva clase de frames, hace falta

ver el reciproco.

Proposicion 3.3.4. Para los siguientes esquemas y propiedades, si un frame valida el esquema,

entonces pertenece a la clase de frames indicada.

(1) Seriados: D.

(2) Reflexivos: T.
(3) Simétricos: B.
(4) Transitivos: 4.
(5) Buclidianos: 5.

(6) Incestuales: G.

Prueba. Esta vez solo haremos las pruebas para (2), (4) y (6). Todas las pruebas serdn por

contrapositiva, y para todas sean, g el tipo de semejanza bésico modal y § un 7g-frame.

(2) Supongamos que § no es reflexivo, asi que existe w € W tal que "Rww. Sea p € ¢ y
sea V una valuacion tal que V(p) = W \ {w}, entonces si M = (F,V), M, w I+ Op pero

M, w W p. Asi que si § no es reflexivo, no valida D.
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(4) Supongamos que § no es transitivo. Entonces existen w, v,u € W tales que Rwv y Rvu pero
no Rwu. Sea p € ® y V una valuacién tal que V(p) = {v € W|Rwv}. Si M = (§,V),
es claro, por como esta definida V' que M, w I Op y como —Rwu, u ¢ V(p) entonces,

M, w W p, entonces M, w ¥ Op, entonces M, w ¥ Up. Por lo tanto § W Lo — L.

(6) Supongamos que § no es incestual. Entonces sean w,v,u € W tales que Rwv y Rwu y
sea x € W tal que Rux pero —Rvx. Sea p € ® y V una valuacion tal que V(p) = {z €
W | Ruz}. Entonces si M = (F, V), entonces M, z |- p y entonces M, u ¥ Op y entonces
M, w ¥ OUp, pero M, v ¥ Op y entonces M, w ¥ Cp. Por lo tanto F W Ol¢p — LO@.

Las pruebas de (1), (3) y (5) son muy similares. o

Podemos concluir de las dltimas dos proposiciones que cada esquema define a su clase de

frames correspondiente.

El Esquema GFbLmn

Acotacion 3.3.5. Sea 1y el tipo de semejanza bdsico modal y ¢ una To-formula. Entonces por

esquema GFL™™ entendemos:
Gk,l,m,n: <>k|:|l¢ N Dmon(b
Proposicién 3.3.6. El esquema G*L™" define a la clase de los frames (k, 1, m,n)-incestuales.

Prueba. Primero probaremos que si § es un 7y-frame (k, [, m,n)-incestual, entonces § valida
el esquema G®L™", Sean V una valuacion, M = (F,V) y w € W tales que 9, w I OFOlo,
entonces existe v € W tal que RFwv y para todo € W tal que Rlvx, M,z IF ¢. Y queremos
probar que M, w IF OO ¢; asi que sea u € W tal que R™wu. Tenemos entonces que v y u son
tales que RFwv y R™wu, entonces por (k,l, m,n)-incestualidad, existe x € W tal que Rlvz y
R™uz, entonces como M, w I+ OFOlg, dicho  cumple también que I, w IF ¢. Y por lo tanto
M, w IF OO .

Ahora, para probar que si § IF O*0'¢ — O™O"¢, entonces § es (k, 1, m,n)-incestual, pro-
cederemos por contrapositiva. Supongamos que § no es (k,l, m,n)-incestual. Entonces hay

w,v,u € W tales que RFwv, R™wu y sea z € W tal que Rlvz v ~R™ux. Seap € & y V
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una valuacion tal que V(p) = {x € W | Rlvx}, entonces si M = (F, V), M,z IF p, y como Rlvz,
M, v IF O'¢ y por lo tanto M, w I+ OFOp. Pero como ~R™ux, entonces M, u ¥ OP, por lo que
M, w W OO p.

Asi concluimos que GF4™" define a la clase de los frames (k,l,m,n)-incestuales. °

Y podemos ver entonces, que las proposiciones[3.3.3]y [3.3.4] son corolarios de esta proposicion

7l»m»n

si notamos que los esquemas D, T, B, 4, 5 y G son instancias del esquema G¥ vy que las
propiedades de serialidad, reflexividad, simetria, transitividad, euclidianidad e incestualidad son,

respectivamente 0, 1,0, 1-, 0,1,0,0-, 0,0,1,1-, 0,1,2,0-, 1,0,1,1- y 1,1, 1, 1- incestualidad.

Con esto terminamos un pequeno estudio de como ciertas féormulas modales pueden definir

a una clase de frames.

85



Capitulo 4

Sistemas Normales de Logica Modal

En este capitulo haremos un breve estudio sintéctico de las logicas modales. Al igual que el
capitulo anterior, estara restringido al lenguaje basico modal LM (1p, ®). También nos restringi-
remos a los sistemas normales de légica modal y méas atn, a aquellos que tienen como axiomas,
todas las combinaciones de los esquemas que vimos en el capitulo anterior, presentaremos a to-
dos estos sistemas y estudiaremos su relaciéon en cuanto a la inclusiéon. Los sistemas normales de
logica modal son aquellos que responden a la seméantica de mundos posibles (o de Kripke), es por
eso que son los de interés para este trabajo. Veremos caracterizaciones de cada sistema, algunos
teoremas y reglas de inferencia. Y finalmente veremos con respecto a qué clases de frames son

correctos y completos cada uno de los sistemas normales.

4.1. Sistemas Normales de Légica Modal

Recordemos la definicion de un sistema logico modal o logica modal. Ahora nos con-

centraremos en cierto tipo de estos sistemas: los sistemas normales.

Definicién 4.1.1. Un sistema normal de loégica modal es un sistema logico que contiene el

esquema Df(: O +— —[-¢ y es cerrado bajo la regla de inferencia RK.

(LA ANp) = ¢
(O¢r A --- AOgy) — O

RK: (n>0)

Existen algunos teoremas y reglas de inferencia que son vélidos en todos los sistemas nor-
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males, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.2. Todo sistema normal de ldgica modal tiene las siguientes reglas de inferen-

cia y teoremas:

¢ b=
RN. Diqs RM. m
(pAY) = x ¢ —
RE. (Dqﬁ A sz) — Ox RE. U «— Oy
N. OT M. O(p ANY) — (Do AY)
C. (QoNOyY) — O AY) R. O NY) +— (0o A TY)

K. O(¢ = ¢) = (¢ — Oy)

Prueba. Sea ¥ un sistema normal, por la proposicion[1.4.10] PL est4 contenido en X. Este hecho
lo usaremos bastante. Es claro que RN, RM y RR son instancias de RK paran=0,n=1y
n = 2, respectivamente, por lo tanto son validas en cualquier sistema normal.

Ahora, para RE. Supongamos que Fyx ¢ <— 1, entonces por PL, Fs; ¢ = ¥ y - ¢ — ¢,
por RM, Fy, Op — Oy y by Oy — O¢ v de nuevo por PL, concluimos que Fy C¢ «— [,

Para N. Por PL, tenemos que x T y por RN, -y OT.

Y para K. Por PL, sabemos que Fx ((¢ — ©) A ¢) — 1, entonces por RR, by (O(¢ —
) ANO¢) — Ov), entonces por PL, Fx O(¢ — ¥) — (Oo — ).

Por ultimo, para C. Como (¢ A ¢) — (¢ — 1) es una tautologia, entonces por PL Fy,
(@AY) = (¢ A7) y por RR, by (O A DY) — O(é A th).

No se haran las pruebas de M y R pero son sencillas y muy similares a las que ya se

hicieron. °

El esquema Df(), junto con la regla de inferencia RK, nos brinda una caracterizacion para
los sistemas normales. Pero como ya vimos que hay otros esquemas y reglas de inferencia que

cumplen todos los sistemas normales, entonces veremos otras caracterizaciones de los sistemas
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normales.

Proposicion 4.1.3. Sea ¥ un sistema logico modal que contiene al esquema DfO. Entonces %

es normal si y solo si cumple alguna de las siguientes condiciones:
(i) Contiene el esquema K y es cerrado bajo RN.

(17) Contiene el esquema N y es cerrado bajo RR.

(7it) Contiene a los esquemas N y C y es cerrado bajo RM.

(iv) Contiene a los esquemas N, C y M y es cerrado bajo RE.

Prueba. Sea ¥ un sistema logico modal que contiene al esquema Df$. La proposiciéon anterior
prueba la implicacién de izquierda a derecha de cada inciso, entonces sélo probaremos la
otra.

Para (7) procederemos por induccion sobre n, ya que hay que probar que ¥ contiene a RK.
Para el caso en que n = 0, es simplemente RIN. Asi que supongamos que se cumple para un
natural k£ < n, es decir que si Fx (¢1 A -+ A ¢pg) — @), entonces Fx, (Opy A -+ AD¢y) — O

Supongamos ahora que s (41 A+ Apy) — ¢. Por PL, tenemos que by (g1 A+ Adp_1) —
(¢n, — ). Por hipotesis de induccion, by, (Opy A -+ AD¢p—1) — (¢, — ¢) vy por K y PL,
esto implica que by (O¢1 A -+ AO¢p—1) — (O¢, — O¢) y finalmente, de nuevo por PL,
Fx (O¢1 A - AO¢y,) — Oo.

Ahora para (ii), supongamos que Y contiene al esquema N y es cerrado bajo RR. Vamos a
utilizar la caracterizacion que acabamos de probar en (i), asi que hay que probar que contiene al
esquema K y es cerrado bajo RIN. Para ver que contiene a K, véase la prueba de la proposicion
anterior , ahi probamos K a partir de RR; ahora veamos que es cerrado bajo RN:
supongamos que by ¢, pero por PL, tenemos que by, (T A T) — ¢, ahora por RR, by, (OT A
OT) — O¢, por N, tenemos que Fx 0T, lo que implica que Fy [é.

Para la prueba de (i7i) se puede usar (i7) y para la de (iv), (iii). o

Daremos dos proposiciones analogas a y pero que tratan de esquemas y reglas de
inferencia que tienen predominantemente al operador modal ¢ en lugar de [J, aunque no nos

detendremos en las pruebas ya que son similares a las anteriores.
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Proposicion 4.1.4. Un sistema normal de l6gica modal tiene los siguientes teoremas y reglas

de inferencia:

RO, = @1V V1)

' <><25—>(<>¢1\/--~V<>¢n)(n>0)

) o=
¢ — (Y Vx) P — 1)
RRO- 555 (00) v ox) R pm—
NO. =OL MG, (0o V O) — (o V1)
CO. O(p V1) = (09 V O) RO. O(o V1) +— (0o Vv Ov)
KO. (=06 A Ov) = O(=¢ A ) DfO. O¢ «— ~O—¢

Proposicion 4.1.5. Sea 3 un sistema ldgico modal que contiene al esquema Dfi]. Entonces .

es normal si y solo si cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) Es cerrado bajo RKS.
(17) Contiene el esquema KO y es cerrado bajo RING.
(791) Contiene al esquema NG y es cerrado bajo RRS.
(iv) Contiene a los esquemas NG y CO y es cerrado bajo RMO.

(v) Contiene a NO, CO y MO y es cerrado bajo RES.

4.2. Laregla de reemplazo y la dualidad en los sistemas normales

En esta seccion hablaremos de dos conceptos: la regla de reemplazo y un par de operadores
de dualidad. Estos nos daran més teoremas y reglas de inferencia para los sistemas normales de

légica modal.

Comenzaremos con la regla de reemplazo:

¢ ¢
¥« Y[/¢]
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que recordando la definiciéon Y[p/@'] es cualquier formula que resulte de reemplazar

cero o més ocurrencias de ¢ en v por ¢'.

Proposicion 4.2.1. Sea ¥ un sistema normal de l6gica modal. Entonces ¥ tiene como regla de

inferencia a REP.

Prueba. Sea ¥ un sistema normal y supongamos que Fx, ¢ +— ¢'. Si ¢ y 9 son la misma
formula entonces es trivial porque 1[¢/¢’] es o bien ¢ o ¢', y tendriamos, en el primer caso,
que Fyx ¥ +— 1), que es siempre cierto, o en el segundo caso, que Fx ¢ <— ¢’ que es cierto
por hipotesis. Asi que supongamos que son diferentes. Haremos la prueba por induccién sobre
la complejidad de .

Si 7 es una letra proposicional, digamos p para alguna p € ®. Como tenemos que p y ¢
son diferentes, entonces no hay ocurrencias de ¢ en p y 1[¢/¢'] = p, entonces trivialmente
Fs p+— ¥[p/¢]. Si 1) es la constante L, es totalmente analogo.

Si ¢ es de la forma —y.Tenemos por hipdtesis de induccion que Fy x +— x[¢/¢’], entonces
por PL, by =x +— —x[¢/¢']. El caso en que v es de la forma x V «, es analogo.

Ahora, si ¢ es de la forma Ox. Por hipotesis de induccion, by x «— x[¢/¢'], y por la
regla REQ (que probamos en |4.1.4), tenemos que Fx, Ox «— O(x[¢/d]), pero es facil ver que
Olx[o/d']) = Ox[o/d], entonces s Ox +— Ox[p/P'], que es lo que se queria probar. 3

Ahora, definiremos el operador de dualidad para formulas.

Definiciéon 4.2.2 (Dualidad de formulas). La férmula dual ¢* de una féormula ¢ se define

recursivamente de la siguiente manera:
(i) p* = —p para toda p € P.
(19) L*=TT.
(iii) (~9)* = ~(9)"
(iv) (V)" =" AY™.
(v) (09)" = D(¢)".
A partir de esta definicion podemos deducir facilmente las de las demas formulas:
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Afirmacion 2. La defincién de dualidad para los demas operadores queda definida como:

w =,

(@A) ="V~

= (0= 9)" =) A (Y)".

(¢ =) = 9" «— ()"
= (Og)" = 0(9)"

Proposicion 4.2.3. Sea ¥ un sistema normal de l6gica modal. Entonces 3 tiene los siguientes

teoremas y reglas de inferencia referentes a la formula dual:

Prueba. Sea ¥ un sistema normal de légica modal y sea ¢ € X. tnicamente haremos la prueba
de (i) ya que los demas son corolarios de los anteriores y sencillos de probar. Procederemos
por induccién. Si ¢ es una letra proposicional, tenemos por PL que Fy p <— —-—p y como
—p = p*, entonces Fy ¢ +— —¢*. Si ¢ es la constante |, entonces por PL Fy L «— =T
y entonces, por la definicion del operador dual Fy L +— =1*. Si ¢ es de la forma —), por
hipotesis de induccion, tenemos que by ¢ «— —p* entonces por PL, by —t) <— —(—¢%).
Si ¢ es de la forma ¢ V x, entonces, tenemos por hipdtesis de induccidén que Fy ¢ +— =¥y
que Fy x «— —x*, entonces por la regla de reemplazo y PL, Fx ¥ V x +— —¢* VvV =x* y
es facil ver que by —¢* V =x* «— =(¢ V x)* y por lo tanto Fx ¥V x +— (¥ V x)*. Y
finalmente, si ¢ es de la forma (v, por hipotesis de induccién y la regla de reemplazo, tenemos
que Fy Oy «— O(—*) y por DI, by O(—*) «— —O¢* y tenemos que (Qp)* = Oy*, lo

cual concluye la prueba. °
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Como ejemplos de esta tltima proposicién, tenemos que en un sistema normal 3 es siempre
un teorema la formula 0T «— =OL. Y que siempre que (O¢p V O—¢) sea un teorema, entonces
lo sera —(0¢ A O-¢). Ambos son faciles de verificar usando las condiciones (i) y (i7) de la

proposicién anterior.

Observacion. Sea S un esquema en un sistema normal Y. Supongamos que en S predomina el
operador modal O (¢). Hemos hablado del esquema dual S¢ (SO). Este esquema dual S¢ (SOJ)

resulta ser exactamente una instancia de —S™*.

Por tltimo para esta secciéon, definiremos otro operador de dualidad y enunciaremos algunas
proposiciones que se referiran a este operador y nos daran informaciéon de cuando podemos

intercambiar los operadores [y ¢.

Definiciéon 4.2.4 (Modalidad y modalidad dual). Definimos a una modalidad o como una

sucesion finita y posiblemente vacia de operadores modales (O y ) y el operador de negacion

(=)
Para cada modalidad «, definimos su modalidad dual o* que es la modalidad que resulta de

intercambiar [J por ¢ y viceversa en «.

Por ejemplo, si a = =L, entonces o = ==L
Decimos que una modalidad es afirmativa si contiene una cantidad par de ocurrencias del

operador —.

Notacion. Denotaremos a las modalidades con las primeras letras del alfabeto griego «, 3,7, ...

Es importante notar que los dos operadores duales son distintos a pesar de que los denotamos

igual.

Proposicion 4.2.5. Sean, ¥ un sistema normal de [6gica modal, o y B modalidades y ¢ cual-

quier To-formula. Entonces:

(i) Fy ap «— —~a*—¢.

(17) Fx ag siy solo si by —a*—g.
(7i1) Fx ap — Bé para toda ¢ si y solo sitx *¢ — a*¢ para toda ¢.
(iv) ap «— Bo para toda ¢ si y solo si by, a*p «— [*¢ para toda ¢.
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Como aplicacién de esto vemos que un sistema normal contiene al equema 4: ¢ — O¢ si

y solo si contiene al esquema dual 40: OO¢ — Q.

Proposicion 4.2.6. Sean, ¥ un sistema normal de ldgica modal y o y B modalidades afirmati-
vas. Entonces X3 contiene al esquema S: ap — B¢ como teorema si y solo si contiene a alguno

de los siguientes teoremas y reglas de inferencia:

S0. B*¢ — a*é.
o=
ap — Pip’
O =
DB =t

Estas proposiciones nos brindan herramientas para conocer méas teoremas de los sistemas

RSO

normales.

4.3. Extensiones del sistema K

Para poder hablar de extensiones, es recomendable que el lector se remita a la definicién
de teorema, donde también se habla de Y-sistemas, con ¥ un sistema légico modal.
El sistema normal més pequeno, K, tiene como teoremas lo generado por Df$, RK y la

l6gica proposicional. Entonces, todos los sistemas normales son K-sistemas. Para hablar de los

sistemas normales vamos a escribir K 5153 ... cuando nos refiramos a la légica modal normal
que tenga como teoremas a los esquemas S, 59, . ... Mas formalmente:
KS5155...5, = el sistema normal mas pequeno que contiene a S1,59,...,S,

Nota 4.3.1. El orden en que pongamos a los teoremas es irrelevante. Por ejemplo, el sistema
KT4B es exactamente el mismo sistema que KBT4.
Por otro lado, cuando no se agrega algin esquema de estos como teorema, tenemos por

definicién a K, que es el sistema mas pequeiio.

Entonces en lo que sigue nos vamos a interesar en las extensiones de K que resultan de

agregar como teoremas a los esquemas D, T, B, 4 y 5 (para recordar los esquemas, revisese la

acotacion (3.3.1)).

93



Figura 4-1: Extensiones Normales del Sistema K

Existen quince sistemas normales distintos obtenidos de agregar al sistema més pequeno
(K), dichos esquemas como teoremas en todas sus combinaciones posibles. Estos quince sistemas
estan ilustrados en la figura En esta figura la inclusion de los sistemas esta representada
por lineas; es decir, las extensiones de un sistema son las que se encuentran conectadas con este

por una linea y estan a la derecha de él.

La mayoria de las inclusiones son obvias, sin embargo, probaremos algunas. Podemos obser-
var que en el diagrama no aparecen todas las combinaciones posibles de los esquemas pero se
puede mostrar que cualquiera de las que no aparecen es idéntica a alguna de las que que si esta

en el diagrama. Aunque algunos de estos casos son obvios, por ejemplo que KDT es la misma
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que KT.

De estos quince sistemas, los que han sido més relevantes a lo largo de la historia son KD,
KT, KTB, KT4 y KT5. KD es considerada como la logica deontica béasica y KT como la
logica alética basica, y normalmente se refiere a ellas simplemente como D y T respectivamente.
Luego, el sistema KTB es conocido como el sistema Brouwersche (a veces solo B) y KT4 y
KT5 son conocidos como los sistemas de Lewis, S4 y S5, respectivamente.

El estudio que haremos de los sistemas sera breve y no profundizaremos mucho en las prue-
bas de las proposiciones. Estudiaremos los sistemas KD, KT, KB, K4, K5 y sus extensiones
normales. En la siguiente proposicién tenemos una caracterizaciéon para cada uno de estos sis-

temas.
Proposicion 4.3.2. Sea ¥ un sistema normal de ldgica modal. Entonces:
1. ¥ es un KD-sistema st y solo si tiene a RD.
2. ¥ es un KT-sistema si y solo si tiene a TO, a RT o a RT.
3. ¥ es un KB-sistema si y solo si tiene a BO, a RB 0 a RBS.
4. X es un K4-sistema siy solo si tiene a 40, a R4 0 a R40.
5. X es un K5-sistema si y solo si tiene a 5O, a R5 0 a R5¢.

Nota 4.3.3. Los teoremas y reglas de inferencia a los que nos referimos en la proposiciéon anterior
son aquellos que se construyen a partir de modalidades afirmativas de la manera en que se hace

en la proposicion |4.2.6|

Y de hecho la prueba de [£:3:2) es una consecuencia inmediata de la proposicion [£.2.6] ya que
las modalidades en los esquemas D, T, B, 4 y 5 son afirmativas.
Antes de empezar el estudio de las extensiones de cada uno de los sistemas, nos conviene

dar una definicién.

Definicién 4.3.4. Sea S un esquema y k > 0. Entonces S* es el esquema resultante de reem-
plazar cada operador modal Oy ¢ en S por ¥ y O respectivamente.

Y el esquema S( )k es el esquema resultante de reemplazar cada modalidad a en S por o

(que es la k-ésima iteracion de la modalidad «).
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KD-sistemas normales.

Proposicion 4.3.5. Sea ¥ un sistema normal de ldgica modal. 3 es un KD-sistema si y solo

st tiene alguno de los siguientes teoremas y reglas de inferencia:

A
RP. 00 P.OT
¢
PO. -0OL 00. —~(O¢p A O—¢).

Y mds en general, ¥ es un KD-sistema si y solo si tiene alguno de los teoremas o reglas de

inferencia: D, RDF, RP*, Pk OF RPOF, POF y OOF, para cualquier k > 0.

KT-sistemas normales. A la logica KT también se le llama T o M.

Proposicion 4.3.6. Todo KT-sistema normal es un KD-sistema normal.

Prueba. [Prueba.] El esquema D (¢ — O¢) se sigue por PL de T (0o — ¢) y TO (¢ —
09). .

Asi que todos los teoremas y reglas de inferencia que tienen los KD-sistemas, mencionados

anteriormente, también los cumplen los KT-sistemas. Pero no son suficientes.

Proposicion 4.3.7. Sea ¥ un KT-sistema normal. Entonces 3 tiene los siguientes teoremas y

reglas de inferencia: T, TOF, RT* y RTOF, para toda k > 0.
KB-sistemas normales.

Proposicion 4.3.8. Sea ¥ un sistema normal de ldgica modal. X2 es un KB-sistema si y solo

si tiene alguno de los siguientes teoremas y reglas de inferencia:

96



X. 000 — ) — (¢ — ) X0. O(¢ — OyY) — (0¢ = ¥)
0p = ¢ o~y

RX. ST 09—y

RXO

Mads en general, todo KB-sistema normal tiene los siguientes teoremas y reglas de inferencia:

BF, BO¥, RB*, RBO*, RX*, RXOF, B()*¥, BO()*, RB()* y RBO()* para toda k > 0.

Ademas tenemos en los KB-sistemas, que el esquema 4 es un teorema si y solo si el esquema,

5 lo es.

Proposicion 4.3.9. Un sistema normal de ldgica modal 3 es un KBj-sistema si y solo si es

un KB5-sistema.
Asi el sistema KB4 es exactamente el mismo que el KB5.
K4-sistemas normales.

Consideremos la siguiente generalizaciéon del esquema 4:

4% O¢ — OFO¢

Proposicion 4.3.10. Cualquier K4-sistema normal tiene como teoremas y reglas de inferencia

a4’ 40 RA'® y RAO™ para toda k > 0.

Observacion. Para ¥ un K4-sistema, ¥ U {00¢} es inconsistente. Ya que de lo contrario, por

40, tendriamos que Q¢ es un teorema, y en particular lo seria ¢_L, lo cual contradice N¢.

K5-sistemas normales.

Consideremos la generalizacion del esquema 5:

5% O¢p — OFO.
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Proposiciéon 4.3.11. Todo K5-sistema normal tiene los teoremas y reglas de inferencia: 5%,

50", R5'* y R50'® para toda k > 0.

El sistema normal méas fuerte que podemos obtener con los esquemas D, T, B, 4 y 5 es
KT5, que es mejor conocido como S5. Como ya vimos antes, existen varias axiomatizaciones

para este sistema normal, las cuales enunciamos en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.3.12. Sea ¥ un sistema normal de logica modal. ¥ es un KT5-sistema st y solo

st tiene como teoremas:
(1) T, By 4, 0
(2) D, By 4, o
3y D, By s
De esta manera, entonces tenemos que KT5 = KTB4 = KDBj = KDB5.

La prueba se sigue del estudio previo que hicimos de S5 y de la proposicién No nos

detendremos a probarlo con detalle.

Ahora ya podemos afirmar que el diagrama es correcto en cuanto a las inclusiones de los
sistemas normales. La mayoria son claras porque se trata de la definiciéon simplemente. Pero para
el resto, con las proposiciones anteriores, podemos ver que se dan las inclusiones; por ejemplo,
por la proposicién tenemos que KD C KT, KDB C KTB y KD4 C KT4. Por la
proposicion [£.3.9] tenemos que K45 C KB4 y por la proposicion tenemos que KT5 es
una extension de KTB, KT4, KD45 y KB4.

4.4. Modalidades

Recordemos que una modalidad es una sucesion finita de los operadores [, ¢ y —, incluyendo
la sucesion vacia, que denotaremos por -.

Es natural preguntarnos, dada una féormula ¢ cuantas férmulas realmente distintas podemos
formar a partir de ella agregando modalidades. Esto es semejante, por ejemplo, en topologia

a preguntarnos cuantos conjuntos verdaderamente diferentes podemos obtener de un conjunto
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dado, aplicando los operadores complemento, interior y cerradura. El desarrollo de esta seccién

responderd esta pregunta sin profundizar mucho en las pruebas.

Definicion 4.4.1. Sean « y 8 dos modalidades de un sistema normal 3. Decimos que « implica
a [ si para toda formula ¢, la férmula ap — B¢ es un teorema de X.
Y decimos que « y 8 son equivalentes en un sistema logico si para toda férmula ¢, la férmula

a¢ +— B¢ es un teorema del sistema. En otro caso, decimos que oy 8 son distintas.

A las formulas del tipo a¢ +— [¢ regularmente las llamamos leyes de reduccion, en el
sentido de que una modalidad puede ser reducida a la otra.

En algunos sistemas de 16gica modal sucede que hay una clase finita de modalidades tal que
cualquier modalidad es equivalente a una de la clase. Y es por medio de una lista de leyes de
reduccién que se puede probar esto. Las leyes de reducciéon solamente nos dan una cota superior
para la cantidad de modalidades distintas en un sistema de logica modal.

Por ejemplo en el sistema S5 (KT5), hay a lo méas seis modalidades diferentes, a saber,

-, 0, O y sus negaciones(—, =0 y =¢). Esto se verifica con las siguientes leyes de reduccion:
1. O¢ «— O0o.
2. 0 «— 009.
3. O¢ «— 000¢.
4. Op «— UO9.

Asi, cualquier sucesion de los operadores ¢,  y — puede ser reducida a solo uno de ellos.
Hagamos un ejemplo para ilustrar esto: sea ¢ la formula —CJCO—CI0y. Lo que haremos primero
es usar Dfld, Df$ y PL para ir sustituyendo las modalidades de tal manera que se recorra
la negaciéon hasta la izquierda. Entonces, ¢ es equivalente a —OO-000 y repitiendo pasos
similares, llegamos a que ¢ es equivalente a QOUIOY; v luego, por la regla de reducciéon 1,
tenemos que es equivalente a QUIIQw, y asi aplicando similarmente las leyes de reduccion,
llegamos a que ¢ es equivalente a Q.

Dos sistemas pueden tener las mismas modalidades diferentes pero ser distintos en los patro-
nes de implicacion entre ellas. Por ejemplo los sistemas S5 y KID45, ambos tienen las modali-

dades -, ¢, 0 y sus negaciones pero KD45 no tiene los teoremas de S5: g — ¢y ¢ — O¢p. Més
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Figura 4-2: Implicaciones entre las modalidades de un KT4-sistema

aun, puede haber sistemas logicos que tengan las mismas modalidades y las mismas implicaciones
entre ellas pero que sean diferentes sistemas.

De todos los sistemas normales que se forman con los esquemas D, T, B, 4 y 5, solo siete
tienen una cantidad finita de modalidades distintas, a saber, KT4, K5, KD5, K45, KB4,
KD45 y KT5.

De estos, KT4 y K5 tienen a lo mas catorce modalidades distintas, KD5, K45 y KB4
tienen a lo més diez y KD45 y KT5 tienen a lo mas seis.

Los otros ocho sistemas tienen una cantidad infinita de modalidades distintas, y esto se
prueba viendo que para todas n > m > 0, el esquema [1™¢ «+— [0"¢ no es un teorema de cada
sistema. Porque de esta manera la modalidad [0"¢ no tendria leyes de reduccién que la haga

equivalente a otras y entonces todas las modalidades de este tipo serian distintas.

Ejemplo 4.4.2. Como ejemplo probaremos que todo KT4-sistema tiene a lo méas catorce mo-
dalidades distintas: -, [, ¢, ¢, 0L, OO, OLIO y sus negaciones. Y con implicaciones entre las
afirmativas como en el diagrama:

Para probarlo basta con ver que las siguientes reglas de reduccién son teoremas de cualquier

KT4 sistema:

O¢ +— O0¢ O +— 009
OU¢ +— OOUe HO¢ «— LOLOe
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Las reglas de la derecha son duales de las de la izquierda, asi que nos basta con probar
las de la izquierda; la primera se sigue de T, 4 y RM. Para Q0l¢ +— OUOL¢ haremos la

demostracion. Primero para la implicacion de izquierda a derecha:

1. O¢ — O0¢ TO
2. O0¢ — OO0 1, RM
3. O¢ — O0¢ 4
4. O¢p — O00¢ 2, 3, PL (silogismo hipotético)
5. O00¢ — 0000 4, RM¢

Y de derecha a izquierda:

1. 000¢ — 006 T
2. 0000¢ — OO0 1RMO
3. 00U¢ — OL¢ 40
4. 0000¢ — 006 2, 3, PL (silogismo hipotético)

Para probar las implicaciones entre las modalidades afirmativas (figura4-2)) basta con probar
las cuatro de arriba porque las de abajo son las duales. De esas cuatro, dos son instancias de
T, y una estid probada en la linea 4 de la primera de las dos pruebas anteriores, sélo resta

000 — OO¢ pero esta es consecuencia directa de T, RM, y RM.

Las pruebas de los otros sistemas son muy similares, con sus respectivas leyes de reduccion.
De hecho cada sistema de los que mencionamos tiene exactamente esa cantidad de modalidades
diferentes. Para probar que dicha cantidad es la minima, hay que probar que de entre las
modalidades que mencionamos, no hay un par que sean equivalentes. Dados los fines de esta

seccion ya no profundizaremos en esto.
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4.5. Correctud

En esta seccion veremos el teorema bésico de correctud de sistemas normales y con eso
probaremos que los sistemas que hemos estado trabajando (los de la figura son distintos.
Para esto es convieniente para el lector recordar la definiciéon de correctud que esta en la
seccion [41

Lema 4.5.1. Sean, F una clase de frames y ¢, d1,. .., ¢n formulas. Entonces:

1. Si F - ¢1,...FIF ¢n, entonces FIF ¢, donde ¢ es consecuencia tautoldgica de ¢1,. .., .

(i.e. la regla RPL preserva validez en una clase de frames).

2. Paran >0, si FIF (¢1 A+ Adn) = &, entonces FI- (Opy A --- AOgy,) — Oo. (ie la

regla RK perserva validez en una clase de frames).
3. FlIF Q¢ +— -9 (i.e. el esquema DfO es vdlido en cualquier clase de frames).

Prueba. Para 1: Para la prueba de 1 requerimos dos afirmaciones que no probaremos pero son

sencillas:
(i) Si v es una tautologia, entonces F I 9.
(1i) Si FIF 4 — x y FIF 4, entonces F I x.

Supongamos que ¢ es consecuencia tautologica de ¢1, ..., ¢,. Entonces la formula ¢ —
(...(¢pn — @) ...) es una tautologia, y por (i), es valida en la clase F. Luego, aplicando n veces
(i), tenemos que F I ¢.

Para 2: Igual que en el inciso anterior haremos uso de dos afirmaciones sin detenernos a

probarlas:
(7) SiF Ik, entonces F I C.
(1) FIFO® — x) = (v — Oy).

La prueba es por induccion; el caso n = 0 es la afirmaciéon (z). Supongamos que se cumple
para todo k < n. Entonces, supongamos que F IF (¢1 A -+ A ¢p) — ¢, por PL FIF (1 A+ A
On—1) = (P — @), entonces por hipotesis de induccion, F I (Ogy A -+ AOe¢y,) — O(édn — @),
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por (i), FIF (Opy A --- AO¢y) — (O¢,, — o) y por PL, F I (O¢1 A --- AOgy,) — 0o, que
es lo que queriamos probar.

La prueba de 3, se sigue de las definiciones de validez y satisfaccion. °

Teorema 4.5.2. Sean Si,59,...,S, esquemas vdlidos en las clases de frames Fy1,Fa, ..., Fy
respectivamente. Entonces el sistema normal KS51Ss...Sy, es correcto con respecto a la clase de

frames F1 N --- N F,.

Prueba. Como para toda 7 = 1,...,n, tenemos que F; I S;, entonces F1 N---NF, IF S;. Por
tanto solo faltara ver que la clase F; N --- N F, valida al esquema Df{ y que las reglas RK y
RPL preservan validez. Pero esto es inmediato del lema anterior (4.5.1)). o

Como el sistema normal mas pequenio (K) estd axiomatizado por Df$, RK y RPL, obte-

nemos el siguiente corolario:

Corolario 4.5.3. Sea F una clase de frames arbitraria. El sistema K es correcto con respecto

aF.

El teorema tiene una importante conexién con las extensiones de K, ya que como en
la seccion [3.3] vimos en cuéles clases de frames son validos cada uno de los axiomas D, T, B, 4
v 5, entonces podemos saber con respecto a qué clases son correctos los sistemas que extienden
a K. Por ejemplo, como D, T, B, 4 y 5 son validos en las clases de frames seriados, reflexivos,
simétricos, transitivos y euclidianos respectivamente, entonces por el teorema [£.5.2) KD, KT,
KB, K4 y K5 son correctos con respecto a dichas clases de frames. En general, por el teorema
y la proposicion [3.3.3] podemos elaborar la tabla donde se indica con respecto a qué
clase es correcto cada sistema de las catorce extensiones de K que hemos estado trabajando.

En la seccién 4.3 vimos una serie de proposiciones que establecian las contenciones entre
los sistemas, pero gracias al teorema de correctud podemos mostrar que son diferentes para asi

obtener la contencién propia.
Proposicion 4.5.4. Los quince sistemas de la figura [{-1 son diferentes.

Prueba. Para mostrar que un sistema Y es diferente de un sistema X', basta con mostrar un
modelo de ¥ en el que no sea verdadero algtin teorema de Y/, entonces usaremos este argumento

para mostrar que las extensiones de K son distintas.
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seriados | reflexivos | simétricos | transitivos | euclidianos
KD °
KT °
KB °
K4 °
K5 °
KDB ° °
KD4 ° °
KD5 °
K45 °
KD45 ° °
KB4 *
[ ]
KTB ° °
KT4 (S4) ° .
[ [}
KT5 (S5) - *
[ J [}

Figura 4-3: Correctud de los sistemas normales que extienden a K

Consideremos los siguientes modelos:

(1) W = {a,b,c} (distintos); R = {(a,a), (b,b), (¢, c),(a,b), (b,a),(b,c),(c,b)} v V tal que
V(p) ={a,b} y V(¢q) = {a} para toda q # p.

(2) W ={a,b} (distintos); R = {(a,a), (b,b),(a,b)} y V tal que V(p) = {a} para toda p € ®.
(3) W ={a,b} (distintos); R = {(a,b),(b,b)} y V tal que V(p) = {b} para toda p € ®.
4) W={a}; R=0yV =10.

(5) W ={a,b,c} (distintos); R = {(a,b), (b,b), (b,¢), (c,c)} y V tal que V(p) = {b} para toda
peod.

(6) W ={a,b} (distintos); R = {(a,b), (b,a)} y V tal que V(p) = {b} para toda p € ®.

Primero analicemos el modelo (1). Tenemos que es un modelo reflexivo y simétrico y en el
que (1),a ¥ Op — O0p y (1),b ¥ Og — O0q¢ que son instancias de 4 y 5 respectivamente.
Por el teorema [£.5.2] (1) es modelo del sistema KTB y de todos los sistemas de los que éste
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es extension. Pero como falsifica instancias de 4 y 5, no puede ser modelo de cualquiera que
contenga esos teoremas. Por lo tanto todos sistemas de los que KTB es extension, son diferentes

de todos los demés.

Ahora, en cuanto al modelo (2)tenemos que este es un modelo reflexivo y transitivo en el que
(2),a¥ p—0O0py (2),a ¥ Op — OOCp, que son instancias de B y 5. Es decir (por el teorema
que es modelo de KT4 y todos los sistemas de los que es extensiéon pero no es modelo
de cualquiera que tenga como teorema a los esquemas B y 5. Por lo tanto dichos sistemas son

distintos.

El modelo (3) es un modelo serial, transitivo y euclidiano, que por el teorema es un
modelo del sistema KD45. Y tenemos que (3),a ¥ Op — py (3),a ¥ —p — OO—p, por lo que
falsifica instancias de T y B. Asi que los sistemas KD45 y aquellos de los que es extension, son

diferentes a los demas del diagrama.

El modelo (4) es simétrico y transitivo, por lo que por el teorema es modelo del sistema
KB4 y todos los que éste contiene. Por otro lado, (4),a ¥ Op — Op que es una instancia de D.
Entonces estos sistemas son diferentes a todos los demas del diagrama porque todos los demés

contienen a D como teorema.

El modelo (5) es seriado y euclidiano, entonces por el teorema m es modelo del sistema
KD5 y todos los sistemas que extiende. Pero (5),a ¥ Op — OOp, que es una instancia de 4.
Por lo tanto KD5 y los sistemas que extiende son distintos a todos los sistemas del diagrama

que contienen a 4.

Por tltimo, el modelo (6) es seriado y simétrico, por lo que gracias al teorema sabemos
que es modelo del sistema KDB y todos los sistemas que extiende. Pero como (6),a ¥ Op — p,
que es una instancia de T, entonces KDB y los sistemas que extiende son distintos a todos los

sistemas del diagrama que contienen al esquema T.

Es facil corroborar que estos seis argumentos son suficientes para que todos los sistemas del

diagrama resulten diferentes entre si, pero ya no profundizaremos en ello. °
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4.6. Completud

Ahora pasaremos a ver algunos resultados de completud en los sistemas normales de logica
modal (recordar la definicion [1.4.19)). Primero trabajaremos con conjuntos »-maximales, para
un sistema légico ¥ y daremos algunos lemas que nos seran ttiles para probar los resultados de

completud que nos interesan.
Conjuntos Y-maximales

Recordemos qué es un conjunto ¥-maximal (definicion [1.4.17)). Dado un sistema logico X,
I" un conjunto de férmulas es -maximal si es Y-consistente y todas sus extensiones propias
son inconsistentes. Ahora daremos ciertas propiedades de los conjuntos Y-maximales que es

conveniente tener en mente.
Proposicion 4.6.1. Sea I' un conjunto de formulas modales tal que Mazs, I', entonces:
(1) T es cerrado bajo MP, i.e. si ¢, — 1 € T, entonces i € T.
(2) ¢ €T siysolosil Fy ¢.
3) ©CT
(4) Para toda formula ¢, o bien ¢ €' 0 = € T.
(5) Para cualesquiera formulas ¢, ¥, ¢V p €' siy solosip €T op €T.

Prueba. Solo haremos la prueba de (2) y de (4).

Para (2). (=) Proposicion [1.4.14](4).

(<) Para el converso, supongamos que I' ks, ¢ y que ¢ ¢ I'. Como MaxyI', y ¢ ¢ I', entonces
ConyT'U{¢}, entonces por la proposicion m), I' -y —¢. Lo cual es una contradiccién con
la consistencia de I'. Por lo tanto ¢ € T'.

Ahora, para (4). Supongamos que ¢ € I'. Si =¢ € I, entonces ConyI" (definicion [1.4.13]), por
lo que —¢ ¢ T'. Asi que no sucede que ambas estén en I'; hace falta ver que alguna debe estar.
Supongamos que ¢ ¢ I''y =¢ ¢ I',por (2), I' ¥x, ¢ y ' ¥5, =¢, entonces por proposicion
(7i), CongI' U {—¢} y CongI' U {¢}, lo que por definicion implica que ¢ € I' y =¢ € T', que es

una contradiccion. °
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La siguiente proposicién, conocida como Lema de Lindenbaum, afirma que todo conjunto

consistente de un sistema tiene una extensién maximal.

Proposicion 4.6.2 (Lema de Lindenbaum). Sea I' un conjunto de formulas. Si ConyI', entonces

existe A tal que:
(i) I C A.
(1i) Maxs A.
La prueba del lema de Lindenbaum es clésica, asi que solo haremos un esbozo.

Prueba. Como nuestro lenguaje es numerable, sea ¢g, ¢1, ¢o, . . . una enumeracion de las férmulas

del lenguaje. Definiremos recursivamente como sigue los conjuntos A; para toda ¢ € N:

Ao =T

ApU{¢pn}, st ApU{¢n} es consistente
AnJrl =
ApU{—~¢n}, en otro caso

De esta manera construimos a A = Unzo A,,. Para terminar habria que probar que: (1) A,
es consistente para toda n; (2) Para toda ¢ formula, solo una de ¢ o —¢ pertenece a A; (3) si

A b5 ¢, entonces ¢ € A; y (4) Maxy,.

Enseguida probaremos una ultima proposicién en cuanto a conjuntos -maximales que nos

sera util.
Proposicion 4.6.3. Sea I' un conjunto de formulas. Entonces:
(i) T'bx ¢ sty solo si ¢ € A para todo MaxsA tal que T' C A.

(17) Fx @ si y solo si ¢ € A para todo Mazxs, A.
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Prueba. Como(ii) se sigue sencillamente de (i), solo haremos la prueba de (7).

(=) Supongamos que I' Fy ¢. Sea A tal que Maxy, A y I' C A. Es facil ver que como I' C Ay
I' s ¢, entonces A Fx; ¢ y por la proposicion M(l), ¢ € A. (<) Supongamos que I' ¥5 ¢,
entonces (es facil probar que) ConI' U {—¢}. Por el Lema de Lindenbaum, hay un conjunto A
que es extensién Y-maximal de este, y es claro que también es extension de I'. Como —¢ € A,

por la proposiciéon M(S), ¢ ¢ A, lo que contradice las hipotesis y prueba lo que queriamos. e

Ahora definifremos el conjunto de prueba de una férmula ¢, que seré el conjunto de conjuntos

Y-maximales que la contienen.

Definicioén 4.6.4. Sean, ¥ un sistema logico modal y ¢ una férmula. Definimos el conjunto de

prueba de ¢ con respecto a X2 (Not: |¢|y) como: |¢p|y = {Maxy': ¢ € T'}.

La siguiente herramienta que nos interesa para probar los resultados de correctud es un tipo

de modelos llamados modelos canonicos.
Modelos Canénicos

Dado ¥ un sistema normal de légica modal, nos interesan los modelos canénicos de este.

Definicién 4.6.5. El modelo canénico para el sistema normal ¥ es el modelo 9> = (W*, R*, V=)

tal que:
(i) W* ={I'| Maxs '}

(ii) R™wwv siy solo si para toda formula ¢, ¢ € v implica que (¢ € w. Esta relacién es llamada

la relacion candnica.
(iii) V*(p) = |p|s para toda p € ®. V* es la valuacidn candnica.
El frame §~ = (W>, R”) es el frame candnico para .

La valuacion canénica empata la nociéon de verdad de una letra proposicional en un mundo w
con su pertenencia a dicho mundo w, la meta que queremos alcanzar con los modelos canénicos
es la de extender esta coincidencia de verdad con pertenencia a todas las formulas.

Otra manera de caracterizar a los modelos candnicos por su relacion es la siguiente:
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Proposicion 4.6.6. Para el modelo candnico de ¥, M> = (WE, R>, VE),

R*wv si y slo si para toda formula v, T € w implica que 1 € v.

Prueba. (=) Supongamos que R™wv. Ademéas supongamos que ¢ ¢ v. Como Maxswv, por la
proposicién M(4), —¢ € v. Como R¥wv, O—¢ € w, lo que equivale a que =J¢ € w, entonces
O¢ ¢ w. Que es la contrapositiva de lo que queriamos probar.

(<) Analogamente, supongamos que para toda formula ¢, (Y € w implica que ¢ € v.
También supongamos que Q1) ¢ w. Esto implica que =01 € w, por lo que -1 € w, entonces

por hipoétesis =) € v, entonces 1 ¢ v. °
Probemos ahora que realmente existen conjuntos maximales relacionados de esta manera.

Proposicion 4.6.7. Sean, ¥ un sistema normal de logica modal yw € W*. Si O¢ € w entonces

hay un estado v € W tal que R wv y ¢ € v.

Prueba. Sea w € W*. Supongamos que (¢ € w. Vamos a construir al estado v que necesitamos.
Sea v~ = {¢} U {¢ |0y € w}. Primero vamos a probar que v~ es consistente. Para ello,
supongamos que 1o lo es, entonces por la proposicion [L.4.14[ii), {1/ |O¢ € w} by, =¢. Asi, hay
P1,. ..,y tales que by (Y1A- - -Ay,) — ). Por laregla RM, tenemos que by, (Y1 A« - <At)y,) —
O-. Por otro lado, como (1 A 1) — (¥1 A 1,) es una tautologia, entonces es un teorema
para cualquier sistema normal y por la regla RK, (O A -+ AOw,) — O A+ Atby,) es un
teorema de cualquier sistema normal. Entonces por PL, s (O A -+ - A Oty,) — O=¢. Como
i, ..., € w y Maxgw, entonces [lipy A -+ - A i), € w. También como ¥ C w (ya que
Maxsw), Oy A« - Ath, — O-¢ € w y ademés como w es cerrado bajo MP, entonces (¢ € w,
lo que por Df$ implica que ={0¢ € w, que es una contradicciéon con que Maxsw y ¢0¢ € w. Por
lo tanto, v~ es consistente.

Luego, por el lema de Lindenbaum , existe v € W* tal que v~ C v. Y ademas por
construccién tenemos que ¢ € v y que para toda féormula v, [y € w implica que ¥ € v. Por lo

tanto, R>wv. °

Ahora probaremos el lema que logra extender la coincidencia de las nociones de verdad en

un mundo y pertenencia en el mismo para todas las férmulas en un modelo canénico.
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Lema 4.6.8. Sea 9 un modelo candnico para un sistema normal de logica modal 3. Para todo
w € M,
M, w Ik @ siy solo si p € w.

Es decir, V(¢) = |¢|x.

Prueba. La prueba se hara por induccién sobre la complejidad de ¢. Si ¢ es una letra proposi-
cional p € @, tenemos que V(p) = |p|y, por definicion de modelo canoénico. Si ¢ es L, V(L) =0
y por la proposicion M(él), 1 ¢ T para todo Maxy T, entonces | L]y, = (. Si ¢ es de la forma
-, V(=) = W\ V(¢) y por hipdtesis de induccion, V(¢) = |[¢|x, entonces V(=) = W\ [¢]x;
por otro lado |[¢|y = {MaxsI'|-¢ € T} = {Maxy [¢ ¢ I'} = W\ |¢]s. El caso en el que ¢ es
de la forma ¢ V x es inmediato si se sigue un razonamiento parecido. Y por ultimo, si ¢ es de
la forma (1) tenemos por definicion que I, w IF (1) si y solo si para algin v € 9 tal que Rwv,
M, v IF ¢, por hipoétesis de induccién esto sucede si y solo si para algin v € 9 tal que Rwo,

1 € vy por definicién, eso sucede si y solo si Q¢ € w. °

Ya tenemos lo suficiente para probar el teorema fundamental de correctud.

Teorema 4.6.9 (Teorema del Modelo Canoénico). Todo sistema normal de ldgica modal es

fuertemente completo con respecto a su modelo candénico.

Prueba. Sea Y un sistema normal de l6gica modal y sea I' un conjunto X-consistente de formulas.
Por el lema de Lindenbaum, existe un conjunto A tal que I' € A y Maxs; A. Entonces A € W
y para toda formula ¢ € I', ¢ € A y entonces por el lema IM>, A I- ¢. Asi T es satisfacible

en el mundo A del modelo candnico de X. °

Ahora ya somos capaces de probar que algunos de los sistemas normales que han sido de
nuestro interés son fuertemente completos con respecto a ciertas clases de frames (a estas alturas
ya nos debemos imaginar qué clase de frames corresponde a cada uno). Y aunque parezca lejano
porque el teorema del modelo candnico nos garantiza que un sistema normal es fuertemente
completo para una clase de modelos (la que solo tiene al modelo canénico del sistema normal),

en efecto el teorema implica directamente los siguientes resultados.

Proposicion 4.6.10. FEl sistema K es fuertemente completo con respecto a la clase de todos los

frames.
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Prueba. Por la proposicion [1.4.20] solo basta con encontrar para un conjunto I' de formulas tal
que ConyxI", un modelo 991 basado en un frame cualquiera y un estado w de 991, tal que 97, w I+ T'.

Sea M = (FK, V) el modelo canodnico de K y sea A tal que I' C A y MaxgA. Por el lema

4.6.8, ME A IFT. o

En los siguientes resultados de completud, la técnica que usaremos para mostrar que un
sistema normal ¥ es completo con respecto a una clase F de frames consta solo en mostrar
que el frame canénico de ¥ pertenece a F. A esta técnica se le conoce como completud por

canonicidad.

Proposicion 4.6.11. FEl sistema normal K4 es fuertemente completo con respecto a la clase de

frames transitivos.

Prueba. Sea I' un conjunto de féormulas tal que Congy4l'. Tenemos que encontrar un modelo
(F,V) y un estado w del modelo tal que (F,V),w - Ty § sea transitivo. Sea (WK% RE4 yK4)
el modelo canonico para K4. Por el teorema[4.6.9] lo primero se cumple. Falta probar que el frame
canonico para K4 es transitivo. Sean w,v,u € W4 tales que R¥4wv y R¥4vu. Supongamos
que para una formula ¢, ¢ € u, entonces como R¥%vu, (¢ € v y como R¥*wwv, OO¢ € w. Pero
como Maxgaw (K4 C w), 0O0¢p — Op € w y por MP, O¢ € w. Por lo tanto, R¥4wu y F¥* es

transitivo. °

Esta prueba demuestra algo mas fuerte: que cualquier sistema que contenga el esquema 4
(K4-sistema) es fuertemente completo con respecto a la clase de frames transitivos.

Por otro lado, todos estos resultados sugieren que existe una conexion entre definibilidad de
frames y completud, ya que en la seccién [3.1] vimos, por ejemplo que el esquema 4 define la

propiedad de transitividad.

Proposicion 4.6.12. Los sistemas KD, KT, KB y K5 son fuertemente completos con respecto

a las clases de frames seriados, reflexivos, simétricos y euclidianos respectivamente.

Prueba. Para la primer afirmacién basta con probar que el modelo canénico para KD es seriado.
Sea w un mundo del modelo canénico para KD. Como w es tal que Maxgpw, w contiene la

formula Clgp — O¢, entonces contiene a una instancia de esta que es 0T — OT. Como todo
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sistema normal contiene a T, por RN también contiene a [(JT. Entonces por MP, 0T € w. Por

el lema m existe un mundo v tal que REPwwv.

Para la segunda afirmacién hay que probar que el modelo canénico para KT es reflexivo. Sea
w € WET, Supongamos que ¢ € w. Como Maxgrw, entonces ¢ — {¢ € w y como w es cerrado

bajo MP, {¢. Por lo tanto RETww.

Para la tercer afirmacion probaremos que el modelo canénico para KB es simétrico. Sean w,v €
WEB tales que REKBwv. Supongamos que ¢ € w. Como Maxkpw, ¢ — 00¢ € w, y por MP,
0O¢ € w. Por la proposicién O¢ € v. Por lo tanto REByw.

Por tltimo, para la cuarta afirmacion, probemos que el modelo canénico para K5 es euclidiano.
Sean w,v,u € W5 mundos tales que R¥%wv y RE3wu, para ver que es euclidiano, hay que

RK5

probar que vu. Para esto, sea ¢ € u. Como R¥%wu, (¢ € w. Pero como el sistema contiene

al esquema 5, entonces ¢ — O¢p € w y por cerradura bajo MP, O0p¢ € w. Luego, como

RK5 RK5 RX5 ¢g euclidiana. o

wv, entonces Q¢ € v. Por lo tanto wv 'y entonces

De nuevo se ve la aparente relacion entre definibilidad y la estructura de frames candnicos.
Como ya habiamos visto, los esquemas D, T, B y 5 definen las propiedades de serialidad,
reflexividad, simetria y euclidiana respectivamente. Ademaés, en este caso, igual que en el anterior,
las pruebas nos dicen atin més de lo que pide la proposicion: cualquier KD( KT, KB o K5)-
sistema normal ¥ es fuertemente completo con respecto a la clase de frames seriados (reflexivos,
simétricos o euclidianos). Esto nos lleva a poder “sumar” estos resultados para sistemas que
contengan mas de un esquema de los que hemos estado trabajando. En la siguiente proposicién

damos dos ejemplos de esto.

Proposicion 4.6.13. FEl sistema S4 es fuertemente completo con respecto a la clase de frames
reflexivos y transitivos. Y el sistema S5 es fuertemente completo con respecto a la clase de

frames cuya relacion es de equivalencia.

Prueba. Como la prueba de la proposicion garantiza que cualquier sistema que contenga
al esquema 4 es fuertemente completo con respecto a la clase de frames transitivos y la prueba de
la segunda afirmacion de la proposicion [4.6.12] garantiza que cualquier sistema que contenga al

esquema T es fuertemente completo con respecto a la clase de los frames reflexivos y el sistema
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S4 los contiene a los dos, se sigue que es fuertemente completo cpn respecto a la clase de frames
que tienen ambas propiedades.

Para S5, andlogamente se sigue de la segunda y tercera afirmacion de la proposiciéon
y de la proposicion o

Podemos concluir que definitivamente los modelos canénicos son muy ttiles para probar los
resultados de completud. Y ademés que es muy evidente que existe algiin vinculo entre que una
férmula defina a la clase de frames caracterizada por cierta propiedad y que cualquier sistema
normal de légica modal que contenga a dicha férmula sea completo con respecto a la misma
clase. Esta relacion es estudiada por medio del concepto de canonicidad de una férmula, de un
sistema normal y de una férmula para una propiedad. No ahondaremos més en este tema en
este trabajo pero es importante evidenciar que la relacién existe y al lector que este interesado

en indagar mas sobre canonicidad se le sugiere revisar |Blackburn et al., 2002].
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Otras Semanticas para el Lenguaje

Modal

Mostraremos ahora un par de ejemplos de seméanticas alternativas para la légica modal.

5.1. Una semantica topolbgica para el lenguaje basico modal

En esta seccién mostraremos brevemente una semantica alternativa para el lenguaje basico
modal. Esta semantica estara basada en espacios topologicos, por lo que primero daremos unas

definiciones.

Definiciéon 5.1.1 (Topologia). Sea X un conjunto no vacio. Una topologia T para X es una

coleccion 7 C P(X) tal que:

(i) herTy X er.

(13) Si A, B € 7, entonces AN B € 7.
(731) Si A C 7, entonces |JA € 7.

A los elementos de 7 les llamamos abiertos. Y un subconjunto B C X es cerrado si y solo si

X \ B es abierto.

Entonces, un espacio topoldgico es un par (X, 7) de un conjunto con su topologia, acostum-
braremos llamar al espacio (X, 7) solamente X por practicidad. Y por un subespacio topoldgico de

X, entenderemos un subconjunto A C X dotado con una topologia relativa 74 = {BNA| B € 7}.
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Definiciéon 5.1.2 (Interior y Cerradura). Sea A C X. El interior en X de A (Not: intx(A)) es
el abierto mas grande contenido en A. Es decir, intx(A) = J{BC X|BC Ay BeT}.

La cerradura en X de A (Not: clx(A)) es el cerrado méas pequeno que contiene a A. Es decir,
cdx(A)={C CX|ACCyC es cerrado}. Notese que clx(A) = X \ (intx (X \ 4)).

En ambos casos se puede omitir el subindice que indica el espacio si éste es claro por el

contexto.

Ahora si pasemos a definir la seméntica topologica. En esta seméntica, las formulas modales
denotaran regiones de un espacio topolégico. Las regiones del espacio topolégico denotadas por
las letras proposicionales estan determinadas de antemano por una valuaciéon y los operadores
V, =, { se interpretan como unién, complemento y cerradura, respectivamente.

En este punto es recomendable recordar la construccion del lenguaje basico modal LM (7o, P)

(cjemplo [L21)).

Definiciéon 5.1.3 (Modelo Topolégico). Un modelo topoldgico M es una pareja M = (X, V)

donde X = (X, 7) es un espacio topologico y V' es una funcion valuacion V : & — P(X).

Definiciéon 5.1.4 (Satisfaccion). La satisfaccion de una 7p-féormula ¢ en un punto w de un

modelo topologico M se define recursivamente como sigue:
M, w - L nunca.
Mwlkp siysolosi w e V(p).
M, wlF—¢ siy s6lo sino sucede que M, w IF .
Mwl- oV siysolosiIMwlkodo M wl-p.
M, wl-Op siy solosipara todo A € 7si w € A, existe v € A tal que M, v IF ¢.

Bajo esta definicion, no es dificil ver que las interpretaciones de los operadores A y [0 como

interseccion e interior, son consistentes con las definiciones de satisfaccion.

Naturalmente extendemos la nocién de satisfaccion a la de verdad y validez de la siguiente
manera. Si A C X y si M, w |- ¢ para todo w € A, escribimos A IF ¢. Més atn, escribimos

M IF ¢ si M, w I- ¢ para todo w € X. En este caso decimos que ¢ es verdadera en el modelo 1.
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Y decimos que ¢ es vélida en X (Not: X |k ¢) si (X, V) IF ¢ para toda valuacion V. Y si K es

una clase de espacios topologicos, escribimos K IF ¢ si X IF ¢ para todo espacio X € K.

De esta manera, cada féormula ¢ define, en un modelo ) a un conjunto de puntos del espacio
topoldgico: los puntos donde ¢ es verdadera. Asi, podemos extender la valuacion V' del modelo,
a una funcion, que abusando de la notacion, denotaremos también V', donde V(¢) es el conjunto

de puntos donde ¢ es verdadera.

Observacion. Es interesante observar y no es dificil de probar las siguientes igualdades.
(1) V(08) =cl(V(9)).
(it) V(Og) = int(V(9)).

También se extienden de manera usual las nociones de verdad y validez a un conjunto I' de
To-férmulas. Es decir, por ejemplo, X IF I" si y solo si X IF « para toda v € I.

Por dltimo, daremos un ejemplo de una férmula modal que define una clase de espacios
topoldgicos. Para esto conviene recordar la definicién de definibilidad que aunque fue dada para

modelos puntuales, es naturalmente adaptable a modelos (definicion [2.8.4)).

Ejemplo 5.1.5. Para este ejemplo nos interesa la clase de los espacios hereditariamente irreso-

lubles. Primero nos conviene definir dichos espacios.

Definiciéon 5.1.6 (Espacios hereditariamente irresolubles). Un subconjunto A C X es denso
en X si clx(A) = X. Un espacio topologico es irresoluble si no puede ser descompuesto en
dos subconjuntos densos ajenos. Y es hereditariamente irresoluble si todos sus subespacios son

irresolubles.
Afirmacion 5.1.7. La 1p-formula O(O(p — Op) — p) — UOp define a la clase de los espacios
topologicos hereditariamente irresolubles.

La prueba de esto se puede encontrar en |[Ten Cate et al. [2009]. E igualmente el articulo se
le recomienda al lector que este interesado en indagar mas sobre esta semantica topolégica para

el lenguaje basico modal.
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5.2. Una semantica algebraica

Es posible establecer una seméntica algebraica para diversas l6gicas modales de una forma
relativamente simple: identificando a las formulas modales como términos (o bien polinomios) y
evaluarlas en un tipo apropiado de estructura algebraica. Por tanto, resulta natural preguntarnos
qué clases de algebras resultan adecuadas para la l6gica modal. Esto es, necesitamos identificar
una clase de algebras con una estructura lo suficientemente robusta para poder representar en
ellas las formulas, conectivos y operadores presentes en la logica. Tales estructuras resultan ser

las denominadas dlgebras booleanas con operadores.

Definicién 5.2.1 (Algebra de Boole). Una algebra de Boole (o algebra booleana) es una es-
tructura B = (B, +,-,7,0,1) tal que B es un conjunto no vacio, las operaciones + y - son
operaciones binarias conmutativas y asociativas tales que cada una distributiva sobre la otra,
~ es una operacién unaria y 0,1 son elementos distintos de B que satisfacen las siguientes

propiedades:

1. (B,+,-) es una reticula distributiva.
2. Para cualquier t ¢ B,z-0=0yz+1=1.
3. Para cualquierx € B,x-2~ =0yz+z~ =1.

Una propiedad importante es que las algebras booleanas estdn estrechamente relacionadas
con la logica proposicional, donde - corresponde al conectivo A, la operaciéon binaria + correspon-
de al conectivo binario V, mientras que el operador unario — tiene asociada la operacién unaria
~. Finalmente, el conectivo binario <+ corresponde a la igualdad en la estructura algebraica y
los elementos minimo y méximo del algebra booleana corresponden a L y T respectivamente.
Por tanto, anicamente basta considerar algebras booleanas con un operador adicional adecuado

que permita interpretar a la modalidad ¢

Definicién 5.2.2. (Algebras booleanas con operadores) Una algebra booleana con operadores
es una pareja (28, m), donde B es una éalgebra booleana y m es un operador unario en 8 que

satisface las ecuaciones m(0) =0y m(x + y) = m(x) + m(y) para cualesquiera z,y.

Notemos que, al identificar al operador m con ¢, las dos ecuaciones previas tienen asociadas

las formulas modales Q(¢ V ¢) <+ (O V Op) y OL <> L.
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La forma de interpretar el lenguaje basico modal en una algebra booleana con operadores
dada, y posteriormente extender tal interpretacion a todas las férmulas modales, se da como

ocurre regularmente: empleando valuaciones.

Definicion 5.2.3. Sea (B, m) una algebra booleana con operadores, donde 8 = (B, +.-,7,0,1).
Una wvaluacion es una funcion V : & — B que cumple las siguientes propiedades para cuales-

quiera formulas ¢, 1):
n V(pv)=V(g) + V() y V(e Ap) = V() - V(¥),
= V(=¢) = V()
= V(09) =m(V(9)).

Empleando la técnica usual de légica algebraica basada en la construccion del dlgebra de
Lindembaum-Tarski de una légica dada, es posible demostrar el siguiente resultado correspon-

diente a la logica modal K.

Teorema 5.2.4. Una férmula modal ¢ es un teorema en la légica modal K si y sélo si V(¢) =1

para toda dlgebra booleana (B, m) y toda valuacion V definida en ella.

De hecho, es posible obtener un resultado mas fuerte que el anterior que permite caracterizar
a todas las extensiones axioméaticas de K (esto es, la coleccion de logicas normales) mediante

clases de algebras booleanas con operadores, de la siguiente forma

Proposicion 5.2.5. Dado un sistema normal de légica modal I', es posible encontrar una clase
C de dlgebras booleanas con operadores, de tal forma que una férmula modal ¢ es un teorema en
I' siempre y cuando para cualquier dlgebra modal con operadores perteneciente a C y cualquier

valuacion en dicha dlgebra se cumple que V(¢) = 1.

El lector que este interesado en profundizar en este tema, se le recomienda revisar |Goldblatt,

2003]

5.3. Las bisimulaciones vistas desde la teoria de juegos

En esta seccién veremos cémo se pueden definir las bisimulaciones desde la perspectiva de la

teoria de juegos. Este es un tercer ejemplo de otras perspectiavs seméanticas para la logica modal.
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No entraremos en mucho detalle de teoria de juegos, solamente daremos la idea intuitiva basada
en una seccion de |Goranko y Otto|, [2007]. También para profundizar mas en la seméntica de
la 16gica modal vista de la teoria de juegos se le recomienda al lector consultar [Van Benthem),
2010).

Nos restringiremos al lenguaje basico modal LM (1y, ®), que recordando, solo tiene un ope-
rador unario () en su tipo de semejanza. Consideremos dos 7p-modelos M = (W, R, V) y
M = (W', R, V'). Se define un juego que llamaremos el juego de bisimulacion sobre O y N
que consiste de dos jugadoras: I, a la que llamaremos la retadora y 11, a la que llamaremos la
defensora y una canica en un mundo de 9 y otra en un mundo de M’ que indican el mundo
o estado actual de cada modelo. Una configuracion del juego consiste de una ubicacion de las
canicas y se describe por una pareja de modelos puntuales (9%, w), (M, w')), donde w y w’ son

los mundos de M y MV, respectivamente, donde se ubican las canicas.

En una ronda del juego, la jugadora I escoge una canica, la mueve por una R (o R’)-transicion
y la coloca en un sucesor del mundo donde se encontraba la canica. La jugadora II responde, en
el otro modelo, moviendo la canica por una R’ (0 R)-transicién a un sucesor. Después de que

cada jugadora hace su movimiento, la configuracién cambia.

En este juego, II pierde cuando no puede responder a la jugada de I, es decir, si la canica
que le toca mover se encuentra en un mundo que ya no tiene sucesores, o cuando los mundos
de la nueva configuracién no satisfacen a los mismos atomos. En cambio, I pierde cuando ya no
puede hacer otra jugada porque ambas canicas estdn en mundos sin sucesores o cuando existe

una sucesién infinita de rondas jugadas de acuerdo con las reglas.

Decimos que la jugadora II tiene una estrategia ganadora en un juego de bisimulacién que
empieza en la configuracion ((9,w), (M, w’)) si es capaz de responder a cualquier jugada de
I de manera que le garanticen ganar el juego ya sea porque I se queda sin poder hacer mas
jugadas o porque IT puede responder de ‘buena manera’ infinitamente.

Entonces, podemos pensar que la jugadora I reta la condicién de bisimilitud de los modelos

de los cuales consiste el juego, mientras que la jugadora II la defiende.

Proposicion 5.3.1. En un juego de bisimulacion que tiene como configuracion inicial a la pareja

(M, w), (M, w")), la jugadora II tiene una estrategia ganadora si y solo si M, w = M w'.
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Efectivamente, una bisimulacion Z : 9 = 9 es una estrategia ganadora para la jugadora
II. Por un lado, garantiza que en cualquier configuracién, los mundos en que se encuentran las
canicas, satisfacen los mismos atomos y las condiciones hacia atrds y hacia adelante garantizan
que para cualquier canica que elija mover I, siempre habra una buena respuesta de II. Y reci-
procamente, si IT gana el juego, las parejas (w,w') de mundos de cada configuracion definida

por cada ronda del juego, inducen una bisimulacién.
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Conclusiones

Este trabajo hace un recorrido general de la l6gica modal de tal manera que cualquier persona
con conocimientos generales de légica clasica pueda conseguir un buen panorama de la logica
modal y de una manera accesible. En el trabajo se hace un estudio seméntico de los modelos
y frames de Kripke, un estudio sintactico de las logicas que corresponden a dicha seméntica, se
relacionan ambos puntos de vista por medio de los resultados de correctud y completud, y al

final se presentan otras perspectivas semanticas para las l6gicas modales.

En los capitulos segundo y tercero se hace el estudio seméntico. En el desarrollo del segundo
capitulo se presentaron una variedad de herramientas semanticas tutiles para estudiar a las
l6gicas modales, desde las mas sencillas como los morfismos, hasta otras mas complejas como la
extension a ultrafiltro o las ultrapotencias. También se relaciona la légica modal con la logica de
primer orden. El tercer capitulo se ocupa de ver qué formulas definen a los frames caracterizados
por ciertas propiedades de interés. De este par de capitulos se puede concluir que que la logica

modal es bastante expresiva, ya que su estudio semantico es bastante rico.

En el cuarto capitulo, restringido al lenguaje basico modal se hace un estudio de los sistemas
normales y sus axiomatizaciones, se hacen pruebas sintacticas y se estudian los operadores
modales y las modalidades. En dicho capitulo se puede observar que la dualidad de los operadores
modales se asemeja a la de los cuantificadores en la logica de primer orden. Y también se hace
evidente que como el lenguaje se construye de una manera sencilla, el estudio sintactico no se

vuelve demasiado complicado.

Al principio, podria parecer que la logica modal es una extensién que enriquece la expre-
sividad de la logica clasica por medio de los operadores modales. Como ya se mencion6 antes,

hay una semejanza entre los operadores modales y los cuantificadores de la logica clasica que
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es bastante interesante ya que efectivamente los operadores modales fungen de alguna manera
como cuantificadores pero localmente, restringidos a los mundos accesibles desde el mundo en el
que se encuentre. Esto nos lleva a ver entonces, por otro lado, a la légica modal como fragmento
de la légica clésica, hecho que se formaliza con el Teorema de Caracterizaciéon de Van Benthem,

visto en el segundo capitulo.

Finalmente, seria bueno resltar que una de las bondades de la l6gica modal es que al partir
de un lenguaje proposicional, su estudio sintactico es bastante sencillo para la riqueza en ex-
presividad que ofrece su semantica. Y una gran ventaja de dicha seméntica (tipo Kripke) es el
estudio local que nos permite hacer, en el sentido de que en cada mundo del frame o modelo,

tenemos un modelo de la légica proposicional.
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Apéndice A
Loégica de Primer Orden

Este apéndice esta dedicado a profundizar un poco mas en algunas nociones sobre logica de
primer orden, teoria de modelos y la construccién del ultraproducto que se usan a lo largo del

texto sin ser cuidadosamente definidas.

A.1. Lenguaje y Modelos de Primer Orden

El lenguaje de primer orden se construye a partir de un tipo de semejanza p, que es un conjunto,

posiblemente vacio que tiene la siguiente formas:

p=(U Rau(lJ Fayuc,
neZ+t neZt
donde para toda n € ZT, R, es un conjunto de simbolos llamados letras relacionales, cuya
aridad es n, F;, es un conjunto de simbolos llamados letras funcionales cuya aridad es n; y C
es un conjunto de simbolos llamados constantes. Se pide que un simbolo no sea una sucesiéon de
otros. Dado un tipo de semejanza, construimos el lenguaje para este. Asi que en lo que sigue,
suponemos que p es un tipo de semejanza fijo.
Después, tenemos un conjunto E/l, al que llamamos alfabeto formal que sera el conjunto de

simbolos que usaré el lenguaje. Este conjunto es de la siguiente forma:

L, =pU{vlieN}U{=}U{~,V}U{(),, }U{3},
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donde cada uniendo es, el tipo de semejanza, un conjunto numerable de variables, un conjunto
que contiene un simbolo de igualdad, un conjunto de conectivos l6gicos, un conjunto de simbolos

auxiliares y un conjunto de cuantificadores, respectivamente.

Notacion. En la denotacion del lenguaje E;, p claramente hace referencia al tipo de semejanza y
el 1 hace referencia a que el lenguaje es de primer orden. Pero alguno o ambos se pueden omitir

si el contexto lo permite.

Notacion. A los elementos del conjunto de variables los denotaremos a veces por las ultimas
letras del alfabeto: ..., z,y,z. A los elementos del conjunto de constantes los solemos denotar

por la letra ¢ y cuando sea necesario, por ¢; con i en algin conjunto J posiblemente los naturales.

Lo siguiente que hay que construir son los términos. Un término ¢ se construye recursivamente

mediante la férmulas:

t::x\c]f(tl,tg,...,tn),

donde f es una letra funcional de aridad n.

Luego, una formula atomica B queda definida recursivamente por medio de la férmula:
Bi=t ~to ‘ R(tlat27 s atn)v

donde R es una letra relacional de aridad n y t; para i € {1,...,n} son términos.

Y por ultimo, una férmula « se construye mediante la férmula:
a:=B|-alaVd|Iza.

Los demés conectivos logicos (A, —, —) se definen de la manera usual, igual que el otro
cuantificador (V).

Decimos que una ocurrencia de una variable x en una férmula « es acotada si 'y solo si x es
la variable de un cuantificador o esta en el alcance de un cuantificador, en la féormula. En otro
caso la ocurrencia de x es libre en la formula «. Y entonces un enunciado es una férmula cuyas
variables son todas acotadas.

Un modelo para un lenguaje de primer orden, debe contener suficientes elementos para interpre-

tar cada componente del lenguaje, es decir debe contener relaciones para interpretar las letras
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relacionales, funciones para interpretar las letras funcionales, y ademés la aridad de éstas debe-
ran coincidir con la aridad de los simbolos que interpretan; y también un modelo deberé contener
suficientes elementos distinguidos para interpretar a las constantes del lenguaje. Entonces, un
modelo para un lenguaje de primer orden E}, es una tupla A = (4, R, O, ), donde A es un con-
junto no vacio (el dominio o universo); R es un conjunto de relaciones sobre A, i.e. si R € R,
entonces R C A™ para alguna n; O es un conjunto de funciones u operaciones en el dominio, es
decir, si f € O, entonces f : A™ — A para alguna n; y £ es un conjunto de elementos distiguidos
de A. Un modelo es una estructura relacional, ya que podemos ver a las funciones n-arias como

relaciones (n + 1)-arias y a los elementos distinguidos como relaciones 0-arias.

Notacion. A la interpretacion de letra relacional R (o letra funcional f o constante c) en el

modelo 2, la denotaremos por R* (o f* o ¥, respectivamente).

Como nuestro lenguaje también consta de variables, necesitamos interpretarlas. Dado un mo-
delo 2, definimos una asignacion como una funciéon s que a cada variable = del lenguaje le

A

asigna x* un elemento de A. Entonces, para intepretar un término ¢ en el modelo 2, bajo la

asignacion s (Not: t¥[s]) necesitamos dar una definicién recursiva: z*[s] = s(z), c*[s] = * y

(f(ta, - ta)¥[s] = FAE s, - - 3 s]).

Definicién A.1.1. Si tenemos una asignacion s, entonces s(vp/a) (a € A) sera la asignacion

que se obtiene a partir de s al reemplazar el valor de s(vy,) por a. Esto se extiende naturalmente

para: s(v1/ai, ..., Um/am).

Ahora definiremos la relacion de satisfaccion de Tarski (j=). Cuando interpretamos una féormula,
en un modelo y bajo una asignacion, esta puede ser verdadera o falsa en el modelo asi que
2 = as] denotaréa que la formula « es satisfecha (verdadera) en el modelo 2 bajo la asignacion
[s]. Y esto se define recursivamente para las formulas como sigue: para el caso de las formulas
atomicas, tenemos que A = (t; & t2)[s] si y solo si 3[s] = t3[s] y que A |= P(t1,...,t,)[s] siy
solo si (t[s],...,t}[s]) € P

Para las formulas booleanas se extiende facilmente, es decir, si a y 8 son féormulas, entonces
2 = —afs] siy solo si no sucede que A = afs] y A = aV 5[s] siy solo si A = afs] o A = B[s].

Por altimo para el cuantificador existencial, 2 |= Jxa]s] si y solo si existe un elemento a € A

tal que A = als(xz/a)].
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Luego, decimos que una férmula « es verdadera en un modelo 2 si se satisface en el modelo bajo
cualquier asignacion s. Y es falsa si para toda asignacion, la formula no se satisface en el modelo.
Ademas a es universalmente verdadera si es verdadera en cualquier modelo y es universalmente
falsa si es falsa en cualquier modelo.

Es sencillo probar que para toda féormula «, si las asignaciones s y s’ coinciden en todas las
variables libres de «, entonces 2 |= «a[s] si y solo si 2 | a[s']. Por lo que solo nos interesan los

valores de la asignacién en las variables libres de «. Esto nos lleva a dos cosas, la primera:

Notacion. Si a(xq,...,z,) es una formula tal que x1,...,x, ocurren libres,2 es un modelo
y ai,...,a, son elementos de A, entonces 2 |= alay,...,a,] significa que la formula se esta
evaluando en la asignacion s tal que s(x;) = a; para todai=1,...,n.

Y la segunda: que si un enunciado « es satisfecho en un modelo 2l bajo una asignaciéon s
(A = afs], entonces es satisfecho bajo cualquier asignacion en dicho modelo, es decir es verdadero
en el modelo (2 = «)).

Por tltimo hablaremos de la consecuencia seméantica: diremos que una férmula v es conse-
cuencia semantica de un conjunto I' de férmulas (Not: I = «y) si y solo si para cualquier modelo

2l y cualquier asignacion s,

2 = als] para toda o € I' implica que 2 = v[s].

También es conveniente mencionar algunas propiedades que cumple la 16gica de primer orden.
Hablemos un poco de nociones sintécticas.

La logica de primer orden en general es indecidible, es decir, que no existe un procedimiento
efectivo que dada una férmula de primer orden nos diga, si la férmula es valida o no. Sin embargo,
es recursivamente enumerable, es decir, que existe un proceso efectivo para generar todas las
formulas vélidas.

La manera en que se puede probar que un sistema es recursivamente enumerable es dar un
sistema de prueba correcto y completo. Ejemplos de sistemas de prueba son sistemas axiomé-
ticos o sistemas de secuentes. Para los fines de este trabajo, solo nos interesaran los sistemas
axiomaticos.

Una demostracion (en un sistema axiomatico) es una sucesion finita de formulas tal que cada
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férmula o es un axioma o se sigue de las anteriores por medio de alguna regla de inferencia.
Escribiremos F « para referirnos a que la formula de primer orden « se puede demostrar o tiene
una demostraciéon en un sistema axiomético. Y I' - a para decir que « es deducible a partir de
las formulas de I'. Seria deseable entonces que las nociones de ser deducible y de ser verdadero

empataran. De hecho empatan.

Proposicion A.1.2 (Teorema de completud correctud extendido). Sean T' un conjunto de
formulas de un lenguaje de primer orden E}J y a una formula del mismo lenguaje. Entonces

I'kasiysolosil Ea. Sil' =0, entonces tenemos que F « si y solo si = a.

Correctud es la implicacién de izquierda a derecha de la proposicién anterior y completud
es la de derecha a izquierda. Generalmente la més sencilla de probar es la de correctud. Ambas
pruebas y un estudio sintéctico mucho mas profundo se puede encontrar en |Enderton, 2001].

También hay otro resultado importante de la légica de primer orden que es importante tener

en mente.

Proposicion A.1.3 (Compacidad). Sea ¥ un conjunto de férmulas de primer orden. Si todo

subconjunto finito de ¥ es satisfacible, entonces ¥ es satisfacible.

Estos resultados son de suma importancia en logica de primer orden y se derivan de un
estudio mucho mas profundo. Se le sugiere al lector revisar [Chang y Keisler} [1990] y [Enderton,
2001]| para conocerlo més a fondo ya que escapa del objetivo de esta tesis pero es de suma

importancia.

A.2. Nociones de Teoria de Modelos

Definicién A.2.1 (Submodelo). Sean 2 y B modelos. Diremos que 2 es submodelo de B

(Notacion: 2 C B) si y solo si:

(i) ACB.

(44) Para toda letra relacional R de aridad n, tenemos que R* = R* N A™.
(iii) Para toda letra funcional f de aridad n, tenemos que f* = f® [ 4n.

A_ B

(iv) Para toda constante ¢;, tenemos que ¢* = c¢~.
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En esta caso, decimos también que B es una extension de 2.

Definicion A.2.2 (Equivalencia elemental). Sean 20 y 8 modelos. Diremos que 2 y B son

elementalmente equivalentes (Not: 2 = B) si y solo si para todo enunciado ¢, se cumple que

A = @ siysolosi B E .

Que 2 sea extension de B no garantiza que A y B hagan verdaderas a las mismas férmulas,

pero para eso la siguiente definicion.

Definicion A.2.3 (Extension elemental). Sean 2 y 8 modelos. Diremos que B es extension

elemental de A (Not: 2 < B) si y solo si:

(i) ACB
(1) Para toda formula de primer orden a(z1,...,x,), y para n-ada (aq,...,a,) de elementos
en A, se cumple que A = afay, ..., ay] siy solo si B = afay, ..., an).

En este caso también diremos que 2 es un submodelo elemental de 2.

Definicién A.2.4 (Encaje elemental). Una funcién f : A — B es un encaje elemental (No-
tacion: f : A < B) si y solo si para toda formula «(zy,...,x,), y para n-ada (ay,...,a,) de

elementos en 2, sucede que A = afay,...,a,] siy solo si B = aff(a1),..., f(an)]

Definicién A.2.5 (Isomorfismo). Sean 2 y B modelos. Diremos que 2 y 9B son isomorfos si y

solo si existe f, una funcién biyectiva tal que h: A — B y:

(i) Para cada letra relacional R de aridad n en p, se cumple que R*(a1,...,a,) si y solo si

R3(h(a1), ..., h(an)).

(13) Para cada letra funcional f de aridad n en p, se cumple que

R(f(a1,...,an)) = f2(h(ar),. .., h(an)).

(iii) Para toda constante ¢, se cumple que h(c?) = c>.

En este caso decimos que h es un isomorfismo entre 2 y 98 (Not: h : 2 = 9B). También podemos

decir que 20 y B son isomorfos (Not: 2 = B).
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Que dos modelos sean isomorfos quiere decir que matemaéticamente son la misma estructura,

lo que nos lleva a la siguiente proposicion.

Proposicion A.2.6. Sean, 2l y B modelos, f: A =B, a(xy,...,x,) una formula de primer

orden ay,...,a, € A, entonces

A = afar,...,an] siy solo siB = aff(ar),..., f(a)]

Hemos estado trabajando con las estructuras, pero también sera ttil enriquecer el lenguaje
a uno en el que todo elemento del modelo sea un elemento distinguido, o coloquialmente, que

todo elemento del modelo tenga un nombre.

Definicion A.2.7 (Expansion del lenguaje). Sean, E}) un lenguaje de primer orden y 2l un
modelo para este. Expandiremos a £} a un nuevo lenguaje L4 = £, U {cq,|a € A} anadiedo
una nueva constante, ¢, por cada elemento a del dominio de 2, A. Después se puede expandir
2 al modelo A4 = (A,a)qea del lenguaje L4, haciendo a cada elemento de A, un elemento
distinguido. Cada constante nueva ¢, de L4 se interpreta como el correspondiente elemento

distinguido a.

Proposicion A.2.8. El modelo B es una extension elemental del modelo A si y solo si A C B

Yy (Ql> a)aGA = (%7 a)aGA'

A.3. Ultraproductos

Los ultraproductos sirven para construir modelos nuevos a partir de otros. Para poder llegar
a la construccién de ultraproducto primero necesitamos algunas nociones como la de filtro y

ultrafiltro.

Definiciéon A.3.1 (Filtro). Sea W un conjunto no vacio. Y sea F' C P(W). Decimos que F' es

un filtro sobre W si y solo si:
(1) WePF.
(1i) SIX e FyY € F,entonces XNY € F.
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(i) SI1X,Y CW,X CY y X € F, entonces Y € F.

Si F' es distinto de P(W) entonces decimos que F' es propio.
Ejemplo A.3.2. Algunos ejemplos sencillos de filtros son:
(a) El filtro trivial F = {W}.

(b) Sea W un conjunto infinito, entonces F' = {X C W |W \ X es finito } es un filtro, a éste se

le conoce como el filtro cofinito.

Definiciéon A.3.3 (PIF). Sea G una familia de conjuntos. Decimos que G tiene la propiedad de
interseccion finita (PIF) si todo subconjunto finito {X1,...,X,} C G de elementos de G tiene

interseccién no vacia, i.e X1 NXoN---NX, #0

Observacion. No es muy complicado probar que la interseccion de funa familia de filtros es a su

vez un filtro.

Definiciéon A.3.4 (Filtro generado). Sea G C W. Definimos al filtro F' generado por G como

la interseccion de todos los filtros sobre W que contienen a G, formalmente:
F = ﬂ{D | D es un filtro sobre W'y G C D}.

Nos interesan unos filtros en especifico, unos que cumplen una condicién extra.

Definicion A.3.5 (Ultrafiltro). Un filtro U sobre un conjunto W es un ultrafiltro si y solo si
paratodo X CW, o X e Uo W\ X € U.

Un filtro F sobre W es mazimal si no existe un filtro F’ sobre W tal que F # F' y F C F’.

Existen ademas otras caracterizaciones para un ultrafiltro.
Proposicion A.3.6. Sea U un filtro sobre un conjunto W. Son equivalentes:
1. U es un ultrafiltro.

2. U es mazximal.
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35X, Y CW yXUY CU, entonces X €eU oY € U.

Presentaremos ahora un resultado muy importante del que se hace uso varias veces a lo largo

del texto.

Teorema A.3.7 (Teorema del Ultrafiltro). Sea W un conjunto no vacio. Todo filtro F sobre

W puede ser extendido a un ultrafiltro.

Como todo conjunto con la propiedad de interseccion finita puede extenderse a un filtro
(la prueba de esta afirmacion puede encontrarse en |Jech, 2002, Teorema 7.5]), obtenemos el

siguiente corolario del teorema.

Corolario A.3.8. Sea G C P(W). Si G tiene la PIF, G se puede extender a un ultrafiltro sobre
w.

Existen unos ultrafiltros en particular que nos seran muy tutiles en la construcciéon del ultra-

producto.

Definicion A.3.9 (Ultrafiltro principal). Sean, W un conjunto no vacio y w € W. El ultrafiltro
principal m, generado por w es el filtro generado por el conjunto unitario {w}. Es decir {X C

Wlwe X}.

No es diféil checar que realmente es un ultrafiltro.

En general, para el lector que quiera profundizar mas en la teoria de filtros, se le sugiere
revisar |Jech, 2002].

Ya podemos empezar la construccion de las ultrapotencias, primero lo vamos a hacer para

conjuntos y después para modelos, ya que es una manera mas sencilla de asimilarlo.

Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto no vacio de indices I. Supongamos que para cada
i € I, A; es un conjunto no vacfo. Sea C' = [[,.; A; el producto cartesiano de estos conjuntos.
Entonces, C' es el conunto de todas las funciones f : I — J;c; A; tales que f(i) € A; para
toda i € I. Definiremos la relacion de ser U-equivalentes (~/), de tal manera que dos funciones
f,g € C seran U-equivalentes (Not: f ~y g) siysolosi{i € I'| f(i) = g(i)} € U. No es dificil ver
que ~g es una relaciéon de equivalencia. Entonces es natural pensar en la clase de equivalencia

de una funcion f modulo ~g, que denotaremos por fi, i.e fy ={g9€ C|f ~v g}.
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Definicion A.3.10 (Ultraproducto de conjuntos). El ultraproducto de A; modulo U, es el

conjunto de todas las clases de equivalencia de ~¢. Lo denotaremos por [[;; A;. Entonces,

[T4i={flre]]as
U

iel

Cuando todos los conjuntos A; son el mismo, es decir A; = A para toda i € I, el ultrapro-

ducto se llama ultrapotencia de A moédulo U y se denota por [ [, A.
Ya podemos aplicar esta idea a modelos.

Definicion A.3.11 (Ultraproducto de modelos). Sean, Ell) un lenguaje de primer orden, I un
conjunto de indices y 2; (i € I) modelos para E}). El ultraproducto [[;; i de 2; modulo U es

el modelo tal que:

(¢) El dominio o universo Ay de [];2; es el conjunto [[;; A;, donde A; es el dominio de 2;

para toda ¢ € I.

(i4) Sean, R una letra relacional de aridad n y R; = R% (i € I). La relacion RIIv®i que

escribiremos como Ry, para facilitar la notacion, estéd dada por:
Ru(f, ..., fi) siysolosi{i € I|R;(f'(i),..., ")} €U.

111) Sean una letra funcional de aridad n i = i (¢ € I). La funciéon Uiooque
(i3i) Sean, h letra. funcional de aridad n y h; = h% (i € I). La funcion hllo®i g

denotaremos por hy por cuestiones de notacién, esta definida por:

ho(fis - f0) = L@ ha(fH(0), o fM (@) i € T

2A

(iv) Sea c una constante y ¢; = ¢ su interpretacion en el modelo 2; (i € I). La interpretacion

de c en el modelo []; %, que denotaremos como ¢y, esté definida como sigue:
cy = {(i,Ci) ‘Z S I}U.

No es dificil ver que las condiciones anteriores tienen sentido porque solo dependen de las
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clases de equivalencia fllj, ..., f{7. Veamos ahora un resultado importante en cuanto al ultrapro-

ducto.

Teorema A.3.12 (Teorema de Los). Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto no vacio I. Para

cada i € I, sea 2A; un modelo. Entonces:

(i) Para cada término t(z1,...,zn) y cualesquiera ff, ..., f& elementos de A = [],; Ui, se

cumple que,
e/ Sl S = LGN @), fMOD i € Do

(13) Para cualquier formula de primer orden a(x1, ..., x,) y cualesquiera ftlj, ..., f{; elementos

de [[; i, se cumple que,
HQli = alfd, ..., f1] siy solo si {i € I = alfi(),..., f"({)]} €U.
U

Prueba. Solo probaremos la segunda afirmacién. Procederemos por induccién sobre la comple-
jidad de . Si « es una férmula atémica, la equivalencia se da por definicién y por la afirmaciéon

(7). Luego, si « es de la forma —f(z1,...,z,), supongamos que la equivalencia se cumple para

B(x1, ..., @y). Asi,

[ Eelfl..... ] siy solosino [[2 = BlfE, ... £
U U

siysolosi {i € I'|A = BIfLG),..., ")} ¢ U
siysolosi {i € I|; ¥ BIfLGE),..., "))} eU

siysolosi {i € I|U=alf'G),..., "(0)]}eU

La segunda equivalencia se tiene por hipétesis inductiva y la tercera porque U es ultrafiltro,

la cuarta es por definicién de a.

Ahora, el caso en que « es de la forma V. Es andlogo al anterior usando que los filtros son

cerrados bajo supraconjuntos. Por ultimo, si a(x1,...,x,) es de la forma JzoB(xg, 1, ... .2,),
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tenemos que

HQ[Z- = alff, ..., fi}] siy solo si existe un fJ) tal que HQ[Z = Bl £y Y
U U

si y solo si existe un fg tal que
{i e T2 k= BIFOG), f1 (), ..., M)} €U
implica que i eI = alf'@),..., ")}y eU

Y para que la cuarta afirmacién implique la tercera basta con elegir una funcién f° € [Licr

que sirva como testigo de que {i € I'|2; = B[f°(i), f1(i),..., f*(i)} € U. Entonces la tercera y

cuarta afirmaciones son equivalentes y con esto queda probado el resultado. °

Corolario A.3.13. Sea [[;; & una ultrapotencia de un modelo 2. Para todo enunciado de primer

orden a, A =« si y solo si [[; A = o

Luego, consideremos la la llamada funcién diagonal d, que es un encaje natural de un modelo

2 en cada una de sus ultrapotencias [[;; 2 que esta definida como sigue:

a — fo donde f,(i) = a para toda i € I.

Corolario A.3.14. Sean, A un modelo y [[,; A una ultrapotencia de A. La funcion diagonal d

es un encaje elemental d : 2A < [, 2.
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